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Důkaz č. 1
Věta. (Liouvilleova)
Je-li funkce f : C→ C omezená a holomorfní v celé komplexní rovině, pak
je konstantní.

Věta. (Základní věta algebry)
Každý nekonstantní komplexní polynom p má alespoň jeden komplexní
kořen.

Důkaz.
Předpokládejme sporem, že polynom p nemá žádný komplexní kořen.
Definujme funkci f předpisem

f (z)
def
=

1
p(z)

pro každé z ∈ C.

Zřejmě je f holomorfní v celé komplexní rovině. Navíc platí lim
z→∞

f (z) = 0,
a tedy funkce f je omezená. Podle Liouvilleovy věty musí být funkce f
(a tedy i polynom p) konstantní, což je spor.
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Připomenutí některých pojmů a vět

Křivkou v C rozumíme spojité zobrazení γ : 〈α, β〉 → C, kde
α, β ∈ R, α < β.

Množinu [γ] = γ(〈α, β〉) nazýváme geometrickým obrazem křivky γ.

Je-li γ(α) = γ(β), nazývá se křivka γ uzavřená.

Křivka γ se nazývá cesta, jestliže existuje dělení D = {t0, t1, . . . , tn}
intervalu 〈α, β〉 takové, že γ|〈tk−1, tk〉 má spojitou a nenulovou
derivaci na 〈tk−1, tk〉 (k ∈ {1, 2, . . . , n}).

Uzavřená cesta je uzavřená křivka, která je cestou.

Křivka γ : 〈α, β〉 → C se nazývá jednoduchá, jestliže pro každá dvě
čísla t1, t2 ∈ 〈α, β〉 taková, že 0 < |t1 − t2| < β − α, platí
γ(t1) 6= γ(t2). Je-li navíc γ(α) = γ(β), mluvíme o jednoduché
uzavřené křivce (Jordanova křivka). Je-li Jordanova křivka cestou,
mluvíme o Jordanově cestě.
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Připomenutí některých pojmů a vět

Každá Jordanova křivka γ rozděluje množinu C ∪ {∞} na dvě
jednoduše souvislé oblasti. Tu oblast, která neobsahuje bod ∞,
budeme nazývat vnitřkem křivky γ a značit Int γ.

Pro z0 ∈ C a r ,R ∈ R∗ splňující 0 ≤ r < R ≤ +∞ definujme

P(z0; r ,R)
def
= {z ∈ C : r < |z − z0| < R}.

Dále položme

P(z0; R)
def
= P(z0; 0,R) = {z ∈ C : 0 < |z − z0| < R},

O(z0; R)
def
= P(z0; R) ∪ {z0} = {z ∈ C : |z − z0| < R}.
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Připomenutí některých pojmů a vět

Věta. (Laurentova)
Nechť 0 ≤ r < R ≤ +∞ a nechť f je holomorfní v mezikruží P(z0; r ,R).

Pak existuje právě jedna Laurentova řada
+∞∑
n=−∞

an(z − z0)n, pro kterou

platí

f (z) =
+∞∑
n=−∞

an(z − z0)n pro každé z ∈ P(z0; r ,R).

Definice.
Buď f holomorfní v P(z0; R), kde z0 ∈ C, R > 0. Koeficient a−1 v

odpovídajícím Laurentově rozvoji
+∞∑
n=−∞

an(z − z0)n funkce f nazýváme

reziduem funkce f v bodě z0 a značíme ho resz0 f .
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Příklad.
Vypočtěte resz0 f , je-li

z0 = 0, f (z) =
sin z
z4 .

Řešení.
Funkce f je holomorfní v C \ {0}.

Pro každé z ∈ C platí

sin z = z − 1
3!

z3 +
1
5!

z5 − 1
7!

z7 + . . . .

Odtud dostaneme, že pro každé z ∈ C \ {0} je

f (z) =
sin z
z4 = z−3− 1

3!
z−1 +

1
5!

z − 1
7!

z3 + . . . .

To (podle definice) znamená, že resz0 f = − 1
3! = −1

6 .
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To (podle definice) znamená, že resz0 f = − 1
3! = −1

6 .
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Připomenutí některých pojmů a vět

Definice.
Nechť γ : 〈α, β〉 → C je cesta a f : [γ]→ C spojitá funkce. Křivkový
integrál funkce f po cestě γ definujeme vztahem

∫
γ

f (z) dz def=

β∫
α

f (γ(t)) · γ′(t) dt.

Věta. (O reziduích)

Nechť γ je kladně orientovaná Jordanova cesta a M ⊆ Int γ konečná
množina. Nechť dále funkce f je holomorfní v Int γ \M a spojitá a
konečná na Int γ. Pak platí∫

γ

f (z) dz = 2πi ·
∑
z∈M

resz f .
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Důkaz č. 2
 R

γ
f (z) dz def

=
βR
α
f (γ(t)) · γ′(t) dt

!

Věta. (Základní věta algebry)
Každý nekonstantní komplexní polynom p má alespoň jeden komplexní
kořen.

Důkaz.
Předpokládejme sporem, že polynom p nemá žádný komplexní kořen, tzn.
funkce 1

p je holomorfní v celé komplexní rovině.

Pro R > 0 počítejme nyní křivkový integrál

IR =

∫
γR

1
z · p(z)

dz

=

2π∫
0

i
p (R · e it)

dt

 ,

kde
γR(t) = R · e it

(
t ∈ 〈0, 2π〉

)
,

tj. γR je kladně orientovaná kružnice s poloměrem R.
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Pokračování důkazu
 R

γ
f (z) dz = 2πi ·

P
z∈M

resz f

!

Důkaz.
S využitím reziduové věty (funkce 1

p je holomorfní v C) dostaneme

IR =

∫
γR

1
z · p(z)

dz =

∫
γR

1
p(z)

z
dz = 2πi · 1

p(0)
,

a tedy |IR | = 2π
|p(0)| , což je kladné číslo nezávisející na R.

Na druhé straně je

|IR | ≤ λ(γR) · max
|z|=R

1
|z · p(z)|

= 2πR · 1
R
· max
|z|=R

1
|p(z)|

=

= 2π · max
|z|=R

1
|p(z)|

→ 0 pro R → +∞,

což je samozřejmě spor. �
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Připomenutí některých pojmů a vět

Větu o reziduích lze zobecnit i pro uzavřené cesty, které nejsou Jordanovy.

Věta. (O reziduích–zobecněná)

Buď Ω ⊆ C jednoduše souvislá oblast, M ⊆ Ω konečná množina a nechť
funkce f je holomorfní v Ω \M. Nechť dále γ je uzavřená cesta, pro kterou
[γ] ⊆ Ω \M. Pak platí∫

γ

f (z) dz = 2πi ·
∑
z∈M

(resz f · indγ z) .
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Připomenutí některých pojmů a vět

Další důkaz základní věty algebry se opírá o tzv. Rouchèovu větu.

Věta. (Rouchèova)

Buď γ Jordanova cesta v C a f , g funkce holomorfní na Int γ. Jestliže platí

|f (z)| > |g(z)| pro každé z ∈ [γ],

pak funkce f + g a funkce f mají v Int γ stejný počet kořenů.
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Důkaz č. 3

Věta. (Základní věta algebry)
Každý komplexní polynom p stupně n ∈ N má právě n komplexních kořenů
(počítáno včetně násobností).

Důkaz.
K důkazu využijeme Rouchèovu větu. Předpokládejme, že

p(z) = anzn + an−1zn−1 + . . .+ a1z + a0, kde n ∈ N, an 6= 0.

Položme

f (z) = anzn,

g(z) = an−1zn−1 + . . .+ a1z + a0,

γ(t) = R · e it , t ∈ 〈0, 2π〉,
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Pokračování důkazu`
f (z) = anzn, g(z) = an−1zn−1 + . . .+ a1z + a0, γ(t) = R · e it

´

Důkaz.
kde R ∈ R je takové číslo, že pro každé z ∈ C splňující |z | ≥ R platí

|p(z)| ≥ |f (z)| − |g(z)| > 0. (1)

Odtud vidíme, že funkce f , g a γ splňují předpoklady Rouchèovy věty, a
tedy funkce

f + g = p a f

(f (z) = anzn)

mají uvnitř γ stejný počet

(tj. n)

komplexních kořenů.

Zároveň ze vztahu (1) plyne, že polynom p nemůže mít žádný komplexní
kořen mimo Int γ, což znamená, že polynom p má v C právě n
komplexních kořenů. �
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Poznámka.
Rouchèovu větu lze odvodit z následujícího tvrzení.

Věta. (Princip argumentu)
Buď γ kladně orientovaná Jordanova cesta v C. Nechť funkce f je
holomorfní na Int γ. Nechť dále f (z) 6= 0 na [γ]. Pak pro počet K kořenů
funkce f v Int γ (včetně násobností) platí

K =
1

2πi

∫
γ

f ′(z)

f (z)
dz .
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Poznámka.

Vztah K = 1
2πi

∫
γ

f ′(z)
f (z) dz

lze podle definice křivkového integrálu a podle zobecněné reziduové věty
psát ve tvaru

K =
1

2πi

∫
γ

f ′(z)

f (z)
dz =

1
2πi

β∫
α

f ′(γ(t))

f (γ(t))
· γ′(t) dt =

1
2πi

β∫
α

(f ◦ γ)′(t)

(f ◦ γ)(t)
dt =

=
1

2πi

∫
f ◦γ

1
z

dz = res0
1
z
· indf ◦γ 0 = indf ◦γ 0.

Vztah K = indf ◦γ 0 má poměrně zajímavou geometrickou interpretaci.
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Princip argumentu – ilustrace č. 1
“
f (z) = z5 − z + 1

”

Kliknutím na obrázek spustíte animaci.

Vidíme, že indf ◦γ 0 = 5.
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Princip argumentu – ilustrace č. 2
“
f (z) = z5 − z + 1

”

Kliknutím na obrázek spustíte animaci.

Vidíme, že indf ◦γ 0 = 4.
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Princip argumentu – ilustrace č. 2
“
f (z) = z5 − z + 1

”

Vidíme, že indf ◦γ 0 = 4.
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Princip argumentu – ilustrace č. 3
“
f (z) = z5 − z + 1

”

Kliknutím na obrázek spustíte animaci.

Vidíme, že indf ◦γ 0 = 2.
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Princip argumentu – ilustrace č. 3
“
f (z) = z5 − z + 1

”

Vidíme, že indf ◦γ 0 = 2.
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Princip argumentu – ilustrace č. 4
“
f (z) = z5 − z + 1

”

Kliknutím na obrázek spustíte animaci.

Vidíme, že indf ◦γ 0 = 0.

Petr Vodstrčil (VŠB TUO) Základní věta algebry 19.5. 2011 19 / 20


04.mov
Media File (video/quicktime)



Princip argumentu – ilustrace č. 4
“
f (z) = z5 − z + 1

”

Vidíme, že indf ◦γ 0 = 0.
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Děkuji za pozornost !!!
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