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Priklad (Hérénova Gloha)

Necht' A, B jsou rizné body leZici ve stejné poloroviné vytaté primkou p.
Najdéte bod X € p tak, aby soucet |AX|+ |BX| byl minimaini.
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A

Jist& plati |AY| + [BY| = |AY]| + | YB/|.
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Priklad (Hérénova Gloha)

Necht' A, B jsou rizné body leZici ve stejné poloroviné vytaté primkou p.
Najdéte bod X € p tak, aby soucet |AX|+ |BX| byl minimaini.

Necht Y € p je libovolny bod. Nyni sestrojime bod B’ jako obraz bodu B
v 0sové soumérnosti s osou p.

A

Jisté plati |AY| + |BY| = |AY| + | YB’|. Neni tedy tézké si uvédomit, ze
hledany bod X dostaneme jako priise¢ik pfimek p a AB'.
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Jiny pristup % 2 |AY| + |BY| = konst.} e elipsa. )

Kliknutim na obrazek spustite animaci ‘
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animace.mov
Media File (video/quicktime)


Jiny pristup % 2 |AY| + |BY| = konst.} e elipsa. )
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Na zdi je zavésen obraz. Jeho spodni okraj A se nachazi a délkovych
jednotek nad drovni oci a jeho horni okraj B se nachazi b délkovych
jednotek nad drovni oli. Urcete, z jaké vzddlenosti je obraz vidét pod
nejvétsim zornym uhlem.
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Reseni je zaloZeno na rozboru nasledujiciho obrazku. J
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Reseni je zaloZeno na rozboru nasledujiciho obrazku. J

2

Vezmeme-li v Gvahu znalosti o obvodovych a stfedovych Ghlech,
dostaneme, Ze optimalni je pozorovat obraz z bodu T (bod dotyku).
Z tohoto bodu bude obraz vidét pod nejvétsim zornym Ghlem. Vzdalenost

bodu T od zdi je moZné dopocitat napf. pomoci mocnosti bodu ke
kruznici.
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Poznamka (Analytické fesent)

Oznacme x nasi vzdalenost od zdi a « ihel, pod kterym vidime obraz.
Z goniometrickych vzorcl je mozné odvodit, ze
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Poznamka (Analytické fesent)

Oznacme x nasi vzdalenost od zdi a « ihel, pod kterym vidime obraz.
Z goniometrickych vzorcl je mozné odvodit, ze

Nyni pouZijme na jmenovatele elementarni nerovnost p? + g% > 2pq.
Poznamenejme, ze v této nerovnosti nastavd rovnost pravé tehdy, kdyz

plati p = q.
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Poznamka (Analytické fesent)

Oznacme x nasi vzdalenost od zdi a « ihel, pod kterym vidime obraz.
Z goniometrickych vzorcl je mozné odvodit, ze

Nyni pouZijme na jmenovatele elementarni nerovnost p? + g% > 2pq.
Poznamenejme, ze v této nerovnosti nastavd rovnost pravé tehdy, kdyz
plati p = gq. Celkem tedy dostavame

x(b—a): x(b — a) <x(b—a):b—a
x2+ab  x24(vab)2 =~ 2xvab  2Vab’

tga =

pricemz rovnost nastdva pravé tehdy, kdyz x = +/ab, coz je vzddlenost, pro
kterou je tg « (a tedy i samotné ) maximalni.
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Je dan ostrouihly trojihelnik ABC. Uvnitf tohoto trojuhelniku najdéte bod
X, pro ktery je soucet |AX| + |BX| + |CX| minimalni.
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Necht Y je libovolny vnitfni bod trojihelniku ABC. PouZijeme otoceni
kolem bodu A o 60 stupnt proti sméru hodinovych rucicek.
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Je dan ostrouihly trojihelnik ABC. Uvnitf tohoto trojuhelniku najdéte bod
X, pro ktery je soucet |AX| + |BX| + |CX| minimalni.

Necht Y je libovolny vnitfni bod trojihelniku ABC. PouZijeme otoceni
kolem bodu A o 60 stupnt proti sméru hodinovych rucicek.

CV

A B

Jisté [C'Y'| = |CY], |Y'Y| = |AY], a tedy
IAY |+ |BY|+|CY| = [C'Y'|+|Y'Y|+]|YB|.
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Vzhledem k symetrii Glohy si neni obtizné uvédomit, ze bod X, ktery
hledame, sestrojime podle nasledujiciho obrazku. J

CV
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Vzhledem k symetrii Glohy si neni obtizné uvédomit, ze bod X, ktery
hledame, sestrojime podle nasledujiciho obrazku. J

CV

Poznamka

Bod X se nazyva Torricelliho bod. Pro takovyto bod pak navic plati
|ZAXB| = |£BXC| = |£CXA| = 120°.
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Pokud bychom chtéli Glohu fesit analyticky (napf. pro trojihelnik ABC,
kde A = (0,0), B =(4,0), C = (3,2)), museli bychom hledat minimum
funkce

Fxy) = Vo2 +y2 44 (x =42 £ 2+ [ (x =32 + (v — 22,

co? by bylo komplikované. (Vychazi fii, = /17 4+ 8v/3.)
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Pokud bychom chtéli Glohu fesit analyticky (napf. pro trojihelnik ABC,
kde A = (0,0), B =(4,0), C = (3,2)), museli bychom hledat minimum
funkce

Fxy) = Vo2 +y2 44 (x =42 £ 2+ [ (x =32 + (v — 22,

co? by bylo komplikované. (Vychazi fii, = /17 4+ 8v/3.)

Pro ilustraci si ukazme vrstevnice funkce f v trojihelniku ABC.
C’
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Priklad (Fermatova (loha)

Je dan ostrouihly trojihelnik ABC. Uvniti stran AB, BC, AC sestrojte
body X, Y, Z tak, aby obvod trojihelniku XYZ byl minimalni.
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Nejprve na strané AB zvolme (zcela libovolné ale pevné) bod P. K tomuto
bodu budeme hledat zbyvajici dva body tak, aby obvod pfislusného
trojahelniku byl minimalni.
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Nejprve na strané AB zvolme (zcela libovolné ale pevné) bod P. K tomuto
bodu budeme hledat zbyvajici dva body tak, aby obvod pfislusného
trojahelniku byl minimalni.

Necht @ a R jsou libovolné body na zbyvajicich strandch BC a AC. Dale
P’ a P" necht jsou obrazy bodu P v osovych soumérnostech s osami AC

a BC.
C
T
P
R
PH
P B
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Jisté |PR| = |P'R| a |PQ| = |P"Q)|, odkud plyne, Ze

|PQ| + |QR| + |RP| = |P'R| + |RQ| + |QP"|. Vidime tedy, Ze pro dané P
je nejlepsi volit R a @ tak, aby body P/, R, Q a P” lezely v jedné pfimce.
Obvod APQR je pak roven velikosti Gsecky P'P”.

C
71
P
R,
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Jisté |PR| = |P'R| a |PQ| = |P"Q)|, odkud plyne, Ze

|PQ| + |QR| + |RP| = |P'R| + |RQ| + |QP"|. Vidime tedy, Ze pro dané P
je nejlepsi volit R a @ tak, aby body P/, R, Q a P” lezely v jedné pfimce.
Obvod APQR je pak roven velikosti Gsecky P'P”.
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Nyni zbyva jesté stanovit optimalni polohu bodu P, tj. najit na strané AB
takovy bod P, aby velikost Gse¢ky P’'P” byla minimalni. J

C

A
A

A
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7 ot vV

Nyni zbyva jesté stanovit optimalni polohu bodu P, tj. najit na strané AB
takovy bod P, aby velikost Gse¢ky P’'P” byla minimalni. J

C

A P B

Vsimnéme si, ze |CP'| = |CP| = |CP"| a |£P'CP"| =2 -|£ZACB]| (velikost
ahlu P’ CP” nezévisi na poloze bodu P). J
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7 ot vV

Nyni zbyva jesté stanovit optimalni polohu bodu P, tj. najit na strané AB
takovy bod P, aby velikost Gse¢ky P’'P” byla minimalni. J

C

A P B

V&imnéme si, Ye |CP'| = |CP| = |CP"| a |£P'CP"| = 2 - | ZACB] (velikost
ahlu P’ CP” nezévisi na poloze bodu P).

Velikost Gse¢ky P’'P” je tedy minimalni pravé tehdy, kdyZ je minimalni
velikost Gsecky CP.

Odtud je patrné, Ze bod P musime vzit jako patu vysky.
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Vzhledem k symetrii Glohy si neni tézké uvédomit, ze body X, Y, Z, které
maji vlastnost uvedenou v zadani (obvod AXYZ je minimalni), musi byt
paty jednotlivych vysek v trojahelniku ABC.
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Vzhledem k symetrii Glohy si neni tézké uvédomit, ze body X, Y, Z, které
maji vlastnost uvedenou v zadani (obvod AXYZ je minimalni), musi byt
paty jednotlivych vysek v trojahelniku ABC.

Poznamka
AXYZ se nazyva orticky trojihelnik.
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Domaci cviceni

Jsou dany dvé kruZnice majici dva spoleéné body. Jednim z nich vedte
primku tak, aby tsecka XY vytatd kruznicemi méla nejvétsi délku
(viz obrazek).
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Domaci cviceni

Jsou dany dvé kruZnice majici dva spoleéné body. Jednim z nich vedte
primku tak, aby tsecka XY vytatd kruznicemi méla nejvétsi délku
(viz obrazek).

Chceme, aby |AX| + |AY| bylo maximalni.

Petr Vodstréil (VSB TUO) Extremalni Glohy v geometrii 11.4.2013



Domaci cviceni

Jsou dany dvé kruZnice majici dva spoleéné body. Jednim z nich vedte
primku tak, aby dsecka XY vytatd kruZnicemi méla nejvétsi délku
(viz obrazek).

Zkuste Fesit podobnou Glohu, chceme-li, aby |AX| - |AY| bylo maximalni.
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Domadci cviceni

Je dan ostrodihly trojuhelnik ABC. Bodem C vedte pfimku p tak, aby s
trojithelnikem ABC méla pouze jeden spole¢ny bod (bod C) a pfitom byl
soucet vzdalenosti bodii A a B od primky p maximalini (viz obrdzek).

p
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@ Predndsky pro resitele matematické olympiddy, Jevicko, cerven 1994.
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Dékuji za pozornost.
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