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Predmluva

Tento material by mél slouzit jako struc¢na informace o moznostech, které nabizi
variacni metody ve stavebni mechanice. Pfednaska je urcena pro pedagogy v ramci
projektu Matematika pro inzenyry 21. stoleti.

Text byl vysazen pomoci sazeciho systému TEX ve formatu pdf BKTEX 2¢.
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Kapitola 1

Zakladni pojmy a postupy
variacniho poc¢tu ve stavebni
mechanice

Vlastnosti varia¢nich funkci

Variac¢ni funkce jsou predmétem feseni varia¢nich tiloh. Ve vétsiné praktickych apli-
kaci maji varia¢ni funkce tvar

F) = folx) + ) aifilx), (1.1)
i=1
kde fi(z)(i =0, ..., n) jsou funkce (nejéastéji polynomy), které jsou spojité v hod-

notéch i ve svych derivacich v celém zkoumaném intervalu x € (a,b) a a; jsou kon-
stanty (tzv. parametry). Funkce f; musi rovnéz spliiovat okrajové podminky tlohy
pri jakychkoliv hodnotach konstant a;.

Prikladem funkce (1.1) je kubickéd parabola z obrazku 1.1 ve tvaru:

f(2) = a1x(1 — ) + agx(1 — 22). (1.2)

Variace funkce

Na obrazku 1.1 jsou rovnéz znézornény grafy funkei oznacené f,(x) s konkrétné
zadanymi parametry a; = 0,100, as = —0,050 a f,(x) s parametry a; = 0,105
a agy = —0,045. Zluté plocha vyjadiuje zménu pribéhu ptivodni funkce f,(z) pozmé-
nénymi hodnotami konstant a; a ag, tedy Af,(z) = fy(z) — fu(z). Hodnoty konstant
a; byly pozménény o konecné priristky, a proto byla zména prubéhu Af,(z) také
konec¢na. Pri nekonecné malych zménach konstant a; dojde také k nekonecéné malé
zmeéné pribéhu funkce - variaci funkce.
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Obr. 1.1 Priklad zmény pribéhu funkce

Funkcional

Funkei (1.1) 1ze oznacit zjednodusené jako f = f(z) a jeji derivace podle nezavislé
proménné z pak f', f ... . Funkciondlem pak bude integral:

b
m= [ Fsa (13)

kde F je funkce funkei f, f', f,... - funkcional. V ulohédch stavebni mechaniky
byvaji funkcionaly popsany zpravidla jako soucCet nékolika integrala. V pripadé, ze
funkcionél obsahuje napt. funkei (1.1) a jeji derivace, po integraci podle z s uvazo-
vanim mezi a a b jeho hodnota zavisi pouze na hodnotach parametri a;.

Priklad 1.1. Urcete hodnotu funkciondlu

= /01 {% [f//(x)r 0, 768f(a:)} dz, (1.4)

pro parametry a; funkei f,(z) a fy(z) z obrazku 1.1.

Resend. Funkce (1.2) mé druhou derivaci rovnu f*(x) = —2a; — 6ay. Po dosazeni

[f"(x)]? a f(z) do (1.4) lze ziskat:
1
1= / 247 + 12a1a0z + 18a3z* — 0, 768a; (z — 2*) — 0, 768as(z — 2°)] dz (1.5)
0

a po integraci

I = 2a3 + 6ajay + 6a5 — 0,128a; — 0,192a,. (1.6)

Hodnota funkcionalu (1.6) pro parametry funkce f,(z) z obrazku 1.1 a; = 0,100
a a, = —0,050 se rovna 11, = 0,00180.



Pro funkei fy(z) s parametry a; = 0,105 a ay = —0,045 je hodnota funkciondlu
11, = 0,00105.
A

Variace funkcionalu

V piipadé variace funkce f = f(x) i jejich derivaci f',f",... se zméni hodnota
funkcionalu /I - variace funkcionalu.

Poznamka 1.2. Pii integraci funkcionalu podle nezavislé proménné x vystupovaly
parametry a; jako konstanty napt. (1.5). Po provedeni integrace napt. (1.6) je v sou-
vislosti s variaci funkcionalu nutné tyto parametry povazovat za nezavislé proménné
a funkcional za funkci n téchto proménnych parametri a;:

II =1(ay, ..., a,). (1.7)

Variaéni tiloha

Resenim tzv. variac¢ni tlohy je nalezeni prubéhu funkce f = f(z) a jejich derivaci
! " Ve v v Vé . ’ / Ve S v Vé v/ 7z
f,f ... pfi némz bude mit funkcional (1.3) extrémni hodnotu. ReSeni spociva ve
stanoveni ¢iselnych hodnot vSech soucinitelt a; funkciondlu I7, k ¢emuz se v tillohach
stavebni mechaniky pouzivaji vétsinou primé metody.
Funkcional bude nabyvat svou extrémni hodnotu, pokud budou vSechny parcialni

derivace funkce IT podle vsech proménnych ax(k =1, ..., n) nulové.
oIl 0 I1
—=0,..., — =0. 1.8
0 aq ’ ’ 0 Ay ( )

Varia¢ni tloha pak vede k TeSeni systému n rovnic s kofeny a;. Funkce f,,(x),
zajistujici extrémni hodnotu funkcionalu, se nazyva extremala.

Priklad 1.3. Uréete extrémni hodnotu funkcionéalu (1.4) z prikladu 1.1 a jeho ex-
tremalu f,,(z).

Resend. Parcidln{ derivace (1.8) podle a; a ay sestavime pro odvozeny vyraz (1.6):
011
— =4 6as — 0,128 =0 1.9
9 ar a + baz — 0, ) (1.9)
0 1II
9~ 6ay + 12a, — 0,192 = 0. (1.10)
(? a9

Resenim téchto dvou rovnic lze ziskat kofeny soustavy a; = 0,032 a ay = 0.

Dosazenim obou parametri do vyrazu (1.6) vychazi minimélni hodnota funkcionalu
11, = —0,002048.
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Pripadnym vlozenim hodnot obou vypoc¢tenych parametri do (1.2) je uréena extre-
mala, kterd nabyva tvar

fm(x) =0,0322(1 — x) (1.11)
a odpovidé tedy rovnici kvadratické paraboly (je zobrazena na obrazku 1.1).

A

Poznamka 1.4. Pii feseni tloh stavebni mechaniky varia¢nimi metodami neni
nutno urcovat extrémni hodnoty funkcionalu I1,;, nebo Il,., a proto je vhod-
néjsi nejprve v rovnici (1.3) derivovat integrand F' podle parametru a; a pak teprve
integrovat podle z:

aH b a ! "

— = —F = 1.12
o= [ P S ) dr =0 (1.12)
prok=1,..., n.

Piiklad 1.5. Urcete rovnice (1.8) z piikladu 1.3 zpusobem popsanym v poznamce
1.4.

Resend. Pii fesenf vyrazu (1.4) podle (1.12) Ize ziskat:

o1l 1 1 " 0 f”(x) 0 f(x)

— = -2 —0,768———= > dx =0 1.13

0 Qe 0 {2 f (l‘) 0 Qe 0 Qe o ( )
pro k = 1,2. P¥i dosazeni f"(z) = —2a;, — 6ayz; 8(9fa(1x) =-2a %f—éf) =z(1—x)
pro k = 1; % =—6x a %f—g) = x(1 —2?) pro k = 2 je mozno ziskat po integraci

rovnice (1.9) a (1.10), aniz by se sestavovaly funkcionaly (1.5) a (1.6).
A

Uvedené pojeti varia¢ni tlohy ve stavebni mechanice byva oznac¢ovano
jako Ritzova metoda. Walter Ritz (1878-1909) postup pouzil v roce 1908
pri feseni tenkych desek.




Kapitola 2

Energetické variacni metody

Vlastnosti konstrukce v redlném zatézovacim stavu, které jsou dilezité pro dalsi
vypocet:

1. V zatizené konstrukci vznika tzv. pole napéti, tj. souhrn normalovych napéti
o a smykovych napéti 7 ve vSech bodech télesa tvoriciho konstrukei. U pru-
tové konstrukce je pole napéti vyjadieno prostrednictvim pribéhu vnitFnich
sil ve vsech prirezech prut. Vnitini sily splnuji diferencialni podminky
rovnovahy na vsech elementech konstrukce a spolu s vnéjsimi silami tvori
rovnovaznou soustavu sil.

2. V deformované konstrukei vznika tzv. pole deformaci, tj. souhrn pomérnych
protazeni ¢ a zkoseni 7 ve vSech bodech télesa tvoriciho konstrukei. U pru-
tové konstrukce je pole deformaci vyjadieno prostrednictvim elastickych car
pruti. Deformace splnuji podminky kompatibility na vsSech elementech
konstrukce a elastické cary respektuji kinematické podminky predepsané
vnéjsimi vazbami.

3. Pole napéti (resp. vnitini sily) a pole deformaci (resp. elastické ¢éary) jsou
vzadjemné vazana fyzikalnimi rovnicemi (u linedrné pruzného materialu tedy
Hookovym zdkonem).

4. Vngjsi sily zatizené a deformované konstrukce vykazuji potencidlni energii
(strucénéji redlny potencial) II., vnitini sily pak potencidlni energii I1;. Cel-
kovy realny potencial soustavy I/ je dan soucétem II = I, + II; a je
roven nule: 17 = 0.

Pomoci celkového potencialu soustavy lze vyresSit neznamé vnitini sily, reakce
a deformace konstrukce. Metody vypoctu jsou z matematického hlediska zalozeny
na pouziti varia¢niho poc¢tu a jsou oznacovany jako energetické variacni metody.
Energetickych varia¢nich metod je v soucasnosti znamo nékolik. Z fyzikalniho hle-
diska se lisi tzv. energetickym variaénim principem. Zasadni postaveni maji
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zejména dva tzv. klasické variacni principy, které jsou historicky nejstarsi a také
nejpouzivanéjsi:
e Deformacni (Lagrangeav) varia¢ni princip

e Silovy (Castigliantav) varia¢ni princip

2.1 Deformacni (Lagrangeav) variacni princip

Definice 2.1. Ze vSech moznych aproximaci pole deformaci (elastické ¢éry),
které splnuji podminky kompatibility a okrajové podminky predepsané vnéjsimi

vvvvvv

Deformacni variac¢ni princip je pojmenovan podle francouzského mate-
atika a fyzika Josepha-Louise Lagrangeho (1736-1813), ktery se jako prvni
zabyval pocatkem 19.stoleti vyuzitim pojmu mechanické prace ke studiu sta-
tické rovnovahy tuhych (nedeformovatelnych) téles.

2.2 Silovy (Castigliantiv) varia¢ni princip

Definice 2.2. Ze vSech moznych aproximaci pole napéti (vnitinich sil), které spl-
nuji diferenciadlni podminky rovnovahy a vyhovuji podminkdm rovnovahy vnit¥nich

vvvvvv

Silovy varia¢ni princip je pojmenovan podle italského védce Carla Al-
berta Castigliana (1847-1884), ktery v roce 1875 poprvé publikoval ucele-
nou teorii vypoctu pruznych soustav zalozenou na pojmu pretvarné prace.

Poznamka 2.3. Mezi obéma principy existuje teoretickd souvislost,
zvand dualita. Zaménou odpovidajicich pojmi (pole napéti <> pole de-
formact, podminky rovnovdhy < podminky kompatibility apod.) prejde jeden princip
v druhy.

Poznamka 2.4. Energetické variacni metody jsou metody priblizné. Presné te-
Seni lze ziskat pouze ve zvlastnich pripadech, kdy skutecny tvar elastické ¢ary nebo
skutec¢ny pribéh vnitinich sil je obsazen ve zvolené aproximacni funkci.

Poznamka 2.5. U prutovych soustav se energetické variac¢ni principy pouzivaji jen
k TeSeni jednoduchych tuloh (napt. k vypoctu deformaci v zadanych bodech kon-
strukce nebo k vypoctu reakci staticky neurcitych nosniki), kde se vétsinou ziska
i presné feseni. Hlavni uplatnéni energetickych varia¢nich metod je tfeba hledat pri
feSeni plosnych a masivnich prostorovych konstrukei metodou koneénych prvki.



Kapitola 3

Deformacni (Lagrangetv) variac¢ni
princip

3.1 Podrobnéjsi vyklad deformacniho variacniho
principu

Aproximace elastickych car

Pro pfipad obecné namédhaného primého prutu v prostoru (umisténého v lokalni sou-
radnicové soustavé podle obrdazku 3.1) lze aproximovat, za predpokladu zanedbani
vlivu posouvajicich sil na deformaci, ¢tyti elastické ¢ary s vyuzitim polynom:

e |
[~ ]
i %
A/,/-T'I: '''''''''' _ _'_'_'_'_'_'_'_‘__'_"'" -
y =
!
Vz

Obr. 3.1 Souradnicova soustava pifimého prutu v prostoru

(a) rovnice osovych posunt
u=u(x) = Z%W; (3.1)
i=1

(b) rovnice ohybové ¢ary v hlavni roviné z,z

w=w(z) = Zaiwi, (3.2)
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(c) rovnice ohybové ¢ary v hlavni roviné z,y

(d) rovnice pootoceni pii krouceni

0 =0(z) =Y a; (3.4)

=1

V rovnicich (3.1) az (3.4) pfedstavuji a; parametry aproximacnich funkei, u; =
= wu;(z)-0; = 9;(x) dil¢i aproximacni polynomy zvolené tak, aby funkce (3.1) az
(3.4) vyhovovaly okrajovym podminkam, které jsou predepsany vnéjsimi vazbami.
Poznamka 3.1. Vysledky variacnich feseni lze superponovat, proto lze kazdou elas-

tickou ¢aru vysettovat v samostatné tloze. Z tohoto diivodu jsou parametry a; i jejich
pocet n oznaceny v rovnicich (3.1) az (3.4) stejné.

Poznadmka 3.2. Aproximac¢ni polynomy v rovnicich (3.1) az (3.4) jsou po celé
délce prutti spojité ve vsech hodnotéch i derivacich. K uspokojivym vysledkiim pak
mohou vést pouze pri zatizenich, které neobsahuji osamélé sily nebo momenty, jez
by zptisobovaly nespojitosti v derivacich ohybovych car.

Deformacni potencial vnéjsich sil

Energie vnéjsich sil ptisobicich na vysetrovany prut je u jednotlivych elastickych car
dana vzorci:

bj
u(z) : I, = — Z P, ju; — Z/ ng j(r)ude, (3.5)
j il

J

b
v(x): Ul = — Z P, v — Z M, jv; — Z/ qyj(z)vde, (3.7)
J J jov

J

b;
w(x): Ul = — Z P, jw; — Z M, jw; — Z/ ¢.j(v)wde, (3.6)
J J gV

W) = =3 M0 — 3 / ” e ()0 (3.8)

J

Na energii vnéjsich sil daného prutu se tedy podileji:

e Osamélé sily P, ;, P, j, P, ; pusobici ve smérech jednotlivych souradnicovych
os, které konaji praci na posunech svych pisobist u;,v;, w; v tychz smérech,
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Spojita silova zatizeni n, ;(x) pusobici v ose prutu x, kterd konaji praci na
osovych posunech u,

Spojita pricna silova zatizeni g, ;(x), ¢, j(x) pusobici ve smérech soutadnico-
vych os y, z, ktera konaji praci na poradnicich ohybovych ¢ar v, w,

Osamélé ohybajici momenty M, ;, M., ; pusobici v hlavnich rovinach prutu z, 2

a x,y, které konaji praci na pootocenich, tedy na derivacich ohybovych car
’ / ’ , o v

w;, v; v mistech svych pusobist,

Osamélé zkrucujici momenty M, ;, které konaji praci na krutovych pootocenich
¥; svych pisobist,

Spojitda momentova zkrucujici zatizeni m, ; (), ktera konaji praci na krutovych
pootocenich .

Osové posuny: Prihyby ve sméru osy z: q. j(x) N
B M,

B(,j nx,j(x)‘\ / i o] m Vil m

—Xx aje l;j —
lej . Uu — .
Krutova pootoceni:
My, (¥) ~
M., W\ Prihyby ve sméru osy y:

. = . YO

0 LB M
—— 6—1/9 Elex == j V// 7 ; .

9; \ VRN X

Q \ q q 4 l 51/

- - z

Obr. 3.2 Deformacni potencial vnéjsich sil na jednotlivych elastickych carach

Kladné smysly uvedenych veli¢in jsou znédzornény na obrazku 3.2.

Deformacni potencial vnitinich sil

U fyzikélné linedrniho materidlu je zavislost mezi normalovou silou N a pomérnym

v é ’ 7 e / .
protazenim ¢ dana Hookovym zakonem N = FAu = FEAe. Pokud se ve vari-
acni tloze méni tvar elastické ¢ary (tedy funkce u(x) a tim i pomérné protazeni
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g), zménou jejich aproximacnich parametru (tedy ¢isté matematickymi prostredky
bez ohledu na vnéjsi sily) vystupuje protazeni € jako nezdvisle proménnd veli¢ina
a energii (zdpornou praci) pripadajici na elementarni vrstvicku o tloustce dz lze
ziskat integraci:

d¢11; B
de

c_ ¢ 1 1 ,
Nde = EA/ gde = EA-¢®* = —EAu? (3.9)
0 0 2 2

Na obrazku 3.3 je tato energie vrstvicky taze-
ného prutu zndzornéna zluté vybarvenym trojihelnikem
o plose %N €. Obdobné lze odvodit energii i pro ostatni
N elastické ¢ary. Vzorec pro deformacni potencial vnittnich
Ne — sil pfimého prutu pro fyzikalné linedrni material s apro-
‘ ximac¢nimi funkcemi s ménitelnymi parametry pak ma
tvar:

=Z|
|

— 1 l / " " 1
&e  dff = 5/ (EAu? + Elyw > + ELv > + G190 ?) du.
O—— © ’ (3.10)

Obr. 3.3 Deformacni po- L. )
tencial tazeného prutu Vypocet extremal

Celkovy deformacni potencidl soustavy je dan souctem
4T = 4T, +%II,. Podminka pro stanoveni minima tohoto
funkcionalu je nulova hodnota jeho variace, tj. d4II = §*I1; + 611, = 0, neboli

64 = 51, (3.11)

Tato podminka bude splnéna, vyjadrii-li se variace obou potencidlt v rovnici
(3.11) danych vztahy (3.5) az (3.8) pomoci parcidlnich derivaci podle aproximacnich
parametri. Pro elastickou ¢dru u = u(z) tak lze ziskat n dvojic vyrazi (k = 1 az
n):

adﬂi 1 ! /au
T :§/OEA2 8—akdx—/OEA (Z )ukdx—ZaZ/EAuukdx

- (3.12)

3% ;P’J (3%) Z/ ng j(x aakdx:
J aj

(3.13)
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Vznikne tak soustava n rovnic (k =1, ..., n) pro vypocet parametru a; (i = 1 az
n):

n l b
Z ai/ EAuu, dz = Z Py i(ug); + Z/ Ny j(x)uy d. (3.14)
i=1 0 j a;

Soustavu rovnic (3.14) 1ze zapsat prehlednéji maticove:

kde k znac¢i matici levych stran rovnic tzv. matici tuhosti, a sloupcovy vektor apro-

ximacnich soucinitelt a Z sloupcovy vektor pravych stran rovnic tzv. zatéZovaci

vektor.

Obdobné 1ze odvodit soustavy rovnic i pro ostatni tii typy elastickych ¢ar. Pro
slozky matice tuhosti a zatézovaciho vektoru pak u jednotlivych typi elastickych
car plati:

(a) rovnice osovych posunt v = u(x) :

l b;
Kik :/ EAuguy dw; Z = Pyjlug); + Z/ Naj(z)updz,  (3.16)
0 j j Y
(b) rovnice ohybové ¢ary w = w(x) v hlavni roviné z,z:
l " "
ki :/ ElLyw; w, dz;
0

Zk—ZPZ]wk —I—Z wk, +Z/ ¢ j(x)wy de,

a;

(3.17)

(c) rovnice ohybové ¢ary v = v(x) v hlavni roviné z,y:

ki’]g — / EI U”,U;; dx Zk: Z ] Uk + Z sz Uk + Z/ qy,‘] Uk dﬂ?
0

(3.18)

(d) rovnice pootoceni pri krouceni ¥ = ¥(x) :

! B
Kik =/ GV, dw; Zy =Y M, ;(9%); + Z/ mai(z)0pdz.  (3.19)
0 j J a;

Po vyfeéeni kterékoliv z téchto soustav lze ziskat hodnoty parametrﬁ a; a tim

vvvvvv

cary.
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Vnitrni sily a reakce ve vnéjsich vazbach

Pribéhy vnittnich sil lze stanovit z derivaci elastickych car:
(a) Normélova sila N

du /
N=FA— =FA 3.20
W _ pad, (3.20)
(b) Ohybovy moment M, v hlavni roviné z,z
ng d2w ”
M, = —Bl, " = —Bl,— = —Bl,u’, (3.21)
(¢) Ohybovy moment M, v hlavni roviné z,y
M,=—ELv", (3.22)
(d) Kroutici moment T
T=GILY . (3.23)

Vzhledem k zanedbani vlivu posouvajicich sil na deformace se priitbéhy posouva-
jicich sil V, a Vj, urci jako derivace odpovidajicich ohybovych momenti:

(e) Posouvajici sila V, v hlavni roviné z,z

(f) Posouvajici sila V, v hlavni roviné z,y

dMZ "

Reakce ve vnéjsich vazbach se pak uréi pomoci hodnot vnittnich sil v podporo-
vych bodech nebo z podminek rovnovéahy.

Poznamka 3.3. Vzhledem k omezenému rozsahu prednédsky se dalsi vyklad ne-
zabyva vypoctem zatézovaciho stavu zadanych popusténi podpor nebo oteplenim
konstrukece.
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Priklad 3.4. Zelezobetonovy pilif obdélnikového priifezu s proménnou vyskou prin-
fezu podle obrazku 3.4 je namahan jen vlastni silou. Mérna hmotnost staviva je

p = 2400kg/m®, modul pruZnosti v tahu a tlaku E = 2 - 10" kPa. Pomoci deformac-
niho varia¢niho principu urcete:

a) tvar elastické cary u = u(z),
b) pribéh normélovych sil N,
c) reakce R,p a Ry,

(a) T;Ra,b b (©

LU 69,179
a
IE @
T o
3 -
(\f (@\]
L
< h
bz V¥
®
i ©
/////M/// e
b,a
’ [m]
he=16 (w) ™)
D [m] [kN]
n
L)

Obr. 3.4 Zadéani a Teseni prikladu 3.4

Pripravny vypocet

a) Pocatek lokalnich souradnic = je v horni podpore a a jeji kladny smysl sméruje
k dolnimu konci b.

b) Proménnou vyiku pritfezu lze vyjadfit pomoci h — h(x) = h, — "e-he

e =1,6—
— 0,22 [m].
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¢) Proménnd prufezova plocha je pak rovna A = A(x) =b-h =1,6 — 0,2z [m].

d) Mérnd tiha: v = p- 10 = 24000 N/m® = 24 kN /m?.

e) Spojité osové zatizeni: n, = n,(r) =v-A=24-(1,6—0,22) = 38,4—4, 8x [kN/m|.
f) Celkova tiha pilife se pak rovna @ = =228 . 4. 24 = 115, 2 [kN].

Volba aproximac¢niho polynomu:

V pripadé stalého prifezu by elastickd ¢ara osovych posunii byla vyjadiena poly-

vvvvvv

ale logaritmické funkce) a pro jeji aproximaci je ucelné zvolit vyssi polynom. Pro
jednoduchost vykladu je zvolen polynom 3°. Pro posuny je zvolen stejny pocatek
i kladny smysl jako pro soutadnici x.

u=u(z) = cy + 10 + 2 + c32”.

Tento polynom musi spliiovat okrajové podminky (hodnoty posuni v obou podpo-
rach musi byt rovny nule), diky ¢emuz se z polynomu vyeliminuji dvé konstanty:

u(0) =0= ¢y =0,
u(l) =0 = c; = —cyl — 3l = —4cy — 160s.
Po dosazeni do polynomu a tpravé lze ziskat:
u = cy(x? — 4x) + c3(2® — 167).

S ohledem na oznaceni v predchozim vykladu se nazvy aproximacnich parametr
prejmenuji: a; = ¢ a ay = c3. Aproximacni polynom se dvéma ¢leny (n = 2) ma
tento vysledny tvar:

u = a;(r? — 4x) + ax(x® — 161).

Diléi aproximacni polynomy a jejich derivace se pak rovnaji:
up = (2 — 4x), u, = (2z —4).

uy = (23 — 161), u, = (3% — 16).

Slozky matice tuhosti:

Matice tuhosti k je ¢tvercova matice fadu n = 2 a vzhledem k symetrii matice ma
3 neznamé cleny, které lze urcit pomoci vztahu (3.16).

l 4
kiy = E/ Auju, dz = E/ (1,6 — 0,22)(2c — 4)>da = E - 25, 6 [km?],
0 0
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l 4
koo = E/ Auguy da = E/ (1,6 — 0,22)(32* — 16)*dx = E - 901, 12 [kNm°],
0 0

l 4
kio=kyy = E/ Avju, dx = E/ (1,6 — 0,22)(2z — 4(32% — 16)) dz =
0 0

= F - 146, 773 [kNm].

Slozky zatézovaciho vektoru:

Zatézovaci vektor Z ma dva Cleny, jez lze urcit podle vztahu (3.16):

l 4
7 = / nyuy dr = / (38,4 — 4,87)(2* — 4x) dow = —307, 2 [klNm?],
0 0

l 4
Ty = / Nptly dr = / (38,4 — 4,87)(z* — 16x) dw = —1802, 24 [kNm?].
0 0

Soustava rovnic a jeji koreny:

Soustava rovnic (3.15) po vydéleni obou stran modulem pruznosti £ nabyva tvaru:

25,6 146,773 | [a1| _ [ —307,2 1
146,773 901,12 as [ | —1802,24| E°

78,021069 [m—l] 70,627023 [m*2] .

Vytesenim soustavy rovnic lze ziskat koreny: a; = aay =

Elasticka ¢ara:

Dosazenim kotenti do rovnice aproximacniho polynomu je mozno ziskat aproximaci
elastické ¢ary. Posuny w vznikaji v ose prutu. Na obrazku 3.4 jsou vykresleny pro
nazornost kolmo k ose prutu. Horni ¢ast pilife se prodlouzi, spodni ¢ast se zkrati.
Maximdlni hodnota posunuti ¢inf w,., = 2,444.107%[m] a vznikd ve vzdalenosti
x = 2,112 [m] od horniho konce pilife.

Pribéh normalovych sil:
Podle rovnice (3.20) je priubéh norméalovych sil popsan funkei:
N = FEAu' = E(1,6 — 0,2x)[ay (22 — 4) 4 az(32% — 16)] [kN],

do které se dosadi vypoctené parametry. Pribéh normélovych sil je zobrazen na
obrazku 3.4. Horni ¢ast pilife je tazend, spodni tlacena. Nejveétsi posunuti nastava
v prurezu s nulovou normalovou silou.
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Reakce v podporach:

Reakce ve vnéjsich vazbach lze vypocitat z krajnich hodnot norméalovych sil:
R,p = N(0)=E-1,6(—4a; — 16a2) = 69, 179 [kN],

Ryo = N(4) = E - 0,8(4ay + 32a,) = 43,383 [kN].

Soucet obou reakci je 112,562 kN, coz se nerovna celkové tize pilite 115,2 kN. Pod-
minka rovnovahy neni v dusledku priblizného feseni splnéna.

Poznamka 3.5. Presnost vysledkii: V nasledujici tabulce jsou pro srovnani uvedeny
hodnoty obou reakci pro aproximacni feseni polynomem 3°; polynomem 4° a presné
reseni. Tabulka rovnéz obsahuje relativni chyby v procentech.

zpusob Feseni | R,p [KN] | ARup [%] | Roa [KN] | ARy, [%]
polynom 3° 69,179 -1,88 43,383 -2,94
polynom 4° 70,760 +0,37 44,440 -0,58
presné reSeni 70,501 0 44,699 0

Z tabulky vyplyva, Ze zvysenim stupné aproximacniho polynomu se zpresni vy-
sledky. Naprosto presného feseni vsak polynomem nelze dosdhnout.

Priklad 3.6. Jednoduchy staticky neurc¢ity nosnik podle obrazku 3.5 je zatizen

spojitym trojihelnikovym zatizenim. Nosnik je tvoren ocelovym valcovanym prutem

profilu 1140. Pomoci deformacniho varia¢niho principu stanovte:

(a) tvar elastické (ohybové) ¢ary w = w(z) (se zanedbanim vlivu posouvajicich sil
na deformace),

(b) prubéhy vnitinich sil V =V, a M = M,,

(c) reakce Ryp, Rpo & Moy

Vstupni tdaje a pripravny vypocet:

a) Ohybovd tuhost: £ =2,1-10°kPa, I, =5,72-10"%m*
b) Pri¢né zatizeni: ¢, = ¢ = %o = 7, 52 [kN/m].

c) Celkové zatizeni: @ = % = 60 [kN].

EI, = 1201, 2 kNm*.

Volba aproximacniho polynomu:

Vyslednou ohybovou ¢aru lze nejlépe aproximovat polynomem 5° s kladnym smérem

pruhybu doli:

w=cy+cr+ 02262 + 031‘3 + c4x4 + c5x5
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Poznamka 3.7. Timto zptisobem lze ziskat presné feseni, jelikoz ohybova ¢ara dané
konstrukce se zadanym zatizenim skutec¢né nabyva tvaru daného polynomem 5°.

Polynom musi splnovat okrajové podminky, pomoci nichz 1ze vyloucit ¢tverici
konstant:

1. w(0) =0= ¢y =0,

2. w'(0) =0=¢; =0,

3.w(l)=0= cy+c3l +cyl® + 51 =0,

4. My() =0 = w"(I) = 0 = 2cy + 63l + 12¢40% + 20c51° = 0.

7 poslednich dvou podminek Ize vyeliminovat:

7 ) 9
Co = §C412 + 56513, C3 = —§C4l — 565[2.
Aproximaé¢ni polynom pak nabude tvaru:
5 . 3 9, . 7
_ 4 92,3, 952 2 5 7523, (43 2
w—c4(x 21x+21x)+c5(x 2lx+2lx>.

Zménou oznaceni a; = ¢4, ag = c¢5 a dosazenim [ = 4m lze ziskat vysledny tvar
aproximacniho polynomu (n = 2):

w = a; (241 — 102° + %) + ay(2242* — 722° + 2°).
Diléi aproximacéni polynomy a jejich derivace pak jsou rovny:
wy = 242 — 102° 4+ 2, w) = 48z — 302 + 42°,  w, = 48 — 60z + 1222,

wy = 2242 — 722° + 1wy = 448z — 2162° + 5xt,  w, = 448 — 432z + 2027,

Slozky matice tuhosti:

Slozky matice tuhosti k se stanovi na zékladé vztahu (3.17):
l 1" " 4
kyy = Ely/ wyw, dz = E]y/ (48 — 60z + 122*)* da = EI,, - 1843, 2 [kNm'],
0 0

"

l 4
koo = EI, / wywy dz = EI, / (448 — 432z + 202°)* da = EI, - 231716, 6 [kNm”],
0 0

" 1"

l 4
kyo= kot = EI, / wywy dz = EI, / (48 — 60z + 122%)(448 — 432z + 202°) dw =
0 0

= E1, - 20480, 0 [kNm®].
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Slozky zatézovaciho vektoru:

Slozky zatézovaciho vektoru Z se rovnéz urci podle vztahu (3.17):

! 4
7y = / qui dz = / 7,5x(242% — 102° + 2*) do = 1280, 0 [kNm*],
0 0

l 4
Zy = / quwydz = / 7,52(2242” — 722° + 2°) dz = 14482, 3 [kNm”].
0 0

Soustava rovnic a jeji koreny:

Soustavu rovnic (3.15) po vydéleni obou stran konstantni ohybovou tuhosti E1, 1ze

upravit do tvaru:
1843,2  20480,0 | fai| _ J 1280,0 | 1
20480,0 231716,6| \as| | 14482,3 EIl,

0,0625 [Hl_4]

Kofeny soustavy rovnic po vyfeseni vychazeji: a; = 0 a ay = 5
Yy

Ohybova cara:

Dosazenim vypoctenych kofentt do odvozeného polynomu w = a;(242% — 1023 +
+ %) + ay(2242% — 7223 + 2°) lze ziskat rovnici ohybové ¢ary, kterd po tpravé
nabyva tvaru:
1
w = (142* — 4,52° + 0,06252°) - = [m].

Y

Nejvétsi prihyb nastane v prirezu vzdaleném 2,390 m od levé podpory a jeho ve-
likost ¢ini wyq, = 19,488 [mm]. Vysledny tvar ohybové Cary je zobrazen na obrazku
3.5(d).

Pribéhy vnitrnich sil:
Pribéhy vnittnich sil je mozno urcit z derivaci ohybové ¢ary:

M,=—FEILw" = 28+ 27z — 1,252% [kNm|, V, = —FELw" = 27— 3,752 [kN].
Nejvétsi ohybovy moment M, 0, = 20,299 [kNm| vznikne v prufezu s nulovou po-

souvajici silou V., tedy ve vzdalenosti x,, = 2,683 [m|. Prabéhy vnitinich sil jsou
zobrazeny na obrazku 3.5(b),(c).
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2,390

Obr. 3.5 Zadani a Teseni prikladu 3.6

Reakce ve vnéjsich vazbach:

Veskeré reakce ve vnéjsich vazbéach se uréi z rovnic vnitinich sil po dosazeni souradnic
krajnich bodi:

Rop =V,(0) =27[kN], Rp,=—V.(4) =33[kN|, M, = M,(0) = —28 [kNm].

Pomoci silové a momentové podminky rovnovahy lze snadno ovérit, ze dosazené
vysledky odpovidaji presnému feseni (podle predpokladu v poznamce 3.7).
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Priklad 3.8. Jednoduchy prosté podepreny nosnik konstantniho prifezu podle ob-
razku 3.6 je zatizen spojitym rovnomérnym zatizenim. PribliZznym zptisobem podle
Lagrangeova varia¢niho principu uzitim aproximace prihybové funkce jednou sinu-
sovou pulvlnou urcete:

(a) obecné tvar elastické (ohybové) ¢ary w = w(zx) ,
(b) prubéh ohybovych momenta M = M, (z),

(c) uréete presnost (chybu) vypoctu pro hodnoty v poloviné nosniku u obou funkei
w, M.

Vstupni udaje

a) Pocatek lokalnich os x a z je v podpofe a, kladny smysl osy x sméfuje k podpore
b a kladny smysl osy z sméruje doli.

5 ql*

b) Prithyb v poloviné rozpéti : w(l/2) = 553 ioin [mm)|.

¢) Ohybovy moment v poloviné rozpéti : My (1/2) = & qI* [kNn].

Volba aproximacniho polynomu:

Skutecny prubéh ohybové ¢ary je dan polynomem 4. stupné, takze podle predchoziho
prikladu 3.7 je mozno ziskat presné feseni. V tomto prikladé v souladu se zadanim
je pruhybova funkce aproximovana funkei goniometrickou, takze ziskame priblizné
feseni. Je zvolen jeden c¢len fady podle vzorce (3.2) :

n
. T
w=w(r)= E ajw; = ai - sin—-.
i=1

Tato aproximace splinuje okrajové deformacni podminky nulového prithybu nad pod-
porami:

1. w(0) =0=a;-sin0 =0,

2. w(l)=0=a -sinT = 0.

Pro dalsi vypocty budeme potiebovat druhou derivaci aproximacni funkce ohybové
cary:

1y 7T2 T

w ° = —a;—5 sin —.

2 l

Potencialni energie vnéjsich sil (od rovnomeérného zatizeni):

T l rz] 2ql

I !
I, = —/ qu(x)dx = —qal/ sin —dx = —qay {—— - COoS —] =——u
0 0 l [ 1,

™ ™
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Obr. 3.6 Zadani a reseni prikladu 3.8
Potencialni energie vnitrnich sil:

1 /[ " 1 ! 2 nx 2 ™ El
II; = 5/0 ElLw *dx = §E[y/0 <_a1l_2 sin T) dz = Zl—3ya%

Celkova potencialni energie soustavy:

11 =11, + 11,
7 podminky minima tohoto funkcionalu ziskame rovnici:
ol 2 Tt EI
— =0= ——ql + ——22a, = 0.
(5a1 7Tq + 4 3 “

7 této rovnice vyjadrime neznamy parametr a,:

4ql* ql*
a; = 7'('5—% = 0,01307E—]y
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Ohybova cara:

Dosazenim vypocteného parametru a; do aproximacni funkce w(z) = a; - sin 7F
ziskame priblizny tvar ohybové ¢ary.

Hodnota prihybu uprostied rozpéti je rovna piimo parametru a;:

o . ql*
[/2) =ay - —=a; =0,01307T—=—.
w(l/2) = a; - sin 5 =W : EL
;. v o _ 5 qlt - qlt e v
Srovnanim s piesnou hodnotou prihybu w(l/2) = 55 B = 0, 01302—E1y zjistime, Ze

chyba ve vypoc¢teném prithybu uprostied rozpéti je nepatrnd (0,005 %).

Prtibéh ohybovych moment:

Momentova funkce odvozena z druhé derivace aproximacni funkce bude mit tvar:

" 2 4
M(z) = —ElLw" = —EI, (—al% sin ?) = —5ql’sin ? = 0,129 g2 sin ?
Dosazenim hodnoty [/2 za = dostaneme velikost maximalniho ohybového mo-
mentu uprostfed rozpéti M(1/2) = 0,129 ¢l?. Srovnanim s piesnou hodnotou ohy-
bového momentu M, (1/2) = qI* zjistime, Ze chyba je 0,4 %.
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Kapitola 4

Silovy (Castiglianiv) variacni
princip

4.1 Podrobny vyklad silového variacniho principu

Silovy variac¢ni princip je dudlnim obrazem deformacéniho varia¢niho principu (viz
poznamka 2.3). Jednotlivé vypocetni kroky jsou vsak u silového varia¢niho principu
znacné rozdilné, coz je pri feseni konkrétni nosné konstrukce zptisobeno zejména
odlisnymi pozadavky na variaci pole napéti (prubéhu vnitinich sil) nez na variaci
pole deformaci (elastickych ¢ar).

U konstrukei staticky urcitych je mozno pribéhy vnitinich sil stanovit na zakladé
podminek rovnovahy a neni diivod pouzivat variacni vypocet. Pouziti Castiglianova
varia¢niho principu je proto u prutovych soustav opodstatnéné pouze u dvou typu
uloh:

a) vypocet staticky neurcitych veli¢in (u staticky neurcitych soustav),
b) vypocet posunii nebo pootoceni v zadanych bodech fesené konstrukce.

Aproximace prubéht vnitirnich sil

Aproximace prubéhu vnitinich sil je prvnim krokem vypoctu podle silového variac-
niho principu. V pfipadé obecné naméhaného primého prutu v prostoru (umisténého
v lokalni souradnicové soustavé podle obrazku 3.1) lze aproximovat funkcemi poly-
nomu Sest prubéhu vnitinich sil:

(a) priabéh norméalovych sil:
N =N(z)=No+ > _ a:N, (4.1)
i=1
(b) priubéh ohybovych momenttu v hlavni roviné z,z:

M, = M,(x) = Myo+ > a;M,;, (4.2)
=1
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(c) prubéh ohybovych momentt v hlavni roviné z,y:
M, =M., (x)=M,o+ z”: a;M,;, (4.3)
i=1
(d) prubéh posouvajicich sil v hlavni roviné z,z:
V.=V.(x) =V.o + iai‘/z,i, (4.4)
i=1
(e) prubéh posouvajicich sil v hlavni roviné z,y:
Vy =Vy(@) = Vo + i a;Vyi, (4.5)
i=1
(f) prubéh krouticich moment:
T=T()=T+ i a;T;. (4.6)
i=1

Poznamka 4.1. Pribéhy posouvajicich sil V., a V), se pifi vypoctu uplatni pouze
v pripadé, ze uvazujeme vliv posouvajicich sil na deformaci prutu. Jejich zavedeni
do varia¢niho vypoctu je u silového principu podstatné jednodussi.

V rovnicich (4.1) az (4.6) jsou a; parametry aproximacnich funkci a NV; az T; (1 =
= 0,1, ..., n) jsou diléi aproximaé¢ni polynomy. Tyto polynomy jsou zvoleny tak,
aby funkce (4.1) az (4.6) splnovaly podminky rovnovahy vnitinich a vnéjsich sil
v kazdém prirezu. Diléi aproximacni funkce s nulovym indexem ¢ = 0 vyjadfuje
priubéh vnitinich sil od daného zatizeni na zadané nebo zvolené zakladni staticky
urcité soustavé. Kazda z dilé¢ich aproximacnich funkei (pro ¢ > 0) popisuje pribéh
vnitinich sil od jednotkové hodnoty jedné staticky neurcité veli¢iny na téze zakladni
staticky urcité soustavé. Parametr a; vyjadiuje pravé sledovanou staticky neurcitou
veli¢inu. Pocet parametri n je v tomto pripadé roven stupni statické neurcitosti ng
feseného nosniku. Popsany vyznam aproximacnich funkci je ndzorné zobrazen na
obrazku 4.1 u pri¢né zatizeného oboustranné vetknutého nosniku n, = 2.

Poznamka 4.2. Pro vypocty slozitéjsich pripadu zatizeni a podepreni je nutno
pripustit, Ze aproximacni funkce (4.1) az (4.6) mohou byt na feseném prutu spojité
jen po castech s odlisné definovanymi funk¢nimi predpisy.
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Obr. 4.1 Aproximace pfi vypoctu staticky neurcitych velicin

Poznamka 4.3. U plosnych (dvojrozmérnych) a masivnich prostorovych (trojroz-
mérnych) konstrukei neni pojem ,zékladni staticky urcita soustava“ k dispozici.
Sestrojeni aproximacnich funkci pole napéti je u nich zpravidla velmi obtizné, coz
je jeden z duvodi, pro¢ se pro feseni plosnych a prostorovych konstrukei pouziva
silového principu jen zridka. Naopak u prutovych konstrukei je presné urceni apro-
ximacnich funkci pomérné snadné.

Silovy potencial vnéjsich sil
Silovy potencial *II je stanoven pro nezatizeny stav konstrukce, v némz je potencialni
energie vnéjsich i vnitinich sil nulova. Reakce pri nehybném podepreni nekonaji praci
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a jejich potencial je skute¢né nulovy. Variace silového potencialu vnéjsich sil je proto

5511, = 0. (4.7)

Zadané zatizeni a ani jeho silovy potencial tedy neni funkci aproximacnich pa-
rametri.

Silovy potencial vnitinich sil

U osové namahaného prutu s fyzikalné linedrnim chovanim materialu je zavislost
mezi pomérnym protazenim £ a normalovou silou N dédna Hookovym zidkonem
v — o = =L (viz obrdzek 4.2). Méni-li se v silové variaénf tloze pritbéh vniti-
nich sil (zde tedy funkce N = N(x)) zménou aproximacnich parametru (tedy ¢isté
matematickymi prostfedky bez ohledu na skuteény tvar elastické ¢ary), normalova
sila N ve vypoctu vystupuje jako nezavisle proménnd velicina a energii (zdpornou
préaci) pripadajici na elementérni vrstvicku o tloustce dz 1ze ziskat integraci:

dsI1; drL; No 1 N . 1N?
dz dx /0 =d EA/O N =27 (48)
N. _N
e = EA
>
\
N
> \\1 N
'%7T - 2i
~&dN
|=
g, &
{)5 g &

Obr. 4.2 Silovy potencial tazeného prutu

Na obrazku 4.2 je tato energie vrstvicky tazeného prutu znazornéna zluté vybar-
venym trojuhelnikem o plose %gN )

Obdobné se v pripadé vypoctu energie postupuje i u ostatnich vnitinich sil.
Vzorec pro silovy potencial pfimého prutu s fyzikalné linedrnim chovanim materidlu
pro vSechny vnitini sily, jejichz prubéhy jsou vyjadieny aproximacnimi funkcemi
s ménitelnymi parametry, pak nabyva tvaru:

1 ff(N? MPooMEoVE VR T
sHi — Y z z Y dzx. 4.9
2/0 (EA+EIy+EIZ+GAj+GA;+GIt> ! (4.9)
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Vypocet extremal

Celkovy silovy potencial konstrukce je dan souc¢tem *II = *II; + *Il,. Podminka pro
stanoveni minima tohoto funkcionalu je nulovd hodnota jeho variace, tedy 6 °II =
=0°Il;+0°Il, = 0, cili

§°I; = —5°11,. (4.10)

Podminka bude splnéna, budou-li variace obou potencidli v rovnici (4.10) vyja-
dfeny pomoci parcialnich derivaci podle aproximacnich parametri. Potencialy jsou
déany vztahy (4.9) a (4.7). Protoze se vSak podle (4.7) hodnota ¢°Il, rovna nule,
a tedy i 8{;—5; = 0, podminky minima potencidlu tazeného prutu nabyvaji tvaru:

o5, 1 (11 ON | -
D ar 2/0 FA o " /OEA< °+;“ ) kO

NN L NN,
_Zaz kdx‘i‘ 0 kdx:()

(4.11)

Cleny, které neobsahuji neznamy aproximacni parametr a;, se mohou prevést na
pravou stranu, ¢imz vznikne soustava n rovnic (k = 1, ..., n) pro vypocet parametru
;.

n l !
N, N, NNy
i dr = — dex, 4.12
D a . EA YT . EA T (4.12)

ktera se da prehledné zapsat v maticovém tvaru:
c-a=2Z— ¢y {ai} ={Z}, (4.13)

kde ¢ predstavuje ¢tvercovou matici levych stran rovnic tzv. matici poddajnosti,
a sloupcovy vektor aproximacnich soucinitelti a Z sloupcovy vektor pravych stran
rovnic tzv. zatéZovaci vektor.

Obdobné 1ze odvodit soustavy rovnic i pro ostatni pribéhy vnitinich sil. Pro
slozky matice poddajnosti a zatézovactho vektoru pak u jednotlivych prabéht plati
vzorce:

(a) prabéh norméalové sily N = N(x) :
l !
NNy NoNg
ik — d ) Zy = —
k=) TEA O ok . EA

de, (4.14)

(b) pribéh ohybového momentu M, = M, (z) v hlavni roviné z,z:

/M ykdx 7 = — /Myo—y’dx, (4.15)
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(¢) prubéh ohybového momentu M, = M,(z) v hlavni roviné z,y:

MZZMZ kg "M, oM,
7, =— [ =222 4.16
/ x, k A E[Z x, ( )

(d) prubéh posouvajici sily V., = V,(z) v hlavni roviné z,z:

l l
V.iVek VeoVek
Ci,k = —_ dl’, Zk = — ’ ’
o GA: o GA:

dz, (4.17)

(e) pribeh posouvajici sily V,, = V,(z) v hlavni roviné z,y:

! I
Vi.iVy i / VoV k
Cik = — " dx, Z,=- [ —=2—=dux, (4.18)
/0 GA; o GA;
(f) prabéh kroutictho momentu 7' = T'(x) :
I l
T; Ty ToTy
= | e,z = — dz. 419
ok /0 G, “ /0 ar, " (4.19)

Po vyteseni kterékoliv z téchto soustav lze ziskat hodnoty parametri a;, tedy
hodnoty staticky neurcitych veli¢in, s jejichz vyuzitim lze sestrojit vysledné pribéhy
vnitinich sil, které predstavuji extremalu silové variac¢ni tlohy. Pouziti silového va-
ria¢niho principu vede vzdy k presnému Teseni, jelikoz dil¢i aproximacni funkce jsou
sestrojeny jako presné pribéhy vnitinich sil.

Poznamka 4.4. Pri vypoctu staticky neurcitych veli¢in pomoci silového varia¢niho
principu se uplatnuje pouze silovy potencidl vnitinich sil, nebot podle vztahu (4.7)
je variace silového potencidlu vnéjsich sil nulova. U linearné pruznych konstrukei se
silovy potencidl vnitinich sil (4.9) shoduje s pruznou potencialni energii vnitinich sil
realného zatézovaciho stavu a zaroven s absolutni hodnotou pretvarné prace vniti-
nich sil. Popsany zptisob feseni staticky neurcitych veli¢in byva proto v literature
nazyvan Castiglianovym principem minima pretvarné prace vnitinich sil
a je formulovan:

Definice 4.5. Staticky neurcité veli¢iny nabudou praveé takovych hodnot, pfi nichz
je pretvarna prace vnitinich sil minimalni.
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Deformace prutu

Pokud je jiz prubéh vnitinich sil zndm (u prutu sta-
ticky urcitého nebo neurcitého), elastickou caru lze
odvodit napt. integraci prislusné diferencialni rov-
nice (3.20) az (3.25). V praktickych tlohéch je vsak
nejcastéjsim pozadavkem pouze vypocet deformace
d (posun nebo pootoceni) v konkrétnim bodé kon-
strukce, k ¢emuz lze s vyhodou vyuzit primo silovy
variacni princip.

V pripadé takového vypoctu se u aproximacnich
prubéhu vnitinich sil ve vztazich (4.1) az (4.6) kaz-
dého prutu pouzije pouze jediny aproximacni pa-
rametr a; (n je pouze rovno 1). Diléi aproximacni
funkce s nulovym indexem ¢ = 0 pak vyjadruje pru- M
béh vnitinich sil od zadaného zatizeni na zadaném y_
staticky uréitém nosniku nebo priib&h vnitinich sil (\\\M ==y
vyTeseného staticky neurcitého nosniku. Dil¢i apro- ga
ximacni funkce s indexem ¢ = 1 vyjadifuje pru-
béh vnittnich sil od jednotkové hodnoty vnéjsi sily
P = a, plsobici v misté a ve sméru hledaného . Py
posunu, nebo od jednotkové hodnoty vnéjsitho mo- ' !
mentu M = a,, kter{ ptisobi v priifezu a v roviné g" bg
hledaného pootoceni. Sila P a moment M piedsta- aM,, =a,cl-x)/l
vuji variaci daného zatizeni a jejich pribéh se zjis- (proxzc)
tuje bud na zadaném staticky urc¢itém nosniku nebo -
na libovolné staticky urc¢ité soustave, ktera byla po- AL =/01 (I=c)x/I
uzita pro reseni daného puvodné staticky neurcitého  (prox<e)
nosniku. Popsany vyznam aproximacnich funkci je
nazorné ukazan na obrazku 4.3 s priklady vypoctu
pootoceni a posunu v zadanych prifezech pri¢né za-
tizeného prostého nosniku.

7

S M= a,(1-x/1)

Obr. 4.3 Aproximace pri vy-
poctu posunu a pootoceni

Jelikoz sila P, resp. moment M, piisobi na jiz zdeformované konstrukei, vykonava,
praci na hledaném posunu ¢, resp. na pootoceni 9. Do silového potencialu vnéjsich
sil je pak nutno zahrnout i u¢inek —a49, takze parcidlni derivace silového potencidlu
jiz neni nulova, nybrz rovna:

= 4. (4.20)

Pro silovy potencidl vnitinich sil vSak vztah (4.8) zistava i nadéle v platnosti.
Podminka (4.10) se pomoci parcialnich deformaci podle parametru a; zapise ve tvaru

S . S / v v 7/ T v
%gl = _é)a_ge = +4. Po upravé a oznaceni a; = P nebo a; = M lze ziskat:
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5= 1L (4.21)
opr
nebo
5= O (4.22)
oM

Rovnicemi (4.21) a (4.22) je vyjadiena tzv. Castiglianova véta:

Definice 4.6. Deformace (tj. posun nebo pootoceni) v zadaném bodé prutu, vysta-
veného silovému zatézovacimu stavu, je rovna parcialni derivaci silového potencialu
vnitinich sil podle sily P, tcelové zadané v misté a ve sméru hledaného posunu,
nebo podle momentu M, Géelové zadaného v misté a v roviné hledaného pootoceni.

Castiglianovu vétu danou vztahy (4.21) a (4.22) lze z praktickych diivodi upravit
na bezprostfedné pouzitelny tvar. Napt. pro pribéh norméalovych sil a pro P = a,
(n = 1) pak vychazi:

0°II; "1 "N ' NoVy
= —(N, Ny)Nydz = d de. (4.2
day /OEA( o +arN1 )Ny dx al/EA T+ . EA r. (4.23)

Uéelové zvolend sila P = a; na vySetfovany prut ve skutecnosti neptisobi (byly
pouzity pouze pro odvozeni variace zatizeni), proto lze polozit ve vzorci (4.24) para-
metr a; = 0, coz vyplyva primo z podstaty variac¢niho principu: po splnéni podminky
minima silového potencidlu (4.8) se aproximacni funkce musi ztotoznit s redlnym
stavem. Obdobné se mohou ziskat vztahy i pro ostatni pribéhy vnitinich sil:

0=

(a) normélova sila N :

l

NoN

§ = 0 §A1¢a (4.24)
(b) ohybovy moment M, v hlavni roviné z,z:
I

M, oM
(SZLZ;—J%%—&ldm, (4.25)

v

(c) ohybovy moment M, v hlavni roviné z,y:
M, M 2,
5—/ﬁ —20 2 gy, (4.26)

(d) posouvajici sila V, v hlavni roviné z,z:

l
V.oVaa
5= 0V=1 g 42
tA EA; O (4.27)
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(e) posouvajici sila V,, v hlavni roviné z,y:

!
VioVya
= R LR L 4.2
o /0 EA: dx, (4.28)
(f) kroutici moment 7T :
!
1o}
0= dx. 4.29
| ta (4.29)

Poznamka 4.7. Kladnd hodnota deformace §, vypoctend podle vzorca (4.24) az
(4.29), znamend, ze smysl deformace se shoduje se zvolenym smyslem parametru ay,
tj. sily P nebo momentu M.

Poznamka 4.8. Vzhledem k omezenému rozsahu prednasky se dalsi vyklad ne-
zabyva vypoctem zatézovaciho stavu zadanych popusténi podpor nebo oteplenim
konstrukce.

4
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Priklad 4.9. U zZelezobetonového pilite z prikladu 3.4 a obrazku 3.4 s pomoci silo-
vého varia¢niho principu vypoctéte:

a) staticky neurcitou reakci Ry g,

b) pritbéh normalovych sil N a reakei Ry,

¢) misto a velikost maximélniho osového posunu.

Pripravny vypocet

Pripravny vypocet je jiz proveden u prikladu 3.4.

Aproximacni polynom

Osové namahand konstrukee je 1x staticky neurcita (n, = n = 1). Zakladni staticky
urcitou soustavu lze vytvorit odebranim vazby proti svislému posunuti v bodé dol-
nitho podepreni b. V nultém (i = 0) zatézovacim stavu (viz obrazek 4.4) na zakladni
soustavu pusobi vlastni tiha n,. Normalova sila Ny se v obecném prufezu x rovna
tize ¢asti prutu pod prurezem:

Alz) + A, 1,6-0,20 40,8
3 (-2 ;

= 115,2 — 38, 4z + 2, 42* [kN].

Normaélova sila v prvnim (i = 1) zatézovacim stavu (viz obrazek 4.4) je konstantni
po celé délce prutu a rovnd se —Rp, = ai(—1), takze diléi aproximacni funkce
Nl = Nl(l') =—1.

NU = No(l‘) =

(4—x)-24 =
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(a) (b)y (o)

Uy, iy iy
a T( a a
(=)
X =
L n, P=aq,
bl_ N b b
Rb’u: a,

Obr. 4.4 K teseni prikladu 4.9

Slozka matice poddajnosti:

Podle vzorce (4.14) je jediny prvek matice poddajnosti:
cLy = 1 de = / L 3 46574 [m/kN]
RRE A 1,6 — 0,2z 0 TS '

Slozka zatéZovaciho vektoru:

Podle vzorce (4.14) je jediny prvek zatézovaciho vektoru:

le—

N0N1 115,2 — 38, 4z + 2, 422 1
= +— dxr = — - 154,916 |m].
/ 1,6 — 0,2z v=g 154,916[n]
Rovnice a jeji koren:
Z rovnice o jedné nezndmé c;1a; = Z; se po vykraceni modulu pruznosti E urci:

154,916

“25 7 44,699 [kN).
3, 46574 699 ]

a1 = Llpq =

Priabéh normalovych sil a reakce R, :

Superpozici nultého a prvniho stavu se urci rovnice pribéhu normélové sily:
N = N(x) = Ng+a Ny = 115,2 — 38, 4z + 2, 42* — 44,699 =

= 70,501 — 38, 4z + 2, 422 [KN].
Dosazenim hodnoty = = 0 pak z této rovnice vychazi R,;, = Ny = 70,501 [kN].
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Misto a velikost maximalniho osového posunu:

Resenim kvadratické rovnice N(z) = 0 lze uréit redlny kofen z¢ = 2, 116 [kN], ktery
predstavuje prurez s nulovou hodnotou normalové sily N. V tomto prifezu vzniké
nejvetsi posun v ose prutu Up,... K vypoctu této deformace lze pouzit Castiglia-
novu vétu danou vzorcem (4.24). Pribéh Ny v tomto piipadé predstavuje prubéh
normalové sily ziskany vypoctem dané staticky neurcité konstrukce, tedy:

N(0) = N = 70,501 — 38, 4z + 2, 42°.

Pro zjisténi prubéhu N; je nutno vytvorit zatézovaci stav podle obrazku 4.4(c)
s tim, Ze v misté hledaného posunuti bude ptisobit pouze sila P = a;. V horni ¢asti
tak vznikne normalova sila P = a;-1, tedy N; = 1. V dolni ¢asti pak bude normalova
sila nulova. Vysledna deformace se vypocte:

dx =

NON1 /2 116 70, 501 — 38, 4z + 2, 422

5:umax: =

48,629 = 2,431 - 10~
- )

Poznamka 4.10. Vysledky ziskané silovym varia¢nim principem jsou presné. V pii-
padé reakci se o tom lze presveédcit napr. v tabulce poznamky 3.5.

Priklad 4.11. Oboustranné vetknuty staticky neurcity nosnik podle obrazku 4.5
stalého prifezu El, = konst. je zatiZen spojitym trojihelnikovym zatiZenim. Po-
moci silového varia¢niho principu odvodte obecné:

a) vzorce pro staticky neurcité momentové slozky reakel ve vetknuti M, , a M, ,,
b) prubéhy vnitinich sil V =V, a M = M,,

c) silové slozky reakci ve vetknuti R, p a Rp 4.

P1i vypoctu zanedbejte vliv posouvajicich sil na deformaci nosniku.

Aproximacni polynom

Ohybané konstrukee je dvakrat staticky neuré¢ita (n = 2). Zakladni staticky urcitou
soustavu v podobé prostého nosniku lze vytvorit odebranim obou vazeb proti pooto-
¢eni v bodech a i b. V nultém (i = 0) zatézovacim stavu (viz obrazek 4.1) vyjadiuje
dil¢i aproximacni funkce M, o prubéh ohybovych momenti na prostém nosniku od

zadaného zatizent:
1 1 z 2 q@l*/(xz 23
M, lx ——qp—0—=— | — — — | .
Tt TR T e\ T B

Dalsi dvé diléi aproximacni funkce jsou znazornény na obrazku 4.1, odkud lze

prevzit:
x x

My,1:1_77 My’2:_7.
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3/20
@

(b)

0,547721

7/20

1/30
®:
0,021439 ————
D
1/20

(c)

€}

Obr. 4.5 Zadéani a feseni prikladu 4.11

Slozky matice poddajnosti:

Ctyfi ¢leny matice poddajnosti lze ziskat s pouzitim vzorce (4.15):
LM I 7\ 2 11
1
11 —/ Yodr = — (1——) de = ——,
o EI, El, J, I El,3

Bk 1 g2 1 1

y,2 1 1
C = T = €T = )
22 /0 E]y EIy/O [2 EIyS

l l
MylMy2 1 i X 11
S I (B [ pr———
o EI, El, J, I l EI,6

Slozky zatézovaciho vektoru:

Oba ¢leny zatézovaciho vektoru se ziskaji s pouzitim vzorce (4.15):

l 2 l 3

M, oM, 1 1 gl r T 1 7 3
le—/dez——— (———) (1——>dx:———qbl,

. EI, El, 6 J,\1 B I E1, 360

l 2 l 3
M, oM, 2 1 gl r x 1 1
Z, = — | 2woly2 4, T B r_r (——)d P
2 /0 B, ' EIL 6 J, (z z3) )T EL B
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Soustava rovnic a jeji koreny:

Soustava rovnic (4.13) po vykraceni ohybovou tuhosti EI, nabyva tvaru:

L) [l

5 5] | +al’
Vyresenim soustavy rovnic lze ziskat kofeny: a; = M, = —%qbﬂ [kNm| a ay =
= Mo = +55¢5!* [kNm].

Pribéhy ohybovych momentti a posouvajicich sil:
Pribéh ohybového momentu M, v hlavni roviné z,z lze ziskat rozepsdnim aproxi-
macniho polynomu (4.2):
My, = Myo+ arMy1 + asM, o =
3

@l (v 23 1 2( x) 1 o,z 1 T T
B (2T (1) - g2t = g2 (—24 98 —10L ).
6 (1 13) 50! 1) %7 = gt 97~ 10%

Tento pribéh je extremaélou fesené varia¢ni tlohy a je znazornén na obrazku
4.5(c). Prubéh posouvajici sily V, v hlavni roviné z,z se urc¢i pomoci derivace pritbéhu
ohybovych moment:

dM, 1 9 3022\ 1 22
V.=—"=_—ql’(-—=— ] ==l 3-10- ).
dz _60™ (z E ) 20" < l2>

Pribéh je zndzornén na obréazku 4.5(b).

Svislé slozky reakci:
Svislé slozky reakei lze stanovit z koncovych hodnot posouvajicich sil:

3 7
R.p, =V,(0) = 2—0%17 Ry, =-V.(l) = %le.
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