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Predmluva

Tento materidl by mél slouzit jako strucnéd informace o moznostech, které nabizeji vari-
ac¢ni metody ve stavebni mechanice. Prednaska je urc¢ena pro pedagogy v ramci projektu
Matematika pro inzenyry 21. stoleti.

Text byl vysdzen pomoci sdzeciho systému TEX ve formatu pdf TEX 2¢.

V Ostravé 10.6. 2010 Martin Krejsa a Lenka Lausova
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Kapitola 1

Zakladni pojmy a postupy
variacniho poctu ve stavebni
mechanice

Vlastnosti variacnich funkci

Variacni funkce jsou predmétem feSeni varia¢nich tloh. Ve vétsiné praktickych aplikaci maji
varia¢ni funkce tvar

F@) = folz) + ) aifi(z), (1.1)
=1

kde fi(x)(i =0, ..., n) jsou funkce (nejéastéji polynomy), které jsou spojité v hodnotéach
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Zakladni pojmy a postupy variacniho poctu ve stavebni mechanice 6

i ve svych derivacich v celém zkoumaném intervalu z € (a,b) a a; jsou konstanty (tzv. para-
metry). Funkce f; musi rovnéz spliiovat okrajové podminky tlohy pfi jakychkoliv hodnotach
konstant a;.

Prikladem funkce (1.1) je kubicka parabola z obrazku 1.1 ve tvaru:

f(x) = arz(1 — z) + agz(1 — 2?). (1.2)
Variace funkce
f@)10°
100 1 P — a6
75 4 ////, . /————:\Q\% Afé(x) :fi)(x) _A(x)
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Obr. 1.1 Piiklad zmény pribéhu funkce

Na obrézku 1.1 jsou rovnéz zndzornény grafy funkci oznacené f,(x) s konkrétné zada-
nymi parametry a; = 0,100, az = —0,050 a fy(z) s parametry a; = 0,105 a ag = —0,045.
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Zakladni pojmy a postupy variacniho poctu ve stavebni mechanice 7

Zluté plocha vyjadiuje zménu pribéhu pivodni funkce f,(x) pozménénymi hodnotami kon-
stant a1 a ag, tedy Afq(z) = fo(x) — fo(x). Hodnoty konstant a; byly pozménény o konecné
priristky, a proto byla zména priubéhu A f,(z) také koneénd. Pi nekoneéné malych zménéch
konstant a; dojde také k nekonecné malé zméné prubéhu funkce - variaci funkce.

Funkcional

Funkci (1.1) lze oznacit zjednodusené jako f = f(x) a jeji derivace podle nezavislé proménné
x pak f/, 1", ... . Funkciondlem pak bude integral:

b
n:/ F(f f ) da, (1.3)

kde F je funkce funkei f, f', f, ... - funkcional. V dlohéch stavebni mechaniky byvaji funk-
cionaly popsany zpravidla jako soucet nékolika integrala. V piipadé, ze funkcional obsahuje
napt. funkci (1.1) a jeji derivace, po integraci podle x s uvazovanim mezi a a b jeho hodnota
zavisi pouze na hodnotich parametri a;.

Priklad 1.1. Urcete hodnotu funkciondlu

= /01 {% @] ~o. 768f(x)} dz, (1.4)

pro parametry a; funkei fo(z) a fi(z) z obrazku 1.1.

Reseni. Funkee (1.2) mé druhou derivaci rovnu f~ () = —2a; — 6ay. Po dosazeni [f” (z)]?
a f(x) do (1.4) lze ziskat:

&

}

$

B

(E|

\ ) & /
& >
%, <

AT

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI
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1
II = / [2a3 + 12a1a02 + 18a32* — 0, 768a1 (z — 2%) — 0, 768as(z — 2°)] dz (1.5)
0
a po integraci

IT = 242 + 6ajay + 6a3 — 0,128a; — 0, 192a,. (1.6)

Hodnota funkcionalu (1.6) pro parametry funkce f,(z) z obrazku 1.1 a3 = 0,100 a ay =
= —0,050 se rovna II, = 0,00180.

Pro funkci fy(z) s parametry a; = 0,105 a ag = —0,045 je hodnota funkcionalu 11, =
—0,00105.

Variace funkcionalu

V piipadé variace funkce f = f(x) i jejich derivaci f " f", ... se zméni hodnota funkcionalu I7
- variace funkcionalu.

Poznamka 1.2. Pri integraci funkcionalu podle nezavislé proménné x vystupovaly parame-
try a; jako konstanty napt. (1.5). Po provedeni integrace napt. (1.6) je v souvislosti s variaci
funkciondlu nutné tyto parametry povazovat za nezavislé proménné a funkcional za funkci
n téchto proménnych parametri a;:

II=1I(ay, ..., an). (1.7)
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Zakladni pojmy a postupy variacniho poctu ve stavebni mechanice 9

Variac¢ni uloha

ReSenim tzv. variaéni tilohy je nalezen{ pritbéhu funkce f = f(z) a jejich derivaci f, f, ...
pii némz bude mit funkcional (1.3) extrémni hodnotu. Reseni spoéiva ve stanoveni ¢isel-
nych hodnot vSech souciniteli a; funkcionalu I, k ¢emuz se v ulohach stavebni mechaniky
pouzivaji vétsinou primé metody.

Funkcionél bude nabyvat svou extrémni hodnotu, pokud budou vsechny parcialni deri-

vace funkce IT podle vSech proménnych ax(k =1, ..., n) nulové.
o1II o II
—=0,..., — =0. 1.8
0 aq ’ ’ 0 Qp, ( )

Varia¢ni tloha pak vede k feSeni systému n rovnic s koreny a;. Funkce f,,,(z), zajistujici
extrémni hodnotu funkcionélu, se nazyva extremala.

Priklad 1.3. Urcete extrémni hodnotu funkciondlu (1.4) z pfikladu 1.1 a jeho extremélu

Resend. Parcilni derivace (1.8) podle a; a as sestavime pro odvozeny vyraz (1.6):

01l

— =1 6as — 0,128 =0 1.9
P} a1 a1 + bag ) ) ( )
o
—— = 6a1 4 12a3 — 0,192 = 0. (1.10)
8 an

Resenfm téchto dvou rovnic lze ziskat kofeny soustavy a; = 0,032 a ag = 0.

Dosazenim obou parametri do vyrazu (1.6) vychdzi minimalni hodnota funkcionalu [Ty, =
— —0,002048.
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Zakladni pojmy a postupy variacniho poctu ve stavebni mechanice 10

Piipadnym vlozenim hodnot obou vypoctenych parametri do (1.2) je urc¢ena extreméla,
ktera nabyva tvar

Fi(z) =0,0322(1 — z) (1.11)

a odpovida tedy rovnici kvadratické paraboly (je zobrazena na obrézku 1.1).
A

Poznamka 1.4. Pri feSeni uloh stavebni mechaniky varia¢nimi metodami neni nutno ur-
Covat extrémni hodnoty funkcionalu I1,;, nebo I, a proto je vhodnéjsi nejprve v rovnici
(1.3) derivovat integrand F' podle parametru a; a pak teprve integrovat podle x:

b
gfi :/a 86;kF(f, £, )dz=0 (1.12)
prok=1,...,n
Priklad 1.5. Urcete rovnice (1.8) z ptikladu 1.3 zptusobem popsanym v pozndmce 1.4.
Resend. Pii feSenf vyrazu (1.4) podle (1.12) lze ziskat:

an 8f() 9 f(x) _
{ o 07685 }dx—o (1.13)

1

pro k =1,2. Pii dosazeni f" (z) = —2a; — 6agz; 85‘(1( 2) = _9249 f(z) =z(l—=z) pro k = 1;

8/ @ _ —6z a 68f$) = (1 — 2?) pro k = 2 je mozno ziskat po integraci rovnice (1.9)

8 as
a (1.10), aniz by se sestavovaly funkcionaly (1.5) a (1.6).
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Zakladni pojmy a postupy variacniho poctu ve stavebni mechanice

Uvedené pojeti variac¢ni dlohy ve stavebni mechanice byva oznacovano jako
Ritzova metoda. Walter Ritz (1878-1909) postup pouzil v roce 1908 pfi feseni
tenkych desek.

Uber eine neue Methode zur Losung gewisser
Variationsprobleme der mathematischen Physik.
Von Horm Walter Ritz in Gittingen.

Einleitung.

Die Randwertanfgaben der mathematischen Physik ecfordern dureh-
weg die Darstellung endlicher, stetiger Funktionen in vorgeschriebenen
endlichen Bereichen. Nur ausnahmsweise gelingt hier eine Entwicklung
nach Potenzreihen, und noch seltener ist dieselbe im ganzen Bereich
numerisch brauchbar. Endlich scheitert, selbst in Fillen, wo die Entwicklung
prinzipiell moglich wire, ihre Berechnung hiiufig an dem Umstand, daB sie
die Losung unendlich vieler linearen Gleichungen mit unendlich vielen Un-
bekannten erfordert. Sehr “viel besser cignen sich Entwicklungen nach
Polynomen, Fouriersche Reihen usw. fir die Darstellung einer reellen
Funktion w (2,3, ..) in einem gegebenen Bereich, da hier fur die Konvergenz
im ganzen Bereich nur Eigenschaften der Stetigkeit usw. gefordert werden,
die bei den Randwertaufgaben meist erfiillt sind. Bei numerisch gegebenem

. w bietet die Bestimmung der Koeffizienten eines Polynoms w,=a,+ &+ -+
von gegebenem Grade n, derart, da8 w, als Approximation von w gelten
Kinne, keinerlei Schwierigkeit, und es kann die Genauigkeit bei gentigend
groBem n unbegrenzt gesteigert werden. Ist aber w als Integral einer
Differentialgleickung, unter gewissen Nebenbedingungen, definiert, 8o gelingt
die Berechnung der Koeffizienten a; zuniichst nur in dem sehr speziellen Fall,
wo eine ion durch rasch il moglich ist.
Es erhebt sich die Forderung, die anycnalxnla Darstellung des Integrals
im ganzen vorgeschricbenen Bereich durch ein Polynom von gegebenem Grade n
auch in diesem Falle allgemein durcheufiihren, in der Art, daff bei wachsen

Journal fir Mathematik. Bd. 185. Heft 1. 1

2 Ritz, iber Variationsprobleme der mathematischen Physik.

dem n die Genauigkeit unbegrenzt wachse, so daf§ xchlieﬁh'ch eine Entwicklung
des Integrals nach Polynomen resultiert.

Dabei wird man » klein wiihlen” konnen, falls die Erfahrung uns
z. B. zeigt, daB die gesuchte Kurve nur schwach gekriimmt ist.

Auch Fourier-Reihen usw. kinnen brauchbar sein; allgemeiner kaun
man meist derartige Funktionen w,, ¥s, ... ¥,, ... angeben, daB die etwa
durch Beobachtung bekannte Funktion w von z,y,... in der Form

) Wy =Yot QY+ Yt oty

auch wenn n klein bleibt, durch geeignete Wahl der unbestimmten Koeffi-
zienten a, mit gentigender Genauigkeit dargestellt werden kann, Wieder
stellt sich die eben fiir Polynome aufgeworfene Frage ein.

Gegenstand dieser Abhandlung ist die Angabe einer Methode zur Be-
stimmung der a, unter der Voraussetzung, daf8 es sich um ein Variations-
problem  handle, eine Forderung, die ja bei einer groBen Anzahl physi-
kalischer und mechavischer Probleme erfullt ist. Kann, bei gecigneter
Wahl der y,, die Genaui mit n gesteigert
werden, so ist damit die Intogration des Problems, und zwar in einer fiir
die Anwendung besonders brauchbaren Gestalt, geleistet.

Beschriinken wir uns zuniichst auf eine unabhiingige Variable und ist

@) J=f oy w0 d

das zu variierende Integral, so 1uBt sich das Verfabren zur Berechuung der
a in folgender allgemeiner, wenn auch zunkichst noch etwas unbestimmter
Form aussprechen:

Man setze den Ausdruck (1) von w, in f an Stelle von w; dann
wird das Tntegral eine bekannte Funktion J,(a; ay,...a,) der a,, die z nicht
enthilt.  Man bestimme die o, so, daff J, ein Eatremim werde, also aus dem
Gleichungssystem

EA I Ju

Obr. 1.2: Ukéazka Ritzovy prace
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Kapitola 2

Energetické variacni metody

Vlastnosti konstrukce v redlném zatézovacim stavu, které jsou dilezité pro dalsi vypocet:

1. V zatiZzené konstrukci vznikd tzv. pole napéti, tj. souhrn normalovych napéti o
a smykovych napéti 7 ve vSech bodech télesa tvoriciho konstrukci. U prutové kon-
strukce je pole napéti vyjadreno prostrednictvim pribéhu vnitinich sil ve vsech
prutrezech pruti. Vnitini sily splnuji diferencialni podminky rovnovahy na vsech
elementech konstrukce a spolu s vnéjsimi silami tvori rovnovaznou soustavu sil.

2. V deformované konstrukci vznika tzv. pole deformaci, tj. souhrn pomérnych prota-
zeni ¢ a zkoseni 7 ve vSech bodech télesa tvorictho konstrukei. U prutové konstrukce
je pole deformaci vyjadreno prostiednictvim elastickych ¢ar prutt. Deformace spl-
nuji podminky kompatibility na vSech elementech konstrukce a elastické cary re-
spektuji kinematické podminky predepsané vnéjsimi vazbami.

@
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Energetické variacni metody 13

3. Pole napéti (resp. vnitini sily) a pole deformaci (resp. elastické ¢ary) jsou vzéjemné
vazédna fyzikalnimi rovnicemi (u linedrné pruzného materidlu tedy Hookovym za-
konem).

@

4. Vnéjsi sily zatizené a deformované konstrukce vykazuji potencidlni energii (struénéji [kt
redlny potencial) I, vnitini sily pak potencidlni energii I7;. Celkovy realny poten- e
cial soustavy II je dan souctem II = II, + II; a je roven nule: IT = 0.

Pomoci celkového potencidlu soustavy lze vyresit neznamé vnitini sily, reakce a de-
formace konstrukce. Metody vypoctu jsou z matematického hlediska zaloZeny na pouziti
variacniho poc¢tu a jsou oznacovany jako energetické variacni metody. Energetickych
varia¢nich metod je v soucasnosti znamo nékolik. Z fyzikdlniho hlediska se lisi tzv. energe-
tickym variacnim principem. Zisadni postaveni maji zejména dva tzv. klasické variacni 13. strana ze 61
principy, které jsou historicky nejstarsi a také nejpouzivanéjsi:

Obsah

A5
s

e Deformacni (Lagrangetiv) variacni princip

e Silovy (Castiglianav) variaéni princip
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Energetické variacni metody 14

2.1. Deformacni (Lagrangetiv) variac¢ni princip

Definice 2.1. Ze vSech moznych aproximaci pole deformaci (elastické ¢ary), které spliuji
podminky kompatibility a okrajové podminky predepsané vnéjsimi vazbami, je nejvystiz-
néjsi ta, kterd minimalizuje deformaéni potencial ¢17.

Deformacni variacni princip je pojmenovan podle francouzského matematika [
a fyzika Josepha-Louise Lagrangeho (1736-1813), ktery se jako prvni zabyval po-
catkem 19.stoleti vyuzitim pojmu mechanické prace ke studiu statické rovnovahy
tuhych (nedeformovatelnych) téles.

2.2. Silovy (Castigliantiv) variacni princip

Definice 2.2. Ze vSech moznych aproximaci pole napéti (vnitinich sil), které splnuji dife-
rencialni podminky rovnovahy a vyhovuji podminkam rovnovahy vnitinich a vnéjsich sil,

vvvvv

Silovy variacni princip je pojmenovan podle italského védce Carla Alberta
Castigliana (1847-1884), ktery v roce 1875 poprvé publikoval ucelenou teorii
vypoctu pruznych soustav zalozenou na pojmu pretvarné prace.

Poznamka 2.3. Mezi obéma principy existuje teoretickd souvislost, zvana du-
alita. Zaménou odpovidajicich pojmu (pole napéti <> pole deformaci, podminky
rovnovdhy < podminky kompatibility apod.) prejde jeden princip v druhy.
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Energetické variacni metody 15

Poznamka 2.4. Energetické variaéni metody jsou metody priblizné. Presné feseni lze
ziskat pouze ve zvlastnich pripadech, kdy skutec¢ny tvar elastické ¢ary nebo skutec¢ny pribéh
vnitinich sil je obsazen ve zvolené aproximacni funkci.

Poznamka 2.5. U prutovych soustav se energetické varia¢ni principy pouzivaji jen k te-
seni jednoduchych tloh (napf. k vypoctu deformaci v zadanych bodech konstrukce nebo
k vypoctu reakei staticky neurcitych nosniki), kde se vétsinou ziskd i presné reseni. Hlavni
uplatnéni energetickych variacnich metod je treba hledat pti feseni plosnych a masivnich
prostorovych konstrukei metodou koneénych prvka.
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Kapitola 3

Deformacni (Lagrangetiv) variacni
princip

3.1. Podrobnéjsi vyklad deformac¢niho varia¢niho principu

Aproximace elastickych car

Pro pripad obecné namahaného piimého prutu v prostoru (umisténého v lokélni souradni-
cové soustavé podle obrazku 3.1) lze aproximovat, za predpokladu zanedbani vlivu posou-
vajicich sil na deformaci, ¢tyti elastické ¢ary s vyuzitim polynomu:

(a) rovnice osovych posunu

u=u(x) = Zaiui, (3.1)
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[ [ =1
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Obr. 3.1 Souradnicova soustava primého prutu v prostoru

(b) rovnice ohybové ¢ary v hlavni roviné z,z

(c) rovnice ohybové ¢ary v hlavni roviné z,y
n
v=uv(x) = E a;v;, (3.3)
i=1
(d) rovnice pootoceni pfi krouceni

Y= ’19(1') = Enz aﬂ?i, (3.4)
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Deformacni (Lagrangetiv) variacni princip 18

V rovnicich (3.1) az (3.4) predstavuji a; parametry aproximacnich funkei, u; = u;(x) az
¥ = ¥i(z) diléi aproximacéni polynomy zvolené tak, aby funkce (3.1) az (3.4) vyhovovaly
okrajovym podminkam, které jsou predepsany vnéjsimi vazbami.

Poznamka 3.1. Vysledky variac¢nich feseni lze superponovat, proto lze kazdou elastickou
caru vysetfovat v samostatné tloze. Z tohoto divodu jsou parametry a; i jejich pocet n
oznaceny v rovnicich (3.1) az (3.4) stejné.

Poznamka 3.2. Aproximacni polynomy v rovnicich (3.1) az (3.4) jsou po celé délce prutu
spojité ve vsech hodnotéch i derivacich. K uspokojivym vysledktim pak mohou vést pouze
pri zatizenich, které neobsahuji osamélé sily nebo momenty, jez by zptsobovaly nespojitosti
v derivacich ohybovych car.

Deformacni potencial vnéjsich sil

Energie vnéjsich sil ptisobicich na vysetfovany prut je u jednotlivych elastickych ¢ar déna
VZorci:

B
u(z) : I, = — Z Py juj — Z/ ’ N j(x)ude, (3.5)
j j U
) &
w(x): I, = — Z I, Aty — ZMyij — Z/ ¢z (x)wdz, (3.6)
j j j U

, b
v(zx): 4, = — ZPy,jvj — ZMz,j’Uj — Z/ qy,j(x)vde, (3.7)
j j g %
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Deformacni (Lagrangetiv) variacni princip 19

b
O(a): Ue==Y My, =) | mgj(z)dda. (3.8)
i i
Na energii vnéjsich sil daného prutu se tedy podileji:

o Osamélé sily P, ;, Py ;, P, j pusobici ve smérech jednotlivych soufadnicovych os, které
konaji praci na posunech svych plisobist u;,v;, w; v tychz smérech,

e Spojita silova zatizeni n, ;(x) plsobici v ose prutu z, kterd konaji praci na osovych
posunech u,

e Spojita pficna silova zatizeni g, j(x),q. ;(x) pusobici ve smérech souradnicovych os
Y, z, ktera konaji praci na poradnicich ohybovych c¢ar v, w,

e Osamélé ohybajici momenty M, ;, M, ; pusobici v hlavnich rovinach prutu =,z a z,y,
/7 L 7’ . v 7 . z 4 v / / z
které konaji praci na pootocenich, tedy na derivacich ohybovych ¢ar w;, v; v mistech
svych piuisobist,

e Osamélé zkrucujici momenty M, ;, které konaji praci na krutovych pootocenich ;
svych pusobist,

e Spojitda momentova zkrucujici zatizeni m, j(z), kterd konaji praci na krutovych poo-
tocenich 4.

Kladné smysly uvedenych veli¢in jsou znazornény na obrazku 3.2.
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Osové posuny: Prihyby ve sméru osy z: q. j(x) ’ V‘7
ﬁ 470"4' \n\\“&

P, ; M, ;
) Y.J 'l

Fj iy () \L >/ m
—— Y _— —— _—
—x G b W D b

V PLZNI
! . . ey . =
Krutova pootoceni:
my j (x) N
i ;7,777

Obr. 3.2 Deformacni potencial vnéjsich sil na jednotlivych elastickych ¢arach

"

Deformacni potencial vnitinich sil

U fyzikalné linedrniho materidlu je zavislost mezi normélovou silou N a pomérnym prota-
v 7z 7’ /. 7’ / . v ’ 7 v v
zenim ¢ dana Hookovym zdkonem N = FAu = FAe. Pokud se ve varia¢ni iloze méni tvar
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elastické ¢ary (tedy funkce u(x) a tim i pomérné protazeni €), zménou jejich aproximacnich
parametru (tedy ¢isté matematickymi prostiedky bez ohledu na vnéjsi sily) vystupuje prota-
zeni e jako nezdvisle proménnd veli¢ina a energii (zapornou praci) pripadajici na elementérni
vrstvicku o tloustce dx lze ziskat integraci:

;. dL

dz dz

Na obrazku 3.3 je tato energie vrstvicky tazeného prutu
’ v v N , . , v l . .
znazovrnena zlute‘vybarw‘e.nym trOJuheh}lkem ? p%o§e/: 5Ve. Ob = WeEle
dobné lze odvodit energii i pro ostatni elastické cary. Vzorec :
pro deformacni potencial vnitinich sil pfimého prutu pro fy- N

- g 1 1 ;
:/ NdE:EA/ Ede = EA=e?= _FAu? (3.9)
0 0 2 2

zikalné linedrni material s aproximac¢nimi funkcemi s ménitel- dine.
nymi parametry pak ma tvar: 2 \
Ni=
1 l ! 1" 1" " Nd‘§7
I, = 5/ (EAu? + ELw"? + ELV" + GL¥"%) de. (3.10) .
0
g &
O$—>l—l(— &
g dg
Vypocet extremal
Celkovy deformaéni potencial soustavy je dan souctem ?IT = Obr. 3.3 Deformaéni poten-

= 4]T; 4+ II,. Podminka pro stanoveni minima tohoto funkcio- cidl tazeného prutu
nalu je nulova hodnota jeho variace, tj. 64IT = 6¢11; + §¢I1, =
= 0, neboli
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6UT; = —541T,. (3.11)

Tato podminka bude splnéna, vyjadii-li se variace obou potencidli v rovnici (3.11)
danych vztahy (3.5) az (3.8) pomoci parcidlnich derivaci podle aproximaénich parametru.
Pro elastickou ¢aru v = u(x) tak lze ziskat n dvojic vyrazu (k =1, ..., n):

9 _ 1 /l EA2u/—au, dx /l EA zn:a o | uy dz zn:a /l EAuyu, dz, (3.12)
= — = it | U = i U, ) :
8ak 2 0 3ak 0 i—1 k i—1 0 k

011 du b du b;
_ aake — ;Px,j (a—ak) +; /aj nx,j(:v)a—ak dz = ;Px,j(uk)j—i—Z/aj Ny j(x)uy de.
(3.13)
Vznikne tak soustava n rovnic (k =1, ..., n) pro vypocet parametri a; (i =1, ..., n):

n l 7 B]
Zai/ EAu;u;, dz = Z Py j(ug); + Z/ Ny j(x)uy de. (3.14)
i=1 0 j a;
Soustavu rovnic (3.14) lze zapsat prehlednéji maticove:

k-a=2Z— [k,7k] o {al} = {Zk} (3.15)

kde k znaci matici levych stran rovnic tzv. matici tuhosti, a sloupcovy vektor aproximacnich
soucinitelil a Z sloupcovy vektor pravych stran rovnic tzv. zatéZovaci vektor.
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Obdobné lze odvodit soustavy rovnic i pro ostatni tfi typy elastickych c¢ar. Pro slozky
matice tuhosti a zatézovaciho vektoru pak u jednotlivych typt elastickych car plati:

(a) rovnice osovych posuni u = u(x) :
l o BJ
kik— / EAuu, dx; Zy = Z Py i(ur); + Z/ Ng j(x)uy de, (3.16)
0 j j aj
(b) rovnice ohybové ¢ary w = w(z) v hlavni roviné z,z:

l 1" 1 / EJ
ki =/ Elyw;wydz; Z = > Poj(wp); + Y My;(wy); + / g, (z)wy dz,
0 . . . E
J J J J

(3.17)

(c) rovnice ohybové ¢ary v = v(z) v hlavni roviné z,y:
l mnon / 5‘7
ki = / Elwv, v, dz; Zy = ZPy7j(vk)j+ZMZ’j(vk)j+Z/ qy,j(x)v dz, (3.18)
0 j j y o
(d) rovnice pootoceni pfi krouceni ¥ = J(z) :
l ’ / EJ
ki,k = / Gftﬂzﬂk d.il?; Zk = ZMm,j(ﬁk)j + Z/ mx,j(:v)ﬁk dzx. (3.19)
0 , ~ Ja.
J j %

Po vyteseni kterékoliv z téchto soustav lze ziskat hodnoty parametri a; a tim i extremalu

vvvvvv
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Vnitini sily a reakce ve vnéjsich vazbach
Pribéhy vnitinich sil lze stanovit z derivaci elastickych car:
(a) Normadlova sila NV
du i
N =FEA— =FEAu, 3.20
P u (3.20)
(b) Ohybovy moment M, v hlavni roviné z,z
dQO d2’UJ "
M, = —Elyd—; =Bl = -Elyuw, (3.21)
(¢) Ohybovy moment M, v hlavni roviné z,y
M, =—ELv", (3.22)
(d) Kroutici moment 7'
T=GILY. (3.23)

Vzhledem k zanedbani vlivu posouvajicich sil na deformace se pribéhy posouvajicich sil

V. a V, urc jako derivace odpovidajicich ohybovych momentii:

(e) Posouvajici sila V, v hlavni roviné z,z

dM 1"
V.= —Y=—Elu",

(f) Posouvajici sila Vj, v hlavni roviné z,y

V, = — —ELv".

(3.24)

(3.25)
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Reakce ve vnéjsich vazbach se pak uréi pomoci hodnot vnitinich sil v podporovych
bodech nebo z podminek rovnovahy.

Poznamka 3.3. Vzhledem k omezenému rozsahu prednésky se dalsi vyklad nezabyva vy-
poctem zatézovaciho stavu zadanych popusténi podpor nebo oteplenim konstrukce.

,

3.2. Jednoduché priklady pouziti

Priklad 3.4. Zelezobetonovy pilii obdélnikového priifezu s proménnou vyskou prifezu
podle obrazku 3.4 je namahén jen vlastni silou. Mérnd hmotnost staviva je p = 2400 kg/m?,
modul pruznosti v tahu a tlaku F = 2 - 107 kPa. Pomoci deformaé¢niho varia¢niho principu
urcete:

a) tvar elastické ¢ary u = u(x),
b) prubéh normalovych sil IV,
c) reakce Rqp a Ry 4.

Pripravny vypocet

a) Pocatek lokélnich souradnic x je v horni podpore a a jeji kladny smysl sméiuje k dolnimu
konci b.

b) Proménnou vysku prufezu lze vyjadrit pomoci h — h(z) = hy — h“f_hbm =1,6—0,2x [m].

c¢) Proménna prirezova plocha je pak rovna A = A(z) =b-h =1,6 — 0, 2z [m].

d) Mérn4 tiha: v = p- 10 = 24000 N/m® = 24 kN /m3.

e) Spojité osové zatizeni: ny, = ny(z) =v-A=24-(1,6 —0,2z) = 38,4 — 4, 8 [kN/m].

f) Celkova tiha pilife se pak rovna @ = L0208 . 4. 24 = 115, 2 [kN].

@
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Obr. 3.4 Zadéani a reSeni prikladu 3.4
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Volba aproximac¢niho polynomu:

V pripadé stalého prifezu by elastickd ¢ara osovych posunt byla vyjadfena polynomem

2°. P1i proménném prutezu je jeji tvar slozitéjsi (nema podobu polynomu, ale logaritmické
funkce) a pro jeji aproximaci je icelné zvolit vyssi polynom. Pro jednoduchost vykladu je
zvolen polynom 3°. Pro posuny je zvolen stejny pocatek i kladny smysl jako pro souradnici
x.

u=u(z) = co + 1 + c2x? + 323,

Tento polynom musi spliiovat okrajové podminky (hodnoty posunt v obou podpordch musi
byt rovny nule), diky ¢emuz se z polynomu vyeliminuji dvé konstanty:

u(0) =0=¢o =0,
u(l) = 0= c; = —cal — c3l*> = —4cy — 16¢s.
Po dosazeni do polynomu a tpravé lze ziskat:
u = co(x® — 4z) + c3(x® — 162).

S ohledem na oznaceni v predchozim vykladu se ndzvy parametri prejmenuji: a1 = co
a ag = c3. Aproximacni polynom se dvéma cleny (n = 2) m4 tento vysledny tvar:

u = a1(2? — 4x) + az(z® — 162).
Diléi aproximacni polynomy a jejich derivace se pak rovnaji:
up = (22 — 4z), uy = (2z — 4).
uy = (23 — 16x), uy = (322 — 16).
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}

£

Slozky matice tuhosti Ao\ o

4;,/0 > \Q.
Matice tuhosti k je ¢tvercova matice fadu n = 2 a vzhledem k symetrii matice ma 3 neznamé s>
¢leny, které lze uréit pomoci vztahu (3.16).

S
<7,

D p Aotz
kll—E/ Aululdx—E/ (1,6 —0,22)(2x — 4)*da = E - 25,6 [kNm?],

lm_E/ Au2u2dx—E/ (1,6 — 0,2z) (32 — 16)>dx = E - 901, 12 [kNm®],

kig=ky1 = E/ Aujuy dz = E/ (1,6 —0,2z)(2z — 4(32% — 16)) dz = E - 146, 773 [kNm®].
0 0

Slozky zatézovaciho vektoru:

Zatézovaci vektor Z ma dva ¢leny, jez lze urcit podle vztahu (3.16):

l 4
Z = / npuy dz = / (38,4 — 4, 8z)(x? — 4z) dz = —307, 2 [kNm?],
0 0

l 4
Zy = / npug dr = / (38,4 — 4,8z) (x> — 16x) doz = —1802, 24 [kNm®].
0 0
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Soustava rovnic a jeji koreny:

Soustava rovnic (3.15) po vydéleni obou stran modulem pruznosti F nabyva tvaru:

25,6  146,773| fa1| _ [ —307,2 | 1
146,773 901,12 | \az | ~ 1 -1802,24[ E°

—8,061069

Vyfesenim soustavy rovnic lze ziskat kofeny: a; = ~208199 =11 5 ¢, = 0087028 [p—21,

Elasticka c¢ara:

Dosazenim kofenti do rovnice aproximacniho polynomu je mozno ziskat aproximaci elas-
tické ¢ary. Posuny u vznikaji v ose prutu. Na obrazku 3.4 jsou vykresleny pro nézornost
kolmo k ose prutu. Horni ¢ast pilite se prodlouzi, spodni ¢ast se zkrati. Maximéalni hodnota
posunuti &nf Upae = 2,444.107°% [m] a vznikd ve vzdalenosti = 2,112 [m] od horntho konce
pilite.

Pribéh normalovych sil:
Podle rovnice (3.20) je prubéh normalovych sil popsan funkei:
N = EAu' = E(1,6 — 0,2z)[a1 (22 — 4) + a(32” — 16)] [kN],

do které se dosadi vypoctené parametry. Pribéh normalovych sil je zobrazen na obrazku 3.4.
Horni c¢ast pilite je tazena, spodni tlacend. Nejvétsi posunuti nastava v prurezu s nulovou
normalovou silou.
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Reakce ve vnéjsich vazbach lze vypocitat z krajnich hodnot normélovych sil:
R,p=N(0) = E-1,6(—4a; — 16a2) = 69, 179 [kN],

Ry = N(4) = E - 0,8(4a; + 32a3) = 43, 383 [kN].

Soucet obou reakci je 112,562 kN, coz se nerovna celkové tize pilite 115,2 kN. Podminka
rovnovahy neni v dusledku priblizného feseni splnéna.

Poznamka 3.5. Presnost vysledkii: V nasledujici tabulce jsou pro srovnani uvedeny hod-
noty obou reakci pro aproximacni reseni polynomem 3°, polynomem 4° a presné resSeni.
Tabulka rovnéz obsahuje relativni chyby v procentech.

zpusob TesSeni | Rqyp [kN] | AR, (%] | Rpo KN] | ARy, [%)]
polynom 3° | 69,179 71,88 43,383 2,94
polynom 4° 70,760 +0,37 44,440 -0,58
presné reseni 70,501 0 44,699 0

7 tabulky vyplyva, Ze zvysenim stupné aproximacniho polynomu se zptesni vysledky.

Naprosto presného reseni vsak polynomem nelze dosdhnout.
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Priklad 3.6. Jednoduchy staticky neurc¢ity nosnik podle obrazku 3.5 je zatizen spojitym
trojuhelnikovym zatizenim. Nosnik je tvoren ocelovym vilcovanym prutem profilu 1140.
Pomoci deformac¢niho varia¢niho principu stanovte:

(a) tvar elastické (ohybové) ¢ary w = w(z) (se zanedbénim vlivu posouvajicich sil na de-
formace),

(b) pribéhy vnitinich sil V. =V, a M = M,,

(c) reakce Ry p, Rpq & Mgp.

Vstupni iidaje a pripravny vypocet:
a) Ohybova tuhost: E =2,1-10%kPa, I, =5,72-10"5m', FEI, =1201,2kNn?
b) Piicné zatizeni: ¢. = ¢ = %2 = 7,5z [kN/m].

PR I
c) Celkové zatizeni: @ = %= = 60 [kN].

Volba aproximac¢niho polynomu:

Vyslednou ohybovou ¢aru lze nejlépe aproximovat polynomem 5° s kladnym smérem prii-

hybu dol:

w=cy+ 1T + 02332 + 033:3 + 04:c4 + 05375

Poznamka 3.7. Timto zptusobem lze ziskat presné feseni, jelikoz ohybova ¢ara dané kon-
strukce se zadanym zatizenim skutec¢né nabyva tvaru daného polynomem 5°.

Polynom musi spliiovat okrajové podminky, pomoci nichz lze vyloucit ¢tverici konstant:
1. w(O):0:>00:0,
2. w (0) =0 = ¢; =0,
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3. w(l) =0 = co+csl +c4l® + 512 =0,
4. My(l) = 0= w"(l) = 0 = 29 + 63l + 12c41? + 20c51° = 0.

7 poslednich dvou podminek lze vyeliminovat:

— 3 2 7 3 _ 3 9 2
Cy = §C4l + 5051 , €63 = 204l 2C5l 0

Aproximacni polynom pak nabude tvaru:

5 3 9 7
_ 4 9;3 952 2 5 Y523, (:3 2
’11)—64(.’1,‘ 2lm +2lx)+05<x 2lx +2lm).

Zménou oznaceni a1 = ¢4, ag = c¢5 a dosazenim [ = 4m lze ziskat vysledny tvar aproxi-
macniho polynomu (n = 2):

w = ay(24x? — 1023 + 2*) + ap(2242% — 7223 + 2°).
Dil¢i aproximacni polynomy a jejich derivace pak jsou rovny:
wy = 242% — 102° + 2%, w) = 48z — 302 + 42°, w| = 48 — 60z + 1222,

wy = 2242 — T22% + 2%, wy = 448z — 2162% + 52,  w, = 448 — 432z + 202°.
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Slozky matice tuhosti: ™ L] 57

RUPZA
%, X
Y, 5
s>

=

Slozky matice tuhosti k se stanovi na zakladé vztahu (3.17):

" ZAPADOCESKA

l 4
k11 = EI, / wiw; dz = EI, / (48 — 60z + 122%)* dx = ET,, - 1843,2 [kNm'], D | s
0 0

V PLZNI

l 4
koo = EI, / wywy dz = EI, / (448 — 432z + 202%)% da = EI,, - 231716, 6 [kNn’],
0 0

" 1"

l 4
kio=ko1 =FEI, / wywy do = EIy/ (48 — 60 + 122%)(448 — 4322 + 202%) dx =
0 0

= EI, - 20480, 0 [kNm®].

Slozky zatézovaciho vektoru:

Slozky zatézovaciho vektoru Z se rovnéz urci podle vztahu (3.17):

l 4
7z = / qui dz = / 7,52(242 — 1023 + z*) do = 1280, 0 [kNm?],
0 0

l 4
Zy = / qua dz = / 7,5x(2242% — 7223 + 2°) dz = 14482, 3 [kNm°].
0 0
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Soustava rovnic a jeji koreny:

Soustavu rovnic (3.15) po vydéleni obou stran konstantni ohybovou tuhosti EI, lze upravit

do tvaru:
1843,2  20480,07 fas) _ [1280,0) 1
20480,0 231716,6| |azf  |14482,3) FEI,’
Koreny soustavy rovnic po vyfeSeni vychazeji: a; =0 a ay = % [m=4].

Ohybova cara:

Dosazenim vypoctenych kofentt do odvozeného polynomu w = ay(24x? — 102 + x4) +
+ (22422 — 7223 + 2°) Ize ziskat rovnici ohybové ¢ary, kterd po tpravé nabyva tvaru:

w = (142” — 4,52° + 0,06252°) - =7 -
Y

Nejvétsi prahyb nastane v prufezu vzdaleném 2,390 m od levé podpory a jeho velikost ¢ini
Winar = 19,488 mm|. Vysledny tvar ohybové ¢ary je zobrazen na obrazku 3.5(d).

Pribéhy vnitinich sil:
Prubéhy vnitinich sil je mozno uréit z derivaci ohybové ¢ary:
M, = —Elw" = —28 427z —1,252° [kNm], V, = —EL,w = 27 — 3,752 [«kN].

Nejvétsi ohybovy moment My mar = 20,299 [kNm] vznikne v prifezu s nulovou posouvajici
silou V;, tedy ve vzdalenosti x,, = 2,683 [m]. Prubéhy vnitinich sil jsou zobrazeny na obrézku
3.5(b),(c).
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3 o

= 30 kN/m —

q
m
(a“

2,683

N

2,390
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Obr. 3.5 Zadani a reseni prikladu 3.6
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Reakce ve vnéjsich vazbach:

Veskeré reakce ve vnéjsich vazbach se urci z rovnic vnitinich sil po dosazeni soutadnic
krajnich bod:

Rop =V,(0) =27[kN], Rpq=—V.(4) =33[kN|, My = M,(0) = —28 kNm|.

Pomoci silové a momentové podminky rovnovahy lze snadno ovérit, ze dosazené vysledky
odpovidaji presnému feseni (podle predpokladu v poznamce 3.7).

Priklad 3.8. Jednoduchy prosté podepreny nosnik konstantniho prurezu podle obrazku
3.6 je zatizen spojitym rovnomérnym zatizenim. Ptibliznym zptsobem podle Lagrangeova
varia¢niho principu uzitim aproximace prihybové funkce jednou sinusovou ptlvinou urcete:
(a) obecné tvar elastické (ohybové) ¢ary w = w(z) ,

(b) pribéh ohybovych momentia M = M,(x),

(c) urcete presnost (chybu) vypoétu pro hodnoty v poloviné nosniku u obou funkei w, M.

Vstupni tdaje
a) Pocatek lokalnich os x a z je v podpore a, kladny smysl osy x sméfuje k podpore b
a kladny smysl osy z smétuje doli.

b) Prithyb v poloviné rozpéti : w(l/2) = 32 % [mm].

¢) Ohybovy moment v poloviné rozpéti : M,(1/2) = £ ql? [kNn].
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a VYV VYV VvV Yy Yy Yy Y Y VY b

—= |
Vo w
o

(a) Q] ®

2 [kN]

(b)

3 @
: N M(x) [KNm]

—w 2

Obr. 3.6 Zadani a reseni prikladu 3.8
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Volba aproximac¢niho polynomu:

W4
%, D
4, X

i Wi

Skute¢ny pribéh ohybové ¢ary je dan polynomem 4. stupné, takze podle predchoziho pri-
kladu 3.7 je mozno ziskat presné feSeni. V tomto prikladé v souladu se zaddnim je priuhybova
funkce aproximovana funkci goniometrickou, takze ziskame priblizné feseni. Je zvolen jeden D ., AT

V PLZNI

¢len fady podle vzorce (3.2) :
= T
w=w(z) = ;aiwi = aj - sin T

Tato aproximace spliiuje okrajové deformacni podminky nulového prihybu nad podporami:
1. w(0) =0=a; -sin0 =0,

2. w(l)=0=ay -sinm = 0.

Pro dalsi vypocty budeme potiebovat druhou derivaci aproximacni funkce ohybové cary:

9 7'['2 . TTx

w “ = —aj—5 sin

27

Potencidlni energie vnéjsich sil (od rovnomérného zatizeni):

l l l
2
II, = —/ qu(z)dr = —qal/ sin 22 d = —qay [—l - cos E] = —ilal
0 0 l e l 0
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Potencialni energie vnitinich sil:

1 /[ " 1 ! 72 oz 2 mt EI
1I; = 5/0 El,w 2dz = éEIy/o <_a1l_2 sin T) dz = Zl—sya%

Celkova potenciilni energie soustavy:
=1 +1,
7 podminky minima tohoto funkcionalu ziskame rovnici:

oIl 2 mt EI
— = —Zgl+ —=22q; = 0.
5 0= Wq—l— 15 a; =0

7 této rovnice vyjadrime nezndmy parametr a;:

B 4ql*
~ wOEI,

) ql4
2 13072,
0,0 30 Efy

ai
Ohybova cara:

Dosazenim vypoéteného parametru a; do aproximacni funkce w(xz) = ay - sin
priblizny tvar ohybové cary.
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Hodnota prihybu uprostred rozpéti je rovna primo parametru ai: e

=

l4
w(l/2) = ay - sing =ay =0, 01307%—@. D o

V PLZNI

Srovnanim s presnou hodnotou priuhybu w(l/2) = %% =0, 01302% zjistime, Ze chyba

ve vypocteném prithybu uprostied rozpéti je nepatrna (0,005 %).

Pribéh ohybovych momentii:

Momentova funkce odvozend z druhé derivace aproximacni funkce bude mit tvar:

7'('2 ™

1" 4
M(z) = —ELuw" = —EI, (—all—2 sin T) = —5ql’sin % = 0,129 g2 sin ”l—gc

Dosazenim hodnoty [/2 za = dostaneme velikost maximélniho ohybového momentu upro-
stied rozpéti M(1/2) = 0,129¢l%. Srovnanim s piesnou hodnotou ohybového momentu
M,(1/2) = £ql* zjistime, Ze chyba je 0,4 %.
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Kapitola 4

Silovy (Castigliantiv) variacni
princip

4.1. Podrobny vyklad silového variacniho principu

Silovy varia¢ni princip je dudlnim obrazem deformacniho varia¢niho principu (viz pozndmka
2.3). Jednotlivé vypocetni kroky jsou vsak u silového varia¢niho principu znacéné rozdilné,
coz je pri feseni konkrétni nosné konstrukce zpusobeno zejména odlisSnymi pozadavky na
variaci pole napéti (prubéhu vnitinich sil) nez na variaci pole deformaci (elastickych ¢ar).

U konstrukei staticky urcitych je mozno pribéhy vnitinich sil stanovit na zakladé pod-
minek rovnovahy a neni divod pouzivat variacni vypocet. Pouziti Castiglianova varia¢niho
principu je proto u prutovych soustav opodstatnéné pouze u dvou typt uloh:

a) vypocet staticky neuréitych veli¢in (u staticky neurcitych soustav),
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b) vypocet posuni nebo pootoceni v zadanych bodech fesené konstrukce.

Aproximace priabéht vnitinich sil

Aproximace prubéhu vnitinich sil je prvnim krokem vypoctu podle silového varia¢niho
principu. V piipadé obecné namdhaného pfimého prutu v prostoru (umisténého v lokalni
soufadnicové soustavé podle obrazku 3.1) lze aproximovat funkcemi polynomi Sest pribéht
vnitrnich sil:

(a) prubéh normalovych sil:

n
N=N(z)=No+ > a;N (4.1)
=1

(b) prubéh ohybovych momenta v hlavni roviné z,z:
n
My = My(z) = My + Z aiMy,;, (4.2)
i=1
(¢) priubéh ohybovych momentu v hlavni roviné z,y:
n
M, = Mz(x) = MZ,O atx Z aiMz,i7 (43)
i=1
(d) prubéh posouvajicich sil v hlavni roviné z,z:

V. =Vo(z) = Voo + ) _aiVay, (4.4)
i=1
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(e) prubéh posouvajicich sil v hlavni roviné z,y:
Vy = Vy(l') =Vyo+ Z aiVy,i, (4.5)
i=1
(f) prubéh krouticich momenti:
n
T=T(z)=To+ Y a7} (4.6)
i=1

Poznamka 4.1. Pribéhy posouvajicich sil V. a V, se pifi vypoctu uplatni pouze v pii-
padé, ze uvazujeme vliv posouvajicich sil na deformaci prutu. Jejich zavedeni do varia¢niho
vypoctu je u silového principu podstatné jednodussi.

V rovnicich (4.1) az (4.6) jsou a; parametry aproximacnich funkci a N; az T; (i = 0, 1 az
n) jsou dil¢i aproximac¢ni polynomy. Tyto polynomy jsou zvoleny tak, aby funkce (4.1) az
(4.6) splnovaly podminky rovnovahy vnitinich a vnéjsich sil v kazdém prufezu. Diléi aproxi-
macni funkce s nulovym indexem ¢ = 0 vyjadiuje prubéh vnitinich sil od daného zatizeni na
zadané nebo zvolené zakladni staticky urcité soustavé. Kazda z dil¢ich aproximacnich funkci
(pro i > 0) popisuje priubéh vnitinich sil od jednotkové hodnoty jedné staticky neurcité ve-
liciny na téze zakladni staticky urcité soustavé. Parametr a; vyjadiuje pravé sledovanou
staticky neurcitou veli¢inu. Pocet parametri n je v tomto pripadé roven stupni statické ne-
urcitosti ng feSeného nosniku. Popsany vyznam aproximacnich funkci je ndzorné zobrazen
na obrazku 4.1 u pri¢né zatizeného oboustranné vetknutého nosniku ng = 2.

VVVVVV

ze aproximacni funkce (4.1) az (4.6) mohou byt na feSeném prutu spojité jen po Castech
s odlisné definovanymi funkénimi predpisy.
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(= 2

~—aM,, = a(1-x/1)
M

ayM,,, = a, (—x/I) ‘

N

Obr. 4.1 Aproximace pri vypoctu staticky neurcitych veli¢in
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Poznamka 4.3. U plosnych a masivnich prostorovych konstrukei neni pojem ,zdkladni
staticky urcita soustava“ k dispozici. Sestrojeni aproximacnich funkci pole napéti je u nich
zpravidla velmi obtizné, coz je jeden z divodu, pro¢ se pro reseni plosnych a prostorovych
konstrukei pouziva silového principu jen ziidka. Naopak u prutovych konstrukei je presné
urceni aproximacnich funkci pomérné snadné.

Silovy potencial vnéjsich sil

Silovy potencial *II je stanoven pro nezatizeny stav konstrukce, v némz je potencilni ener-
gie vnéjsich i vnitinich sil nulova. Reakce pii nehybném podepieni nekonaji praci a jejich
potencial je skutec¢né nulovy. Variace silového potencialu vnéjsich sil je proto

51, = 0. (4.7)

Zadané zatizeni a ani jeho silovy potencidl tedy neni funkci aproximacnich parametra.

Silovy potencial vnitrnich sil

U osové namahaného prutu s fyzikalné linedrnim chovanim materidlu je zavislost mezi po-
mérnym protazenim ¢ a normélovou silou N dana Hookovym zdkonem g—g —u =e= %
(viz obréazek 4.2). Méni-li se v silové variacni tloze pribéh vnitinich sil (zde tedy funkce
N = N(z)) zménou aproximacnich parametru (tedy Cisté matematickymi prostiedky bez
ohledu na skute¢ny tvar elastické ¢ary), normélova sila N ve vypoctu vystupuje jako ne-
zavisle proménnd veli¢ina a energii (zdpornou préci) pripadajici na elementarni vrstvicku
o tloustce dx lze ziskat integraci:

o
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}

°r;  dL; /N
0

dx dx 2FA
N. - N
Gl =4
=
I= “len
. 2
- gdN
=
g, &
0] g &

Obr. 4.2 Silovy potencial tazeného prutu
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(4.8)

Na obréazku 4.2 je tato energie vrstvicky tazeného prutu znazornéna zluté vybarvenym

trojuhelnikem o plose %&:N .

Obdobné se v pripadé vypoctu energie postupuje i u ostatnich vnit¥nich sil. Vzorec pro
silovy potencial pifimého prutu s fyzikalné linearnim chovanim materidlu pro vsechny vnitrni
sily, jejichz pribéhy jsou vyjadreny aproximacnimi funkcemi s ménitelnymi parametry, pak

nabyva tvaru:

2

1N oMy M2 VRV T?
SUi:—/( === — | dam
0

EA " EI, ' EI, ' GA;  GA; ' GIL

(4.9)
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Vypocet extremal

Celkovy silovy potencial konstrukce je dan souc¢tem *II = ®I1;+°I1,. Podminka pro stanoveni
minima tohoto funkcionédlu je nulova hodnota jeho variace, tedy 6 *II = §*II; + § °Il, = 0,
¢ili

0°Il; = —0°Il,. (4.10)

Podminka bude splnéna, budou-li variace obou potencidlu v rovnici (4.10) vyjadieny
pomoci parcidlnich derivaci podle aproximacnich parametri. Potencidly jsou dany vztahy
(4.9) a (4.7). Protoze se vsak podle (4.7) hodnota 0*Il, rovnéd nule, a tedy i % =0,
podminky minima potencidlu tazeného prutu nabyvaji tvaru:

l 1 n
2N—dz= | — | N iNi | N do =
aak /EA aakd"” /OEA °+;“ kde

NN Y
—Zaz k dz + 0k 4z = 0.
0

(4.11)

, EA

Cleny, které neobsahuji nezndmy parametr a;, se mohou prevést na pravou stranu, ¢imz

vznikne soustava n rovnic (k =1, ..., n) pro vypocet parametri a;:
n l l
N; Ni No Ny
; de = — d 4.12
a; 0 FA x ) FEA xz, ( )

i=1

ktera se da prehledné zapsat v maticovém tvaru:
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c-a=12Z- eyl {ai} = {Zk}, (4.13)

kde ¢ predstavuje ¢tvercovou matici levych stran rovnic tzv. matici poddajnosti, a sloupcovy
vektor aproximacnich souciniteltl a Z sloupcovy vektor pravych stran rovnic tzv. zatéZovaci
vektor.

Obdobné lze odvodit soustavy rovnic i pro ostatni pribéhy vnitinich sil. Pro slozky
matice poddajnosti a zatézovaciho vektoru pak u jednotlivych pribéhu plati vzorce:

(a) prubéh normalové sily N = N(z) :
' NiNg ' NoNi

Gr= | ———dz, Zp=-
’ o FA o EA

dz, (4.14)

(b) pribéh ohybového momentu My = My(x) v hlavni roviné z,z:

[ !
My My g / My oMy j
= — 2" d L = — —2—— 2 ( 4.15
Cik /0 EIy xZ, k 0 Ely xz, ( )

(c¢) prubéh ohybového momentu M, = M, (x) v hlavni roviné z,y:

VM, M LM, oM.
z,44iVlz k 2,041z k
Cip = ——— 2" dz, Z;= —/ —— >~ dr, 4.16
“ = |, T EL b o EL (4.16)
(d) prubéh posouvajici sily V, = V,(x) v hlavni roviné z,z:
by, V. LV, oV
5y = ZEh ak dz, Zp=-— 202k gy (4.17)

o GAZ o GA;
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(e) prabéh posouvajici sily V;, = Vj(x) v hlavni roviné z,y:

l l
VyiVyk VyoVy.k
T = ——dr,  Zp=- S dx, (4.18)
o GA; o GA¥
(f) prubéh kroutictho momentu 7' = T'(z) :
l l
T,T ToTk

ik = dz, Zp=- dz. 4.19
e o Gl v g o GI v (4.19)

Po vyreseni kterékoliv z téchto soustav lze ziskat hodnoty parametri a;, tedy hodnoty
staticky neurcitych veli¢in, s jejichz vyuzitim Ize sestrojit vysledné pribéhy vnitinich sil,
které predstavuji extremalu silové variacni tlohy. Pouziti silového varia¢niho principu vede
vzdy k presnému feseni, jelikoz dil¢i aproximacni funkce jsou sestrojeny jako presné prubéhy
vnitrnich sil.

Poznamka 4.4. Pri vypoctu staticky neurcitych veli¢in pomoci silového varia¢niho prin-
cipu se uplatnuje pouze silovy potencidl vnitinich sil, nebot podle vztahu (4.7) je variace
silového potencialu vnéjsich sil nulova. U linedrné pruznych konstrukei se silovy potencial
vnitinich sil (4.9) shoduje s pruznou potencialni energii vnitinich sil redlného zatézovaciho
stavu a zaroven s absolutni hodnotou pretvarné prace vnitinich sil. Popsany zptsob reseni
staticky neurcitych veli¢in byva proto v literatuie nazyvan Castiglianovym principem
minima pretvarné prace vnitinich sil a je formulovan:

Definice 4.5. Staticky neurcité veliciny nabudou pravé takovych hodnot, pii nichz je
pretvarna prace vnittnich sil minimalni.
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Deformace prutu

Pokud je jiz prubéh vnitinich sil zndm (u prutu staticky urci-
tého nebo neurcitého), elastickou ¢aru lze odvodit napf. integraci
prislusné diferencidlni rovnice (3.20) az (3.25). V praktickych ulo-
héch je vSak nejcastéjsim pozadavkem pouze vypocet deformace
d (posun nebo pootoceni) v konkrétnim bodé konstrukce, k cemuz
l1ze s vyhodou vyuzit pfimo silovy varia¢ni princip.

V pripadé takového vypocétu se u aproximacnich prabéhi
vnitinich sil ve vztazich (4.1) az (4.6) kazdého prutu pouZije pouze
jediny aproximacni parametr a; (n je pouze rovno 1). Diléi apro-
ximac¢ni funkce s nulovym indexem ¢ = 0 pak vyjadruje pribéh
vnitrnich sil od zadaného zatizeni na zadaném staticky urcitém
nosniku nebo prubéh vnitinich sil vyreseného staticky neurcitého
nosniku. Dil¢i aproximacni funkce s indexem ¢ = 1 vyjadfuje pra-
béh vnitinich sil od jednotkové hodnoty vnéjsi sily P = aq, pu-
sobici v misté a ve sméru hledaného posunu, nebo od jednotkové
hodnoty vnéjsiho momentu M = aq, ktery piisobi v priifezu a v ro-
viné hledaného pootoceni. Sila P a moment M piedstavuji variaci
daného zatizeni a jejich priubéh se zjistuje bud na zadaném sta-
ticky uréitém nosniku nebo na libovolné staticky urcité soustave,
kterda byla pouzita pro reseni daného puvodné staticky neurci-
tého nosniku. Popsany vyznam aproximacnich funkci je nazorné
ukézan na obrazku 4.3 s priklady vypoctu pootoceni a posunu
v zadanych prurezech priéné zatizeného prostého nosniku.

Jelikoz sila P, resp. moment M, piisobi na jiz zdeformované

pri

3

(7 3

a

—aM,,;=a,(1-x/I)

»l

¢ FEal
a bg

oM, =ayc(l-x)/
(prox=c)

oM, =a

(prox=c)
Obr.

(I-c)x/1

4.3 Aproximace
vypoctu
a pootoceni

posunu
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konstrukci, vykondva praci na hledaném posunu J, resp. na pootoceni §. Do silového po-
tencidlu vnéjsich sil je pak nutno zahrnout i uc¢inek —a0, takze parcidlni derivace silového
potencialu jiz neni nulova, nybrz rovna:

0°Il,
= —J. 4.20
Da, (4.20)
Pro silovy potencial vnitinich sil vSak vztah (4.8) zustava i naddle v platnosti. Podminka
(4.10) se pomoci parcidlnich deformaci podle parametru a; zapise ve tvaru %S_gi = _ag_ge =

= +0. Po tpravé a oznaceni a; = P nebo a1 = M lze ziskat:

5= M (4.21)
oP
nebo
_ o (4.22)
oM

Rovnicemi (4.21) a (4.22) je vyjadrena tzv. Castiglianova véta:

Definice 4.6. Deformace (tj. posun nebo pootoceni) v zadaném bodé prutu, vystaveného
silovému zatézovacimu stavu, je rovna parcidlni derivaci silového potencialu vnitinich sil
podle sily P, ticelové zadané v misté a ve sméru hledaného posunu, nebo podle momentu
M, Géelové zadaného v misté a v roviné hledaného pootoceni.

Castiglianovu vétu danou vztahy (4.21) a (4.22) lze z praktickych duvoda upravit na
bezprostiedné pouzitelny tvar. Napf. pro prubéh normélovych sil a pro P = a; (n = 1) pak
vychézi:
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b NoVy

5= NoMy
y EA

T dz. (4.23)

STT. l l 2
g ]? = /0 é(NO +a1N1)N1 elap = al/o %d% +
Uéelové zvolend sila P = a; na vySetfovany prut ve skuteénosti neptisobi (byly pouzity
pouze pro odvozeni variace zatizeni), proto lze polozit ve vzorci (4.24) parametr a; = 0,
coz vyplyva piimo z podstaty varia¢niho principu: po splnéni podminky minima silového
potencidlu (4.8) se aproximacni funkce musi ztotoznit s redlnym stavem. Obdobné se mohou
ziskat vztahy i pro ostatni pribéhy vnitinich sil:

(a) normalova sila N :
' NoNy

0= d 4.24
o EBA T (4.24)
(b) ohybovy moment M, v hlavni roviné z,z:
!
M, oM, 1
5= / —¥% g, (4.25)
o El
(¢) ohybovy moment M, v hlavni roviné z,y:
l
M OMz 1
5= / 5 (g, 4.26
T EL (4.26)
(d) posouvajici sila V, v hlavni roviné z,z:
'VaoVan

5 = dz, (4.27)

o FEA;

}

&
$

B
/Em\

=

e

S
N
<

ISTRAVY,
%,
%,
LTS

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI




Silovy (Castigliantiv) variac¢ni princip 53

(e) posouvajici sila Vj, v hlavni roviné z,y:

l
VyoVy
6 =g 4.28
(f) kroutici moment 7" :
l
ToT
0= dz. 4.29
e (4.29)

Poznamka 4.7. Kladnd hodnota deformace 4, vypoc¢tend podle vzorcu (4.24) az (4.29),
znamena, ze smysl deformace se shoduje se zvolenym smyslem parametru aq, tj. sily P nebo
momentu M.

Poznamka 4.8. Vzhledem k omezenému rozsahu prednasky se dalsi vyklad nezabyva vy-
poctem zatézovaciho stavu zadanych popusténi podpor nebo oteplenim konstrukce.

rd

4.2. Jednoduché priklady pouziti

Priklad 4.9. U zZelezobetonového pilite z prikladu 3.4 a obrazku 3.4 s pomoci silového
varia¢niho principu vypoctéte:

a) staticky neurcitou reakci Ry g,

b) pribéh normélovych sil N a reakci Rqp,

c¢) misto a velikost maximdalniho osového posunu.
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Pripravny vypocet

Pripravny vypocet je jiz proveden u prikladu 3.4.

Aproximacni polynom

Osové namahand konstrukee je 1x staticky neurcitd (ns = n = 1). Zékladni staticky urcitou
soustavu lze vytvorit odebranim vazby proti svislému posunuti v bodé dolnitho podepieni b.
V nultém (i = 0) zatézovacim stavu (viz obrdzek 4.4) na zdkladni soustavu pusobi vlastni
ttha n,. Norméalova sila Ny se v obecném prifezu x rovna tize ¢asti prutu pod prufezem:

Alz)+ A 1,6 — 0,22 +0,8
NozNo(m)z%(l—x)-vz 3 (4—z)-24=

= 115,2 — 38, 4x + 2, 422 [kN].

Normalové sila v prvnim (i = 1) zatézovacim stavu (viz obrazek 4.4) je konstantni po celé
délce prutu a rovnd se —Ry, , = a1(—1), takze diléi aproximacni funkce Ny = Ny (z) = —1.

Slozka matice poddajnosti:

Podle vzorce (4.14) je jediny prvek matice poddajnosti:

N} 4 1 1
dz = —————dx = — - 3,46574 [m/kN]|.
= [ Mar= [ o= L s a0
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Y ois

(a) (b) (C) v 2sTRaNY, 7
. wy iy eSS

ki N
a ) a a
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Obr. 4.4 K teseni prikladu 4.9

Slozka zatézZovaciho vektoru:

Podle vzorce (4.14) je jediny prvek zatézovaciho vektoru:

l 4 2
NoNy 1 [4115,2 — 38,4z + 2,4z 1
T = — dz = +— dz = — - 154,916 [n].
! , EA 7 +E/O 1,6 — 0,2z = 154,916 (]

Rovnice a jeji koren:
Z rovnice o jedné neznamé c; 1a; = Z1 se po vykrdceni modulu pruznosti £ urci:

154,916

— =44 kN].
3,46574 ;699 1]

a1 = Rb,a =
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}

$

&

B

(E|

Pribéh normalovych sil a reakce R, ;: ™= AT
&, O

Superpozici nultého a prvniho stavu se urci rovnice pribéhu normalové sily:

N = N(x) = N(] + alNl = 115, 2— 38, 4 + 2, 4.%'2 - 44, 699 = 707 501 — 38, 4 + 2, 4$2 [kN] D > ZAPADOCESKA

V PLZNI

Dosazenim hodnoty = = 0 pak z této rovnice vychazi R, = Ny = 70,501 [kN].

Misto a velikost maximalniho osového posunu:

Resenfm kvadratické rovnice N (z) = 0 lze uréit redlny kofen zo = 2,116 [kN], ktery piedsta-
vuje prurez s nulovou hodnotou normalové sily N. V tomto prifezu vznika nejvétsi posun
Vv 0se Prutu Umq,. K vypoctu této deformace lze pouzit Castiglianovu vétu danou vzorcem
(4.24). Prubéh Ny v tomto pripadé predstavuje prubéh normalové sily ziskany vypoctem
dané staticky neurcité konstrukce, tedy:

N(0) = N = 70,501 — 38, 4z + 2, 42>

Pro zjisténi prubéhu Nj je nutno vytvorit zatézovaci stav podle obrazku 4.4(c) s tim,
7e v misté hledaného posunuti bude ptisobit pouze sila P = a;. V horni ¢asti tak vznikne
normélové sila P = ap - 1, tedy N; = 1. V dolni éasti pak bude normalové sila nulova.
Vysledna deformace se vypocte:

dz =

O = Wiy =

L NoVy o /27“6 70,501 — 38, 4z + 2, 422
0 EA o E 0 ]., 6 — 0, 2:1,‘

1
= 5 48,620 = 2,431 107 [m].
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Poznamka 4.10. Vysledky ziskané silovym varia¢nim principem jsou presné. V pripadé
reakci se o tom lze presvédcit napt. v tabulce poznamky 3.5.

Priklad 4.11. Oboustranné vetknuty staticky neurcity nosnik podle obrazku 4.5 stalého
prifezu EI, = konst. je zatiZen spojitym trojihelnikovym zatiZenim. Pomoci silového va-
ria¢niho principu odvodte obecné:

a) vzorce pro staticky neurc¢ité momentové slozky reakci ve vetknuti Mgy a M 4,

b) pribéhy vnitinich sil V =V, a M = M,,

c) silové slozky reakci ve vetknuti R,y a Rp 4.

P1i vypoctu zanedbejte vliv posouvajicich sil na deformaci nosniku.

Aproximacni polynom

Ohyband konstrukce je dvakrat staticky neurc¢itd (n = 2). Zakladni staticky urcitou soustavu
v podobé prostého nosniku lze vytvorit odebranim obou vazeb proti pootoceni v bodech a
ib. V nultém (i = 0) zatézovacim stavu (viz obrazek 4.1) vyjadiuje diléi aproximacéni funkce
M, o pribéh ohybovych momenti na prostém nosniku od zadaného zatiZeni:

1 1 2z z g@l?(z 2
M,o==glz — —qy—x= = 2 (2 2.
e L e R W E

Dalsi dvé diléi aproximacni funkce jsou zndzornény na obrazku 4.1, odkud lze prevzit:

X T
My71 21—7, My72=—7.
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ARV
Mp=? q=q% - Ty~ ® IT'J T
b 2, 5
A ! 2 %’4‘/(' \n\\“&
(@) Fa ng=2 bE
o—=X / Mb,az? D > éﬁi{{zﬁ“
()
NS
(b) =
0,547721 a
o~
a
S = .
~ S =
= = S ©

(©)

@

Obr. 4.5 Zadani a TeSeni prikladu 4.11

Slozky matice poddajnosti:

Ctyfi ¢leny matice poddajnosti lze ziskat s pouzitim vzorce (4.15):

L M2 1 ! T\ 2 1 1
y,1
0 EIy EIy 0 l Ely?)
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LM 1 [1a? 11

y,2 €
C22 = dzi= /—d:v:——,
o EI, El, J, 12 El,3
l

c1,2=cz,1=/OlME:;\j 2 dz = Elly/o (1—%) (—%) d:v:—ELIyé.

Slozky zatézovaciho vektoru:

Oba ¢leny zatézovaciho vektoru se ziskaji s pouzitim vzorce (4.15):

l 2 l 3]
M, oM, 1 qbl/ z x 1 7
7z =— | Zw0Myl g - Db r_r (1__)(;1 —
L /0 EI,  EIL 6 Jo\I B 1) " T EL 360"

l 2 l 3
My oMy 2 1 gl / T T x 11 4
To=— | P2 qp=__— 2 S ) (=2 ) de=+— —q 13
2 /0 B, T EI, 6 Jo\1 B ( z) PEVEL B

Soustava rovnic a jeji koreny:

Soustava rovnic (4.13) po vykraceni ohybovou tuhosti EI, nabyva tvaru:

-5 3 a + 5l
VyfeSenim soustavy rovnic lze ziskat kofeny: a; = My; = —%qbﬂ [kNm| a ay = My, = +
+ 552 [KNm].
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Pribéhy ohybovych momentd a posouvajicich sil: ™= L] 7.

RUPZA
%, X
%, &
LTS

=

Pribéh ohybového momentu M, v hlavni roviné z,z lze ziskat rozepsanim aproximacniho
polynomu (4.2):

My = Myo +a1My,1 + aaMy 2 = D > e
@l? (23 1 5 x 1 sz 1 5 x z3
S U (A (1——)—— 2= g2 (2492 —10% ).
6 (l z3> 307 1) 20" 7 " 6 97 B

Tento priubéh je extremdlou Fesené variacni ulohy a je zndzornén na obrazku 4.5(c).
Prabéh posouvajici sily V, v hlavni roviné z,z se ur¢i pomoci derivace prubéhu ohybovych

momentu:
dM, 1 5/9 3022 1 w2
7 = = — l - — - SA l - ]' 79 .
V=" “a® (l E > 20% <3 0%

Prubéh je znazornén na obrazku 4.5(b).

Svislé slozky reakci:
Svislé slozky reakci lze stanovit z koncovych hodnot posouvajicich sil:

3 7
R,y =V.(0) = 2—061bl, Ry, =-V.(I) = 2—0le-
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