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Predmluva

Vazeny ctenari,

tento text by mél slouzit studentiim jako vyukovy material pro studium predméta
wZaklady pocitacové grafiky“, ,Pocitacova grafika“ a ,Geometrie pro pocitacovou
grafiku®. Cely vyukovy material je rozdélen do tfech ¢asti, jejichz obsah je volen tak,
aby poslucha¢ ziskal zakladni prehled probiranych témat v uvedenych predmétech.
Prvni ¢ast se zabyva teorii afinnich prostori a afinnich transformaci. Nasledné je text
zobecnén na projektivni prostory a projektivni transformace. Studiem této kapitoly
ziskate informace o transformacich v pocitacové grafice a jejich moznostech. Druha
kapitola se zabyva teorii kiivek a ploch. Nejdiive jsou uvedeny zakladni obecné
vlastnosti a nasledné jsou popsany jednotlivé typy ktivek a ploch az po v dnesni
dobé nejpouzivanéjsi NURBS krivky a plochy, kterym je vénovano nejvice prostoru.
Treti a posledni c¢ast tohoto textu je vénovana popisu a moznostem modelovani
téles. V této kapitole najdete zakladni typy reprezentace a popisu téles pouzivané
v pocitacové grafice. Prosime c¢tenare o schovivavost pri studiu téchto materiala
a v pripadé nalezeni nedostatki ¢i chyb laskavé zadame o jejich sdéleni na adresy
autort!

V Ostrave 31.8. 2011 Autori

leduard.sojka@vsb.cz martin.nemec@vsb.cz tomas.fabian@vsb.cz
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Kapitola 1

Afinni a projektivni prostory

Privodce studiem

Po prostudovani této kapitoly porozumite vybranym castem z teorie afinnich a projek-
tivnich prostorii a transformaci, a to v mife potrebné pro realizaci grafickych systémd,
pro které je tato teorie zakladnim vychodiskem. Bez znalosti alespon zakladi z této
oblasti byste v Zadném pripadé nemohli grafické systémy konstruovat a mnohdy ani
efektivné pouzivat. Po prostudovani kapitoly budete schopni realizovat jakoukoli afinni
a projektivni transformaci. Zejména transformace, které v grafickych systémech reali-
zuji rovnobézna nebo perspektivni zobrazeni, a také transformace modelovaci, které se
pouzivaji pti vytvareni scény z jednotlivych objektii.

VSechny jevy, které jsou zde prezentovany, byly vybrany velmi pecllivé na zakladé
toho, Ze je jejich znalost pri praktické realizaci systémi nevyhnutelna. Totéz plné plati
i pro vSechny zde uvadéné fesené priklady, které jsou nedilnou soucasti vykladu (Zasto
v nich naleznete diileZité informace). Naopak vsechny jevy, z nichZ byste prakticky uZitek
neméli, jsou potlaceny. VEFim proto, Ze prekonate pripadnou nedockavost, nenechate se
odradit zdanlivé sloZitymi matematickymi vztahy a s chuti se do studia kapitoly pustite.

1.1 Afinni prostor a afinni transformace

Afinni prostor a afinni transformace jsou zakladnimi pojmy, se kterymi se lze pri
konstrukei grafickych systémii setkat. V této podkapitole se s nimi sezndmite. Pri
studiu celého textu je pak budete témér neustale pottebovat. Bylo by jisté mozné
zacit vyklad presnymi definicemi. S ohledem na tucel tohoto textu vsak od tako-
vého postupu upustime a spokojime se s ponékud méné tnavnym (i kdyz soucasné
bohuzel také ponékud méné presnym) tvodem vychazejicim z intuitivni predstavy
a zkuSenosti.

Intuitivné za afinni prostor povazujeme prostor obsahujici body. Navic musi byt
soucasné dén (nebo zvolen) néjaky pridruzeny vektorovy prostor (tzv. vektorové za-
méreni) a néjaké zobrazeni, které ke kazdé dvojici z prostoru bodu prirazuje néjaky
prvek onoho pridruzeného prostoru vektorového. Misto dalsiho zpresnovani této in-
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formace se zde spokojime s konstatovanim, ze konstrukce afinniho prostoru sleduje
velmi prakticky cil, a to, aby bylo mozné body v afinnim prostoru jednoznacné spe-
cifikovat pomoci soufadnic (tedy pomoci prvki ze zminéného pridruzeného prostoru
vektorového) a aby k manipulacim s body bylo mozné vyuzivat prostiedki linedarni
algebry. Za afinni prostor je nutné, prisné vzato, povazovat nejen samotny prostor
bodt, ale i onen zminény pridruzeny prostor vektorovy a také zobrazeni, které dvo-
jicim bodu pritazuje vektory. Dimenze ptidruzeného vektorového prostoru (ktery je
vyuzit k méfeni soutadnic) urcuje také dimenzi afinniho prostoru. Pro n-rozmérny
afinni prostor budeme pouzivat oznaceni A,,. Nejcastéji budeme pracovat s afinnimi
prostory trojrozmérnymi. Reknéme, Ze v trojrozmérném afinnim prostoru mame bod
X. Jeho soutadnice vzhledem ke zvolené souradné soustavé (presnéji je budeme na-
zyvat afinnimi soufadnicemi) jsou popsany vektorem o tfech prvcich x = (21, 2o,
z3). Vektor x je prvkem zminéného pridruzeného vektorového prostoru.

Afinni prostor, v némz je zaveden skalarni soucin a norma jako odmocnina ze
skalarniho soucinu, se nazyva euklidovskym prostorem. Pro euklidovsky n-rozmérny
prostor budeme pouzivat znaceni E,. Zavedeni skalarniho souc¢inu a normy je di-
lezité, protoze umoznuje mérit délku vektoru a thly mezi vektory (to urcité znate
z matematiky). Nyni uz asi shledavate, ze s euklidovskymi a tedy i s afinnimi pro-
story mate jiz vlastné bohaté zkusenosti, protoze jste s nimi v minulosti nepochybné
nejednou pri feseni geometrickych tloh pracovali. Mozna jste jen nebyli zvykli zdi-
raznovat, o jaké prostory se jedna.

Afinni transformace je zobrazeni bodt jednoho afinniho prostoru do jiného afin-
niho prostoru. Specidlnim pripadem je zobrazeni bodi afinniho prostoru do téhoz
afinniho prostoru, které je bijekci. Tento pfipad se nazyva afinitou. (Bijekce je zob-
razeni, kdy dvéma riznym vzortim vzdy odpovidaji dva rizné obrazy. Zde tak kon-
krétné vylucujeme, aby se dva ruzné body zobrazily na bod jediny). Velmi casto
bude predmétem naseho zajmu afinni transformace mezi dvéma afinnimi prostory
dimenze 3, pripadné afinita na prostoru dimenze 3. K matematickému popisu afinni
transformace zavedeme néasledujici vektory a matici (omezime se zde na trojrozmérné
prostory)

y= <y17y27y3)7 X = (Il,xQ,I'g), t = (t17227z3)7

aix Qaiz Qi3
A = 21 Q29 Q23| . (].1)
a31 32 33

Afinni transformaci lze pak popsat vztahem

y=xA+t. (1.2)

Poznamenejme, ze uvedeny vztah je disledkem toho, jak je afinni transformace defi-
novana (podkapitola 1.10). Pro nase potreby je ale platnost vztahu (1.2) dostate¢nou
informaci. V uvedeném vztahu matice A a vektor t popisuji vlastnosti transformace.
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Vektor y reprezentuje bod, ktery je afinnim obrazem bodu, ktery je reprezentovan
vektorem x. Jestlize primo zname matici A a vektor t, pak lze transformaci podle
predpisu (1.2) jiz jednoduse provést. Nékdy je ale situace komplikovanéjsi v tom
smyslu, ze je transformace zadana jinak nez primo hodnotami A, t. V takovém
pripadé je obvyklé, ze se hodnoty A, t na zakladé zadani urci a pak se opét vyu-
zije vztahu (1.2). Typickymi postupy, které vedou k urceni potfebnych hodnot, se
budeme v dalsim textu zabyvat podrobnéji.

1.2 Zména souradné soustavy

Velmi castym pripadem afinni transformace mezi dvéma prostory stejné dimenze
je zména souradné soustavy a odpovidajici transformace souradnic bodi. Opét se
zde omezime na afinni (pripadné euklidovské) prostory trojrozmérné, protoze ty
budeme dale potrebovat v prevazné vétsiné pripadu. Zobecnéni zaveri zde uvedenych
pro prostory s libovolnym poc¢tem dimenzi je ale snadné (méate-li chuf, mizete se
o zobecnéni po precCteni textu pokusit, neni to ale nezbytné nutné).

V grafickych systémech se zména souradné soustavy provadi dosti ¢asto. Nékdy
se jednd o vnitini zdlezitost systému (pro uzivatele neviditelnou), kdy je zména
soufadné soustavy soucasti néjakého vypocetniho postupu nebo jeho odvozeni. Jindy
muze byt manipulace se souradnou soustavou patrna i pro uzivatele. Jako priklad
lze uvést tzv. modelovaci transformace, s jejichz pomoci uzivatel systému vytvari
scénu (muze pomoci ni zaddvat napf. umisténi objektt ve scéné, jejich velikost atd.).
Po prostudovani této podkapitoly budete umét transformace souradnych soustav
realizovat.

Transformace souradnic zptsobend pouhym posunutim pocatku souradné sou-
stavy je trividlni. Necht (ps, py, p.) jsou soufadnice nového poc¢atku souradné sou-
stavy. Transformaci souradnic z ptivodni do nové souradné soustavy pak popisuje
vztah (1.2), v némz A je jednotkova matice a vektor t je t = (—p,, —py, —Dz).

Vénujme se nyni ponékud komplikovanéjsimu pripadu. Poc¢atek nyni pti zméné
souradné soustavy ponechdme beze zmény. Zménime ale osy soustavy. Predpokla-
dejme, Ze puvodni soutadnd soustava méla bdzové vektory vy, vo, vz (bazové vektory
jsou vektory jednotkové délky udavajici sméry souradnych os). Bazové vektory nové
souradné soustavy jsou wi, wo, ws. Mizeme si myslet, ze bazové vektory obou sou-
stav vyjadiujeme vzhledem k néjaké dalsi (uz tieti) referencni soufadné soustave.
Reknéme, 7e mame bod X, ktery je v ptvodni soufadné soustavé reprezentovan
vektorem x = (x1,2s,23). Ukolem je zjistit soufadnice bodu X vzhledem k nové
souradné soustavé. Tyto souradnice budou vyjadreny vektorem, ktery oznacime X.
Polohovy vektor bodu X (vzhledem k oné myslené tieti referen¢ni souradné sou-
stavé) muzeme vyjadrit jako soucet

3
Z Tivi. (1.3)
i=1
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Vyjadreme bazové vektory v; souradné soustavy ptivodni pomoci bazovych vek-
tort soutadné soustavy nové. Nepochybné musi byt mozné vyjadrit vektor v; jako
linedrni kombinaci vektorti wy, wo, W3 (tvori-li trojice wyi, wy, ws bazi, pak lze
kazdy vektor uvazovaného prostoru vyjadrit jako linedrni kombinaci vektora uve-
dené trojice, tedy i kazdy z vektori v;). Mame proto

3
vV, = Z AWy . (14)
j=1
kde a;; jsou koeficienty linedrni kombinace. Dosazenim vztahu (1.4) do vztahu
(1.3) a dostaneme

3 3 3 3 3
E T;V; = E ZT; E CLijo = E E l‘iaijo
=1 =1 7j=1

i=1 j=1

= (21011 + 2091 + T3a31) Wy
+  (z1012 + 22092 + T3a32) W) (1.5)

+ (21013 + T2a923 + T3a33) W3 .

Cleny v zavorkéach v poslednim ze vztaht (1.5) udavaji soutadnice bodu X v nové
souradné soustave. Uvazme, ze podle naseho ¢ekavani by mél transformaci popisovat
maticovy vztah X = xA (protoze se pocatek pfi zméné soustavy nezménil, je ve
vztahu (1.2) nutné t = 0). Zjistujeme, ze kdyz polozime

ai; Qa2 Qi3
A= |an axp a3, (1.6)

ag1 asz ass

bude souc¢in X = xA (jednotlivé slozky vektoru X) vyjadfovat Cleny v zavorkach
v poslednim ze vztaht (1.5), a tedy soutadnice bodu X v nové souradné soustave. To
je dilezity zaver. Vidime, ze prvky v i-tém fadku hledané matice A jsou soutadnice
i-tého bazového vektoru piivodni souradné soustavy vzhledem k souradné soustavé
nové (fikd to vztah (1.4)). Tohoto zavéru pozdéji mnohokrat vyuZzijeme v situaci,
kdy bude zapotiebi matici A stanovit. Stoji za to zapamatovat si toto zjisténi.

1.3 Ortonormalita afinni transformace

Mezi afinnimi transformacemi zaujimaji vyznamné misto transformace ortonormal-
ni. Ortonormdlni transformace jsou ty, pri nichz zlstavaji délky a thly pred a po
transformaci nezménény. Asi si vybavite, ze velmi obvyklé transformace posunuti
a pootoceni jsou pifklady transformaci ortonormalnich. Casto se pii feseni praktic-
kych tloh vyplati védét o existenci této tiidy transformaci. Predem obvykle vite,
zda zamyslena transformace je ¢i neni ortonormalni. Je-li tomu tak, pak matice A
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musi mit jisté specialni vlastnosti. Této znalosti muzete vyuzit jednak pri stanoveni
matice A a také pri manipulaci s ni. Po precteni této podkapitoly budete umét
ortonormality transformaci vyuzivat.

Jak délky, tak uhly (které maji byt pii ortonormélni transformaci zachovany)
souvisi se skaldrnim souc¢inem. Uvazujme vektory x, y. Zopakujme, ze skaldrni sou-
¢in vektoru x, y (znacime jej zde (x,y)) zavadime vztahem

(x,y) =xy'. (1.7)

Ptipomenme déle dobtfe znamé vztahy pro délku (|x|) vektoru x a pro thel ()
dvou vektort x, y. Vite, ze plati

x| =V (x,x) = VxxT, (1.8)

-
cos p = xy) _ xy (1.9)

x|yl [yl

Je zfejmé, ze jestlize transformace neméni hodnotu skaldarniho soucinu, pak také
uhly a délky nejsou transformaci zménény. Necht x;, x5 jsou vektory reprezentu-
jici pocatecéni a koncovy bod vektoru x. Je tedy x = xs—x;. Afinni transformaci
(1.2) pfejde vektor x ve vektor (xgA+t) — (x;A+t) = (x2—x1)A = xA. PTi trans-
formaci vektoru se tedy translacni slozka transformace reprezentovand vektorem t
viibec neuplatni (coZ jste ale asi intuitivné ocekdvali). Vyznamné je naopak ta ¢ést
transformace, kterd je reprezentovana matici A. Podminku zachovani skalarniho
soucinu vyjadiime rovnici

(x,x) = (xA,xA). (1.10)

Odtud pak plyne pozadavek

xx'| = (xA) (xA)" =xAAx". (1.11)

Z predchoziho vztahu je jiz zfejmé, ze afinni transformace bude zachovavat hodnotu
skalarniho soucinu tehdy, jestlize bude splnéna podminka AA " = I, kde I je jednot-
kovd matice. Uvedend podminka je nutnou a postacujici podminkou ortonormality
transformace. Z definice inverzni matice mdme A~'A=I. Vidime tedy, Ze dale musi
platit

A'=AT. (1.12)
Uvedené zjisténi ma prakticky vyznam. Ukazuje, jak 1ze jednoduse vypocitat in-

verzni matici k matici ortonormélni transformace. Inverzni matice se jednoduse

vvvvvv

malni transformace, a to, ze jeji determinant musi byt roven hodnoté £1. Zdtvodnéni
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tohoto faktu neni obtizné. Protoze plati det(AAT) = det(A)det(AT) = det®(A),
a protoze det(I) = 1, musi byt také

det® (A) =1. (1.13)

Priklad 1.1. V tomto prikladé shrneme dosud ziskané poznatky o afinni trans-
formaci. Ptiklad je zdmérné volen tak jednoduchy, abyste mohli porovnat vysledek
ziskany teoretickym fesenim s vysledkem, ktery ocekavate. Uvazujte trojrozmérny
afinni prostor. Nova soustava souradnic je pootocena vii¢i puvodni soustavé o tihel
¢ kolem osy z. Naleznéte prevodni vztah pro prepocet souradnic bodt z ptvodni
souradné soustavy do nové.

Resend. Se zamérem pfipravit se na feseni pozdéjsich tloh budeme postupovat takto:
Béazové vektory nové soustavy oznacime wi, wo, Ws. Jejich soutadnice vyjadiime
vzhledem k ptivodni soufadné soustavé. (Casto je tento postup pifjemnéjsi, nez vy-
jadrovat souradnice bazovych vektorii pivodni souradné soustavy vzhledem k nové
soustavé, jak bychom podle predchazejici podkapitoly meéli ucinit.) Dostaneme

wy = (cosp,sinp,0), wy = (—sinp,cosp,0), wz=(0,0,1).

Na zakladé vysledku z podkapitoly 1.2 nyni jiz mizeme zapsat predpis, pomoci
kterého je mozné prepocitat souradnice bodt z nové do ptivodni souradné soustavy
(coz je zatim ale naopak, nez bylo pozadovano v zadéani). Mame

cosep sinp 0
Xold = XnewA T, kde je A= |—sing cosp 0
0 0 1

7 predchoziho vztahu a s prihlédnutim ke skutecnosti, ze rotace je ortonormalni
transformaci (protoze neméni délky ani tihly), snadno dostaneme

1 T
Xpew = XoldA ™~ = XqdA .
A

Priklad 1.2. Stanovte matici A pro transformaci spocivajici v rotaci souradné
soustavy postupné kolem soufadnych os z, y, z o ihly «, 3, 7. (Rotace o ihel § se
mysli okolo osy y soustavy, kterd vznikla diive provedenou rotaci ptiivodni soustavy
o thel a kolem jeji osy z. Analogicky se predpoklada, ze pred rotaci okolo osy z
o thel v byly jiz obé pfedchozi rotace kolem os z a y jiz provedeny.)

Resend. Pfi feseni budeme postupovat tak, ze nejprve pievedeme soutadnice ze sou-
rfadné soustavy ptivodni do souradnic v souradné soustavy pootocené kolem osy z,
ty pak dale prevedeme do souradné soustavy pootocené kolem osy y a ty opét na-
konec i do soutadné soustavy pootocené kolem osy z. Tuto posloupnost postupné
provadénych transformaci lze matematicky popsat vztahem

Xnew — ((XoldAx) Ay) Az = XoldA:rAyAz .
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Matice A, Ay, A, odpovidaji rotaci kolem jednotlivych soufadnych os. S ohledem

na vysledek pfedchoziho pifkladu, v némz jsme odvodili predpis pro matici AT, je
muzeme ihned zapsat. Mame
1 0 0 cosf 0 sinf cosy —siny 0
A, =10 cosa —sina|,A, = 0 1 0 |,A,=|siny cosy O
0 sina cosa —sinf 0 cosp 0 0 1
A

Priklad 1.3. Promyslete, kolik nezavislych hodnot obsahuje matice A afinni orto-
normalni transformace. Uvazujte trojrozmérny prostor.

Reseni. Ttebaze matice A obsahuje celkem 9 prvki, jsou v piipadé ortonormalni
transformace jen tfi z nich nezavislé. Ostatni prvky je totiz mozné dopocitat ze
vztahu AAT = I, ktery poskytuje Sest rovnic pro Sest zbyvajicich prvki. Situaci jiz
také ilustroval predchozi priklad. Rotace je ortonormalni transformaci. Nebylo proto
divu, zZe k jejimu popisu stacily jen tii nezavislé hodnoty. V predchozim prikladé to
byly uhly «, 3, ~. A

Shrnuti

V tuto chvili byste méli zejména znat, jak lze matematicky popsat afinni transfor-
maci. Méli byste byt schopni stanovit matici a vektor, které transformaci popisuji.
Meli byste veédét, co je ortonormalni transformace a také byste méli umét tézit ze
specialnich vlastnosti matice, ktera ji popisuje.

1.4 Projektivni prostor, projektivni transformace

Pti pouziti afinnich prostori v grafickych systémech lze v nékterych situacich narazit
na jisté problémy. Vyznamnym problémem je naptiklad to, Ze neni jednoduse mozné
pracovat s body v nekoneénu (s tzv. nevlastnimi body). I kdyz jsou praktické scény
zpravidla kone¢né, mohou nevlastni body vzniknout pri zobrazovani scén (napf. pri
velmi obvyklém stfedovém promitani na rovinnou pramétnu miize priumét nékterych
bodu scény padnout do nekonecna). Problém spociva v tom, ze vektor reprezentu-
jici nevlastni bod v afinnim prostoru by mél mit jednu nebo vice slozek rovnych
hodnoté +o00. Hodnotu oo, jak vite, nelze ale v pocitaci jednoduse reprezentovat.
Navic by tato hodnota méla byt i vysledkem aritmetickych operaci, coz opét neni
jednoduse mozné. Uvedené potize lze prekonat zavedenim projektivniho prostoru.
Projektivni transformace, kterd se nad projektivnimi prostory zavadi, je také obec-
néjsi nez transformace afinni. Napiiklad: Zatimco pomoci afinni transformace lze
realizovat zobrazeni pouze rovnobéznym promitanim, umoznuje projektivni trans-
formace provadét promitani rovnobézné i stredové. V této podkapitole se projektivni
prostor a projektivni transformaci naucite pouzivat.

Zavedeni projektivniho prostoru a tzv. homogennich souradnic, které v projektiv-
nim prostoru jednotlivé body reprezentuji, 1ze nazorné vysvétlit ve dvojrozmérném
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(wx,wy,w)
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Obr. 1.1: Zavedeni homogennich souradnic

pripadé (obr. 1.1). Uvazujme dvojrozmérny afinni prostor A, a zavedme nyni pri-
druzeny trojrozmérny prostor V3 tak, Ze vSechny body prostoru A, lezi v roviné
w = 1 tohoto pridruzeného prostoru (obr. 1.1). Dvojrozmérny projektivni prostor
P, zavadime jako mnozinu sméru ve V3. Vysvétleme blize smysl takového pocinani.
V afinnim prostoru A, uvazujme bod, jehoz afinni soufadnice jsou (z, y) (obr. 1.1).
Homogennimi souradnicemi uvazovaného bodu, které jej reprezentuji v prave zave-
deném prostoru P, je trojice (wz, wy, w), kde w je libovolné redlné ¢islo rizné od
nuly. V Py je tedy uvazovany bod reprezentovan nekonec¢nym poctem vektort pri-
druzeného vektorového prostoru Vs, které jsou ovsem vsechny navzajem kolinearni.
Specidlné muzeme také volit w = 1 (zvlastni vyznam této volby je patrny z obr. 1.1).
Dostaneme tak trojici (z,y, 1). Je-li naopak trojice (z,y, w) homogennimi soufadni-

cemi néjakého bodu, pak také trojice (£, £, 1) je homogennimi soufadnicemi téhoz

s w?
bodu a dvojice (I, Z) jeho soufadnicemi afinnimi. Pfechod od soutadnic (z,y,w)

k soufadnicim (£, £, 1) byva nazyvan normalizaci.

Shrneme-li to, co bylo difive uvedeno, miizeme ftici, Ze v projektivnim prostoru
je kazdy bod reprezentovan néjakym vektorem, ktery k bodu smétuje. Je pti tom
jedno, jak dlouhy vektor je. Nyni je jiz zfejmé, pro¢ nebudou s body v nekonec¢nu
v projektivnich prostorech potize. I ony totiz mohou byt reprezentovany vektory
konecné délky. Uvazujme napiiklad bod lezici v obr. 1.1 v nekone¢nu na souradnicové
ose z. Tento bod muZe byt reprezentovan napft. trojici (1, 0, 0).

Jestlize jsme se az doposud zabyvali pouze dvojrozmérnymi projektivnimi pro-
story, pak to bylo proto, ze bylo snadné s pomoci obrazku ukazat zavedeni takového
prostoru. Grafické systémy ale obvykle pracuji s prostory trojrozmérnymi. Vektor
homogennich souradnic mé v trojrozmérném projektivnim prostoru étyri slozky. Je
typické, ze poloha bodl ve scéné byva uzivatelem prvotné popsana pomoci soutrad-
nic afinnich. Reknéme, Ze (z, y, z) jsou afinni soufadnice bodu X ve scéné, ktery
nelezi v nekonecnu. Grafické systémy pri své ¢innosti obvykle velmi brzy prevadéji
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soutradnice afinni na homogenni. Nejcastéji jednoduse tak, ze jako homogenni sou-
radnice bodu berou ¢tverici (z, y, 2, 1). Tim je z nekoneéné mnoha moznych vektortu
reprezentujicich bod X v P3 vybran jediny, a to ten, pro ktery plati w = 1. Zob-
razeni stfedovym promitanim se prakticky vzdy fesi v homogennich soutradnicich.
Pred vykreslenim vysledného obrazu (napt. na obrazovku nebo do souboru) je ale
zapotiebi vratit se k souradnicim afinnim. To se provadi (jak jiz vite) normalizaci.
Pred provedenim normalizace byva provedeno orezani vysledného obrazu do zvole-
ného konecného zorného objemu, takze obraz jiz neobsahuje nevlastni body, které
by jinak pii provadéni normalizace vedly k déleni nulou. Také rovnobézné promitani
a modelovaci transformace se v grafickych systémech obvykle Tesi s vyuzitim homo-
gennich souradnic, a to prestoze by to v tomto ptripadé nebylo nezbytné nutné. Zde
se jednoduse i pro Teseni specialni tlohy vyuziva obecnéjsiho néstroje, protoze jej
systém zpravidla stejné tak ¢i tak jiz obsahuje.

Priklad 1.4. Cilem tohoto ptikladu je ukézat, ze tlohy, které se ¢tenar ve stiedo-
skolské a vysokoskolské matematice jiz naucil Tesit v prostorech afinnich, Ize stejné
dobre a jednoduse Tesit také v prostorech projektivnich. Uvazujme nasledujici tlohu:
Urcete v Py rovnici primky, kterd prochazi body A, B o homogennich souradnicich
(74, ya, wa), (2B, Y5, wp). Reste nejprve obecnd, pak pro A = (0,0, 1), B = (1, 0,
l)apro A=(1,0,1), B= (0,1, 1).

Reseni. Abychom co nejvice ilustrovali pribuznost s jiz znamymi feSenimi v afinnim
prostoru, ukazeme dvé feseni zadané tlohy.

1. Necht (#,7) jsou afinni soufadnice bodu. Uvazujme dobfe zndmou rovnici
primky ve tvaru aZ + by + ¢ = 0, ktera plati pro souradnice afinni. Necht
(z, y, w) jsou homogenni souradnice téhoz bodu. Vime, ze afinni souradnice
lze ziskat normalizaci. Médme & = x/w, § = y/w. Dosadime-li hodnoty z, g
do drive uvedené rovnice primky, dostaneme po tpravé rovnici ve tvaru az +
by + cw = 0, ktera plati pro body zadané v homogennich souradnicich. Pred-
pokladejme na okamzik, ze hodnoty a, b, ¢ jsou znamy. Nasobime-li rovnici
realnym cislem A#£0, pak dostaneme rovnici Aaz + Aby + Acw = 0. Je ziejmé,
Ze také rovnice dx + by + éz = 0, kde @ = Aa, b = A\b, & = A¢, je rovnici
téze primky. Odtud vyplyva, Ze hodnoty a, b, ¢ nebude mozné jednoznacné
stanovit pouze ze znalosti souradnic bodi, jimiz primka prochazi. Bude zapo-
tiebi pouzit vhodné doplnujici podminky. (Na stejny problém bychom ovsem
narazili i pfi feseni v prostoru afinnim.) Pro stanoveni koeficientu a, b, ¢ tak
mame rovnice azq + bys + cwy = 0, axg + bygp + cwg = 0. ,Univerzalni
dopliiujici podminkou je napt. podminka ve tvaru a? + b* 4 ¢ = 1. Pouzit{
uvedené podminky ovsem bohuzel vede na systém, ktery je nelinearni. Tuto
potiz lze obejit napr. pouzitim podminky a + b + ¢ = 1 nebo podminky a
+ b 4+ ¢ = 0. Pouzije se ta varianta, pro niz ma systém feseni. Uvedenym
postupem ziskame pro prvni a druhou dvojici zadanych bodi A, B rovnice
piimek ve tvaruz + y — w =0,z — y = 0.
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Ay -

Obr. 1.2: K rovnici pfimky ve tvaru X = (1—-X)A + AB v homogennich soufadnicich

2. Velmi jednoduse je mozné rovnici primky prochazejici body A, B zapsat ve
tvaru X = (1-A\)A + AB, kde A je redlny parametr (—oo<A<o0). Je zndmo,
ze vztah X = (1-\)A + AB je parametrickou rovnici pfimky v afinnich sou-
fadnicich. Ze je rovnici pifmky i pii pouziti soufadnic homogennich ukazuje
obr. 1.2. Body A, B jsou na obr. 1.2 reprezentovany vektory, jejichz koncové
body jsou oznaceny jako Ag, By. Rovnice Xy = (1-\) Ay + ABpy je rovnici
primky ve V3. Protoze body O, A, B, Ay, By lezi v roviné, reprezentuje vektor
s koncovym bodem v Xy bod X lezici na primce spojujici body A, B.

A

Zasadni ulohu v grafickych systémech sehréva projektivni transformace (kolineace).
Kolineace je zobrazenim bodt jednoho projektivniho prostoru na body téhoz nebo
jiného prostoru. Pro pfesnou definici ¢tendre odkazujeme na podkapitolu 1.10 (neni
vSak nezbytné ji studovat). Z hlediska praktické potreby nam zde postaci konstato-
vat, ze kolineaci lze matematicky popsat vztahem

y =xT. (1.14)

Vektory x a y reprezentuji body pred resp. po transformaci. Matice T charakte-
rizuje kolineaci. Grafické systémy pracuji nejcastéji s trojrozmérnym projektivnim
prostorem. Pak jsou x, y ¢tyfprvkové vektory homogennich soutadnic a T je ma-
tice rozméru 4x4. Podle tvaru matice T lze usuzovat na transformaci, kterou ma-
tice provadi. Je naopak také mozné k pozadované transformaci stanovit matici T.
V nasledujicim prehledu uvedeme nékolik zakladnich pripadii. Je uziteéné se s nimi

vvvvvv

Omezime se na transformace v prostoru Pj.

Zmena meritka na jedné ose

cocoP
co~ o
o~ oo
—_ o oo
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Transformace popsana uvedenou matici provadi zménu meéritka na ose z. Muzete se
o tom snadno presvédcit, kdyz transformaci matici T aplikujete na bod o soutadni-
cich (z, y, z, 1). Dostanete (z,y, 2, 1)T = (s;2, ¥, 2, 1).

Zmeéena meritka na vsech osdch

1000
0100
T=1o01 0
000!

Transformace provadi zménu méritka na vsech souradnicovych osach, coz je patrné

_ 1 . s
ze vztahu (z,y,2,1)T = (z,y,2,5) — (sz,sy,sz,1) (symbolem — jsme oznacili
operaci normalizace homogennich souradnic).

Zkosent
1 a 0O
01 00
T= 0010
0 001

Transformace, ktera je popsana touto matici, byva obvykle nazyvana zkosenim. Je
opét jednoduché se presveédcit o opravnénosti tohoto nazvu. Provedenim nésobeni
dostéavame (z,y, 2, 1)T = (z, y + az, 2, 1). Vidime, Ze rovina y = const transformaci
prejde v rovinu y = const + az (tedy ,zkosi se“; a je smérnice thlu zkoseni).
Roviny x = const, z = const zlstanou uvedenou transformaci nedotceny. Matice
popisujici transformaci, ktera by ,,zkosila“ také tyto roviny, lze snadno zkonstruovat
analogicky, coz ponechavame ¢tenari jako drobné samostatné cviceni.

Posunuti
1 000
0 1 00
T= 0 010
p, 0 0 1

Jak vyplyva ze vztahu (z,y, 2, 1)T = (z+ p,, y, 2, 1), popisuje tato matice posunuti
bodu o hodnotu p, ve sméru souradné osy z. Matice realizujici translace ve sméru
souradnych os y, z jsou trivialni modifikaci matice zde uvedené.

Rotace
c s 00
—s ¢ 00
T= 0 010
0 0 01

Transformace popsand uvedenou matici je rotaci kolem souradnicové osy z. Symboly
s, ¢ zna¢i hodnoty sinu, resp. kosinu thlu rotace. Musi byt s? 4 ¢? = 1. Provedenim
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vZ

Obr. 1.3: K ovéreni ¢innosti matice stfedového promitani

maticového nasobeni dostavame (z, y, z, 1) T = (zc—ys, zs+yc, z, 1). Matice realizujici
rotaci kolem os z, y je mozné zkonstruovat analogicky. Je uziteéné, abyste se opét
pokusili odpovidajici matice zapsat.

Stredové promitani

o oo
o oo
o —o o
~<Lo o

Matice popisuje projekei ze stfedu o souradnicich (0, 0, f) na rovinu z = 0 (tedy na
rovinu zy). UkdZeme, jak je mozné se o tom presvédéit. Provedenim transformace
pro bod (z, y, 2, 1) podle predpisu (1.14) méme

f f f

foz i
R T

f

(x7y7251)T:<',’U7y727 )%( 27]‘)'

Porovnejme tento vysledek s tim, co od dané projekce intuitivné ocekévame. Rek-
néme, ze ma byt promitnut bod X o afinnich souradnicich z, y, z (obr. 1.3). Jeho
prumét oznacme X'’. Afinni souradnice priumétu necht jsou z’, y’, z’. Z podobnosti

trojuhelniki (obr. 1.3) mame T = xTI (vezméte v ivahu, ze souradnice z bodu X
na obr. 1.3 je zdporna). Odtud plyne 2z’ = % Podobné muzeme ziskat i soutrad-

nici 3. Vyjde ¢/ = ( fyfz). Soutadnici 2z’ oc¢ekdvame z' = 0. Porovnanim uvedenych

hodnot s hodnotami ziskanymi podle predpisu (1.14) zjistujeme shodu u soufadnic
2, 4. V souradnici 2’ zjistujeme rozdil. Zatimco intuitivné oc¢ekdvand hodnota je
2z = 0, projektivni transformace déva hodnotu 2’ = % Vysledkem projektivni
transformace tedy neni bod X’ ale bod X” (obr. 1.3). To ale nevadi. Spise se jedna
o prednost. K vykresleni prumétu (napf. na obrazovku) se totiz pouziji souradnice

2, y’. Nenulova soutradnice z” muze byt vyuzita k feseni viditelnosti.
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Obr. 1.4: K ovéfeni ¢innosti matice rovnobézného promitani

Rouvnobézné promitani

1 0 00

0 1 00
T=1_4a _a

& —z 10

0 0 01

Matice popisuje rovnobézné promitani na rovinu zy. Smér promitaciho paprsku je
d = (d,, dy, d.) (obr. 1.4). O spravnosti matice se opét snadno piesvédéime. Necht
A je bod, ktery mé byt promitan, a necht a = (a,, a,, a.) je vektor jeho afinnich
soutadnic. Uréime polohovy vektor a’ = (a’y, a’y, @’,) prumétu bodu A’ Rovnice
promitaciho paprsku prochézejictho bodem A je (¢ je parametr)

x=a+1td.
Z podminky a,, = 0 dostavame .
z
Odtud dale mame / a / a
a, = am—d—zdx, a, = ay—d—zdy.

Porovnanim pravé ziskanych vysledkt s vysledky, které poskytuje transformace po-
psana matici T, zjistujeme shodu v prvnich dvou soutadnicich. Jednicka na pozici
3, 3 v matici T zajistuje, ze soutadnice z prumétu je stejna jako u ptivodniho bodu.
To je opét vyhodné pro nésledné feseni viditelnosti.

Vv

$ich. Budeme se proto zabjvat nyni i touto moznosti. Reknéme napiiklad, Ze jsme
postupné provedli dvé transformace. Nejprve transformaci popsanou matici Ty, pak
transformaci Ty. Necht x je vektor souradnic néjakého bodu pred provedenim obou
transformaci. Prepocet souradnic odpovidajici prvni transformaci provedeme podle
vztahu xT';. Skutecnost, ze dale pak néasledovala jesté transformace Ty, zohlednime
vypoctem podle vztahu (xT;)Ts. Protoze plati (xT;)Te = x(T;T,), vidime, Ze na
uvedené dvé postupné provadéné transformace muzeme pohlizet jako na transfor-
maci jedinou, ktera je popsana matici T1Ts. Pravé popsany postup skladani trans-
formaci nasobenim matic, které je popisuji, 1ze pochopitelné zobecnit na libovolny
pocet dil¢ich transformaci, jak ostatné v nasledujicich ptikladech velmi brzy uvidite.
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Z predchoziho prehledu zakladnich transformaci vyplyva, ze projektivni trans-
formace je mocnéjsi nez transformace afinni. Afinni transformaci ze vztahu (1.2) lze
realizovat jako specidlni pripad transformace projektivni (1.14) a tvirci systému to
tak také velmi ¢asto délaji. Matice T ma pak v takovém pripadé tvar (viz téz vztah

(1.2))

Y

T = 9

t 1

kde 0 je sloupcovy vektor obsahujici 3 nuly. Rozdil mezi afinni a projektivni transfor-
maci lze slovné charakterizovat takto. Obé transformace jsou linearni. To znamen4,
ze linearni objekty (pfimky, roviny) jsou obéma transformacemi zobrazeny opét
na objekty linedarni. Na rozdil od projektivni transformace zachovava transformace
afinni rovnobéznost. Ptimky nebo roviny, které jsou rovnobézné ptred transformaci,
zustanou rovnobézné i po afinni transformaci.

Priklad 1.5. Zapiste matici T, projektivni transformace, ktera realizuje posunuti
objektu o vektor (z, y, z), a dale matici T, kterd realizuje rotaci objektu kolem osy
x o uhel a a pak jesté rotaci kolem osy y o thel 3.

Reseni. Obé hledané matice snadno sestavime s vyuzitim predchoziho piehledu,
s vyuzitim vysledku prikladu 1.2 a s uvazenim, ze, na rozdil od prikladu 1.2, zde
provadime transformaci objektu a nikoli transformaci souradné soustavy (obé vari-
anty se navzajem lisi znaménkem slozek translace i ihli rotace). Bude proto

1 000 1 0 0 Of [cosp 0 —sing 0
T_OlOO T_Ocosa sina 0 0 1 0 0
@10 01 0| 710 —sina cosa 0 |sing 0 cosB 0
r oy z 1 0 0 0 1 0 0 0 1
A
Priklad 1.6. Ukazte, ze matice
1000
01 0O
T=loo12
00 0O

realizuje stfedové promiténi ze stfedu (0, 0, 0) na rovinu z = f (obr. 1.5).

Resend. Snadno se o tom opét miizeme presvédéit. Realizaci transformace podle
predpisu (1.14) méme

(z,y,2,1)T = <x, Y, 2, ;zp) — (l;x, gy,f, 1) )
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Obr. 1.5: K ovéfeni ¢innosti matice stifedového promitani z prikladu

Hodnoty, které od uvedené projekce ocekavame intuici, 1ze opét snadno odvodit
pomoci obr. 1.5, podobné jako jsme to provedli u stfedového promitani z predchoziho
prehledu. Tentokrat zjistime shodu u vSech tif soutadnic (z, y, z), coz prokazuje
spravnost dokazovaného tvrzeni. Za povsimnuti stoji, ze ke shodé nyni doslo i ve
treti souradnici. Jak intuice, tak transformace popsana matici davaji shodné treti
souradnici primétu z = f. To ale ¢ini uvedenou variantu ponékud méné praktickou,
jestlize by mél nasledovat vypocet viditelnosti.

A

Priklad 1.7. Ukazte, Ze matic realizujicich néjakou jedinou konkrétni projektivni
transformaci je nekone¢né mnoho.

Reseni. Piedpokladejme, ze T je matice popisujici uvazovanou transformaci. Necht
X znaci bod, ktery je transformaci zobrazen na bod Y. Body X, Y necht jsou repre-
zentovany takovymi vektory x, y svych homogennich souradnic, ze plati y = xT.
Vezméme nyni libovolné realné A # 0 a ndsobme jim uvedenou rovnici. Dostaneme
vztah Ay = x (AT). Jestlize vektor y soutadnic reprezentoval bod Y (coz jsme pied-
pokladali), pak vektor Ay reprezentuje bod Y také (vime totiz, ze v projektivnim
prostoru je kazdy bod reprezentovan nekoneéné mnoha kolinedrnimi vektory). Shle-
davame tedy, ze jestlize T byla matice realizujici pozadovanou projekci, pak lze tutéz
projekci realizovat i matici AT. A

Priklad 1.8. Odhadnéte, jakou transformaci realizuje matice

o= O O

=L
f
0
0
1

o O O =
o O = O

Reseni. Na zékladé predchoziho prehledu lze snadno odhadnout, Ze se jedna o matici
realizujici stfedové promitani na rovinu yz. Afinni souradnice stredu projekce jsou

(f,0,0). A
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Obr. 1.6: Prvky zadavajici promitani

Shrnuti: V tuto chvili byste méli zejména znat, jak 1ze matematicky popsat pro-
jektivni transformaci. Méli byste byt schopni stanovit matici popisujici jednoduché
transformace nebo naopak rozhodnout, jakou transformaci zadana (jednoduché) ma-
tice provadi. Téchto znalosti vyuzijeme v néasledujicich ptikladech, v nichz budeme

vvvvvv

praktické.

1.5 Stanoveni matice zobrazovaci transformace —

priklad A

V tomto prikladé ukazeme postup, jak lze diive uvedenych zakladnich transformaci
a jim odpovidajicich matic vyuzit pri sestaveni matice realizujici ponékud kompli-
kovanéjsi a prakticky jiz velmi uzitecnou transformaci. Jedna se ve své podstateé
o priklad, ktery je ale tak vyznamny, ze jej zafazujeme do textu jako samostatnou
podkapitolu (v nésledujicich podkapitoldch budou prezentovany jesté dalsi podobné
priklady).

Ukolem je nalézt matici realizujici stfedové promitdni. Promitani je déno stie-
dem P = (ps, py, p.), normélou n zobrazovaci roviny, n = (n,, n,,n.), a ohniskovou
vzdélenosti f, tj. vzddlenosti stfedu projekce od zobrazovaci roviny (obr. 1.6). Pred-
pokladame, ze délka vektoru n je |n|=1 (tento predpoklad zjednodusi vztahy, které
budeme pozdéji odvozovat).

Reseni. Hledanou transformaci rozdélime na étyfi transformace diléi. Cilem prvnich
tr1 krokt bude provést takovou transformaci souradnic, abychom obdrzeli jeden ze
specialnich ptipadt projekce z predchozi podkapitoly, pro ktery jiz odpovidajici ma-
tici zname. Provedeme nasledujici:

1. Pocéatek souradné soustavy, kterou mame ve scéné zavedenu, posuneme do
stredu projekce P.

2. Provedeme rotaci této posunuté souradné soustavy tak, aby jeji osa z’ splynula
s normalou n zobrazovaci roviny.
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3. Posuneme pocatek pootocené souradné soustavy proti sméru jeji osy 2’ o délku
f tak, aby jeji poc¢atek padl do zobrazovaci roviny. (Po provedeni dosud vyjme-
novanych tii krok lezi rovina xy souradné soustavy v roviné projekce. Stied
projekce lezi na ose z soustavy, a to v jeji kladné casti ve vzdalenosti f od
pocatku.)

4. Provedeme projekci (nyni se jiz jednéd o specidlni ptipad uvedeny v prehledu
transformaci v predchozi podkapitole, kdy stied projekce lezi na ose z a zob-
razovaci rovina je z = 0).

Oznacime-li matice uvedenych transformaci postupné jako Ti, T, T3, T4, pak
hledané vyslednd matice T bude jejich souc¢inem T = T;TyT3T,. S vyuzitim vy-
sledkt z predchozi podkapitoly mizeme ihned psat vztahy pro matice Ty, Ts, Ty.
Mame

= O O O
O O O =
o O = O
—_—_0 O
= O O O
o O O =
o O = O
o~ O O
— o O
=

Ke stanoveni zbyvajici matice rotace Ty pouzijeme postupu popsané¢ho v podka-
pitole 1.2 a v prikladé 1.1. K tomu uré¢ime souradnice bazovych vektort souradné sou-
stavy po rotaci (nova souradné soustava) vzhledem k souradné soustavé platné pred
rotaci (stard souradné soustava). Bazové vektory staré souradné soustavy oznacme
X, y, z. Bazové vektory nové souradné soustavy jsou x’, y’, z. (Poznamenejme,
ze i kdyz je souradna soustava platna pred rotaci vici ptivodni soustaveé ve scéné
jiz posunuta, jsou jeji bazové vektory x, y, z stdle tytéz jako u puvodni souradné
soustavy ve scéné.) Pro polohu soufadné soustavy po rotaci mame podminku, aby
osa 2’ byla kolma k zobrazovaci roviné (aby tedy méla smér zadaného vektoru n).
Podminka vsak nespecifikuje polohu nové souradné soustavy jednoznacéné (soustava
muze zatim rotovat kolem své osy z’). Zvolime proto dalsi doplnujici podminku.
Pozadujeme, aby smér osy z’ soustavy po rotaci byl kolmy nejen k ose z’, ale také
k ose z souradné soustavy pred rotaci, tedy k vektoru z = (0, 0, 1). Pfedpokladdme
pri tom, ze vektory n a z nejsou kolinearni. Z uvedenych podminek mame

Z =n,

oo Zxm (—ny, ny, 0)

Clexol

R (n n..m ) « (_ny7n3570> _ (_nxnzv_nyn27n:2(: + ”z)
- - Ty by bz -

2 2 2 2
\/ Nz + 1y \/ Ty + 1y
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Zavedeme-li X' = (v, 2,,7.), ¥y = (., Y,,V.), 2 = (2, 2,,2.), pak s ohledem na

ortonormalitu vysetfované transformace (podkapitola 1.3, priklad 1.1) mame

Ty Yy, 2% 0
xy Yy, 2y 0

T — Yy Yy Yy
2 ZJZ yjz Z7z 0
0 0O 0 1

A

Priklad 1.9. Spustte si program "tkoll 9.exe'. Program predpoklada zadani zob-
razeni tak, jak bylo popsano v této podkapitole, které ¢te ze souboru "ukoll 9.txt".
Program pocita a vypisuje diléi matice Ty az T4 a také vyslednou transformacni
matici, ktera je jejich soucinem. Na konkrétnich hodnotach si tak mtzete ovérit, zda
jste vSe spravné pochopili. V pripadé potieby muzete zaddni modifikovat (jedna se
o textovy soubor).

Shrnuti: V této ponékud kratsi podkapitole jste se naucili konstruovat matici re-
alizujici stfedové promitani, a to na zakladé takovych zadavacich prvki, které jsou
v grafickych systémech v praxi obvyklé. V nasledujicim textu budeme pokracovat

vvvvvv

1.6 Stanoveni matice zobrazovaci transformace —

priklad B

Také tento priklad bude jesté vénovan ukazce toho, jak lze slozitéjsi transformaci
sestavit z transformaci elementarnich. Opét sestavime matici sttedového promitani
na zakladé velmi praktického zadani. Je ddno nésledujici (obr. 1.7, 1.8).

VRP = (vrp,, vrp,, vrp,) (View Reference Point, soufadnice ve WC),

VPN = (vpn,, vpn,, vpn,) (View Plane Normal, soufadnice ve WC),

VUP = (vup,, vup,, vup,) (View Up Vector, soufadnice ve WC),

PRP = (prp,, prp,, prp.) (Projection Reference Point soutadnice ve VRC),
Window = (Umin, Umax; Vmins Vmax) (Zorné pole souradnice ve VRC),

F, B (Front, Back: predni a zadni ofezavaci rovina; jednd se o dvé vzdéalenosti vzhle-

dem k VRC).

WC (world coordinate system) je souradnd soustava, kterd je zavedena v zobrazo-
vané scéné. Vyse uvedenym zadanim je dale definovana souradna soustava obrazu
VRC (view reference coordinate system), kterd umoziuje specifikaci dalsich zada-
vacich prvka zobrazeni. VRP je pocatek souradné soustavy VRC. Poloha pocatku
VRP je zaddna ve WC. Bodem VRP také prochézi primétna, kterd splyva s rovi-
nou zy soustavy VRC. Poloha primétny (a tedy také roviny zy soustavy VRC) je
dodefinovana svoji norméalou VPN (view plane normal). Souradnice vektoru VPN
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Obr. 1.7: Prvky zadavajici uvazované stredové promitani

VRP

- ——— — — -

PRP

Obr. 1.8: Prvky zadavajici promitani - dvojrozmérné schéma; hodnoty F', B jsou
véetné znaménka; zde je F' >0, B <0

se zadavaji v souradné soustavé WC. Osa x souradné soustavy VRC je kolma jed-
nak k vektoru VPN (ktery udava smér osy z soustavy VRC) a déle k vektoru VUP
(view up vector). Vektor VUP je vektor, ktery se ma na obrazku jevit svisle (kolmo
k ose z obrazu). Soufadnice vektoru VUP se zadavaji ve WC. PRP (projection
reference point) je stied projekce. Poloha stfedu se zaddva v soutfadné soustavé
VRC. Hodnoty Umin, Umax; Vmin, Umax Na osach z, y souradné soustavy VRC definuji
v prumétné obdélnik omezujici obraz (jen obraz lezici uvnitt tohoto obdélnika bude
ziskén). Uvedeny obdélnik spolu s bodem PRP definuje zorny jehlan. Zorny jehlan je
dale omezen rovinami ,front“ a ,back®. Roviny jsou zadany svymi vzdalenostmi F|
B (opatfenymi znaménkem) od prumétny (obr. 1.8). Zorny jehlan je tedy jehlanem
komolym (obr. 1.7). Pouze objekty (nebo jejich ¢ésti) lezici uvniti zorného jehlanu
budou zobrazeny.

Je mozné, ze se vam prave popsany zpusob zadani bude zpocatku zdat dosti kompli-
kovany. Casem jej ale urcité shledate velmi logickym. Je pravdépodobné, ze pokud
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byste sami méli vymyslet zplisob zadani obecné projekce, vymysleli byste néco velmi
podobného. Neni také nezajimavé Tici, ze popsany zptsob zadani je vyuzivan grafic-
kym standardem PHIGS.

Reseni. Hledanou transformaci sestavime ze Sesti elementarnich transformaci, je-
jichz transformacni matice jiz umime zapsat. Vsechny déle podrobné popiseme.

1. Posunuti pocatku souradné soustavy scény do VRP. Odpovidajici matice ma
tvar

1 0 0 0
0 1 0 0

Ty = 0 0 1 0
1

—urp, —urp, —urp,

2. Natoceni soutradné soustavy tak, aby osa z splynula s VPN. Vyjadiime bazové
vektory x’, y’, z’ soustavy po natoceni vzhledem k soustavé pred natocenim.

Dostaneme VPN
7 = (25113721//7’2;) = m,
X = (22! 2) = VUP x VPN
- Ty ' VUP x VPN

Y = Uy, v) =2 X X

Matice rotace pak ma tvar

rh Y, 2z 0
xy vy, 2z, 0

T — Yy Yy )
2 1_72 y7z Z’z O
0O 0 0 1

3. Posunuti pocatku souradné soustavy z VRP do PRP. Matice popisujici tuto
transformaci m4 tvar (povsimnéte si, Ze se pri konstrukei matice hodi, Ze sou-
radnice stfedu projekce PRP zname v soustavé VRC)

1 0 0 0
0 1 0 0

Ts = 0 0 1 0
1

—prp, —prp, —PIP,

4. Provedeme zkoseni tak, aby zorny jehlan byl symetricky (obr. 1.9): Zavedme
bod CV (center of view — stfed obrazu) a vektor DOP (direction of projection)
takto (soufadnice C'V a PRP zde méfime v soustavé VRC)
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Umin
Umin
cv
PRP DOPl__ — pRP cV
_________________ Unmax e -
2 ] x t yx —DOP[™
Umax

Obr. 1.9: K ¢innosti transformace popsané matici Ty

Umax + Umin  Umax + Umin
CcV= 0
( 9 ) 9 y ) )

DOP = (dopx, dop,,, dopz) = CV— PRP.

Vektor DOP lze interpretovat také jako afinni soutradnice bodu C'V v souradné
soustavé majici poc¢atek v bodé PRP (do tohoto bodu jsme pocatek soustavy
predchozimi tfemi transformacnimi kroky premistili). Matice realizujici poza-
dované zkoseni méa tvar

1 0 00

T 0 1 0 0
4 = | —dop, —dop,

dozi dop, 10

0 0 0 1

Spravnost matice Ty muzeme snadno ovérit. Transformujme matici T4 vektor
(dop,, dop,, dop,, 1) (tedy bod CV'). Dostaneme

(dop,,, dop,, dop,,1)T4 = (0,0, dop_, 1) .

Vidime, ze po transformaci bod C'V (stfed obrazu) lezi na ose z. Zorny jehlan
je tedy nyni symetricky vzhledem k souradnicovym rovinam zz i yz.

5. Transformujeme velikost zorného jehlanu tak, aby mél jednotkové rozméry
(obr. 1.10). Pozadujeme, aby jeho vétsi podstava lezela v roviné z = —1 a aby
délka jeji strany byla 2 (od —1 do +1 v obou smérech). Jednd se o zménu
meéritka, a proto bude mit matice realizujici uvedenou transformaci tvar

s, 0 0 0
10 s, 00
T5_00520
0 0 0 1
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(umax - umin)
~ dop, (dop.+B)
|
(ma byt 2)
Umax |
L dop, + B .
| (md byt —1)

Obr. 1.10: K ¢innosti transformace popsané matici T’

Hodnoty s,, sy, s, stanovime jednoduse na zékladé nésledujicich skutecnosti:
Vzdalenost mezi stiedem projekce a vétsi podstavou je nyni (dop, + B), ale
ma byt -1 (poznamenejme, ze dop, i B jsou obvykle zdporné). Oznac¢me gq,, g,
rozmér vétsi podstavy jehlanu ve sméru osy x, resp. y. Po transformaci maji
byt obé tyto sitky 2. Na zékladé podobnosti trojihelnikt mame (obr. 1.10)

Umax — Umin VUmax — Umin
Gz = a—(dopz+B)7 qy = a—<d0pz+B)

dop., dop.,
Nyni jiz snadno ur¢ime
-1
SZ = T 5N bl
(dop, + B)
2dop,
Sy = )
(umax - umin)<d0pz + B)
2dop.,
Sy =

(Umax - Umin)(dopz + B) '

. Nakonec provedeme projekci. Abychom usnadnili nasledujici vypocty (zejména
vypocet viditelnosti metodou ,z-buffer”), provedeme projekei tak, ze scénu
transformujeme (deformujeme) tak, aby rovnobézné promiténi dalo tentyz vy-
sledek jako ptivodné zamyslené promitani stiedové (obr. 1.11). Misto stre-
dového promitani pak pouzijeme promitani rovnobézného s promitacim pa-
prskem rovnobéznym s osou z, které lze realizovat velmi snadno. Uvedena
transformace transformuje zorny jehlan na hranol. Zavedme hodnotu

zr = 8,(dop, + F) .



1.6 Stanoveni matice zobrazovaci transformace — priklad B

23

Obr. 1.11: K ¢innosti transformace popsané matici Tg. Situace pred transformaci
(obrdzek vlevo). Transformace zorného jehlanu na kvadr (obrdzek vpravo)

Daéle zavedme matici

1 0 0 0
T 01 0 0
= 1
0 0 0 142y -1
—z;
00 1+zf 0

Snadno oveérime, ze matice T skutecné transformuje zorny jehlan na hranol.
Miizeme to provést tak, ze transformaci aplikujeme na nékteré vyznacné body
zorného jehlanu. Napt. (promyslete, které body jehlanu jsme transformovali):

2f Zf
)T = - —z) = (~1,-1,0,1
(Zf,Zf,Zf, ) 6 (Zf’Zf’l—f—Zf 1+Zf7 Zf) ( ) y Uy )7
—1
(1,1,-1,1)Ts = (1,1, ~ ) 51,1, -1,1).
1—|—Zf 1+Zf

Necht x,X znaci vektory souradnic bodu pred a po provedeni zobrazovaci trans-
formace zadané v tomto prikladé. V prvnim pripadé se tedy jedna o souradnice ve
,SVeétové® souradné soustavé scény, ve druhém pripadé o souradnice v jednotkovém
zobrazovacim hranolu, ke kterému jsme pravé popsanym postupem dospéli. Plati

X = XT1T2T3T4T5T6 =xT s (115)

kde je T = T1TyT3T,T5Ts. Poznamenejme jesté, ze transformace a matice T4, T,
T3 jsou ortonormalni. Transformace Ty, T5, T nikoli. A
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Priklad 1.10. Spusfte si program ,ikoll 10.exe®. Program ptredpoklada zadani
zobrazeni tak, jak bylo popsano v této podkapitole, které ¢te ze souboru s nazvem
,ukoll 10.txt“ Program pocitd a vypisuje diléi matice Ty az Tg a také vyslednou
transformacni matici, ktera je jejich souc¢inem. Na konkrétnich hodnotach si tak
miizete overit, zda jste vSe spravné pochopili. V pripadé potfeby muzete zadani
modifikovat (jedné se o textovy soubor).

Shrnuti: Seznamili jste se s dalsim prikladem, v némz byla matice zobrazovaci
transformace sestavena z dilé¢ich matic transformaci elementarnich. Postup popsany
v tomto prikladé je velmi prakticky a bude vam soucasné slouzit jako navod pro
sestaveni matice projekce v programu, ktery budete realizovat jako svoji samostatnou
praci. Ujistéte se proto, zda vSem krokiim dokonale rozumite.

1.7 Stanoveni matice zobrazovaci transformace —

priklad C

V tomto prikladé ukazeme, Ze velmi podobné, jako jsme v predchozim pripadé B
realizovali promitani sttedové, lze realizovat i promitani rovnobézné. Promitani bude
opét realizovano rovnici (1.14). Drobné odchylky budou pouze ve stanoveni matice
T. Provedeme néasledujici: Prvky popsané v predchozim prikladé pouzijeme k zadani
rovnobézného promitani. Bod PRP spolu s bodem CV (viz. feseni piikladu B)
v tomto pripadé urcuji smér promitacich paprski. Vyznam ostatnich prvki ziustava
beze zmény. Stanovime matici realizujici takto zadané promitani.

Resend. Hledanou vyslednou matici T opét stanovime jako soucin matic realizujicich
jednotlivé dil¢i transformace. I v tomto pripadé bude

T=T,T,TsT,T5Ts.

Diléi transformace 1) az 4) zustévaji zcela beze zmény jako v prikladé B a beze zmény
zustavaji i jim odpovidajici matice. Transformace 4) v tomto piipadé zajistuje, aby
promitaci paprsky byly kolmé k prumétné (obr. 1.12). Transformace 5) prevadi zorny
kvadr na kvadr s jednotkovymi rozmeéry. Jednotlivd méritka v matici T5 se nyni
stanovi takto (obr. 1.13)

2 2 1 (1.16)
5 Sy = ) Sy = — : :
Umax — Umin Y Umax — Umin dOpz + B
Transformace 6) zajistuje, aby predni rovina jednotkového zobrazovactho hranolu
lezela v roviné z = 0 (az dosud lezela v roviné z = zy) (obr. 1.14). Matice T ma

tvar

Sy —

10 0 0
S L
= 1
5510 0 = 0
00 £ 1

1+Zf
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PRP% > Umax—Umin
(mé byt 2)

Obr. 1.13: K transformaci reprezentované matici T5

Podobné jako v predchozim ptikladé mtzeme i nyni matici provérit tak, ze transfor-
maci aplikujeme na nékteré vyznamné body zorného kvadru. Snadno napt. zjistime,
ze je

(1,1,2,1) Tg = (1,1,0,1) a také (1,1,—1,1) Tg = (1,1, —1,1) .
A

Priklad 1.11. Sestavte matici realizujici rovnobézné promitani, které je zadano
bodem P, kterym prochézi prumétna, a normélou n prumeétny.

Resend. Se znalostmi, které nynf jiz mate, by pro vas nalezeni matice nemélo byt pro-
blémem. Napovime ale, ze pomoci transformaci popsanych maticemi Ty, Ty z pri-
kladu A v podkapitole 1.5 lze pozadovanou projekci prevést na projekci paprsky
rovnobéznymi s osou z souradné soustavy. A

Shrnuti: Oba piiklady (pfiklad B a C), které jste pravé vytesili, vam ukazuji, Ze
mezi realizaci stfedového a rovnobézného promitani neni v grafickych systémech
zapotiebi ¢init zaddnych rozdili. Oba piipady lze realizovat vztahem (1.14) pro pro-
jektivni transformaci a lis{ se navzajem jen v konkrétnich hodnotach matice T.
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—1,' “““““““““““““ A=
5 F [ |B F t |B
PRP PRP
S —
Z ‘ Zs -1 Z -1
A
R | (———

Obr. 1.14: K transformaci reprezentované matici Ty

Priklady nam také ukazaly, zZe postup stanoveni matice T je si v obou pripadech
velmi podobny.

1.8 Transformace na vystupni zarizeni

Pri studiu priklada B, C v predchazejicich podkapitolach jste se mohli podivit, proc¢
se zobrazovaci transformace provadéla tak, aby souradnice objekti, které maji byt
zobrazeny, padly do jednotkového zobrazovaciho objemu. Mohli jste namitnout, ze
pri vykreslovani ziskaného obrazu na néjaké vystupni zarizeni nebude pravdépo-
dobné mozné souradnice z intervalu (—1,1) pouzit. Tyto pochybnosti byly na misté.
Po zobrazovaci transformaci do jednotkového zobrazovaciho objemu totiz jesté na-
sleduje transformace na vystupni zafizeni, kterou se v této podkapitole naucite pro-
vadet.

Ackoli je zavérecnd transformace na vystupni zarizeni z teoretického pohledu
pouze jednoduchou afinni transformaci, byva ¢asto oddélena od predchozich trans-
formacnich krokt. Divody jsou nasledujici:

1. Predpoklada se, ze muze byt vice vystupnich zafizeni. VSechna pak mohou
pouzit téhoz vypoctu zobrazeni, jen v zavérecné fazi, pri transformaci na vy-
stupni zatizeni, se vypocet pro jednotliva zarizeni lisi.

2. Predpoklada se, ze zavérecnou c¢ast zobrazeni obsluha méni castéji nez casti
predchozi (napf. provadénim vyrtezu atd.). V takovém pripadé se pak opakuje
(pokud mozno) pouze vypocet zavérecné ¢asti zobrazovaci transformace, ktery
je jednoduchy, a proto rychly. Pro poradek jesté dodejme, Ze z pouziti norma-
lizovaného zorného objemu vyplyvaji i jisté vyhody pti provadéni ofezavani.

Transformace na vystupni zafizeni byva zaddna pomoci okna v normalizovaném
zorném objemu. Toto okno TFika, ktera ¢ast normalizovaného objemu se ma zobrazit.
(Poznamenejme, ze v jednodussim pripadé lze zobrazit cely rozsah zorného objemu,
okno pak neni zapotiebi.) ViewPort naopak urcuje oblast na vystupnim zafizeni,
do které se ma pozadovany obrazek umistit. Pro transformaci na vystupni zatrizeni
tedy zpravidla zndme nésledujici hodnoty (obr. 1.15)
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Obr. 1.15: K transformaci na vystupni zarizeni

Window = (Wx min> Wy min Wz max Wy max) )
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Necht 2/, 4/, 2’ jsou soufadnice na vystupnim zafizeni a Z, 7, Z souradnice v nor-
malizovaném zorném objemu. Pro transformaci soutradnic na vystupni zarizeni pak
na zakladé iméry jednoduse mame

/ €T — Wx min

X :mein+ meax_mein 5
Wz max Wx min( )
/ g_Wymin
y:Pmin+ Pmax_Pmin7
Y Wymax - Wymin( Y Y )
=3

Poznamenejme, ze souradnici 2’ potiebujeme, ma-li byt fesena viditelnost. Predpis
pro jeji vypocet mize byt stanoven s jistou volnosti. Musi vsak zustat zachovano
poradi bodt a objektii, jak se jevi ve sméru od pozorovatele. Vyse uvedeny jednodu-
chy postup tomuto kritériu vyhovuje. Dédle poznamenejme, ze nékdy je pozadovano
nastavit okno tak, aby byly zobrazeny vSechny objekty scény. V takovém pripadé
je pak nutné nejprve vypocitat zobrazovaci transformaci pro vsechny objekty a pak
nalézt extrémni hodnoty soufadnic z, y v normalizovaném zorném objemu, které
pak budou pouzity pro specifikaci okna.

1.9 Inverze zobrazovaci transformace — priklad D

Provadét inverzni transformaci k transformaci zobrazovaci je zapotfebi napf. pri
vypoctu Phongova stinovani nebo pri nanaseni textury. V téchto pripadech je totiz
nutné pro dany bod na vystupnim zafizeni (pixel obrazu) zjistit polohu jeho vzoru
ve scéné (nebo jinak: je zapotiebi zjistit, ktery bod ,skutetného svéta“ se promitl
do daného bodu obrazu). Detaily o pouziti této ulohy se lze doéist [8]. Na tomto
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misté si pouze pripravime inverzni transformaci k transformaci, ktera je slozena ze
zobrazovaci transformace z podkapitoly 1.6 a z transformace na vystupni zafizeni
podle predchozi podkapitoly 1.8.

Reseni. Necht x',y, 2" jsou soufadnice na vystupnim zafizeni a Z, ¥, Z soufadnice
v normalizovaném zobrazovacim hranolu zavedeném v podkapitole 1.6. Inverzi vzta-
hti z podkapitoly 1.8 snadno ziskame

&' — Py
~ T min
xr = mein + (Wmmax - Wmmin) 5
meax - mein
/
y — Pymin

Zj: |44 min T
Y Pymax_Pymin

Necht x je vektor souradnic v souradné soustavé scény. Inverzi predpisu pro zobra-
zovaci transformaci z prikladu v podkapitole 1.6 dostaneme

X =XT ' T T T3 T, T

Matice T, az Tg byly jiz uvedeny v podkapitole 1.6. Inverzni matice maji tvar

[ 1 0 0 O]
1 0 1 0 0
T = 0 0 1 0f°
| vrp, vrp, vrp, 1]
T,! = T,,
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! 0 00
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= dopg doy I
! dozz dogz 1 O
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i 0 0 0
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T_1 fr— SZJ
> 0 0 i 0]’
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0 0 1
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Poznamenejme, Ze ackoli je uvedené matice mozné ziskat ,¢isté mechanickou® in-
verzi ptivodnich matic Ty az Tg, mize byt casto pohodlnéjsi zapsat je jako matice
provadéjici jednotlivé diléi transformacni kroky v opa¢ném sméru®, nez byl smér
transformaci odpovidajicich maticim ptvodnim. Naptiklad: Jestlize matice T po-
pisuje posunuti po¢atku soufadné soustavy scény do bodu VRP, bude matice T *
popisovat posunuti z bodu VRP zpét do piivodniho pocatku. Pti praktické realizaci
grafického systému byste samoziejmé také mohli invertovat az vyslednou matici T
ze vztahu (1.15). Pouzili byste k tomu obvyklych algoritmt pro vypocet inverzni
matice, které urcité znate z matematiky.

Priklad 1.12. Stanovte inverzni transformaci k zobrazovaci transformaci z prikladu
C v podkapitole 1.7.

Resend. Vyuzijeme vysledkii z predchoziho piikladu D. Vsechny vztahy ziistavaji
v platnosti kromé matice T '. ZapiSte tuto matici. A

Shrnuti: Na tomto misté uz byste meéli védeét vse, co z teorie afinnich a projektivnich
prostoru a transformaci budete ke konstrukci grafickych systémi potrebovat. Vite,
ze vetsi systémy pracuji velmi casto tak, ze nejprve provedou zobrazovaci transfor-
maci do jednotkového zorného objemu tak, jak jsme to i my provedli v ptrikladech
B nebo C. Pak néasleduje transformace na néjaké konkrétni vystupni zarizeni, jak
jsme ukazali v podkapitole 1.8. Vite, ze grafické systémy zobrazovani realizuji jako
projektivni transformaci podle vztahu (1.14). Umite jiz také sestavit matici, kterd
pozadovanou projektivni transformaci realizuje. Vite, ze je obvyklé sestavit pozado-
vanou transformaci z transformaci dil¢ich. Matice vysledné hledané transformace je
pak vypoctena jako soucin matic, které popisuji pouzité dil¢i transformace.

1.10 Dodatky ke kapitole o afinnich prostorech
a afinnich transformacich

V této zavérecné podkapitole o afinnich a projektivnich prostorech a transformacich
uvedeme nakonec jesté slibené definice, kterym jsme se v predchozim textu zamérné
pokusili vyhnout. Podkapitola je uré¢ena zejména pro teoreticky zamérené ctenére,
kteri by snad mohli zjednoduseni v predchozim textu pocitovat rusivé. Je také sou-
casné ale mozné, ze i pro ostatni by nyni mohlo byt zajimavé védét, jak jsou presné
definovany pojmy, s nimiz jsme v kapitole pracovali. Pokud ale takovou informaci
nepostradate, muzete podkapitolu preskocit.




30

Afinni a projektivni prostory

Definice 1.13. Afinni prostor : Neprazdnou mnozinu A, nazveme afinnim pro-
storem dimenze n (prvky mnoziny A, budeme nazyvat body), jestlize je ddn vek-
torovy prostor V,, dimenze n a zobrazeni ¢:A,, xA, — V,,, které ma nasledujici
dvé vlastnosti:

1. Pro kazdy bod A€A,, a pro kazdy vektor veV,, existuje jediny bod BEA,,
tak, ze p(4, B) = v.

2. Pro kazdé tii body A, B, C € A, plati, ze (A, C) = ¢(A, B) + ¢(B, C).

Pfesné vzato je afinni prostor usporadand trojice (A,, V,, ¢). Casto se vSak pou-
ziva pouze struéného zapisu A,,. Vektorovy prostor V,, byva nazyvan vektorovym
zameérenim afinniho prostoru A,,.

Definice 1.14. Afinni zobrazeni : Necht A,,, B, jsou dva afinni prostory
dimenzi m, n a V,,, W, necht jsou jejich vektorova zaméfeni. Zobrazeni
f:A,,—B, nazveme afinnim zobrazenim, jestlize existuje takovy linearni opera-
tor &7 : V,, = W, ze pro kazdy bod M€A,, a pro kazdy vektor veV,, plati, ze
J(M +v) = f(M) + o (v).

Definice 1.15. Projektivni prostor : Necht V, .1 je vektorovy prostor dimenze
n+1. Mnozinu vsech sméru ve V,, ;1 nazveme projektivnim prostorem dimenze n
(a oznacime (V,, 1) nebo P,,).

Definice 1.16. Homogenni souradnice : Homogennimi souradnicemi v projektiv-
nim prostoru P, nazveme usporddanou (n+1)-tici, kterd urcuje smér v prostoru
V,11. Kazda takovd (n+1)-tice urcuje jednoznacné néjaky bod v P,. Naopak
kazdy bod mize byt reprezentovan vice (nekonetné mnoha) takovymi (n+1)-ti-
cemi. Necht xeV,, . je vektor reprezentujici bod X, pak také vektor Ax, A#0€R,
reprezentuje X.

Definice 1.17. Projektivni zobrazeni : Necht P,=(V,.1), P’,=(V’,11) jsou
dva projektivni prostory a necht f je izomorfismus V,,; na V’, .. Zobrazeni
F : P, — P!/ je kolineaci, jestlize pro kazdy bod XeP,, a pro kazdého vektoro-
vého zastupce x€V,, 1 tohoto bodu plati, ze F'(X) je bod reprezentovany vektorem

f(x).

Nejsou-li vam definice tplné proti mysli, mizete se nyni napt. zamyslet nad tim,
pro¢ je afinni prostor definovan pravé tak, jak jsme uvedli. Co by se stalo, kdyby
nebyly splnény ony dvé vlastnosti zobrazeni ¢, které definice pozaduje?



31

Kapitola 2

Krivky a plochy v pocitacové
grafice

Privodce studiem

Tato kapitola se bude zabyvat popisem a vyvojem krivek a ploch pouZivanych v po-
Citacové grafice. V prvni Casti se zaméfime na definovani zakladnich pojmd, rozdéleni
a popis obecnych vlastnosti kfivek a nasledné i ploch. V druhé Casti se zaméfime na
Jjednotlivé konkrétni kfivky a plochy, popiseme si jejich princip a srovname jejich vyhody
a nevyhody.

V dnesni dobé se setkavame s potfebou kiivek a ploch napti¢ rtiznymi obory.
Neobejdeme se bez nich snad v Zddném védnim oboru (matematika, fyzika, statis-
tika apod.) ani v technické praxi (strojirenstvi, stavebnictvi apod.). Podle potteby
riznych obort se také odlisuji pozadavky na chovani a vlastnosti pouzitych kiivek.
S tim jsou také spojeny ruzné predstavy o krivkach, kde tfeba v pripadé fyziky se
kiivka popisuje jako drdha hmotného bodu (¢astice) a vlastnosti se pak prirovnavaji
k rychlosti, zrychleni apod.

Nasim cilem je priblizit c¢tenari zakladni informace tykajici se vyvoje krivek
a ploch pouzivanych v pocitacové grafice. Problém krivek a ploch je samoziejmé
velmi rozsahly a stale se vyvijejici. Nasim cilem bude shrnout nejdulezitéjsi infor-
mace a demonstrovat vlastnosti vhodné vybranych zastupct kiivek a ploch. Zajisté
je mozné si informace, které by byly nad ramec tohoto dokumentu, v pripadé zajmu
kdykoli rozsirit, napriklad dohledanim v nékterych z citovanych materiala.

Po zakladnim tivodu a seznameni se s vlastnostmi kiivek a ploch se postupné se-
znamite s kfivkami polynomialnimi, mezi které patii interpolace obecnym algebraic-
kym polynomem, Hermitovou interpolaci a metodou nejmensich ¢tvercli. Nasledné
se budeme vénovat parametrickym krivkam, jako je Fergusonova ktivka, Bézierova
krivka, B-spline a NURBS krivky. Seznamite se také se zastupci ploch, mezi které
patii Bézierova plocha, B-spline plocha a NURBS plocha.
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2.1 Krivka a jeji vlastnosti

Ackoli se muze zdat, ze pojem ,kiivka“ je intuitivné jasny, ukézalo se, ze najit
definici matematicky presnou a soucasné odpovidajici tomu, co intuitivné chapeme
pod timto pojmem, neni viitbec snadné. Pocatek kiivek a ploch saha hluboko do nasi
minulosti spojené s kazdodenni ¢innosti clovéka (stavba piistiesi, draha pohybujicich
se téles apod.). Jak jiz také bylo zminéno v uvodu, rizné obory pfistupuji k pojmu
kiivka ruznymi zpusoby (geometrickd topologie, diferencidlni geometrie ve fyzice,
pocitacova grafika apod.).
V nasem pripadé vyjdeme z nasledujici definice parametrické kiivky:.

Definice 2.1. Méjme interval I = (a,b) C R. Parametricky vyjadienou (parame-
trizovanou) kiivku k v R™ nazyvame diferencovatelné zobrazeni ¢ : I — R™.

Obr. 2.1: Zobrazeni ¢ : I — R3

Jedna se o parametrické vyjadreni kiivky, kde zobrazeni ¢ je n-tice spojitych
realnych funkei jedné proménné definovanych na intervalu (a,b). Derivace ¢ v kraj-
nich bodech a, b intervalu I chapeme jako jednostranné. V ptipadé trojrozmérného
euklidovského prostoru bude kazdému ¢islu ¢ z intervalu I odpovidat na kfivce pri-
slusny bod P(t) = [z(t),y(t), 2(t)]. Mnozina bodu {P(t),t € I} se nazyva obrazem
kiivky a ¢islo ¢ nazyvame parametr.

Polohu bodu P lze v dané souradné soustavé vyjadrit pomoci jeho polohového
vektoru P (vektor dany pocatkem souradné soustavy a soufadnicemi prislusného
bodu P). To, zdali madme na mysli souradnice bodu nebo jeho polohovy vektor,
bude ztejmé ze zapisu.

Parametricky vyjadirenou krivku mtzeme tedy zapisovat jeji vektorovou rovnici

P(t) = (z(t),y(t),2(t)), kdet € I. (2.1)

Poznamka 2.2. V nasem pripadé, pokud nebude uvedeno jinak, budeme kiivku
popisovat jeji vektorovou rovnici P(?).
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Rekneme, 7e pro kiivku zadanou svou vektorovou rovnici P(t) na intervalu
I = (a,b), kde t € (a,b), je bod dany polohovym vektorem P(a) pocdtecnim bo-
dem krivky. Bod dany polohovym vektorem P(b) je koncovym bodem krivky. Pa-
rametrickou krivku nazyvame wuzavrenou, pokud je pocatecni bod roven koncovému
bodu

P(a) = P(b). (2.2)

Definice 2.3. Parametrickou kiivku zadanou vektorovou rovnici P(t) nazyvame
requldrni, jestlize ma navic nenulové prvni derivace pro vsechna t € I. V trojroz-
mérném prostoru tedy musi platit

P’(t) # (0,0,0) pro vSechna t € I. (2.3)

Jinak Teceno: kfivka je regularni, pokud pro vsechna t € I plati

[P(£)] # 0. (2.4)

Poznamka 2.4. Vektor P’(t) je tenym vektorem kiivky v bodé P(t). Blize se
o teéném vektoru dozvite v samostatné casti popisujici tecnu a tecny vektor.

Priklad 2.5. Zjistéte, zda se v pripadé kiivky zadané vektorovou rovnici P(t) =
= (t*,1%,0), kde t € (—00,00), jedna o reguldrni kiivku.

Resend. Jak je vidét ze zadani, jedna se o pifmku v roviné z = 0. O regularni kiivku
by se jednalo, pokud by platil vztah (2.3). V nasem ptipadé zkoumejme ¢ = 0. Mdme

P'(0) = (0,0,0).

Pro zkoumané t = 0 bude mit kfivka nulové prvni derivace, a nejedna se tedy
o ktivku regularni. A

Ktivky mtzeme rozdélit na

e rovinné krivky - kiivka je popsana spojitymi funkcemi z,y : (a,b) — R? jako
mnozina bodu P(t) = [x(t), y(t)], kde parametr t € (a, b);

e prostorové krivky - kfivka je popsdna tfemi spojitymi funkcemi z, y, z : (a, b) — R3

jako mnozina bodu P(t) = [x(t), y(t), 2(t)], kde t € (a,]).

Implicitni a explicitni popis krivky

Mimo parametricky vyjadrené krivky existuji také kiivky zadané implicitne nebo
explicitne. Explicitni vyjadreni rovinné krivky je ve tvaru

y = f(v), (2.5)
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kterd je definovana na intervalu I, na kterém ma spojité své prvni derivace. Mnozinu
viech bodi, které lezi v prostoru R? a které maji souradnice [z, f(x), g(z)], nazyvame
kiivkou definovanou explicitné.

Priklad 2.6. Je mozné prejit od explicitniho vyjadieni k parametrickému v pripadé
regularni kiivky a opacné?

Reseni. Mtzeme jednoduse ukazat, ze v pripadé regularni kivky lze explicitni rov-
nici zapsat jednoduse v parametrickém tvaru jako

r=t,y=f(t),z=g9g(t), kdetel.

Uvedené rovnice maji tvar parametrickych rovnic krivky. Ukazali jsme tak, ze regu-
larni kiivku zadanou explicitné lze popsat rovnici v parametrickém tvaru. A

Poznamka 2.7. Regularni kiivku definovanou parametricky jiz ale nelze vzdy pre-
vést na rovnici v explicitnim tvaru (prikladem takovéto kiivky muze byt kruznice).

Pro tplnost dodejme popis kiivky i implicitné vyjaddfené. Méjme v E? mnoZinu
bodu {(z,y, z)}, urcenou funkcemi

flz,y,2) =0, g(x,y,2)=0. (2.6)

Ktivka zadand touto rovnici je vlastné prinikem dvou ploch. Pokud je mnozina
bodu neprazdna a nésledujici matice (Jacobiho matice)

of 9f of
or 0O 0z
dg a_g 99 (2.7)
or Oy 0Oz

mé hodnost rovnu dvéma, nazyvame tuto mnozinu reguldarni krivkou definovanou
implicitné.

Poznamka 2.8. Pokud mame kfivku zadanou v explicitnim tvaru, prevedenim
vSech proménnych a konstant na jednu stranu rovnice dostaneme implicitni vyjad-

feni. Obdobné Ize implicitni vyjadieni ziskat z parametrické rovnice pomoci elimi-
naci parametru.

Krivky lze tedy podle zptsobu popisu rozdélit na:

1) Explicitné popsané krivky y = f(z), kde x € I.
Piiklad: y = 22 + 2 + 1, jednd se o parabolu.

2) Implicitné popsané krivky F(z,y) = 0.
Pifklad: (x +9)? + (y — 2)> —4 = 0, jedn4 se o kruZnici se stfedem v bodé [—9, 2]
a s polomérem 2.

3) Parametricky popsané krivky x = x(t), y = y(t), kde parametr t € (a, b).
Piiklad: o = t, y = t?, kde t € R je parabola s vrcholem v pocatku.
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Priklad 2.9. Zapiste rovnici kruznice k se stfedem v pocatku soutadné soustavy
a polomérem r ve vSech typech vyse popsanych rovnic.

Resend. Kruznici lze popsat jako
e mnozinu bodt (z,y) e R? : a2 +y? —r?2 =0,
o graf funkce y = V12 — 22 Uy = —/r2 —a? |
e trajektorii bodu z(t) = rcos(t), y(t)=rsin(t), kdet e (0,2m) .
A

Jak lze jiz vidét z prikladu, maji rizné typy vyjadieni kiivek rtizny vyznam
a s tim spojené své vyhody i nevyhody. Obecné lze Tici, ze v ptipadé pocitacové gra-
fiky je nejvhodnéjsim tvarem parametrickd rovnice, se kterou se budeme v dalsi ¢asti
setkavat nejcastéji. To ale neznamend, ze by se ostatni tvary nepouzivaly. Implicitni
tvar ma svij vyznam naptiklad v pripadé vypoctu prusecikii kiivek a ploch. Expli-
citni krivky jsou zase nejjednodussi z hlediska konstrukce. Vyhodou parametrickych
krivek je, ze maji prirozenym zpusobem urcen smér jejich prochazeni. Napriklad je
snadné je nahradit jejich po ¢astech linearni aproximaci generovanim posloupnosti
jednotlivych bodii aproximac¢niho polygonu.

Dalsi zptisob déleni ktivek mize byt podle zadani:

o krivky dané analytickym predpisem (svym matematickym zépisem). Jednd se
o nejvhodnéjsi zadani, v praxi vSsak obvykle analyticky predpis nemame ptimo
zadan a musime ho nejprve nalézt.

o Lrivky dané jednotlivymi body. Podle pozadavkil zadani pak v tomto pripadé
obvykle hleddme interpola¢ni nebo aproximac¢ni kiivkou (obecny algebraicky
polynom, metoda nejmensich ¢tvercu apod.).

o Lrivky urcené pro modelovdni. V pripadé téchto kiivek méme zadany rtidici
body (poptipadé dalsi vlastnosti jako napt. teéné vektory). Hlavnim cilem
téchto ktivek je, aby mély vhodné vlastnosti pro modelovani a bylo je mozné
v rozumném case spocitat. Mezi tyto krivky patii dale popsané Bézierovy
krivky, B-spline ktivky nebo NURBS kfivky.

2.1.1 Parametrickd a geometricka spojitost

Jednou z vyznamnych vlastnosti ktivek je jejich spojitost. Vysledna kiivka ma para-
metrickou spojitost nulté t¥idy (oznacujeme C?), je-li spojité ve vSech svich bodech.
K¥ivka mé parametrickou spojitost prvniho fadu (krivka je hladka), pokud ma ve
vsech bodech spojité také své prvni derivace.
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Definice 2.10. Kiivka ma parametrickou spojitost tfidy n (znaé¢ime C™), pokud
pro kazdy jeji bod existuji spojité derivace az do radu n.

Velmi c¢asto budeme tesit spojitost ktivek, které vzniknou napojenim jednotlivych
¢asti (segmentit). Pro spojeni tiidy C* u kiivky vzniklé napojenim dvou ¢asti P(t)
a Q(t), musi pro tecné vektory P’(1) a Q'(0) ve spoleéném bodé P(1) = Q(0) platit,
ze jsou totozné, tj. P'(1) = Q'(0).

Definice 2.11. Mé&jme krivku sloZenou ze dvou ¢asti P(t) a Q(t). Kiivka méa ve
spoletném bodé P(1) = Q(0) spojeni tfidy C™, pokud mé v tomto bodé spojité
derivace az do tadu n, tj.

dn dm

SoP(1) = Q). 28)

Mimo popsanou parametrickou spojitost se v praxi setkdvame jesté se spojitosti
geometrickou, kterou oznac¢ujeme G", pricemz jeji dodrzeni byva snazsi. Oproti pa-
rametrické spojitosti, napt. t¥idy C*, kdy byla zarucena totoZnost teénych vektori,
postadéi pro geometrickou spojitost G, aby tecné vektory v navazovaném bodé byly
pouze souhlasné kolinearni. Obecné musi platit

dTZ

@P(l) = kiQ(O), kde k> 0. (2.9)

den

2.1.2 Vlastnosti krivek v pocitacové grafice

Pti popisu konkrétnich kiivek budeme zkoumat nékteré dalsi vlastnosti, jako jsou:

1. lokalita zmén - zménou polohy fidiciho bodu se zméni pouze omezenda cast
krivky, nikoli cela ktivka.

2. pocatecni a koncovy bod - kiivka muze nebo nemusi prochézet krajnimi (poca-
tecnim a koncovym) body svého ridictho polygonu.

3. invariance k afinnim transformacim - vlastnost zarucuje, ze afinni transfor-
mace Tidicich bodi a néasledné generovani krivky bude mit stejny vysledek,
jako transformace jednotlivych bodi vygenerované kiivky.

4. vlastnost konvexni obdlky (ang. convex hull property) - celd kiivka (nebo ¢ast

krivky) lezi v konvexni obélce fidiciho polygonu.

2.1.3 Tecny vektor, tecna

V kazdém bodé krivky mizeme urcit tecny vektor udavajici aktualni smér pohybu-
jictho se hmotného bodu po kfivce z poc¢ateéniho do koncového bodu. Tecny vektor
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(oznacme ho t) parametricky zadané kiivky P(¢) v daném bodé ¢t = ¢, ziskdme jako
vektor

dP

t =P'(to) = o o) = (2'(t0), ¥/ (t0), 2 (o)) , (2.10)

coz znamend, ze tecny vektor zadané kiivky P(t) je urcen derivacemi slozek para-
metrické rovnice. Velikost vektoru |P’(¢)| vypocteme jako

[P/()] = v/ (@/(t)* + (y' (1) + (='(1))2. (2.11)

Vektor PI(1)

nazyvame jednotkovym tecnym vektorem parametricky zadané kiivky P(t).
Tecny vektor v bodé P(ty) lze zapsat i jako

im . : (2.13)

kde je hledany tecny vektor uréen polohovym vektorem pevného bodu P(ty) a po-
lohovym vektorem bodu P(ty + h), ktery se pfiblizuje (hodnota h se blizi k nule)
k tomuto pevnému bodu. Tecna krivky je tedy limitni polohou se¢ny (primka urcenda
dvéma priseciky s kiivkou, pro kterou plati, ze jeji dva priseciky s kiivkou sply-
nou v jediny bod dotyku). Te¢nu kiivky v libovolném bodé P(¢y) urc¢ime za pomoci
tohoto bodu P(ty) a tecného vektoru P’(tg) jako

Q(u) = P(to) + uP'(ty), kde u € R. (2.14)

Bod P(ty) se nazyva dotykovym bodem te¢ny. Hledand tecna je tedy piimkou, kterd
je urcena dotykovym bodem P(#y) a tecnym vektorem P’(ty), ktery je smérovym
vektorem hledané tecny. Tecna kiivky je nezavisld na zvolené parametrizaci kiivky.

Regularni kiivka mé v kazdém bodé jedinou tecnu ménici se v zavislosti na zméné
polohy bodu na kfivce. Pokud v daném bodé P(tj) existuje jedind tecna, nazveme
tento bod regularnim bodem. V pripadé neregularni krivky mohou existovat body
majici v jednom bodé vice tecen, témto bodim se 1ika singuldrni body.

Poznamka 2.12. Jak je patrné, lze z parametrické rovnice lehce vyjadrit teény
vektor a tecnu. Toho budeme pozdéji vyuzivat pri feseni krivek, které se vytvari
napojovanim jednotlivych segmenti (¢asti).

2.1.4 Délka krivky

Délku parametricky vyjadiené kiivky P(t), kde t € I = (t1,t3) vypocteme pomoci
integralu jako



38

Krivky a plochy v pocitacové grafice

l:/tg\/a:’(t)2+y’(t)2+z’(t)2dt:/2|P’(t)|dt, (2.15)

t1

kde t; a ty jsou parametry krajnich bodua krivky.

Priklad 2.13. Vypoctéte délku oblouku kiivky P(t) = (rcost,rsint,vt), kde r,v >
> 0 pro t € (0,2m).

Reseni. Derivace vektorové rovnice P(t) je rovna

P'(t) = (—rsint,rcost,v).
Vyuzijeme vztah (2.15), kde

27
| = / \/(—7‘)2 sin?t + r2 cos? t + v2dt
0

2m
- / \/r2(81n2 t + cos?t) 4+ v2dt
0

21
= Vr? 4+ v2dt

0

= 2nvVr2+o0?.

Vysledna délka kiivky je rovna 2wv/r2 + v2. A

2.1.5 Parametrizace krivky

Neékdy muze byt vhodnéjsi pro regularni kiivku, danou vektorovou rovnici, prejit
k jiné vektorové rovnici, ktera ale vyjadiuje tutéz kiivku. Prechod mezi vektorovymi
rovnicemi se nazyva transformace parametru.

Definice 2.14. Necht P(t), t € I je kiivka k tridy C™. Na intervalu J necht je
definovéana funkce f(s), kterd ma na J nenulové prvni derivace a zobrazuje J na
interval I. Krivka P(f(s)),s € J je kfivkou, v niz byla provedena transformace
parametru.

Priklad 2.15. Pro danou kiivku P(t) = (2t2,sint),t € (1,4) transformujte vekto-
rovou rovnici na novou Q(s), kde t = s%, s € (1,2).

Reseni. Hledané rovnice bude mit po dosazeni tvar

Q(s) = (2s*,sins?), s€(1,2).
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2.1.6 Parametrizace obloukem

Mezi vyznamné parametrizace patii parametrizace obloukem, kdy je transformace
parametru provedena tak, ze parametr méri délku dané kiivky. Vyjdéme ze vztahu
(2.15) a definujme funkci

s(t):/ P’ (u)| du, (2.16)

kterd vyjadiuje délku kiivky P(u) na intervalu I = (a,t) a nazyvame ji obloukem
kiivky. Oblouk krivky s(t) je rostouci funkce a existuje k ni inverzni funkce ¢(s), kde
s: 1 —Jat:J— I. Pak o krivce

Q(s) = P(t(s)),s € J (2.17)

fikame, Ze se jedna o krivku parametrizovanou obloukem.

Poznamka 2.16. Pro krivku parametrizovanou obloukem plati, ze tecny vektor
Q/(s) bude v kazdém jejim bodé jednotkovy.

2.1.7 Oskulac¢ni rovina

Kazda rovina prochézejici tecnou regularni kiivky v dotykovém bodé P(ty) se nazyva
tecnda rovina. Je zjevné, ze danym bodem krivky prochazi svazek tecnych rovin.
Obdobné jako v pripadé tecny, je oskulacni rovina limitni polohou tecnych rovin.
Méjme tedy v bodé P(tg) tecnu Q. Touto teénou a dalsim bodem P (¢y+h) prolozime
tecnou rovinu «.. Oskulacni rovina (znacime 7) kiivky P(¢) v bodé t, je limitni pripad
te¢né roviny, prochézejici dalsim bodem P(ty + h), kde h — 0.

Oskulacni rovinu snadno uréime pomoci pevného bodu P(#y) a dvou vektort
P'(tg) a P"(ty). Plati, ze jestlize jsou oba vektory linedrné nezavislé, existuje pravé
jedna oskula¢ni rovina v daném bodé P(ty). V opaéném pripadé je oskulacni rovinou
kazda tecnd rovina.

Pro dplnost uvedme vztah pro druhou derivaci krivky P(t), ktery je dan jako

AP’ Pl(tg+h) — P'(ty)
4 (o) = lim h

P’ (ty) = . (2.18)

Definice 2.17. Méjme regularni kiivku P = P(¢),t € I a libovolny bod kfivky
P(ty). Rovinu danou bodem P(%;) a linedrné nezavislymi vektory P’(ty) a P"(t¢)
nazyvame oskulacni rovinou 7 v bodé P(ty). Plati tedy

7(u,v) = P(to) + uP'(to) + vP"(ty), kde u,v € R. (2.19)

Bod kiivky, v némz jsou P’(to) a P”(¢y) kolinearni (linedrné zavislé), nazyvame
inflexnd bod.
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P¥imku prochézejici bodem P(ty) a kolmou na oskulaéni rovinu nazyvame binor-
malou a znac¢ime ji b. Binormala je tedy kolmé na oba vektory P’(¢y) a P”(ty), které
definuji oskula¢ni rovinu 7. Jednotkovy vektor binormély b vypocteme na zakladé
vektorového soucinu obou vektorti jako

P'(to) x P"(to)
[P'(to) x P"(to)]

Pro tplnost dodejme, Ze vektorovy soucin dvou vektori u = (uy,ug,u3) a v =
= (v1,v9,v3) je vektor kolmy na oba vektory u, v. Definovan je jako

b= (2.20)

u X v = ((uguz — uzvs), (ugvy — ugvs), (U1v9 — ugvy)) . (2.21)

Normalou kfivky v daném bodé P () rozumime kazdou pfimku kolmou na teénu.

Existuje vsak jedna normaéla lezici navic v oskula¢ni roviné 7, kterou nazyvame hlavni

normalou krivky a znac¢ime ji n. Jednotkovy vektor hlavni normdly 1 je kolmy na
tecny vektor a binormélu v daném bodé P(#y). Plati tedy

b xt
n=_—. 2.22
STy (222)
Pro jednotkové vektory t a B, staci psat
A=bxt. (2.23)

Jak je jiz asi patrné, lze libovolny vektor vypocitat jako vektorovy soucin zby-
vajicich dvou. Plati tedy

n=bxt, b=txn, t=nxb. (2.24)

y

Obr. 2.2: Zobrazeni Frenetova pruvodniho (doprovodného) trojhranu

Rovina tvorena hlavni norméalou n a binorméalou b se nazyva normdlovou rovi-
nou (zna¢ime ji u). Rovina tvorena tecnou t a binormalou b nazyvame rektifikacni
rovinou a znacime p.
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Oskula¢ni, normélova a rektifika¢ni rovina jsou navzédjem kolmé roviny a tvori
Frenettv pruvodni (doprovodny) trojhran kiivky v bodé P(ty) (obrazek 2.2).

Poznamka 2.18. Krivka, ktera ma v kazdém svém bodé nekonecény pocet oskulac-
nich rovin (vektory P’(ty) a P”(to) jsou kolinedrni), je primkou nebo ¢asti primky.
V takovém pripadé se nazvy hlavni normély a binormaly nezavadéji.

2.1.8 Krivost a torze krivky

Krivost krivky je jedna ze zakladnich vlastnosti, které charakterizuji jednotlivé
kiivky. U krivky rozlisujeme dva typy kfivosti. Proni krivost (flexe), obvykle se
oznacuje jen pojmem ,kiivost“ (ang. curvature), udava velikost odchyleni kiivky od
piimky v daném bodé P(ty). Cim bude mit kiivka v daném bodé vétsi kiivost, tim
vice se v okoli zkoumaného bodu odchyluje od tecny.

Vypocet krivosti kiivky zadané vektorovou rovnici P(t),t € I podle obecného
parametru ziskame jako

P < P70
0= pp

(2.25)

Poznamka 2.19. V inflexnich bodech je kiivost nulova. Lze tedy na zakladé prvni
krivosti urcovat inflexni body.

Poznamka 2.20. Pokud ma regularni kiivka v kazdém svém bodé kfivost rovnou
nule, bude tato krivka primkou nebo c¢asti primky.

Priklad 2.21. Urcete kiivost pro kiivku P(t) = (¢, ¢%,t3).

Reseni. Vyuzijeme vztahu (2.25), kde je

= (6t%,—6t,2),
= /(4 + 362 4 36t1)
/(4 + 3612 + 36t4)

<\/(1 + 4¢2 + 9t4)>3 .

P(t) = (%1,
P'(t) = (1,2t,3t%),
P'(t)] = /(1+4t2+9t4),
P"(t) = (0,2,6t),

)

|

2 4
Vyslednd kiivost ky(t) = % N
144249t
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Poznamka 2.22. Bude-li kiivka parametrizovana obloukem, bude jeji kiivost v bodé
P(s) rovna |P”(s)|.

Druhd krivost nazyvand torze (ang. torsion) je mirou pro odchyleni kiivky P(¢)
v daném bodé P(ty) z jeji oskula¢ni roviny do prostoru. Vypocteme ji jako

(P'(t) x P"(1)) - P"(1)

R OFS O

(2.26)

Poznamka 2.23. Pokud ma regularni ktivka v kazdém svém bodé druhou kfivost
rovnou nule, bude tato krivka rovinnou krivkou.

Priklad 2.24. Urcete druhou kfivost pro kiivku P(t) = (¢, %) (kfivka z pred-
chazejictho prikladu 2.21).

Reseni. Vyuzijeme vztahu (2.26), kde je

P(t) = (L%,
P'(t) = (1,2t,3t%),
P’(t) = (0,2,6t),
P"(t) = (0,0,6),
P'(t) x P"(t) = (6t%,—6t,2),
(P'(t) x P"()) - P"(t) = 12
|

|
N

4+ 36t2 + 36t1) ,
12

ko(t) = .
2(1) 4 + 3612 + 36t4
Vyslednou druhou kiivost (torzi) urc¢ime jako ks(t) = m. A

Poznamka 2.25. V pripadé zajmu lze odvozeni vztaht kiivosti (2.25) a (2.26)
nalézt v [1, 2].

Pro ptipad rovinné kiivky zadané explicitné y = f(z), lze vzorec pro prvni
kiivost v bodé [z, y] zjednodusit na tvar

//‘

ly '
(1+ (y)?)3

Priklad 2.26. Urcete prvni kiivost funkce y = v/4 — z2 (horni ¢ast kruznice z* +
+y?=4)vbodéx; =0ax, =2

(2.27)

1=

Reseni. Vyuzijeme vzorce (2.27) pro vypocet prvni kiivosti. Budeme potiebovat
prvni 3/ a druhou derivaci y”, kde prvni derivace bude mit tvar

1

Y =5 —a)H(-20) = ——

VA —a?
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Druh4é derivace bude rovna

" |- —| | = — |
3 . 3 - 3 :
I+ O+ U+ (=) 2
Vyslednou prvni kfivost pro = v/2 vypocteme jako
" |- —| | = — ]
Y P L R T LN T s AR
3 2 3 _ 3
I+ O+ (D ()i 2
Jelikoz se jedna o kruznici, bude prvni kfivost pro vsechny x; rovna % A

2.1.9 Oskula¢ni kruznice

Méjme zadanou parametrickou kiivku P(#). Kruznice lezici v oskula¢ni roviné bodu
P(to) majici ve zkoumaném bodé P(ty) stejnou te¢nu s tecnou kiivky v daném bodé,
a kterd ma stred na hlavni norméle n a polomér r dany vztahem

1
k

r= ,

se nazyva oskulacni kruznice. Jedna se o limitni pfipad kruznice, kterd se dotyka
v daném bodé krivky a ma stejnou ktivost jako krivka v tomto bodé.

Priklad 2.27. Urcete oskula¢ni kruznici pro ktivku v predchazejicim ptikladé.

Reseni. Protoze je kfivost konstantni a je rovna %, bude mit oskula¢ni kruznice
polomér

A

Poznamka 2.28. Jelikoz se jedna o ¢ast kruznice, bude oskula¢ni kruznici sama
sobé.
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2.2 Plochy v pocitacové grafice

Rozsitenim kiivek se dostaneme k plocham, které vsak maji s kfivkami hodné spo-
lecného, zejména u konkrétnich ploch, které vznikly rozsitenim krivek (Bézierova
plocha, NURBS plocha apod.). Podobné jako u kiivek si pred popisem konkrétnich
ploch priblizime jejich zakladni definice a vlastnosti.

Definice 2.29. Parametrickou plochou v R? nazyvame diferencovatelné zobrazeni
0 : U — R3 na podmnoZiné U C R2.

> U
Y

Obr. 2.3: Zobrazeni parametrické plochy

Plochu zadanou svou vektorovou rovnici Q(u,v) mizeme zapsat jako
Q(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)), kde u,v € I. (2.28)

Analogicky jako krivky, muzeme rozdélit plochy podle vyjadieni rovnice na:

1) Explicitné popsané plochy z = f(z,y), kde =,y € J.
Priklad: z = 22 — 2y + 2 — 2y + 10.

2) Implicitné popsané plochy F(z,y,z) = 0.
Priklad: 2% + y? + 2% — r? = 0 je kulova plocha se stiedem v poc¢atku soufadné
soustavy a o poloméru r.

3) Parametricky popsané plochy =z = z(u,v), y = y(u,v), z = z(u,v) kde
parametr u, v € (a,b).
Priklad: x = rcos(u) cos(v), y = rsin(u) cos(v), z = rsin(v) kde 0 £ u < 27,
—5 < v < 7 je kulova plocha se stfedem v pocatku a polomérem .

Obdobné jako u kfivek jsou jednotliva vyjadieni rozdilna a maji rozdilné vyhody
a nevyhody. Z parametrického vyjadreni je snadné ziskat jednotlivé body, z impli-
citniho vyjadreni zase mizeme jednoduse testovat, zda vybrany bod patii do zadané
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plochy nebo ne. V nasem pripadé se zamérime na plochy parametrické, které jsou
v pocitacové grafice nejvyuzivanéjsi.
Dale lze plochy rozdélit podle toho, jak jsou zadané:

e plochy zadané analytickym predpisem (vySe popsané typy vyjadieni);

e plochy zadané hrani¢nimi k¥ivkami;

e plochy zadané siti bodu (Bézierova plocha, NURBS, apod.);

e plochy vytvarené kinematicky (rota¢ni plochy, plochy vzniklé skladanim po-

hybu).

2.2.1 Vlastnosti ploch

Tecny vektor t,(u,v) (resp. t,(u,v)) ve sméru parametru u (resp. ve sméru v) k pa-
rametricky zadané plose Q(u, v) urc¢ime jako

_0Q(u,v)  [Ox(u,v) Jy(u,v) Oz(u,v)
ty(u,v) = a0y = ( LY W ) : (2.29)
resp.
b, (,0) = GQ(%,U) _ (6:)3(61;, v)7 8ng v)’ 82’(82;, v)) | (2.30)

Pokud jsou vektory t,(u,v) a t,(u,v) nekolinedrni, nazyvame tento bod Q(u,v)
regularnim bodem zadané plochy.

Rovina dand bodem Q(u, v) a tecnymi vektory t,(u,v), t,(u, v) se nazyva tecnou
rovinou plochy v bodé Q(u,v). Tetnou rovinu muZzeme zapsat jako

v(r,s) = Q(u,v) + rt,(u,v) + sty(u,v), kde r,s € R. (2.31)

Normélu plochy v bodé Q(u,v) urc¢ime jako normélu tecné roviny. K jejimu
urceni vyuzijeme vektorového soucinu te¢nych vektoru t, (u, v) a t,(u, v). Jednotkovy
vektor normély plochy v bodé Q(t) ziskame jako

tu(u,v) X t,(u,v)
[t (u, v) X ty(u,v)|

f(u,v) = (2.32)

2.2.2 u-krivky, v-krivky

Nastavime-li parametr u vektorové rovnice plochy Q(u,v) jako konstantu u = uy =
= konst., dostaneme tzv. u-kiivku plochy

Q(uo,v) = (z(uo, v), y(uo, v), 2(uo, v)) - (2.33)

Analogicky pro parametr v = vy = konst., kde dostaneme tzv. v-krivku.
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Q(u,vo) = (z(u,vo), y(u,vg), z(u, vy)) - (2.34)

Méjme plochu zadanou vektorovou rovnici Q(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)),
kde u,v € (0,1). Rohové body plochy jsou Q(0,0), Q(1,0), Q(0,1) a Q(1,1). Okra-
jové krivky plochy jsou u,v-k¥ivky pro hodnoty parametru u = {0, 1} a parametru
v = {0,1}. Tyto vlastnosti budou velmi dilezité v pripadé navazovani ¢asti ploch
na sebe a dodrzeni uré¢ité t¥idy parametrické nebo geometrické spojitosti (C™ a G™).

2.2.3 Krivost plochy

V porovnani s kiivkami budeme u ploch rozliSovat vice druhi kiivosti. Je to dano
tim, ze vybranym bodem regularni plochy miize prochéazet libovolny pocet krivek.
Jednotlivé kiivosti vychazeji z normalové krivosti.

Definice 2.30. V reguldrnim bodé plochy miizeme pro konkrétni tecnu a krivky
prochézejici timto bodem a dotykajici se prislusné teény urcit tzv. normalovou
kiivost ktivky v konkrétnim bodé jako

kyn = ki(ng - n) = ky cosy, (2.35)

tedy jako prvni kiivost kiivky vynasobena kosinem thlu mezi normélou plochy
a hlavni normélou prislusné kiivky. VSechny zkoumané ktivky prochéazejici timto
bodem dotykajici se spolecné te¢ny budou mit normalovou ktivost stejnou.

Jelikoz je vSak v tomto bodé celd tecné rovina (a tim i nekoneéné mnoho te-
¢en), budeme rozlisovat limitni pripady normélové krivosti, kterymi bude minimalni
normélova kiivost (K, min) a maximalni normalova kiivost (K, max)-

Gaussovou ktivosti plochy v daném bodé pak rozumime ¢islo

kG = kn,min : kn,max . (236)
Stredni ktivost plochy je dana jako

kn,min + kn,max

ky = 5 (2.37)
Absolutni krivost plochy je dana jako
kabs - |kn,min| + |kn,max’ . (238)

Na zékladé krivosti plochy v daném bodé mtzeme urcit jeji priblizny tvar.

Poznamka 2.31. Dvé plochy se dotykaji ve zkoumaném bodé tehdy, plati-li, ze
obé plochy maji v daném bodé spole¢nou tecnou rovinu. Bod se pak nazyva bodem
dotyku. Pro spolecnou krivku plati, ze jednotlivé body krivky jsou body dotyku
obou ploch.
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2.3 Polynomialni krivky

Zakladnim prvkem teorie krivek v pocitacové grafice jsou kiivky polynomialni, které
jsou popsany svym polynomem

P.(t) =ao+ art+ ...+ a,t". (2.39)
Stupen polynomu je urcen nejvyssi mocninou n. Nejcastéji pouzivanym stupném
jsou ktivky tretiho stupné - kubické polynomy

Pg(t) = Qo + alt + a2t2 + CL3t3 s (240)
které poskytuji dostatecné moznosti pii volbé tvart a nemaji nevyhody kiivek vys-

stho stupné, jakymi jsou nezadouci vinéni a oscilace.

Obecné lze krivky rozdélit podle toho, zda prochéazeji zadanymi body nebo pro-
chazi pouze v blizkosti téchto tidicich bodi. Podle toho je délime na:

1) interpolacni kiivky - prochézi zadanymi body presné (obr. 2.4 vlevo);

2) aproximacni k¥ivky - prochdzi pouze v blizkosti zadanych bodu (obr. 2.4 vpravo).

y y

Obr. 2.4: Ukazka a) interpolacni kiivky, b) aproximacni kiivky

I kdyz bychom mohli tici, Zze obvykle chceme, aby vysledna kiivka byla interpo-
la¢ni, existuji pripady, kdy je jiz ze zadani patrné, Ze interpolacni kiivka neexistuje
a nezbyva nez pouzit kiivku aproximacni. Blize se do¢teme v ¢asti o aproximacni
metodé nejmensich ¢tverci.

2.3.1 Interpolace algebraickym polynomem

Mezi zakladni interpolacni kiivky patii interpolace algebraickym polynomem. Cilem
je nalézt analyticky predpis kiivky, kterd prochazi vsemi zadanymi opérnymi body
[l’o, yO]u [xlu yl]u cey [xn7yn]
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Méjme zadéno n + 1 obecnych bodu (xo, y0), (x1,y1), - - -, (Tn, Yn), pro které plati
To <1 < Ty < ...< T, pak existuje vysledny interpolaéni polynom P, (x) stupné
n. To znamena, ze plati

P.(z;) =yi, kdei=0,...,n. (2.41)
Piiklad 2.32. Urcete vysledny interpolaéni polynom pro body [0, 0], [1, 2]a[3, 3].

Re$end. Nami hledany polynom bude stupné dva, ve tvaru Py (z) = a2+ a12 + as.
Po dosazeni dostaneme soustavu rovnic

CL2:0
agp+ a1 +ay =2
9a0—|—3a1—|—a2:3.

Vypocet vede na soustavu linearnich rovnic, jejimz reSenim je hledany interpolacni
polynom ve tvaru P (z) = —0.52% 4 2.5z. A

Stupen ktivky tedy zavisi na poc¢tu obecné zadanych bodu

pro dva body bude vysledkem linedrni interpolace (pfimka);

pro tfi body bude vysledkem kvadraticka interpolace (parabola);

pro ¢tyti body bude vysledkem kubické interpolace (kubika);

pro n+1 obecnych bod bude vysledny interpola¢ni polynomem n-tého stupné.

Jak je to s polynomy vyssich stupni si lze lehce ukazat na jednoduchém zadani
dvou bodl. Vime, zZe pro dva obecné body existuje jeden polynom prvniho stupné,
tedy pfimka, kterd prochazi obéma body. V pripadé polynomu druhého stupné (pa-
raboly), bychom existenci jediného feseni dostali pfidanim trettho obecného bodu.
Je tedy patrné, ze polynomu vyssiho stupné existuje nekoneéné mnoho a byly by
zavislé na volbé dalsitho (v pripadé vyssich polynomi, dalsich) bodu. Vsimnéte si,
ze snahou je ziskat polynom co nejmensiho stupné.

Velmi casto se pro vypocet interpola¢niho polynomu pouziva maticovy zapis, kde
pro vypocet interpolacniho polynomu n-tého stupné, vyuzijeme nasledujici zapis

1 zo 22 ... 27| |ao Yo
1 x; a2 xh a
2 - Tg 1 Y1
) =1.1. (2.42)
1 2 n
Tn T2 .. xn| |ag Yn

Predchazejici pripad by tedy bylo mozné zapsat pomoci maticového zapisu jako
1 00 0
11 1] |aq| = |2
1 39 3

Vyfesenim soustavy dostaneme opét tvar P(z) = —0.52° + 2.5z.
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Poznamka 2.33. Ve specidlnich pripadech miize vysledny stupen polynomu vyjit
mensiho stupné. Méjme tii body, splnujici podminku zy < 1 < x5. Vime, Ze hledany
interpola¢ni polynom bude obecné druhého stupné. Pokud vsak tyto body budou
lezet na primce, bude vyslednd interpola¢ni kiivka piimo tato primka, tedy polynom
stupné prvniho (hodnost matice (2.42) by v tomto ptipadé byla rovna dvéma).

Zobecnénim algebraického polynomu mizeme odvodit tzv. Lagrangetv tvar inter-
pola¢niho polynomu, ktery umoznuje ziskat funkéni hodnotu v libovolném bodé
dosazenim do néasledujici rovnice

i 2.43

=Sl ;=2 2.43)
J#l

Priklad 2.34. Urcete vysledny Lagrangetuv interpola¢ni polynom pro body Fy =

=10,0], P, = [1,2]aP, = [3, 3].

Reseni. Podle vztahu (2.43) bude pro n = 2 platit

(x — 1) (x — 22) (x — o) (x — 22) (x — zo)(x — 27)

0(% — x1)(z9 — T2) o (21— @0) (21 — 72) e (22 — o) (w2 — 21)

Py(z) =

Po dosazeni jednotlivych bodu dostaneme

-3 -1 1 1
2”3(35_2 ) 4 3,:”(”36 L S = 5o = —0.50% + 250
Vysledny polynom bude mit tvar P(z) = —0.522 + 2.5z. A

Mezi zakladni nevyhody polynomialni interpolace patii zména celého vysledného
polynomu (celé kriivky) pii zméné kteréhokoli ze zadanych opérnych bodu. Dalsi
nevyhoda spociva v neprirozeném vInéni jiz u relativné nizkého stupné polynomu.
Kiivka se rozkmité (osciluje). Proto se obvykle pouZiva polynomidlni interpolace
pro kiivky stupné maximalné pét a nejcastéji stupné tii (kubické kiivky).

2.3.2 Interpolace po castech

V pripadé potfeby interpolace kiivky s vyssim poc¢tem bodi se mnohem castéji po-
uziva technika interpolace kiivky po jejich ¢astech (segmentech). Ta spo¢iva v tom,
ze celou krivku nahradime nékolika ¢astmi, které interpoluji jednotlivé tiseky. Celou
krivku tak muzeme napriklad aproximovat vzdy pro kazdé ¢tyri body polynomem
tretiho stupné. Problém, ktery zde vSak vznika, spociva v navazovani kiivek v jed-
notlivych bodech, kde kon¢i jedna cast kiivky a zacind druha. Snahou je samoziejmé
zarucit alespon urcitou tridu spojitosti C™, popripadé G™. Prikladem, jak bude déle
popsano, muze byt interpolace Hermitovskymi polynomy nebo Fergusonovymi ku-
bikami.
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2.3.3 Hermittv interpolacni polynom

Jednou z nevyhod interpolace obecnym algebraickym polynomem je, ze v pripadé
polynomt vyssich stupnii, se mtze krivka rozkmitat. Jednou z moznosti je zadat
do kazdého uzlového bodu jesté derivaci. Tim je kiivka a jeji tvar ovlivnén nejen
fidicimi body, ale i derivacemi v téchto bodech.

Pro stupen kiivky zadané n+1 opérnymi body [xo, yol, [1, 1], - - -, [Zn, Yn) & hod-
notou derivace v jednotlivych bodech vy, v}, ..., y,, pak existuje interpolacni poly-
nom Py, 1(x) stupné 2n + 1, pro ktery plati

P2n+1(xi) =Y; a Pl2n+1 (l’l) = y; s kde ¢ = O, e, (244)

Ziskdme tak soustavu rovnic, kde polovinu rovnic dostaneme dosazenim tidicich

bodu do

Ponii(zi) = i -

Druhou polovinu rovnic dostaneme dosazenim do
/ /

Py 1(zi) = ;-

Piiklad 2.35. Urcete vysledny interpolaéni polynom pro body Py, = [0,1], P, =
=[1,0] a P, = [3,16] a jejich derivace y), = —1, y; = —4 a y5 = 92.

Resend. Nami hledany polynom bude podle vyse uvedeného tvrzeni stupné péatého.
Vysledny polynom tedy bude tvaru Ps(z) = ag2® + a12? + ax2® + azx® + agx + as.
Po dosazeni zadanych bodii dostaneme

= (I005 + (1104 + (1203 + (1302 + (140 + as ,
O = a015+a114+a213+a312+a41+a5,
16 = ap3® + a13* + a93% + a33* + au3 + as.

Zbyvajici tfi rovnice dostaneme po derivovani polynomu, kde
PL(7) = 5apx* + 4a12® + 3as2® + 2a3v + ay.

Po dosazeni ziskdme dalsi tfi rovnice

—1 = 5a0* 4+ 4a10% + 3a20% + 2a30 + a4,
—4 = Bagl* + 4a,13 + 3a21% + 2a31 + a4,
92 = 5ag3* +4a,3% + 3a93% + 2a33 + a4 .

Vypocet tedy vede na feseni soustavy linearnich rovnic, jejimz fesenim je Hermittiv
interpola¢ni polynom ve tvaru P(z) = 2% — 321 + 222 — 2 + 1. A
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Jak jsme jiz diive naznacili, v praxi se v nékterych pripadech nahrazuje vypocet
jednoho polynomu vyssiho stupné aproximaci vice polynomy mensich stupni. Na
predchazejicim prikladé si ukédzeme rozdéleni kiivky na dvé ¢asti. Budeme tedy mit
misto jednoho vysledného polynomu patého stupné, dva polynomy stupné tretiho.

Priklad 2.36. Urcete vysledné po ¢astech interpolacni Hermitovy polynomy tietiho
stupné pro body Fy = [0,1], P, = [1,0] a P, = [3,16] a jejich derivace y, = —1,
yp = —4ay, =092

Reseni. V tomto pifpadé dojde k rozdéleni kiivky na dvé ¢dsti. Prvni polynom bude
zadan body Py, P; a derivacemi v téchto bodech. Druha ¢ast bude tvorena body P,
P, a jejich derivacemi. Oba polynomy maji dva fidici body a budou tedy stupné
tfetiho. Hledané polynomy budou ve tvaru

P3(z) = apz® + a12® + apw + as, kde z € (0, 1)

a derivované cCast

Pi(7) = 3apz” + 2a17 + ay, kde z € (0,1). (2.45)
Po dosazeni a vyteseni soustavy linearnich rovnic dostaneme pro prislusné intervaly
dva polynomy. Polynom P,(z) = —32® + 322 — 2+ 1 pro « € (0,1) a polynom
Py(x) = 182% — 8422 — 10x + 16 pro z € (1,2). A

Je treba poznamenat, ze aproximovanim naseho zadani dvéma polynomy tretiho
stupné jsme ziskali odlisné feseni, nez v predchozim pripadé, kdy byl pouzit pouze
jeden polynom patého stupné. Pokud pouzijeme vice polynomi nizsiho stupné, bude
mit vysledna krivka slozené z jednotlivych ¢asti v napojovanych bodech z hlediska
spojitosti zarucené spojité derivace prvniho fadu. Mezi hlavni vyhody tohoto pouziti
patii lokdlni zména kiivky pri zméné zadani, nebot se zména provede pouze u kon-
krétni casti kiivky (oblouku). V pripadé bodu, ktery je spole¢ny pro dva oblouky,
se zména projevi u obou ¢asti, které maji tento bod spolecny.

2.4 Metoda nejmensich ctverct

Mimo interpola¢ni polynomialni k¥ivky, které prochazi vsemi zadanymi body, exis-
tuji i polynomidlni kiivky aproximacni. Mezi jednu ze zakladnich aproximacnich
metod patfi metoda nejmensich ¢tverci. Jednd se o matematicko-statistickou me-
todu slouzici k minimalizaci chyb. Poprvé tuto metodu pouzil matematik a fyzik
Carl Friedrich Gauss v roce 1795.

V praxi se setkdvame s tim, ze namérené hodnoty jsou obvykle zatizeny urcitou
chybou méfeni. Cilem metody nejmensich ¢tverci je namérenymi hodnotami prolozit
vhodnou (jednoduchou) funkei, ktera bude respektovat charakter namétrenych velic¢in
tak, aby chyba aproximace namérenych hodnot byla co nejmensi.
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Geometricky vyznam metody spoc¢iva v tom, Ze se snazime nalézt takové resend,
aby soucet druhych mocnin chyb byl minimalni. Piikladem mutzou byt zadané jed-
notlivé body Py, Py, ..., P, a nasim cilem je prolozit tyto body polynomem prvniho
stupné (primkou). Jak je asi patrné, prolozit pifimku tfemi a vice body nelze (mimo
specidlni pripad, kdy vsechny body lezi na ptimce).

Me¢jme polynom k-tého stupné

y(x) = apr® + a1 4. 4 ay, (2.46)

kterym chceme aproximovat zadanou mnozinu bodu {[zo, yo|, [x1, 1], - - -, [Tn, Yn] }-
Pokud bychom dosadili zadané body do této rovnice, ziskdme soustavu n + 1 rovnic
o k4 1 koeficientech ag, ay, ..., a,. V pripadé, kdy k<n ziskdame predeterminovanou
soustavu rovnic, kterd nema jednoznacné reseni. Vyuzijeme tedy metody nejmensich
¢tverci a budeme se snazit nalézt primku (obecné polynom), kterd bude prochézet
co nejblize téchto bodu.

Kritérium minimalizace bude vyjadireno rezidudlni funkci

n
J= Z(aoxf a4 b —y)?. (2.47)
i=0
Parcidlni derivaci funkce ¢ podle proménnych ag az ay ziskdme soustavu rovnic,
jejiz resenim jsou hledané koeficienty a;. Po dosazeni ziskanych koeficientti do vztahu
(2.46) ziskdme vysledny aproximaéni polynom.

Piiklad 2.37. Urcete vysledny aproximac¢ni polynom prvniho stupné (piimku) pro
zadané body Py = [0,0], P, = [1,2], P> = [3,3].

Resend. Hledany polynom bude mit tvar y(z) = agx + a1, po dosazeni jednotlivych
bodt ziskame soustavu rovnic

a; =
ap+a; = 2
3@0 +a; =

Dosazenim koeficienti do vztahu (2.47) ziskdme funkci

5((10,@1) = af + (Clo +a; — 2)2 + (3&0 +a; — 3)2

Minimum této funkce nalezneme pomoci nasledujicich parcialnich derivaci

0
—0 = 2(a0+a1—2)~|—6(3a0+a1—3),
8&0
0
876 = 2a1+2(a0+a1—2)+2(3a0+a1—3).
1
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Hledané koeficienty a; tedy ziskdme reSenim soustavy rovnic

10@0%4&1 = 1]_
4a0+3a1 = 9.

Vyslednd linedrn{ funkce mé tvar y(z) = Sa + 3.
A

Pro vypocet neznamych koeficientti a; hledaného aproximacniho polynomu mi-
zeme vyuzit maticového tvaru soustavy linearnich rovnic

[ <~ 2k Nkl NSk
i=1 =1 =1

. _
i=1

n n , n 2.48
Staktto o Sk Sy : Sy | (2.48)
i=1 i=1 i=1 i=1

n n ag n

L i=1 i=1 1=1

kde n je pocet zadanych bodt, x; a y; jsou soutradnice jednotlivych bodi a k je
stupen vysledného aproximac¢niho polynomu.

Priklad 2.38. Urcete aproximac¢ni kiivku prvniho stupné (primku) pro body Py =
= [0,0], P1 = [1,2] a P2 = [3,3]

Reseni. Vyjdeme ze vztahu (2.48), kde pocet zadanych bodii n = 3 a stupen vysled-
ného polynomu k£ = 1. Po dosazeni dostaneme

3
> Vi
i=1 i=1
3 3
> 3 > Yi
i=1 =1
Po dosazeni jednotlivych boda P, = [x;,y;], pro i = {1,2,3} dostaneme
10 4] [ao] _ [11
4 3 aq N 5 ’

R , 1z , . v o 13 6
Vyfesenim této soustavy ziskdme vyslednou aproximacni piimku f(r) = o + 3
(vysledek je samoziejmé totozny jako v predchozim rfeseni).

3 3

> 93@2 > T

- i=1 aop
H

A

V pripadé polynomialnich ktivek existuji dva pripady, kdy lze jiz ze zadani tict,
ze musime pouzit polynom aproximacni. V prvnim piipadé (viz. obr. 2.6 vlevo)
chceme aproximovat vstupni data nizsim stupném polynomu, nez je potiebné pro
interpolaci zadanych vstupnich bodu. V druhém piipadé (viz. obr. 2.6 vpravo), kdy
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Obr. 2.5: Vysledna aproximacni primka

Obr. 2.6: Pouziti aproximacnich kiivek

méame pro jedno x vice funkénich hodnot f(z), nelze pouzit interpolaéni polynom,
coz vyplyva z definice funkce.

Vzhledem k vlastnostem polynomialnich krivek je ztejmé, ze v pripadé, kdy po-
trebujeme modelovat obecny tvar (profil kiidla, tvar karosérie apod.), bude vhodnéjsi
vyuzit kiivky napf. v parametrickém tvaru.

2.5 Fergusonova krivka

James C. Ferguson, jakozto analytik u amerického vyrobce letadel Boeing, navrhl
v roce 1964 pouziti parametrickych kfivek tretiho stupné v leteckém primyslu.
Ktivka je fizena dvéma body a teénymi vektory v téchto bodech.
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Definice 2.39. Méjme zadané dva body Vj a V; a jejich polohové vektory Vg a Vy,
dale méjme v téchto bodech teéné vektory vy a vy urcujici smér kiivky v bodech
Vo a Vi. Fergusonova kubika je dana jako

P(t) = Fo(t)Vo+ Fi(t) V1 + Fy(t)vo + F3(t)vi, kde te€(0,1). (2.49)

Jednotlivé bazové funkce Fy, F, Fy a F3 vypocteme jako

Fo(t) = 263 =3t +1,

Fi(t) = —2t24+3¢2,

B(t) = =22 +t,

F(t) = t*—+%. (2.50)

Pribéh jednotlivych polynomi je na obr. 2.7.

A F ()

F (0

0\(2/1:

Obr. 2.7: Priubéh polynomu Fy, Fi, Fy a F; Fergusonovy kubiky

Vysledny tvar Fergusonovy kubiky 1ze ovlivnit tfemi zptisoby:

e polohou ridicich bodua Vj a V;,

e smérem tec¢nych vektoru vy a vy,

e velikosti tecnych vektort vy a vi.
Poznamka 2.40. Velikost vektorii vy a v; vyznamné ovliviiuje vysledny tvar kiivky.
Cim je délka tec¢nych vektorti vétsi, tim vice se kiivka primyka k prislusnému tec-
nému vektoru.

Vyslednou rovnici Fergusonovy kubiky lze zapsat také v maticovém zapisu, ktery
se sklada z vektoru obsahujictho mocniny parametru ¢, z bazové matice a z vektorti
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geometrickych podminek. Nastavenim vektort podminek (¥idici body a te¢né vek-
tory) fidime vysledny tvar kiivky. Fergusonovu kubiku v maticovém tvaru zapiseme
jako

2 =2 1 1 Vo
-3 3 =2 -1 |V
o 0 1 O Vo
10 0 0 Vi

Mezi zakladni vlastnosti této krivky patti to, ze zacina v bodé Vj a konci v bodé
V1. Vyjdeme-li ze vztahu (2.49) a dosadime piislusné bazové funkce (2.50), dosta-
neme vektorovou rovnici

P(t) = [t*,1*,t,1] (2.51)

P(t) = (2t = 3t + 1)V + (=2t + 3t )V, + (2 — 262 + t)vo + (£ — t*)vy.

Polozime-li hodnotu parametru ¢ = 0

P(0) = (1)Vo + (0)Vy + (0)vo + (0)v; = V,

bude vysledkem Fergusonovy kubiky pocateéni bod V. V pripadé parametru ¢t = 1,
vyjde analogicky koncovy bod Vj.

P(1) = (0)Vo + (1)V1 + (0)vo + (0)vy = V;.
Ukazali jsme, ze ktivka zac¢ina v poc¢atecnim ridicim bodé V a konéi v koncovém
fidicim bodé V; (interpolace krajnich bod).

V pripadé derivace rovnice Fergusonovy ktivky dostaneme

P'(t) = (6t* — 6t)V + (—6t* + 6t)V + (3t* — 4t + 1)vo + (3t* — 2t)v; .
(2.52)

Po dosazeni parametru ¢ = 0, resp. t = 1 do vztahu (2.52) dostaneme teény
vektor vy v pocateénim bodé, resp. tecny vektor vy v koncovém bodé. Plati tedy

P,<O) = (O)Vo + (O)Vl + (1)V0 + (O)Vl = Vo,
P'(1) = (0)Vo+ (0)V1+ (0)vg+ (1)vy = vy

Priklad 2.41. Vypoctéte rovnice Fergusonovy kubiky pro zadané fidici body Vy =
= [1,4], V1 = [6,4] a tecné vektory v{, = (3,1) a vi = (=3, —3).

Resend. Vyslednou kiivku vypoéteme dosazenim do vztahu (2.49). Dostaneme

z(t) = (2683 =32+ 1)1+ (=263 +3t2)6 + (3 — 262 + )3 + (13 — ¢*)(—3)
= 1083+ 122+ 3t +1,

y(t) = (28 =32+ 1)4d+ (=263 + 3t)4 + (£ — 26> + )1 + (3 — t*)(-3)
= 2842 +t+4.
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V pripadé maticového zapisu dostaneme

2 —2 1 17171
-3 3 -2 -1 6
43 42 1043 2

1 0 0 0] (-3
2 —2 1 1174
-3 3 -2 -1 4

43 42 o943 2
y@O =000 g L=t

1 0 0 0] (-3

Vyslednd parametrickd rovnice Fergusonovy kubiky mé tvar P(t) = (—10t3 +
+ 126243t + 1, -2t3 + 2+t +4), kde t €< 0,1 >. A

Poznamka 2.42. V pripadé nulovych teénych vektori vy a vy, bude vyslednou
krivkou tisecka spojujici body Vi a V.

2.5.1 Navazovani Fergusonovych kubik

Navazovanim jednotlivych Fergusonovych kubik mtzeme ziskat kubickou spline krivku,

kterd ma parametrickou spojitost t¥idy C'. Spojitost t¥idy C° v navazovaném bodé
dvou segmentt zajistime totoznosti posledniho bodu prvniho segmentu (druhy ridici
bod) a poéateéniho bodu nésledujiciho segmentu (prvni fidici bod nésledujiciho ob-
louku). Spojitost t¥idy C* (kfivka je hladka) v navazovaném bodé zarucime identitou
tecnych vektort sousednich obloukt. V pripadé, kdy pozadujeme pouze geometrické
spojitost tifdy G, staci, aby oba vektory byly pouze souhlasné kolinedrni. Detail-
néjsimu popisu spline kiivek se bude vénovat nasledujici podkapitola.

2.6 Spline krivky

Slovo ,spline® vzniklo z oznaceni pruzného drevéného nebo kovového latkového kii-
vitka, které uzivali konstruktéri trupu lodi, kdyz potiebovali pii navrhu trupu lodi
prolozit hladkou kiivku zadanymi body. Oznaceni spline poprvé pouzil Isaac Jacob
Schoenberg v roce 1946. Intuitivné jsou spline kfivky chapany jako po c¢astech po-
lynomidlni funkce stupné k, které maji zajisténou spojitost az do (k — 1) derivaci.
Nejjednodussim prikladem je linearni spline ktivka, ktera je slozena z tisecek spoju-
jicich tidici body. Jedna se tedy o lomenou c¢aru. Nejcastéji pouzivanou krivkou je
kubickd spline krivka, ale nejprve nadefinujeme kubickou spline funkci.

Definice 2.43. M¢jme zadanou posloupnost zg < 1 < ... < x,, a funkéni hodnoty
Yo, Y1y -+ Yn-

Kubickou spline funkei f(z) budeme nazyvat interpolacni funkei (tj. f(z;) = v;),
pro kterou plati, ze nad kazdym intervalem (z;,z; + 1) je tvofena polynomem
trettho stupné a dale mé spojité prvni a druhé derivace na intervalu (xg, z,,).
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Obr. 2.8: Kubicka spline kfivka vznikla napojenim dvou Fergusonovych kubik

Pro jednoznacné zadani kubické spline funkce je potfeba doplnit jesté dalsi dvé
podminky. Mame totiz pro n kubickych polynomiu celkem 4n neznamych koeficient.

Ze zadanych bodu, které funkce interpoluje, ziskame n + 1 podminek. Ze spoji-
tosti C° ve vnitinich bodech ziskdme dalsich n — 1 podminek a ze spojitosti prvni
a druhé derivace ve vnitinich n — 1 bodech ziskame poslednich 2(n — 1) podminek.
Celkem tedy mame 4n — 2 podminek pro 4n neznamych koeficientti. Doplnénymi
podminkami byvaji obvykle hodnoty prvnich derivaci v pocatecnim a koncovém
bodé nebo hodnoty druhych derivaci v téchto bodech.

Poznamka 2.44. Pridani podminek f”(x¢) = f”(z,) = 0 dostaneme tzv. prirozeny
kubicky spline (podminka volného konce).

Definice 2.45. Kubickou spline krivkou pro zadané hodnoty parametru tg < t; <
< ... < t, a Fidici body Py, Py, ..., P, nazyvame kiivku P = P(¢), t € (to,t,),
kde je kazda ze slozek vektorové funkce P, kubickou spline funkci.

Podle charakteru hodnot parametru ¢ mizeme parametrizaci rozdélit na
e uniformni,
e neuniformni.

V pripadé uniformni parametrizace je krok parametru konstantni a plati

tix1 —t; = konst., kdei =0,1,...,n—1.
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2.7 Bézierova krivka

Bézierova krivka byla pojmenovana po francouzském inzenyru Pierru Bézierovi,
ktery pracoval jako konstruktér od roku 1933 u automobilky Renault. Jedna se
o parametricky zadanou krivku, kterd se vyuziva zejména diky svym vlastnostem
v oblasti modelovani. Méjme zadano n + 1 fidicich bodu Py, P, ..., P,, kde n = 1.
Bézierova ktivka je zadana jako

P(t) = Xn:PiBf(t), kde ¢ € (0,1), (2.53)

pficemz pro vypocet bazovych funkei Bl'(t) se vyuziva Bernsteinovijch polynomii.
Vypocet i-tého Bernsteinova polynomu n-tého stupné je definovan jako

ny . i n! , i n
i)t’(l—t) = m#ﬂ—t) , kde (o) =1la0’=1.
(2.54)

Mezi zakladni vlastnosti Bernsteinovych polynomu patii, ze soucet vSech Bern-
steinovych polynomu pro libovolné ¢ € (0, 1) je roven jedné.

Zvysovanim poctu fidicich bodi obecné Bézierovy kiivky s sebou prinasi nékteré
nevyhody, jako je zména tvaru celé ktivky pti zméné jednoho fidiciho bodu. S rostou-
cim poctem tidicich bodi, a tedy i stupném polynomii, se ktivka stéle vice vzdaluje
od tidicich bodi. To muze byt v pripadé modelovani nékdy neptijemné. V praxi se
nejcastéji vyuziva Bézierova krivka tretiho stupné, tedy Bézierova kubika, kterd je
zadana jako

5 = (

3
P(t) =Y P;B}(t), kde t € (0,1). (2.55)
=0
Bézové funkce Bézierovy kubiky maji tvar
Bi(t) = 3t(1—t),
By(t) = 3t°(1—1),
Bi(t) = t°.

Obdobné jako v predchazejicich pripadech lze Bézierovu kiivku zapsat v mati-
covém tvaru. Omezime se v tomto pripadé na Bézierovu kubiku, pro kterou mame

-1 3 =3 1] [Py

3 -6 3 0| (P

_[43 42 1
Py =1t | % o ol [ (2.56)

1 0 0 0| [Ps
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Piiklad 2.46. Urcete Bézierovu kiivku zadanou ¢tyimi body P, = [0,0], P, =
= (10,15, P, = [20,15] a Ps = [30,0].

Reseni. Vyuzijeme vztahu (2.55) pro vypocet Bézierovy kubiky, nebot je kiivka
zadana ¢tyfmi Tidicimi body. Mame

z(t) = 0(1—1)%+30t(1 —t)* +60(1 — t) + 30t* = 30t
y(t) = 0(1—1t)® +45t(1 — )2 +45(1 — t) + 0t* = 45(t — 1?) .

Vyslednd kiivka je dana parametrickou rovnici P(t) = (30t,45(t — t%)).
A

Priklad 2.47. Urcete Bézierovu kiivku zadanou nasledujicimi body fidiciho poly-
gonu Py =1[0,0,0], P, =[1,1,0], P, =[0,1,1] a P3 = (0,0, 2].

Reseni. Vyuzijeme vztahu (2.55) pro vypocet Bézierovy kubiky a ziskdme

x(t) = 0B3(t) + 1B3(t) +0B3(t) + 0B3(t) = 3> — 6t* + 3t
y(t) = 0Bj(t) + 1B3(t) + 1Bs(t) + 0B (t) = 3t> — 3t
z(t) = 0BJ(t)+0B}(t) + 1B3(t) + 2B3(t) = 5t> — 3t*.

(

Vyslednd kiivka mé parametrickou rovnici P(t) = (3t® — 6t* + 3t, 3t> — 3t%, 5¢3 — 3t?).
A

2.7.1 Zakladni vlastnosti Bézierovy krivky

Kfivka prochazi prvnim a poslednim fidicim bodem. Vyjdeme ze vztahu (2.53), kde
lze ukézat, ze pro t = 0 plati

P(0) = Y P;B}(0) =P,
=0
a analogicky pro t = 1 plati
P(1)=) P,B'(1)=P,.
=0

Ostatni Tidici body mezi pocateénim a koncovym jsou urc¢eny k modelovani tvaru
vysledné krivky a ktivka jimi obecné neprochazi.

Také z obr. 2.9 s grafickym znazornénim Bernsteinovych polynomt je patrné, ze
kiivka prochazi prvnim a koncovym bodem. Pro ¢ = 0 ma pouze prvni polynom
hodnotu jedna a ostatni maji hodnotu nula. Pro t = 1 je analogicky pouze hodnota
posledniho polynomu rovna jedné, ostatni polynomy maji hodnotu nula.
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B} B3 B B By Bi

Obr. 2.9: Grafické zobrazeni Bernsteinovych polynomi pro vybrané n (n = 3,4 a 5)

Pro uréeni te¢ného vektoru v poc¢atecnim a koncovém bodé kiivky vyjdeme z de-
rivace Bernsteinovych polynomi

S Bo(t) = n(BIS (1) — BI(0)

. (2.57)

Pro vyslednou derivaci Bézierovy ktivky plati

%P(t) —P(t) = ZBZ}—l(t) (n(Pisr — P)) .

V pripadé Bézierovy kubiky je tena v pocatecnim (resp. koncovém) bodé dana
rovnici

P'(0) = 3(P, — Py), (2.58)

resp.

Na obr. 2.10 je zobrazena Bézierova kubika a jeji tecné vektory v pocateénim
a koncovém bodé. Ty budou velmi dulezité pii napojovani kiivek po obloucich pro
dodrzen{ spojitosti C! (viz. Béziertiv spline).

Mezi dalsi zakladni vlastnosti Bézierovych ktivek patii to, ze kiivka lezi v kon-
vexnim obalu bodt, které tvori ridici polygon. Tvar vysledné k¥ivky je nezavisly na
orientaci fidictho polygonu a kfivka tvorena ridicim polygonem Py, P, ..., P, bude
mit stejny tvar jako kfivka urcena fidicim polygonem P, P,_1,..., F.

Vysledna kiivka je invariantni k afinnim transformacim, coz znamena, ze je jedno,
jestli nejdiive pomoci afinnich transformaci transformujeme ftidici polygon a pak
vypocteme vyslednou kiivku nebo nejdrive vypocteme Bézierovu kiivku a pak ji
pomoci afinnich transformaci transformujeme. Vysledek bude v obou pripadech to-
tozny.
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P

Obr. 2.10: Te¢né vektory v pocatecnim a koncovém bodé Bézierovy kubiky

2.7.2 Konverze Fergusonovy kubiky na Bézierovu kubiku

Kazdou Fergusonovu kubiku je mozné reprezentovat jako kubickou Bézierovu kiiv-
ku. Jelikoz je Fergusonova kubika zadana dvéma body V,, Vi a dvéma tecénymi
vektory vg, vi, staci nastavit Bézierovu kubiku tak, aby se ztotoznily pocatecni
body, koncové body a tecné vektory v téchto bodech podle nasledujicich vztahtu

1 1
POIVO,P1:V0+§V0,P2:V1—§V1,P3:V1. (260)

Po dosazeni do vztahu (2.55) pro vypocet Bézierovy kubiky dostaneme

. 1 1 .
P(t) = V()(l — t)d + (Vg —+ §V0)3t(1 — t)2 + (Vl — §V1)3t2(1 — t) + ‘/125‘3
= (6t> — 6t) Vo + (—6t> + 6t) V| + (3t* — 4t + 1)vo + (3t* — 2t) vy,

kde ¢ € (0, 1). Vysledkem je vztah 2.49 a jednd se tedy o Fergusonovu kubiku.

Priklad 2.48. Urcete Bézierovu kubiku pro nahrazeni Fergusonovy kubiky V, =
= (]_,4), V1 = (6,4), Vo = (37 1) a vy = (—3, —3)

Reseni. Pievedeme zadani pro Fergusonovu kubiku na Bézierovu kubiku podle vztahu
(2.60).
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Vo i op b

Obr. 2.11: Prevod Fergusonovy kubiky na Bézierovu kubiku

PO - (174)7
1 13
P, = (1L4)+=(3,1) =(2,—
1 ( > ) + 3( > ) ( "3 )7
1
P2 - (6,4) - g(—g, —3) - (7, 5),
P; = (6,4).
Pro takto ziskané body Py, P, Py a P3 vypocteme Bézierovu kubiku
-1 3 =31 (1,4)
3 —6 3 0] [(2,%)
— [43 42 )3
1 0 0 0 (6,4)

Vyslednd parametrickd rovnice Bézierovy kubiky ma tvar P(t) = (—10t3 + 126¢* +
+3t+ 1, =263 + 2+t + 4).
A

2.7.3 Beéziertv spline

Beziéruv spline je spline kiivkou, u které se pro vypocet jejich jednotlivych casti
pouziva Bézierova kiivka. Podle pouzitého stupné polynomu rozliSujeme lineadrni
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Bézierovu spline kiivku, kvadratickou Bézierovu spline kiivku, kubickou Bézierovu
spline ktivku apod.

V pripadé kubické Bézierovy spline ktivky je potieba zarucit spojitost tridy
C?, to znamend, ze pro kazdé dva sousedni segmenty, definované fidicimi body
Py, Py, P, Py a (QQy, Q1,Q2, 3, musime zarucit spojitost v napojovaném bodé az do
druhych derivaci.

Spojitost tiidy C° je zajisténa napojenim koncového bodu prvniho segmentu
s prvnim bodem nasledujicitho segmentu. Musi platit

P;=Q. (2.61)

Spojitost tifdy C' zaruc¢ime identitou tecénych vektortt (jako v ptipadé Ferguso-
novy kiivky), a to tak, Ze spoleény bod pro dva oblouky se bude nachazet v poloviné
usecky tvorené predchazejicim a nasledujicim bodem. Musi tedy platit

P;s—P;=Q1 - Qo. (2.62)

Pro spojitost druhych derivaci (tfida C?) vyjdeme z obecného vztahu pro druhou
derivaci

P’(t)=(n—1)n ni B 2(t)(Pig — 2P 1 + Py) | (2.63)

kde pro rovnost druhych derivaci v misté styku oblouka P”(1) = Q”(0) musi v pfi-
padé kubickych kiivek platit

P; - 2P, +P; = Q;—2Q; + Qo,
(P3—P3) = (P2 —P1) = (Q2— Q1) — (Q1—Qo),
(P3=P2) +(Q1 = Qo) = (P2—P1)+(Qa—Qu).

Protoze pro spojitou prvni derivaci musi platit (P3 — Py) = (Q; — Qq), je pro
spojitost t¥idy C? pozadovana podminka

2(P3 = Py) = (P2 —P1) + (Q2 — Q). (2.64)

Pokud mé kfivka v navazovanych bodech spojitost do druhé derivace (kiivka je
ve t¥dé C?) miiZzeme kiivku vzniklou navazovanim jednotlivych Bézierovych kubik
nazvat Bézierova kubickd spline kiivka. Podminka pro spojitost tifdy C? jiz ale
velmi omezuje moznosti zmény polohy fidicich bodu, nebot délka vektoru (Q; —P5)
musi byt stejna s délkou vektoru (Py —Py) + (Q2 — Qq). Proto se v praxi vyuziva
v pripadé Bézierovych kiivek obvykle maximéalné spojitost prvnich derivaci, tedy
ct.

Poznamka 2.49. V pifpadé potieby kiivek se spojitosti C? se nabizi Coonsova
B-sline krivka, ktera bude popsana nasledné.
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2.7.4 Geometricka konstrukce bodi Bézierovych krivek

Paul de Casteljau (narozen 1930 v Besangon, Francie), matematik a fyzik v Citroénu,
vyuzival pro Bézierovy kiivky geometrickou konstrukeci nezavisle na Bézierovi. Tento
algoritmus dava stejny vysledek jako drive popsany analyticky postup. Pokud je
P (t) bod na kiivce n-tého stupné pro dany parametr ¢, pak plati rekurentni vztah

Pi() - { gi—t>Pi_1(t>+tPi () 371;1? . (2.65)

Pro geometrickou konstrukei tedy plati, ze zvolime pomér déleni (odpovidd para-
metru ) a nasledné rozdélime jednotlivé tsecky ridictho polygonu danym pomérem.
Opétovné délime vzniklé tsecky az do chvile, kdy ziskame hledany bod Bézierovy
kiivky P (t), coz je bod na kfivce n-tého stupné pro parametr t.

Obr. 2.12: Bod na Bézierové kubice pro parametr ¢ = 0.5

Vyhodu tohoto algoritmu ocenime pii vykreslovani v diskrétnim rastru (obra-
zovka monitoru). Jak je vidét na obrdzku 2.12. Bod P3 je nejen bod Bézierovy
k¥ivky pro parametr ¢ = 0.5, ale také rozdéluje danou kfivku na dvé ¢asti. Vygene-
rované body tvoif fidici body novych polygonti téchto dvou ¢asti (body Py, Pl, P3
a P3 tvoii fidici polygon levé ¢dsti, body P35, P2, P} a P3 tvoii fidici polygon pravé
¢asti). Nasledné muzeme rekurzivné algoritmus aplikovat na obé ¢asti, ¢imz ziskdme
z kazdé dalsi dvé casti. V pripadé potfeby muzeme rekurzivni algoritmus ukoncit
s ohledem na vlastnosti krivky. V mistech vétsiho zakfiveni mizeme generovat vice
bodtu krivky a v mistech mensiho zakfiveni zase méné. Pokud bychom pouzili pro
vypocet primo analyticky postup, nastavujeme obvykle krok a nasledné pocitame
jednotlivé body krivky se stejnym krokem bez zavislosti na aktudlnim zaktiveni.
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2.7.5 Racionalni Bézierova krivka

Zobecnénim Bézierovych krivek jsou Raciondlni Bézierovy krivky. Motivaci je od-
stranit nevyhodu spocivajici v nutnosti zmény polohy nékterého ridiciho bodu, kdy-
koli chceme zménit tvar vysledné krivky. V pripadé prostorové kiivky je situace
jesté komplikovanéjsi obtiznéjsim nastavovanim 3D soufadnic (napf. pomoci kur-
zoru mysi) na 2D monitoru. Hlavni idea spoc¢iva v tom, ze kazdému bodu fidiciho
polygonu pritadime redlné ¢islo (vahu), které bude ovliviiovat vysledny tvar kiivky.
Mizeme tedy ménit vysledny tvar kiivky bez nutnosti zmény polohy bodu fidiciho
polynomu.

M¢&jme zadanou posloupnost bodi Py, Py, ..., P,, kde n = 1 a posloupnost real-
nych ¢isel (vahy v jednotlivych bodech) wg, wy, . .., w,. Bézierova racionalni kiivka
radu n je dana vztahem

> wiPBI(t)
P(t) = =——— =) PRI(), (2.66)
w By (t) =0
i=0
kdei=0,1,...,n € N, w; 2 0, w; € R. Polynomy R} jsou raciondlni Bernsteinovy
polynomy.

R(t) = —
;0 w; B} (t)

(2

(2.67)

Bézierovy ktivky jsou specidlnim ptipadem racionalnich Bézierovych kiivek, kdy
koeficienty w; budou pro vsechna ¢ rovny jedné. Plati tedy

w;=1, i=0,1,...,n. (2.68)

Mezi zakladni vlastnosti racionalni Bézierovy kiivky patii, obdobné jako v pti-
padé Bézierovych kiivek, Zze zac¢ind a konc¢i v pocatecnim a koncovém bodé. Tvar
vysledné kiivky mtzeme ovlivnit nejen zménou polohy bodi fidictho polygonu, ale
také pomoci zmény vahy nastavené pro jednotlivé ridici body.

Poznamka 2.50. BliZe se racionalnim tvarum budeme vénovat u NURBS kiivek.

2.7.6 Pouziti Bézierovych krivek

Bézierovy kiivky se napiiklad pouzivaji pro popis TrueType fontu (kvadratické
krivky) a postscriptovych font (kubické kiivky). Vyhoda vektorového popisu fontu
pomoci ktivek je ziejma a vychéazi z vyhod vektorové grafiky.

Kazdy znak (pismeno) je popsdn mnozinou kiivek a kazda z téchto kiivek je
popsana svymi fidicimi body. V ptipadé nastaveni velikosti nastavime méritko pro
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fidici body a podle nich vypocéteme prislusné krivky. Znaky se tak prizptusobi kon-
krétni velikosti. Proto mtizeme v rtznych editorech libovolné ménit velikost pisma
a to klidné i na desetinnad mista. Ukdzka moznosti spojité zmény fontu je na obrazku
2.13.

» ab & @b @b @

Obr. 2.13: Zména velikosti fontu

2.8 Bézierova plocha

Rozsitenim Bézierovy krivky ziskdme Bézierovu plochu. Ta patii mezi parametrické
plochy urcené siti boda. Vznik byl, stejné jako u Bézierovych krivek, motivovan
apod.). Prvotni vyuziti také nasly, obdobné jako kiivky, u Renaultu (Bézier) a Cit-
roenu (de Casteljau).

Méjme zadanou obecné obdélnikovou sif fidicich bodt, zapsanou v matici M
o velikosti m x n

ngo P071 Ce PO,m
P P ... Pin
M= | M b (2.69)
P.o Pu1i ... P
Vyslednou Bézierovu plochu vypocteme jako
P(u,v) = Z ZPi,jB?(u)B;”(v), kde u,v € (0,1) . (2.70)

§=0 i=0

Obdobné jako v pripadé Bézierovy kfivky, jsou B}' Bernsteinovy polynomy. Bé-
zierovu plochu lze, stejné jako Bézierovu kifivku, zapsat v maticovém tvaru



68 Krivky a plochy v pocitacové grafice

P070 PO,l c. PO,m Bgl(ﬁ))
PI,O P1’1 e Pl,m BT(U)

P(u,v) = [B§(u), Bi(u), ..., Bi(u)] | | A : : . (2.71)
Pn,O Pn,l C Pn,m BZ(U)

Mezi zakladni vlastnosti patii

e Bézierova plocha prochazi ¢tyimi rohovymi body sité. Tyto body jsou sou-
casti hledané Bézierovy plochy. Ostatnimi fidicimi body sité plocha obecné
neprochazi.

e Okrajové ridici body jednotlivych stran zadané sité bodu tvori také zadani pro
Bézierovy krivky. Plocha je tedy ohranic¢ena ¢tyfmi Bézierovymi kiivkami.

e Vsechny body vysledné Bézierovy plochy lezi v konvexnim obalu fidicich bod.

@ Priklad 2.51. Urcete Bézierovu plochu zadanou c¢tvercovou siti bodu 3x3. Jed-
notlivé polohové vektory bodu jsou zadény jako Pyo = (0,0,0), Poy = (1,—-1,0),

P0,2 = (37()’ 1)7 Pl,O = (Oa 170)7 Pl,l = (17072)a PLQ = (2a2a4)7 PZ,O = (_1a27_1)7
Py, = (17 1,3) a Py = (2,3,5).

Reseni. Vyuzijeme vztahu (2.71) pro vypocet Bézierovy plochy. Dostaneme

Po,o PO,I P0,2 B%(v)
P(u,v) = [Bj(u), B (u), B5(u)] |P1o P11 Pis| |Bi(v)
Pyo Py Poy BS(U)

Pro Bernstainovy polynomy druhého stupné podle vztahu (2.54) plati

Bi(t) = (1-1)?,
B3(t) = 2t(1—1),
Ba(t) = t2.

Po dosazeni a vynasobeni dostaneme hledané parametrické rovnice ve tvaru

z(u,v) = —v*(1—u)?+2u(l —u)(1 —v)? +4uv(l —u)(1 —v)
+2u(1 — u)v? + 3u?(1 — v)? + 12v%0(1 — v) + 6u?v?,
y(u,v) = 20(1 —v)(1 —u)?+ 20*(1 —u)* — 2u(l — u)(1 —v)
+2u(1 — u)v? + 4vu?(1 — v) + 3vu?,
2(u,v) = —v*(1—u)?+2u(l —u)(1 —v)+ 3uv?*(1 — u)
+u?(1 —v)? + 8vu?(1 — v) + Hv?u?,
kde u,v € (0, 1).
A

Poznamka 2.52. 7 vlastnosti Bézierovy plochy vime, Ze pro hodnoty parametru
u,v = {0, 1}, budou vysledkem rohové fidici body, coz muze slouzit pro kontrolu
vypocetni spravnosti naseho reseni. Ovérte na prikladé.
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2.9 Coonsova B-spline krivka

Tato ktivka patii mezi obecné B-spline kiivky, se kterymi se sezndmite v dalsi ¢asti.
V tomto pripadé se zamérime na Coonsovu kubiku a néasledné Coonsovu B-spline
krivku. Coonsova kubika je parametrickou krivkou, pojmenovanou po Steven Anson
Coonsovi, ktera je urcena ¢tyimi ridicimi body Py, P, Ps, P3, a definovana vztahem

P(t) = 1Zpioi(t), kde ¢ € (0,1) , (2.72)

Obr. 2.14: Coonsova kubika zadana ¢tyrmi fidicimi body Pg, Py, Py a P3

pricemz pro vypocet bazovych funkci plati

Co(t) = —t2+3t2—-3t+1,
Ci(t) = 3t°—6t>+4,
Cot) = -3t +3t> +3t+1,
Cs(t) = .

Na obrazku 2.15 jsou zobrazeny jednotlivé prubéhy bazovych funkei. Opét mi-
zeme kiivku zapsat v maticovém vyjadreni, a to jako

~1 3 -3 1] [P,

3 -6 3 0| |P

_ 43 42 L 1
P =01 | % 05 P, (2.73)

1 4 1 0] |Ps

Priklad 2.53. Najdéte Coonsovu kubickou B-spline kiivku urc¢enou fidicim poly- @
gonem Py = (0,0), Py = (2,5), Py = (4,4) a P3 = (6, 3).
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4
C, Cy
| I A N
] I A W
W
60 CS’
0 1

Obr. 2.15: Pribéh bazovych funkei Cy, C4, C5 a C3 Coonsovy kubiky

Reseni. Vyjdeme z rovnice (2.72)

z(t) = — (0+2(3t° — 6t +4) +4(=3t> + 3t + 3t + 1) + 6(¢*))

(6% — 126 + 8 — 127 4+ 12> 4+ 12t + 4 + 6t°)

(12t +12) = 2t + 2,

(=% +3t* = 3t + 1) + 5(3t> — 6t° + 4) + 4(=3t> + 3t* + 3t + 1) + 0)
(15t — 30£% + 20 — 12¢% + 12> + 12¢ + 4)

3 —3t2+2t+4.

N A== =D =

Vyslednd parametrickd rovnice ma tvar P(t) = (2t + 2, 3° — 3t? + 2t + 4). A

Pro urceni pocatku kiivky vypocteme bazové funkce pro parametr ¢ = 0. Dostaneme
Co(0) =1, C1(0) = 4, C3(0) = 1 a C3(0) = 0. Pro pocatecni bod kiivky tedy musi
platit

1
P(0) = &(Po + 4Py + Py).

Pocatecni bod lezi v tzv. antitézisti trojihelnika zadaného prvnimi tfemi body Py,
P, a Py, to znamena, ze lezi na téznici trojuhelnika prochazejici vrcholem P a vzda-
lenost vrcholu Py od pocatecniho bodu P(0) je rovna jedné tfetiné délky téznice.
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Obdobné lze ukazat, ze pro koncovy bod P(1) plati, ze lezi v antitézisti trojuhelniku
daného poslednimi tfemi body P, Py a P3. Mame totiz

1
P(1) = 6(Pl + 4P, + P3).

Priklad 2.54. Ovérte pocatecni a koncovy bod u predchézejicitho prikladu. @

Reseni. Dosazenim za t = 0 resp. t = 1 do
L 2
P(t) = (2t+2,§t —3t°+2t+4),
ziskdme pocéatecni bod P(0) = (2,4), resp. koncovy bod P(1) = (4,4). A

Pro vypocet tecnych vektorti v pocatecnim a koncovém bodé vyjdeme z derivaci
bazovych funkci

(t)
Ci(t) = 9% — 12t
Cy(t) = =9t + 6t + 3,
Ci(t) = 3t*

Tecny vektor v poc¢atecnim bodé P(0) uréime jako

. 1 1

Smér te¢ny v pocatecnim bodé P(0) je tedy totozny se smérem piimky dané ridicimi
body Py, P5. Tecna v poc¢atecnim bodé je tedy rovnobézna s piimkou danou prvnim
a tretim bodem.

Obdobné pro tecny vektor v koncovém bodé plati

P/(1) = é(—spo +3Py) = ~(Py — Py).

1
2
Tecna v koncovém bodé je tedy rovnobézna s primkou danou druhym a ¢tvrtym
bodem.

Mezi dalsi vlastnosti Coonsovy kubiky patii, ze kiivka lezi v konvexnim obalu
fidicich bodu Po, P17 P2 a Pg.

2.9.1 Coonsiuv kubicky B-spline

Coonstiv kubicky B-spline vznikne tak, Ze budeme na sebe napojovat Coonsovy
kubiky a pritom zajistime spojité napojovani do druhé derivace (spojitost druhého
radu). Méjme dvé Coonsovy kubiky
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3 3
P(t) = - PiCi(t), R(s) = = > R;Ci(s), kde t,5€(0,1). (2.74)
Pro jednotlivé spojitosti musi platit nasledujici podminky.
e Pro spojitost C° musi platit P(1) = R(0), to znamena, ze

P, +4P; + P3 =Ry +4R: + Ry

e Pro spojitost prvnich derivaci (C') musi platit P’(1) = R/(0), to znamena4, Ze

Pg—PlzRQ—Ro.

e Pro spojitost druhych derivaci (C?) musi platit P”(1) = R”(0), to znamena,
ze
P, -2P,+P3s =Ry —2R; +R,.

Abychom tedy dodrzeli vSechny spojitosti az do druhého rfadu, musi platit P; = Ry,
P, = R, P3 = Ry, jinak feceno posledni tti ridici body prvniho segmentu musi byt
totozné s prvnimi tfemi body druhého segmentu.

Poznamka 2.55. Coonstuv kubicky B-spline je specidlnim pripadem B-spline kiivky
pro stupen p = 3, uzlovy vektor t = (—=3,—-2,-1,0,1,2,3,4) a m = 7. Jedn4 se
o neracionalni uniformni B-spline krivku. Vice se dozvite v kapitole o obecnych
B-spline ktivkach.

2.10 Coonsova B-spline plocha

Rozsitenim Coonsovy B-spline ktivky je Coonsova B-spline plocha, ktera ma po-
dobné chovani jako krivka. Jedna se o plochu zadanou siti m x n bodu a vychazi
z Coonsovy kubické B-spline krivky. Jedna se tedy o plochu feSenou po c¢éstech,
kde vysledny stupen, na rozdil od Bézierovy plochy, neroste s poc¢tem fidicich bodii.
Plochu lze popsat vztahem

1
P(u,v) = %cuMcv, (2.75)

kde wu,v jsou parametry, M je matice fidicich bodu a c, a ¢, jsou vektorové funkce
parametru v a v. Funkce ¢, a c, lze zapsat ve tvaru

¢ = (Colt), C1(1), Ca(t), Cs(#)) , kde t € (0,1) . (2.76)

Jednotlivé slozky jsou dany predpisem
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Co(t) = —t*+3t> -3t +1,
Ci(t) = 3t2—6t>+4,
Co(t) = =3t +3° +3t+1,
Cs(t) = t°.

y

Obr. 2.16: Ukazka Coonsovy bikubické B-spline plochy

Hranice bikubické Coonsovy B-spline plochy jsou kubické B-spline ktivky. Pti
urcovani okrajové krivky pro u = 0 plati

Co(0) =1, Ci(0)=4, Cy(0)=1, C5(0)=0.

Po dosazeni do rovnice (2.75) dostaneme

P(0,v) = % [1,4,1,0] M, (2.77)
a po uprave ziskame tvar
1 3
P(0,v) = o ;(PW + 4P ; + Pyj)c, . (2.78)

Jedna se tedy o Coonsovu kubickou B-spline krivku, ktera je urc¢ena vrcholy Q;, kde



74

Krivky a plochy v pocitacové grafice

1

Analogicky by totéz platilo pro ostatni tfi okrajové kiivky.

Vyhoda Coonsovy B-spline plochy spociva v napojovani jednotlivych ¢asti na
sebe. Vyslednd plocha se v podstaté skladd z jednotlivych ¢asti o rozméru 4 x 4 bodt
(Poo, .-, Pos) x (Pog,...,P30). Pro dalsi ¢ast nemusime jako v ptipadé Bézierovy
plochy ptidavat dalsi ¢ast plochy o rozmeéru 4 x 4, ale zvétsime rozsah v jednom ze
sméru o jedna (misto 4 x4 bude mit napt. 5x4). Vyslednd plocha se pak bude skladat
ze dvou samostatnych ¢asti, kde prvni bude dana fidicimi body (Pgy,...,Pg3) X
x (Poo,...,P30) adruhd (Pyg,...,Pos) X (P1g,...,Pag).

Vyslednou obecnou plochu m x n bodi budeme analogicky jako Coonsovy B-
-spline ktivky pocitat a vykreslovat postupné, vzdy po castech 4 x 4 bodt. Znamena
to tedy, ze naptiklad pro sit bodu 5 x 7 fidicich bod budeme pocitat 2 x 4 samo-
statnych ¢asti, tedy celkem 8 bikubickych Coonsovych ploch. Vysledna bikubicka
B-spline plocha bude mit parametrickou spojitost tiidy C? a z hlediska modelovani,
bude zména jednoho ridictho bodu ovliviiovat pouze segmenty s nim spojené.

Poznamka 2.56. Coonsova B-spline plocha je specidlnim ptipadem obecnych B-
-spline ploch, kterymi se budeme zabyvat v nasledujici kapitole.

2.11 NURBS krivky a plochy

NURBS krivky a plochy jsou v soucasnosti zfejmé nejpouzivanéjsi reprezentaci obec-
nych kiivek a ploch v fadé aplikaci zahrnujicich oblasti designu a navrhovani. Jsou
podporovany prakticky vSemi vyznamnymi softwarovymi CAD/CAM néstroji. Tato
forma matematické reprezentace krivek a ploch skytd fadu vyhod, a to jak v ramci
reprezentace béznych analytickych tvart jako jsou napr. kuzelosecky, tak pro popis
slozitych obecnych tvart napr. v podobé karoserie automobilii. U slozitych modeli
se uvadi, ze pouziti NURBS ploch pfindsi az 75 % usporu v poc¢tu ploch nebo plétu,
které je nutno vytvorit. V extrémnich pripadech muze byt toto zjednoduseni pro-
vynikajici edita¢ni moznosti. Tvorba ktivek i ploch je intuitivni a manipulace s 7i-
dicimi body méa pouze omezeny lokalni charakter. Neméné dilezita je také podpora
NURBS entit v radé nejpouzivanéjsich vyménnych formati, jakymi jsou standardy
STEP a IGES. Nasledujici kapitoly se budou snazit podat zakladni prehled uzitého
matematického aparatu, ktery je ukryt za ponékud kostrbatou zkratkou NURBS,
tedy Neuniformni Racionalni B-Spline kiivky a plochy.

Tato kapitola navazuje na predesly vyklad Bézierovych kiivek a ploch, které jsou
specidlnim pripadem neracionédlnich B-spline ktivek a ploch. Neracionalni B-spline
jsou podmnozinou obecnéjsich racionalnich B-spline. Vzajemny vztah téchto ttid je
zachycen na obr. 2.11.
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Bézier

Neracionalni B-spline

Obr. 2.17: Vzajemny vztah mezi Bézierovymi, neracionalnimi B-spline a NURBS
kiivkami a plochami

2.11.1 B-spline bazové funkce

Vyznam bazovych funkei spoc¢iva v reprezentaci interpolacniho nebo aproximacniho
schématu vyjadrujictho vztah mezi pribéhem ktivky a fidicim polygonem. Vlast-
nosti tohoto schématu jsou dany volbou bazovych funkei. Napr. pro Bézierovy ktivky
jsou vyuzity Bernsteinovy baze. Ty maji ovSem dvé zasadni omezeni. Pocet Tidicich
bodt urcuje rad kiivky. To znamenad, ze napt. kubicka kiivka musi byt definovana
pomoci pravé ¢tyt kontrolnich bodia. Chceme-li tedy zménit fad kiivky, musime
zmeénit pocet kontrolnich bodt. Dalsim faktorem komplikujicim praktické vyuziti je
globalni povaha téchto bazi. Hodnota funkce je nenulova nad otevienym intervalem
(0,1) a vyslednd podoba parametrické kiivky nad timto intervalem je zavisld na
poloze vsech tidicich bod. To znemoznuje provadét snadno lokalni zmény prabéhu
k¥ivky nebo plochy.

Pred samotnym popisem NURBS kfivek a ploch zavedeme v ivodni podkapitole
pojem bazovych spline funkei (ang. Basis Spline). Castéji jsou oznacovany zkracené
Obecné je spline funkci nekoneéné mnoho. Jako B-spline byva v praxi také casto
nazyvana parametricka krivka, kterd je zobecnénim Bézierovy krivky. V této casti
textu budeme mit pfi pouziti vyrazti B-spline na mysli vyhradné systém béazovych
spline funkci.

Ktivky, které jsou reprezentovany pomoci pouze jednoho polynomialniho nebo
raciondlntho segmentu, jsou limitovany v rozsahu mozného pouziti. A to zejména
z dtivodt potreby vysokého poctu ridicich bodi a s tim souvisejicim rovnéz vysokym
stupném kiivky. To prinasi komplikace s numerickou stabilitou a efektivnosti vypo-
¢tu. Také komplexniho tvaru je mozno dosahnout pouze za cenu vysokého stupné
krivky. Komplikovana je také interaktivni manipulace s takovymi k¥ivkami v softwa-
rovych néstrojich, jelikoz jejich modifikace nemé lokalni charakter. Reseni uvedenych
problémii spoc¢iva v zavedeni krivek, které jsou po ¢astech polynomialni nebo po ¢as-
tech racionalni. Parametricky prostor, nad kterym je krivka definovana, je rozdélen
pomoci zlomovych bodu (ang. breakpoints) ve kterych je zarucen urcity stupen na-
vaznosti jednotlivych segmentti. Timto rozclenénim zajistime moznost lokalni ma-
nipulace s jednim segmentem pii zachovani pozadované navaznosti se sousednimi
segmenty, coz ¢ini praci s takovouto kiivkou mnohem intuitivnéjsi a snazsi.

Pro moznost ménit vliv jednotlivych fidicich bodi na pribéh kiivky je diile-
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zity také tzv. uzlovy vektor. Uzlovy vektor nebo také vektor parametrizaci u =
= (ug, U1, ..., Up,) je definovan jako neklesajici posloupnost m + 1 redlnych cisel,
pricemz plati ug < uq < ... S Uy,

Nyni miizeme definovat i-tou normalizovanou bazovou B-spline funkci stupné p
oznacenou jako NP (u) pomoci rekurentniho Cox-de Boorova vztahu (2.80). Existuji
i jiné formulace, ale z hlediska nasledné pocitacové implementace se rekurentni vztah
jevi jako nejvyhodnéjsi.

1 u; S u <y
0 _ — 141
No(w) = { 0  jinak
(2.80)
U — U; _ U; —Uu _
NP(u) = ———NP"(u) + —2—— NP (u)
Witp — U Uitp+1 — Uit1

Nékdy se misto stupné (ang. degree) hovori o fadu kiivky (ang. order). Mezi
fadem k a stupném p platf vztah k = p+ 1. Usecka je tedy (linearni) kiivka prvniho
stupné a druhého tadu. Nejcastéji se pouzivaji kiivky druhého (kvadrika, p = 2
a k = 3) a tretiho (kubika, p = 3 a k = 4) stupné. Krivky a plochy vyssich radu
vsak mohou vzniknout pri manipulacich s ptivodné jednoduchymi entitami v mode-
lovacich nastrojich. Obecné plati, ze ¢im je Tad vyssi, tim je do vypoctu zahrnuto
vice Tidicich bodt a vypocet trva déle.

Nyni uvedme néktera prima pozorovani plynouci z vyse uvedenych definic.

e Pro vypocet i-té bazové funkce potfebujeme znat uzlovy vektor u a stupen
bazové funkce p.

e Funkce N?(u) je nezaporna pro libovolné i,p a u.
e S vyjimkou p = 0 nabyva funkce N (u) pravé jednoho maxima.

e 7 uvedené definice je ziejmé, ze NP (u) je tzv. skokovd funkce, kterd nabyva
jednotkovych hodnot v intervalu (u;, u;11). Uvedeny interval se ¢asto oznacuje
jako rozpéti uzlu (ang. knot span).

e Predchozi pozorovani lze zobecnit pro funkei NP (u) libovolného stupné p. Tato
funkce nabyva nenulovych hodnot pouze pro u € (u;, u;4,+1) (ang. local sup-
port).

e Pro libovolné rozpéti uzlu (u;, u;11) je nejvyse p+ 1 bazovych funkei stupné p
nenulovych (viz. 2.1). Konkrétné se jedna o funkce

sz—p(u)v sz—p—s—l(u)a tee 7sz(u) .
Diky tomu je B-spline ktivka zavisla pouze na k nejblizsich kontrolnich bodech
a vliv kontrolnich bodi na vysledny tvar kiivky, potazmo plochy, ma pouze
lokalni charakter.
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Soucet vSech bazovych funkei stupné p na intervalu (u;, u;11) je roven 1

Z Ni(u) =1, u € (us us1) -

Jj=i—p

Oznacime-li pocet uzli jako m + 1 a pocet bazovych funkei stupné p pomoci
n+ 1, pak platim =n+p+ 1.

Pozorny c¢tenar si jisté povsimnul, ze definice uzlového vektoru nijak nebrani

v mozném déleni nulou v (2.80). Pro tento piipad zavedeme pravidlo 0/0 )

Funkce N?(u) jsou po ¢éstech polynomiélni funkce definované nad celym obo-
rem realnych ¢isel R. Podstatny je vSak jejich pribéh jen na intervalu (ug, u,, ).

V uzlu s ndsobnost{ k je bazova funkce NF(u) CP™ spojit4d. Pfipometime,
ze krivka je C™ spojitd, pokud ma spojité derivace podle parametru u az do
n-tého radu.

Prubéh bazové funkce NP (u) je zcela urcen relativnim rozmisténim uzli na po-
myslné realné ose. Posunuti téchto bodi ani zména méritka se nijak neprojevi na
pribéhu bazové funkce a ani na tvaru kiivky nebo plochy, ktera je nad témito bazo-
vymi funkcemi definovana. Neformalné feceno, uzlovy vektor pritazuje jednotlivym
polynomtm zacatky a konce jejich vlivu v ramci celého intervalu vymezeného prvnim
a poslednim uzlem.

Rozlisujeme mezi dvéma typy uzlovych vektori, a to periodickym a otevienym
(neperiodickym). Oba tyto typy se dale déli na uniformni a neuniformni.

1.

Uniformni uzlovy vektor (ang. uniform) spliuje podminku rovnomérného roz-
lozeni uzlt. Plati tedy, ze vzdalenosti mezi jednotlivymi uzly jsou konstantni

Uip1 —u; = konst., 0<i<m.
Pitklad: (0.0, 0.25, 0.5, 0.75, 1.0)

Otevieny uniformni vektor (ang. open uniform) je uniformni uzlovy vektor
s vyjimkou k totoznych pocatecnich a koncovych uzli. Pripomenme, ze k znaci
rad bazové funkce.

up=u;, 0<1<k
Uiyr —u; = konst., k —1<i<m-—k
U1 = Ui, M—k+2Zi<m

Pitklad: (1, 1, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 6, 6), (0, 0, 0, 1, 1, 1) pro k = 3



78

Krivky a plochy v pocitacové grafice

3. Neperiodicky uzlovy vektor (ang. non-periodic)

(@,...,a¢,upsq, ..
——

p+1

Piiklad: (1, 1, 2, 3, 4, 4, 6, 6)

Umep1,b, .., b). (2.81)

p+1

4. Vsechny ostatni uzlové vektory se oznacuji jako periodické neuniformni (ang.

non-uniform).

Priklad: (1,1, 1,2,2,3,5,6,6,7,7)

V dalsim vykladu se z praktickych diivodi omezime pouze na neperiodické
(obecné neuniformni) uzlové vektory. Odtivodnéni této volby ponechdme na ¢tenafi.

0.8
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0.2
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Obr. 2.18: Ukézka ¢ty bazovych funkei pro uniformni uzlovy vektor (0,1,...,6).

a) N? je skokova funkce nabyvajici nenulové hodnoty pouze nad intervalem
(ui,uir1). b) N} je po ¢astech linedrn{ funkce (p = 1) rozpinajici se pies dvé uz-
lové rozpéti. c¢) N? je po Castech kvadratickd funkce nad tfemi uzlovymi rozp&timi.
d) N? je po ¢astech kubickd funkce nabyvajici nenulovych hodnot nad ¢tyfmi uzlo-
vymi rozpétimi. A takto bychom mohli pokracovat dale pro vyssi stupné bazovych

funkei
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0.6 - 2 2
N? N2
04 —

0.2 —

I\ M N %
0.6 — N12 N32

0.2 -

0 | | | |
0 0.5 1 15 2 25 3

b)

Obr. 2.19: Bézové funkce neuniformniho uzlového vektoru a) (0,0,0,1.5,1.5,3,3,3)
a b) (0,0,0,1,1,3,3,3). Pro oba piipady plati m =7 a p = 2

2.11.2 Derivace B-spline bazovych funkci

Pri praktickém pouziti neracionalnich i racionalnich B-spline kiivek a ploch se neo-
bejdeme bez znalosti vypoctu jejich derivaci. Casto nastane potfeba vypocitat smér
tecny krivky nebo normalovy vektor plochy v zadaném bodé. Derivace bazové funkce
je dana

p

NP (w) = ————— NI (u).

SNy = —2
Uiqp+1 — Ui

2.82
du * Uity — Uj ( )

Pro vypocet derivaci vyssich fadu vyjdeme z rovnice (2.82) a dalsim derivovanim
obdrzime

dk P dk*l p dk*l

LONP(w) = NP~ () — NP 2.83
duk™ " (@) Uiy — uy duk=1 " e Uippr1 — Uigr dub—1" (W, (283
pricemz plati, Ze derivace vyssich radl nez p jsou rovny nule
dk
—NFP(u) =0prok >p. (2.84)
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1 1
05 - 05
d A0 d arl
0 0
-05 - -05
-1 - -1 -
| | | | | J | | | | | J
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
a) b)

Obr. 2.20: Ukazka derivaci bazovych funkei z obr. 2.19
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‘NOQ SN2 N;‘;L,g,‘
‘ Nol Nil Nil—I—l anz_Q‘
‘ Ny - N? Nﬁq Ni0+2 NO | ‘
Ug -+ U Uit Uj4-2 Ujt+3 T Um

Tab. 2.1: Bézovéa funkce N?(u) # 0 jen pro u € (u;, ui1241). Diivodem je rekurentni
definice B-spline bazovych funkci, kdy bazova funkce stupné p zavisi na funkcich
nizsiho stupné az do p = 0. Vysledkem je trojuhelnikovy vzor zachyceny v uvedené
tabulce

‘ N2 - |NZ,| o [NZ,| N2 N%_3‘
‘ N(} Nil— . Nz'l N#@_2
\Ng NZO NBL—J
U Ui Ui U,

Tab. 2.2: Pro libovolné u € (u;, u;11) je nenulovych nejvyse p + 1 bazovych funkei,
konkrétneé N7 (u), N7, (u),. .. ,N/(u)

1—p+1

2.11.3 Neracionalni B-spline krivky

V této kapitole se seznamime s neraciondlnimi B-spline krivkami . Prvnim, kdo
se zabyval vyznamem B-spline funkci byl v 19. stoleti N. Lobachevsky. B-spline
byly konstruovany pomoci konvoluce urcitych hustot rozdéleni pravdépodobnosti
definovanych nad specialnim uzlovym vektorem. V roce 1946 1. J. Schoenberg pouzil
B-spline pro vyhlazeni statistickych dat. Z hlediska dalsiho aplika¢niho rozsiteni byl
vyznamny objev rekurentni formule C. de Boorem, M. Coxem a L. Mansfieldem.
B-spline krivky predstavuji zobecnéni Bézierovych kiivek.

Parametricka B-spline ktivka stupné p v d-dimenzionalnim prostoru je zobrazeni
C(u) : {ug, upy) — R? a definujeme ji jako linedrni kombinaci m—p bazovych B-spline
funkei N7

C(u) = Z P;N?(u). (2.85)

Body P; € R? tvoii mnozinu n+ 1 i{dicich bodi fidiciho polygonu kiivky C. Kfivka
je definovana nad intervalem (a,b), kde a a b jsou krajni uzly uzlového vektoru u.
V dalsi casti textu se omezime na specidlni ptipad neperiodického neuniformniho
uzlového vektoru, ktery je v praxi pouzivan nejcastéji

u=(a,...,a,Upi1,..,Up—p-1,0,...,b).
—— ——

p+1 p+1
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Nasobnost krajnich uzla zajisti, ze vysledna kiivka vzdy prochazi pocatecnim Py
a koncovym P,, fidicim bodem.
Opét uvedme néktera dulezita pozorovani.

e C je po ¢astech polynomidlni kiivka, jelikoz i jeji bazové funkce N? jsou po-
lynomialni funkce.

e Stupen krivky p, pocet tidicich bodd n + 1 a délka uzlového vektoru m + 1
jsou vzajemné svazany vztahem

n+l=m-—p.
"fNZ Ng
!
Lo N2 N2 N2 ®
\
0.8 -\ N2 2 3 4 N2 /
P /
| 1 e ~ 5 /
\ =~ , \ Pl /
0.6 - \ /// \\\ / B /// NS
\ \ / AN / N/
X / \ / \ A
04 // \\ // N // \\ / \\
/ A\
,/ \\ ’ \ / \ // \
/ / \ , \ / \
/ \\ // \\ 7 \\ / \
4 / \
0.2 71/ \></ N L N \
/ 7N N AN \
/ - AN SN s S \
o boe” S~ IO el o
0 1 2 3 4 5
a)

Obr. 2.21: a) Kvadratické bazové funkce pro uzlovy vektor (0,0,0,1,2,3,4,5,5,5).
b) Kvadratickd B-spline krivka nad uvedenym uzlovym vektorem s vyznacenym
vlivem bazovych funkci. Porovnejte vliv jednotlivych bazi s tab. 2.2

Vyjmenujme alespon nékteré zakladni vlastnosti B-spline kiivek.



2.11 NURBS krivky a plochy 83

1 —

2 2
\\\ N() N6
08 - 2 2 N, 32 2 2
\\ N. 1 Nz — N4 N, 5
06 - o=~ _ NN P
\\ , AN /// AN e
X % <
04 /N N
[/ \\\ /// \\ // \\
! \ ,/ Pid AN
0.2 |-/ % -
4 s \\ /’/ S~ //
i e NP4 S~ -
o lezt --7=% l \ IRt l
0 1 2 3 4
a)

Obr. 2.22: a) Kubické bazové funkce pro uzlovy vektor (0,0,0,0,1,2,3,4,4,4,4).
b) Kubicka B-spline kiivka nad uvedenym uzlovym vektorem s vyznac¢enym vlivem
bazovych funkci. Opét porovnejte vliv jednotlivych bazi s tab. 2.2

e Suma vSech bazovych funkei je pro jakykoli parametr u € (ug, u,,) rovna 1.

m—p—1

> N(u)=1 (2.86)

1=0

e S vyjimkou béazové funkce druhého stupné, ma kazdad bazova funkce pravé
jeden extrém.

e Nejvyssi stupen krivky je roven poctu kontrolnich bodt minus 1.

pSm—p—1 (2.87)

e Libovolna afinni transformace kontrolnich bodu ma stejny efekt, jako aplikace
téze transformace na vsechny body krivky.

e Cela krivka se nachézi v interiéru konvexniho obalu jejich tidicich bodi.
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v Py P,

Obr. 2.23: Kvadraticka kiivka s dvojnasobnym fidicim bodem Py, = P53 a uzlovym

vektorem (0,0, 0,}1, ;,i,l 1,1)

Derivace

Vztah pro vypocet k-té derivace B-spline kiivky ziskdme snadno pomoci derivace
bézové funkce (2.83)

iP‘—NP (2.88)

du’f

Ukazku derivaci B-spline kfivky si lze prohlédnout na obr. 2.26.

2.11.4 Konvexni obal B-spline krivek

Tvrzeni o vlastnostech konvexniho obalu je v pripadé B-spline kiivek silnéjsi, nez
je tomu u Bézierovych ktivek. Pro B-spline kfivku stupné p plati, ze bod kfivky
lezi uvnitt konvexniho obalu p + 1 okolnich bod. Tudiz vSechny body B-spline
krivky musi lezet uvnitt sjednoceni vSech konvexnich obalii vytvorenych kolem p+1
nasledujicich vrcholt fidictho polygonu. Na obr. 2.27 lze vidét ukazky konvexnich
obalt kiivek riznych stupnt se shodnymi ridicimi body.

2.11.5 Plocha jako tenzorovy soucin dvou krivek

Pred néasledujici kapitolou si ujasnéme klicovy pojem nutny k prechodu od ktivek
k plochdm, a tim je tenzorovy soucin. Tenzorovy soucin dvou mnozin, napt. {1,2, 3}
a {z,y}, je mnozina vsech dvojic, v nasem pripadé {(1,z), (1,v), (2,2), (2,y), (3, ),
(3,9)}. Pro vektory a = (aj,as,a3)" a v .= (by,ba, bs,b4)7 by tenzorovy soucin
nabyval podoby



2.11 NURBS krivky a plochy

85

aq Clel a11)2 a1b3 CL1b4
a® b = abT = Qo [ b1 bg bg b4 } = CLle CLng a2b3 CL2b4
as agbl CL3b2 a3b3 a3b4

Podobné je tomu v pripadé nasledujicich ploch, jejichz nové bazové funkce dvou
parametri v a v jsou vysledkem soucinu paru B-spline bazovych funkci.

2.11.6 Neracionalni B-spline plochy

Neraciondlni B-spline plochy jsou casto vyuzivany v oblastech, které vyzaduji re-
prezentaci hladkych a plynule navazujicich ploch. Takovéto plochy jsou typické pro
oblasti designu, automobilového, leteckého ¢i lodarského primyslu. B-spline plocha
je definovana jako nasledujici tenzorovy soucin

S(u,v) = Z Z PNy (u)Nj(v), (2.89)

i=0 j=0
kde uzlové vektory u a v tvaru

u = (a,...,0,Ups1,- - Upr—p_1,b0,...,b)
— ——

p+1 p+1
v = (¢...,C U1,y Us—go1,d, ..., d)
—— ——

q+1 q+1

citaji celkem 7 + 1, resp. s + 1 uzld. Sit fidicich bodt P; ; tvoii pravidelnou miizku
o rozmérech (n+ 1) x (m+ 1). Vzdjemné vztahy mezi pocty kontrolnich bodi a dél-
kami uzlovych vektori jsou dany nasledujicimi predpisy

r=n+p+1 a s=m+qg+1.

Poznamenejme, ze pii praktickém pouziti se casto setkdme s normovanym tvarem
uzlového vektoru, napt. (0,0,1,2,3,4,4) = (0,0,4,3,3,1,1). Pak pro krajni uzly
plati, ze ug = 0 a u,, = 1, pricemz relativni rozlozeni jednotlivych vnittnich uzli
zustava zachovano.

Nyni uvedme nékteré zakladni vlastnosti tenzorového soucinu bazovych funkei,
které vychazi z jiz uvedenych vlastnosti jednotlivych bazovych funkeci jedné pro-

ménné.

e Obé bazové funkce N/ (u) a Nj(v) jsou nezaporné, a tedy i jejich soucin je
nezaporny

N{(u)Ni(v) 2 0. (2.90)
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Soucet vsech bazovych funkci je v daném bodé parametrického prostoru roven
1

0]2::0 N/ (u)Ni(v) =1 pro vSechny (u,v) € (a,b) x (c,d) . (2.91)

n o m
=07

Soucin bazovych funkei mimo meze parametrického prostoru je nulovy

n m

Z > N (u)N(v) =0 pro viechny (u,v) ¢ (a,b) x (c,d) . (2.92)

Pro vSechny mnoziny (u;,, ti,+1) X (Vj,, vj,+1) plati, ze nejvyse (p +1) (¢ + 1)
bazovych funkci je nenulovych, konkrétné se jedna o funkce

N/ (u)N{(v) 20 pro dp—p=iZip a jo—q=j=jo. (2.93)

Je-li p > 0 a g >0, pak Nj(u)N;(v) nabyva pravé jedno maximum.

Nyni se miizeme podivat alespon na nékteré vlastnosti neracionalnich B-spline

ploch.

Je-llin =p,m=g¢q u=(0,...,0,1,...,1) av = (0,...,0,1,...,1), pak
S(u,v) je Bézierova plocha.

Plocha prochézi (interpoluje) ¢tyti rohové body miizky fidicich vrcholi:
S(a,c) = Pog, S(b,c) = P,o, S(a,d) = Py, a S(b,d) = Py, coz plyne
z identity

Ny(a)Ng(c) = N7 (b)Ng(c) = Ni(a) Ny (d) = NR(O)Nj(d) =1.  (2.94)
Chceme-li aplikovat afinni transformaci na plochu S(u, v), staci transformovat
pouze Tidici vrcholy.

Je-li (u,v) € (wiy, ig+1) X (Vjy, Vjot1), Pak bod S(u,v) lezi uvnitt konvexniho
obalu fidicich bodu P; j, kde i —p S i<ipa jo—q¢ = j < jo.

Triangulovana sif ridicich bodu tvori po ¢astech planarni aproximaci S a stejné
jako v pripadé kiivek (viz. obr. 2.27) plati, Ze ¢im je nizs$i stupen plochy S,
tim je aproximace lepsi.

Diky lokalité bazovych funkei se zména polohy fidiciho bodu P; ; projevi pouze
nad podoblasti (u;, ui1p+1) X (v;, Vjte11) parametrického prostoru.



2.11 NURBS krivky a plochy

Derivace

Parcialni derivace neracionalnich B-spline ploch az do fadu d véetné je mozno ziskat
podle vztahu

8k+l n m dk dl
Furgu oY) = ; ;0 Pijgw Vi (W N (v), (2.95)

kde0 S k+1=d

2.11.7 Racionalni B-spline kiivky (NURBS)

V této podkapitole definujeme racionalni zobecnéni predchozich B-spline forem a jedna
se 0 B-spline v projektivnim rozsiteni euklidovského prostoru. Zkratka NURBS zna-
mené neuniformni raciondlni B-spline (ang. NonUniform Rational B-Spline) kiivky
a plochy. To, zZe je krivka ¢i plocha neuniformni znamena, stejné jako v predchozich
pripadech, Ze jednotlivé uzly nemusi byt rozlozeny v rdmci uzlového vektoru rovno-
meérné. Racionalita prinasi moznost specifikovat vahu kazdého ridiciho bodu, coz dale
rozsifuje moznosti manipulace s podobou vysledné kiivky nebo plochy. Racionélni
B-spline plocha je jednotna matematicka reprezentace schopna popsat bézné ana-
lytické plochy jakymi jsou roviny, konické plochy zahrnujici kulové plochy, vsechny
regularni kuzelosecky, kvadriky a volné plochy. Napt. Bézierovy krivky umoznuji
popis parabol, ale dalsi kuzelosecky je jimi mozné nahradit pouze priblizné. V sou-
casnosti se jedna o priumyslovy standard v oblasti ndvrhu a reprezentace ploch tzv.
A tridy. Mezi zasadni vyhody patti:

e Jednotna a flexibilni forma pro reprezentaci siroké skaly tvart.
e Numericky robustni a pomérné rychlé algoritmy pro vypocet bodu a derivaci.
e Invariantni vici afinni i perspektivni transformaci.

e Jsou zobecnénim neracionalnich B-spline a neracionalnich i racionalnich Bé-
zierovych ktivek a ploch.

e Neracionalni B-spline nebo Bézierovy kiivky mohou aproximovat kruznice, ale
nelze je jimi reprezentovat presné. Pomoci raciondlnich B-spline lze reprezen-
tovat jakoukoli kuzelosecku, ackoli tato reprezentace neni jedinecna.

NURBS krivka fadu p je na intervalu u € (a,b) definovana nasledovné
i=0

i w;N{ (u)
=0

Clu) = , (2.96)
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kde P; je n + 1 vrcholu fidicitho polygonu, w; >= 0 jsou vahy pridruzené k jednot-
livym bodum a N?(u) jsou bazové funkce stupné p definované nad parametrizaci
neperiodickym a neuniformnim uzlovym vektorem tvaru

U= (a,...,a,Up41,--,Um—p-1,b,...,b),
N—— ——
p+1 p+1

citajictho m + 1 uzli. Pomoci racionédlnich bazovych funkei

w; N} (u)
> weNE(u)
k=0

muzeme rovnici (2.96) prepsat do nasledujictho tvaru

RP(u) = (2.97)

= En: P,RP(u) . (2.98)

Vyznam vahy w; spociva v moznosti ridit miru vlivu bodu P; na vysledny pri-
béh kfivky Neformélné feéeno éim je vaha Vétéi tim se kfivka Vice pﬁmyké k pri-
mensi vliv na Vyslednou podobu krivky. V prlpade, ze je vaha w; nulova, nemaji
soufadnice bodu P; vliv na vysledny tvar kiivky. Vaha mtze byt také zaporna,
mnohé nastroje vsak tuto moznost vibec nepodporuji. Dochazi k poruseni vlast-
nosti konvexniho obalu, bod kfivky mutze lezet mimo néj. Jelikoz lze vahy w; bodt
P; reprezentovat pomoci homogennich souradnic P = (w;x;, wiy;, w;z;, w;), lze na
raciondlni NURBS kfivku nahlizet jako na neraciondlni B-spline kfivku ve 4-dimen-
zionalnim prostoru. Ke kazdému bodu P}’ v homogennich soufadnicich lze nalézt
korespondujici bod v 3D euklidovském prostoru pomoci perspektivniho mapovani
H : (wz,wy,wz,w) = (wz/w,wy/w, wz/w,w/w) = (z,y,2,1) = (z,y,2) € R3.
Vztah (2.96) mizeme upravit do podoby

n

C"(u) =Y PPNF(u) (2.99)

=0

a obdobné muzeme ziskat z (2.88)

dk
1C" () Z Pw—NP (2.100)

Racionalni ktivku obdrzime zpét pomoci H

C(u) = H{C"()} = H {Z P;ng’(u)} . (2.101)
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Derivace

Derivace racionalnich funkei jsou komplikovanéjsi. Zavedme nasledujici znaceni

C(u) = = , (2.102)

kde vektorova funkce A (u) = (x*(u),y"(u), 2" (u)) je tvorena prvnimi tfemi sloz-
kami C%(u), tedy

Au) = i NY (u)w;P; (2.103)

1=0

a funkce w(u) reprezentuje homogenni souradnici

w(u) = Z NP(u)w; . (2.104)

Prvni derivaci vypoc¢teme z (2.102) pomoci vzorce pro derivaci podilu a obdrzime

d d
4oy - MOEAY - gAY
du w(u)?
w(u) (d%A(u) - %w(WC(“)) (2.105)
- w(u)?
d d
_ @ (u)—@w(u)C(u)
w(u) 7

kde obecné k-tou derivaci funkce A(u) vypocteme snadno s pomoci (2.83)

a” "L dF
dukA(u) 2 3t NP (u)w;P; (2.106)

a obdobné ziskdme také derivace funkce w(u)
k nook
d s,

=0

Pro vyjadreni vztahu pro derivace k-tého tadu kiivky C(u) vyuzijeme rovnost
A(u) = w(u)C(u) z (2.102) a Leibnizuv vzorec (derivace souc¢inu dvou funkei)
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a* dF R\ dF
a4 - & C(u)) =
frh ) = g o) =32 (7) fru) o)
= (2.108)
= Lo+ Y () L o
- duk — \i du? duk—i ’
z ¢ehoz primo plyne hledand derivace
—A — — —0C
o a2 (f) g o
4 _ i= 2.1
——C(u) o (2.109)

V praxi se nejcastéji zajimame o prvni a druhou derivaci. Prvni derivaci mame
jiz vyjadrenou rovnici (2.105). Druhou derivaci ziskdme polozenim k£ = 2 v obecném
vztahu (2.109) a obdrzime

d? d d d?
2 —A(u) —2—wlu)—C(u) — —w(u)C(u
R <>£&)<> gevcw

2.11.8 Racionalni B-spline plochy (NURBS)

V této kapitole se konecné dostavame k NURBS plochdm, které definujeme ob-
dobnym zpusobem jako tomu bylo u neracionédlnich ploch na zakladé tenzorového
soucinu racionalnich B-spline krivek z predchozi kapitoly. NURBS plocha stupné p
ve sméru u a stupné ¢ ve sméru v je na intervalu (u,v) € (a,b) x (¢,d) po ¢astech
racionalni vektorova funkce dvou proménnych

D) Pijwi NP (u) N (v)

i=0 j=0

> wi NP (u)Ni(v)

i=0 j=0

S(u,v) =

: (2.111)

kde P;; je sit (n + 1) x (m + 1) vrcholi Tidici mfizky, w;; jsou vahy pfidruzené
k jednotlivych bodim (jejich vyznam je obdobny jako v pripadé NURBS kiivek)
a N{(u), resp. Nj(v) jsou B-spline bazové funkce stupné p, resp. ¢ definované nad
parametrizaci neperiodickymi a neuniformnimi uzlovymi vektory tvaru

u = (a,...,0,Upg1s-- s Up—p-1,b,...,b)
—— ——

p+1 p+1
V o= (¢ CUgity ey Us—go1,d, ..., d)
—— ——

q+1 q+1
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kder=n+p+1as=m+ q+ 1. Zavedenim po ¢astech racionalni bazové funkce

, wi ;N7 (u)Nj (v)
R (w,0) = < (2.112)
> D w N ()N (v)
k=0 1=0
1ze rovnici (2.111) prepsat do tvaru
S(u,v) = ZP R (u,v) (2.113)
=0 7=0

Vlastnosti racionalnich bazovych funkei Rf} ’]q(u, v) plynou z jiz zminénych vlast-
nosti neracionalnich bazovych funkei Ny (u) a Ni(v), a proto se jimi nemusime na
tomto misté znovu detailnéji zabyvat, jen pripomenme, Ze se jedné o nezapornost,
normalizovany tvar, lokalitu, podminku existence pravé jednoho extrému a interpo-
laci rohovych bodt mrizky. Zminit vSak miizeme jednu novou vlastnost.

Lok . _ p.q _ NP q <

. quu—h vSechny vahy w; = a a a # 0, pak R’} (u,v) = N} (u)Nj(v) pro viechny
i,7.

Nyni pfimo navazeme nékterymi vlastnostmi NURBS ploch.

e Predpokladejme, Ze w; ; = 0 pro vSechna i, j a (u, v) € (Wiy, Uig+1) X (Vjo, Vjot1),

pak seproig—p < i Sigajo—q < j = jo bod S(u,v) nachézi uvnitt konvexni
obélky fidicich bodt P; ;.

e NURBS jsou invariantni vii¢i afinni i perspektivni transformaci.

e Zméni-li se poloha bodu P;; nebo vdha w;;, projevi se zména tvaru plochy
pouze v ramci parametrické oblasti (u;, witpr1) X (U5, Vjtqr1)-

e Neracionalni B-spline a neraciondlni i racionalni Bézierova plocha jsou speci-
alni pripady NURBS ploch.

e NURBS plocha S(u,v) je (p—k)-krat, resp. (¢—k)-krat spojité diferencovatelna
v uzlovém bodé u, resp. v o nasobnosti k.

Jelikoz Ize vahy bodu reprezentovat pomoci homogennich souradnic tak, ze P}; =
= (W; %, Wi jYi j, Wi %, Wi ;), 1ze na NURBS plochu nahlizet jako na neracionalni
plochu ve 4-dimenzionalnim prostoru a vztah (2.111) miZeme upravit do podoby

S¥( ZZP“’ NP (u)N{(v). (2.114)

i=0 7=0

kde S*(u, v) je bod na plose v homogennich souradnicich a plati S(u, v) = H {S*(u,v)}.

Poznamenejme, ze S”(u, v) je po ¢astech polynomialni (neracionédlni) plocha v 4-roz-
mérném prostoru.
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Derivace

Derivace raciondlnich funkci jsou komplikovanéjsi. V predchozi kapitole jsme odvo-
dili derivace k-tého fadu pro raciondlni B-spline kiivky (2.109). Obdobnym postu-
pem muzeme dojit také k predpisu pro vypocet parcidlnich derivaci NURBS ploch.
Vzhledem k tomu, zZe se jedna o pomérné zdlouhavé odvozeni, omezime se zde pouze
na uvedeni vysledného vztahu

k+1 1 k+1
0 ( 0 A(u,v)

aukavls(u’v) ~ w(u,v) \ duko

k . '
k aZ ak—z+l
R i=1 <Z) %w(u,v)ms(u’ v)

1 . .
I\ 07 ak—i—l—]
_2_: ( )%M(U,U)WS(U,U)

j=1 J
FOrEN < 71\ 9t oh—itii
_; (z) ; (]) duige V) gumigu S ) | -

(2.115)
Zavérem se jesté pokusme vyjadrit z rovnice (2.115) nasledujici ¢asto pouzivané
parcialni derivace

2 1 0? 0?
au(%S(u,v) ~ w(u,v) 8u8vA(u’U)_8uavw<u’v)s<u’1})

(2.116)
0 0 0
_a_w(ua v)a S(u,’u) - %w@% v)%S(u,v)) )
02 1 0? 0 0
wS(u, v) = w(u0) (8u2A(u’v) 2%w(u,v)a—u8(u,v)
(2.117)
o2
—%’IU('LL,U)S(U,, ’U)) ’
2 1 0? 0 0
@S(u,v) = w(u) <@A(u,v) 2%w(u,v)%8(u,v)
(2.118)
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b)

Obr. 2.24: Priklady kubickych ktivek s dvojnasobnym fidicim bodem Py = Pj
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Obr. 2.25: Kubickd B-spline kfivka s uzlovym vektorem (0,0,0,0,1,1,1,1) nebo
také kubicka Bézierova krivka jakozto specialnim ptipad

& C3)
/ 2 u?
L.¢(0) d o) !
o 8
el
C(1) / aw C)
45C(0)
\ y /Y ~
9 { d d33(3 3
Lo /] wCl e < ()
P, =|C(0) ) v P; = C(3)
45C(2) 7 |
C(2)
N &
AN
LC(2)

=rei(1)

Obr. 2.26: Kubickd B-spline kiivka s uzlovym vektorem (0,0,0,0,1,2,3,3,3,3).
Prvni, druhd a tfeti derivace jsou vypocteny pro parametry u € {0, 1,2,3}. Délky
vektort jednotlivych stupnt derivaci jsou upraveny koeficienty 0.5, 0.25 a 0.08
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Obr. 2.27: Konvexni obal B-spline kiivky stupné a) p =1, b)p=2a c¢) p =5.
Vsimnéte si, ze v pripadé krivky stupné 1 je konvexni obdlka totozna s fidicim
polygonem
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Obr. 2.28: Kvadraticky x kubicky B-spline povrch. Prislusné bazové funkce jsou pa-
rametrizovany uzlovymi vektory u = (0,0,0,1,2,3,3,3) av =(0,0,0,0,1,2,2,2,2).
Ridici sit obsahuje 5 x 5 bodii
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/ s..

Obr. 2.29: Bikubickd B-spline plocha nad uzlovymi vektory u = v =
= (0,0,0,0,1,1,1,1). Ridici sit obsahuje 4 x 4 bodfi. Zobrazené parcidlni derivace
jsou vypocteny v bodé S(0.5,0.3)
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Obr. 2.30: Raciondlni kubickd B-spline kfivka s wuzlovym vektorem
(0,0,0,0,1,2,3,3,3,3). Vaha ridictho bodu Pj3 nabyva pro kazdou krivku po-
stupné hodnoty {1,1.4,2,3,5,10}, ostatni vahy jsou pevné nastaveny na hodnotu 1.
Cérkovana kiivka je ekvivalentni s neracionalni B-spline kiivkou z obr. 2.26. Délky
vektort jednotlivich stupni derivaci vypoétenych podle (2.109) jsou upraveny
koeficienty 0.5, 0.25 a 0.08
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Kapitola 3

Modelovani téles

Modelovani téles je v pocitacové grafice tlohou zésadni dilezitosti. Prace s télesy
(byt rtzného technického vyznamu) je také spolecnou vlastnosti mnoha CAD sys-
tému pro strojirenstvi, stavebnictvi atd. Existence trojrozmérného modelu umoznuje
ziskat jakoukoli geometrickou informaci o vytvareném objektu. Lze napt. ziskat in-
formace pro libovolné zobrazeni objektu véetné fezli. Lze vypocitat takové charakte-
atd. Déle muze trojrozmérny model slouzit k automatizované pripravé zadani pro
vypocty metodou konec¢nych prvki. S vyuzitim trojrozmérného modelu lze téz uva-
zovat o automatizovaném rozpoznavani tvari vzniklych v pribéhu modelovani -
geometricky model se tak muze stat vychodiskem pro systémy CAD s jistymi prvky
inteligence.

Modelovani téles zabezpecuji systémy resp. podsystémy, které byvaji nazyvany
objemovymi modeléfi (solid modelery). Problematika modelovani téles (reprezen-
tace téles v pocitaci) a realizace odpovidajicich modelaru tvori vyznamnou oblast
pocitacové grafiky, ktera se vyvinula v samostatné odvétvi. Pocatky vyvoje této
oblasti spadaji priblizné do sedmdesatych let dvacatého stoleti. Od té doby bylo do-
sazeno pozoruhodnych vysledki, které do zna¢né miry podminily rozmach systému
CAD. Presto vsak nelze vyvoj v této oblasti zatim povazovat za zcela uzavieny.

V této kapitole se budeme problematikou objemového modelovani zabyvat po-
drobnéji. Ze znamych metod modelovani se zamérime zejména na dvé z nich, a to na
reprezentaci téles pomoci povrchu (boundary representation) a na tzv. konstruktivni
geometrii téles (constructive solid geometry). Vzdy se téz budeme zabyvat feSenim
problému vyvolanych potfebou provadét vypocty (napr. zobrazeni, booleovské ope-
race) nad modely uvedenych typr.

Jesté driv, nez se pustime do feseni uvedenych praktickych problémi, musime se
nejprve vénovat otazce, co povazujeme za téleso. Namitnete, zZe to je jasné. Vite to
vsak pravdépodobné jen intuitivné. To pro pocitacové zpracovani nestaci, protoze
pocitac¢ vasi intuici nema. Teoreticky ivod se miize ¢tenari zdat ponékud neprijemny.
Pro r4dné pochopeni problematiky je vSak alespon néjaka znalost v tomto ohledu
nezbytna. Vérime, ze cilevédomy ¢tenar jisté nalezne dost sily k tomu, aby tvodni
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podkapitoly ,prezil“. Zavéry z teoretického tivodu vyuzijeme pozdéji, a to zejména
pri popisu téles pomoci hrani¢ni reprezentace.

3.1 Topologické prostory a topologicka ekvivalence

Chceme-li se seridznéji zabyvat problémem, jak je mozné definovat a popisovat télesa,
sotva se muzeme obejit bez pojmu jako je topologicky prostor, topologické zobrazeni
a n-manifold v £™. Uvedené pojmy zavedeme v této podkapitole. Poznamenavame,
ze se jedna o vcelku rozsahlou a naroc¢nou partii matematiky. My se zde proto
musime spokojit jen se zadkladnimi informacemi a terminologii, které budeme pozdéji
vyuzivat.

Topologicky prostor je mnozina X spolu se systémem svych podmnozin 7. Sys-
tém 7 musi spliovat nasledujici axiomy: 1) § € 7, X € 7; 2) prunik konecného poctu
mnozin z 7 musi byt opét v 7; 3) sjednoceni libovolného poétu mnozin (i nespocet-
ného) z 7 je opét v 7. Systém 7 mnozin tedy musi byt uzavieny viuci koneénému
pruniku a libovolnému souétu (a to i s nespocetnym poctem prvkii). Souboru 7 ¥i-
kame topologie na X. Mnoziny v 7 pak nazveme oteviené mnoziny a jejich doplnky
v X uzaviené mnoziny. Topologicky prostor budeme znacit (X, 7).

Podmnozinu U C X topologického prostoru (X, 7) nazveme okolim bodu p, pokud
existuje prvek O € 7 takovy, ze p € O a plati O C U. Okoli bodu p budeme znacit
U(p). Zobrazeni f topologického prostoru (X, 7) do topologického prostru (X', 7’)
je spojité, jestlize obraz kazdého okoli bodu p v (X, 7) je soucasné také okolim bodu
) v (X',7).

Jestlize f je bijekef a f i f~! jsou spojitd zobrazeni, pak se f nazyvi homeo-
morfizmem (topologickym zobrazenim). Dva topologické prostory jsou topologicky
ekvivalentni, jestlize mezi nimi existuje homeomorfizmus. Homeomorfismus je vza-
jemné jednoznacné zobrazeni mezi topologickymi prostory, které zachovava topolo-
gické vlastnosti. Z pohledu topologie maji tedy oba prostory stejné vlastnosti (jsou
stejné). Homeorfismus ma pro definici pojmu téleso zasadni vyznam (mé ale také vy-
znam pri definici pojmu jako je krivka ¢i plocha). Obr. 3.1 ukazuje nékolik prakticky
vyznamnych ptiklad homeomorfismu.

P1i popisu téles, a to zejména jejich hranice, vyuzijeme pojmu n-manifold v E™
(konkrétné zejména 2-manifold v E®). Sezndmime se proto s timto pojmem podrob-
néji. N-manifold v E™, kde m 2 n, je takovd podmnozina E™, kterd je homeomorfni
s E™. 'V tomto pripadé bychom mohli jesté doplnit, ze se jednd o tzv. manifold bez
hranice. N-manifold v E™ s hranici je pak podmnozina E™, ktera je homeomorfni
s pozitivnim poloprostorem E"t = {(zy,...,z,) € E"|z; = 0}. Prakticky dopad
ukazuje obr. 3.2. Jako téleso uvazujeme kouli. Hranici télesa je kulova plocha. Kulova
plocha je 2-manifoldem v E®. Obr 3.2 pfimo ukazuje homeomorfismus prokazujici
uvedené tvrzeni.

Pravé uvedenou definici by bylo dale mozné ponékud modifikovat, a to takto: N-
-manifold v E™, je takovd podmnozina E™, v niz okoli kazdého bodu je homeomorfni



3.2 Soubor simplexti

101

<>

e

oA ALO
O

-4 -

Obr. 3.1: Nékteré prakticky zajimavé piiklady homeomorfismu: Kiivka v £ je home-
omorfni s intervalem v R; plocha je homeomorfni s oblasti v R?; tisecka je topologicky
ekvivalentni ktivce; trojuhelnik je ekvivalentni kruhu; ¢tytstén je ekvivalentni kouli.

-

S

Obr. 3.2: Kulova plocha jako 2-manifold v E3; homeomorfismem je zde projekce
bodt kulové plochy z bodu S na rovinu E2.

s E™ pripadné s E™*. Pokuste se sami promyslet dusledky této modifikace; kterou
pozdéji vyuzijeme.

Piiklad 3.1. Protoze kruh je homeomorfni s £?, mtiizeme také fici, Ze 2-manifold bez
hranice v E? je takova mnozina bodi v 3, v niZ je okoli kazdého bodu homeomorfni
s kruhem. Jak uvidime pozdéji, je toto tvrzeni nazorné praktické.

3.2 Soubor simplext

Vysvétleme déle, jak lze pojem téleso a jeho hranici zavést kombinatoricky. Je to
zajimavé i praktické zaroven. Pri trose trpélivosti ¢tenar jisté shleda, Zze vSechny
pojmy, které jsou zde zavedeny, plné odpovidaji intuitivni predstavé, ze povrch télesa
lze pokryt trojihelnikovou siti nebo Ze celé téleso lze vyplnit Ctyfstény (trojihelnik
i ¢tyTstén zde ale chapeme z pohledu topologické ekvivalence; hrany ani stény nemusi
byt rovinné). Jen snaha o urcitou formalni preciznost a systemati¢nost se snad muze
zdat pri prvnim ¢teni ponékud nepratelska. Jestlize si ale ¢tenar béhem ¢teni vykladu
bude jeho obsah soucasné také zakreslovat, jisté tuto potiz snadno prekona.
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Necht pg a py jsou dva ruzné body. Jejich konvexni kombinaci je mnozina (pg, p;) =
= {Apo + (1 = N)p1]0 £ XA £ 1}. Z geometrického pohledu je (pg, p1) tsecka. Po-
dobné muzeme definovat konvexni kombinaci d + 1 bodu vztahem (py,...,ps) =

d
= {>> MprlMe 2 0,>° A\ = 1}. Koeficienty A, v predchozim vyrazu se nazyvaji
k=1

barycentrické soutadnice. Rekneme, 7e body jsou linedrné nezavislé, jestlize Zadny
z nich neni obsazen v konvexni kombinaci zbyvajicich. Jestlize p; je mnozina linedrné
nezavislych bodi, pak jsou barycentrické souradnice kazdého bodu v (po, . .., pa) je-
dinec¢né.

Pojmem d-simplex rozumime konvexni kombinaci d+1 linearné nezavislych bodi,
d je pak dimenzi simplexu. Je zfejmé, ze 0-simplex je bod, 1-simplex je tsecka, 2-
-simplex je trojuhelnik, 3-simplex je ¢tyrstén atd. Hranice d-simplexu (nazvéme ji
S) sestava ze vSech (d — k)-simplexti obsazenych v S, kde 0 < k < d. Kazdy simplex
hranice budeme dale nazyvat sténou, k-simplex, ktery je soucasti hranice, pak také
k-sténou. Neni obtizné overit nasledujici tvrzeni: 1) kazdy d-simplex ma prave (ZE)
k-simplext, které jsou jeho k-sténami; 2) kazdé dva d-simplexy jsou homeomorfni.
Soubor simplextu (oznacme jej C') je koneénd mnozina simplexti vyhovujici nésle-
dujicim podminkdm: 1) Necht S je simplex a S’ jeho libovolnd sténa. Je-li S € C,
pak musi také byt S’ € C. 2) Necht S; a Sy jsou dva simplexy z C. Pak prunik S,
S5 je bud prazdny nebo musi byt opét simplexem z C. Dimenze souboru simplext
je definovana jako maximum dimenze jednotlivych simplexti, které jsou v souboru
obsazeny. Dimenze simplexu je invariantni vici spojitému zobrazeni. Jestlize S je
d-simplex a d > 0, pak hranice S je soubor simplexii dimenze d — 1.

Podmnozina E™ je triangulovatelna, jestlize je homeomorfni se souborem sim-
plexii. Triangulovatelna mnozina je také nazyvana topologickym mnohosténem. Po-
znamenejme, ze tohoto terminu zde neni uzito v geometrickém smyslu. Nemusime si
tedy predstavovat skutec¢ny mmnohostén, na jaky jsme byli doposud zvykly, protoze
homeomorfizmus muze zobrazovat linearni utvary do zakrivenych. Tak napr. koule
v E3 je také topologicky mnohostén, protoze je homeomorfni s 3-simplexem.

Necht S je d-simplex. Vlastni podmnozina {qo, . . ., ¢} mnoziny vrcholu simplexu
S definuje r-simplex S, ktery je sténou S. Necht {¢,41, . .., qq} jsou zbyvajici vrcholy
S. Tyto vrcholy definuji dalsi sténu S5. Stény S7 a Sy nazyvame protilehlymi. Necht
S a S’ jsou simplexy v souboru simplexu. S, S’ nazveme prilehlymi, jestlize oba
obsahuji tutéz sténu S”. Rekneme také, Ze S a S’ inciduji s S”. Soubor simplexti C
nazveme souvislym, jestlize pro kazdou dvojici S, S’ z C lze v C nalézt posloupnost
simplexu Sy, ..., S, tak, ze S = 51, 8" =S, apro 1 < k <r Sy inciduje s Sp41 nebo
Sk je sténou Skyq. Déle necht S je simplex v souboru simplexti C'. Pfedpokladejme,
ze s S inciduje s koneénd mnozina simplexu {Si,...,S5,} v C (pro kazdy incidujici
simplex je S jeho sténou). Necht 7T; je sténa simplexu S; protilehld sténé S. Mnozinu
vSech protilehlych stén 7; (1 < ¢ < r) nazveme link S.

Nyni jiZz miizeme definovat 2 a 3-manifoldy v E® s vyuZitim souboru simplex:
2-manifold v E? bez hranice je homeomorfni se souborem simplextt C' dimenze 2
spliujicim nasledujici podminky: 1) s kazdym 1-simplexem v C' inciduji pravé dva
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2-simplexy; 2) link kazdého O-simplexu v C' je kruznici (triangulaci kruznice). 3-
-manifold v E? bez hranice je homeomorfni se souborem simplextt C' dimenze 3
splinujicim néasledujici podminky: 1) s kazdym 2-simplexem v C' inciduji pravé dva
3-simplexy; 2) link kazdého 0-simplexu v C' je triangulaci kulové plochy. (Pozna-
menejme, Ze z hlediska modelovani téles je 3-manifold v E? ttvarem ponékud ne-
praktickym. Uvddime jej ale pro tplnost.) Pfi popisu 3-manifoldu E® s hranici je
treba rozlisovat simplexy lezici na hranici a simplexy lezici uvnitt. Necht je napt. S
2-simplex souboru simplext C'. S je vnitfni sténou, jestlize inciduje pravé se dvéma
3-simplexy z C, nebo je sténou na hranici, jestlize inciduje pravé s jedinym 3-sim-
plexem z C. Podobné O-simplex je vnitini, jestlize je jeho link triangulaci kulové
plochy, nebo lezi na hranici, jestlize je jeho link triangulaci kruznice. Miizeme tedy
shrnout, Ze 3-manifold v E? s hranici je homeomorfni se souborem simplext C' spl-
nujicim nasledujici podminky: 1) s kazdym 2-simplexem z C' inciduji jeden nebo
dva 3-simplexy z C'; 2) link kazdého 0O-simplexu je triangulaci kruznice nebo kulové
plochy.

3.3 Té&lesa s hranici 2-manifold v E?

Intuitivné uvazujeme télesa jako celek - tj. trojdimenzionalni objekt s vnitikem
a s hranici. V hranic¢ni reprezentaci téles, jak pozdéji uvidime, mame vsak k dispozici
pouze hranici Je proto nutné studovat vztahy mezi vlastnostmi télesa a vlastnostmi
jeho hranice. Presnéji Ize tici, ze predpokladame, ze pracujeme s télesy 3-manifold
v E3 s hranici. Hranice takového télesa je 2-manifold v E3. Chceme zjistit, jaké
vlastnosti, kterych lze prakticky vyuzit pri implementaci na poc¢itaci, ma 2-manifold
(v E3), ktery tvoi{ hranici télesa. DiileZité vlastnosti jsou nasledujici.

Orientovatelnost: Orientovatelnost (coz je schopnost , byt orientovan®) nejndzornéji
priblizime prostrednictvim triangulace manifoldu. Pojem orientovatelnosti 2-mani-
foldu E? lze tedy vysvétlit pomoci orientace souboru simplext, ktery je triangulaci
manifoldu. 2-simplex orientujeme cyklickym usporadanim vrcholi. Napt. simplex
(po, p1,p2) muze byt orientovan dvéma zpusoby, a to bud pgy, p1, p2 nebo py, po,
p1. Orientace 2-simplexu indukuje také orientaci kazdé z jeho stén, v naSem pii-
padé 1-simplext. Necht S a S’ jsou dva prilehlé 2-simplexy v souboru simplext C.
Predpokladame, Ze oba piiléhaji k 1-simplexu S”. Rekneme, Ze S a S’ jsou oriento-
vany konzistentné, jestlize orientace S” indukované orientacemi S a S’ jsou opacné
(obr. 3.3). Soubor simplext dimenze 2 povazujeme za orientovatelny, jestlize vSechny
navzajem priléhajici 2-simplexy mohou byt orientovany konzistentneé.

Zjisténi, Ze soubor simplexti a 2-manifold v E? tvoiici hranici télesa je orien-
tovatelny, je prakticky vyznamné. Pokud by tomu tak nebylo, nebyla by mozna
tzv. hranicni reprezentace télesa v podobé, jak se s ni pozdéji seznamime. Na za-
kladé dosud uvedeného by také bylo mozné zkonstruovat algoritmus pro testovani
orientovatelnosti souboru simplext. Algoritmus zacne volbou orientace libovolného
2-simplexu. Déle jsou postupné orientovany sousedici 2-simplexy tak, aby jejich ori-
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Obr. 3.3: Priklad orientace ¢tyfsténu: VSechny trojihelniky (2-simplexy) jsou orien-
tovany tak, Ze na hrandch (1-simplexech) bézi orientace proti sobé a je tedy konzis-
tentni. Jsou mozné dvé konzistentni orientace. Jedna je vyznacena; druha by vznikla
otoc¢enim sméru Sipek.

entace byla konzistentni. Jestlize se v procesu ,,Sifeni orientace” narazi na 2-simplex,
ktery je jiz orientovany a u kterého by orientaci bylo zapotfebi obratit, pak soubor
simplexti neni orientovatelny. My ale nyni jiz vime, ze tato situace by u ,slusnych*
téles neméla nastat. Lze snadno ukdzat, Ze 2-manifold v E? tvoiici hranici télesa je
orientovatelny pravé dvéma zpusoby. I toho pri praktické implementaci vyuzijeme.
Orientaci miizeme zvolit napft. tak, abychom pfi pohledu zevniti télesa na jeho sténu
(2-simplex) videéli jeji vrcholy v poradi proti sméru hodinovych rucicek.

Déle se vénujme obracenému problému, kdy bychom chtéli formulovat pozadavky,
které musi byt splnény, aby souvisly a orientovany 2-manifold v £? bez hranice bylo
mozné povazovat za hranici télesa (pfesnéji feceno souvislého 3-manifoldu v E3
s hranici). K tomu uvedeme nékolik dalsich pojmu a pozorovani.

Omezend variace: Necht: M je 3-manifold s hranici v E®. Rekneme, ze M vykazuje
omezenou variaci, jestlize kazda piimka v E? protind M jen v kone¢né mnoha seg-
mentech a kazda rovina v E? jen v koneéné mnoha oblastech. Analogicky miizeme
fici, Ze kompaktni 2-manifold v E? vykazuje omezenou variaci, jestliZe jej kazda
primka protind jen v konec¢né mnoha bodech a kazda rovina jen v konec¢né mnoha
kiivkach. Je zfejmé, ze takovou vlastnost mizeme v béznych pripadech predpokla-
dat. Pokud bychom méli za tkol predstavit si néjaké téleso, jisté si predstavime
takové, které uvedenou podminku spliuje. Potize by spiSe naopak mohly nastat
s predstavenim si opac¢ného pripadu, kdy je utvarti vzniklych protinanim nekonecné
mnoho.

Vnitrek télesa: Necht M je orientovany, souvisly 2-manifold v E3. Bod p nazveme
vnitinim bodem, jestlize spliiuje nasledujici podminky: 1) Existuje takovy 2-sim-
plex S souboru C, ze se jeho vrcholy pg, p1, ps pii pozorovani z p jevi v poradi proti
sméru hodinovych rudicek; 2) na S existuje bod ¢ tak, ze tsecka pg neprotind M
jinde neZ v ¢. 2-manifold tak rozdé&luje E® na dvé oteviené mnoZiny. Jedna obsa-
huje vSechny vnitini body télesa (vnitfek). Druhd obsahuje body, které nenélezi ani
vnittku ani nejsou soucasti M; jedna se o vnéjsek télesa. Za téleso typu manifold
s jednim povrchem povazujeme souvisly 3-manifold v E? s hranici. Jeho hranice je
kompaktni souvisly 2-manifold bez hranice v E? s omezenou variaci. Téleso sestava
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z bodi uvnitt a z bodi na hranici. Hranice je orientovana tak, aby orientace spravné
urcovala, které body lezi uvnitt télesa a které lezi vné.

Konzistentni orientace obdlek: K tomu, abychom mohli pracovat s télesy s vice po-
vrchy (muzeme mit napf. téleso, uvnitt kterého je dutina), musime zavést jesté
pojem konzistentni orientace obalek (v nasem piikladé je jednou obalkou vnéjsi hra-
nice télesa, druhou obéalkou je hranice dutiny). Necht M; a M, jsou dva souvislé,
orientované a navzajem disjunktni 2-manifoldy v E°®. Rekneme, 7e M; a M, jsou
orientovany konzistentné, jestlize jsou orientovany tak, aby obé orientace ukazovaly
dovnitt télesa, jak je ukdzano na obr. 3.4 (vnitiek télesa je vyznacen Srafovinim).

Obr. 3.4: Konzistentni (vlevo) a nekonzistentni (vpravo) orientace obélek.

3.4 FEulerova formule

P1i praktické implementaci modelerii byva zapotiebi v pribéhu vypocta kontrolo-
vat topologickou spravnost téles. Ke kontrole lze pouzit Eulerovu formuli, ktera je
nutnou (bohuzel vsak ale nikoli postacujici) podminkou spravnosti. Tato formule
iika, ze pocet stén, hran a vrchold télesa je vazan jistym vztahem. Uvazujme nej-
prve télesa, ktera maji jediny povrch, neprochéazi jimi zadné diry, neobsahuji zadné
vnittni dutiny a kazda jejich sténa je homeomorfni s kruhem. Takova télesa jsou
z topologického pohledu nejjednodussi - jsou vSechna homeomorfni s kouli. Jestlize
oznacime pocet vrcholi V', pocet hran E, pocet stén F', pak lze Eulerovu formuli
pro tato télesa zapsat ve tvaru

V+F=E+2. (3.1)

Uvazujme dale moznost, ze télesa maji diry (nikoli ale vnitini dutiny), ale ze jsou
stale ohranic¢ena jedinym souvislym povrchem. Stale také predpokladame, ze kazdé
sténa télesa je homeomorfni s kruhem. Piiklad télesa se dvéma otvory je na obr. 3.5.
Télesa tohoto typu jsou homeomorfni s kouli s jistym poctem , drzadel” (na obr. 3.5
je pocet drzadel 2). Pocet drzadel se nazyva genus. Pro télesa, jejichz genus je G,
mé Eulerova formule tvar

V4 F=E+2(1-G). (3.2)
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Obr. 3.5: Téleso ve tvaru krychle se dvéma prubéznymi dirami (vlevo) je homeo-
morfni s kouli se dvéma , drzadly” (vpravo); pocet drzadel udava hodnota nazyvana
genus, kterd je v tomto piipadé 2. (Stény krychle jsou zde zamérné rozdéleny diago-
nalami, aby byly ohranic¢eny vzdy jen jedinou smyckou. Jinak bychom museli pouzit

vvvvvv

Déle jesté navic uvazujme télesa s vnittnimi dutinami. Takova télesa jsou ohrani-
¢ena nékolika oddélenymi uzavienymi povrchy. Pocet povrchii ozna¢me S. Konecné
téz upustme od pozadavku, ze kazda sténa télesa je homeomorfni s kruhem (tj., Ze
kazda sténa je ohrani¢ena jedinou smyckou hran; na obr. 3.6 je znidzornéna sténa
ohranicend tfemi smyckami). Ozna¢me L celkovy pocet smycek na plochach télesa
a G soucet genu jednotlivych povrchi. Eulerova formule ma pak tvar

ViF=E+(L-F)+2(5-G). (3.3)

A&koliv kazdy povrch typu 2-manifold v E? musi splitovat Eulerovu formuli, opak
neplati. Ne kazdy povrch, ktery Eulerovu formuli spliuje, je povrchem typu 2-ma-
nifold v E3. Obr. 3.6 ukazuje takovy piipad.

s k

<

A

Obr. 3.6: Sténa ohranic¢end vice (tfemi) smyckami (vlevo) a téleso (vpravo), které
sice spnuje Eulerovu formuli (F = 6, V = 8, £ = 12), ale ve smyslu pfedchozich
definic télesem neni kvuli ,tréici sténé (také intuitivné uréité mame pochybnosti,
zda je téleso v poradku).

3.5 Regularizované booleovské operace

At se pro modelovani téles pouziva jakéhokoli pristupu, byva casto pozadovana
moznost vytvaret nova télesa aplikaci booleovskych operaci na télesa jiz existujici.
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Zpravidla byva v objemovych modelarich k dispozici operace souctu, soucinu a roz-
dilu (U,N,\). Predpoklddejme nejprve, ze télesa chdpeme jako mnoziny bodu a ze
zminéné operace maji vyznam souctu, souc¢inu nebo rozdilu mnozin. Pak napt. pti
provadéni operace soucinu nad dvéma navzajem se dotykajicimi krychlemi, je vy-
sledkem operace ,téleso tvorené pouze spolecnou ¢asti stén obou krychli (obr. 3.7;
predpokladame, ze takova spolecna ,vrstva‘ bodu existuje). Podobné by bylo mozné
snadno ukéazat pripady, kdy je vysledkem operace tisecka nebo dokonce jediny bod.
Takova télesa vsak chapeme jako nepatficnd, a to jednak ve smyslu obsahu pred-
chozi podkapitoly, ale také intuitivné. P¥i implementacich objemovych modelaii se
tato degenerovana télesa casto vylucuji. Pozaduje se, aby télesa vzdy méla nenulovy
objem.

A

-

Obr. 3.7: Vznik tutvaru, které neni télesem; prunikem dvou téles vznikla plocha.

Zavadi se proto pojem reqularizovand mnozina a reqularizovand booleovskd ope-
race. Regularizace mnoziny (ozna¢me ji A) je definovana jako uzdvér vnitiku mno-
ziny podle predpisu closure(interior(A)). MnozZina, kterd se rovnd své vlastni regula-
rizaci, se nazyva regularni. Ucinek regularizace je ilustrovan na obr. 3.8. Zavedenim
regularizace booleovskych operaci se sleduje, aby vysledkem operaci byly pouze re-
guldrni mnoziny. Regularizované operace zde znac¢ime U*, N*  \*. Regularizovand
operace op* (op je nékterou z operaci {U,N,\} ) je definovana predpisem

Aop* B = closure(interior(A op B)) . (3.4)

7/

Obr. 3.8: Regularirace télesa (mnoziny): nepatficné stény tréici vné nebo dovnitf
télesa jsou regularizaci odstranény.
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3.6 Reprezentace télesa pomoci hranice

Hrani¢ni reprezentace télesa (boundary representation, B-rept) pouzivd k popisu
télesa jeho hranice (povrchu). Jestlize je hranice napf. 2-manifoldem bez hranice
v E3, pak rozdéluje prostor E® na dvé ¢asti: vnitfek a vnéjSek télesa. Hranice je
orientovana, coz umoznuje rozlisit, na které strané je vnitiek a na které vnéjsek.
Popis télesa ma dvé c¢asti: topologickou a geometrickou. Zatimco v topologické ¢asti
jsou popisovany vzajemné vztahy (sousednost, incidence) mezi sténami, hranami
a vrcholy, geometricky popis popisuje vestavéni uvedenych entit do prostoru (napf.
soutadnice vrcholti, rovnice ploch). Podrobnosti uvedeme pozdéji.

Historicky se metody hrani¢ni reprezentace vyvijely z popisu mnohosténu. Mnoho
nejstarsich objemovych modelait pracujicich s hrani¢ni reprezentaci pozadovalo hra-
nici typu 2-manifold v E3. Nevyhodou bylo, ze tak byla vylou¢ena néktera télesa,
ktera by jinak konstruktér mozna rad pouzil, napt. télesa, ktera se sama sebe do-
tykaji (obr. 3.9 vlevo). Na druhou stranu byly ale pro uvedenou tfidu téles velmi
dobre prozkoumany jejich topologické vlastnosti, takze bylo mozné cerpat z bohaté
matematické teorie. Pozdéji byl koncept témér vyhradniho pouzivani hranice typu
2-manifold revidovan. Mimo jiné nepochybné také proto, ze regularizovana booleov-
ské operace nad 2-manifoldy muze vést k vysledku, ktery 2-manifoldem neni (obr.

3.9 vpravo).
]l v

Obr. 3.9: Prakticky snad prijatelné téleso (vlevo), jehoz hranice ale neni 2-manifol-
dem v E3; téleso, jehoZ hranice neni 2-manifoldem, miize bohuzel vzniknout mnozi-
novou operaci s télesy, ktera tuto podminku spliuji (vpravo).

V historii konstrukce objemovych modelart vyuzivajicich hrani¢ni reprezentace
Ize tak vysledovat tii piistupy: 1) Télesa musi mit hranici typu 2-manifold v E3.
Pokud také vysledek booleovské operace nespliiuje tuto podminku, dojde k chybé. 2)
Télesa jsou sice topologicky popsana tak, jako by se jednalo o objekty s hranici typu
2-manifold v E3, avsak jejich vestavéni do prostoru dovoluje geometrickou koinci-
denci entit (vrcholy, hrany, plochy) hranice, ktera ale neni zachycena v topologickém
popisu. 3) Jsou plné povoleny objekty, jejichZ hranice neni 2-manifold v E* (jako
napf. na obr. 3.9 vlevo). Je o¢ividné, Ze piistup 2) neni zcela korektni a ze mize vést
k nékterym potizim s robustnosti algoritmii. Osetfeni geometrickych koincidenci je
pracné a problematické.
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Priklad 3.2. Vysvétlete, proc¢ hranice télesa na obr. 3.9 vlevo nebo hranice vysled-
ného télesa na témZe obrazku vpravo neni 2-manifoldem v E3. Navod: Soustiedte
se na body na hrané ve ,Spicaté“ casti télesa a uvazujte jejich okoli. Je toto okoli
homeomorfni s kruhem? Porovnejte s body a jejich okolim na jinych hranéch.

3.6.1 Implementace hranicni reprezentace

Déle popiseme, jak 1ze popis télesa pomoci hranice realizovat prakticky. Pro jedno-
duchost se omezime na mnohostény (télesa s rovinnymi sténami). Vime vsak jiz ale,
ze toto omezeni neni zasadni. Mezi télesy s rovinnymi sténami a télesy se zakrive-
nymi sténami existuje topologicka ekvivalence. O télesech s rovinnymi sténami se
nam ale bude o néco lépe uvazovat.

Principidlné je popis télesa tvoren seznamem povrchi (shell), které téleso ome-
zuji. Kazdy povrch je popsédn seznamem jeho stén (face). Kazda sténa je popsana
pomoci smycek (loop), které ji obklopuji. Kazd4 smycka je popsdna seznamem hran
(edge), které ji vytvareji. Poloha kazdé hrany je urc¢ena dvéma vrcholy.

Pri tvahach o konkrétni podobé datové struktury télesa je samoziejmé nutné vzit
v uvahu také pozadavky operaci, které budou s télesem nasledné provadény. Jedna
se zejména o booleovské operace. Jak uvidime pozdéji, budou od datové struktury
vyzadovany zejména odpovédi na nésledujici otdzky: 1) Pro kazdy vrchol urcit hrany
a stény, které s vrcholem inciduji. 2) Pro kazdou hranu urcit, se kterymi vrcholy
inciduje. Urcit také, které stény inciduji s danou hranou (v télesech s hranici 2-
-manifold v E? piiléhaji k hrané pouze dvé stény; obecné se ale miiZe jednat o vice
stén). 3) Pro kazdou sténu urcit hrany, které ji omezuji. Hrany jsou organizovany
do smycek. Pro stény bez otvort je jedna smycka; pro stény s otvory je vice smycek.
Smér, ve kterém jsou hrany a vrcholy ve smycce prochazeny, urcuje normalu stény,
a tedy vnitfek a vnéjSek télesa. Ne vsechny uvedené informace musi byt ovSem
v datové struktufe zaznamenany explicitné. Je vsak zadouci, aby je bylo mozné
pomérné rychle dopocitat.

Dalsim hlediskem pii navrhu datové struktury je hledisko robustnosti operaci,
které jsou nad strukturou provadény. Pti implementaci booleovskych operaci se napf.
ukazalo, ze splnit pozadavek robustnosti odpovidajicich algoritmi je dosti obtizné.
7 hlediska robustnosti je napt. zadouci, aby v datové struktufe nebyly informace
uchovavany duplicitné, jinak hrozi nebezpeci vzniku nekonzistenci, které mohou
vzniknout zejména vlivem numerickych nepresnosti pri vypoctech. Jednoduse fte-
ceno: Muze se stat, ze duplicitni informace popisuji dvé rizna télesa misto toho,
aby popisovaly téleso jediné. Potize by pak nastaly tehdy, jestlize by néktery z algo-
ritmi soucasné pouzil informace, které si vzajemné odporuji. Jako priklad uvedme,
ze lze napt. upustit od explicitniho uchovavani souradnic vrcholi télesa a rovnic
hran, jsou-li znamy rovnice stén. Soutadnice vrcholt a rovnice hran lze vzdy podle
potieby a v odpovidajici pfesnosti dopocitat (tuto variantu bychom mohli pouzit
napt. u téles ohrani¢enych obecnymi plochami). Podobné naopak u mnohostént
postaci uchovavat souradnice vrcholi. Rovnice hran a stén mohou byt vzdy podle
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pottfeby a v odpovidajici presnosti dopocitany.

Jednu z moznych variant konkrétni implementace hrani¢ni reprezentace navrhl
jiz na pocatku sedmdesatych let Baumgart. V jim navrzené datové strukture je nej-
vice topologickych informaci neseno hranou (obr. 3.10). Pro datovou strukturu se
vzil nazev okridlena hrana (winged edge; k hrané priléhaji dvé plochy, coz pripomina
kridla, viz. téz obr. 3.10). Ani po mnoha letech nepozbyla tato datova struktura na
aktualnosti. Konkrétni priklad definice datové struktury pro popis télesa uvadime
v nésledujicim fragmentu zdrojového textu. Text je maximalné zjednodusen. Dovo-
lena jsou zde pouze télesa s jedinym povrchem a plochy s jedinou smyckou. (Slovni
popis prezentovany v uvodu této podkapitoly byl o néco obecnéjsi.)

//**********************************************************
/] * Popis telesa metodou hranicni reprezentace *
[ ] 3k sk sk sk sk sk sk sk stttk ok ok sk sk sk kK sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk stk ok ok ok kKRR R R sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok ok ok

typedef struct{float x, y, z;} Coord3; // Souradnice v E3

struct Vertex { // *%x  Vrchol telesa ok
Vertex *next; // Dalsi vrchol v telese
Coord3 coord; // Souradnice vrcholu

}s

struct Edge { // *%x  Hrana telesa ok k
Edge xpredl, xsuccl; // Predch. a nasl. hrana plochy 1
Edge xpred2, xsucc2; // Predch. a nasl. hrana plochy 2
Face xfacel , xface2; // Prvni a druha prilehajici face

Vertex svertl, xvert2; // Vrcholy hrany

}s

struct Face { JETE: Stena telesa %k 5k
Face snext; // Dalsi stena tehoz telesa
Edge xedge; // Prvni hrana smycky

b

struct Solid { /] #xx Teleso B rept s ok
Face xface; // Prvni stena povrchu
Vertex *xvertex; // Prvni vrchol telesa

}s

//*********************************************************

Za povsimnuti stoji, ze struktura je pouzitelna pouze pro télesa, jejichz povrch je 2-
-manifold v E3. Stoj{ ale na druhé strané rovnéz za zminku, %e popisovand struktura
nachazi uplatnéni nejen pii modelovani téles, ale i jinde, napt. pti popisu planarnich
map. Pozorny c¢tenar jisté dokéze oboji zdivodnit. V priubéhu casu se také objevily
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riazné modifikace, které sledovaly urcitd zlepseni pti provadéni nékterych operaci
s modelem télesa. Objevila se téz rozsiteni pro télesa, jejichz povrchy nejsou 2-
-manifold v E3. Systematicky popis téchto modifikaci bohuZel ale pfesahuje ramec
tohoto textu.

Obr. 3.10: Oktidlend hrana (vodorovnd hrana) a k ni ptiléhajici dvé plochy (,kiidla“).
Hrana je soucasti dvou smycek hran, které jsou na obrazku vyznaceny sSipkami.
Pospojovani hran do smycek je zajisténo pointery na predchozi a nasledujici hranu
podél kazdé z obou ploch, jak plyne ze zdrojového kodu.

Priklad 3.3. Rozsirte diive uvedenou ukazku zdrojového kodu tak, aby téleso mohlo
mit vice navzajem nesouvisejicich povrchi (napf. téleso s dutinou uvnitt) a déle jesté
tak, aby kazd4 sténa mohla byt ohranicena vice nez jednou smy¢kou (to je zapotiebi,
pokud maji byt ve sténdch otvory, jako je tomu napf. na obr. 3.6 vlevo).

Priklad 3.4. Navrhnéte, jak by bylo mozné diive uvedenou datovou strukturu roz-
§itit tak, aby mohla popisovat také télesa, jejichz hranice neni 2-manifoldem v E3,
jako je tomu napft. na obr. 3.9. Navod: Musi byt mozné, aby k jedné hrané prilé-
haly vice nez dvé plochy. Obecné neni pocet priléhajicich ploch omezen. Za jistych
okolnosti (jakych?) bychom mohli usuzovat, ze by mél byt sudy.

3.6.2 Eulerovy operatory

K obsluze datovych struktur hrani¢ni reprezentace se casto pouzivaji tzv. Eulerovy
operatory. Bylo tomu tak uz i v minulosti, kdy napf. jesté nebyla znama technika
objektového programovani. To proto, ze prima a bezchybna obsluha datové struk-
tury i v jejl nejjednodussi zde prezentované varianté by byla bez operatori témér
nemozna. Pouziti Eulerovych operatoru je vyhodné, protoze do znac¢né miry od-
stranuje nutnost zabyvat se konkrétni realizaci datovych struktur pri implementaci
operaci na vyssi urovni. Eulerovy operatory modifikuji datovou strukturu tak, aby
vzdy popisovala néjaké téleso, pro které je splnéna Eulerova formule (tfebaze uz
vime, Ze ne vSechna télesa splnujici Eulerovu formuli jsou télesy, ke kterym bychom
neméli vyhrady).

(I

(I
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urovné lze povazovat napt. nasledujici operatory: Operator createSolid vytvori mi-
nimalni (ve smyslu Eulerovy formule) neprazdné téleso, které obsahuje jeden vrchol,
jednu hranu a dvé plochy (obé plochy priléhaji k jediné hrané a lezi tedy geomet-
ricky zatim ,na sobé“) (obr. 3.11a); operdtor splitEdge ,rozstipne“ zadanou hranu
vloZenim nového vrcholu (obr. 3.11b); operator splitFace ,rozstipne“ zadanou sténu
vloZenim nové hrany (obr. 3.11c). (Poznamenejme, Ze jsme se zde pfi pojmenova-
vani operatori nedrzeli tradice a nepouzili jsme jména ve tvaru mazky). Deklarace
uvedenych operatoru by mohla byt nasledujici:

Solid xcreateSolid (Vertex =v);
Edge =xsplitEdge (Edge xe, Vertex *v);
Face xsplitFace(Face xf, Edge xel, Edge xe2);

Vsechny uvedené parametry operatort jsou vstupni: *v je pointer na misto v paméti,
v némz bud uz jsou nebo nékdy pozdéji budou souradnice vrcholu, xe je pointer
na hranu, kterda ma byt rozstipnuta, xe;, xey jsou pointery na hrany, které svymi
pocatky urcuji polohu, kam ma byt vlozena nova hrana pfi rozstipnuti plochy (obr.
3.11c). Kazdy operator vraci pointer na novy utvar, ktery vytvoril.

(O
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Obr. 3.11: Eulerovy operatory createSolid, splitEdge a splitFace (viz text)

Jako priklad aplikace uvedenych operatort ukazeme postup, pii némz je vytvoren
kvadr. Proces zaCina pouzitim operatoru createSolid a trikrat opakovanym pouzitim
operatoru splitEdge. Dalsi postup je jiz znazornén a vysvétlen na obr. 3.12.

Jinym prikladem aplikace uvedenych operatort je vepsani rezového polygonu do
télesa. Méjme téleso a rovinu. Pro jednoduchost predpokladejme, Ze téleso ma je-
den povrch a ze kazda sténa télesa je ohranicena jedinou konvexni smyckou hran.
(Prosime Ctenare, aby po precteni odstavce promyslel, jaké potize by nastaly, kdyby
smyc¢ka nebyla konvexni.) Chceme najit fezovy polygon a vepsat jej do modelu
(obr. 3.13). Postup Teseni je nasledujici: Probirdme vSechny stény télesa tak dlouho,
az nalezneme libovolnou sténu, ktera protind zadanou fezovou rovinu. Nékteré dveé
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Obr. 3.12: Vytvoreni kvadru: Nejprve je aplikovan operator createSolid, pak trikrat
operator splitEdge. Vysledek této akce je vychozim obrazkem vlevo nahote. Déle
se pak strida pouziti operatoru splitFace a splitEdge, dokud neni vytvorena takova
struktura vrcholi, hran a stén, jak vyzaduje kvadr (obrazek si prohlizejte po sloup-
cich). K tomu, abychom skute¢né obdrzeli kvadr, je nutné jesté zadat odpovidajici
soutadnice vrcholu, ale to je jiz jednoduché (stejnym postupem bychom vytvorili
také obecny Sestistén - rozdil je jen v soufadnicich, které zadame).

hrany této stény protinaji fezovou rovinu v bodech, které se v modelu stanou vr-
choly (ozna¢me tyto body A, B). Rozstipneme hrany, na nichz body A, B lezi.
Nalezenou sténu také rozstipneme, a to vlozenim nové hrany spojujici vrcholy A,
B. Ve vytvareni rezové kiivky pokrac¢ujeme prechodem do sousedni stény, ktera in-
ciduje s vrcholem B (v diskutované datové struktufe je takovy prechod snadny).
Postupnym prohledavanim hran lezicich na obvodu této stény nalezneme vrchol C'.
Rozstipneme hranu, na niz bod C' lezi a plochu rozstipneme hranou spojujici vrcholy
B, C'. Podobné pokracujeme tak dlouho, dokud se fezova krivka neuzavie ve vrcholu
A. Deklarace popsaného operatoru muze byt nasledujici:

EdgeList xinscribeCuttingPolygon (Solid *s, PlaneEq *xplane);

Obr. 3.13: Vepsani fezového polygonu (viz text)

Po provedeni operatoru inscribe CuttingPolygon je fezovy polygon vepsan. Funce
navic vraci seznam hran, které byly vepsany (fezovy polygon). Tohoto seznamu lze
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vyuzit zejména prii provadéni fezu télesa pomoci operatoru splitSolid, ktery téleso
podél tezové kiivky rozdéli (obr. 3.14). Operdtor splitSolid muze byt deklarovan
takto:

Solid xsplitSolid (Solid xs, EdgeList xcuttingPolygon);

i

Obr. 3.14: Operator splitSolid

Priklad 3.5. Implementujte operatory createSolid, splitEdge, splitFace a inscri-
beCuttingPolygon pro datovou strukturu uvedenou v této podkapitole.

Priklad 3.6. Pro datovou strukturu uvedenou v této podkapitole implementujte
funkci, kterd zjisti, zda bod o zadanych soutradnicich lezi uvniti ¢i vné télesa, které
datova struktura popisuje. Navod: Ze zadaného bodu vedte libovolnou poloptimku
a spocitejte, kolikrat protina povrch télesa. Trebaze je princip feseni jednoduchy,
je detailni implementace s osetfenim vsech specialnich pripadi, ke kterym miize pti
vypoctu dojit, pomérné pracna.

3.6.3 Provadéni booleovskych operaci

Provadéni booleovskych operaci s télesy je pri hrani¢ni reprezentaci téles obava-
nym implementacnim problémem. Pokud by snad ¢tenar byl nékdy postaven pred
problém jej Tesit, doporucujeme velmi dobfe tento krok uvazit. Ttebaze se miize
zdat situace z teoretického pohledu jasna, je prakticka a primérené bezchybnd im-
plementace velmi obtizna. I renomovanym firmam trvalo pomérné dlouho, nez se
dopracovaly ke stabilnim implementacim.

Pti nastinu feseni se zde omezime na operace mezi takovymi télesy, jejichz povrch
je tvoren vzdy jen jedinou obdlkou. To je mozné, protoze problém operaci s télesy
s vice obalkami lze na tento problém, ktery lze povazovat za zakladni, vzdy prevést.
Dalsi zjednoduseni bude spocivat v redukci repertoaru operaci, které budeme uva-
zovat. Ttebaze v systémech pro modelovani téles byvaji obvykle k dispozici operace
N*, U* a \*, neni zapotfebi implementovat vSechny. Uvazime-li, Ze je mozné snadno
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realizovat doplnék télesa, pak je zfejmé, ze postaci implementovat jednu z uvedenych
operaci, napt. operaci N*. Ostatni operace pak snadno ziskdme pomoci operace N*
a doplnku téles (je oznacen pomoci —)

AUB=-(-AN*"-B), (3.5)
A\*B=AN*-B. (3.6)

Vidime tedy, ze se muzeme omezit pouze na operaci regularizovaného souc¢inu. Vy-
tvoreni doplnku je jednoduché. Jak jsme vysvétlili jiz drive, je zapotiebi obratit ori-
entaci normél vSech stén télesa. To se provede otofenim orientace (potradi, v némz
jsou prochézeny vrcholy) vSech smycek na vSech sténach. Poznamenejme, ze zavede-
nim doplnku ziskdvame moznost pracovat s nekoneénymi télesy, jejichz povrch vsak
musi byt konec¢ny.

Princip feseni tlohy regularizovaného priniku dvou téles A, B, kazdé s jednim
povrchem, lze popsat takto: 1) Urdi, zda se nékterd dvojice stén f € Aa g € B
protina. Jestlize se neprotina zadna dvojice stén, pak proved pouze test, zda povrchy
téles lezi jeden uvnitt druhého a zbyvajici kroky presko¢ (vysledkem operace je pak
bud ,mensi“ téleso nebo téleso prazdné). 2) Pro kazdou sténu f télesa A, kterd
protina téleso B, proved fez télesa B plochou stény f. Nalezenou fezovou oblast
omez na tu Cast, kterd soucasné lezi uvnitt stény f. 3) Pro kazdou sténu g télesa
B, kterd protina téleso A, proved fez télesa A plochou stény g. Nalezenou fezovou
oblast omez na tu ¢ast, kterd soucasné lezi uvniti stény g (obr. 3.15). 4) Sestav
hranici vysledného télesa A N *B. Hledand hranice bude obsahovat ty ¢asti hranice
télesa A, které lezi uvnitt télesa B, ty ¢asti hranice télesa B, které lezi uvnitt télesa
A a ty ¢asti spolecné hranice téles A a B, kde je norméla hranic obou téles souhlasné
orientovana. Tyto ¢asti byly urc¢eny v krocich 2), 3).
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Obr. 3.15: K realizaci operace pruniku (popis je uveden v textu)

Prestoze popsany postup nevypada obzvlasté komplikované, neni jeho implemen-
tace vibec jednoduchou zélezitosti. Zavaznym problémem je dosazeni robustnosti
algoritmu. Jaké potize zde v tomto ohledu vznikaji, osvétlime na prikladé. Predpo-
kladejme, Ze chceme najit priuseciky primky s krychli dle obr. 3.16. Pti tom se miize
naprt. stat, ze prisecik pirimky s rovinou stény f; je vyhodnocen jako bod na hrané
stény f1, ale naproti tomu prusecik s rovinou stény f> je vyhodnocen jako bod uvnitt
stény fo (obr. 3.16). Tato nekonzistence je zpusobena numerickymi nepfesnostmi,
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které nikdy nemohou byt zcela odstranény, a bez dalsich opatteni zptisobi algoritmu,
v némz by k takové situaci doslo, vazné potize. Robustni algoritmus se musi vyhnout
vzniku nekonzistenci. Jednou zjisténa informace musi byt ,rozeslana‘“ do vSech mist,
kde je ji zapotfebi. V nasem ptikladé to znamend, ze jestlize je zjiSténo, ze prisecik
primky s rovinou stény f; lezi na hrané stény f;, pak také prisecik s fo nutné musi
leZet na hrané stény fo (hrana je spolecnd), a proto se prusecik s fo jiz nepocitd;
polohu na spolecné hrané je zapotiebi vynutit. Je velmi obtizné vSechny mozné po-
dobné situace pri implementaci odhalit a osetrit. Obtiznost situace je ilustrovana
skutecnosti, ze bod muze vzhledem k télesu zaujimat nasledujici polohy: uvniti té-
lesa, na plose stény, na hrané a ve vrcholu. Uvedené ¢tyti moznosti pro jedno téleso
déavaji vzniknout Sestnacti pripadim, jsou-li télesa dvé.

Obr. 3.16: K problémim vznikajicim pfi implementaci mnozinovych operaci

Priklad 3.7. Pro datovou strukturu uvedenou v této podkapitole implementujte
operaci doplnék télesa.

3.6.4 Zobrazeni télesa popsaného hranic¢ni reprezentaci

Zobrazeni télesa popsaného hrani¢ni reprezentaci necini potize. V kazdém okamziku
je totiz k dispozici popis hranice, kterou je tfeba zobrazit. Stac¢i z ného pouze pre-
¢ist pottebné udaje. Tak napt. pti zobrazeni pomoci tzv. draténého modelu staci pri
pruchodu datovou strukturou ziskat vSechny hrany (tj. isecky) a ty vykreslit. Je-li
pozadovano zobrazeni s feSenim viditelnosti, pak se pti prichodu datovou struktu-
rou zjisti vSechny plochy télesa. Po vyteseni viditelnosti standardnimi metodami se
viditelné plochy zobrazi.

Priklad 3.8. Pro datovou strukturu uvedenou v této podkapitole implementujte
zobrazeni télesa. (Tento kol je ale ponékud pracnéjsi.)

3.7 CSG reprezentace télesa

Computer Solid Geometry (CSG) je dalsi ¢asto pouzivanou metodou reprezentace
teles. Soucasné je timto nazvem také charakterizovana jista metodologie vytvareni
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téles. Télesa jsou vytvarena za pomoci standardnich primitivnich téles, regularizo-
vanych booleovskych operaci a geometrickych transformaci. Standardnimi primitiv-
nimi télesy byvaji zpravidla kvadr, hranol, koule, valec, kuzel, toroid atd. Uzivatel
vytvari instance primitivnich téles zadanim pozadovanych rozméra a jejich umisteé-
nim v prostoru. Regularizovanymi booleovskymi operacemi byvaji i zde regularizo-
vany souéin, soucet a rozdil (N*, U*, \*). Zd4 se logické ptripustit, aby se booleovskych
operaci mohly kromé primitivnich téles zucastnovat také télesa uzivatelem jiz diive
vytvorena. Jako ptiklad CSG popisu uvedme téleso dle obr. 3.17. Popis tohoto télesa
by bylo mozné zapsat ve tvaru

[translate, (block(6, 2, 1), 1) \* translate, (translate, (cylinder, (1, 1), 2), 3)]
U*[block(6, 1,3) \* translate, (translate, (rotate, (cylinder,(1, 1), —90), 2), 3)]

kde translate, znamend translaci télesa ve sméru osy x o danou vzdalenost, rotate,
znamena rotaci kolem osy x o dany thel, cylinder, znaci valec s osou totoznou s osou
z s danym polomérem a vyskou, block je kvadr s vrcholem v pocatku a s danymi
rozméry ve sméru jednotlivych os. Na obr. 3.17 jde osa x dopredu a osa y zleva do
prava.

Ve
Ko | E@V’

K1

Obr. 3.17: K modelovani télesa technikou CSG

V tomto pripadé jsme téleso vytvorili spojenim dvou kvadrii, do nichz jsme predem
Lvyvrtali“ otvory odectenim véalet umisténych do spravné polohy. Operace, které
bylo pro vytvoreni télesa nutné provést, lze znazornit pomoci CSG stromu (obr.
3.18 vlevo). Poznamenejme, ze k témuz télesu lze dospét riznymi postupy. Napr.
nase téleso je mozné vytvorit také postupem, kdy nejprve spojime oba kvadry a pak
teprve vrtame® diry, coz lze zapsat takto

[translate, (block(6, 2, 1), 1) U *block(6, 1, 3)]

\ *translate, (translate, (rotate, (cylinder,(1, 1), —90), 2), 3)
\*translate, (translate, (cylinder, (1, 1), 2), 3).

Tomuto postupu odpovida CSG strom dle obr. 3.18 vpravo. Teoreticky jsou oba
postupy rovnocenné a bylo by mozné vymyslet jesté postupy dalsi. Pti spojovani
obou kvadri nebylo déale napt. zapotiebi, aby se pravé dotykaly. Mohly se i pre-
kryvat. Operace sjednoceni by prekryv odstranila. V praxi je pri vytvareni mozné
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dat prednost napt. tomu postupu, ktery vice odpovida predpokladané technologii
vyroby télesa.

OR9,

Obr. 3.18: Stromy popisujici vytvoreni télesa riaznymi postupy popsanymi v textu

3.7.1 Realizace CSG reprezentace

Nyni jiz miizeme pristoupit k prikladu datové struktury pro modelovani télesa me-
todou CSG. Ve shodé s obr. 3.18 je datovou strukturou strom (obr. 3.19). Vnitini
uzly stromu odpovidaji booleovskym operacim a transformacim. Listy odpovidaji
transformacim a primitivnim télesim. Chapeme-li booleovské operace jako binarni,
pak je datova struktura binarnim stromem. Zobecnime-li booleovskou operaci pro
n argumenti, pak je datova struktura stromem n-arnim. Stoji za povsSimnuti, zZe
CSG strom a jemu odpovidajici datova struktura uchovavaji také informaci o histo-
rii modelovani (vytvareni) télesa. To je vyznamna vlastnost, ze které se tézi napr. pri
pozdéjsich modifikacich télesa (jiz vytvorend télesa lze snadno editovat). V hrani¢ni
reprezentaci tato informace k dispozici neni.

Transf (T'=)
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Obr. 3.19: Pocitacova realizace CSG modelu: V listech jsou primitivni télesa a jejich
transformace; v uzlech operace a transformace; transformace v uzlu se vyuzije pokud
je s vytvorenym télesem néjak manipulovano.
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3.7.2 Provadéni booleovskych operaci v reprezentaci CSG

Jak vyplynulo z predchoziho vykladu, je provedeni booleovskych operaci v CSG
reprezentaci velmi jednoduché. Staci vytvorit CSG strom, v némz kotfen odpovida
pozadované booleovské operaci. CSG stromy, které odpovidaji télesim vstupujicim
do booleovské operace, se stanou podstromy tohoto nové vytvoreného stromu. Jed-
noduchost provadéni booleovskych operaci v reprezentaci CSG je zptsobena tim,
ze CSG reprezentace explicitné neuchovava informaci o hranici télesa. Jak vime
z odstavce o hrani¢ni reprezentaci, byl to pravé vypocet hranice télesa vzniklého
booleovskou operaci, ktery vyzadoval znac¢ného tusili. Bohuzel, at uz pouziva obje-
movy modelar jakoukoli reprezentaci, je hranice télesa dilezitou a casto pozadova-
nou informaci. Jestlize se zjisténi hranice pozaduje, pak je nutné vsechny booleovské
operace predepsané CSG stromem skutecné provést. To se déje prochazenim CSG
stromu a realizaci vSech predepsanych operaci podobné, jak to bylo naznac¢eno pro
reprezentaci hrani¢ni. Problémy s komplikovanym vypoc¢tem hranice se tak pouze
presunou do jiného ¢asu a do jinych mist systému. Pri feseni nékterych problémi
je vsak mozné se vypoctu hranice vyhnout. Ilustraci takového postupu lze nalézt
v nasledujicich odstavcich.

3.7.3 Urceni vzajemné polohy bodu a CSG télesa

Urceni vzajemné polohy bodu a télesa patii k zdkladnim dloham pfi vyuziti objemo-
vého modelu. Metoda, ktera se pouziva pro hrani¢ni reprezentaci, spociva v tom, ze
se zvoli libovolné poloptfimka zac¢inajici/konéici v klasifikovaném bodé a vysetiuji se
jeji pruseciky s hranici télesa. Je-li pocet pruseciki lichy, pak lezi klasifikovany bod
uvnitt télesa. Pouziti této metody v CSG modelu by vyzadovalo vypocet hranice,
ale tomu se chceme pokud mozno vyhnout. Ukdzeme proto jiny postup, ktery je
soucasné ilustraci mozného teseni celé tiidy podobnych problémii.
Predpokladejme, ze konstruujeme funkci, jejiz argumenty jsou CSG popis té-
lesa a souradnice klasifikovaného bodu. Funkce vraci hodnoty In, Out, On (bod lezi
uvnitt, vné nebo na hranici télesa). Predpokladejme, Ze by funkce mohla pracovat
takto (obr. 3.20): 1) Je-li testované téleso primitivem (je reprezentovano listem CSG
stromu), pak lze vzajemnou polohu télesa a bodu jednoduse urcit. 2) Neni-li testo-
vané téleso primitivem (je reprezentovano vnitinim uzlem CSG stromu), pak funkce
zjisti vzajemnou polohu bodu a téles reprezentovanych synovskymi uzly vysetio-
vaného uzlu (to muze spustit rekurzivni provadéni uvazované funkce). Vzdjemna
poloha bodu a télesa reprezentovaného vysetfovanym uzlem se urci podle pravidel
plynoucich z operace, kterou uzel reprezentuje. Je-li napt. bod uvniti¥ obou téles
reprezentovanych synovskymi uzly a je-li operaci v uzlu napt. prinik, bude bod le-
zet také uvnitt télesa reprezentovaného vysettovanym uzlem. Myslenka postupu je
elegantni. Stanoveni pravidel pro vyslednou polohu vzhledem k uzlu vsak neni tak
jednoduché. Obtizné je zejména promysleni vSech specialnich pripadi, které mohou
nastat. Reknéme, 7e vySetfujeme napf. operaci sjednoceni a Ze vzhledem k objek-
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tim korespondujicim se synovskymi uzly lezi uvazovany bod na povrchu, a to vzdy
ve vrcholech. Vzhledem k vyslednému télesu mize pak uvazovany bod lezet v riz-
nych polohéch: uvnitt, na povrchu uvnitt stény, na povrchu na hrané a konecné také
na povrchu ve vrcholu. (Prosime laskavého ¢tenére, aby si vSechny uvedené vari-
anty pokusil predstavit.) Pro spravnou funkei algoritmu bude nezbytné rozpoznat,
kterd z variant nastala. Podobné bude zapottebi postupovat i pro jiné polohy bodu
vzhledem k télestim reprezentovanym synovskymi uzly.

Obr. 3.20: Urcéovani vzajemné poolohy bodu a télesa reprezentovaného CSG mo-
delem: Bod A je uvnitt jednoho z primitivnich téles. Je také uvnitt celého télesa,
protoze prii operaci sjednoceni, ktera je zde k vytvoreni télesa pouzita, k tomu staci,
aby byl bod uvnitt alespon jednoho z primitivnich téles, ktera do operace vstupuji.

3.7.4 Zobrazeni télesa reprezentovaného pomoci CSG

Zde jsou problémy do zna¢né miry podobné tém, které jsme naznacili v predchozim
odstavci. Nejprimocarejsim postupem je pozadovat pro zobrazeni télesa vypocet jeho
hranice. Tento postup se voli dosti ¢asto, a to i presto, ze implementace prislusnych
algoritmt je, jak jiz vime, dosti nepfijemna. Jako ukézku postupu, kdy se hranice
nepocita, uvedeme priklad zobrazeni CSG télesa metodou sledovani paprsku. Nazna-
¢ime princip funkce, kterd vypocita prinik paprsku s danym télesem, tedy tu cast
paprsku, kterd lezi uvnitt télesa (z ni bod nejblizsi pozorovateli je zapotiebi zob-
razit). Vstupnimi parametry funkce jsou paprsek (zadany napr. po¢ateénim bodem
a smérem) a CSG popis télesa. Vystupem je seznam primkovych segmenti paprsku,
které lezi uvnitt zadaného télesa. Funkce mize pracovat takto: 1) Je-li testované
téleso primitivem (listem CSG stromu), pak lze prinik paprsku s télesem jednoduse
urc¢it. 2) Neni-li testované téleso primitivem, ale vnitinim uzlem CSG stromu, pak
se zjisti prunik paprsku s télesy reprezentovanymi synovskymi uzly vysSetrovaného
uzlu (to muze spustit rekurzivni provadéni uvazované funkce). Nad takto zjisténymi
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pruniky pro synovské se pak provede booleovskd operace predepsana ve vysetio-
vanému uzlu. Protoze se jednd o booleovskou operaci nad jednorozmérnou oblasti,
Ize ji snadno implementovat. Realizaci a ¢innost popsané funkce ukazuje nasledujici
fragment zdrojového textu a obr. 3.21.

> d -

-~

Obr. 3.21: Pfimé zobrazovani CSG modelu (bez explicitniho vypoctu hranice) me-
todou sledovani paprsku. Vlevo je vyznaceno téleso a paprsek. Uprostred je CSG
strom pro téleso; vyznaceno je také feseni prusecikii paprsku s jednotlivymi primi-
tivy (kvadr a vélec) i s vyslednym télesem. Vpravo je naznaceno, Ze usecku, v niz
paprsek protinad téleso, lze ziskat jako rozdil tsecky, v niz paprsek protina kvadr,
a usecky, v niz paprsek protina valec. Rozdil proto, Ze téleso bylo ziskdno odec¢tenim
véalce od hranolu.

SgmtList *xrayIntersec (Coord3 xorig, Coord3 xdir, CSGnode snode){
if (isList(node)) return intersecPrimitive (orig, dir, node);
sl:= raylIntersec(orig, dir, node >1Son);
sr:= raylntersec(orig, dir, node >rSon);
return boolOperOnSgmtLists(sl, sr, node >operation);

Priklad 3.9. Pokuste se o implementaci zobrazeni télesa dle této podkapitoly. (Ijkol @
je samoziejmé ale ponékud pracnéjsi.)
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tecnd rovina, 45
polynomy
Bernsteinovy, 59
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Rejstrik
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