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Uvod

Mili ¢tenari,

skripta ,Vybrané kapitoly z pravdépodobnosti“ a ,,Uvod do statistiky® jsou urcena
pro studenty technickych obort vysoké skoly. Prvni dil téchto skript - ,,Vybrané kapi-
toly z pravdépodobnosti“ je koncipovan tak, abyste si mohli u¢init vychozi predstavu
o zakladnich pojmech a tlohéch spadajicich do oblasti pravdépodobnosti. Obtiznéjsi
casti vykladu jsou prezentovany jen s nejnutnéjsi mirou forméalnich prvki, mnoha
odvozeni a dikazy jsou zarazeny pouze do kapitol ur¢enych pro zdjemce o pozadi
predkladanych vztahti. Presto neni predkladany text lehké ¢teni. Prosim, pocitejte
s tim, ze budete ¢asto muset usilovné premyslet, latku si postupné vyjasnovat a
k mnoha tématiim se opakované vracet. Pri studiu Vam miize pomoci fada animaci
(flash), appleti (java) a vypocetnich programt (MS Excel), které budou v ramci
pilotovani vyukovych materialii pouzivany pti vyuce predmétt Statistika 1., Biosta-
tistika a Specidlni analyza dat vyucovanych na VSB-TU Ostrava a pozdéji se stanou
soucasti obrazovkové verze téchto materiala.

V tvodu kazdé kapitoly jsou uvedeny cile (konkrétni dovednosti a znalosti), kterych
mate po prostudovani této kapitoly dosdhnout. Naleduje vlastni vyklad studované
latky, zavedeni novych pojmi a jejich vysvétleni, vSe doprovazeno resenymi priklady.
Mnozstvi fesenych ptikladt by VaAm mélo umoznit aplikovat nabyté védomosti pri
ulohach tesenych v technické praxi. Hlavni pojmy, které si mate osvojit jsou na
zaver kapitoly zopakovany v ¢asti Shrnuti. Pro ovéreni, zda jste dobfe a tplné latku
kapitoly zvladli, mate za kazdou kapitolou k dispozici nékolik testovych otazek.
Protoze vétsina teoretickych pojmi tohoto predmétu ma bezprostfedni vyznam a
vyuziti v praxi, jsou Vam rovnéz predkladany i praktické tlohy k feseni. Schopnost
aplikovat Cerstvé nabyté znalosti pii feseni realnych situaci je hlavnim cilem tohoto
skripta. Vysledky testii a zadanych priklada jsou uvedeny na konci kazdé kapitoly
v Klic¢i k feseni. Pouzivejte jej az po vlastnim vyfeSeni testu a tloh, jen tak si
samokontrolou ovérite, ze jste obsah kapitoly skutecné uplné zvladli.

Uspésné a prijemné studium s touto uc¢ebnici Vam preje,

Martina Litschmannova
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Kapitola 1

Kombinatorika — opakovani uciva

ze SS

Cile
Po prostudovani této kapitoly budete umét pouzit:

e zikladni pojmy kombinatoriky

e vztahy pro vypocet kombinatorickych tloh




Kombinatorika — opakovani uciva ze SS

1.1 Kombinatorika — co to je?

Kombinatorika je vstupni branou do teorie pravdépodobnosti. Zabyjvd se riznymi
zpusoby vybéru prvki z daného souboru. UZ jste si vzpomnéli? Jde prece o soucdst
stredoskolské matematiky. Ale protoZe opakovani je matkou moudrosti, jdeme na
to...

Nejdrive si ujasnéme s jakymi vybéry se v praxi muzeme setkat. Prvnim kritériem
je usporadanost vybéru.

A. Usporadany vybér (= variace)

je takovy vybér, pri némz zalezi na poradi vybranych prvki.
Pr.: Kolik trojcifernych ¢isel lze sestavit z cislic 1; 3; 8; 97
Cislo 139 a ¢islo 391 povazujeme za dvé ruzné varianty vybéru.
B. Neusporiadany vybér (= kombinace)

je oproti tomu vybérem, pti kterém na poradi vybranych prvka nezalezi.

Pr.: Kolik je moznosti jak vyplnit tiket Sportky?
7 ¢isel ze 49 — napf. kombinace {1;2;3;4;5;6; 7} je totozna s kombinaci {2;3; 1; 6; 7;
4;5} — nezalezi na tom, v jakém poradi jsme ¢isla zaskrtali.

Druhym kritériem je skutecnost, zda prvky mohou byt do vybéru zarazeny opako-
vané ¢i nikoliv. Podle toho se vybéry rozlisuji na:

A. Vybéry s opakovanim
tj. prvky mohou byt do vybéru zarazeny opakované.

Pf.: 7 mnoziny {1;3;8;9} lze mimo jiné vytvorit trojéisli {131; 188;888; 119;
139;...}

B. Vybéry bez opakovani
tj. prvky nemohou byt do vybéru zarazeny opakované.

Matematicky je vétsinou jednodussi popis vybértu s opakovanim, avsak v praxi se

casteji setkate s vybéry bez opakovani.

1.2 Zakladni kombinatoricka pravidla

1.2.1 Kombinatorické pravidlo soucinu

Toto pravidlo pouzivame v bézném zivoté zcela automaticky. Nez uvedeme jeho
matematickou formulaci, ukazeme si jeho vyuziti na prikladu.



1.2 Zakladni kombinatoricka pravidla

Priklad 1.1. U stanku nabizeji ¢tyti druhy zmrzliny a tii
polevy. Kolik riznych zmrzlin s polevou lze vytvorit, jest-
lize nechceme michat vice druht zmrzliny ani vice polev?

Reseni. Nasledujici diagram zobrazuje vSechny moznosti vybéru:

Vanilkova Oriskova poleva
Ovocna poleva

Jahodova Ofiskova poleva

Ovocna poleva

Meruiikova Oriskova poleva
Ovocna poleva

Citrénova Oriskova poleva

Ovocna poleva

Ke kazdému ze ¢tyt druhtt zmrzliny mizeme pridat jednu ze tii polev, celkem je
proto mozné vytvorit 4 - 3 = 12 riznych zmrzlin s polevou.
A

Zobecnénim predchozi ivahy dojdeme k nésledujicimu pravidlu nazyvanému kom-
binatorické pravidlo soucinu.
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Pocet vsech usporadanych k-tic, jejichz prvni ¢len lze vybrat n; zptsoby, druhy ¢len
po vybéru prvniho ¢lenu ns zptisoby atd. az k-ty ¢len po vybéru vsech predchazejicich
clenti ny, zpusoby, je roven nq - ng - ... - Ng.

V tvodnim prikladu jsme hledali usporadané dvojice druh zmrzliny — typ polevy,
jejichz prvni ¢len (druh zmrzliny) lze vybrat Ctyfmi zpusoby a druhy clen (typ
polevy) lze vybrat tfemi zpusoby. Tedy k = 2,ny = 4,ny = 3;n; - ng = 12.

1.2.2 Kombinatorické pravidlo souctu

Také toto pravidlo v zivoté casto vyuzivame, aniz si to uvédomujeme. Jestlize mame
napr. tii zluté, dvé modré a ¢tyti zelené pastelky, umi kazdy snadno spocitat, ze
dohromady mame 3 + 2 + 4 = 9 pastelek. Matematicky se toto pravidlo formuluje
takto:

Jsou-li Ay, Ay, ..., A, koneéné mnoziny, které maji po radé pi,ps,...,p, prvki, a
jsou-li kazdé dvé disjunktni, pak pocet prvki mnoziny A; |JAsJ...J A, je roven
pr+p2+...+ pn

1.3 Usporadané vybéry (variace)

Zmovu si pripomenme, ze u variaci zalezi na poradi vybiranych prvku.

1.3.1 Variace k tridy bez opakovani

Necht M je libovolna mnozina n prvku. Kazda usporadand k-tice (skupina k prvki)
navzajem ruznych prvkd mnoziny M se nazyva variace k-té tiidy mnoziny M bez
opakovani. Pocet variaci k-té tiidy mnoziny M bez opakovani nazyvame variaéni
¢islo a znacime jej V' (n, k).

Z kombinatorického pravidla souc¢inu plyne, ze pocet variaci V(n, k) se urcuje podle
vztahu

Priklad 1.2. V prvni fotbalové lize je 16 muzstev. Kolika zptisoby mohou byt na
konci soutéze obsazeny stupné vitézi?

Reseni. Vybirame trojici muzstev, kterd obsadi stupné vitézi. Na poradi v této
trojici samoziejmé zalezi.



1.3 Usporadané vybéry (variace)

16!

Stupné vitézi mohou byt obsazeny 3 360 zpusoby.
A

V pripadé, ze velikost usporadaného vybéru je totozna s rozsahem mnoziny M tj.
k = n pouzivame pro tento typ variaci nazev permutace. U permutaci tak jde
v podstaté o riznéd usporadani prvku téZze mnoziny (presmycky).

1.3.2 Permutace bez opakovani

Permutace mnoziny M (bez opakovéni) jsou kazdd navzdjem rtznd usporadani
mnoziny M.

Pocet permutaci n prvkové mnoziny stanovime na zakladé vztahu

P(n) =V(n,n) = — =n!

Priklad 1.3. Predsednictvo zastupitelstva mésta Bopamar je slozeno z 5 osob —
predsedy, 1. mistopredsedy, 2. mistopredsedy, ekonoma a fadového c¢lena. Predpo-
kladejme, ze predsednictvo je uz zvoleno a je pouze treba rozdeélit si funkce. Kolik
je moznosti, jak si funkce rozdélit?

Reseni. Je ziejmé, 7Ze jde o permutace (presmycky) 5 ¢lenné mnoziny.

P(5)=5!'=5-4-3-2-1=120
Predsednictvo si tedy miize rozdélit funkce 120 zptsoby.

Oznac¢me opét M jako libovolnou n prvkovou mnozinu.

1.3.3 Variace k tridy s opakovanim

Tak nazyvame kazdou usporadanou k-tici prvku mmnoziny M, v niz se jednotlivé
prvky mohou opakovat.

7, kombinatorického pravidla soucinu plyne, Ze pocet variaci k tfidy s opakovanim
urcuje vyraz V*(n, k).

V*(n, k) = n"
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Priklad 1.4. Urcete kolik je moznosti jak sestavit 6 mistné telefonni cislo.

Reseni. V tomto piipadé si zvolime mnozinu M, M = {0;1;2;3;4;5;6;7;8;9}. Po-
tfebujeme obsadit 6 mist.

000000
Je ziejmé, Ze existuje celkem
V*(10,6) = 10°

moznosti jak usporadat 10 ¢islic do Sestice.

V tuto chvili si musime uvédomit, ze telefonni ¢islo nemiize zac¢inat ,,0“, proto mu-
sime tyto moznosti od celkového poctu odecist.

0
00000

N J
Y

V' (10,5)

V*(10,5) = 10°

Mezi véemi 6 mistnymi ¢isly je 10° ¢isel zacinajicich ,,0“. Existuje tedy
900000 (10°-10°) moZnost{ jak vytvorit 6 mistné telefonni ¢islo.

A
1.3.4 Permutace s opakovanim
Méjme usporadanou k-tici prvki (aq, ..., ax) a usporadanou k-tici pfirozenych éisel
(N1, ..., nk).
Oznac¢me
n
Z n; = mn.
i=1
Pak usporadanou n-tici obsahujici prvek a; ni-krat, prvek as no-krat, ..., prvek

ap nip-krat nazyvame permutaci s opakovanim.

Pocet permutaci s opakovanim je dan vztahem




1.4 Neusporadané vybéry (kombinace)

P(n) n!
P* e = -
(n17n2a ,TLk) P(?’Ll) . P(nz) . P(nk) 7’L1! . TLQ! L nk'

Priklad 1.5. Na plakatovaci plochu o kapacité 10 mist se maji vylepit reklamni pla-
katy 4 spole¢nosti. Spolecnost ARMA si predplatila 3 plakaty, spolecnost BRUNO
2 plakaty, spolecnost CEKO 1 plakat a spolecnost DINA 4 plakaty. Urcete, kolika
riznymi zptsoby lze plochu pokryt.

Reseni. Predpokladame-li, Ze kazdé spolecnost dodala pouze jediny druh plakétu,
pak jednotlivé varianty polepeni tvori permutace s opakovanim.

100 10-9-8-7-6-5

= = 12600
312011 4! 3-2-2

P*(3,2,1,4) =

Plakatovaci plochu lze polepit 12 600 riznymi zpusoby.

1.4 Neusporadané vybéry (kombinace)

Kombinace se pouzivaji v pripadech, kdy se z mnoziny prvki vybird podmnozina,
jejiz prvky nemaji specifickou roli, tj. jsou vzajemné zaménitelné (nezalezi na poradi
vybranych prvki).

Prikladem takovéto podskupiny je zavodni druzstvo mladsich zakd pro béh na
1500 metru (reprezentujicich jistou ZS).

Oznaéme si znovu M jako libovolnou n prvkovou mnozinu.

1.4.1 Kombinace bez opakovani

Kombinaci k-té tridy z n prvki bez opakovani nazveme kazdou k prvkovou podm-
nozinu n prvkové mnoziny M.

Pocet ruznych kombinaci k-té t¥idy z n prvki znac¢ime C(n, k) a uréime podle vzorce

con =) - airm

Vyraz (g) nazyvame kombinacni ¢éislo.

Piiklad 1.6. Ve ¢tvrtém roéniku ZS studuje 30 chlapct a 50 dévéat. Pro reprezen-
taci roéniku v lehké atletice je treba sestavit smisené 10 ¢lenné druzstvo (5 chlapei,
5 divek). Kolik je moznosti jak takovéto druzstvo sestavit?
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Resend. Pro vypocet pouzijeme kombinatorické pravidlo o soucinu: Celkovy pocet

moznosti jak sestavit druzstvo (n) je dédn soucinem poctu moznosti jak vybrat
5 chlapct ze 30 (ch) a 5 divek z 50 (d).

Pocet moznosti jak vybrat 5 chlapci ze 30 je zrejmé

30 30! 30-29-28-27-26
h = C(30,5) = = = = 142506.
ch=C(30,5) (5) (30 —5)! - 5! 5.4-3-2-1
Pocet moznosti jak vybrat 5 divek z 50 je
50 50! 50-49-48 - 47 - 46
d=C(50,5) = = = = 2118760.
(50,5) (5) (50 — 5)! - 5! 5-4-3-2-1

A celkovy pocet moznosti jak sestavit druzstvo je tedy

n = ch -d = 142506 - 2118760 = 301936012560, tj. témér 302 miliard.

A

Piiklad 1.7. 7 dvaceti¢lenného zastupitelstva (8 z ODS, 6 z CSSD, 4 z KDU-CSL, 2
ze S7) se musi zvolit péticlenné predsednictvo (predseda, mistopredseda, 3 ¢lenové).
Kolika riiznymi zptisoby lze predsednictvo sestavit:

(a) nejsou-li na vybér funkei zadna dalsi omezeni

(b) je-li stanoveno, ze predseda a mistopredseda musi byt ze dvou nejsilnéjsich stran

Reseni.

(a) Nejsou-li stanovena zadnd omezeni pro vybér predsednictva, je 380 (=V(2,20)=
=20-19) moznosti jak vybrat predsedu a mistopredsedu. Zbyl4 tii mista v pred-
sednictvu mohou obsadit libovolni tti lidé ze zbyvajicich osmnéacti. Takovych
moznosti je

= 816.

18 18! 1817 16
C<18’3):<3):(18—3)!~3!: 6

Uplatnime-li kombinatorické pravidlo soucinu, zjistime, ze celkovy pocet moz-
nosti, jak sestavit predsednictvo, je 310 080 (= 380 - 816).

(b) Nyni je stanoveno, Ze predseda a mistopredseda musi byt ze dvou nejsilnéjsich
stran (neni feceno, ze predseda musi byt z nejsilnéjsi strany). Moznosti jak zvolit
predsedu a mistoptredsedu je tedy:
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69
‘ Pocet moznosti jak zvolit predsedu z
ODS a zaroven mistopfedsedu z CSSD

Poget moznosti jak zvolit mistopfedsedu z ODS a zaroveri predsedu z CSSD

Zbyla tti mista v predsednictvu mohou obsadit libovolni tti lidé ze zbyvajicich
osmndcti (bez ohledu na stranickou piislusnost). Takovych moznosti je 816, jak
bylo urceno v bodé a).

Uplatnime-li kombinatorické pravidlo soucinu, zjistime, ze celkovy pocet moz-
nosti, jak v pfipadu takovych pozadavku sestavit predsednictvo, je 78 336 (=
=96 - 816).

A

1.4.2 Kombinace s opakovanim

Kombinaci k-té tridy z n prvkia s opakovanim nazveme kazdou k-¢lennou skupinu
sestavenou z prvkt mnoziny M tak, ze se prvky ve skupiné mohou opakovat a pritom
nezalezi na jejich potradi.

Pocet kombinaci k-té ttidy s opakovanim je dan vztahem

C*(n,k) = C(n +k—1,k) = ("+k—1> _ (k-1

k o (n—=D! kD

Priklad 1.8. Kvalita vyrobku se rozlisuje tfemi stupni jakosti: A, B, C.

(a) Urcete, kolik rtuznych vysledki mize mit vystupni kontrola vyroby, testuje-li se
kvalita 10 ndhodné vybranych vzorka.

(b) Kolik ruznych vysledkt nebude obsahovat ani jeden vyrobek kvality C?

Resend.
(a) Testovany vzorek je 10 prvkova skupina sloZena z vyrobku az tii typu jakosti.
Pocet rtiznych vysledki kontroly je tedy dan vztahem

3+10—-1 12!
* > 66.

C*(3,10) = < o BT

Existuje 66 rtznych vysledki kontroly kvality 10 vyrobkii.
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(b) Chceme-li zjistit, kolik vybérta 10-ti vyrobkt neobsahuje vyrobek kvality C, mu-
sime omezit pocet povolenych tiid ve vzorku na 2 (A, B).

11.

_ |
C(2,10) = (2+10 1) 11!

10 U

V 11 rtznych vysledcich kontroly kvality nenajdeme vyrobek kvality C.
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Shrnuti:
Usporadané vybéry
o . 7 V 'k — .
. § Variace bez opakovani (n, k) BT
O O
m -2 ,
= Permutace bez opakovani P(n) =V(n,n) =n!
= Variace s opakovanim V*(n k) = nk
g
©n 3 , . n!
f‘i{ Permutace s opakovanim P*(ny, ny, -+, ny) = oy BT P
o
Neuspoiadané vybéry
k=
35| Kombinace bez opakovani i = (}) = —n
2 2 ombinace bez opakovani nk)=(,)= ORI
&
E
& (n+k—1)!
wn = . roor « _(n+ k—1 _ :
% Kombinace s opakovanim C*(n, k) ( X ) =Dk
[oN
o

¢ Kombinatorické pravidlo o soucinu
Pocet vsech usporadanych k-tic, jejichz prvni ¢len lze vybrat ny zptisoby, druhy
¢len po vybéru prvniho ¢lenu ny zptusoby atd. az k-ty ¢len po vybéru vsech
predchazejicich ¢lenii ny zpiisoby, je roven ny - ng - ... - ng.

e Kombinatorické pravidlo o souc¢tu
Jsou-li Ay, As, ..., A, koneéné mnoziny, které maji po radé py, ps, . . ., p, prvku,
a jsou-li kazdé dvé disjunktni, pak pocet prvku mnoziny A;(JA2UJ...J An
jeroven p1 +p2 + ...+ py.
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2 Kontrolni otazky

1. Co je to kombinatorika?
2. Jaka kritéria rozliSeni vybéru v kombinatorice znate?
3. Definujte:
(a) variace bez opakovani
(b) variace s opakovanim
(¢) permutace bez opakovani
(d) permutace s opakovanim
(e) kombinace bez opakovani

(f) kombinace s opakovanim
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Ulohy k feSeni

1

[\)

@ ——

Z kolika prvku lze vytvorit 90 variaci druhé ti¥idy (bez opakovani)?

Z kolika prvki lze vytvorit 55 kombinaci druhé tiidy (bez opakovani)?

. Zmensi-li se pocet prvki o dva, zmensi se poc¢et permutaci (bez opakovani) ¢tyticetdva-

krat. Urcete pocet prvki.

. Z kolika prvku lze vytvorit padesatkrat vice variaci tfeti tfidy (bez opakovani) nez

variaci druhé tiidy (bez opakovani)?

. 'V prodejné si mizete vybrat ze sedmi druht pohlednic. Kolika zptisoby lze koupit

a) 10 pohlednic,
b) 5 pohlednic,
¢) 5 ruznych pohlednic.

. 'V knihkupectvi prodavaji 10 titult kniznich novinek. Kolika zpusoby lze koupit

a) 4 knizni novinky,

b) 5 rtznych kniznich novinek?

. Na hokejovém turnaji, kterého se ucastni 8 druzstev, sehraje kazdy tym s ostatnimi

prave 1 utkani. Kolik zapast bude celkem sehrano?

. Hokejovy tym odjel na OH s 23 hraci, a to s 12 atoc¢niky, 8 obranci a 3 brankari. Kolik

ruznych sestav muze trenér teoreticky vytvorit?

. Kolika ptimkami lze spojit 7 bodi v roviné, jestlize:

a) zadné t¥i z nich nelezi v primce,

b) tfi z nich lezi v jedné primce?

10. Kolik kruznic je urc¢eno 10 body v roviné, jestlize zadné t¥i z nich nelezi na primce a

zéddné ¢tyTi z nich nelezi na kruznici?

11. Kolik riznych hodt miizeme provést

a) dvéma,

b) tfemi ruznobarevnymi kostkami?

12. Kolik rtznych znacek teoreticky existuje v Morseové abecedé, sestavuji-li se tecky a

carky ve skupiny po jedné az péti?
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13. Kolik prvku obsahuje mnozina vsech péticifernych prirozenych ¢isel (v desitkové sou-
stave)?

14. Deset pratel si vzdjemné poslalo pohlednice z prazdnin. Kolik pohlednic celkem roze-
slali?

15. Kolikrat vice je variaci k-té tfidy z n prvkia nez kombinaci k-té t¥idy z téchto prvki
(bez opakovani)?

16. V plné obsazené lavici sedi 6 zaki a, b, c, d, e, f.

a) Kolika zptusoby je lze presadit?

b) Kolika zptusoby je lze presadit tak, aby zaci a, b sedéli vedle sebe?

c¢) Kolika zptsoby je lze presadit tak, aby zak c sedél na kraji?

d) Kolika zpusoby je lze presadit tak, aby zék c sedél na kraji a zaci a, b sedéli vedle
sebe?

17. Student mé v knihovné 4 rtzné ucebnice o pruznosti, 3 rizné ucebnice matematiky
a 2 ruzné ucebnice angli¢tiny. Kolika zpusoby je lze seradit, maji-li ztistat ucebnice
jednotlivych obort vedle sebe?

18. Kolika zpiisoby lze rozdélit 8 ticastnikl findle v béhu na 100 m do 8 drah?

19. Kolik rtiznych anagrami lze vytvorit pouzitim vSech pismen slova

a) statistika,

b) matematika?

20. Ceta vojéktt mé vyslat na straz 4 muze. Kolik muzi mé Ceta, je-li mozno tikol splnit
210 zpusoby?

21. Kolik thlopricek ma konvexni n-ithelnik?

22. V zasobniku je 7 ostrych a 3 slepé naboje. Urcete, kolika zptisoby lze namétkou ze
zasobniku vyjmout 5 naboju, z nichz alespon 3 jsou ostré.

23. Kolika zptisoby je mozno na c¢tvercové Sachovnici s 64 poli vybrat 3 pole tak, aby
vSechna tfi pole neméla stejnou barvu?

24. Kolika zpusoby je mozno na Sachovnici s 64 poli vybrat 3 pole tak, aby vSechna nelezela
v jednom sloupci?
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Reseni

1. n=10

2.n=11

3.n="7

4. n =52

5. a) 8 008 moznosti

7.

8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

b) 462 moznosti

¢) 21 moznosti

a) 715 moznosti
b) 252 moznosti

28 zapast
18 480 moznosti

a) 21 primkami
b) 19 pfimkami

120 kruznic

a) 36 riznych hodu
b) 216 rtznych hodu

62 rtznych znacek
90 000 cisel

90 pohledu

a) 720 moznosti
b) 240 moznosti
¢) 240 moznosti

d) 96 moznosti
1 728 zptsobt
40 320 zplisobu

a) 75 600 presmycek

Variaci je k! krat vice nez kombinaci
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20.

21.

22.

23.

24.

b) 151200 presmycek
10 vojaku

n(n —3)

5~ uhlopiféck

231 moznosti
31 744 moznosti

41 216 mozZnosti
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Kapitola 2

Uvod do teorie pravdépodobnosti

Cile
Po prostudovani této kapitoly budete umét:

e charakterizovat teorii pravdépodobnosti a matematickou statistiku,

vysveétlit zakladni pojmy teorie pravdépodobnosti,

popsat typy ndhodnych jevi,

vysvetlit a umét pouzivat zakladni relace mezi jevy,

vysvétlit pojem pravdépodobnosti,
e popsat vlastnosti pravdépodobnostni funkce,
e pracovat s podminénou pravdépodobnosti,

e pouzit vétu o uplné pravdépodobnosti a Bayesovu vétu.
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Uvod do teorie pravdépodobnosti

2.1 Zakladni pojmy
Cile

Po prostudovani této kapitoly budete umeét:

e charakterizovat teorii pravdépodobnosti a matematickou statistiku,

e vysvetlit zakladni pojmy teorie pravdépodobnosti.

2.1.1 Cim se zabyvaji teorie pravdépodobnosti a matema-
ticka statistika?

Ve svété kolem nés, zejména v prirodnich védéch, se vyskytuji procesy (napt. che-
mické reakce), které se vyznacuji tim, ze nastanou-li uréité podminky, pak nutné na-
stane urcity vysledek. Tyto procesy oznacujeme jako deterministické. Stejné tak
okolo nas existuje spousta véci, jevi a udalosti, které nelze predvidat — jsou dusled-
kem nahody. Takové procesy oznacujeme jako ndhodné neboli stochastické. Jejich
vysledek (ndhodny jev) nemtzeme predem uréit, protoze podléha vlivu mnozZstvi
casto drobnych, ne zcela zjistitelnych vlivii, které jsou pri¢inou toho, ze pri opako-
vané realizaci podobnych podminek dostaneme ruzné (ndhodné) vysledky. Otdazkami
nahody a nahodnych déju se zabyvaji dvé matematické discipliny: teorie pravdépo-
dobnosti a matematicka statistika.

Teorie pravdépodobnosti je matematicka disciplina, jejiz logicka struktura je bu-
dovana axiomaticky. To znamend, ze jeji zaklad tvori nékolik tvrzeni (takzvanych
axiomil), kterd vyjadiuji zakladni vlastnosti pravdépodobnosti a vSechna dalsi tvr-
zeni jsou z nich odvozena deduktivné.

Matematicka statistika je véda zahrnujici studium dat vykazujicich nahodna ko-
lisani, at uz jde o data ziskana peclivé pripravenym pokusem provedenym pod sta-
lou kontrolou experimentalnich podminek v laboratori, ¢i o data provozni, pripadné
o data ziskand pocitacovymi simulacemi (tzv. metodou Monte-Carlo).
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2.1.2 Zakladni pojmy teorie pravdépodobnosti

Teorie pravdépodobnosti se opird o nékolik zakladnich pojmu, mezi néz patii na-
hodny pokus, nahodny jev a jevové pole.

Nahodny pokus je kazdy déj, jehoz vysledek neni predem jednoznacné urcen pod-
minkami, za kterych probiha. Klasické pojeti teorie pravdépodobnosti predpoklada,
ze nahodny pokus je, alespon teoreticky, neomezené opakovatelny. Piikladem nahod-
ného pokusu tak muze byt hod kostkou, zjisténi vysky jedince, zjisténi zivotnosti
zarovky apod.

Nés nebude zajimat vlastni provadéni nahodnych pokust, ale predevsim vysledky
takovychto déjii. Pro presny matematicky popis pokusu stanovujeme mnozinu vsech
moznych vysledki {w} daného pokusu, tzv. zdkladni prostor Q. Tyto mozné vy-
sledky musi byt zavedeny tak, aby zadné dva z nich nemohly nastat soucasné. Déle
musi byt mnozina moznych vysledku vycerpavajici. To znamenad, ze pri realizaci da-
ného pokusu musi pravé jeden z nich vzdy nastat. Pfed ukonc¢enim pokusu ovSem
nevime, ktery vysledek to bude.

Priklady zakladnich prostorti

e () = rub, lic — pri hodu minci

e 2 =1,234,5,6— pri hodu kostkou
Za ndhodny jev A budeme, v souladu s vyse zavedenymi pojmy, povazovat kazdou
podmnozinu A mnoziny {2, zapisujeme A C €.

P1i hodu kostkou je ndhodnym jevem naptiklad padnuti sudého cisla, u zjisténi
vysky jedince mize byt nahodnym jevem vyska jedince vétsi nez 175 cm. U terminu
ndhodny jev budeme v dalsim textu vétsinou slovo nahodny vynechavat a budeme
mluvit pouze o jevu.

Prvky mnoziny €2, popripadé jednoprvkové podmnoziny 2, nazyvame elementar-
nimi jevy a oznacujeme je w. Jevy, které nejsou elementarni, oznacujeme jako jevy
sloZené.

Priklad elementarniho jevu

e w = {2} — pri hodu kostkou

Priklad slozeného jevu

e A ={24,6} — pri hodu kostkou
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Uvod do teorie pravdépodobnosti

2.2 Oznacovani jevi, relace a operace mezi jevy

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete umeét:
e popsat typy ndhodnych jevi,

e vysvétlit vztahy (relace) mezi jevy,

e pouzivat zakladni operace mezi jevy.

Nahodné jevy budeme obvykle oznacovat velkymi pismeny latinské abecedy
(A,B,C,X,Y, Z,...).

2.2.1 Jaké jsou typy nahodnych jevi?

Budeme tikat, ze pii realizaci ndhodného pokusu nastal (nastoupil) jev A, jestlize
nastal elementarni jev w C 2, takovy, ze w C A. Elementarni jev w C A nazyvame
také vysledek priznivy jevu A.

Jev, ktery nastane nutné pti kazdé realizaci nahodného pokusu, nazyvame jev jisty.
Jev, ktery nemuze v daném pokusu nikdy nastat, nazyvame jev nemozny. Jev jisty
budeme znacit €2, jev nemozny ().

2.2.2 Pravidla pro praci s nahodnymi jevy

Jednotlivé jevy mezi sebou vstupuji do vzajemnych vztahi. Vzhledem k tomu, ze
jev je jen jiné oznaceni pro podmnozinu mnoziny {2, muzeme zavést relace mezi
jevy, které odpovidaji mnozinovym relacim. Vztahy (relace) mezi jevy vyjadiujeme
pomoci mnozinovych inkluzi.

e Jev A je podjevem jevu B, znacime A C B
Znamena to, Ze jev A ma za nésledek jev B (tj. nastane-li jev A, nastane taktéz
jev B).
ACB& (weA=weB)

©

Obr. 2.1: Venniv diagram — A C B

Q
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Priklad — hazeni kostkou: Necht jev A - padne ¢islo 2, jev B — padne sudé ¢islo.
Jev A je pak podjevem jevu B.

¢ Rovnost jevi, znacime A = B
Znamena to, ze jev A mé za nésledek jev B a naopak jev B ma za nasledek jev A
(ACBABCA).

Priklad — hézeni kostkou: Necht jev A — padne sudé cislo, jev B — padne ¢islo
délitelné 2. Jev A je pak roven jevu B.

e Disjunktni jevy A, B
Dva jevy A, B nemohou nastat soucasné, nemaji-li spolec¢ny zadny elementarni
jev (spolecny vysledek). Takovéto jevy budeme nazyvat jevy disjunktni (nékdy téz

neslucditelné).

Obr. 2.2: Venniv diagram — disjunktni jevy A, B

Q

Priklad — hazeni kostkou: Definujme jev A — padne sudé ¢islo, jev B — padne liché
¢islo. Tyto jevy nemaji zadny mozny spolecny vysledek. Jestlize nastane jev A,
nemuze zaroven nastat i jev B a naopak.

Obdobné lze ¥ici, ze ndhodné jevy A; i = 1,2, ... jsou vzajemné (fikdme také
»po dvou®) disjunktni, jestlize jsou disjunktni vSechny dvojice ndhodnych jevi
AZ‘,A]' pro 7 7éj .

Operace s ndhodnymi jevy vyjadfujeme pomoci mnozinovych operaci
e Doplnék jevu A v 2, opaény jev, zna¢ime A

Opacénym jevem (doplitkovym) k jevu A v Q budeme rozumét jev A, ktery
nastane pravé tehdy, kdyz nenastane jev A.

|

Q0

Obr. 2.3: Venntv diagram — doplnék jevu A
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Piiklad — hazeni kostkou: Jev A — padne sudé &islo, pak jev A — padne liché
cislo.

Prinik jevid, znacime AN B
Prunik jevi je jev, ktery nastane, kdyz nastanou jevy A a B soucasné (¢teme
A prunik B nebo A a zaroven B — nastava totiz jak jev A tak i jev B soucCasné).

Q

Obr. 2.4: Venntv diagram — AN B

Priklad — hazeni kostkou: jev A necht znaci — padne ¢islo 2 nebo 3 nebo 4, jev
B — padne sudé cislo. Je ziejmé, ze jev AN B ={2,4}.

Obdobné lze Fici, ze ndhodné jevy (., A; a ();—, A; nastanou, jestlize nasta-
nou vsechny jevy A; .

Sjednoceni jevi, znac¢ime AU B

O sjednoceni jevii A a B hovorime tehdy, jestlize nastava jev A nebo jev B.
Slivko ,nebo“ znamena nejen to, ze muze nastat pouze jeden z téchto jevi,
ale i to, Ze mohou nastat oba jevy zaroven. Jinymi slovy, nastane alesporn jeden
z téchto jevi.

Obr. 2.5: Venniv diagram — AU B

Ptiklad — hézeni kostkou: necht jev A = {1,3,4}, necht déle jev B je padnuti
sudého ¢isla. Je ziejmé, ze jev AU B ={1,2,3,4,6}.

Obdobné lze Fici, Ze ndhodné jevy | J;_, 4; a |J;2, A; nastanou, jestlize nastane
alespon jeden jev A;.
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e Rozdil jevi, znac¢ime A\ B
Rozdilem jevii A a B budeme chapat jev, ktery nastava prave tehdy, nastane-li
jev A a soucasné nenastane jev B.

Q

Obr. 2.6: Venntv diagram — A\ B

A\B=ANB
A\B={wjwe ANw ¢ B}

Priklad — hazeni kostkou: Jev A — padne cislo vétsi nez dveé, jev B — padne
sudé ¢islo. Rozdil jevii A a B je pak jev A\ B ={3,5}.

Rovnéz vlastnosti operaci s ndhodnymi jevy jsou totozné s vlastnostmi operaci s
mnozinami. Necht A, B, C' C Q, pak

1. AUB=BUA,ANB=DBnA,

2. AUBUC)=(AUB)UC,AN(BNC)=(AnB)NnC,
3. AU(BNC)=(AUB)N(AUC),AN(BUC)=(ANB)U(ANC),
4. AUA=A ANA= A,
5. AUD = A, AN0 =0,
6. AUQ=QAN0 = A,
7. (A) = A,
8. AUB = AN B,(1. de Morgantiv zékon),

AUB

0

Obr. 2.7: Venniv diagram — 1. de Morgantv zékon

9. AN B = AU B,(2. de Morgantiv zakon)
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Obr. 2.8: Venniv diagram — 2. de Morganuv zdkon

2.2.3 Mnoziny nadhodnych jevi

V teorii pravdépodobnosti se setkavame se dvéma vyznacénymi mnozinami nahod-
nych jevi — dplnou mnozinou vzajemné disjunktnich jevi a jevovym polem.

e Uplna mnozina vzijemné disjunktnich jevi'
Uplnd mnozina vzajemné disjunktnich jevl je mnozina po dvou dis-

junktnich jeva {A;, As, As,..., A,} s nenulovou pravdépodobnosti vyskytu
(znacime P(A;) > 0), jejichz sjednoceni tvori mnozinu 2. Zapsano symbolicky

Q= JAi kde P(A;)) > 0,A;NA;j =0, proi # j,i,j=1,2,...,n.
i=1

Rikame, ze zédkladni prostor je slozen z iplné mnoziny vzajemné disjunktnich
jevu.

Obr. 2.9: Venniv diagram — Uplnd mnozina Sesti vzajemné disjunktnich jevi

e Jevové pole A (o-algebra na Q)

Jevové pole A (o-algebra na ) je systém podmnozin zdkladniho prostoru €2
obsahujici 2 a uzavieny vuci doplnku a vici sjednoceni.

1Uplna mnozina vzijemné disjunktnich jevi je rozkladem mnoziny €
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Vzhledem k definici jevového pole A plati:

a) Q€A tzn. jev jisty je prvkem jevového pole
) (neprazdnost jevového pole),
b) VA A: Ac A, tzn. je-li jev A prvkem jevového pole,

je prvkem jevového pole rovnéz doplnék
jevu A (uzavienost jevového pole vici
doplnku),

o) {Ai}2, e A= U, A € A tzn. jsou-li jevy prvky jevového pole,
je prvkem jevového pole rovnéz jejich
sjednoceni (uzavienost jevového pole vuéi
sjednoceni, tzv. o — aditivita).

Lze si predstavit, ze jevové pole predstavuje souhrn informaci, které o vysled-
cich ndhodného pokusu mame. Ne vsechny jevy v €2 musi byt totiz pozorova-
telné.

Priklad 2.1. Nahodny pokus spoc¢iva v jednom hodu klasickou hraci kostkou se @
sténami oc¢islovanymi od 1 do 6. Nahodny jev A nastane, jestlize padne liché ¢islo

a ndhodny jev B nastane, jestlize padne ¢islo mensi nez 4. Uréete Q, A, A, B,
AUB,ANB,A\ B,B\ A.

Reseni. Rozumné bude za zékladni prostor zvolit Sestiprvkovou mnozinu . Jeji prvky
jsou elementarni jevy {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6} . Jevy A a B jsou podmnozinami
zakladniho prostoru (2.

Ptislusné jevové pole A je mnozinou vSech podmnozin zakladniho prostoru.

A={0,{1},{2},{3}, {4}, {5}, {6},{1,2},{1,5},...,{5,6},...,{2,3,4,5,6},Q}

A ={1,3,5}...padne liché ¢islo,
B ={1,2,3}...padne ¢islo mensi nez 4.

Nyni mizeme urc¢it hledané jevy.

A=Q—A={24,6}.. padne sudé éislo,
B=Q— B={4,56}...padne ¢&slo vétsi nez 3,
AU B =1{1,2,3,5}...padne liché ¢islo nebo 2,
AN B ={1,3}...padne 1 nebo 3,

A\ B = {5}...padne 5,

B\ A= {2}...padne 2.
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Shrnuti:

Teorie pravdépodobnosti je matematicka disciplina, jejiz logicka struktura je
budovana axiomaticky. Jeji zaklad tvori nékolik tvrzeni (axiomi), kterd vyjadiuji
zakladni vlastnosti pravdépodobnosti, a vSechna dalsi tvrzeni jsou z nich odvozena
deduktivné.

Matematicka statistika je véda zahrnujici studium dat vykazujicich ndhodna
kolisani.

Nahodny pokus je kazdy déj, jehoz vysledek neni predem jednoznacné urcen.
Zakladni prostor (2 (elementérnich jevil) je mnozinou vSech vysledku pokusu.

Elementarni jev {w} je prvek, popiipadé jednoprvkovd podmnozina, zékladniho
prostoru ).

Nahodny jev A je libovolna podmnozina zédkladniho prostoru 2. Pro ndhodné jevy
plati algebraické zakony a rovnosti stejné jako pro mnoziny.

Uplna mnoZina vzajemné& disjunktnich jevi je mnoZina po dvou disjunktnich
jevi {A1, Ay, As, ... Ay}, P(A;) > 0, jejichz sjednoceni tvori mnozinu €.

Jevové pole A (o-algebra na ) je neprazdny systém podmnozin zdkladniho prostoru
2 uzavieny vuci doplnku i sjednoceni.
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2.3 Pravdépodobnost a jeji vlastnosti
Cile

g

Po prostudovani této kapitoly budete:
e umét vysvétlit pojem pravdépodobnosti,

e umét definovat pravdépodobnost pomoci axiomi,

znat vlastnosti pravdépodobnostni funkce,
e umeét pracovat s podminénou pravdépodobnosti,

e umét pouzivat vétu o iplné pravdépodobnosti a Bayesovu vétu.

Drive nez se pustite do studia tohoto odstavce, doporucujeme vasi pozornosti prispé-
vek Trocha pravdépodobnosti pro bézni Zivol uverejnény na blogu MyEgo.cz (autor
publikuje pod prezdivkou Drugstar).

Pokud jste si prispevek precetli, zkuste se zamyslet nad tim, co pro Vds samotné zna-
menaji vyrazy ,,pravdépodobnost® a ,pravdépodobny“. Urcite jste je uz nékdy slyseli,
zrejme i sami pouzili! Pri studiu této kapitoly, resp. pri reseni pravdépodobnostnich
uloh, pak méejte na pameti, Ze

, Pravdépodobnost vam tedy nikdy nerikd nic o tom, co se stane v jed-
nom konkrétnim piipadé! Rikd jen, jaky bude vysledny pomér sledova-
nych jevi pri dostatecné vysokém poctu jejich realizace, ale opét nerikd
nic o tom, jaké konkrétni prvky budou soucdsti onéch jevi. Priklad: ze
zkuSenosti vite, Ze pétina kraliki vam kazZdy rok uhyne. Pokud tedy vyberete jednoho
kralika, pravdépodobnost, Ze vam letos uhyne, je 0,2. Tato informace vsak vibec nic
nerikd o tom, zda to bude zrovna tento krdlik. Stejné tak pokud jste desetkrat hodili
minct a vZdy vdm padla panna, neznamend to, Ze pojedendcté vam spise padne orel.
Pravdépodobnost (kromé onéch hraniénich pripadi jistoty a nejistoty)
nikdy nemaizZe prinést informaci o jednom konkrétnim pripadu.“

Drugstar, Trocha pravdépodobnosti pro bézny Zivot, dostupné na:
http://mvego.cz/item/trocha-pravdepodobnosti-pro-bezny-zivot
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2.3.1 Pojem pravdépodobnosti

Vysledek nahodného pokusu nelze s jistotou predpovédét. Neékteré vysledky vsak
nastavaji castéji, nékteré méné casto, nékteré velmi zridka. Pri vétsich sériich opa-
kovani vsak i ndhodné pokusy (resp. jejich vysledky) vykazuji urcité zékonitosti
a pravidelnosti. Studium téchto zakonitosti je obsahem teorie pravdépodobnosti.

Pravdépodobnosti oznacujeme miru ocekavatelnosti vyskytu ndhodného jevu.
S rostouci pravdépodobnosti roste Ssance, ze jev nastane. Pravdépodobnost se obecné
oznacuje ¢islem z intervalu (0;1). Jev nemozny, tj. jev, ktery nemuze nastat, ma
pravdépodobnost 0, naopak jev jisty ma pravdépodobnost 1. Nékdy se nekorektné,
ale nazorné, pravdépodobnosti nasobi ¢islem 100 a uvadéji v procentech.
(U’mluva: V' nekterych pripadech budeme toto ndzorné uvadeni pravdepodobnosti
pouZivat i my.)

Matematizaci pojmu pravdépodobnost se ve své korespondenci (1654) zabyvali
Pierre de Fermat a Blaise Pascal, a to zejména v kontextu hazardnich her a s tim
spojenych kombinatorickych problémit. Zdaleka nejvyznamnéjsim klasikem teorie
pravdépodobnosti vSak byl Pierre-Simon Laplace. Laplace chapal pravdépodobnost
jako nastroj pro popis vSech problému s netuplnou vstupni informaci. Piinost La-
place pro teorii pravdépodobnosti je tolik, ze ani jejich zakladni vycet zde neni
mozny. Mimo jiné (znovu) objevil jednu z klicovych formuli teorie pravdépodob-
nosti, znadmou dnes jako Bayesuv teorém (Kap. 2.3.9).

Jako jednoduchy a nazorny zvlastni pripad pro vypocet hodnoty pravdépodobnosti
uvedl Laplace' (1812) definici uvedenou v Kap. 2.3.2.

2.3.2 Klasicka (Laplaceova) definice pravdépodobnosti

Je-1i zakladni prostor kone¢na neprazdna mnozina elementarnich jeva {wy, ...,w;, },
které maji stejnou sanci, tj. stejnou pravdépodobnost vyskytu (%) , pak pravdépo-
dobnost, ze pri realizaci ndhodného pokusu jev A nastane je

m
P(A) = —
(A)="

kde: m pocet vysledki (elementarnich jevi) priznivych jevu A,

S

pocet vsech moznych vysledki

ILaplace ve svém dile predklddd i néastroje pro FeSeni mnohem obecnéjsi situace. Napiiklad
takové, které nevyzaduji predpoklad, ze vSechny vysledky jsou stejné mozné, popf. pro situace,
které neumoziuji mnohonasobné opakovani nahodného pokusu


http://cs.wikipedia.org/wiki/Pierre_de_Fermat
http://cs.wikipedia.org/wiki/Blaise_Pascal
http://cs.wikipedia.org/wiki/Pierre_Simon_de_Laplace
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Priklad 2.2. Ve tridé 20 chlapctu a 12 divek jsou losem urceni 2 mluvci. Jaka je
pravdépodobnost, ze oba mluvéi budou rizného pohlavi?

Resend. Protoze vybér mluvéich je provadén losem, méa kazdy z zakt t¥idy stej-
nou Sanci stat se mluvéim. Pro vypocet hledané pravdépodobnosti proto pouzijeme
klasickou definici pravdépodobnosti.

Pocet moznych vysledki pokusu je dan poc¢tem ruznych dvojic z 32 zéku (20 + 12)
a lze jej vyjadrit kombinac¢nim ¢islem C(2, 32). Pocet priznivych vysledki je 240
(20 - 12). Hledana pravdépodobnost je tedy dana podilem

240 240 240 .
P(4) = C2,32) (32) =gy~ 048
(

2 32 —2)!-2

Pravdépodobnost zkoumaného jevu je priblizné 0,484.

2.3.3 Statistickd (empirickd) ,,definice* pravdépodobnosti

Na pocéatku 20. stoleti pracovala vétsina ucebnic s klasickou definici pravdépodob-
nosti, prestoze tato nebyla schopna popsat zdaleka vsechny problémy, kterymi se
teorie pravdépodobnosti zabyvala. V roce 1919 publikoval své prvni prace z teo-
rie pravdépodobnosti Richard von Mises . Misesuv pristup k pravdépodobnosti je
zalozen na empirickém zkoumadéni, jez vede k pozorovani ,stability relativnich cet-
nosti“. Umoznuje uréit pravdépodobnost jevu v ptipadé, ze neni zndmo jeho blizsi
chovani (tj. elementarni jevy, pfi kterych zkoumany jev nastava, a jejich pravdépo-
dobnosti). Jestlize je ndhodny pokus libovolnékrat (alespon teoreticky) opakovatelny
za stejnych statistickych podminek (napf. hod kostkou ¢i minci, ...), pak lze prav-
dépodobnost jevu odhadnout na zakladé poctu jevi priznivych vysledku pokusti.

Provedeme-li n realizaci ndhodného pokusu, pricemz n(A) realizaci je priznivych
jevu A, pak pravdépodobnost jevu A miuzeme odhadnout pomérem

n(A
P(A) = Q

n

VVVVVV

Statistickd definice pravdépodobnosti ndm napriklad umoznuje odhadnout pravde-
podobnost toho, Ze padne Sestka na nepoctivé (,,cinknuté*) kostce.



http://cs.wikipedia.org/wiki/Richard_von_Mises
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0,4
0,3
0,2
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Poéet pokustl

Relativni &etnost jevu {6}

Obr. 2.10: Zavislost relativni ¢etnosti ,,padnuti Sestky“ na nepoctivé kostce na poctu
pokust

2.3.4 Geometricka pravdépodobnost

Dalsim historickym prikladem definice pravdépodobnosti miize byt tzv. geometricka
definice, kterd umoznuje urcit pravdépodobnost v ptipadech, kdy pocet vsech moz-
nych vysledki nahodného pokusu je nespocetny. Definice je zaloZena na porovnani
objemt, obsahti nebo délek geometrickych utvart. Pouzivame ji v pripadech, které
lze prevést na toto schéma:

V roviné (pripadné na primce nebo v ¢asti prostoru) je dana urcitd oblast Q a v ni
dalsi oblast A. Pravdépodobnost jevu A, ktery spociva v tom, ze ndhodné zvoleny
bod v oblasti 2 lezi i v oblasti A je

P(4) =

kde | A[,|€2| jsou vhodné miry oblasti A a € .

Priklad 2.3. Petr a Tereza, zaprisahli odptrci mobilnich telefonu, se domluvi, zZe
se sejdou na urc¢itém misté mezi 15. a 16. hodinou, pricemz doba ¢ekani je 20 minut.
Jaka je pravdépodobnost, ze se po této dohodé setkaji?

Reseni. Kazdy teoreticky okamzik setkani Petra a Terezy ma stejnou Sanci, pocet
vSsech moznych okamzikt setkani je nespocetny, proto pouzijeme pro vypocet geo-
metrickou definici pravdépodobnosti.

Necht ¢as prichodu Terezy urcuje souradnici x a ¢as prichodu Petra urcuje souradnici
y ve ¢tverci (Obr. 2.11). VSechny mozné okamziky prichodu Petra a Terezy jsou
vymezeny plochou ¢tverce.

©2] = 60.60 = 3600 Oblast A vymezena Ctvercem a FeSenim nerovnice obsahuje
okamziky, v nichz se Petr s Terezou skutecné setkaji.
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y [min]
60 x[min] ... doba po 15. hodiné v niz
ptijde Tereza, x € (0, 60)
40 A
y[min] ... doba po 15. hodiné v niz
ol prijde Petr, y € (0, 60)
0 20 20 60 x [min]

Obr. 2.11: Vymezeni doby setkdn{ Petra a Te-
rezy

|A| = 3600 - 40.40 = 2000

Hledana pravdépodobnost je dana podilem

2000 5
= = > =0,56.

PA) = — =
(4) 3600 9

Pravdépodobnost setkani Petra a Terezy je 0,56.

2.3.5 Kolmogorovova definice pravdépodobnosti

Geometricka definice pravdépodobnosti v uvedené zjednodusené podobé je ptiroze-
nym vychodiskem pro definici pravdépodobnosti jako ur¢ité normované miry, po-
psané axiomaticky' jazykem teorie mnozin. Dnes obecné uzndvana Kolmogorovova
(axiomatickd) definice pravdépodobnosti z roku 1933 popisuje pritazeni pravdépo-
dobnosti nadhodnému jevu. Kolmogorov pro svoji definici pravdépodobnosti pouzil
abstraktni mnozinu € vybavenou o — algebrou A (jevové pole), spolu s kone¢nou
mirou P definovanou na A.

Kolmogorovova definice pravdépodobnosti

Je-li A jevové pole, pak pravdépodobnost na jevovém poli A je redlna funkce, pro
kterou plati tzv. Kolmogorovovy axiomy pravdépodobnosti.

1. Pravdépodobnost kazdého jevu A € A je nezédporné reélné cislo (P(A) = 0).

LAxiém (pochézejici z feckého slova axiéma = to co se uznéva) je tvrzeni, které se predem (a
priori) poklada za platné a tudiz se nedokazuje
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2. Pravdépodobnost jistého jevu je rovna jedné (P(Q2)=1).

3. Pravdépodobnost sjednoceni spoc¢etného poc¢tu vzajemné disjunktnich (neslu-
¢itelnych) jevi je rovna souctu jejich pravdépodobnosti (A; € A,i = 1,Vi #

75 ANA; =0 = PUZ, A) = 3 P(A).

Usporadand trojice (€2, A, P) tvoii takzvany pravdépodobnostni prostor.

Kolmogorovova (axiomatickd) definice pravdépodobnosti je dostatecné obecné, ne-
bot funkce P miize predstavovat miru na dané o-algebre. Klasicka, statistickd a geo-
metricka definice pravdépodobnosti pak predstavuji pouze specidlni, v praxi vsak
casto pouzivané, pripady axiomatické definice. Kolmogorovovy axiomy vyhovuji
nejen predchozim definicim pravdépodobnosti, ale i modernéjsimu pojeti pravdé-
podobnosti jako Sance na splnéni urcitého jevu, kterda je stanovena casto pouze
intuitivné a subjektivneé.

7 Kolmogorovovych axiomil vyplyvaji nasledujici vlastnosti pravdépodobnosti.

2.3.6 Vlastnosti pravdépodobnosti

Necht jevy A, B € A, pak

1. 0SS P(A) <1,

2. P(0) =0,

3. P(A)=1- P(A),

4. Ac B= P(A) < P(B)

5. P(B— A) = P(B) — P(AN B), specialné
e ACB= P(B—A)=P(B)— P(A),

6. P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B), specialné
e ANB=0= P(A+ B)=P(A) + P(B).

Vsechny uvedené vlastnosti se daji snadno dokazat ptimo z axiomatické defi-
nice pravdépodobnosti. Piimym dtsledkem de Morganovych zakonii jsou pak
nasledujici vlastnosti.

7. PLAUB)=1-P(AUB)=1- P(ANDB)
8. P(ANB)=1—-P(ANB)=1-P(AUDB)
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Vsimnéte si, ze axiomaticky systém definuje pojem pravdépodobnosti a vlastnosti
pravdépodobnosti, neudava vsak zadny navod k jejimu stanoveni.

2.3.7 Nezavislost jevii, podminéna pravdépodobnost a prav-
dépodobnost priniku

Podminéna pravdépodobnost P(A|B) (¢ti ,,pravdépodobnost, Ze nastane jev A
za podminky, Ze nastal jev B“) je definovdna vztahem

P(ANB)

P(AIB) = ~Frgr

kde P(B) # 0.
7 tohoto vztahu Ize odvodit vztah pro pravdépodobnost priniku dvou jevii.
P(ANB)= P(A|B) - P(B)

Je ziejmé, ze pravdépodobnost priniku dvou jevi je rovna souc¢inu podminéné prav-
dépodobnosti a pravdépodobnosti podminky.

Jestlize plati P(AN B) = P(A) - P(B), fekneme, ze jevy A, B jsou nezavislé.

Jsou-li jevy A a B nezévislé, pak P(A|B) = P(A), ¢ili nastoupeni nebo nenastoupeni
jevu B nemé zadny vliv na nastoupeni jevu A. Vzhledem k tomu, ze ani vyskyt jevu
B nezavisi na vyskytu jevu A, musi soucasné platit P(B|A) = P(B).

Priklad 2.4. Jaka je pravdépodobnost, ze na poctivé hraci kostce padne dvakrat
po sobé jednicka?

Reseni. Definujme si jevy A, B takto:

A — ,padne jednicka v prvnim hodu*
B — ,padne jednicka ve druhém hodu“

Jestlize v prvnim hodu padne jednicka, nijak to neovlivni pravdépodobnost, Ze jed-
nicka padne také ve druhém hodu. Jevy A, B jsou nezavislé, proto je pravdépodob-
nost, ze v obou hodech padnou jednicky, souc¢inem jednotlivych pravdépodobnosti.
1

=— =0,028

P(AﬂB):P(A)-P(B):é-é =

Pravdépodobnost, ze pri dvou hodech kostkou padnou dvé jednicky, je priblizné
2,00 %.
A
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Priklad 2.5. Neprihledny pytlik obsahuje 10 ¢ernych a 5 bilych kulicek. Budeme
provadét nahodny pokus — vytazeni jedné kulicky, pricemz kulicku do pytliku ne-
vracime. Urcete pravdépodobnost, ze v druhém tahu vytahneme bilou kulicku.

Resend.

Jev Definice jevu

B1 pri prvni realizaci nah. pokusu byla vytazena bila kulicka

C1 | pri prvni realizaci nah. pokusu byla vytazena ¢erna kulicka
B2 | pri druhé realizaci ndh. pokusu byla vytazena bila kulicka

C2 | pri druhé realizaci ndh. pokusu byla vytazena ¢erna kulicka

Stav pytliku pred prvni realizaci pokusu:

000000 OWOOG®OOOOO

- /\ J
e Y

10 ks 5 ks

Pravdépodobnost, ze pfi prvni realizaci pokusu vytahnu bilou (resp. ¢ernou) kulicku,
je ziejmé
10

5
P(B1) = 15 TesP- P(C1) = 1

Je taktéz ziejmé, ze stav pytliku pred druhou realizaci pokusu zavisi na vysledku
prvni realizace.

Stav pytliku pted druhou realizaci pokusu, byla-li pfi prvnim pokusu vytazena bila
kulicka:

0000000 O0O®OOOO

- ~ A J

10 ks 4 ks

Stav pytliku pred druhou realizaci pokusu, byla-li pti prvnim pokusu vytazena c¢erna
kulicka:
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000000000 0OOOOO

-~ 7N J
e Y

9 ks 5 ks

7 obrazku vidime a z logického tusudku plyne, Ze vysledek druhé realizace pokusu
zavisi na vysledku prvni realizace pokusu, jinymi slovy: vysledek druhé realizace
pokusu je podminén vysledkem prvni realizace pokusu.

Mizeme tedy urcit pravdépodobnosti nasledujicich jevii.

Jev Definice jevu

B2IBI pfi druhé realizaci nah. pokusu byla vytazena bila kulicka, jestlize pti prvni
realizaci nah. pokusu byla vytazena bila kuli¢ka

C2B1 pri druhé realizaci nah. pokusu byla vytazena ¢erna kulicka, jestlize pti
prvni realizaci nédh. pokusu byla vytazena bila kulicka

B2(CI pii druhé realizaci nah. pokusu byla vytazena bila kulicka, jestlize pii prvni
realizaci nah. pokusu byla vytazena Cerna kulicka

c2lc1 pii druhé realizaci nah. pokusu byla vytazena ¢erna kulicka, jestlize pti
prvni realizaci nédh. pokusu byla vytazena ¢erna kulicka

Na zékladé obrazki odpovidajicich stavu pytliku pred druhou realizaci pokusu pfti
splnéni prislusnych podminek (za svislou ¢arou) muzeme urdit:
10 5 9

P(B2|B1) = %, P(C2BY) = 0. P(BAACY) = 2 P(O2CT) =

Pozn.: Vsimnéte si, 2 P(A|B) =1 — P(A|B).

Chceme-li tedy urcit napiiklad pravdépodobnost toho, ze pri druhé realizaci nahod-
ného pokusu vytahneme bilou kulicku, musime vzit v ivahu, ze k tomuto jevu miize
dojit ve dvou pripadech:

(B2nN B1) nebo (B2nC1)
Proto plati: P(B2) = P((B2N Bl1)U (B2N (1))

Jelikoz jevy (B2N B1) a (B2NC1) jsou neslucitelné (nemohou nastat zaroven), plati
P(B2) = P(B2n B1) + P(B2n C1),

4 5 5 10 14 1

P(B2) = P(B2|B1)-P(B1)+ P(B2|C1)-P(Cl) = — - —+ — - — = — = —.

(B2) = P(B2\B1) - P(B1) + P(B2|C1) - P(C1) = — o+ oo = o = 2
Pravdépodobnost, ze ve druhém tahu vytdhneme bilou kulicku je priblizné 33 %.

A
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Priklad 2.6. Pravdépodobnost, 7e selze hasici systém tovarny je 20 %, pravdépo-
dobnost, ze selze poplachové zafizeni je 10 % a pravdépodobnost, Ze selzou jak hasici
systém, tak i poplachové zarizeni jsou 4 %. Jaka je pravdépodobnost, ze

a) alespon jeden systém bude fungovat,
b)  budou fungovat oba dva systémy.

Reseni. Oznacme si mozné jevy takto:

H hasici systém funguje
S poplachové zafizeni (siréna) funguje
Vime, 7e: P(H)=0,20
P(S)=0,10
P(HNS)=0,04
Mame zjistit:
ada) P(HUS)

K fesSeni této otazky muzeme pristupovat dvojim zptisobem.

Podle definice: Nejde o jevy neslucitelné (mohou nastat zarover), proto
P(HUS)=P(H)+ P(S)— P(HNS),

coz muzeme vycislit primo.

P(HUS)=1-0,04=0,96

Pravdépodobnost, ze bude fungovat alespon jeden z ochrannych systému je 96 %.
adb) P(HNYS)

Tuto pravdépodobnost nelze urcit primo ze vztahu

P(HNS)=P(HI|S) - P(S)=P(S|H) - P(H),

nebot neméame informace o zavislosti poruch jednotlivych ochrannych systém.
Proto zkusime znovu postupovat pres jev opacny.

PHNS)=1-PHNS)=1-PHUS)=1-[P(H)+P(S)— P(HNS)],
P(HNS)=1-[PH)+P(S)—P(HNS)] =1-1[0,2040,10 — 0,04] = 0, 74

Pravdépodobnost, ze oba dva ochranné systémy budou fungovat je 74 %.
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Priklad 2.7. 120 studentii absolvovalo zkousky z matematiky a z fyziky. 30 z nich
neslozilo obé zkousky, 8 neslozilo pouze zkousku z matematiky a 5 neslozilo pouze
zkousku z fyziky. Urcete pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany student

a)  slozil zkousku z matematiky, vime-li, Ze neslozil zkousku z fyziky,
b)  slozil zkousku z fyziky, vime-li, Ze neslozil zkousku z matematiky,
c)  slozil zkousku z matematiky, vime-li, Ze slozil zkousku z fyziky.

Reseni. Ozna¢me si mozné jevy takto:
M student slozil zkousku z matematiky
F student slozil zkousku z fyziky

. - 30
Vime, ze: P(MNF)= 120’
PUTAF) = >,

120
<P(A1erU:=-Jiﬂ

120

Mame zjistit:
ada) P(M|F)
coz uréime jednoduse podle definice podminéné pravdépodobnosti

PWWWZHMOE P(MNF)

P(F) P(MNF)+PMNF)

kde pravdépodobnost, ze student neslozil zkousku z fyziky, urcujeme jako soucet
pravdépodobnosti, ze student neslozil pouze zkousku z fyziky a pravdépodobnosti,
ze student neslozil obé zkousky.

Po vycisleni tedy vime, ze:

) 5
P(M|F) = PEMQF)_ = 120 :izlgo 14
P(MNF)+PMnF) 5 30 35 7 7
120 120

Pravdépodobnost, ze student slozil zkousku z matematiky, vime-li Ze neslozil zkousku
z fyziky je asi 14 %.

adb) P(F|M)

coz urcime obdobné jako pri feseni predchézejici tlohy.



38

Uvod do teorie pravdépodobnosti

_ P(FNM P(FNM
p(riin = ZEOM) FnM)
P(M) P(FNM)+ P(FNM)
Po vydcisleni tedy vime, ze:
B 8
- P(FNM 190 8 4
P(F|M):P ( ) 812030 — 2 =02
(FAM)+PFENM) 20 38 19
120 120

Pravdépodobnost, ze student slozil zkousku z fyziky, vime-li Ze neslozil zkousku
z matematiky, je priblizné 21 %.

adc) P(M|F)
Opét si napiseme defini¢ni vztah

P(MNF)

P(MIF) = =5

k némuz miuizeme pristoupit dvojim zptisobem. Bud se pokusime tento vztah upra-
vit na zakladé znamych vztaht tak, abychom jej mohli prostfednictvim zadanych
parametri vycislit
P(MNF) 1-PMNF 1-P(MUF
Pl - PAOF) 1= POTAT) _PUTUF)
P(F) 1 — P(F) 1—[P(FNM)+ P(FNM)]

1= [P(F)+P(M)+P(FNM)]
 1-[P(FNM)+P(FNM)]

1—[[P(FNM)+P(FNM)] + [P(ENM)+ P(FNM)] — P(FNM)]
1—[P(Fn -
) 5 8 30 77
_ 1 [P(ENM)+P(FNM)+P(FONM)] _~ [EOJFﬁJrﬁ]

_ 120 _
1— [P(ENM)+ P(FnNM)] L[5 30 85
120 ' 120 120
7
=—=0,91
o8 ’

nebo se pokusime potrebné pravdépodobnosti vycist primo ze zadani.

Zadané udaje si zapiseme do tabulky:

Slozili zkou$ku z Neslozili zkou$ku z Celkem
matematiky matematiky
Slozili zkousku z fyziky 8
Neslozili zkou$ku z fyziky 5 30 35
Celkem 38 120
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a chybéjici udaje v tabulce jednoduse dopocitame.

Kolik studentu slozilo zkousku z fyziky? To je celkovy pocet (120) minus pocet
studentti, ktefi zkousku z fyziky neslozili (35), coz je 85. Obdobné uréime pocet
studentti, kteri slozili zkousku z matematiky, coz je 120-38 = 82. A konec¢né pocet
téch, kteri slozili obé zkousky uréime napt. jako pocet téch, kteti slozili zkousku
z matematiky (82) minus pocet téch, kter slozili pouze zkousku z matematiky (5),
coz je 77.

Slozili zkousku z Neslozili zkousku z Celkem
matematiky matematiky
Slozili zkousku z fyziky 77 8 85
Neslozili zkouSku z fyziky 5 30 35
Celkem 82 38 120
Hledané pravdépodnosti jsou
7 85
PIMNF)=—; P(F) = —
( ) 120’ (F) 120
z ¢ehoz plyne
7
P(MNF) 120 77 .
P(M|F) = = = — =0,91.
MIO="pr ~ % s
120

Pravdépodobnost, ze student slozil zkousku z matematiky, vime-li ze slozil zkousku
z fyziky, je priblizné 91 %.

Pozn.: Podle tdaju v tabulce bychom mohli snadno fesit i ikoly a) a b).

Priklad 2.8. Spoctéte pravdépodobnost toho, ze ¢asti obvodu mezi body 1 a 2 bude
protékat elektricky proud, je-li prislusna c¢ast elektrického obvodu véetné pravdépo-
dobnosti poruch jednotlivych souc¢astek vyznacena na nasledujicim obrazku. Poruchy
jednotlivych soucéstek jsou na sobé nezavislé. (Dojde-li k poruse soucéstky, dojde
k preruseni obvodu.)
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0,2

C

1 091 0.3 0,3

o———— A B ® D ——©@

0,2

E

Reseni. Oznac¢me si:

A soucastka A funguje, C . soucastka C' funguje,
B soucastka B funguje, D soucastka D funguje,
E soucastka F funguje
Pak: _ _
P(A)=0,1= P(A)=0,9 P(C)=0,2= P(C)=0,8
P(B)=0,1= P(B)=0,7 P(D)=0,3= P(D)=0,7

Pro zjednoduseni si obvod predstavime jako sériové zapojeni dvou blokt. Blok 1 je
tvoren sériovym zapojenim soucastek A a B, Blok 2 je tvoren paralelnim zapojenim
soucastek C', D a E. V prvni fazi si ur¢ime pravdépodobnosti poruch jednotlivych

blokii.

Blok 1 i 0.1 03 i

Bl ...  Blok 1 funguje : :

I A B |

Blok 1 funguje praveé tehdy, jsou-li i i

funkéni soucastky A i B. b e e ]
Blok 1

Mame-li sériové zapojené soucastky, je vhodné urcovat primo pravdépodobnost,
ze systém (blok) funguje. Vzhledem k nezévislosti poruch jednotlivych soucastek
muzeme Tici, ze

P(B1) = P(ANB) = P(A)- P(B) =0,9-0,7 = 0, 63.
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Blok 2 i 0,2 i
B2 Blok 2 funguje : C i
Blok 2 nefunguje pravé tehdy, neni-li funkéni i i
ani jedna ze soucastek C', D, F. ! 0,3 !

Mame-li paralelné zapojené soucastky, ———@— D ———
je vhodné pravdépodobnost toho, zZe systém
(blok) funguje urc¢ovat z pravdépodobnosti,

7e systém (blok) nefunguje. i 0.2 i

Vzhledem k nezavislosti poruch jednotlivych E E i

soucastek muzeme Tici, ze | e |
Blok 2

P(B2)=P(CNDNE)=P(C)-P(D)-P(E)=0,2-0,3-0,2=0,012,
P(B2)=1- P(B2)=1-0,012 = 0,988.

Cely systém je pri tomto znaceni dan sériovym zapojenim Bloku 1 a Bloku 2.
Zbyva nam jiz urcit jen spolehlivost celého systému (pravdépodobnost, ze systém
bude funkéni).

S systém je funkcéni

Systém
P(S)=P(B1nB2)=P(B1)-P(B2)=0,63-0,988 = 0,62

Pravdépodobnost toho, ze ¢asti obvodu mezi body 1 a 2 bude protékat elektricky
proud, je priblizné 62 %.
A

2.3.8 Véta o uplné pravdépodobnosti

Podminénou pravdépodobnost pouzivame k vypoctu pravdépodobnosti jevi, které
jsou podminény nastoupenim mnoziny vzajemné disjunktnich jevii. Vztah pro prav-
dépodobnost néjakého jevu bez ohledu na podminujici jevy udava véta o uplné
pravdépodobnosti, kterou si nyni odvodime.



42 Uvod do teorie pravdépodobnosti

Necht je dana tiplnd mnozina vzajemné disjunktnich jevii'{ By, By, Bs, ..., B, }. (pro
n = 6 viz Obr. 2.12).

Obr. 2.12: Uplnd mnozina vzijemné disjunktnich jevi

Je ztejmé, ze libovolny jev A (Obr. 2.13), (A C ) je sjednocenim disjuktnich jevi
(AN By),(ANDBy),...,(ANB,).

Obr. 2.13: Jev A (nad dplnou mnoZinou disjunktnich jevi)
Tedy
A=(ANB)U(ANBy)U...U(ANB,) =U,_,(ANnB).

Jelikoz jde o sjednoceni disjunktnich jevli, musi platit, ze pravdépodobnost tohoto
sjednoceni je dana souctem jednotlivych pravdépodobnosti.

P(A) = zn: P(ANB;)

7 definice podminéné pravdépodobnosti pak dostavame

P(AN B;) = P(A|By) - P(B;).

IP¥ipomeiime si, Ze pro Gplnou mnozinu vzajemné disjunktnich jevi plati, ze Vi = 1,...,n,3 #
n

#j:P(B;)>0,B;NB;=0,% P(B;) =1
=1
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7, ¢ehoz jiz plyne véta o uplné pravdépodobnosti.

P(A) = ZP(AlB» - P(B))

2.3.9 Baysellv vzorec

P1i nastoupeni jevu A (P(A) # 0) se naskytd prirozena otézka, ktery z jevu B; vedl
k nastoupeni jevu A, tzn. jaka je pravdépodobnost P(Bg|A). Z definice podminéné
pravdépodobnosti plyne, ze

P(A|By) - P(By)

2 P(A|B:) - P(Bi)

P(B|A) =

Bayestuv vzorec udava, jakym zptisobem vypocitame aposteriorni pravdépodob-
nosti' P(By|A) jevu By, za podminky, Ze nastal jev A, jestlize zndme apriorni
pravdépodobnosti’ P(B;) a podminéné pravdépodobnosti P(A|B;) pro vsechny
jevy Bj,i=1,2,....n.

O paradozech spojenych s chdapdinim pravdépodobnosti se miZete docist napriklad
v krdatkém cldnku uverejnéném na webu Science World

2.3.10 Rozhodovaci stromy

Reseni tloh vedoucich na aplikaci véty o tplné pravdépodobnosti nebo Bayesovy
vety mnohdy usnadni vhodny graficky zaznam tlohy. Rozhodovaci proces, ktery
odpovida Teseni téchto tloh, lze graficky znazornit pomoci rozhodovaciho stromu.

Rozhodovaci strom zobrazuje okamziky rozhodovani jako uzly vétveni, vétve pak
predstavuji vSechny jednotlivé varianty feSeni. Kazda vétev v rozhodovacim stromu
je ohodnocena pravdépodobnosti, ze bude prislusnd varianta vybrana. Vynasobime-li
vsechny pravdépodobnosti na cesté mezi dvéma uzly, ziskame pravdépodobnost, Ze
se z pocatecniho uzlu dostaneme do uzlu koncového.

Alternativou k rozhodovacimu stromu je pravotihly Venntv diagram,
v némz obsahy jednotlivych obdélnikii odpovidaji pravdépodobnostem
P(ANB;) = P(A|By) - P(By).

17 latiny — a posteriori = na zdkladé zkusenosti.
27 latiny — a priori = z piedchoziho, prvotni.


http://scienceworld.cz/
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P(A|By) A P(AN B,) = P(A|By) - P(By)

B,
o) PAIE A P(ANBy) = P(A|B,) - P(By)
P(A|By) A P(AN By) = P(A|B,y) - P(B,)

5 P(BZ); -
P(AIB) A P(ANB,) = P(A|B,) - P(B,)
P(Bs) P(A|Bs) A P(A N B3) = P(A|B;) - P(B3)

B;
PCAIEY A P(A N B;) = P(A|Bs) - P(B3)

Obr. 2.14: Piiklad rozhodovaciho stromu

P51 P(AIB) P(A1B,)
P(AIB) P(IB,)
P(B,)
P(By) | : «
P(AIB) P(AIBY)

Obr. 2.15: Priklad pravothlého Vennova diagramu

Vyuziti obou grafickych zdznamt tlohy si predvedeme v nasledujicim prikladu.

Priklad 2.9. Laborator, kterd provadi rozbory krve, potvrdi s pravdépodobnosti
95 % existenci protilatek na virus urcité nemoci, jestlize ji pacient skutecné trpi.
Zéaroven test urci jako pozitivni 1% osob, které vsak touto nemoci netrpi. Jestlize
0,5% populace trpi zminénou nemoci, jakd je pravdépodobnost, ze urcitd osoba,
jejiz test byl pozitivni, skuteéné onu nemoc ma?

Resend. Takovéto problémy sméfuji k feSeni pomoci véty o tplné pravdépodobnosti,
popr. pomoci Bayesovy véty. Pro prehledny zapis situace pouzijeme rozhodovaci
strom.

Ozna¢me si: N pacient trpi nemoci
T test na protilatky vysel pozitivni

Rozhodovaci strom vidime na 2.16
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0,95 T P(TNnN)=0,95-0,005 = 0,00475
T P(T nN)=0,05-0,005=0,00025
Populace 0,05
0,01 A . _
0,995 T P(TnN)=0,01-0,995 = 0,00995
N
0.99 T P(TnN)=0,99-0,995 = 0,98505

Obr. 2.16: Rozhodovaci strom prezentujici vysledek testovani populace

Na spojnice prvniho vétveni zapisujeme pravdépodobnosti vyskytu dané¢ho stavu,
tj. P(N) a P(N), pricemz soucet pravdépodobnosti v jednom vétveni dava vzdy 1

(100%). V nasem piipadé tedy P(NN) zndme ze zadani a P(N) uréime jako 1 —P(N).

Na spojnice druhého vétveni se pak zapisuji podminéné pravdépodobnosti — ,vysle-
dek testu® za predpokladu ,,dany stav*. V nasem pripadé jsou to pravdépodobnosti:
P(T|N), P(T|N), P(T|N), P(T|N). Opét plati, Ze soucet pravdépodobnosti v jed-
nom vétveni davéa vzdy 1. Ze zadani zndme P(T|N) a P(T|N) zbylé dvé podminéné
pravdépodobnosti dopoc¢itame jako doplnky do 1.

Chceme-li urcit, jaka je pravdépodobnost toho, Ze nastal ,dany stav® a zaroven
wvysledek testu®, stac¢i vynasobit hodnoty uvedené u prislusné vétve. Napt.: pravdeé-
podobnost toho, ze pacient trpi nemoci a zaroven mu vysel negativni test je 0,00025
(P(NNT)) = P(T|N)-P(N) = 0,05-0,005 = 0,00025). P¥islusné pravdépodobnosti
jsou uvedeny ve sloupci vedle rozhodovaciho stromu.

Pravdépodobnosti toho, ze dojde k urc¢itému vysledku testu, se urcuji prostrednic-
tvim véty o uplné pravdépodobnosti. My je okamzité vycteme ze sloupce uvedeného
vedle rozhodovaciho stromu. Napt. P(T) = P(NNT) + P(NNT) = 0,00475 +
+0,00995 = 0,0147.

A nyni jiz prejdéme k nasi otdzce: Méli jsme urcit, jaka je pravdépodobnost,
ze urcita osoba, jejiz test byl pozitivni, skutecné onu nemoc ma — neboli
P(N|T).
Tuto podminénou pravdépodobnost z rozhodovaciho stromu pfimo nevycteme, pro
jeji urcéeni pouzijeme Bayesovu vétu
P(NNT)
P(T)
do které staci dosadit hodnoty vyctené z rozhodovaciho stromu.
P(NNT) 0,00475
P(T) — 0,0147

P(N|T) =

P(N|T) = = 0,323
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Pravdépodobnost toho, Ze osoba, jejiz test vysel pozitivni, skute¢né onu nemoc ma
je asi 32,3%. (Zamyslete se nad tim, co by znamenalo, kdyby lékar pouze na zdikladé
jednoho pozitivniho visledku testu oznacil cloveka za nemocného (napr. AIDS)).

A na zavér si ukdzeme, jak problém znazornit pomoci pravoihlého Vennova dia-
gramu. V Obr. 2.17 predstavuje zakladni prostor €2 celou lidskou populaci, zelena
vypln odpovida pozitivnimu vysledku testu, modra vyplin odpovida negativnimu vy-
sledku testu.

1% 2 99,5% = 0,995%
A 0

P(N)=99,5%
99% z 99,5% = 98,505%

P(N)=0,5 %

N I
AN b

95% 2 0.5% = 0.475% 5%20,5% =0,025%

Obr. 2.17: Pravouhly Vennuv diagram pro vysledek testovani populace

Shrnuti:

Nahodny pokus je kazdy koneény déj, jehoz vysledek neni predem jednoznacné
urc¢en podminkami, za nichz probihd, a ktery je, alespon teoreticky, neomezené opa-
kovatelny.

Mnozinu vSech moznych vysledki {w} daného pokusu oznacujeme pojmem zé-
kladni prostor €.

Prvky, popt. jednoprvkové podmnoziny, zakladniho prostoru jsou elementarni
jevy.

Jevem A je libovolnd podmnozina zakladniho prostoru. Pro nahodné jevy plati
algebraické zakony a rovnosti stejné jako pro mnoziny.

Uplna mnozina vzajemnd& disjunktnich jevil je mnoZina po dvou disjunktnich
jevi {Ay, Ay, As, ..., Ay}, jejichz sjednoceni tvori mnozinu €.
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Jevové pole A je neprazdny systém podmnozin zakladniho prostoru ) uzavieny
vici doplinku a vuci sjednoceni (o-algebra na ().

Vlastnosti pravdépodobnostniho prostoru jsou dany Kolmogorovovym axio-
matickym systémem.

Podminéna pravdépodobnost je pravdépodobnost vyskytu jevu za podminky,
ze nastal urcity jev, ktery neni nemozny.

Jeslize plati P(AN B) = P(A) - P(B) nebo P(B) = 0, pak nazyvame jevy A, B
nezavislé.

¢ 1 & ¢ i ndm dava nav jak urcit pravdé n
Véta o uplné pravdépodobnosti nam dava navod, jak urcit pravdépodobnost
jevu A, o kterém je znamo, Ze muze nastat pouze soucasné s nékterym z jevi

1,Bs, ... eré tvori uplnou mnozinu disjunktnich jevi.
B, B, ..., B,, které t 1 d ktnich

Bayesova véta nam umoznuje spocitat podminéné pravdépodobnosti jednotlivych
jevu této uplné mnoziny za predpokladu, ze nastal jev A.

Vlastnosti pravdépodobnosti

1. 0= P(A) =
2. ( ) =0,
3. P(A)=1— P(A)
4. AC B= P(A) £ P(B),
5. P(B—A) = P(B) — P(AN B), specialné
e ACB= P(B—A)=P(B)— P(A),
6. PLAUB) = P(A) + P(B) — P(AN B), speciélné
e ANB=(= P(A+ B) = P(A) + P(B),
7. PLAUB)=1-P(AUB)=1- P(ANB),
8. PIANB)=1-P(AnB)=1—-P(AUB),
9. P(ANn B) = P(A|B) - P(B), specialne
o A, B nezavislé (P(A|B) = P(A)) = P(AN B) = P(A) - P(B),
10. {By, By, Bs, ..., B,} je uplnd mnozina vzajemné disjunktnich jevi = P(A) =
= - P(AIB) - P(B).
11. {By, Bs, Bs, ..., B,} je iplnd mnozina vzajemné disjunktnich jevi =

- P(BHA) P(A|By)-P(Bg) ‘
; P(A|B;)-P(B;)
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Test

1. Urcete, ktera z néasledujicich tvrzeni jsou pravdiva.
a) Klasické definice pravdépodobnosti vychazi ze stability relativnich ¢etnosti.

b) Kolmogorovovy axiomy pravdépodobnosti udavaji navod ke stanoveni prav-
dépodobnosti elementérnich jevii.

c¢) Je-li pravdépodobnost jevu A rovna 0,75, pak pravdépodobnost podjevu jevu
A je nejvyse 0,75.

d) Jestlize pravdépodobnosti dvou jevu z jevového pole A jsou 0,7 a 0,5, pak
tyto jevy nejsou disjunktni.

e) Pravdépodobnost, ze pri deseti hodech minci padne desetkrat po sobé

,panna“ je mensi nez pravdépodobnost, ze pri deseti hodech klasickou kost-
kou padne desetkrat po sobé sudé ¢islo.

2. Pravdépodobnost poruchy kazdé soucastky je p. Predpokladejme, Ze soucéstky
pracuji nezavisle na sobé. Urcete pravdépodobnost poruchy bloku slozeného z 10
ti paralelné zapojenych soucastek. (Je-li funkéni alespon jedna soucéstka, blok
funguje.)

a) p/10

b) 10p

c) 10/p

O p"

e) 1 —p'

f) (1—p)*
g)1—(1-p)"r
h) (1-p)/10

3. Pravdépodobnost poruchy kazdé soucastky je p. Predpokladejme, Ze soucastky
pracuji nezavisle na sobé. Urcete pravdépodobnost poruchy bloku slozeného z 10
ti sériové zapojenych soucastek. (Je-li porouchand alespon jedna soucéstka, blok
nefunguje.)

a) p/10

b) 10p

c) 10/p

d) pt°

e) 1 — plo

f) (1—p)*

g) 1—(1—p)
h) (1-p)/10

4. Podminénd pravdépodobnost P(A|B) je rovna



2.3 Pravdépodobnost a jeji vliastnosti 49

5. Méjme jevy A a B. Pravdépodobnost jevu A je P(A) a pravdépodobnost jevu
B je P(B). Pravdépodobnost sjednoceni jevu A a B je rovna

a) P(A)+ P(B)

b) P(A)- P(B)

c) P(A) + P(B) = P(AN B)
d) P(A[B) - P(B)

6. Méjme nezavislé jevy A a B. Pravdépodobnost jevu A je P(A) a pravdépodob-
nost jevu B je P(B). Pravdépodobnost sjednoceni jevu A a B je rovna

a) P(A)+ P(B)

b) P(A)- P(B)

c) P(A) + P(B) = P(AN B)
d) P(A[B) - P(B)

7. Méjme disjunktni jevy A a B. Pravdépodobnost jevu A je P(A) a pravdépodob-
nost jevu B je P(B). Pravdépodobnost pruniku jevu A a B je rovna

a) P(A) + P(B)
b) P(A) - P(B)

¢) P(A) + P(B) — P(AN B)
d) 0

8. Méjme jevy A a B. Jev C je prunik jevi A a B. Pravdépodobnost jevu A je
P(A) a pravdépodobnost jevu B je P(B). Pravdépodobnost sjednoceni jevu B
a C vyjadfena pomoci pravdépodobnosti jevii A a B je rovna

9. Méjme nezavislé jevy A a B. Jev C' je doplnék jevu A. Pravdépodobnost jevu A
je P(A) a pravdépodobnost jevu B je P(B). Pravdépodobnost pruniku jevu B
a C vyjadrena pomoci pravdépodobnosti jevii A a B je rovna
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a) P(A)

b) P(B)

c) P(B)(1+ P(4))
d) P(B)(1 - P(A))
e) P(B)(1+ P(A[B))

10. Vyberte 3 Kolmogorovovy axiomy pravdépodobnosti.
a) Pravdépodobnost kazdého jevu A je nezaporné realné ¢islo.
b) Pravdépodobnost kazdého jevu A je mensi nez 1.
¢) Pravdépodobnost jistého jevu €2 je rovna nule.
d) Pravdépodobnost jistého jevu €2 je rovna jedné.
)

e) Pravdépodobnost sjednoceni konecného poctu vzajemné disjunktnich jevi
je rovna souctu jejich pravdépodobnosti.

f) Pravdépodobnost sjednoceni jevu je rovna souctu jejich pravdépodobnosti.
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Ulohy k feSeni

1. Systém je funkéni, pokud funguje soucdstka A a nejméné jedna ze soucastek B a C.
Pravdépodobnost, ze po 1000 hodinach je funkéni soucastka A je 0,8, soucastka B 0,9
a soucastka C 0,7. Systém pracuje nezavisle na okolnich podminkach a na case.

B

C

Jaka je pravdépodobnost, ze systém bude po 1000 hodinach funkéni?

2. Ve velkém mnozstvi pisemek se vyskytuji dva typy chyb, A a B. Pravdépodobnost, ze
v pisemce bude chyba A je 0,1 a pravdépodobnost, ze tam bude chyba B je 0,2. Prav-
dépodobnost, ze v pisemce budou obé chyby zaroven je 0,05. Uréete pravdépodobnost,
ze v pisemce bude pouze chyba A, nikoliv chyba B.

3. Sonda ma dvé kamery, které mohou pracovat nezavisle na sobé. Kazda z nich je vyba-
vena pro pripad poruchy opravnym mechanismem. Pravdépodobnost poruchy kamery je
0,1, pravdépodobnost tspésné opravy piripadné poruchy pomoci opravného mechanismu
je 0,3. S jakou pravdépodobnosti se nepodaii ani jednou z kamer nic nafilmovat?

4. TTi absolventi stfedni skoly — pan N, pan S a pan D skladaji piijimaci zkousky na tri
ruzné vysoké skoly. Jejich Sance na tspéch odhadujeme na 70% pro studenta N, na 40%
pro studenta S a na 60% pro studenta D. Jaké je pravdépodobnost, Ze

a) vSichni t¥i uspéji,
b) ani jeden neuspéje,

c¢) uspéje jen student N,

d) uspéje pravé jeden z nich,

e) neuspéje jen student S,

f) uspéji praveé dva z nich,

)

g) uspéje alespon jeden z nich.

5. V osudi je 5 cernych a 15 bilych kouli. Z osudi se ndhodné vytdhne jedna koule. Poté
se koule vrati zpét a prida se 20 kouli téze barvy, jakou méla vytazend koule. Nasledné
realizujeme dalsi tah. Jaka je pravdépodobnost, ze druha vytazena koule bude ¢erna?

6. Pocatecni stadium rakoviny se vyskytuje u kazdych tfi z jednoho tisice Americanu.
Pro véasné zjisténi byl vyvinut velmi spolehlivy test. Pouze 5% zdravych pacienti mé
vysledky pozitivni (falesny poplach) a pouze 2% nemocnych maji vysledek negativni.
Pokud by se tento test pouzil pro vysetfeni celé americké spole¢nosti a vSichni ti, kteri
by méli pozitivni vysledky by byli hospitalizovani za acelem klinického vysetreni, kolik
% z nich bude skute¢né mit rakovinu?

@ ——
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7. Pri vyrobé 30% pristroju byl pouzit zprisnény technologicky rezim, zatimco pii vyrobé

ostatnich pristroju standardni rezim. Pfitom pravdépodobnost bezporuchového chodu
po dobu T je pro ptistroj z prvni skupiny 0,97 a pro piistroj z druhé skupiny 0,82.
Urcete pravdépodobnost, ze

a) nahodné vybrany pristroj bude po dobu 1" pracovat bezporuchové,

b) pristroj, ktery po dobu T' pracoval bezporuchové, byl vyroben ve zptisnéném rezimu?

. Zamyslite koupit v autobazaru vuz jisté znacky. Je ovSem znamo, ze 30% takovych vozu

mé vadnou prevodovku. Abyste ziskali vice informaci, najmete si mechanika, ktery je
po projizdce schopen odhadnout stav vozu a jen s pravdépodobnosti 0,1 se zmyli. Jaka
je pravdépodobnost, ze vz, ktery chcete koupit, ma vadnou prevodovku

a) predtim, nez si najmete mechanika?

b) jestlize mechanik odhadl, ze viz je dobry?

. Monty Halliv problém: Veskrze poctivy moderdtor umistil soutézni cenu — auto —

za jedny ze t¥f dveii. Za kazdymi ze zbyvajicich dveii je cena tutéchy — koza. Ukolem
soutéziciho je zvolit si jedny dvetfe. Poté moderator otevie jedny ze dvou zbyvajicich
dveri, za nimiz je koza. Ted ma soutézici moznost bud ponechat svou pivodni volbu,
nebo zménit volbu na zbyvajici dvere. Soutézici vyhrava cenu, ktera je za dvermi, které
si zvolil. Soutézici nema zadné predchozi znalosti, které by mu umoznily odhalit co je
za dvermi.

Necht soutézici nejprve zvoli dvere ¢islo 1. Necht moderator otevie dvere ¢islo 3, za
kterymi je koza. Zvysi se Sance na vyhru auta, pokud soutézici zméni volbu na dvere
¢islo 27
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Reseni @

Test

1lc, d; 2d; 3g; 4d; 5c; 6¢; 7d; 8b; 9d; 10a, d, e

Ulohy k FeSeni

1. 0,776 = 77,6%

2. 0,05 =5%

3. 0,0049 = 0,49%

4. a) 0,168 =16,8%
b) 0,072 = 7,2%

c) 0,168 =16,8%

d) 0,324 =32,4%

e) 0,252 = 25,2%

f) 0,436 = 43,6%

g) 0,928 = 92,8%

5. 0,25 = 25%
6. 0,056 = 5,6%

7. a) 0,865 = 86,5%
b) 0,336 = 33,6%

8. a) 0,30 = 30%
b) 0,045 = 4,5%

9. Pravdépodobnost vyhry s ptuvodni volbou je 1/3. Zméni-li soutézici svou volbu, zvysi
se pravdépodobnost jeho vyhry na 2/3. (Podrobny rozbor Monty Hallova problému na-
jdete naptiklad na Wikipedii.)



http://cs.wikipedia.org/wiki/Monty_Hall%C5%AFv_probl%C3%A9m
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Kapitola 3
Nahodna velicina

Cile

V této kapitole budete pokracovat ve studiu teorie pravdépodobnosti. Seznamite
se s pojmem nahodné velic¢iny, dozvite se, jak ji lze popsat. Po prostudovani této
kapitoly budete umét a znat

e co je to nahodna veli¢ina,

e obecné popsat nahodnou veli¢inu,

e charakterizovat diskrétni i spojitou ndhodnou veli¢inu,
e urcovat ¢iselné charakteristiky nahodné veliciny,

e transformovat ndhodnou veli¢inu.

Privodce studiem

. Rozdéleni inteligence, stejné jako jinych lidskych vlastnosti, v celkové populaci Ize
znazornit pomoci Gaussovy kfivky normalniho rozdéleni (viz nize uvedeny obrézek )"

bedna phlast

0.2 % 34.1% 34,1 % 13,6 % No

IQ: 50 60 70 a0 a0 100 10 120 130 140 150

velmi extrémnd
vvsoky vysoky

nad-

extrémné velmi -
primérny prumérny

nizky nizky nizky

vysoky

Cejpek, Jak se lidé lisi svymi schopnostmi pocinat si spravné v riiznych situacich,
dostupné na: www.phil.muni.cz/ grohmann/cejpeklQ1.doc


www.phil.muni.cz/~grohmann/cejpekIQ1.doc
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Asi jste se nesetkali poprvé s pojmem Gaussova krivka. Mozna dokonce mate néjakou
predstavu o tom, co by mohla vyjadrovat. Ale je tato predstava spravna? Opravdu vite, co
predstavuji hodnoty vynesené na svislou osu? Jak souvisi procentudlni zastoupeni jedincii
s riiznymi kategoriemi IQ s Gaussovou krivkou? Co to je vlastné rozdéleni inteligence?
Odpovédi na tyto otazky a mnoho dalSich informaci o matematickém popisu vysledkii
ndhodnych pokusii by vam méla pfinést tato kapitola. (Podrobnéjsi informace konkrétné
o Gaussové kfivce pak najdete v kapitole 6.)

3.1 Zakladni pojmy

Jak jiz bylo zminéno v Kap. 2, vysledek nadhodného pokusu popisujeme pomoci za-
kladniho prostoru €2 , tj. mnoziny vsech elementarnich jevii, a jejich pravdépodob-
nosti. Chceme-li zpracovavat vysledky nahodného pokusu, musime vytvorit model
popisujici vice ¢i méné dobre realitu. Timto modelem je tzv. ndhodna velicina.

Vysledkem nahodného pokusu je v mnoha ptipadech realné ¢islo. I v pripadech na-
hodnych pokusi, jejichz vysledek je kategoridlni povahy (napf. pohlavi narozeného
ditéte, ukoncené vzdélani apod.), se pfi popisu vysledki mnohdy snazime pfira-
dit kazdému vysledku redlné ¢islo. Vysledek ndhodného pokusu vyjadreny realnym
¢islem budeme povazovat za hodnotu nahodné veliciny.

Prikladem ndhodné veli¢iny muze byt
e pocet vadnych vyrobkl mezi tisici vyrobky,
e doba do poruchy zarivky,
e pocet kazli na 1 m? lakované plochy,
e pocet studentii, kteri v tomto zkouskovém obdobi slozi zkousku ze Statistiky 1.,
e pocet chybné prenesenych znakt Morseovy abecedy,
e odchylka rozméru vyrobku od pozadované hodnoty,
e roc¢ni spotieba elektrické energie vasi domacnosti.

Pro korektni definici ndhodné veli¢iny by bylo tfeba znat pojmy z teorie miry. My
pojmy souvisejici s tématem nahodné velic¢iny zavedeme ve stejné podstaté, nicméné
s mirnymi odchylkami od pfesnych matematickych formulaci.
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Zakladni prostor R

-00
Obr. 3.1: Grafickd ilustrace ndhodné veliciny

Definice:

Nahodna veli¢ina X (zkracené NV X) je redlnd funkce X : 2 — R takova, ze pro
kazdé redlné x je mnozina
{we Q| X(w) <z}

nahodnym jevem.

Jednotlivé realizace ndhodné viliciny, tj. X(w),w € Q, znac¢ime malymi pismeny
(a,b,x,y,...).

V dalsim textu budeme pouzivat zkracené zapisy

(X<z) = {lwe: X(w) <},
(a<X<b) = {weQ:a<X(w)<b},
(X=2) = {lweQ: X(w) =z}

a podobné.

Jednim z tkoll teorie pravdépodobnosti je vybudovat matematicky aparat, ktery
pritadi vSem zajimavym podmnozinam mnoziny realnych cisel ptislusné pravdépo-
dobnosti. Pravidlo, které kazdé hodnoté (popt. kazdému intervalu hodnot) prirazuje
pravdépodobnost, ze ndhodn4 veli¢ina nabude této hodnoty (popt. hodnoty z tohoto
intervalu), nazyvame rozdélenim pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny (zkra-
cené rozdéleni ndhodné veliciny). Nahodné veli¢ina je tedy z pravdépodobnostniho
hlediska tiplné popséna, jestlize zname vSechny hodnoty (popf. intervaly hodnot),
kterych muze ndhodnd veli¢ina nabyt a pravdépodobnosti téchto hodnot (popf. in-
tervalil).

Rozdéleni ndhodné velic¢iny lze popsat riznymi zptsoby. Nejcastéji uzivanou moz-
nosti popisu ndhodné veli¢iny X je tzv. distribu¢ni funkce.
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3.2 Distribuéni funkce

Definice:

Necht X je ndhodné veli¢ina. Redlnou funkei F(z) definovanou pro vsechna realnd
x vztahem

F(z) = P(X < z)

nazyvame distribuc¢ni funkci ndhodné veli¢iny X.

Distribu¢ni funkce je tedy funkce, kterd kazdému realnému ¢islu pritazuje pravdé-
podobnost, ze nahodna veli¢ina nabude hodnoty mensi nez toto realné cislo.

5/6 Ie °
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Obr. 3.2: Ukézka grafu distribucni Obr. 3.3: Ukézka grafu distribucni
funkce diskrétni nah. veli¢iny funkce spojité ndhodné velic¢iny

Ptimo z definice distribuc¢ni funkce vyplyva rada jejich vlastnosti.

.0 £ F(z) £ 1, tzn. distribu¢ni funkce nabyva hodnot z intervalu (0; 1),
Yy, 9,21 < g1 F(x1) < F(xg), tzn. distribucni funkce je neklesajici,
Vo eR: lim F(z) = F(a), tzn. F(z) je zleva spojita,

r—a

lim F(z) =0, tzn. distribu¢ni funkce ,zac¢ind“ v 0,

1
2
3
4. F(x) mé nejvyse spoc¢etné mnoho boda nespojitosti,
5)
z——00
6

. lim F(z) =1, tzn. distribu¢ni funkce ,konc¢i“ v 1.
Tr—00

7, definice distribuc¢ni funkce Ize rovnéz snadno odvodit vztahy mezi pravdépodob-
nosti a distribu¢ni funkei.

e P(X < a)= F(a), pro vSechna a € R,

e P(X 2a)=1- F(a), pro vSechna a € R,

e Pla< X <b)=F(b)— F(a), pro vSechna a < b; a,b € R,
e P(X =a)= lim F(x)— F(a), pro vSechna a € R.
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Rozlisujeme dva zdkladni druhy ndhodné veli¢iny - spojitou a diskrétni (muze
nabyvat pouze koneéné nebo spocetné mnoha hodnot), presnéji feceno ndhodnou
veli¢inu se spojitym a diskrétnim rozdélenim. Distribuc¢ni funkce je v pripadé spojité
nahodné veli¢iny spojita funkce. v pripadé diskrétni nahodné veli¢iny je to ,,schodo-
vita“ funkce, kterd ma nejvyse spocetné mnoho bodl nespojitosti. Souvislost mezi
pravdépodobnosti a distribu¢ni funkci je pro tyto dva zakladni typy ndhodnych ve-
licin prezentovana na Obr. 3.4 a Obr. 3.5.

F(x)
————————————————— I|-----———————-—0—
———————— Fh)| ——=—=———=—————0—9
I e
Pla<X<bh) :
PX=a) I
_________________ F@)| -———o0——o :
P(X < a) $ | |
@ t 0
0 a b X

Obr. 3.4: Interpretace vztahu mezi pravdépodobnosti a distribucni funkei diskrétni né-
hodné veli¢iny

Obr. 3.5: Interpretace vztahu mezi pravdépodobnosti a distribuc¢ni funkei spojité ndhodné
veli¢iny
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3.3 Diskrétni nahodna velicina

Jak jiz jsme se zminili, o diskrétni ndhodné veliciné hovorime tehdy, jestlize na-
hodné veli¢ina nabyva pouze hodnot z néjaké konecné ¢i spoc¢etné mnoziny. Jedna
se nejcastéji o celoc¢iselné ndhodné velic¢iny, napr. pocet studentti, kteri vstoupili
do hlavni budovy VSB-TUO béhem dopoledne (0, 1,2, ...), pocet ¢lentt domacnosti
(1,2,3,...), pocet dopravnich nehod za jeden den na délnici z Prahy do Brna (0, 1, ...),
soucet ok pri hodu tremi kostkami (3,4, ..., 18) apod.

Definice:

Rekneme, 7e ndhodnd veli¢ina X mé diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti
(zkracené  je diskrétni*) pravé tehdy, kdyz nabyva nejvyse spoc¢etné mnoha hodnot
{1, 29,...} tak, ze

. iP(X:xi)zl.

Funkci P(X = z;) = P(z;) nazyvame pravdépodobnostni funkci ndhodné ve-
liciny X. Pro popis diskrétni nahodné veliciny se tato funkce pouziva castéji nez
funkce distribucni.

Pravdépodobnostni funkce miize byt zadana

e piedpisem (napi. Vo € {0;1;2;3} : P(X =) = (%) -0,17-0,9°),
e tabulkou (Tab. 3.1),

e grafem (Obr. 3.6).

Tab. 3.1: Priklad zaddni pravdépodobnostni funkce tabulkou

X 0 1 2 3
P(x) | 0,729 | 0,243 | 0,027 | 0,001

Distribuc¢ni funkci diskrétni ndhodné veli¢iny miizeme vyjadiit pomoci pravdépo-
dobnostni funkce jako

F(z) =Y P(x),

Ti<x

tj. jako soucet pravdépodobnosti téch x;, ktera jsou mensi nez x.

Distribu¢ni funkce diskrétni ndhodné veli¢iny (Obr. 3.2) je ,schodovitd“ funkce,
kterd je nespojitd v bodech, v nichz je pravdépodobnostni funkce nenulova. Vime,
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Obr. 3.6: Priklad zaddni pravdépodobnostni funkce grafem

P(X =a)= lim F(x)— F(a), pro vsechna a € R.

z—at

Je tedy zrejmé, ze ,velikosti skoki“ v bodech nespojitosti distribu¢ni funkce udévaji
hodnotu pravdépodobnosti v téchto bodech.

Priklad 3.1. V dilné pracuji dva stroje (nezavisle na sobé). Prvni stroj se po-
rouchd s pravdépodobnosti 20%. Pravdépodobnost poruchy druhého stroje je 30%.
Nahodna veli¢ina bude oznacovat pocet porouchanych stroji v dilné. Urcete prav-
dépodobnostni funkci a distribuc¢ni funkci této ndhodné veliciny.

Resent.
X ... pocet porouchanych stroju v dilné

Néhodna veli¢ina X muze nabyvat pouze kone¢né mnoha (tii) hodnot 0; 1; 2, je tedy
ziejmé, ze se jedna o diskrétni nahodnou veli¢inu.

Oznacme jevy

S1 ... prvni stroj se poroucha,
S2 ... druhy stroj se porouché.

Pak P(S1) = 0,2, P(S2) =0,3.

Nyni mizeme urcit pravdépodobnostni funkci ndhodné veliciny X.

P(X =0)=P(S1NS2) = P(51)- P(S2) = 0,8-0,7 = 0,56,

P(X =1)=P((S1NS2)U(S1NS2)) = P(51)- (§)+P(ﬁ)-P(S2) =0,2-0,7+
+0,8-0,3=0,38,

P(X =2)=P(S1NnS2) = P(51)- P(S2) =0,2-0,3 = 0, 06.
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Tab. 3.2: Pravdépodobnostni funkce ndhodné veli¢iny z feseného piikladu 3.1

Xi P(X=x;)
0 0,56
1 0,38
2 0,06
> 1,00

(Napt. P(X = 1) ¢teme: pravdépodobnost, Ze v dilné se porouchd pravé jeden stroj).
Uvédomte si, ze v Tab. 3.2 jsou uvedeny pouze nenulové hodnoty pravdépodob-
nostni funkce. Je ztejmé, ze

Vee R\ Q: P(X =xz)=0.

(Napt. P(X =1,5) = P(X = —3) = ... =0). Vsimnéte si zaroven, ze » , P(z;) = 1.
(@)

Dalsim tkolem je urcit distribu¢ni funkci ndhodné veliciny X.

Vzhledem k tomu, ze X je diskrétni nahodna velicina, pijde o schodovitou zleva

spojitou funkci. z vlastnosti distribu¢ni funkce vyplyva, ze body nespojitosti této

funkce jsou ty body, v nichZ je pravdépodobnostni funkce nenulové (protoze P(X =

=a) = llm+ F(x) — F(a)). Proto si uréime hodnoty distribu¢ni funkce na vsech
r—a

intervalech vymezenych body nespojitosti.

Distribu¢ni funkci nah. veliciny X mizeme vyjadrit pomoci pravdépodobnostni
funkce jako

F(z) =Y P(x;).

@i <a
Vo € (—o0;0) : F(z) =P(X <z2)=0
(pravdépodobnost, Ze se porouchd méné nez 0 stroju),
Ve e (0;1): F(z) = P(X <x)=P(X =0)=0,56
(pravdépodobnost, ze se porouchd méné nez 1 stroj),
Vee (1;2): Fle)=P(X <z2)=P(X=0)+P(X =1)=0,56+0,38 =0,94
(pravdépodobnost, ze se porouchd méné nez 2 stroje),

Vo € (2;00) : F(z) = P(X <2) = P(X =0)+ P(X =1)+ P(X =2) = 0,56 +
+0,3840,06 =1

(pravdépodobnost, Ze se porouchaji oba stroje).
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Hodnoty distribuéni funkce na celém definiénim oboru (R) jsou uvedeny v Tab. 3.3.

Tab. 3.3: Distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny X z feSeného prikladu 3.1

X F(x)
(=;0)] 0
0;1) | 0,56
(1;2) | 0,94
(2, @) | 1
1 o °
0,9 ! o—e)
0,8 0,8
0,7
0,6
= 05 ® = 0,6 O—— o
S o4 o = 04
0,3
0,2 0,2
0,1 °
0 —
0 05 1 15 2 25 1 0 1 5 3
X X

Obr. 3.7: Pravdépodobnostni funkce Obr. 3.8: Distribu¢ni funkce néh. ve-
nah. veliciny X liciny X

3.4 Spojita nahodna velicina

Jestlize ndhodna veli¢ina miize nabyt vSech hodnot z urcitého intervalu, hovotrime
o nahodné veli¢iné se spojitym rozdélenim. Jako priklad spojité nahodné veli¢iny lze
uvést zivotnost vyrobku, délku novorozenéte, ndhodné vybrané realné ¢islo apod.

Definice:

Rekneme, Ze ndhodné veli¢ina X m4 spojité rozdéleni pravdépodobnosti (zkra-
cené je spojita) pravé tehdy, mé-li spojitou distribuéni funkci.

7 definice vyplyva, ze v pripadé spojité ndhodné veli¢iny neméa smysl jednotlivym
realizacim ndhodné veli¢iny pritazovat hodnotu pravdépodobnosti, ponévadz prav-
dépodobnostni funkce je nulova.

Je-li X spojita nahodna veli¢ina, pak

P(X =a)= lim F(x)— F(a) = F(a) — F(a) =0, pro vSechna a € R.

z—a™t
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Pomoci jakych nastroji tedy miizeme spojitou ndhodnou veli¢inu popsat? u spojité
nahodné veli¢iny mizeme stanovit pravdépodobnost vyskytu nahodné veli¢iny v li-
bovolném intervalu. To znamend, Ze pro jeji popis mizeme pouzit distribuéni funkei.

Jak jiz vime, chceme-li urcit pravdépodobnost vyskytu nahodné veli¢iny na néjakém
intervalu, vyuzivame vztahy

e P(X < a)= F(a), pro vSechna a € R,
e P(X 2a)=1- F(a), pro vSechna a € R,
e Pla< X <b)=F(b)— F(a), pro vSechna a < b; a,b € R.

Jelikoz pro spojitou ndhodnou veli¢inu plati, ze P(X = a) = 0, mizeme déle tvrdit,
ze pro spojitou ndhodnou veli¢inu X a pro vSechna a,b € R plati

e P(X £ a)= P(X <a),
e P(X >a) = P(X 2 a),
e PasX<bh)=Pla<X<b=Pla<X=Zb=PasX<bh).

Misto pravdépodobnostni funkce se k popisu rozdéleni spojité nahodné veli¢iny pou-
7iva tzv. hustota pravdépodobnosti f(z).

Predpokladejme, ze mame k dispozici rozsahly soubor realizaci spojité ndhodné ve-
liciny. Budeme-li tfidit namétené hodnoty do stéle uzsich tfidnich intervalii, dosta-
neme histogramy, které se budou stale vice blizit hladké kiivce, vySe zminéné hus-
toté pravdépodobnosti. Té ovsem dosahneme pouze v teoretickém limitnim pripadé,
kdy bychom tridili nekonecné velky soubor do nekonecné mnoha nekonecné tzkych
tiidnich intervali (Obr. 3.9). (Uvédomte si, Ze hodnota hustoty pravdépodobnosti
f(z) neudéava pravdépodobnost toho, ze ndhodna veli¢ina X mé hodnotu z. Hustota
pravdépodobnosti f(z) neudéva zddnou pravdépodobnost!!! Muze nabyvat i hodnot
vyssich nez 1.)

Definice:

Hustota pravdépodobnosti f(x) spojité ndhodné veli¢iny je redlnd nezaporna funkce
takova, ze

:/ f(t)dt pro —oo <z < 0.

Prikladem grafu hustoty pravdépodobnosti je jiz zminénd Gaussova krivka.
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Hustota pravdépodobnosti

Data Data Data

Obr. 3.9: Prechod od histogramu k hustoté pravdépodobnosti

D4 se ukazat, ze ve vSech bodech, kde existuje derivace distribu¢ni funkce, plati

dF(z)

f(l“)zv-

Zname-li distribuc¢ni funkci, mazeme lehce urcéit hustotu pravdépodobnosti a naopak,
zname-li hustotu pravdépodobnosti, snadno urcime distribu¢ni funkci.

Hustota pravdépodobnosti ma tyto zédkladni vlastnosti:

1. f(x) 2 0, tzn. hustota pravdépodobnosti je nezdpornd funkee,
2. ffooo f(z) =1, tzn. plocha pod krivkou hustoty pravdépodobnosti je rovna 1,

3. lim f(z) =0, tzn. hustota pravdépodobnosti ,zac¢ind“ v 0,
Tr——00

4. lim f(z) =0, tzn. hustota pravdépodobnosti ,konc¢i* v 0.
T—r00

Proto, aby byl zakladni popis spojité nahodné veli¢iny dokoncen, zbyva nam od-
povedét na otazku, jaky je vztah mezi pravdépodobnosti vyskytu spojité nahodné
veliciny v néjakém intervalu a hustotou pravdépodobnosti. Hledané vztahy snadno
odvodime.

Va,be R,a <b:

e P(X =a)=0,

e P(X <a)=F(a) = ffoo f(z)de,

e PIXZ2a)=1-F(a)= ffooo flz)dz — ffoo f(z)dx = faoo f(z)dx

e PlaS X <b)=Fb) - Fla) = [* f(w)de = [* f(x)dz = [} f(z)da.

Pripomenme, Ze vzhledem k nulovosti pravdépodobnostni funkce spojité ndhodné
veli¢iny miizeme ve vyse uvedenych vztazich libovolné zaménovat ostré a neostré
nerovnosti.
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3.4.1 Geometricka interpretace vztahu mezi pravdépodob-
nosti a hustotou pravdépodobnosti
Je znamo, ze integral z nezaporné funkce udava velikost plochy pod jejim grafem.

Jedna z vlastnosti hustoty pravdépodobnosti tiké, ze plocha pod grafem funkce
hustoty pravdépodobnosti je rovna 1, tzn. ze

| frda

To je analogické situaci u diskrétni nahodné veli¢iny, kde soucet pravdépodobnosti
vsech moznych vysledki rovnéz dava jednicku. Zaroven jsme si ukazali, ze

P(a§X<b)_/bf(x)dx

Muzeme tedy fici, ze obsah plochy pod kfivkou f(z) pro x € (a,b) je pravdépodob-
nost toho, ze ndhodna veli¢ina X nabude hodnoty z tohoto intervalu (Va,b € R, a <
<b). .

Pla=X-<b)

N

0 T4 b x
Obr. 3.10: Geometrickd interpretace P(a < X < b)
Obdobné mizeme znazornit pravdépodobnosti

P(X <a)= /f ydz a P(X Za /f da.

S )

0 " x 6 M X

Obr. 3.11: Geometrickd interpretace Obr. 3.12: Geometrickd interpretace
P(X <a) P(X 2 a)
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@ Priklad 3.2. Necht X je spojitd ndhodna veli¢ina definovana hustotou pravdépo-
dobnosti f(x).

el =2)(1+2) -1l<z<1
)= { 0 jinde.

a) Naleznéte konstantu ¢ tak, aby f(z) byla korektné zadéna,
b) zakreslete hustotu pravdépodobnosti f(x),

c¢) naleznéte a zakreslete distribuéni funkei F'(x),

d) uréete P(X =0,3), P(0 < X < 11),P(X > 0,5).

Resent.

a) Pro nalezeni konstanty ¢ vyuzijeme toho, ze plocha pod kiivkou hustoty pravdeé-
podobnosti musi byt rovna 1.

/Zf(x)dle

-1 00
/ de—l—/ c(l—x2)dx+/ Odz =1
—00 -1 1

O+c[x—%yl+0=
[6-)-( 5]
0.321;»0:%:0,75

(0751 —2)(14+2)=0,75(1—2?) —l<z<l
fla) = { 0 jinde.

¢) Distribu¢ni funkci uréime pomoci hustoty pravdépodobnosti.
VJJER:F(:E):/ f(t)dt

Vo € (-o0;—1):  F(z) = [Z 0dt=0
Vo e (—1;1) F(z)= [ 0dt+ [T 31 —3)dt=0+3 [t—érl =
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Obr. 3.13: Hustota pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny z feSeného prikladu 3.2

= 1(—2%+ 32+ 2)
Vo € (1;00) : F(x):f:;Odt—i—f_ll%(l—t2)dt+f1000dt:

571
—0+3[t-5] +o=1

x € (—o0;—1)
(—2® +32x+2) ze€(-1;1)
x € (1;00)

e
—~
S
SN—
I
— = O

0,9 -
0,8 -
0,7 -
0,6
0,5 -
0,4 /4
0,3 -
0/2
0,1

F(x)

Obr. 3.14: Distribu¢ni funkce Hustota pravdépodobnosti ndhodné velic¢iny z feseného pii-
kladu 3.2

d) Pravdépodobnosti vyskytu ndhodné veli¢iny X na urcitém intervalu urc¢ime po-
moci prislusnych vztaht.

e P(X=0,3)=0
¢ P(0< X <11)=F(11) = F(0) =1 — 20+ 042) = L =50%



Nahodné velicina

1 1\° 27
P(X —1-F — 1 (=== 42 =12 =
e P(X > 0,5) (0,5) 4( (2) +3 2+> =
5
= —=15.6
32 6%
A

3.5 Funkce nahodné veliCiny

V mnoha ptipadech se setkdvame s tim, ze zndme rozdéleni ndhodné veliciny X a
potiebujeme urcit rozdéleni nahodné veliciny Y, kterd je funkci nahodné velic¢iny X,
tj. Y = g(X).

Méjme ndhodnou veli¢inu Y danou predpisem Y = ¢g(X), kde g(x) je néjakéd prosta
realna funkce definovana na zéakladnim souboru nahodné veli¢iny X . Odvodime roz-
déleni ndhodné veliciny Y.

VyeR: Fy(y) =P <y)=PgX)<vy)

1

Jestlize k funkci g existuje funkce inverzni g=, pak plati

Fy(y) = P(X <g'(y))=Fx (g7 (y)), je-li g funkei rostouci
YW=11-p (X <gYy)=1-Fx (g7 (y)), je-li g funkei klesajici.

Je-li X diskrétni ndhodna veli¢ina popsana pravdépodobnostni funkci Px(z), pak
pravdépodobnostni funkce ndhodné veli¢iny Y je rovna

Py(y) =P =y) = P(g(X)=y) = P(X =g '(y)) = Px(g ' (y)).

Pro spojitou nahodnou velicinu X a spojité diferencovatelnou funkci g je hustota
fv (y) ndhodné veli¢iny Y rovna

Folw) = Fx(a' ) - ]dgl(y) ‘ |

dy
Poznamka: Nahodna veli¢ina Y muze byt dana rovnéz funkci nékolika nahod-

nych veli¢in X;, i = 1, ..., n definovanych na stejném zakladnim prostoru (Y =
= g(X17X27 cry Xn))

3.6 Ciselné charakteristiky nahodné veliCiny
Rozdéleni pravdépodobnosti kazdé nahodné veli¢iny X je plné popsano pomoci jeji

distribuéni funkce F'(z), popt. pomoci hustoty pravdépodobnosti f(z) nebo prav-
dépodobnostni funkce P(z). v mnoha pripadech je vsak vyhodné shrnout celkovou
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informaci o nahodné veli¢iné do nékolika ¢isel, které charakterizuji nékteré vybrané
vlastnosti této nahodné veliciny a rovnéz umoznuji srovnani rtiznych nahodnych ve-
licin. Tato cisla se nazyvaji ¢iselné charakteristiky ndhodné veliciny X. Nyni
se seznamite s nékterymi z nich.

Velkou skupinu ¢iselnych charakteristik ndhodné veli¢iny tvori tzv. momenty roz-
déleni. Ty délime na momenty obecné a momenty centralni.

e Obecny moment r-tého Ffadu (znadi se u, nebo E(X") pror =1,2,...)

pro diskrétni NV: pr = > xh - P(x;)
(%)

pro spojitou NV: pr =[5 2" f(z)dx

e}

(pokud uvedena rada nebo integral konverguji absolutné)

Vyznac¢nou roli mezi obecnymi momenty ma zejména obecny moment 1. fadu.
Tento moment je nazyvan stfedni hodnotou.

e Stfedni hodnota (angl. ,expected value“, nékdy také ,mean*; znaci se E(X)
nebo p)

pro diskrétni NV: p="> x; P(x;)
(4)

pro spojitou NV: p=[" x- f(x)dz

(pokud uvedend fada nebo integral konverguji absolutné)

St¥edn{ hodnota je parametrem rozdéleni ndhodné veli¢iny. Casto byva oznacovana
jako populaéni prameér, tj. prumér vsech realizaci nahodné velic¢iny. Stredni hod-
nota platii v CR je primérem plati viech obéantt CR pobirajicich mzdu; stfedni
hodnota doby do poruchy monitori XY je prumérem doby do poruchy vsech vyro-
benych monitori XY, apod. Vsimnéte si, ze nedokazete-li urc¢it rozdéleni nadhodné
veli¢iny (pravdépodobnostni funkei, resp. hustotu pravdépodobnosti), nedokéazete
urcit ani jeji stfedni hodnotu.
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Vlastnosti stfedni hodnoty:

1.Va,beR: E(aX +b) =aE(X)+b
Néasobime-li X konstantou, nasobi se ji i jeji stfedni hodnota; pri¢teme-li k X
konstantu, zméni se o tuto konstantu i jeji stfedni hodnota.

2. E(Z X;) = ZE(XJ
Stredni hodnota souc¢tu nahodnych veli¢in je rovna souctu jednotlivych stied-

nich hodnot.

3. Pro Xy, ..., X,, nezavislé plati E(III" | X;) = [ | E(X;)
Jsou-li NV X, ..., X, nezavislé, pak stredni hodnota jejich soucinu je rovna
soucinu jednotlivych strednich hodnot.

e Centralni moment r-tého ¥adu p,” (znacime u, = E(X — E(X))" pro r =
~1,2,..)

pro diskrétni NV: =Sz, — B(X))" - P(x;)
(4)
pro spojitou NV: pe = [ (z—B(X)) - f(z)dz

(pokud uvedend rada nebo integral konverguji absolutné)

Podobné vyznacné postaveni jako ma stfedni hodnota mezi obecnymi momenty, ma
mezi centralnimi momenty druhy centralni moment — rozptyl.

e Rozptyl (angl. ,dispersion“, ,variance®; znacf se y, nebo o nebo D(X))
pro diskrétni NV: pe =S (2, — B(X))?- P(x)
(1)
pro spojitou NV: py = 7 (x— E(X))? f(z)da
(pokud uvedend fada nebo integral konverguji absolutné)
Defini¢ni vztahy pro rozptyl se pri praktickych vypoctech, bohuzel, ukazuji jako

nevhodné (Casové naro¢ny vypocet). v praxi se proto mnohem c¢astéji pro urceni
rozptylu vyuziva tvrzeni, ze

D(X) = E(X?) - (E(X))".

Diikaz tohoto tvrzeni je zalozen na vlastnostech stfedni hodnoty a je ponechan
k samostatnému cviceni.
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Rozptyl je parametrem rozdéleni vyjadiujicim variabilitu (rozptylenost) realizaci
nahodné veli¢iny kolem jeji sttedni hodnoty. (Uvédomte si, ze jednotka rozptylu je
kvadratem jednotky, v niz jsou zaznamenavany jednotlivé realizace NV. Napriklad
jednotkou rozptylu plati v CR je Ké2.)

Vlastnosti rozptylu:

1.Va e R: D(aX +b) =a*D(X)
Nasobime-li ndhodnou veli¢inu konstantou, hodnota jejiho rozptylu se vynasobi
druhou mocninou této konstanty; pricteme-li k ndhodné veli¢iné konstantu, jeji
rozptyl se nezméni.

2. Xl, ey X, nezavislé = D(Z Xz) = Z D(XZ)
=1 i=1

Jsou-li NV X5, ..., X, nez{;\fislé, pak rozptyl jejich soucinu je roven soucinu
jednotlivych rozptyla.

e Smérodatna odchylka (angl. standard deviation“, znaci se o, popr. o, chceme-li
zduraznit prislusnost k urcité ndhodné veli¢ing)

Smérodatna odchylka je definovana jako odmocnina z rozptylu
o=+ D(X).

Podobné jako rozptyl je také smérodatna odchylka mirou variability nahodné ve-
liciny. Jednotka, v niz byva uvddéna smérodatna odchylka je stejné jako jednotka,
v niz jsou zaznamenavany jednotlivé realizace NV. (Napriklad smérodatna od-
chylka plat v CR se uvadi v K¢.)

Momenty vyssich fadi se vyuzivaji nejcastéji k urceni ¢iselnych charakteristik popi-
sujicich tvar rozdéleni (Sikmost, Spicatost).

e Sikmost (angl. skewness“, znaci se ag)

Sikmost je mirou symetrie daného rozdéleni pravdépodobnosti a je definovana
podilem tretiho centralniho momentu a tfeti mocniny smérodatné odchylky.

as = 28
35 3
Symetrii rozdéleni (vzhledem k symetrii normovaného normélniho rozdéleni (kap.
6) pak posuzujeme takto.

as = 0 | Symetrické rozdéleni
az < 0 | Negativné zeSikmené rozdéleni
az > 0 | Pozitivné zesikmené rozdéleni
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e Spicatost (angl. ,kurtois“, znaci se ay)

Spicatost je mirou koncentrace hodnot nahodné veli¢iny kolem stfedni hodnoty a
je definovana podilem ¢tvrtého centralnitho momentu a ¢tvrté mocniny smérodatné

odchylky.

&_M4
=
ot

Spicatost rozdéleni pak posuzujeme vzhledem ke $pic¢atosti normovaného normal-
ntho rozdéleni (Kap. 6) takto:

a4 = 3 | Normélni spicatost (tj. Spi¢atost normélniho rozdéleni)
a4 < 3 | Mensi spicatost nez u normalniho rozdéleni (plossi rozdéleni)
ay > 3 | Vétsi Spicatost nez u norméalniho rozdéleni (Spicatéjsi rozdéleni)

Vzhledem k nepraktickému vyhodnocovani spicatosti (vzhledem k hodnoté 3) se
mnohdy pouziva tzv. standardizovana Spicatost, kterd je definovana jako

044—3

a Spicatost rozdéleni je pak posuzovana vzhledem k hodnoté 0.

Kvantily (angl. ,quantiles, percentiles®; znaci se z,)

Kvantily diskrétni nahodné veli¢iny v praxi obvykle neurcujeme, nebot jejich sta-
noveni vétsinou neni jednoznacné. v pripadé spojité nahodné veliciny kvantily
stanovujeme z podminky

Vp € (0;1) : F(x,) = p.

Je tedy mozné ¥ici, Ze vztah pro vypocet kvantilu (nékdy hovorime o kvantilové
funkci) je inverzni funkei k funkei distribucni.

Uvédomte si, Zze kvantil x, udava takovou hodnotu, Ze pravdépodobnost, Ze na-
hodnd veli¢ina nabude hodnoty mensi nez z, je 100p%. (Popisuje-li ndhodna ve-
licina X platy v CR a zo3 =12 000 K¢, pak vite, ze 30% lidi v CR mé plat mensi
nez 12 000,- K¢.)

Modus (znadi se )

U kategoridlni proménné byl modus roven nejcetnéjsi kategorii proménné. Ob-
dobné jej muzeme chapat u nahodné veli¢iny. Modus maximalizuje pravdépodob-
nostni funkci, resp. hustotu pravdépodobnosti nahodné veli¢iny X.

pro diskrétni NV: Viel,2,....n:P(X=2)2P(X =u)
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(Hodnota, které nabyva NV s nejvétsi pravdépodobnosti.)

pro spojitou NV: VeeR: f(Z) 2 f(x)

(Hodnota, v niz hustota pravdépodobnosti nabyvéa svého maxima.)

Priklad 3.3. Vratme se k diskrétni ndhodné veli¢iné X (pocet porouchanych stroju
v dilné) z feSeného piikladu 3.1. Resenim pifkladu 3.1 byl popis rozdéleni této né-
hodné veli¢iny pomoci pravdépodobnostni i distribu¢ni funkce. Nyni urcete jeji

a) stredni hodnotu,

b) rozptyl,

)
)
¢) smérodatnou odchylku,
d)

Resent.
Pripomenme si pravdépodobnostni a distribu¢ni funkci nahodné veli¢iny X z pti-
kladu 3.1.

% P(X=x;) x _|F(x)
0 0,56 (=2;0)| O
1 0,38 (0,1) |0,56
2 0,06 (1;2) | 0,94
by 1,00 (2; ) | 1

a) B(X)=Ya; - P(z;) =0-0,56+1-0,38+2-0,06 =0, 50.

Pramérny pocet porouchanych stroji v dilné je 0,5.

b) Pro vypocet rozptylu pouzijeme tvrzeni, ze DX = E(X?)— (F(X))?, kde E(X?)
znadi druhy obecny moment a (E(X))? je druhou mocninou stfedni hodnoty.

E(X?) =Y a2 P(z;) = 0%-0,56 + 12 - 0,38 4 22- 0,06 = 0, 62

D(X) = E(X?) — (E(X))?=0,62— 0,502 = 0, 37

P1i ,ruénim® vypoctu sttedni hodnoty a rozptylu je vhodné zaznamenat si dil¢i
vysledky vypoctu do tabulky ve formatu prezentovaném v Tab. 3.4.
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Tab. 3.4: Dil&f vysledky pii vypoétu E(X) a E(X?)

Xi P(x;) x; - P(x;) x7 - P(x;)

0 0,56 0,00 0,00

1 0,38 0,38 0,38

2 0,06 0,12 0,24

> 1,00 0,50 0,62
EX EX®

¢) o =+/D(X)=+0,37T=0,61

Vsimnéte si vysoké variability poétu porouchanych stroji v dilné. Zatimco stredni
hodnota poc¢tu porouchanych stroji je 0,5, smérodatna odchylka je 0,6.

d) Modus je hodnota, které diskrétni ndhodna veli¢ina nabyva s nejvétsi pravdépo-
dobnosti, proto = 0.
A

@ Priklad 3.4. Majitel autorizovaného servisu nabidl ptijcovné automobili své sluzby.
Za kazdy automobil zaptjceny jeho prostirednictvim obdrzi od ptij¢ovny automobilt

500,- K¢. Zéaroven se vsak zavazal, ze kazdy den investuje do udrzby zapiijcenych
automobil 800,- K¢. Pocet automobili zaptijéenych prostrednictvim autorizovaného
servisu za 1 den je popsan pravdépodobnostni funkei v Tab. 3.5.

Tab. 3.5: Pravdépodobnostni funkce poctu zaptjéenych automobilt za 1 den

Xi 0 1 2 3 4 |5] 6
P(x;) | 0,01 | 0,40 | 0,25 | 0,15 | 0,10 | ? | 0,03

a) Pravdépodobnost, ze majitel autoservisu zapuj¢i v jednom dni 5 automobili je
Spatneé ¢itelnd. Urcete ji.

b) Urcete stredni hodnotu, smérodatnou odchylku a modus poctu zapujcenych au-
tomobilti béhem jednoho dne.

c¢) Urcete pravdépodobnostni funkei, stfedni hodnotu, smérodatnou odchylku a mo-
dus zisku majitele servisu z automobili zaptijcenych béhem jednoho dne.
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Resend.
a) Necht ndhodna veli¢ina X oznacuje pocet zaptujéenych automobilit béhem jed-
noho dne. Je ziejmé, Ze jde o diskrétni ndhodnou veli¢inu. Musi tedy platit, ze

(@)

Z toho plyne, ze P(X =5) =1—(0,0140,40+0,25+0,15+0,1040,03) = 0, 06.

b) Dil¢i vypocty potiebné pro stanoveni stfedni hodnoty a smérodatné odchylky
muzeme zaznamenat do tabulky.

X

X; 0 1 2 3 4 5 6
P (X=x;) 0,01 10,40|0,25|0,15]0,10] 0,06 | 0,03 1

x;.P(X=x) | 0 | 04|05 |045]| 04 ] 03 |0,18]2,23
xi . P(X=x)| o | 04| 1 |135] 16 | 1,5 | 1,08]6,93

(@)
E(X?) =22 P(X = ;) = 6,93,
(4)

D(X) = E(X? - (E(X))?=9,93 — (2,23) = 1,96,
o =/D(X) = /1,96 = 1, 40.

Stredni pocet automobilti zaptjcéenych béhem jednoho dne je 2,23, smérodatna
odchylka je 1,40 automobili.

Modem je hodnota s nejvyssi pravdépodobnosti. s nejvyssi pravdépodobnosti
pujcuje majitel autorizovaného servisu jedno auto denné (& = 1).

¢) Zisk majitele autorizovaného servisu se odviji od poctu zapujéenych automobilt.
Necht nahodné veli¢ina Z oznacuje zisk majitele autorizovaného servisu ze za-
pujcovani automobili. Vzhledem k dohodnutym podminkam lze tvrdit, ze

Z =500- X — 800 [K¢].
Pravdépodobnostni funkce nahodné veli¢ciny Z bude odvozena z pravdépodob-
nostni funkce ndhodné veliciny X.

Z 4 800
oo = © ) (Z = 500z; — 800)

P(X:xi):P<

(Pravdépodobnost toho, ze majitel servisu zapijéi denné 2 automobily je stejna
jako pravdépodobnost, ze jeho denni zisk bude 200,- K¢ (500 - 2 — 800), apod.)
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Xi 0 1 2 3 4 5 6
P (X=x;) 0,01 0,40]0,25]0,15] 0,10 | 0,06 | 0,03

z; [KE&] | -800|-300] 200 | 700 | 1200 | 1700 | 2200
P (Z=z) 0,01 )040]025]0,15]| 0,10 | 0,06 | 0,03

Pro vypocet stredniho zisku a smérodatné odchylky zisku vyuzijeme vlastnosti
stfedni hodnoty a rozptylu.

E(Z) = E(500X — 800) = 500E(X) — 800 = 500 - 2,23 — 800 = 315 [K¢]
D(Z) = D(500X — 800) = 5002D(X) = 5002 - 1,96 = 979 [K¢?]
o7 = /D(Z) = /979 = 31 [K¢]

Ocekavany denni zisk majitele servisu je 315,- K¢ se smérodatnou odchylkou 31,-
Ke.

& = —300 [K¢]

Modem denniho zisku je ztrata 300,- Ké. Lze Tici, ze i kdyz to tak vétsinou
nevypada (modem je ztrata), primérné majitel autoservisu na poskytované sluzbé
vydéla (stfedni hodnota denniho zisku je kladnd).

A

Priklad 3.5. V tomto piikladé budeme pracovat se spojitou nahodnou veli¢inou X,
jejiz rozdéleni (hustota pravdépodobnosti a distribu¢ni funkce) bylo uréeno v rese-
ném prikladu 3.2.

Pro ndhodnou veli¢inu X urcete
a) stfedni hodnotu,
b) rozptyl,

¢) smérodatnou odchylku,

modus.

)
)
d) medidn, x5, tj. hodnotu, pro kterou plati: P(X < zo5) = 0,5
e)

Déale méjme nahodnou velic¢inu Y, ktera je ddna jako funkce ndhodné veliciny X.

Y =5X+6

Urcete

f) distribucni funkci Fy (y) nahodné veliciny Y,
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g) hustotu pravdépodobnosti fy (y) ndhodné veli¢iny Y,
h) stfedni hodnotu E(Y) ndhodné veli¢iny Y,
i) rozptyl D(Y) nahodné veli¢iny Y.

Resend.
Pripomenme si, ze ndhodna veli¢ina z feSeného prikladu 3.2 je popsana hustotou
pravdépodobnosti

me:{ 2(1—:52) z € (—1;1),
0 jinde

a distribu¢ni funkeci

x € (—oo; —1),
(—2* +3x+2) xe(-1;1),
x € (1;00).

F(X) =

s = O

a) Stfedni hodnota je

E(X):/oox-f(x)dm:/l x-OdI+/1m-Z(l—xQ)der/loox-de:

o) oo 1

1
———] +0=0,00
-1

b) Rozptyl uréime pomoci vypocetniho vztahu: D(X) = E(X?) — (E(X))2.

o0 1 1 00
E(XQ):/ xQ-f(a:)dx:/ xQ-de+/ x2-§(1—$2)d90+/ 2% - 0dx =

00 1 1

3 3 571
:0+—[x——x—} +0=0,20
-1

D(X)=E(X? - (E(X))?=0,2—02=0,2

¢) Smérodatnd odchylka je odmocninou rozptylu. o = \/D(X) = /0,2 = 0,45
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d) Pravdépodobnost, ze ndhodné veli¢ina nabyva hodnot mensich nez x5 je 0,5.
P(X < 1‘075) = F(l’075) = 0,5

Ze vztahu pro distribuc¢ni funkci je zfejmé, Ze median muze byt pouze hodnota
z intervalu(—1;1).

1

Z—l(—$0753 + 3£C075 —+ 2) = 0, 5

—5130753 + 3(1]075

To5(—x05° + 1) = 0
0 e (—1;1)
To5 = —\/§ ¢ <—1; 1) = Tos5 = 0
3 (=11

e) Modus spojité ndhodné veli¢iny je hodnota, v niz hustota pravdépodobnosti této
NV nabyva svého maxima.

Pro maximum spojité funkce plati, ze prvni derivace v ném musi byt nulova (nebo
nedefinovdna) a druha derivace v ném musi byt zdporna nebo nedefinovéna.

Je zfejmé, ze rovnéz modus budeme hledat na intervalu (—1;1).

df(x)
Sl =0

dx
d (§(1 - x2)>

1 =0
dz B

3z
-5 )
x = 0 ... bod podeztely z maxima
flw) _ 3

da? 2
d?f(0) , .

1 = - <0 ... f(z) ma v z = 0 maximum
s = 0

(Modus (hodnotu, v niz mé hustota pravdépodobnosti maximum) jste mohli iden-
tifikovat pouhym pohledem na graf f(x), ktery je uveden na Obr. 3.10.)
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Nyni se zamétime na popis ndhodné veli¢iny Y, kterd je dana vztahem

Y =5X +6.
Pro urceni rozdéleni ndhodné veli¢iny Y vyuzijeme znalosti distribu¢ni funkce,
stfedni hodnoty a rozptylu ndhodné velic¢iny X.
x € (—o0;—1),
(—2* +3x+2) z€(-1;1), EX=0 DX =0,2
x € (1;00).

Fx(l') =

i = O

f) Fy<y>=P<Y<y>=P<5X+6<y>:P(X<y;56> — i (ﬂ)

Nyni uréime distribu¢ni funkei Fy(y) tak, ze v predpisu pro distribuéni funkci

-6
Fx(x) provedeme substituci x = yT

£ (55 e

_6
1 (—y
\ 5

Po tupravé dostaneme

0 y € (—oo; 1),
1
Fy(y) = —%(yf” — 182+ 33y —16) y e (1;11),
1 y € (11;00).

g) Hustotu pravdépodobnosti uréime jako derivaci distribu¢ni funkce.

_ dFY(y)
dy

Ty (y)

1 2
frly) = —%(By —36y+33) ye(l;11),
0 jinde.
Po upraveé
1
Fr(y) = —%(yz — 12y +11) y € (1;11),
0 jinde.
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h) z vlastnosti stfedni hodnoty plyne, ze
EY)=FE(BX+6)=5FE(X)+6=5-0+6=6.
i) z vlastnosti rozptylu plyne, ze
D(Y)=D((BX +6)=5°D(X)=25-0,2=5.
Vyznam c¢iselnych charakteristik popisujicich ndhodnou veli¢inu miize byt prezento-
van pouze v pripadech, kdy vite, jaky problém je ndhodnou veli¢inou modelovan.
v tomto prikladé jste si méli pouze procvicit matematické ikkony spojené s vypoctem

¢iselnych charakteristik, konkrétni vyznam neni ¢iselnym charakteristikdm prirazen.
A
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Shrnuti:

Nahodna velicina je veli¢ina, jejiz hodnota je jednoznacné urcena vysledkem na-
hodného pokusu (je-li tento vysledek dén redlnym d¢islem). Jde o redlnou funkci
definovanou na zakladnim prostoru a popsanou distribu¢ni funkei.

Distribu¢ni funkce je realnd funkce definovana jako F(x) = P(X < z). Jde
tedy o funkci, kterd kazdému realnému cislu prirazuje pravdépodobnost, ze nahodna
veli¢ina nabyva hodnot mensich nez toto realné cislo.

Pravidlo, které kazdé hodnoté (popt. kazdému intervalu hodnot) pritazuje prav-
dépodobnost, Ze ndhodnd veli¢ina nabude této hodnoty (popt. hodnoty z tohoto
intervalu), nazyvame rozdélenim pravdépodobnosti ndhodné veliciny.

Podle toho, jakych muze nahodnd veli¢ina nabyt hodnot (resp. z jakého intervalu),
rozlisSujeme spojitou a diskrétni ndhodnou veli¢inu, presnéji re¢eno ndhodnou ve-
licinu se spojitym a diskrétnim rozdélenim.

Diskrétni ndhodna veli¢ina je ndhodnéa veli¢ina, kterd muze nabyvat pouze ko-
necného (vysledek hodu kostkou) nebo spocetné nekoneéného (pocet zakazniku sna-
zicich se dovolat do call centra béhem dne) mnozstvi hodnot. Diskrétni ndhodnou
veli¢inu popisujeme prostrednictvim pravdépodobnostni funkce, popr. distribu-
¢ni funkce.

Spojita ndhodna veli¢ina je nahodnou veli¢inou, ktera mé spojitou distribucni
funkci. Pro popis spojité ndhodné veli¢iny pouzivame distribuc¢ni funkci a hustotu
pravdépodobnosti.

Pravdépodobnost vyskytu nahodné veli¢iny na néjakém intervalu urcujeme
na zakladé nasledujicich vztaht.

P(X < a) = F(a)
P(X>b)=1—F(b)
Pla< X <b)=F(b) — Fla)

V pripadé, ze g(z) je néjakd prosta redlna funkce, definovana na zakladnim souboru
nahodné veli¢iny X, mtizeme snadno odvodit rozdéleni transformované nahodné
veli¢iny Y = g(X).

V mnoha pripadech je vyhodné shrnout celkovou informaci o ndhodné veli¢iné po-
moci nékolika ¢isel, kterd charakterizuji nékteré vlastnosti ndhodné veliciny, pti-
padné umoznuji srovnani riaznych nahodnych veli¢in. Tato cisla se nazyvaji ¢iselné
charakteristiky nahodné velic¢iny. Mezi zédkladni ¢iselné charakteristiky radime
stfedni hodnotu, rozptyl, smérodatnou odchylku, kvantily, modus, Sik-
most a Spicatost.
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2 Test

1. Sestavte dvojice pojem - priklad.

a) ndhodny pokus 1) Doba pfenosu testovaciho datového souboru je
delsi nez 30s.

b) ndhodny jev 2) Méreni doby prenosu testovaciho datového
souboru.

¢) ndhodnd velicina 3) Doba pfenosu testovaciho datového souboru.

2. Urcete pravdivost nasledujicich vyroki.

a) Nahodnou veli¢inu chapeme jako vysledek ndhodného pokusu.

b) Diskrétni ndhodnéa veli¢ina mize nabyvat koneéného nebo spocetného mnoz-
stvi hodnot.

¢) Distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny X v bodé ¢ udava pravdépodobnost, ze
nahodna veli¢ina X nabyva hodnot mensich nez t.

d) M&-1i ndhodné veli¢ina spojitou distribuéni funkci, je spojit4.

e) Je-li X diskrétni ndhodna veli¢ina, pak > P(X = z;) = 1.

(1)

f) Oborem hodnot distribu¢ni funkce jsou vSechna realna ¢isla.

g) Median je stfedni hodnota.

h) Nabyva-li funkee f(x) hodnoty 1,3, nemuze jit o hustotu pravdépodobnosti.

i) Rozdéleni spojité nahodné veliciny mtizeme popsat distribuc¢ni funkei nebo
hustotou pravdépodobnosti.

j) Stfedni hodnota souc¢tu dvou ndhodnych veli¢in je rovna souctu jednotlivych
stfednich hodnot.

k) Rozptyl souc¢tu dvou ndhodnych veli¢in je roven souctu jednotlivych roz-
ptyla.

1) Stfedni hodnota souc¢inu dvou ndhodnych veli¢in je rovna soucinu jednotli-
vych stfednich hodnot.

m) Rozptyl souc¢inu dvou ndhodnych veli¢in je roven soucinu jednotlivych roz-
ptyla.

3. Urcete, ktera ze zadanych funkci nemuze predstavovat pravdépodobnostni funkci.

) P(X:k>:{ % ke {2:3:6)
0 k¢{2;3;6}
b)
k 2 3 6

P(X=k)[02]04]04




3.6 Ciselné charakteristiky nahodné veli¢iny

¢)
P(X=k)
0,8 -
0,6 -
0,4 -
0,2 -

4. Urcete, zda by grafy znazornénych funkci mohly predstavovat distribu¢ni funkei.

F(x)
F(x)

[}

-1
1

-2 1 2 2 1 1 2
X
B
a) b)
1 -
F(x) 1 - *——
F(x)
P——()
[ e ®)
Q—()
o

2 1 0 1 2 x 1 1 3 5 7

c) d)

Fx) 1 o—
1 *—
_
F(x)
[
@O

Gr——)
1 1 3 5 7 X 1 1 3 5 7



84 Nahodné velicina

5. Urcete, zda by grafy znazornénych funkei mohly predstavovat hustotu pravdé-
podobnosti.

a) b)
fx) 1
f(x) 1
08
06
0,4
0,2
-1 0 1 2 3 0,5 -0,25 0 0,25 05
X X
c) d)

6. Necht ndhodnd veli¢ina X predstavuje zivotnost (dobu do poruchy) monitora
na pocitacové uéebné E320. Urcete pravdivost nasledujicich vyrokii.

a) X je spojitou ndhodnou veli¢inou.

b) Rozdéleni X muze byt popsano pravdépodobnostni funkei.

7. Vyjadrete néasledujici pravdépodobnosti pomoci distribu¢ni funkce.
a) P(X < 10),
b) P(X 2 5),
c) P(5 < X <10).

8. Necht X je diskrétni nahodnd veli¢ina. Vyjadrete co nejjednoduseji nasledujici
pravdépodobnosti pomoci P(X = 10), P(X < 10), P(X > 10), P(X = 5),
P(X <5), P(X >5).

a) (X < 10),

b) P(X 2 5),

c) P(5< X < 10),
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d) P(5 < X < 10).

9. Necht X je spojitda ndhodnd veli¢ina. Vyjadrete co nejjednoduseji nésledujici
pravdépodobnosti pomoci P(X = 10), P(X < 10), P(X > 10), P(X = b),
P(X <b5), P(X >5).

a) P(X £ 10),
b) P(X 2 5),

c) P(5< X £10),

d) P(5< X £10).

10. Necht X je spojitd ndhodna veli¢ina. Vyjadrete nasledujici pravdépodobnosti
pomoci hustoty pravdépodobnosti.
a) P(X = 10),
b) P(X 2 5),
c) P(b < X £ 10),
d) P(5< X £10).
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' Ulohy k feSeni

1. Ndhodna veli¢ina X je dana sou¢tem poctu ok pri dvou hodech klasickou hraci kostkou.
Pro ndhodnou velicinu X urcete
a) pravdépodobnostni funkci,
b) distribuéni funkei,
¢) stfedni hodnotu,
d) rozptyl.

2. Ve mésté byl po dobu 60 dnii evidovan pocet dopravnich nehod v pribéhu kazdého dne
a podle poc¢tu nehod v jednom dni vytvorena nasledujici tabulka:

Pocet nehod/ den 0| 1|2 |34
Pocet dnii s uvedenym poctem nehod |4 |28 | 10 |76 |4 |1

()}

Pro ndhodnou veli¢inu pocet nehod v jednom dni urcéete

a) pravdépodobnostni funkci,
b) distribuéni funkei,

c)
d)
)

€

stredni hodnotu,
smérodatnou odchylku,

modus.

3. Zname distribu¢ni funkci nahodné veli¢iny X:

0 z <100
0,15 100 <z < 150
F(z)={ 0,45 150 <z < 300
0,80 300 <z < 500
1 x> 500

Urcete pravdépodobnostni funkci P(x).

4. Rozdéleni nahodné veli¢iny X je dano hustotou
[ 2242 ze(-1;0)
fz) = { 0 jinde.
Urcete
a) P(-2 < X £ -0,5),
C) E(X>v D(X), Ox
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d) modus

e) median zg 5.

5. Ndhodna velicina X ma distribuc¢ni funkeci

0 <0
F(z) =1 ax® 0<z<2
1 x> 2

Urcete

a) parametr a,

b) hustotu pravdépodobnosti,

d) pravdépodobnost, ze X se od své stfedni hodnoty nelisi o vice nez 0, 5,

)
¢) stfedni hodnotu a smérodatnou odchylku,
)
e)

modus.

e spojita veli¢ina s hustotou pravdépodobnosti f(z) = %e"m'. Urcete P(1 £ |X]| £

6. X j <
<9).

7. Nezavislé ndhodné veli¢iny X a Y maji nésledujici stfedni hodnotu a rozptyl: E(X) = 1,
E(Y) =3, D(X) =4, D(Y) = 9. Definujme ndhodné veli¢iny Z a @ jako Z = 4X —
—2Y +12a @Q = —2X +Y — 7. Urcete stfedni hodnotu a rozptyl ndhodnych veli¢in Z
a Q.
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Test
1. 1) a2, b-1, ¢-3,

2) a) NE (NV chédpeme jako vysledek ndhodného pokusu, ktery je ddn redlnym cis-
lem.), b) ANO, ¢) ANO, d) ANO, e) ANO, f) NE (F(x) € (0O;1)),g) NE (srovnejte
definici stfedni hodnoty a mediénu), h) NE (f(x) (0;00),7) ANO, j) ANO, k) NE
(plati pouze pro nezavislé NV), 1) NE (plati pouze pro nezdvislé NV), m) NE,

3) ) (%P(X:l’z‘) # 1),

4) a) NE (F(x) neni neklesajici), b) NE (F(z) ¢ (O;1)), ¢) NE (limy—_oo F(z) # 0),d)
NE (F(z) neni zleva spojitd. Pozor! Nékdy se distribu¢ni funkce definuje jako
F(z) = P(X £ z), pak je F(z) zprava spojitd, c¢emuz odpovidé graf d)), e) ANO
(Pozor! Je-li distribu¢ni funkce definovana jako F(x) = P(X < z), pak funkce
znézornéna v grafu e) neni distribuéni funkei), f) NE (F(z) neni neklesajici),

5) a) NE (f(z) neni nezédporné funkce), b) ANO, ¢) NE ([%_f(z) # 1), d) NE
(limg—oo f () # 0)

6) a) ANO, b) NE (pravdépodobnostni f-ce je nulovd),
) a

7) a)

8) a) P(X < 10) + P(X = 10), b) P(X > 5)+ P(X = 5) = 1 — P(X < 5), ¢)
P(X <10)+ P(X = 10) — P(X < 5)— P(X =5), d) P(X < 10) + P(X = 10) —
— P(X <5),

F(10), b) 1 — F(5), ¢) F(10) — F(5),

9) a) P(X < 10), b) 1 — P(X < 10), ¢) P(X < 10) — P(X < 5), d) P(X < 10) —
— P(X < 5),

a) f_lgo f(z)dz, b) f5 r)dz, c) 510f(x)dx, d) 510f(a:)dx

Ulohy k FeSeni
1. X ... diskrétni NV
a)

P(X=x;) 1/36 | 2/36 | 3/36 | 4/36 | 5/36 | 6/36 | 5/36 | 4/36 | 3/36 | 2/36 | 1/36
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0,18 -
0,16 - ®
0,14 - [
0,12 -
- ° °
h? 0,10 -
T 008 - . .
0,06 - .
0,04 -
0,02 - ® ®
0,00 T T
0 2 4 6 10 12 14
X
b)
Xi (=;2) (2;3) (3:4) (4;5) (5;6) (6;7)
F(x;) 0 1/36 3/36 6/36 10/36 15/36
X (7;8) (8;9) (9;10) (10; 11) (11;12) (12;00)
F(x;) 21/36 26/36 30/36 33/36 35/36 1
Distribuéni funkce
1,2
11 o
o—e
05 o—e
o—e
§ 0,6 1 o—e
0,4 - o—e
o—e
0.2 1 o—e
o—e
. 9 e : .
5 0 5 10 15
c) B(X)=T7
d) D(X)=210/39 = 5,83
2. a)
X 0 1 2 3 4 5 6
P(x) | 4/60|28/60|10/60|7/60 |6/60|4/60 |1/60
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x | (=0;0)[(0;1)|(1;2)|(2;3)](3;4)| (4;5) | (5;6) | (6 )
P(x) 0 4/60 [32/60142/60(49/60|55/60 | 59/60 1
c) B(X)=2,0
d)o=1,5
e) =1
X 100 | 150 | 300 | 500
P(x) | 0,15 | 0,30 | 0,35 | 0,20
a) 0,25
b) 0
¢) B(X) = —1/3, D(X) =1/18, o = 0,236
d) =0
e) To5 — —0,293
a) 1/8
3,2
_J g2 2 €(0:2)
b) fz) { 0 ¢(0:2)
C) E(X) =1,50,0=0,39
d) 0,875
e) T =2
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Kapitola 4

Nahodny vektor

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete umét

e popsat nahodny vektor a jeho rozdéleni,

e vysvétlit pojmy spojené se sdruzenym, marginalnim a podminénym rozdélenim
pravdépodobnosti,

e urcit marginalni a podminéné charakteristiky ndhodného vektoru, stejné jako
kovarianci a korelaci jeho slozek.

Pruvodce studiem

V predchazejici kapitole jsme se seznamili s popisem nahodné veliciny, kterou chapeme
Jako vysledek nahodného pokusu, ktery je popsan realnym cislem. Vysledek nahodného
pokusu je vsak mnohdy hodnocen nikoliv jednim realnym Cislem, ale usporadanou n- tici
cisel. Bude-li napriklad meteorolog chtit popsat pocasi na urcitém misté, nebude sledo-
vat pouze teplotu, bude sledovat cely soubor nahodnych velicin — nadmorskou vysku,
tlak, teplotu, rosny bod... Soubor takovychto nahodnych veli¢in nazyvame nahodnym
vektorem. Jednotlivé nahodné veli¢iny v ramci ndhodného vektoru mohou byt naprosto
nezavislé, mohou vsak také mit silnou vazbu. V této kapitole byste se méli naucit nahodny
vektor popisovat pomoci vhodnych funkci a Ciselnych charakteristik.
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Néhodnym vektorem rozumime vektor X = (X, Xy, ..., X,,), jehoz slozky
X1, Xo, ..., X, jsou ndhodné veli¢iny definované na stejném pravdépodobnostnim

prostoru (92,4, P).

Pro ilustraci se omezime na studium vztahu mezi dvéma nahodnymi veli¢inami (t;.
budeme se zabyvat dvourozmérnym nahodnym vektorem) s tim, Ze u¢inéné zavéry
lze jednoduse zobecnit na n-rozmérny nahodny vektor.

4.1 Sdruzené rozdéleni pravdépodobnosti

Rozdéleni nahodného vektoru lze, obdobné jako rozdéleni nahodné veli¢iny, popsat
pomoci distribu¢ni funkce.

Sdruzena (simultanni) distribuéni funkce dvourozmérného vektoru
X = (X,Y) je definovana predpisem

Fla,y) = P(X <) A(Y <)),
Pro P((X < z)A(Y < y)) budeme nadéle pouzivat zkrdceny zapis P(X < x,Y < y)
Hodnota sdruzené distribuéni funkce F(x,y) je rovna pravdépodobnosti, s jakou

se hodnota ndhodného vektoru X = (X,Y) vyskytne ve vysrafované ¢asti roviny
z Obr. 4.1.

Obr. 4.1: Tlustrace vyznamu sdruzené distribuéni funkce F(z,y)

Sdruzena distribucéni funkce ma podobné vlastnosti jako distribuéni funkce jedné
proménné.

Vlastnosti sdruzené distribuc¢ni funkce:
L V(r,y) €R*:0 = F(z,y) =1,

2. VyeR: lim F(z,y)=0,VzxeR: lim F(x,y) =0,
Tr—r—00

y——00



4.1 Sdruzené rozdéleni pravdépodobnosti 93

3. je-li £ — oo a soucasné y — oo, pak F(x,y) =1,
4. F(z,y) je neklesajici v kazdé proménné,
5. F(z,y) je zleva spojitd v kazdé proménné.

Pravdépodobnost, ze ndhodny vektor je z obdélnikové oblasti, 1ze vyjadrit pomoci
distribuéni funkce.

Pla< X <b,c=Y <d)=F(bd)— F(a,d) — F(b,c) + F(a,c)

Hodnota pravdépodobnosti P(a £ X < b,¢ <Y < d) je rovna pravdépodobnosti
s jakou se hodnota ndhodného vektoru X = (X,Y) vyskytne ve vysrafované ¢asti
roviny z Obr. 4. 2.

b X

Obr. 4.2: Tlustrace vyznamu P(a < X < b,c £ Y < d)

4.1.1 Diskrétni nahodny vektor a jeho sdruzené rozdéleni

Rekneme, 7e ndhodny vektor ma diskrétni rozdéleni (je diskrétni), jestlize
existuje nejvyse spocetné mnoho hodnot nahodného vektoru tak, ze

Z ZP(%’: yi) = 1.

Funkce p(z;,y;) = P(X = x;) A (Y = y;)) se nazyvd sdruzena (simultanni)
pravdépodobnostni funkce, popt. (dvojrozmérnd) pravdépodobnostni funkce na-
hodného vektoru X.

Vlastnosti sdruzené pravdépodobnostni funkce:

1. Existuje pouze kone¢nd nebo spocetnd mnozina hodnot (x;,y;) , pro které je
p(wi,y;) >0,

2. Vi, ;1 0 = p(ai, ;) = 1,

3. ZZp(a:z,yl) =1
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Pro vyjadreni sdruzené distribu¢ni funkce pomoci sdruzené pravdépodobnostni

funkce lze vyuzit vztah

T, <x Yi <Y

V pripadé diskrétniho dvouslozkového nahodného vektoru s koneénym poctem hod-
not se sdruzena pravdépodobnostni funkce ¢asto reprezentuje prostrednictvim ta-
bulky sdruzenych pravdépodobnosti (Tab. 4.1).

Tab. 4.1: Tabulka sdruzenych pravdépodobnosti

XY Vi 2 Yn2
X P y1) P y2) P(Xp, Yu2)
X2 px2 yy) p(x2 y) P(X2, Y2
Xn1 D(Xn1, V1) D(Xn1, ¥2) DP(Xni, Yn2)

Priklad 4.1. Predstavme si, ze budeme trikrat opakovat hod poctivou minci. Za
uspéch budeme povazovat padnuti rubu mince. Necht ndhodné velic¢iny

Y ... pocet pokusu do prvniho tspéchu,
Z ... pocet po sobé jdoucich tspéchii
tvori slozky nahodného vektoru X = (Y, 7).

Sestavte
a) sdruzenou pravdépodobnostni funkei ndhodného vektoru X,
b) sdruzenou distribu¢ni funkci ndhodného vektoru X.

Resent.

ada) Abychom mohli sestavit sdruzenou pravdépodobnostni funkci, vypiseme si
nejdiive vSechny mozné vysledky, k nimz by mohlo dojit pfi trojim hodu poctivou
minci (U — aspéch, N — netispéch) a uréime jejich pravdépodobnosti.

Pro prehlednost budeme pouzivat zjednodusené zapisy (NN NNN) = NNN,(UN
NNNN)=UNN, apod.

Mozné vysledky trojtho hodu minci: {NNN, UNU,UUN,UUU, NUU, NUN, NNU,
UNN,UUU}

Je-li vysledek hodu NN N, pak polozme pocet pokusii do prvniho tspéchu Y =3 a
pocet po sobé jdoucich tspéchit Z = 0; je-li vysledek hodu UNU, pak pocet pokusii
do prvniho tspéchu Y = 0 a pocet po sobé jdoucich tspéchu Z = 1, atd. Je zfejmé,
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nahodna veli¢ina Y mtze nabyvat hodnot 0,1, 2, 3,
nahodné veli¢ina Z miize nabyvat hodnot 0, 1, 2, 3.

Nyni sestavime tabulku sdruzenych pravdépodobnosti. Nejdiive si do pomocné ta-

bulky vypiseme jevy, které vyhovuji prislusnym podminkam a poté na zakladé jejich
neslucitelnosti uréime pravdépodobnosti vyskytu prislusnych skupin jevi.

Tab. 4.2: Vycet jevu priznivych jednotlivym hodnotdm ndhodného vektoru X

Y/Z 0 1 2 3
0 - UNU, UNN | UUN | UUU
1 - NUN NUU -
2 - NNU - -
3 NNN - - -

Vzhledem k tomu, ze se jednd o hody poctivou minci, je P(U) = P(N) = 0,5. Je
ziejmé, ze vysledky jednotlivych hodi jsou nezavislé, proto

P(NNN) = P(N)-P(N)-P(F)=0.5"=0,125.
Obdobné dostaneme, ze
P(UNU) = P(UUN) = P(NUU) = P(NUN) = P(NNU) = P(UNN) =
= P(UUU) =0,125
Vzhledem k nesluditelnosti (disjunktnosti) jevi UNU a UNN je

P(UNUUUNN) = P(UNU) + P(UNN) = 0.250.

Tab. 4.3: Tabulka sdruzenych pravdépodobnosti ndhodného vektoru X

Y/Z 0 1 2 3
0 0 0,250 0,125 | 0,125
/ 0 0,125 0,125 0
2 0 0,125 0 0
3 0,125 0 0 0

adb) Ze sdruzené pravdépodobnostni funkce urc¢ime sdruzenou distribu¢ni funkei,
kterd je pro prehlednost uvedena v Tab. 4.4.

Postup vypoctu sdruzené distribuéni funkce F'(y, z) ze sdruzené pravdépodobnostni
funkce p(y, z) ukazeme napriklad na F'(0,5;2,7), tj. na vypoctu distribuéni funkce
na intervalu (0;1) x (2;3).
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Tab. 4.4: Distribu¢ni funkce ndhodného vektoru X

YZ (=90;0)](0;1)](1;2)|(2;3)](3;)
(—o0; 0) 0 0 0 0 0
(0; 1) 0 0 0,25010,375| 0,500
(1; 2) 0 0 0,37510,625| 0,750
(2;3) 0 0 |0500[0,750] 0,875
(3; ) 0 |0125[0625[0,875| 1

F(0,5:2,7) = P(Y < 0,52 < 2,7) = P(Y =0)A(Z=0)V(Z = 1)V (Z = 2))
= 1

4.1.2 Spojity ndhodny vektor a jeho sdruzené rozdéleni

O ndhodném vektoru se spojitym rozdélenim (spojitém ndhodném vektoru)
mluvime v pfipadé, ze ndhodny vektor ma spojitou distribu¢ni funkci F'(x,y), tj.
pokud existuje nezapornd funkce f(z,y) takova, ze

F(z,y) = /io /OO F(s.t) dsdt.

Funkei f(z,y) nazyvame sdruzenou (simultanni) hustotou nahodného vektoru
X.

Vlastnosti sdruzené hustoty

L f(z,y) 20,
2. 7 )2 flay) dady = 1,
3. existuje-li 62;;%’?’), takové ieag; (gy’y) = 3282 (gg;y), pak f(x,y) = 32;; (gy’y)’

4. P@a< X <becsY <d) = fcdfbaf(x,y) dzdy.
Priklad 4.2. Najdéte konstantu ¢ tak, aby funkce

X
X

(ot y) (oy) € (0:1) x (051)
f(“"’y):{o, 7 o) ¢ 0 1) x (0 1)

mohla byt hustotou pravdépodobnosti néjakého ndhodného vektoru (X, Y).

’

Reseni. Aby funkce f(z,y) mohla byt hustotou ndhodného vektoru, musi byt spl-

néna podminka, ze
/ / f(z,y)dady = 1.
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/1/1c(x+y)d:vdy:1

Jo Jo e +y)dady =c [J[% +aylidy =c [j (2 +y)dy = [y + L]s =c

Takze musi platit ¢ = 1. z toho plyne, Ze

= {20 el

4.2 Marginalni rozdéleni pravdépodobnosti

Kromé rozdéleni ndhodného vektoru nés casto zajima i rozdéleni jeho slozek, tj.
ndhodnych velicin X a Y. Je-li (X,Y) ndhodny vektor, pak rozdéleni ndhodnych
velicin X a Y se nazyva marginalni rozdéleni.

Je-li F(x,y) sdruzend distribu¢ni funkce ndhodného vektoru (X,Y’) , pak jsou mar-
gindlni distribu¢ni funkce F,(z) , resp. F,(y) nahodné veli¢iny X, resp. Y zfejmé
urceny vztahy:

F.(z)=P(X <z) = lim F(z,y), x € R,

Yy—00

Fy(y) = P(Y <y) = lim F(z,y), y € R.

Pozndamka: Vsimneéte si, Ze pro rozliseni distribucnich funkci nahodnijch velicin X
a'Y jsme pouzili dolni index. V pripadé potreby bude tento zpusob rozliseni pouzivan
i uw dalsich funkcnich a ciselnych charakteristik ndahodngjch velicin X a 'Y .

4.2.1 Marginalni rozdéleni diskrétniho nahodného vektoru

Je-li p(x;,y;) sdruzend pravdépodobnostni funkce diskrétniho ndhodného vektoru
(X,Y), pak jsou margindlni pravdépodobnostni funkce P,(x), resp. P,(y) na-
hodné veli¢iny X, resp. Y urceny vztahy:

(y5)
= plziy)j =1

()

Pozndmka: Vsimneéte si, Ze zaddme-li sdruZenou pravdépodobnostni funkci tabul-
kou, pak hodnoty jedné margindlni pravdépodobnostni funkce ziskdime sectenim cisel
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v jednotlivyjch radcich tabulky. Hodnoty této margindlni pravdépodobnostni funkce za-
pisujeme do sloupce na okraji tabulky (okraj = anglicky ,margin®). Obdobné hodnoty
druhé margindlni pravdépodobnostni funkce dostaneme sectenim cisel v jednotlivych
sloupcich tabulky. Hodnoty druhé margindlni pravdépodobnostni funkce zapisujeme
do tadku na okraji tabulky. (Tab. 4.5.) (Modre zvgraznéné pole je kontrolni. Sou-
cet margindlnich pravdépodobnosti, stejné jako soucet sdruZengjch pravdépodobnosti,
musi byt roven jedné.)

Tab. 4.5: Rozsifend tabulka sdruzenych pravdépodobnosti

XY Vi )2 Y2 Py (x)
X1 P, yi) plx;, y) P(X), Y2 Py (x)
X, P2 y1) p(xz ) DX, Yu2) Py (xy)
Xni p(xnb yl) p(xnb )/2) p(xnb ynZ) PX (xnl)

Py(y) Py(y1) Py(yy) Py(Yn2) 1

Priklad 4.3. Navazeme na teSeny priklad 4.1. Nahodny vektor X je popsan sdru-
zenou pravdépodobnostni funkci uvedenou v tabulce.

Y/Z 0 1 2 3
0 0 0,250 0,125 | 0,125
1 0 0,125 0,125 0
2 0 0,125 0 0
3 0,125 0 0 0

Urcete
a) marginalni pravdépodobnosti P, (y;),P.(z;).
b) marginalni distribu¢ni funkce F,(y),F.(y).

Resend. Jak jiz vite, marginalni rozdéleni slouzi k popisu jednotlivych slozek ndhod-
ného vektoru.

ada)
Je zfejmé, ze margindlni pravdépodobnost P,(y;), tj. pravdépodobnostni funkei na-
hodné veli¢iny Y, ziskame dosazenim do vztahu:

Py(y) =Y pyiz), 1< j <4
(25)

To odpovida sectenti ¢isel v jednotlivych radcich tabulky sdruzené pravdépodobnosti.
Napt. P,(0)=p(0,0)+p(0,1)+p(0,2)+p(0,3)=0+0,250+0,12540,125=0,500.

Analogicky ziskdte margindlni pravdépodobnost P,(z;).
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Tab. 4.6: Tabulka sdruzené pravdépodobnosti rozsifend o marginalni pravdépodobnosti

adb) Pro nalezeni marginalnich distribuénich funkei jiz staci vyuzit zkusenosti, které

Y/Z 0 1 2 3 | Py(v)

0 0 0250 | 0125] 0125 0,500

i 0 0125 0125 0 0,250

2 0 0,125 0 0 0,125

3 0,125 0 0 0 0,125
P,(z) | 0125 0500 | 0,250 | 0,125 ]

jste ziskali pri popisu ndhodné veli¢iny.

Y je diskrétni nahodna veli¢ina popsana pravdépodobnostni funkei P,(y;). Je tedy

ziejmé, ze

Y Fy()
Y Py () (—o0,0) 0
0 0,500 (0,1) 0,500
1 0,250 = (1,2) 0,750
2 0,125 (2,3) 0,875
3 0,125 (3, 0) Ji

Analogicky lze uré¢it F,(z).

4 Fz(2)
Z Py (z) (—0, 0) 0
0 [ 0125 (0, 1) 0,125
1 0,500 —1 (1,2) 0,625
2 0,250 (2,3) 0,875
3 0,125 (3,0) Ji

Poznamka: Uvédomte si, Ze zatimco soucet hodnot pravdépodobnostni funkce musi
byt vZdy roven 1 (a lze jej tedy pouzit napriklad jako kontrolni idaj), soucet hodnot
distribucni funkce je cislo, které nemd Zddny vyznam.

A

4.2.2 Marginalni rozdéleni spojitého nahodného vektoru

Jestlize ma ndhodny vektor (X,Y") spojité rozdéleni uréené sdruzenou hustotou
f(z,y), pak pro jeho marginalni distribuc¢ni funkce plati:

F.(z) = /; /Z f(s,y)dsdy,x € R,
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Fuw::/ih/Zf@jﬁﬂ¢myeR.

Marginalnimi hustotami spojitého nahodného vektoru rozumime hustoty nahod-
nych velicin X a Y, které lze vypocitat jako

fa(z) = /_00 flz,y)dy,z € R

Priklad 4.4. Tato uloha navazuje na priklad 4.2. Necht je spojity ndhodny vektor
X = (X,Y) popsan sdruzenou hustotou f(z,v).

_J @ty), (ry) e (0:1)
e =g g o
Urcete
a) marginaln{ hustoty pravdépodobnosti f,(x) a f,(y),
b) marginalni distribucni funkce F,(z) a F,(y).

Resent.
o0 1 2
_ _ +y)dy = [y + %5 =2 +0,5, (z,y) € (0;1)
fo(x) = frc,ydy—{fo(aj 2
)= ) S d=14 (r.y) & (0:1)
f():{x+Q&(%w€®m
! 0, (z,y) ¢ (0;1)
00 - fol(m—i—y)dm:[%2+xy](1):y+0,5, x € (0;1)
_Jy+0,5 ye(01)
Juy) {& y & (0;1)
adb)
Fy(x) = [*_ fo(t)dt
0, <0
Fo(z) =4 [5(t+0,5)dt =[5 +0,5t¢ =0,5(x* +2), 0Sz<1
]-) T > 1
0, x <0
Fo(z) =14 0,5(z*+x), 0Sz=1
1, x>1
Analogicky lze urcit, ze
0, y<0
Fy) =14 0,5(4*+y), 0=z=1
1, y>1
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4.3 Podminéné rozdéleni pravdépodobnosti

Rozdéleni nahodné velic¢iny X za predpokladu, ze ndhodna veli¢ina Y nabyla hod-
noty y popisuje, podminéné rozdéleni X vzhledem k Y. Podminéné rozdéleni je
chapéno jako podil rozdéleni sdruzeného a prislusného marginalntho (viz definice
podminéné pravdépodobnosti).

4.3.1 Podminéné rozdéleni diskrétniho nahodného vektoru

Je-li X = (X,Y) diskrétni ndhodny vektor, pak podminéné pravdépodob-
nostni funkce jsou definovany vztahy:

p(z,y)

Plaly) =",y Prw) #0
Pule) =52, @) 0.

a podminéné distribuéni funkce jsou definovany jako

> p(xi,y)

F@@):E%E@E—giglJ%@)%&
Z.p(l‘,yj)
Fylz) = T(x) j 21, Px(z) #0.

4.3.2 Podminéné rozdéleni spojitého nahodného vektoru

Je-li (X,Y) spojity ndhodny vektor, pak podminéné hustoty jsou definovany

vztahy Fay)
z,Y

f@@)zj}@)J%@%#Q
_fy)
f@ﬁ%—ﬁﬂ@,h{)%G

a podminéné distribucéni funkce jsou definovany jako:

5. f(s,y)ds
fY(y)

[? [, t)dt
fx(x)

F(xly) = , fr(y) #0,

F(ylr) =  fx(x) # 0.
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4.4 Nezavislost nahodnych velicin

Necht X = (X,Y) je ndhodny vektor. Rekneme, Ze ndhodné veli¢iny X, Y jsou
nezavislé prave, kdyz V(z,y) € R? plati:

F(z,y) = Fx(x) - Fy(y),

kde F'(x,y) je sdruzend distribu¢ni funkce ndhodného vektoru (X,Y) a Fx(x), resp.
Fy (y) jsou marginélni distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny X, resp. Y.

Lze ukézat, ze je-li X = (X,Y) diskrétni ndhodny vektor, pak ndhodné veliciny
X, Y jsou nezavislé pravé, kdyz Vi = 1,V5 = 1 plati:

(i, y;) = Px(x;) - Py (y:)-

Analogicky pro spojity ndhodny vektor (X,Y') lze ukdzat, Ze ndhodné veli¢iny X,
Y jsou nezévislé prave, kdyz V(z,y) € R? plati:

f(xy) = fx() - fr(y)

Priklad 4.5. Nechf X je ndhodny vektor, s nimz jsme pracovali v prikladech 4.1 a
4.3. Pripomenme si, ze nadhodnym pokusem je troji opakovani hodu poctivou minci.
Za uspéch povazujeme padnuti rubu mince. Nahodné veli¢iny Y a Z jsou definovany
jako

Y ... pocet pokust do prvniho tspéchu,

Z ... pocet po sobé jdoucich tspéchii.
Rozdéleni tohoto ndhodného vektoru (sdruzend a marginlni pravdépodobnostni
funkce) jsou uvedeny v nasledujici tabulce. Urcete

Y/Z 0 ] 2 3 | Prv)
0 0 0,250 0.125 | 0.125 | 0,500
i 0 0125 0125 0 0.250
2 0 0125 0 0 0125
3 0,125 0 0 0 0,125

P,(z) | 0125 0,500 0.250 | 0.125 ]

a) P(ylz),
b) zda jsou ndhodné veli¢iny Y a Z nezavislé.

Regend.
ad a)
P(y]2) = 23, Pa(z) £ 0

Pz(z)’
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Napriklad pravdépodobnost, Ze pri tfech hodech minci padl rub poprvé pri druhém
hodu (Y = 1), vime-li, Ze padl ve tfech hodech dvakrat (z = 2) je

p(1,2) 0,125
pz(2) 0,250

PY =1|Z=2) = = 0.500.
Ostatni podminéné pravdépodobnosti ur¢ime obdobné a zapiseme je do tabulky.

Tab. 4.7: Podminéné pravdépodobnosti P(y|z)

Y/Z 0 1 2 3
0 0 0,500 0,500 1
/ 0 0,250 0,500 0
2 0 0,250 0 0
3 1 0 0 0

ad b)
Jsou-li ndhodné veli¢iny Y, Z nezavislé, pak 1 £ ¢ <4,1 < 5 < 4:

p(Yis z5) = Py (yi) - Pz(25).

Kazda z hodnot sdruzené pravdépodobnosti uvedené v rozsitené tabulce sdruzenych
pravdépodobnosti (Tab. 4.6) by musela byt rovna soucinu prislusnych marginédlnich
pravdépodobnosti. Toto zcela zfejmé neplati (napt.: 0 = p(0,0) # Py (0) - Pz(0) =
= 0,500 - 0,125 ). Nahodné veli¢iny Y, Z proto nejsou nezavislé.

A

4.5 Ciselné charakteristiky ndhodného vektoru

Obdobné jako v pripadé ndhodné veli¢iny, shrnuje ¢iselna charakteristika ndhodného
vektoru celkovou informaci o ndhodném vektoru do jednoho dcisla, vektoru nebo
matice.

4.5.1 Marginalni ciselné charakteristiky

Marginalni charakteristiky shrnuji informaci o jednotlivych slozkach nahodného vek-
toru (X,Y), tj. o ndhodnych veli¢indch X a Y. Pfipomenime si, Ze popisuji polohu
(stfedni hodnota), variabilitu (rozptyl, smérodatnd odchylka), Sikmost a Spicatost
rozdéleni. Defini¢ni vztahy jednotlivych charakteristik jsou uvedeny v kapitole 3.7.

Marginalni ¢iselné charakteristiky ndhodného vektoru ¢asto zapisujeme ve formé
vektoru. Je-li X = (X,Y) ndhodny vektor, pak
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stFfedni hodnota ndhodného vektoru X je déna jako E(X) = (E(X), E(Y)),
rozptyl ndhodného vektoru X je dén jako D(X) = (D(X), D(Y)), apod.

V dalsich podkapitolach si ukazeme, jak lze popsat vztahy mezi jednotlivymi sloz-
kami nahodného vektoru.

4.5.2 Smisené momenty

e Sdruzeny obecny moment Fadu (r+s) ndhodného vektoru (X, Y) je definovan
nasledovné.

Pro diskrétni nahodny vektor: E(X"-Y?®) = > > a7 - y5 - p(x4,y;),
g

pro spojity ndhodny vektor: E(X"-Y?®) = [ [% 2"y f(z,y) dzdy.

e SdruZeny centralni moment fadu (r+s) ndhodného vektoru (X, Y) je defino-
van nasledovneé.

Pro diskrétni ndhodny vektor:

E(X -EX))" - (Y - EY)) = Z Z(:v —B(X))" - (y; = E(Y)) - p(2i,95),

pro spojity nahodny vektor:

E(X—-EX)) - (Y=EY)) = [T, [T(X-EX))- (Y =EY))* f(z,y) dzdy,

4.5.3 Kovariance a koeficient korelace

Nejjednodussim ukazatelem vztahu mezi dvéma ndhodnymi veli¢inami je kovariance.

e Kovariance cov(X,Y)
je definovana jako smiseny centralni moment fadu (1 + 1)
coo(X,Y) = E(X - E(X)) - (Y — E(Y)))

Kladna hodnota kovariance znamena, ze se zvétSenim hodnoty X se pravdépo-
dobné zvysi i hodnota Y. Oproti tomu zaporna hodnota kovariance informuje
o tom, ze se zvétsenim hodnoty X se pravdépodobné snizi hodnota Y.
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Vlastnosti kovariance

1. cov(X,Y) = E(XY) — E(X) - E(Y) (vypocetni vztah umoznujici rychlejsi
vypocet nez vztah definiéni),

2. cov(X,X) = D(X),
3. cov(a1 X + by, a2Y + be) = aascov(X,Y),
4. jsou-li X, Y nezavislé ndhodné veli¢iny, pak cov(X,Y) =0

V praxi se casto setkavame s reprezentaci centralnich momenti 2. fddu ve formé
tzv. kovarian¢éni matice.

e Kovarianéni matice

wr) = (S8 i ) = (i )

Vlastnosti kovarianéni matice

1. Kovarianéni matice je symetrickd a pozitivné semidefinitni,

2.D(X2Y)=DX)+ DY) £ 2cov(X,Y)

e Korelac¢ni koeficient (korelace) p(X,Y)
Korela¢ni koeficient je definovan jako

p(X)Y) = D(X)-D(Y)’ (X),D(Y) #0,
0, jinak.

(Jednoduchy) korela¢ni koeficient je mirou linearni zavislosti dvou slozek
nahodného vektoru.

Vlastnosti korela¢niho koeficientu
L -1=pX,Y)=1,
2. p(X,Y) = p(Y, X),
3. p(X, X) =1,
4. jsou-li X, Y nezdvislé ndhodné veli¢iny, pak p(X,Y) =0,
5

Lje-li p(X,Y) =0, rikdme, ze X, Y jsou nekorelované ndhodné veliciny
(POZOR! Jsou-li X, Y nekorelované ndhodné veli¢iny, nemusi to zname-
nat, zZe jsou nezavislé!!! Jsou-li X, Y nekorelované ndhodné veliciny, vime
pouze to, Ze mezi X, Y neexistuje linedrni zdvislost. (Obr. 4.3¢c)),

6. je-li p(X,Y) = 1, pak existuje a,b € R, a > 0 takové, ze ¥ = aX + b
s pravdépodobnosti 1 (Y je linedrni funkei X, s rostoucim X roste V),
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7.je-li p(X,Y) = —1, pak existuje a,b € R, a < 0 takové, ze Y = aX + b
s pravdépodobnosti 1 (Y je linedrni funkei X, s rostoucim X klesa Y'),

8. je-li p(X,Y) > 0, fikdme, ze X, Y jsou pozitivné korelované (s rostoucim

X roste Y),
9. je-li p(X,Y) <0, fikdme, Ze X, Y jsou negativné korelované (s rostoucim
X klesda Y).
5, . °
AN Y v N
., W e e
%, (Y o °
"v. o * @, .: &8
", R y .'
‘.... .. .. ¢ *
‘.‘.. ... ... ° °
o Mgt
pX,¥)=-1 X pX,Y)=0 X  pX,Y)=-014 X
b) ¢) d)
Y A Y o] Y | ¥
oosos ;.5',.;33 ()
s CLINIREI
Ry etV o
. oo’ ‘o? .’.o:. e &
L » D
/1 + .
Wit . N
2" . ‘
p(X,¥) =097 X p(X,¥) =086 X p(X,Y) =093 X p(X,Y) =061 X
e) f) g) h)

Obr. 4.3: Grafickd ilustrace souvislosti mezi p(X,Y) a zavislosti ndhodnych veli¢in X, Y

Korelace mezi slozkami nahodného vektoru mnohdy zapisujeme do korela¢ni ma-
tice.

e Korelaéni matice

o= (553 5601~ (st 57)

Zapis korelaci, stejné jako zapis kovarianci, formou matice nabyva na vyznamu
v pripadé vice nez dvourozmérného nahodného vektoru, kdy prispiva k prehled-
nosti zapisu.

Priavodce studiem

Stale nemate predstavu o vyznamu korelacniho koeficientu? Pokusime se tedy o jeho
méné formalni priblizeni.
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Vyklad korelace

Nékolik autorti publikovalo doporuceni pro vyklad miry korelace. Cohen, napfiklad, v roce
1988 navrhl, jak vykladat korelaci pro tcely psychologického vyzkumu (Tab. 4.8.). Viyklad

Tab. 4.8: Viklad miry korelace - Cohen (1988)

Typ korelace lp|

Velmi slabad 0,00 — 0,09
Slaba 0,09 - 0,29
Stredni 0,30— 0,49
Silna 0,50— 1,00

miry korelace vsak neni jednoznacny, silné zavisi na kontextu. Korelace 0,9 miize byt hod-
nocena jako velmi slaba v pripadé, Ze byla sledovana zavislost mezi proudem a napétim
na odporu (Ohmiv zdkon — U = RI), zatimco v pfipadé sledovani souvislosti pocitu
deprese a lspésnosti v zaméstnani (psychologicky vyzkum) miZe stejnd hodnota (0,9)
ukazovat na silnou korelaci.

A jesté jedna poznamka. Uvédomte si, Ze korelace neznamena nutné kauzalitu (pFi¢innou
souvislost). Vlyzkumy prokazaly korelaci mezi vékem a vyskou déti. V' tomto pripadé
miZzeme jednoznacné frici, Ze mezi vékem a vyskou déti existuje pricinnd souvislost —
Cim starsi dité, tim vétsi diteé. Zaroven vsak bylo v jiné studii ukazano, Ze existuje silna
korelace mezi vyskytem Capli a poctem narozenych déti. Znamena to snad, Ze déti
nosi ¢ap? Samozrejmé, Ze ne! Jedno z moznych vysvétleni je to, Ze v mistech vétsiho
vyskytu capu je zdravéjsi Zivotni prostredi, které ovliviiuje také porodnost v dané oblasti.
Obecné hovorime v obdobnych pfipadech o zdanlivé (falesné) korelaci. Ta vznika
v pripadé, kdy jsou nahodné veliciny X a 'Y, které spolu nijak nesouvisi, ovliviiovany
ndhodnou veli¢inou W. (Kde viude Ize najit zdanlivou korelaci naznacuje ¢lanek Frederika
Velinského Potrhla astrologie.)

Pri vykladu miry korelace proto méjte na paméti hlavné to, Ze:

e jsou-li nahodné veliciny nekorelované, neznamena to, Ze jsou nezavislé (Obr. 4.3c),
® miru korelace musime hodnotit v kontextu s modelovanou realitou,

e korelace neznamend nutné kauzalitu (pfi¢innou souvislost).

4.5.4 Podminéné ciselné charakteristiky

Vlastnosti podminénych rozdéleni pravdépodobnosti popisuji podminéné charakte-
ristiky. Jde o charakteristiky ndhodné veli¢iny X za podminky, ze ndhodnd veli¢ina


http://en.wikipedia.org/wiki/Jacob_Cohen__(statistician)
http://www.rozhlas.cz/planetarium/ostatni/_zprava/675303
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Y nabyla urc¢ité hodnoty, resp. o charakteristiky nahodné veli¢iny Y za podminky,
ze nahodna veli¢ina X nabyla urcité hodnoty.

Jsou-li slozkami dvourozmérného ndhodného vektoru napiiklad ndhodné velic¢iny X
(nadmotska vyska) a Y (teplota), mize nas zajimat sttedni teplota a rozptyl teploty
v nadmorské vysce 600 m.n.m., tj. E(Y|X = 600) a D(Y]X = 600), apod.

e Podminéné stiredni hodnoty

Je-li X = (X,Y) diskrétni ndhodny vektor, pak:
EX|Y =y)=E(X[Y) =3 xP(Xily),i 2 1,

B(Y|X =) = B(Y]2) = Sy, P(Yl2),j = 1.

Je-li X = (X,Y) spojity ndhodny vektor, pak:
E(X)Y =y) = EX|Y) = [Tz f(aly)dz,
E(Y|X =2)=E(Y|z) = [" y- f(ylz)dy.

e Podminéné rozptyly

Je-li X = (X,Y) diskrétni ndhodny vektor, pak:
D(X]Y =y) = D(Xy) = (Z)Z(SE — E(X|y))? - P(xily),i
DY|X =x) = D(Y|z) = > (4 — E(Y|x))* P(yj|). j

©)

v
—_

1\
—

Je-li X = (X,Y) spojity ndhodny vektor, pak:
D(XY =y) = D(Xy) = [Z (z = E(X|y))* - f(zy) da,
DY|X =2)=D(Y|z) = [ (y— E(Y]2))*- f(ylz) dy.

Priklad 4.6. Vratime se naposledy k fesenému prikladu 4.1. Ndhodny vektor X =
@ = (Y, Z) je popsan sdruzenou pravdépodobnostni funkci, zname jeho marginalni

pravdépodobnosti (Tab. 4.6) a v feSeném prikladu 4.5 jsme urcili podminénou prav-
dépodobnostni funkei P(y|z) (Tab. 4.7). Nyni urcete:

a) E(Y),E(Z),D(Y),D(Z),
b) E(X),D(X),
c) cov(Y,Z), var(X), p(Y, Z),cor(X),

d) E(Y|Z =2).
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Resen.
ada)
E(Y), E(Z), D(Y) a D(Z) jsou ¢iselné charakteristiky nahodnych veli¢in Y a Z

(marginalni charakteristiky vektoru X). Pro jejich nalezeni pouzijeme margindlni
pravdépodobnosti vektoru X.

Pomocné vypocty si mizeme zaznamenat do tabulky. (Hodnoty uvedené ve zluté
zvyraznénych polich jsou rovny souc¢tiim hodnot v prislusnych tadcich, resp. sloup-
cich.)

Y/Z 0 1 2 3 | Py@)|yiPr(v) | v -Pr(v)
0 0 02501250125 0.5 0 0
1 0 0125(0125] 0 [025] 025 025
2 0 0125 0 0 lo12s5| 025 0.5

3 lo12s| 0 0 0 |o125| 0375 | 1125
P,z |0125) 05 | 0250125 1 | 0,875 | 1,875
ZPsz) | 0 | 05| 05 0375|1375
2P| 0 | 05 | 1 |1,125)2,625

4
EY)=Sy Pr(y)=0-05+1-025+2-0.125+3-0.125 = 0,875
i=1

4
E(Y?) =342 Py(y;) =0%-0.5+12-0.25+22-0.125 + 3% - 0.125 = 1,875
=1

DY) = E(Y?) — (E(Y))? = 1,875 — 0,8752 = 1,109

Obdobné uréime F(Z) a D(Z)

2+ Py(%)=0-01254+1-0.54+2-0.25+3-0.125 = 1,375

E(X) = (E(Y),E(Z)) = (0,875;1,375)

D(X) = (D(Y),D(Z)) = (0,875;1,375)
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adc)

Podobné jako pro vypocet rozptylu, i pro vypocet kovariance je vhodnéjsi pouzit
misto definiéniho tzv. vypocetni vztah ( cov(Y,Z) = E(YZ) - E(Y)-E(Z))

4 4
EYZ) =SS w2 py,2)=0-0-0+0-1-0,254+0-2-0,125+0-3-0, 125+
i=1j=1

+1-0-04+1-1-0,1254---+3-3-0=0,625
cov(Y,Z)=E(YZ)—-E(Y)-E(Z)=0,625—0,875-1,375 = —0, 578,
cov(Z,Y) = cov(Y, Z).

Kovarian¢ni matice je

o= () ) - (it )

Pomoci kovarianéni matice uréime korelac¢ni koeficient a tim i korela¢ni matici.

o cov(Y,Z) _ —0,578 _
p(Y,2) = V/DO)D(z) VL0903 —0,641

p(Z, Y) = p(Y, Z)

Na zakladé této hodnoty korela¢niho koeficientu mizeme Ttici, Ze mezi ndhodnymi
velicinami Y a Z existuje stredné silna negativni korelace, tj. Zze pravdépodobné
s ristem Y bude Z klesat (linedrné).

cor(X) = ( p(Zl, ¥) p(Yl, Z) ) _ ( _0,1641 —0,1641 )

add)

Pro vypocet E(Y|Z = 2) potfebujeme znat podminénou pravdépodobnostni funkci
P(y|z). P(z|y) jsme urcili v prikladu 4.3. Je ddna Tab. 4.7, kterou pro prehlednost
uvadime znovu.

P(Y|z)

Y/Z 0 1 2 3
0 0 0,500 0,500 1
1 0 0,250 0,500 0
2 0 0,250 0 0
3 ! 0 0 0

4
EY|Z=2)=Yy-PwlZ=2)=0-0,500+1-0,500+2-0+43-0=0,500
=1
A
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Priklad 4.7. Posledni priklad v této kapitole bude vénovan vypoctu ¢iselnych cha- @
rakteristik popisujicich spojity nahodny vektor definovany v prikladu 4.2.

Necht X = (X,Y) je spojity ndhodny vektor popsany hustotou

x4y, (x,y)€(0;1) x (0;1)
f(m’y)‘{o, " ) @ (0 1) x (011

Urcete:

a) E(X), E(Y), D(X), D(Y),

b) cov(X,Y), var(X), p(X,Y), cor(X),
c) E(X|Y)=0,3.

Resend.

ada)

Pro urceni margindlnich charakteristik nahodného vektoru X vyuzijeme margindlni
hustoty, které byly urc¢eny v prikladu 4.4.

fX(JJ):{ x+0,5, x€<8,i)

0, z ¢ (0;1)

+ 0,5, € (0;1

E(X)= [ z-fz)de= [z (z+0,5)de =[2 +2]d = T
B(X?) = [* 2 f(a)dz = [} 2% (¢ +0,5)de=[2 + £]) = 3
D(X)=E(X?) = (BE(X))? =35 - (%)= 14

Vzhledem k symetrii fx(z) a fy(y) miZeme pfimo napsat, ze E(Y) = 5, D(Y) =
_u
=1L

adb)

Pro urceni kovariance pouzijeme opét jeji vypocetni vztah, tzn. zZe nejdiive musime
urc¢it E(XY).
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cov(Y, X) = cov(X,Y).
Kovarian¢ni matice je

11 1
var(X) = ( D(X) cov(X,Y) ) _ ( T i )
cov(Y, X) D(Z) —T 1
Pomoci hodnot z kovarianéni matice uréime korelacni koeficient a tim i korelac¢ni
matici.
1

VPD®) T Vg 1

7 velikosti korela¢niho koeficientu mtizeme usuzovat na to, ze mezi X a Y je prav-
dépodobné slabé linedrni zavislost, tj. X a Y jsou slabé negativné korelované
nahodné veliciny.

(e #57)- (4 )

adc)

Pro nalezeni podminéné stfedni hodnoty F(X|Y = 0, 3) musime urc¢it podminénou
hustotu f(z|Y =0, 3).

Je-li fy(y)# 0:

B _ f(2,0,3) ”j’+0{”, x € (0;1)
SV =0.3) = =755 {8,3+05 v (0:1)

fuwzaaz{&?’izgﬁ

Y

0o 1 T 3 22
E(X|Y =0,3) = [% o faly)de = [§ o 0582de = [ + 5510 = R
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Shrnuti:

Nahodnym vektorem rozumime vektor slozeny z ndhodnych veli¢in
X = (X1, Xy, ..., X,), ktery je charakterizovian sdruzenym rozdélenim pravdé-
podobnosti.

Ze sdruzeného rozdéleni pravdépodobnosti mizeme snadno najit marginalni roz-
déleni pravdépodobnosti charakterizujici jednotlivé slozky nahodného vektoru.

Podminéné rozdéleni pravdépodobnosti pak chapeme jako podil sdruzeného
a marginalniho rozdéleni pravdépodobnosti (mé-li tento podil smysl), v souladu
s definici podminéné pravdépodobnosti.

Nezavislost slozek ndhodného vektoru se projevuje tim, ze jeho sdruzena distribu-
¢ni funkce (sdruzend pravdépodobnostni funkce, resp. sdruzend hustota pravdépo-
dobnosti) se dd matematicky vyjadrit jako souc¢in margindlnich distribuénich funkef
(marginalnich pravdépodobnosti, resp. marginalnich hustot pravdépodobnosti) jed-
notlivych ndhodnych velic¢in.

Mezi nejvyznamnéjsi smisené momenty ndhodného vektoru patii kovariance.

Mirou linearni zavislosti dvojice slozek nahodného vektoru je korelac¢ni koeficient.
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Test

1. Urcete, zda jsou pravdivé nasledujici vyroky.
a) Néahodny vektor je definovan jako dvourozmérny vektor, jehoz slozky jsou na-
hodné velic¢iny.
b) Nahodny vektor lze popsat sdruzenym rozdélenim pravdépodobnosti.

)

¢) Margindlni rozdéleni popisuji rozdéleni jednotlivych slozek ndhodného vektoru.

d) Je-li X = (X,Y), pak E(X) = E(XY).

e) E(XY) = E(X) - E(Y)

f) Marginélni charakteristiky ndhodného vektoru popisuji vztah mezi ndhodnymi
veli¢inami, které tvori jeho slozky.

g) Kovariance je mirou zavislosti ndhodnych veli¢in.

h) Je-li cov(X,Y) =0, pak jsou ndhodné veli¢iny X a Y nezavislé.

i) Je-li cov(X,Y) =0, pak jsou ndhodné veli¢iny X a Y nekorelované.

j) Je-li p(X,Y) =0, pak jsou ndhodné veliciny X a Y nekorelované.

)

)

k) Jsou-li ndhodné veli¢iny X a Y nekorelované, jsou linedrné nezavislé.

1) cov(X,X) =1
m) p(X, X) = 1

n) cov(X,Y)=EXY)—-EX)-E®Y)



Ulohy k fesent 115

Ulohy k feSeni

@ ——

1. Hodime dvéma poctivymi mincemi. Pro kazdou minci zaznamename vysledek, 1%, kdyz
padne rub mince, ,0“, kdyz padne lic mince. Oznacme S soucet vysledki na obou
mincich, R rozdil vysledkt na obou mincich. Definujme dvouslozkovy nadhodny vektor
X = (S, R) . Urcete
a) typ ndhodného vektoru (diskrétni, spojity),

b) sdruzenou pravdépodobnostni funkei,

¢) marginédlni pravdépodobnostni funkce,

d) stfedni hodnoty a rozptyly jednotlivych slozek,
e) kovarianéni matici,

f) korelaéni matici,

g) zda jsou ndhodné veli¢iny S, R nezavislé.

2. P1i prizkumu pri¢in dopravnich nehod byl méren systolicky tlak fidi¢t autobusi v za-
vislosti na teploté ovzdusi. Vypoctéte korelacni koeficient a pouze z jeho hodnoty od-
hadnéte, zda se s rostouci teplotou ovzdusi spise zvysuje ¢i spise snizuje systolicky tlak
ridica.

Teplotf}0 10,5 | -5,4 0,2 6,4 | 10,2 | 15,6 | 185 | 25,5 | 31,5 | 358
ovzdusi ['C]
Systolicky dlak | 76| 70 | g1 | 81 | 74 | 72 | 76 | 81 | s2 | 83
[mm Hg|

3. Néhodny vektor X = (R, S) ma sdruzenou hustotu

(0;1)

0;1) x (0;1)
(0;1) x

%(r +2s), (r,s) 0
7,8 (0; 1)

ﬂ(s)z{ 3 ) g

Urcete:

a) marginalni hustoty pravdépodobnosti fr(r), fs(s),
b) marginalni distribuéni funkce fr(r), fs(s),

¢) stfedni hodnoty a rozptyly ndhodnych veli¢in R a S,
d) korelaci mezi R a S.
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A Reseni

Test
1. a) NE (Nahodny vektor muze byt i vicerozmérny.),
b) ANO,
c) ANO,
4) NE (B(X) = (EX, EY)),
e) NE
S @iy p(xiy),i 21,7 21 pro diskrétni nah. vektor
E(XY) = (@) () 7

[ [z y - fla,y)dady pro spojity nah. vektor

f) NE (Marginalni charakteristiky ndhodného vektoru popisuji jednotlivé slozky né-
hodného vektoru),

Ulohy k FeSeni

1. S...soucet vysledkl na obou mincich
R... rozdil vysledkti na obou mincich
a) Diskrétni ndhodny vektor

b) Korela¢ni tabulka (sdruzené pravdépodobnosti, marginalni pravdépodobnosti)

R/S 0 1 2 P(r)
-1 0 025 0 0.25
0 0,25 0 025 0,5
1 0 0,25 0 0,25

Py(s) 0,25 0,5 025 1

¢) Marginélni pravdépodobnosti najdete ve vyse uvedené korelac¢ni tabulce.
d) E(S)=1,0,D(S)=0,5E(R) =0,0, D(R) =0,5,

e) cov(S,R) = 0,0,



Ulohy k fesent 117

0,5 0,0
var(X) = ( 0.0 0.5 >

f)p(S7 R) =0,0,

1 00
var(X) = < 0.0 1 >

g) S,R nejsou nezavislé ndhodné veli¢iny.

2. Nésledujici vysledky byly ziskany pomoci programu Statgraphics.

Correlations
Teplota Tlak
Teplota 0,3823
Tlak 0,3823

p(Teplota, Tlak) = 0,382 = stiedné silnd pozitivni korelace, tj. pravdépodobné s ros-
touci teplotou roste i systolicky tlak ridi¢t autobusu. To potvrzuje i graficky zaznam
naméfenych hodnot uvedeny nize (graf vpravo nahote). (Otdzkou je, zda lze turdit, Ze
rostouct teplota pusobi na rist tlaku — tuto kauzalitu by bylo vhodné konzultovat s lékari.
Zrovna v tomto pripadé by mohlo jit pouze o zdanlivou korelaci.)

Teplota °

° Tlak

3. X je spojity ndhodny vektor.

[ ir+1), re(01)

& i) =1 § ré (0:0)
B l(45+ 1), se€(0;1)

Js(s) = { 0, s ¢ (0:1)
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s € (—o00;0)
s(2s+1) s€(0;1)
s € (1;00)

Fg(s) =

— W= O

¢) E(R) = §, D(R) = 1@, E(S) = 1§, D(S) = 35},

d) cov(R,S) = —&, p(R,S) = —200% -

25~ — —0,98 = silnd negativni korelace, tj. s vyso-
kou pravdépodobnosti s rostoucim R linearné klesa S.
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Kapitola 5

Diskrétni rozdéleni
pravdépodobnosti

Cile
Po prostudovani této kapitoly budete umeét

e charakterizovat hypergeometrické rozdéleni,

e charakterizovat Bernoulliho pokusy a z nich odvozené jednotlivé typy diskrétnich
rozdéleni: binomické, geometrické, negativné binomické,

e charakterizovat Poissoniv proces a z néj vychézejici Poissonovo rozdéleni,

e popsat vzadjemné souvislosti mezi diskrétnimi rozdélenimi.
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Pripomenme, ze rozdéleni ndhodné veli¢iny X je predpis, kterym charakterizujeme
pravdépodobnost jevii, jez lze touto nahodnou veli¢inou popsat. u diskrétni nahodné
veli¢iny je timto predpisem (rozdélenim) vétSinou pravdépodobnostni funkce,
rozdéleni spojité ndhodné velic¢iny je dano distribuc¢ni funkci, popf. hustotou prav-
dépodobnosti.

V této kapitole si shrneme zékladni poznatky o nejcastéji pouzivanych typech roz-
déleni diskrétni nahodné veli¢iny. Odvozeni nékterych funkei a ¢iselnych charakteris-
tik popisujicich zavedené nahodné veli¢iny je pak vénovana Kap. 5.7, ktera je urcena
studentiim majicim hlubsi zajem o problematiku riznych rozdéleni.

5.1 Alternativni rozdéleni

Uvazujme ndhodnou veli¢inu X popisujici vysledek nahodného pokusu takto:
Nastane-li sledovany ndhodny jev A (budeme fikat, ze doslo k vyskytu udalosti,
resp. ze doslo k uspéchu), bude mit ndhodn4 veli¢ina X hodnotu z = 1, nenastane-li
jev A, bude mit ndhodnd veli¢ina X hodnotu z = 0. Lze tedy fici, ze X udava

pocet vyskyti daného ndhodného jevu (tispéchi) v jednom pokusu.

Aby byla ndhodnda veli¢ina s alternativnim rozdélenim definovana, musime znat
pouze pravdépodobnost ndhodného jevu (dspéchu) p. (0 < p < 1). M&-li ndhodna
veli¢ina X alternativni rozdéleni s pravdépodobnosti p, pak piSeme

X — A(p).

Pravdépodobnostni funkce alternativni nahodné veliciny tedy stanovuje, jaka je
pravdépodobnost, ze dojde k tispéchu ¢i netspéchu.

Lze snadno vypocist, ze stredni hodnota a rozptyl alternativni nahodné veli¢iny jsou
dany vztahy
E(X)=p, D(X)=p-(1-p).

5.2 Binomické rozdéleni

Pti popisu nahodné veli¢iny s alternativnim rozdélenim jsme uvazovali pokus, v némz
uspéch muze nastat s pravdépodobnosti p a nenastat s pravdépodobnosti (1 — p).
Posloupnost takovych nezavislych pokusu (tj. takovych pokust, kdy tspéch v libo-
volné skupiné pokust neovliviiuje pravdépodobnost tispéchu v pokusu, ktery do této
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skupiny nepatii) oznac¢ujeme jako Bernoulliho pokusy. Pravdépodobnost ispéchu
p v jednotlivych Bernoulliho pokusech je konstantni.

Nahodnou veli¢inu X, ktera udava
pocet uspéchti v n Bernoulliho pokusech

za predpokladu, ze pravdépodobnost tispéchu v jednom pokusu je p, nazyvame bi-
nomickou ndhodnou veli¢inou.

Pomoci binomického rozdéleni Ize modelovat naptiklad

e pocet chlapcii mezi 10 000 novorozenci,
e pocet vadnych vyrobkl mezi 30 testovanymi,

e pocet nevzrostlych rostlin ze 100 zasazenych cibulek, apod.

Proto, aby byla binomicka ndhodna veli¢ina definovana, musime znat dva jeji para-
metry - n (celkovy pocet Bernoulliho pokusti) a p (pravdépodobnost tspéchu v ka-
zdém z pokust). To, ze ndhodnd veli¢ina ma binomické rozdéleni zapisujeme

X — Bi(n,p).

Pravdépodobnostni funkce binomické nahodné veliciny stanovuje jaka je prav-
dépodobnost, ze v n Bernoulliho pokusech dojde ke k tspéchiim.

PIX =)= () -

Podotknéme, ze pri vypoctu hodnot pravdépodobnostnich funkeci nejcastéji pouzi-
vanych diskrétnich nahodnych velic¢in se vétSinou v soucasnosti pouziva statisticky
software, v némz jsou tyto funkce implementovany.

Pro stfedni hodnotu a rozptyl binomické ndhodné velic¢iny plati
E(X) = np,
D(X) = np(1 - p).

Poznamka: Uvédomte si, Ze alternativni ndhodnd velicina je pouze specidlnim
pripadem binomické nahodné veliciny pron = 1.
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0,2 7 pn

; 1+ 0150

016 . 1+ 0550

[ - 1+ 0,750
__ 012} ]
< L : .t 1
Q L 4
0,08f - . .
0,04 . : . .
BT I I eeiiearonene -s::., .............. ]
0 10 20 30 40 50

Obr. 5.1: Vliv parametru p na tvar pravdépodobnostni funkce binomické nahodné velic¢iny

Priklad 5.1. Predpokladejme, ze pravdépodobnost narozeni divky je 0,49. Jaka je
pravdépodobnost, ze v rodiné s 8 détmi jsou

a) prave 3 divky,

b) vice nez 2 divky,

¢) méné nez 3 divky.

Reseni. Povazujeme-li narozeni ditéte za ndhodny pokus, pak studovanou ndhodnou
velicinou X je pocet divek v rodiné s 8 détmi.

Predpokladejme, Ze ndhodné pokusy jsou nezavislé, tj. ze pohlavi dfive narozenych
déti neovlivni pravdépodobnost narozeni ditéte urcitého pohlavi pri dalsim ,,po-
kusu“. Pak mtzeme ndhodnou veli¢inu X povazovat za binomickou (urCuje pocet
uspéchi (narozeni divky) v n = 8 pokusech, pricemz pravdépodobnost tspéchu
p = 0,49 je stejna pro vsechny pokusy).

X ... pocet divek v rodiné s 8 détmi

X — Bi(n;p), tj. X — Bi(8;0,49)

Pravdépodobnostni funkce nahodné veli¢iny X je pak dana

P(X =k)= <2) (0,49)(1 —0,49)%* = (2) (0,49)%(0,51)%*,

Nyni mtzeme pristoupit ke hledani odpovédi na polozené otazky.

8 8!
ada) P(X =3) = (3) (0,49)%(0,51)* % = T3 (0,49)3(0,51)° = 0,23

V rodiné s 8 détmi jsou prave 3 divky s pravdépodobnosti 0,23.
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adb) k > 2; tj. k = 3;4;5;6;7;8

P(X>2)=P(X=3)+P(X=4)+P(X =5+ P(X =6)+ P(X =T7)+

28:( )0 49%(0,51)%

Vzhledem k tomu, Ze tento vypocet je ponékud zdlouhavy, pokusime se hledanou
pravdépodobnost najit pomoci pravdépodobnosti dopliku jevu X > 2.

PX>2)=1-PX <2)=1-[PX=0+P(X=1)+P(X=2)] =1-—
— i (2) 0,49%(0,51)**=1-10,16 = 0,84
k=0

V rodiné s 8 détmi jsou vice nez 2 divky s pravdépodobnosti 0,84.

adc) k < 3;tj. k=0;1;2

P(X<3)=[P(X=0)+P(X =1)+ P(X i<)049’f051) = 0,16

V rodiné s 8 détmi jsou méné nez 3 divky s pravdépodobnosti 0,16.

5.3 Hypergeometrické rozdéleni

Hypergeometrickd nahodna veli¢ina se, podobné jako binomicka nahodné veli¢ina,
pouziva v situacich, kdy potfebujeme popsat pocet tspéchi v n pokusech. Rozdil
mezi obéma ndhodnymi veli¢inami spoc¢iva v tom, ze zatimco binomicka ndhodna ve-
licina popisuje pocet uspécht v n Bernoulliho pokusech, hypergeometricka nahodné
veli¢ina popisuje pocet tspéchit v n zavislych pokusech. (Jsou-li pokusy zavislé,
pravdépodobnost tispéchu v urc¢itém pokusu miize zaviset na vysledcich v predcha-
zejicich pokusech.)

Predpokladejme, ze v zakladnim souboru N prvki je M prvka s danou vlastnosti
a zbylych N — M prvka tuto vlastnost neméa. Nahodné vybereme ze zakladniho
souboru n prvki, z nichz zadny nevracime zpét. Je-li ndhodna veli¢ina X definovana
jako

X ... pocet prvki se sledovanou vlastnosti ve vybéru n z N prvk,
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ma tato nahodna veli¢ina hypergeometrické rozdéleni s parametry N, M, n, coz zna-
¢ime

X — H(N,M,n).
Hypergeometrické rozdéleni je zakladnim pravdépodobnostnim rozdélenim pri vy-
béru bez vraceni.

Hypergeometrické rozdéleni 1ze vyuzit k modelovani

e poctu vadnych vyrobkiti mezi 10 vybranymi z dodavky 30 vyrobkid, mezi nimiz
bylo 7 vadnych,

e poctu divek v ndhodné vybrané skupiné 4 déti ze tridy, v niz je 6 chlapci a 8

divek,

e poctu cibuli ¢ervenych tulipant v balicku 10 cibuli vybranych ze smési, ktera
obsahuje 20 cibuli zlutych a 20 cibuli ¢ervenych tulipant, apod.

Pravdépodobnostni funkce hypergeometrické ndhodné velic¢iny je dana
MY\ (N—M
() G
()
Lze ukazat, ze pro stfedni hodnotu a rozptyl hypergeometrické ndhodné velic¢iny
plati

P(X =k) =

M
B(X)=n-—
(X)=n- 5

D(X):n-%(1—%) (%:T)

Hypergeometrické rozdéleni hraje vyznamnou roli pri statistické kontrole jakosti
v pripadech, kdy zkoumame jakost malého poctu vyrobki, nebo kdyz kontrola ma
raz destrukeéni zkousky (tj. vyrobek je pri zkousSce znicen).

5.3.1 Aproximace hypergeometrického rozdéleni

Je-li n/N, tzv. vybérovy pomér, mensi nez 0,05, 1ze hypergeometrické rozdéleni
nahradit binomickym s parametry n a (M/N).

5 <u)» s < (2]

Priklad 5.2. Mezi 200 vajicky urcéenymi pro prodej v jisté maloobchodni prodejné je
50 vajicek prasklych. Jaka je pravdépodobnost, ze vybereme-li si ndhodné 20 vajec,
bude 8 z nich prasklych?
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Reseni. Jde o vybér bez vraceni (vybrané vajicko nevracime zpét), jednotlivé pokusy
jsou zavislé.

Nadefinujeme-li ndhodnou veli¢inu X jako
pocet prasklych vajicek mezi 20-ti vybranymi,

pak ma tato ndhodné veli¢ina hypergeometrické rozdéleni s parametry: N = 200;
M = 50;n = 20.

X — H(200;50;20)

200 (celkovy pocet vajec)

Ve N\
50 (pocet prasklych vajec) 150 (pocet dobrych vajec)

Vzorec pro pravdépodobnostni funkci hypergeometrického rozdéleni si nemusime
pamatovat, hledanou pravdépodobnost urcime z klasické definice pravdépodobnosti.

Pocet vSech mozZnosti ur¢ime jako C'(200;20), nebot celkem vybirdame 20 vajec
z 200 vajec (bez ohledu na poradi).

/(200 20) — <22000>

Pocet pfiznivych moznosti uréime jako C'(50;8) - C'(150;12), nebot mezi vybra-
nymi 20-ti vejci ma byt 8 prasklych, tj. vybirdme 8 prasklych vajec z 50-ti prasklych
a zaroven 12 (20-8) dobrych vajec ze 150-ti.

C(50;8) - C(150;12) = (580) | (11520)

P(X =8) = (5801255;1520) — 0,057

Pravdépodobnost, ze mezi 20 vybranymi vejci je 8 prasklych je 0,057.

Pak
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5.4 Geometrické rozdéleni

Geometrickd ndhodné veli¢ina X je definovana jako
pocet Bernoulliho pokusi do prvniho vyskytu udalosti (tispéchu), véetné néj.

Geometrické rozdéleni ma pouze jeden parametr a to pravdépodobnost vyskytu
udalosti (uspéchu) v kazdém z pokusi — p. To, Ze ma ndhodné veli¢ina X geometrické
rozdéleni zapisujeme

X — G(p)
Pomoci geometrického rozdéleni lze modelovat napriklad

e pocet volani nutnych k tomu, abychom se dovolali do televizni soutéze,

e pocet Tidicu, ktefi podstoupi test na obsah alkoholu v krvi do doby, nez bude
nalezen prvni podnapily ridi¢, atd.

Pravdépodobnostni funkce geometrické nahodné veli¢iny stanovuje jaka je prav-
dépodobnost, Ze pro dosazeni prvniho uspéchu musime provést n pokusi (véetné
toho tspésného).

P(X=n)=(1-p)" " p

0,8 B 1P
i * 0,1
0,6 |08
< o4l ]
£ 04
0,2 - -
“‘."O»”.M
0t sgoesverceres .
0 10 20 30 40 50 60
n

Obr. 5.2: Vliv parametru p na tvar pravdépodobnostni funkci geometrické ndhodné ve-
lidiny

Snadno 1ze vypocitat, ze pro sttedni hodnotu a rozptyl geometrické ndhodné veli¢iny
plati
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POZOR!!

Definice geometrické ndahodné veliciny neni ustdlend. v nekterych publikacich a sta-
tistickych softwarech se mizZeme setkat s tim, Ze geometrickd ndhodnd velicina je
definovana jako pocet meuspéchi pred prvnim dspéchem. Pak se samozrejmé
lisi i prislusné pravdépodobnostni funkce, stredni hodnoty a rozptyly. Pokud urcu-
jeme konkrétni hodnotu pravdépodobnostni (distribucni) funkce za pomoci statistic-
kého softwaru, je nutné si ovérit, jakd definice byla pouzita a podle toho modifikovat
vstupni parametr pro poZadovany vypocet.

Priklad 5.3. Jaka je pravdépodobnost, ze aby padla na klasické kostce sestka,
musime hézet

a) prave bHx,

b) vice nez 3x.

Resend. Povazujeme-li za nahodny pokus hod kostkou (opakované hody tvoii Ber-
noulliho pokusy), pak pocet hodi nutnych k 1. tuspéchu (padnuti ,6“) je geome-
trickou ndhodnou veli¢inou X s parametrem p = 1/6 (pravdépodobnost tspéchu

v kazdém pokusu).
1
X =G| =

Pravdépodobnostni funkce ndhodné veli¢iny X je pak definovana jako
1 NN 1 /5\""
PX=n)==--(1-= =—-|= 1< n<oo.
cen=5(-5) =aelE) e
ada)

Pravdépodobnost, ze ,,6° padne v 5. hodu uré¢ime ptimym dosazenim do vztahu pro

pravdépodobnostni funkci.
NP1 1 /5\4
= =—-|=] =0,080
ORSHORT

Pravdépodobnost, ze poprvé padne Sestka v 5. hodu je 8,0% .

Poznamka: v pripadé, Ze bychom hodnotu pravdeépodobnostni funkce hledali pomoct
softwaru, v némz je geometricka nahodnd velicina definovdna jako pocet pokusi pred
prunim uspéchem, museli bychom otdzku preformulovat. Hleddame-li pravdépodobnost,
ze sestka padne v 5. hodu, je to totéz jako bychom hledali pravdépodobnost, Ze pred
prunim padnutim sestky musime hazet 4 krdt.
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adb)
P(X>3) =P(X=4)+P(X=5)+...=
=1-P(X<3)=1-[P(X
=1—[p+p(l—p)+p(l—p? =

1 1/5\ 1/5\°
[6+6 <6) +6 (6) ] 0,578
Pravdépodobnost, ze poprvé padne Sestka nejdrive ve 4. hodu je ptiblizné 0,578.
A

I
+
3
>
I
\[\_2
+
o)
<
I
=
I

5.5 Negativné binomické (Pascalovo) rozdéleni

Negativné binomicka, nékdy nazyvana také Pascalova, nahodna veli¢ina X je defi-
novana jako

pocet Bernoulliho pokust do k-tého vyskytu udalosti (ispéchu), véetné k-tého
vyskytu.

7 definice je ziejmé, Ze se jednd o obecnéjsi pripad geometrické nahodné velic¢iny
(geometrickd ndhodnd veli¢ina je specidlnim piipadem negativné binomické ndhodné
veli¢iny pro k = 1).

POZOR!!

Obdobne jako u geometrické ndhodné veliciny, ani v pripadée negativne binomické
nahodné veliciny neni definice ustdlend. Nékteri statistici (popr. statisticky software)
ji definugi jako pocet neuspechi pred k-tym tspéchem. Dusledek této nejednoznacnosti
je stejny jako v pripadé geometrické nahodné veliciny. v pripadé vypocti je vZdy nutné
overit, kterou definici autori pouzili a tomu prizpisobit parametry v softwaru.

Negativné-binomické (Pascalovo) rozdéleni lze vyuzit k modelovani

e poctu darct neznajicich svou krevni skupinu, které musite testovat proto, abyste
nasli 4 darce s krevni skupinou 0,

e poctu cestujicich, které musi revizor zkontrolovat do chvile, nez najde 10 ¢ernych
pasazéru,

e poctu vyrobku testovanych pri vystupni kontrole do chvile, nez bude nalezeno 5
vadnych vyrobkiu, atd.

Proto, aby byla negativné binomickda nahodna veli¢ina definovana, musime znat
dva jeji parametry: pozadovany celkovy pocet vyskytu udalosti (dspéchu) — k a
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pravdépodobnost vyskytu uddlosti (ispéchu) v kazdém z pokust — p. Pak to, ze mé
nahodna veli¢ina negativné binomické rozdéleni zapisujeme

X — NB(k,p).

Pravdépodobnostni funkce negativné binomické nahodné veli¢iny stanovuje, jaka je
pravdépodobnost, Ze pro dosazeni k vyskytu udélosti (ispéchti) musime uskutecnit
n Bernoulliho pokusii.

X 0,001
(X0.000 .
, . k=10, p=0,1
12} k=30, p=0,1-
) i
S I 1
x 6 1
3f .

oJ  —

0 100 200 300 400 500 600
n
Obr. 5.3: Vliv parametru k na pravdépodobnostni funkci negativné binomické ndhodné

veli¢iny

Pro stfedni hodnotu a rozptyl negativné binomické ndhodné veli¢iny N B(k, p) plati

B(X) =2,

5.5.1 Porovnani binomického a negativné binomického roz-
déleni

Ackoliv se muze na prvni pohled zdat, ze obé rozdéleni maji podobnou pravdépo-
dobnostni funkci, existuji vyznamné rozdily.
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Binomické rozdéleni

P(X =k)= (Z)pk(l —p)" M 0Zk<n

V tomto vztahu je k£ ndhodné a n deterministické (pfedem znamé).

Negativné binomické rozdéleni

n—1

P(X =n)= (k_ 1)pk(1 —p)"F kE<n <o

V tomto vztahu je n ndhodné a k deterministické (pfedem znamé).

Priklad 5.4. Dle http://ksicht.natur.cuni.cz/serialy /detektivni-chemie/3 je prav-
dépodobnost vyskytu krevni skupiny A+ 35% . v polni nemocnici nutné potiebuji
najit 3 darce krve s touto krevni skupinou. Potencidlnich darci je dostatek, nikdo
z nich vsak nezna svou krevni skupinu. Jaka je pravdépodobnost, ze pro nalezeni 3
darct krevni skupiny A+, budeme muset postupné vysetrit

a) prave 10 potencidlnich darct,

b) vice nez 9 potencidlnich darced,

c) vice nez 7 a méné nez 12 potencidlnich darcu.

Reseni. Za ndhodny pokus budeme povazovat vySetieni jedné osoby (2 mozné vy-
sledky - mé krevni skupinu A+ (tspéch), nemé krevni skupinu A+). Definujeme-li
nahodnou veli¢inu X jako

pocet osob, které musime vysetrit, chceme-li najit 3 darce s krevni skupinou A+,

miizeme X povazovat za negativné binomickou nahodnou veli¢inu.
X — NB(3;0,35)
Pravdépodobnostni funkce ndhodné veliciny X pak vypada takto:

n—1

P(X =n)= (3 B 1) (0,35)*(1-0,35)" % = (n ; 1) (0,35)%(0,65)" % 3 < n < co.

Nyni muzeme pristoupit k hledani konkrétnich pravdépodobnosti.
ada) P(X = 10) = (})(0,35)3(0,65)" = 0, 076.
Pravdépodobnost, Zze pro nalezeni 3 darct krevni skupiny A+ musime vysetfit prave
10 potencionalnich darci je 0,076.
3

adb) P(X >9)=1-P(X £9)=1- 3 (";")(0,35)%(0,65)" % = 0, 337.

n=3


http://ksicht.natur.cuni.cz/serialy/detektivni-chemie/3
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Pravdépodobnost, ze pro nalezeni 3 darcu krevni skupiny A4+ musime vysetrit vice
nez 9 potencionélnich darct je 0,337.

11
ade) P(7T< X <12) =3 (",1)(0,35)%(0,65)"~3 = 0, 332.
n==8
Pravdépodobnost, ze pro nalezeni 3 darct krevni skupiny A4+ musime vysetrit vice
nez 7 a méné nez 12 potencionalnich darci je 0,332.
A

5.6 Poissonovo rozdéleni

Dalsim z obecnych modelt schémat sbéru dat, ktery ma siroké vyuziti v praxi, je
Poissontiv proces. Lze ho chapat jako zobecnéni Berhoulliho posloupnosti pokust.

Poissontiv proces popisuje pocet nahodnych udélosti v néjakém pevném casovém
intervalu. Obecnym nézvem pro takové procesy je bodovy proces. Poissoniiv proces
je specidlnim pripadem bodového procesu.

U Poissonova procesu musi byt, zjednodusené feceno, dodrzeny nasledujici tii pred-
poklady.

e Ordinarita — pravdépodobnost vyskytu vice nez jedné udalosti v limitné kratkém
¢asovém intervalu (¢t — 0) je nulova. Hovofime o tzv. Fidkych jevech.

e Stacionarita — pravdépodobnost vyskytu jevu zavisi pouze na délce intervalu,
nikoli na jeho umisténi na ¢asové ose, neboli rychlost vyskytu udalosti je konstantni
v prubéhu celého intervalu.

e Nezavislé prirastky — pocty udalosti ve vzajemné disjunktnich ¢asovych inter-
valech jsou nezavislé.

7 pozadavku na nezavislé prirtstky vyplyva dilezitda vlastnost Poissonova procesu
a tou je beznaslednost.

e Beznaslednost — pravdépodobnost vyskytu udalosti neni zavisla na case, ktery
uplynul od minulé udalosti.

Poissontiv proces lze obdobné jako v ¢asovém intervalu definovat na libovolné uza-
viené prostorové oblasti (na plose, v objemu).

Parametrem Poissonova procesu je rychlost vyskytu udélosti (hustota vyskytu
udalosti na ploSe, resp. v objemu), kterou znac¢ime A. Rychlost vyskytu udalosti
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je imérnd pravdépodobnosti vyskytu jedné udalosti za jednotku ¢asu (na jednotce
plochy, resp. v jednotce objemu).

Definujme si ndhodny pokus jako Poissonuv proces (nezavislé udédlosti probihajici
v Case t, s rychlosti vyskytu A; popr. nezavislé udalosti objevujici se na plose t,
resp. v objemu t s hustotou vyskytu A). Pokud si ndhodnou veli¢inu X za téchto
predpokladii definujeme jako

pocet vyskytu udalosti v casovém intervalu délky ¢
nebo
pocet vyskytu udalosti na plose ¢ (v objemu t),

pak muzeme X povazovat za nahodnou veli¢inu s Poissonovym rozdélenim, coz zna-
¢ime
X — Po(At).

Pomoci Poissonova rozdéleni lze modelovat napriklad

e pocet pacientil osetfenych béhem dopolednich ordina¢nich hodin,
e pocet mikrodefektii na zadaném vzorku materialu,

e pocet mikroorganismu v 1 dl vody, atd.

Pravdépodobnostni funkce Poissonovy ndahodné velic¢iny udava, jaka je pravdépodob-
nost, ze v ¢asovém intervale délky ¢ (na plose ¢, v objemu t) dojde ke k udalostem.

(At)F e

P(X = k) = =

Poissonovo rozdéleni je charakteristické tim, Ze jeho stfedni hodnota a rozptyl se
rovnaji.

E(X) = D(X) = Xt

Protoze stredni hodnota je rovna At, mizeme tvrdit, Ze parametr Poissonova roz-
déleni At je roven stfednimu poctu udalosti, k nimz doslo béhem c¢asového intervalu
délky ¢ (popf. na plose t, resp. v objemu t).

5.6.1 Aproximace binomického rozdéleni Poissonovym roz-
délenim

Poissonovo rozdéleni byva oznacovano jako rozdéleni ridkiych jevi, nebof se podle
néj ridi pocet vyskyti udélosti (jevi), které maji velmi malou pravdépodobnost
vyskytu. Poissonovym rozdélenim lze velmi dobfe aproximovat binomické rozdéleni
pro piipad, Ze pocet pokusu n je dostatecné velky (n > 30) a pravdépodobnost
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vyskytu uddlosti (ispéchu) je dostatecné mald (p < 0,1). v takovém pripadé je
At = np.
(n>30Ap<0,1) = Bi(n,p) ~ Po(np)

Priklad 5.5. V jisté nemocnici se prumeérné 30 krat rocné vyskytne porucha srdecni
¢innosti po urc¢ité operaci. Predpokladejme, Ze se jednotlivé poruchy srdeéni ¢innosti
po dané operaci vyskytuji nezavisle na sobé, s konstantni rychlosti vyskytu. Urcete
a) pravdépodobnost, Ze se v této nemocnici vyskytne pristi mésic pravé 5 téchto
poruch,
b) pravdépodobnost, Ze se v této nemocnici vyskytne pristi mésic 2 a vice téchto
poruch,
¢) stfedni hodnotu a smérodatnou odchylku poétu téchto poruch béhem jednoho
meésice.

Reseni. Nahodnou velic¢inu
X ... pocet vyskytu poruch srdeéni ¢innosti béhem mésice (po dané operaci)

muzeme povazovat za ndhodnou veli¢inu s Poissonovym rozdélenim. Jeji parametr A\t
urcime jako pramérny pocet vyskytu poruch srde¢ni ¢innosti béhem mésice (stfedni
hodnota Poissonova rozdéleni je rovna At).

t:1mésic:>E(X):)\t:%:2,5:>X—>P0(2,5)
(At)F e
P(X:k):T;0§k<oo

ada) Pravdépodobnost, Ze se v nemocnici vyskytne pristi mésic pravé 5 téchto
poruch, ur¢ime jednoduse dosazenim do pravdépodobnostni funkce.

(2’ 5)5672,5t

P(X =5) = =,

= 0,067 =6,7%

adb) Pravdépodobnost, Ze se v nemocnici vyskytne pfisti mésic 2 a vice téchto
poruch, bychom museli uré¢it jako soucet pravdépodobnosti pro pocet vyskytu
(k) od 2 do co. Proto pro vypocet pouZijeme v tomto pripadé pravdépodobnost
dopliku daného jevu.

P(X 22)=1-P(X < 2) = 1-[P(X = 0)+P(X = 1) = 1_21: ()\t);eAt )

=1—[e®"42,5e7?°] =1-3,5e">° =0,713 = 71,3%
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adc) Stredni hodnota i rozptyl ndhodné veli¢iny X jsou rovny jejimu parametru,
smérodatna odchylka je rovna odmocniné z rozptylu.

E(X)=D(X)=; Mt =2,50,=+/D(X)=+/2,5=1,6.

V uvedené nemocnici dochézi k (2,5 4+ 1,6) porucham srdecéni ¢innosti (po
urcité operaci) mésicné.
A

5.7 Odvozeni pravdépodobnostnich funkci, stred-
nich hodnot a rozptyla

Pro zajemce o hlubsi pochopeni studované latky je urcena tato cast textu. Méla
by vam ukéazat, jak byly sestaveny jednotlivé pravdépodobnostni funkce a jak lze
pomoci nich odvodit prislusné stfedni hodnoty a rozptyly.

5.7.1 Alternativni rozdéleni

ma nahodnéa velicina X popisujici pocet tispéchii v jednom pokusu majicim pouze

dva mozné vysledky oznacované jako tspéch (X = 1) a netspéch (X = 0). Je-li

pravdépodobnost tspéchu p, pak je zrejmé, ze pravdépodobnostni funkce alterna-

tivni ndhodné veli¢iny je dana vztahem
1)= p,

P(X=0)= 1-p.

Dle znamych vztaht lze odvodit stfedni hodnotu a rozptyl alternativni nadhodné

veliéiny.

E(X)=>z; P(z;)=1-p+0-(1-p)=np,

()

E(X?) =Y a} P(x;) =1* - p+0?- (1 —p) =p,
@

D(X) = E(X?) — (E(X))* =p—p*=p(1 —p).

5.7.2 Binomické rozdéleni

mé nahodna veli¢ina X popisujici pocet ispéchii v n Bernoulliho pokusech. Hledame
pravdépodobnost, ze mezi n Bernoulliho pokusy bude k tispéchii. Je zfejmé, ze kazda
,Uuspésna posloupnost pokust“ musi obsahovat pravé k tspéchu (pravdépodobnost
kazdého tspéchu je p) a (n — k) nedspéchu (pravdépodobnost kazdého netispéchu je
1—p). Vzhledem k nezavislosti jednotlivych Bernoulliho pokusi je pravdépodobnost
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vyskytu kazdé takové ,ispésné posloupnosti pokusti“ rovna p*(1—p)"~*. UvaZime-li,
ze existuje (Z) takovych tispésnych posloupnosti pokust, tak je zfejmé, ze

n

P(X =k) = (k)p’“(l -p)" M 0Sk=n

Pro odvozeni stfedni hodnoty a rozptylu binomické ndhodné veli¢iny vyuzijeme toho,
ze binomické nahodné veli¢ina je souc¢tem n nezavislych nahodnych velic¢in N; s al-
ternativnim rozdélenim se stejnym parametrem p.

Necht Vi = 1,2,...,n: W, — A(p). Pak

X = z":m — Bi(n;p).
BX) = £ (W) = LB =S =
anlD(Wi) - En)p(l —p) =np(l —p).

i= i=1

D(X)=D (2:;1 Wi) _

5.7.3 Hypergeometrické rozdéleni

ma nahodna veli¢iny X popisujici pocet tspéchti v n zavislych pokusech, kdy kazdy
mé pouze dva mozné vysledky (ispéch a netspéch). Hleddme pravdépodobnost, ze
ve vybéru n prvki z N bude k prvki s danou vlastnosti. Definice pravdépodobnostni
funkce hypergeometrického rozdéleni vychézi z klasické definice pravdépodobnosti:
pocet priznivych moznosti ku poc¢tu vsech moznosti.

N
(celkovy pocet prvki)
e N\
M (N-M)
(pocet prvku s danou vlastnosti, (pocet prvku bez dané vlastnosti,
resp. uspéchu) resp. neispéchi)

Pocet vsech moznosti — vybirdme bez vraceni n prvki z N prvkové mnoziny, bez
ohledu na poradi, tj. jde o kombinace bez opakovani n-tého radu z N prvki

e = (1)

n

Pocet vSech moznosti — vybirdme k z M prvka bez ohledu na pofadi (k prvku
ma mit danou vlastnost) a zaroven vybirame (n — k) prvka z (N — M) prvki bez
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ohledu na poradi (ostatni prvky z vybirané n-tice (tj, (n—k) prvku) danou vlastnost
(ispéch) mit nemaji). Na zdkladé kombinatorického pravidla o souc¢inu nezavislych
vybért mizeme tvrdit, Zze pocet priznivych moznosti je

C(M, k) - C(N — M,n— k) = (Alf) (ﬁ:f)

A proto na zékladé klasické definice pravdépodobnosti muzeme vyjadrit pravdépo-
dobnostni funkci hypergeometrické nahodné velic¢iny jako

S ey
(%)

Stredni hodnotu a rozptyl hypergeometrického rozdéleni odvozovat nebudeme.

5.7.4 Geometrické rozdéleni

ma nahodné veli¢cina X popisujici poc¢et Bernoulliho pokusii do prvniho tspéchu.
Hleddme pravdépodobnost, ze do prvniho tspéchu (véetné) musime uskutecnit n
pokusu. Je zfejmé, Ze Gispésna je pouze posloupnost (n — 1) netspéchii nésledovana
jednim uspéchem. Pravdépodobnost vyskytu takovéto posloupnosti pokusii je dana
vztahem

PX=n)=p(l-p)" ' 1Zn< oo

Déle odvodime stfedni hodnotu a rozptyl geometrického rozdéleni.

E(X)=3Yn-P(X=n)=3Ynpl-p)"'=p Ynl-p'=
n=1 n=1 n=1
o(>a-pr o (=2
n=1 b P 1 1
=p =P =P 5=,
(1 —p) J(1—p) P> p
Pozndmka: > (1 — p)" upravujeme jako soucet geometrické rad s kvocientem p a

n=1
pronim clenem (1-p).
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Pro vypocet rozptylu pouZijeme vypocetni vztah D(X) = E(X?) — (F(X))?, kde

BE(X?) = gln%(l—p)”‘l:p 21(71 —n+n)(1—p)"‘1} =

= | S0 m - | -

= p[En-na-pr+ S aa-p] -

= p-p) T n- (- DI-p) 4+ T nl-p) =
#(So-nt) o(Suow)

= p(l_p) 82(1 p) +D a(l—p) =
2 (L=p 1-p

— (1_)3<p>+3(p)

R (e B (I

SR e i Gk S

p p p p
R e O

5.7.5 Negativné binomické (Pascalovo) rozdéleni

ma nahodna veli¢ina X popisujici pocet Bernoulliho pokust nutnych k uskutecnéni
k spécht. Hledame pravdépodobnost toho, ze do k-tého tispéchu musime uskutecnit
pravé n pokusti. Uspésnou je tedy posloupnost (n — 1) pokusti obsahujicich (k — 1)
uspéchu nésledovana tspéchem.

Necht ndhodnd veli¢ina Y popisuje pocet ispéchu v (n — 1) Bernoulliho pokusech.
Je ztejmé, ze ndhodna veli¢ina Y mé binomické rozdéleni.

Y — Bi(n—1,p)

Pravdépodobnost, Ze v (n — 1) Bernoulliho pokusech bude (k — 1) dspéchu je pak
dana vztahem

n—1\ ,_ 1) (b n—1\ ,_ e
P(Y =k—-1)= (k_l)pk N1 —p)tn D=l = (k_l)p'“ H1—p) .
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Vzhledem k nezavislosti Bernoulliho pokusti 1ze jednoduse ukazat, ze

P(X=n)=PY =k—1)-p= (Z: Dpk‘l(l—p)"‘k-pz (Z:i)p’“(l—p)"‘k-

Pro odvozeni stredni hodnoty a rozptylu negativné binomické nahodné veli¢iny vyu-
zijeme toho, Ze negativné binomickou ndhodnou veli¢inu si mtizeme predstavit jako
soucet k nezavislych ndhodnych veli¢in s geometrickym rozdélenim.

Necht Vi =1,2,...,k: W; — A(p). Pak

k
X => "W, — NB(k;p).

=1

D(X)=D <ilw) - le(WZ) _ il “p‘f) k(lp; k)

5.7.6 Poissonovo rozdéleni

mé ndhodnd veli¢ina X popisujici pocet vyskytu udédlosti na uzaviené oblasti (v ¢ase,
na ploSe, v objemu). Vyskyt ndhodnych udalosti musi podléhat podminkam Poisso-
nova procesu.

Uvazujme Poissontuv proces, ktery je pozorovan v pribéhu casu. Predpokladejme,
ze rychlost vyskytu udélosti je A\. Potom pravdépodobnost vyskytu udalosti béhem
intervalu (0;¢) bude imérna hodnoté At.

Nyni rozdélime interval délky ¢ na n subintervalu stejné délky (t/n). Vyskyt uda-
losti v kazdém z téchto subintervalii bude nezavisly a pravdépodobnost vyskytu
udalosti béhem jednoho tohoto malého intervalu bude imérna hodnoté (A.(¢/n)).
Volné feceno - pokud n je dostatecné velké ¢islo, pak délka intervalu (¢/n) bude
natolik mald, Ze pravdépodobnost vyskytu vice nez jedné udalosti v tomto intervalu
je témér nulovéa a pravdépodobnost vyskytu jedné udélosti je rovna (A.(t/n)) .

Potom pravdépodobnostni rozdéleni poctu udélosti, které nastanou béhem celého

intervalu délky ¢, bude mozno aproximovat binomickym rozdélenim s parametry n
a (At/n) — za predpokladu, ze (n — o0). Tedy

om0 () (-2)7]
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Po upravé dostavame

= i ) (2) (-2)

(W n! A\
K nh—{glo (n — k)Ink ! n B

(At)ke= n!
= X~ lim —_ =
k! n—oo (n — k)Ink
_ (At)ke N lim nn—1)(n—-2)...(n—k+1) _
k! n—00 nk
o (A)FeM y nf+k-onf 40 (A)Re M
- B nboo k! TR

Pravdépodobnostni funkci Poissonova rozdéleni tedy muzeme vyjadrit jako
()\t)ke_)‘t
k!

Dosazenim do znamych defini¢nich vztahti odvodime stfedni hodnotu a rozptyl Poi-
ssonova rozdéleni.

P(X =k)= L 0< k< 0.

E(X) = ]ikp(x =3 R0 At.ext,ik (At

k=0 k! " (k- 1)
00 l
— At'e’\t-z(é—?Z)\t-e_)‘t-e’\t:)\t
= U
E(X?) = Z FPX =k) = 2 (K —k+HP(X = k) =
— S k(- 1)P(X =k) + Y kP(X = k) =
k=0 k=0
= ik(lﬂ—l)w—l—EX /\tk—At io: - +/\t
- k! Pt (k —

= (M)2-e MMy Nt = (M)2+ Mt

D(X) = B(X?) — (B(X))? = ()2 + M — (A)? = At
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Shrnuti:

Rozdéleni ndhodné veli¢iny X je predpis, kterym charakterizujeme pravdépo-
dobnost jevii, jez lze touto nahodnou veli¢inou popsat.

Zékladnim rozdélenim popisujicim vybéry bez vraceni je hypergeometrické roz-
déleni.

Nazev NV X Popis Pravdépodobnostni funkce
Pocet prvki se sledovanou vlastnosti ve MY N — M
vybéru n prvkd, ktery byl proveden ( i j[ ek j
Hypergeometricka ze zakladniho souboru rozsahu N (v P(X=k)= v
zakladnim souboru ma M prvki [n]
sledovanou vlastnost)

Bernoulliho pokusy:

e posloupnost nezavislych pokusi majicich pouze 2 mozné vysledky (udalost na-
stane-nenastane; ispéch-netspéch; popripadé 1-0)

e pravdépodobnost vyskytu udalosti (ispéchu) p je konstantni v kazdém pokuse

Rozdéleni diskrétni ndhodné veli¢iny zalozeni na Bernoulliho pokusech

Nazev NV X Popis Pravdépodobnostni funkce E(X) D(X)
Binomicks Pocet Szﬁcs}:;f") P(X=k)= (ZJ pil=p) | mp | mp(-p)
Alternativni V?:gsgr‘fg (ej(};‘;u }; (())((: (g z f_ , p | p(-p)
Geomeriekd | PP |y )= pi-prt | (1;2”)
it | o) | po= (1 e | £ RCD

Poissontiv proces popisuje vyskyt ridkych nahodnych udalosti na néjakém pevném
casovém intervalu.

U Poissonova procesu musi byt, zjednodusené receno, dodrzeny néasledujici tii pred-
poklady.

e ordinarita,
e stacionarita,

e nezavislé prirtstky.
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Poissontiv proces lze obdobné jako v ¢asovém intervalu definovat na libovolné uza-

viené prostorové oblasti (na plose, v objemu).

Rozdéleni diskrétni ndhodné veli¢iny zalozené na Poissonové procesu

Nazev NV X Popis Pravdépodobnostni funkce | E(X) D(X)
Pocet udalosti (k) ( p) t)k
Poissonova v Casovém intervalu P(X=k)=" e M At At
(na plose, v objemu) (7) k!
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2 Test

1. Urcete pravdivost nésledujicich tvrzeni.
(a) Rozdéleni pravdépodobnosti diskrétni ndhodné veli¢iny muze byt dano vy-
hradné pravdépodobnostni funkei.

(b) Posloupnost nezavislych pokust majicich pouze dva mozné vysledky se stej-
nou pravdépodobnosti tspéchu nazyvame Bernoulliho pokusy.

(¢) Pocet tspéchu v n pokusech lze popsat binomickou ndhodnou veli¢inou.

(d) Geometrické rozdéleni je specidlnim piipadem negativné binomického roz-
déleni.

(e) Pascalovo rozdéleni je pouze jiny nézev pro negativné binomické rozdéleni.

(f) Jisty supermarket mé otevieno 24h denné. Pocet zakazniku v supermarketu
béhem oteviraci doby lze popsat nahodnou veli¢inou s Poissonovym rozdéle-
nim.

2. Charakterizujte rozdéleni nahodné veli¢iny popisujici

(a) pocet studenti, ktefi tspésné ukondi kurz STA1 v tomto semestru (z minu-
Iych let vime, ze pravdépodobnost, ze student tspésné dokonci kurz STA1
je 0,63; do kurzu je v tomto semestru ptihlaseno 248 studenti),

(b) pocet vadnych mikroprocesorii na chipu (na chipu je pramérné 1 vadny mi-
kroprocesor),

(c) pocet hodi poctivou kostkou nutnych k padnuti Sestky,

(d) pocet Tidi¢u obslouZenych na Cerpaci stanici za pul hodiny (béhem 1h je na
¢erpaci stanici obslouzeno prumérné 72 fidicu),

(e) pocet Fidi¢t obslouzenych do chvile, kdy 1. fidi¢ ujede bez placeni (prumérné
ujizdi bez placeni 1 z 50 ridicu),

(f) pocet tydni v roce (52 tydni), v nichz neujede zadny fidi¢ z ¢erpaci stanice
bez placeni (béhem tydne je na Cerpaci stanici obslouZzeno priamérné 4 000
ridi¢t, z nichz cca 2% ujedou bez placeni),

(g) pocet dnt do chvile, kdy 4. fidi¢ ujede bez placeni (prumérné ujizdi bez
placeni 1 z 50 Fidi¢u).
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Ulohy k feSeni

1.

Méjme Bernoulliho pokusy. Pravdépodobnost tspéchu je 0,1. Urcete pravdépodobnost,
ze do prvniho tspéchu provedeme

a) méné nez 5 pokusu,
b

)

) vice nez 10 pokusi,
c) mezi 6 a 8 pokusy,

)

d) pravé 7 pokust.

. Vime, ze pravdépodobnost vady vyrobku je 17 %. Uréete pravdépodobnost, ze mezi 20

vyrobky bude

a) vice nez 5 vadnych vyrobki,

b) méné nez dva vadné vyrobky,
¢) mezi 4 a 8 vadnymi vyrobky,
d) pravé 3 vadné vyrobky.

. Kolikrat (prumérné) musime hodit poctivou minci, aby ndm 5x padl lic?

. Tovarna produkuje integrované obvody. Pri jedné fazi vyroby dochézi casto k zavadé,

proto je 25% vyrobku vadnych. Jaka je pravdépodobnost, ze mezi 12 integrovanymi
obvody budou

a) 4 vadné,

b) méné nez 4 vadné?
c¢) Jaké je stfedni hodnota a rozptyl po¢tu vadnych 10, budeme-li testovat 15 vzorka?
)

d) Nyni uvazme, ze bylo vyrobeno pouze 48 IO a my vybereme 12 z nich. Jaka je
pravdépodobnost, ze mezi vybranymi IO budou pravé 4 vadné?

. Distributor prodava knihu XY po telefonu. 12 % hovoru je tspésnych (tj. objednaji si

knihu). Jaka je pravdépodobnost, ze distributor predtim nez bude tspésny bude muset
uskutecnit

a) 5 hovort,

b) méné nez 5 hovori,

¢) vice nez 8 hovort.

Predpoklddejme, ze distributor musi splnit denni kvétu - prodat 10 knih.
d) Jakd je pravdépodobnost, ze distributor bude pro splnéni denni kvéty potiebovat
méné nez 30 telefonata?

e) Urcete stfedni hodnotu a rozptyl poctu telefonatu potfebnych pro splnéni denni
kvéty.

@ ——
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Uvazme nyni, ze ne kazdy z téch, kdo si telefonicky objednaji danou knihu, ji skutecné
odebere. Pfesnéji fe¢eno - 65 % osob objednanou knihu skutecéné zaplati. Distributor je
podle této skutecnosti ohodnocen. Dostava 30,- K¢ za kazdou objednavku a dalsich 50,-
K¢ ve chvili, kdy je objednavka prevzata.

f) Jaké je pravdépodobnost, ze vydélek distributora ve chvili, kdy splni svou denni
kvotu, bude vyssi nez 500,- K¢?

g) Jaky je jeho prumérny vydélek (a smérodatnd odchylka jeho vydélku) pfi splnéni
denni kvoty?

. Celnik na hranici EU m4 za kol kontrolovat nepretrzité projizdéjici vozidla. Vime, ze

25 % vozidel veze kontraband a 40 % z nich celnik odhali. Jaka je pravdépodobnost, ze
celnik, predtim nez objevi prvni vozidlo s kontrabandem, bude muset prohlédnout

a) b aut,

b) vice nez 10 aut.

c¢) Urcete stiedni hodnotu a rozptyl po¢tu aut, jez musi celnik prohlédnout predtim
nez objevi prvni automobil s kontrabandem.

Nadrizeny tohoto celnika vydal piikaz, ze celnik miize jit domt poté, co nalezne 5 aut
s kontrabandem. Pfedpoklddejme, ze prohlédnuti jednoho auta trva celnikovi 10 minut.

d) Jaké je pravdépodobnost, Ze tento piikaz prodlouzi celnikovi pracovni den (8 ho-
din)?

e) Jakd je nyni prumérnd pracovni doba (a jeji smérodatnd odchylka) celnika?

. Bankovni dfednik provadéjici kontrolu navrht pujcéek zjistil, Ze se v nich nachazi 0,5

chyby na navrh. Jaké je pravdépodobnost, ze Gfednik v deseti ndvrzich
a) najde 6 chyb,

b) najde vice nez 6 chyb,

c¢) nenajde ani jednu chybu.
V 35 % chyb je nutno chybu pri¢ist timyslné chybné prezentaci dat.

d) Jaky je prumérny pocet chyb zptsobenych chybnou prezentaci v celkovém mnozstvi
100 névrha?

e) Pokud vSechny chybné navrhy vyradime, jaka je pravdépodobnost, ze vice nez 2
navrhy z deseti budou vyrazeny vlivem imyslné chybné prezentace dat?

8. Pocet navstévnikd Fitness Centra VSB je v praméru 10 na hodinu. Uréete

a) pravdépodobnost, ze v ur¢itou hodinu je ve fitcentru presné 10 lidi,
b) pravdépodobnost, Ze v uréitou hodinu je ve fitcentru méné nez 5 lidi,

c¢) pravdépodobnost, Ze v ur¢itou hodinu je ve fitcentru mezi 8 a 15 osobami.
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Reseni @

Test

1. a
b
c
d

e

E (diskrétni rozdéleni lze zadat rovnéz distribu¢ni funkei),
ANO,
NE (binomickd NV popisuje pouze pocet tispéchtt v n Bernoulliho pokusech),
ANO,
ANO,

f) NE (prichody zdkazniki do supermarketu béhem 24h nesplnuji podminku stacio-
narity Poissonova procesu).

) N
)
)
)
)
)

2. a) binomické,
b) Poissonovo (za predpokladu stacionarity procesu),

¢) negativné binomické (Pascalovo) (k=1,p=1/6), nebo geometrické (p=1/6),

e) geometrické,
f

g) negativné binomické (Pascalovo).

binomické,

)
)
)
d) Poissonovo,
)
)
)

Ulohy k FeSeni

1. X .. pocet pokusu do 1. aspéchu, X — G(p =0,1)
0,344
0,349
0,160
0,053

a)
b)
c)
d)
2. X .. pocet vadnych vyrobku z 20, X — Bi(n =20,p =0,17)
a) 0,110
b) 0,123

) 0,446

) 0,236

c
d

3. 10z (X ... pocet hodi minci nutnych proto, aby 5z padnul lic, X — NB (k =5,p= %)

4. X .. pocet vadnych vyrobku z 12, X — Bi(n = 12,p = 0,25)
a) 0,190
b) 0,650
¢) B(X)=1,75; D(X)=2,81
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d) Y ... pocet vadnych vyrobki z 12, X — H(N =48, M = 12,n = 12)
0,220

5. X ... pocet hovort, které musi distributor uskutec¢nit proto, aby byl jednou tspésny,

X > G(p=0,12)

a) 0,063

b) 0,472

c) 0,316
Y ... pocet hovori, které musi distributor uskutec¢nit proto, aby byl 10x 1uspésny,
X - NB(k=10,p=0,12)

d) 0,001

e) E(Y) = 83,33; D(Y)=611,11
R ...pocet knih z 10, které budou distributorovi skute¢né uhrazeny, R — Bi(n = 10,p =
=0,65), S ... vydélek distributora pfi splnéni denni kvéty, S = 50R + 300

f) 0,910

g) E(S) =625,-K¢, 0 = 75, —K¢

. X .. pocet vozidel, které bude muset celnik prohlédnout proto, aby nasel jedno s kon-

trabandem, X — G(p =0,1)

a) 0,059

b) 0,310

c) E(X)=10aut;  D(X) =90 aut?
Y ... pocet vozidel, které bude muset celnik prohlédnout proto, aby nasel pét s kontra-
bandem, Y — NB(k =5,p=0,1) D ... nova pracovni doba délnika [min], D = 10Y
d) P(D > 480) = P(Y > 48) = 0,470

e) ED = 8h 20min, op = 3h 32min

. X .. pocet chyb v deseti navrzich, X — Po(At =5)

a) 0,146

b) 0,238

c) 0,007

Y ... pocet chyb zpisobenych chybnou prezentaci ve 100 navrzich, X — Bi(n = 100,p =
=0,35)

d) E(Y)=17,5

e) 0,738

8. X ... pocet navstévniku fitcentra za 1 hodinu, X — Po(At = 10)

a) 0,125
b) 0,029
¢) 0,731
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Kapitola 6

Spojita rozdéleni
pravdépodobnosti

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete umeét

e charakterizovat jednotlivé typy spojitych rozdéleni: rovnomérné, exponencialni,
Erlangovo, Weibullovo, normélni, normované normalni, logaritmicko-normalni,

e popsat vzajemnou souvislost mezi rozdélenimi v diskrétnim procesu a v bodovém
procesu ve spojitém case.
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V predchazejici kapitole jsme se vénovali vybranym rozdélenim diskrétni nahodné
veli¢iny, nyni prejdéme k popisu rozdéleni ndhodné veli¢iny spojité. Pripomenme si,
ze rozdéleni spojité nahodné veli¢iny je dano distribucni funkei, popi. hustotou prav-
dépodobnosti. v této kapitole je uveden prehled vybranych rozdéleni spojité nahodné
veli¢iny, pficemz odvozeni nékterych funkci, strednich hodnot a rozptyla je vénovana
podkapitola 6.9, ktera je urcena zajemctim o matematické pozadi uvedenych vztahii.

6.1 Rovnomérné rozdéleni

Jde o rozdéleni, jehoz hustota pravdépodobnosti je konstantni na néjakém intervalu
(a;b) a vSude jinde je nulova.

X...ndhodné veli¢ina s rovnomérnym rozdélenim na intervalu (a; b)
X — R(a;b)
Hustota pravdépodobnosti:

Distribué¢ni funkce:

0 x € (—o0;a)
F(z)=<{ &2, z € (a;b)
1 x € (b;00)

Stfedni hodnota a rozptyl ndhodné veli¢iny s rovnomérnym rozdélenim jsou déany
vztahy

2
a—+b a—>b
BxX) = 28 pixy = @b
2 12
= DR =
06F E [
F ] 08
05F E :
. 04F 308
= E 1= t
<0k 1% wf
02f SR
o1E 3 O’Qf
DT R | S—— T
4 906 02 02 06 1 14 18 22 26 3 406 02 02 06 1 14 18 22 26 3
X X

Obr. 6.1: Grafy hustoty pravdépodobnosti a distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny s rovno-
mérnym rozdélenim na (0;2)
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6.2 Exponencialni rozdéleni

Me¢jme Poissontv proces, tj. v urc¢itém casovém intervalu se s konstantni stfedni
rychlosti vyskytu A objevuji udalosti, které jsou na sobé nezavislé (napt. dopravni
nehody na Martinovské krizovatce béhem jedné hodiny, prichody zakazniku do su-
permarketu mezi 15:00h a 16:00h, poruchy elektronického systému béhem dvou let,
atd.).

Pak vhodnym rozdélenim pro popis doby do vyskytu prvni udalosti, popr.
doby mezi udalostmi je exponencialni rozdéleni.

Toto rozdéleni izce souvisi s rozdélenim Poissonovym. Jestlize Poissonovo rozdéleni
popisuje pocet vyskyti udalosti v ¢asovém intervalu, exponencialni rozdéleni se pou-
ziva k popisu doby do vyskytu prislusné udalosti. Napr. pocet dopravnich nehod na
Martinovské ktizovatce za urcity casovy interval se popisuje Poissonovym rozdéle-
nim, zatimco dobu od jedné nehody do druhé Ize popsat rozdélenim exponencialnim.

Obé tato rozdéleni hraji dileZitou roli v teorii spolehlivosti. Casté aplikace jsou téz
v teorii hromadné obsluhy (teorii front), kde se pomoci exponencidlniho rozdéleni
modeluje doba ¢ekani ve fronté.

To, ze ndhodnd velicina X méa exponencialni rozdéleni s parametrem A (A > 0),
budeme zapisovat
X — Exp())

Funkce hustoty pravdépodobnosti exponencialniho rozdéleni je dana vztahem
Ae M t>0
1) = { 0, L<0.

Distribuéni funkce ndhodné veli¢iny s exponencidlnim rozdélenim Exzp()\) je dana
vztahem

F(t) = l—e™ ¢t>0

0, t <0.
01F 3 1F ]
008 [ 1 08 1
006 - 1 . sf 1

£ [ T

004 1 04f ]
0 1 02k 1
ok ] 0F e
0 noon N W CUN L (I I R - R

Obr. 6.2: Hustota a distribu¢ni funkce exponencialni ndhodné velic¢iny
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Stredni hodnota a rozptyl ndhodné veli¢iny s exponencidlnim rozdélenim jsou
dany vztahy

1 1
Prevracena hodnota rychlosti vyskytu udélosti A, tj. 1/A, byva v literatufe oznaco-
vana také jako ,parametr méritka“.

BE(X) =

ft) 04 F - ] E(>3<)
03 — ‘ — ?o

-f

o1 b ]

0] 10 20 30 40 50 60

Obr. 6.3: Vliv parametru méfitka na tvar grafu hustoty exponencidlniho rozdéleni

6.2.1 Intenzita poruch

Modelujeme-li dobu do vyskytu udéalosti (Zivotnost, dobu do poruchy, dobu do re-
lapsu (navratu onemocnéni),apod.), pouzivame kromé hustoty pravdépodobnosti
a distribuéni funkce také funkci zndmou pod nézvem intenzita poruch (hazardni
funkce, angl.  hazard function®).

Pro nezapornou ndhodnou veli¢inu X se spojitym rozdélenim popsanym distribuéni
funkei F(t) definujeme pro F'(t) # 1 (tj. F(t) < 1) intenzitu poruch A(¢) jako

f(t)
1— F(t)

Predstavuje-li nahodné veli¢cina X dobu do poruchy néjakého zafizeni, pak pravdé-

podobnost, Ze pokud do c¢asu t nedoslo k zadné poruse, tak k ni dojde v nasledujicim
kratkém useku délky At, je priblizné A(t) - At.

f(t)

PUSX <t+MIX 20~ 1= pos

At = A(t) - At

Jak vypada model intenzity poruch?

Pokud ztstaneme u predstavy, ze ndhodna velicina X popisuje dobu do poruchy
néjakého systému, pak empiricky model intenzity poruch je zobrazen na Obr. 6.4.
Kf¥ivka na Obr. 6.4 se nazyva vanova kiivka (angl. ,bath tube“) a obvykle se déli
na tii useky (I, II, IIT).
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A1)

1L

Obr. 6.4: Model intenzity poruch

I. v prvnim tuseku kfivka intenzity poruch klesa. Odpovidajici ¢asovy interval se
nazyva (obdobi zabéhu, obdobi pocateéniho provozu,
obdobi osvojovani nebo obdobi détskych nemoci podle analogie s imrtnostni
kiivkou ¢lovéka). Pric¢inou zvysené intenzity poruch v tomto obdobi jsou po-
ruchy v dusledku vyrobnich vad, nespravné montéze, chyb pii navrhu, nebo
pri vyrobé apod.

II. Ve druhém tseku dochazi k béznému vyuzivani zabéhnutého vyrobku, k po-
rucham dochazi vétsinou z vnéjsich pri¢in, nedochazi k opotiebeni, které by
zménilo funkéni vlastnosti vyrobku. Intenzita poruch je v tomto obdobi pfi-
blizné konstantni. Prislusny ¢asovy interval se nazyva obdobi normalniho uziti,
¢i obdobi stabilniho zivota.

ITI. Ve tretim useku procesy starnuti a opotiebeni méni funkcéni vlastnosti vyrobku,
projevuji se nastradané otfesy vyrobku z obdobi II, trhliny materidlu a in-
tenzita poruch vzrista. Prislusny casovy interval se nazyva obdobi poruch
v dusledku starnuti a opotrebeni.

Intenzitu poruch modelujeme v jednotlivych tisecich pomoci riznych rozdéleni

6.2.2 Exponencialni rozdéleni = ,,rozdéleni bez paméti*

Dosazenim lze jednoduse ukazat, ze intenzita poruch nahodné veli¢iny s exponenci-
alnim rozdélenim Exp(\) je ddna vztahem

A(t) = A = konstanta, t>0.

Ma-li doba do vyskytu udalosti exponencialni rozdéleni, pak je intenzita poruch kon-
stantni. Tzn., Ze neni zavisla na délce predchézejicitho provozu sledovaného systému.
Rikdme, Ze exponencidlni rozdéleni je ,rozdéleni bez paméti“. Zd4 se jako by
sledovany systém ,zapomnél“ na diive odpracovanou dobu. (Povazovali-li bychom
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dobu do poruchy monitoru za exponencialni nahodnou veli¢inu, pak pravdépodob-
nost, ze se monitor porouchéa za vice nez 200 hodin od této chvile, by nijak nezavisela
na jeho stafi (dobé jeho predchazejictho provozu)).

Modelujeme-li dobu do poruchy exponencialnim rozdélenim, pak pravdépodobnost,
ze systém, ktery pracoval bez poruchy po dobu ¢, bude pracovat bez poruchy jesté
alespon po dobu ts, je rovna pravdépodobnosti, ze systém, ktery dosud nebyl v pro-
vozu, bude pracovat alespon po dobu ty. (M&-li doba do vyskytu udalosti expo-
nencialni rozdéleni, pak informace o tom, Ze udalost nenastala po dobu ¢;, neméni
pravdépodobnost vyskytu udalosti v nasledujicim obdobi délky t,.)

P(X > (t1+t2)|X >t1) :P<X >t2); t1;t9 z 0

Tato vlastnost vysvétluje pouziti exponencidlniho rozdéleni v teorii spolehlivosti.
Exponencialni rozdéleni popisuje dobre rozdéleni doby zZivota systémii,
u kterych dochazi k poruse ze zcela nahodnych pri¢in a nikoliv v disledku
opotiebeni (mechanické opotiebeni, inava materidlu apod.), tj. u systému nacha-
zejicich se v obdobi stabilniho Zivota.

Priklad 6.1. Vyrobce zarovek Edison vi, ze prumeérna zivotnost zarovek Edison je
10.000 h. v ramci své propagacni kampané chce garantovat dobu 7', do niz se nespali
vice nez 3% zarovek. Uréete tuto dobu. (Pro modelovani doby zivota zarovek pouzijte
exponencialni rozdélent. )

Reseni. X ... zivotnost zarovky (doba do poruchy) mé exponencidlni rozdéleni.
X — Exp(N)

e Urcéime parametr .
E(X) =10 000h.

E(X)=+ = \A=10"h""

e Na zékladé zadané pravdépodobnosti najdeme dobu 7. P(X < T) < 0,03
F(T) £ 0,03

1— e—)\T

0,97 < e
In(0,97) £ —AT

T < —1.in(0,97)
T < —10* - In(0,97)
T = 304h.

Vyrobce muze tvrdit, ze vice nez 97% zérovek mé Zivotnost delsi nez 304 hodin.
A
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6.3 Weibullovo rozdéleni

Weibullovo rozdéleni, stejné jako rozdéleni exponencialni, slouzi k modelovani doby
do vyskytu udélosti (doby do poruchy, doby bezporuchovosti, doby do relapsu (na-
vratu onemocnéni), apod.). Zatimco exponencialnim rozdélenim lze modelovat pouze
dobu do vyskytu udélosti u systému, které se nachazeji v obdobi stabilniho zZivota,
Weibullovo rozdéleni je mnohem flexibilnéjsi a umoznuje tak modelovat dobu do
vyskytu udélosti i u systému, které jsou v obdobi ¢asnych poruch nebo v ob-
dobi starnuti (tj. tam kde se projevuje mechanické opotiebeni nebo tinava mate-
ridlu).

Weibullovo rozdéleni mé dva parametry: © — parametr méritka (angl. scale“, © > 0,
z&visi na materidlu, namahéni a podminkich uzivani) a 5 — parametr tvaru (angl.

,shape“, 8 > 0 ovliviiuje tvar intenzity poruch a tim i vhodnost pouziti pro urcité
obdobi doby zivota).

Ma-li ndhodna veli¢cina X Weibullovo rozdéleni, znac¢ime to
X - W(O,05).
Distribuc¢ni funkce nahodné veliciny s Weibullovym rozdélenim je dana vztahem

l—e_(é)ﬁ, t>0
F(t>_{ 0 t<o0.

Vsimneéte si, ze exponencidlni rozdéleni je specidlnim typem Weibullova rozdéleni

pro f=1. (Je-li B =1, pak © = %)

Hustota pravdépodobnosti:

L1 >0
_] o ;
/) { 0. <.

Vztahy pro stfedni hodnotu a rozptyl nahodné veli¢iny s Weibullovym rozdélenim
se vyjadfuji pomoci gama funkce I'(X) (D(X) = [;7t" le~'dt).

1 , 11
B(X) =T+ 1€ =I5 + ).
D(X) = [[(5 + 1)~ T*(5 + 1J6* = [[(5 + 1) = T3 + DI()*

Intenzita poruch:

_B
= &5
Ze vztahu pro intenzitu poruch Weibullova rozdéleni je ziejmé, ze

A(t) = konstanta - 1771,

A(t) P =N > 0,0 > 0,8 > 0.

a proto tvar intenzity poruch zavisi pouze na volbé parametru 5. Vliv parametru
na tvar intenzity poruch prezentuji Tab. 6.1 a Obr. 6.5.
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Tab. 6.1: Vliv parametru § na tvar intenzity poruch

B=1 obdobi stabilniho Zivota A)=21= % = konst. (exp. rozdéleni)
1<p<K2 Mt) ... konkavni, rostouci funkce
B>1 obdobi starnuti B =2 A(t) ... linearné rostouci funkce
B >2 Mt) ... konvexni, rostouci funkce
At)

B<1 g=1

Obr. 6.5: Vliv parametru 8 na tvar intenzity poruch

Priklad 6.2. Predpokladejme, ze doba do poruchy urc¢itého systému je modelo-
vana Weibullovym rozdélenim s linearni a rostouci intenzitou poruch a parametrem
meéritka © = 50.

a) Jakd je intenzita poruch systému po deseti hodindch bezporuchové funkce?
b)Jaka je pravdépodobnost, ze systém bude pracovat bez poruchy béhem pocatec-
nich 100 hodin?

Resent.

X...doba do poruchy, X — W (50; 3)
Hodnotu parametru tvaru § ur¢ime na zakladé poznamky, Ze intenzita poruch je
linedarni a rostouci. Obecny tvar intenzity poruch Weibullova rozdéleni je

A(t) = konstanta - t°71,
z ¢ehoz vyplyva, ze f = 2.
X = W(© =50;4=2)
ada) Hledanou intenzitu poruch urc¢ime dosazenim do vztahu

B

M) = G

A(10) = 22,1021 = 0,008
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Intenzita poruch daného systému je po 10 hodinach provozu 0,008. Tj. pokud byl
systém po 10 hodin bezporuchovy, pak pravdépodobnost, ze v nésledujicim velmi
kratkém casovém intervalu At dojde k poruse, je 0,008 At.

adb) Pravdépodobnost, ze systém bude prvnich 100 hodin bezporuchovy, urc¢ime
pres jev opacny, jehoz pravdépodobnost udava distribucni funkce

Fit)y=1-¢®©" t>0,06>0,8>0.

100 1002

P(X>100)=1—F(100)=1—[1—e )] = (5 ) =e*=0,018

Pravdépodobnost, ze dany systém bude prvnich 100 hodin bezporuchovy je 0,018.
A

6.4 FErlangovo rozdéleni

Néhodné veli¢ina s Erlangovym rozdélenim popisuje dobu do vyskytu k-té udélosti
v Poissonové procesu.

Erlangovo rozdéleni ma dva parametry: k — pocet udalosti (parametr tvaru, angl.
»shape®), k nimz m4 dojit a rychlost vyskytu téchto udalosti A (parametr méritka,
angl. ,scale®).

Ma-li ndhodna veli¢ina X}, Erlangovo rozdéleni, znac¢ime
Xy — Erlang(k, \).
Xj=doba do vyskytu k-té udalosti (na obr. k = 4)

Xy ma Erlangovo rozdéleni

Obr. 6.6: Ilustrace ndhodné veli¢iny s Erlangovym rozdélenim
Pro Erlangovo rozdéleni s parametry k£ a A plati tyto vztahy:

Hustota pravdépodobnosti:

_atO)F1
(1) = e, 6> 0
0, t<0
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Distribuéni funkce:

F(t) = =
0, t<0
Intenzita poruch:
A
A(t) = — )
(k=D 3 Gy
Stiedni hodnota: F(X}) = %
Rozptyl: D(X},) = &%
SE ' T perametr miika
: 1
4 _ . 3
5 -
5 3 E
¥oop ;
Tk ;
0 :—. . .—:

t

Obr. 6.7: Vliv parametru méfitka na tvar intenzity poruch (k = 4)

Intenzita poruch A(t) je v piipadé Erlangova rozdéleni rostouci funkce, a proto je
toto rozdéleni vhodné pro modelovani procesti starnuti.

Erlangovo rozdéleni je specidlnim typem tzv. Gamma rozdéleni pro parametr k
z mnoziny celych ¢isel. (Tuto souvislost je vhodné znét, chceme-li k nalezeni distri-
bucni funkce, popr. hustoty pravdépodobnosti pouzit statisticky software — nékteré
statistické baliky maji implementovano pouze Gamma rozdéleni a hodnoty Erlan-
gova rozdéleni pak ziskdme dosazenim hodnoty parametru k).

6.5 Souvislost mezi rozdélenimi

Mezi mnohymi dosud probranymi rozdélenimi zalozenymi na Bernoulliho pokusech
a na Poissonové procesu lze najit logickou souvislost zobrazenou na nasledujicim
obrazku 6.8.
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DISKRETNI{ BODOVY PROCES
FLIGIE S VE SPOJ. CASE

Bernoulliho pokusy Poissoniiv proces

Binomicka nahodna veli¢ina Poissonova nahodna veli¢ina

pocet Gispéchti v » pokusech pocet udalosti v casovém
intervalu délky #

Geometricka nah. veli¢ina Exponencialni nah. veli¢ina
pocet pokust do prvniho doba do prvni udalosti
uspéchu
Neg. bin. ndhodna veli¢ina Erlangova nihodna velic¢ina
pocet pokust do k-tého uspéchu doba do k-té udalosti

Obr. 6.8: Souvislost mezi rozdélenimi v Bernoulliho pokusech a v Poissonové procesu

6.6 Normalni rozdéleni

Nejpouzivanéjsim pravdépodobnostnim rozdélenim modelujicim chovani velkého
mnozstvi ndhodnych jevl v technice, prirodnich védach i ekonomii je rozdéleni nor-
malni. z hlediska aplikaci byva vhodné k popisu nahodnych veli¢in, které lze in-
terpretovat jako aditivni vysledek mnoha nepatrnych a vzajemné nezavislych vliva
(napt. chyba méfeni, odchylka rozméru vyrobku od pozadované hodnoty, ... ). Proto
byva normalni rozdéleni také oznacovano jako zadkon chyb. Znacény vyznam nor-
malniho rozdéleni spoc¢iva rovnéz v tom, ze za urcitych podminek lze pomoci
néj aproximovat radu jinych spojitych i nespojitych rozdéleni.

Normaélni rozdéleni ma dva parametry: p — stredni hodnotu, charakterizujici polohu
tohoto rozdéleni a 0 — rozptyl, charakterizujici rozptyleni hodnot ndhodné velic¢iny
kolem stfedni hodnoty.

POZOR!
V' anglosasské literature (a v nékterych statistickyjch balicich) jsou jako parametry
normdlniho rozdéleni uvadény stredni hodnota p a smérodatnd odchylka o.

To, ze se ndhodné veli¢ina X idi norméalnim rozdélenim se stfedni hodnotou u a
rozptylem o? zapisujeme
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X — N(u;0%)
Hustota pravdépodobnosti:
1 — (e
f(z) = e V@ 0o <x< o0

J®)

inflexni body

p—0o WU p+o *

Obr. 6.9: Hustota pravdépodobnosti normalniho rozdéleni

Grafem hustoty pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny s normalnim rozdélenim je tzv.
Gaussova kfivka (Gaussuv klobouk, zvonova funkece, angl.  bell curve“, Obr. 6.9).
Jde o zvonovitou funkci dosahujici maxima pro x = p. Parametr ¢ udava ,horizon-
talni* vzdalenost inflexnich bodl od p a tim i sitku Gaussovy ktivky:.

Vliv parametrt p a ¢ na tvar a pozici Gaussovy ktivky v soufadnicovém systému
ilustruji Obr. 6.10 a Obr. 6.11.

0,2 j‘ Y ‘j stf. hodnota, sm. odchylka

: 1— 202

0,16 - A 20,5

: 1— 20,10
0,12 - ]
= [ ]
N L 4
0,08 |- ]
- ; A |
oL ‘ ; ; : ]
-30 -10 10 30 50 70

Obr. 6.10: Vliv parametru p na polohu Gaussovy kiivky
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008F " A N "7 74 st hodnota, sm. odchylka
[ ]—105
006 i B 20,5
I 1— 305
T oMl 8
002} .
0k : ‘ ‘ :
-15 5 25 45 65

Obr. 6.11: Vliv parametru ¢ na polohu Gaussovy krivky

Distribué¢ni funkce:

xT

F(x) e Vas dt
Stredni hodnota: FX =

Rozptyl: DX = o2

Fx) 11

Obr. 6.12: Distribuéni funkce ndhodné velic¢iny s normalnim rozdélenim

Protoze [ e~ dz nelze zapsat pomoci koneéné mnoha elementarnich funkef, vyuziva
se moznosti vyjadrit distribu¢ni funkci normalni nahodné veli¢iny pomoci distribuéni
funkce normované nahodné veli¢iny, tj. normalni nahodné veli¢iny s parametry pu =
=0, 02 = 1. Distribu¢n{ funkce normované ndhodné veli¢iny byla v mnoha bodech
urcena pomoci numerickych metod a nésledné tabelovana. (Viz odstavec 6.7).
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6.7 Normované (standardizované) normalni roz-
déleni

Jak jiz jsme se zminili, jde o specidlni typ norméalniho rozdéleni se stfedni hodnotou
rovnou nule a jednotkovym rozptylem. To, Ze ma ndhodn4 veli¢ina Z (obvyklé zna-
¢eni pro normovanou normalni ndhodnou veli¢inu) normované normalni rozdéleni,
znacime

Z — N(0;1).

Na dtlezitost tohoto rozdéleni ukazuje i specidlni znaceni pro distribuéni funkci
(¢(x)) a hustotu pravdépodobnosti ¢(z).

Hustota pravdépodobnosti:

1 22
o(z) = e2;—00 < z < 00
(2m)
Distribué¢ni funkce: .
4 t2
z) = . ez dt

Stfedni hodnota: E(Z) =0

Rozptyl: D(Z) =1

Vyznam normovaného normélniho rozdéleni spoc¢iva zejména v tom, ze jeho dis-
tribucni funkce je tabelovana (viz priloha Tabulky) a lze pomoci ni pocitat
distribu¢ni funkce nahodnych veli¢in s normélnim rozdélenim o libovolnych para-
metrech p a o. v tabulkdch najdeme distribu¢ni funkci normovaného normalniho
rozdéleni pro z =2 0. Pro z < 0 uréime distribu¢ni funkci na zékladé pievodniho
vztahu mezi ¢(z) a ¢(—=z).

Hustota pravdépodobnosti normovaného normalniho rozdéleni je suda funkce a plati
pro ni proto

0(z) = p(—2); —00 < 2z < 0.

Zaroven lze ukazat (viz Obr. 6.13), ze pro distribuéni funkci normované normalni
nahodné veli¢iny plati

d(2)=1—¢(—2);—00 < 2z < 0

Ze sudosti hustoty pravdépodobnosti ¢(z) (Obr. 6.13) je taktéz zrejmé, Ze pro kvan-
tily normovaného normalniho rozdéleni, pro které budeme pouzivat specialni znaceni
2z, plati

Zp = —Z21_p.
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o(z)

b(=2) 1— ()

|
|
|
|
|
|
|
z 0 z z

Obr. 6.13: Hustota pravdépodobnosti normovaného normalniho rozdélent

Priklad 6.3. Urcete:

Reseni. ada) Pifslugnou distribuéni funkci nalezneme v Tabulce 1 (ptiloha Tabulky).
V prvnim sloupci je uveden argument distribuc¢ni funkce s presnosti na jedno dese-
tinné misto (0, 5), identifikator druhého sloupce udava druhé desetinné misto argu-
mentu (4).

¢(0,54) = 0,705

adb) Pro nalezeni distribu¢ni funkce zdporného argumentu musime pouzit prevodni
vztah

V nasem pripadeé:

2,42) = 1-—¢(2,42)
$(—2,42) = 1-10,992 (viz Tabulka 1)
$(—2,42) = 0,008

adc) Pro uréeni 100p%-niho kvantilu se musime pokusit najit p uvniti tabulky a
urcit pro né piisluSnou hodnotu z,.

¢(Zp = p)
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V nasem pripadeé:
(,15(2’0,75) = 0,75
2075 = 0,67 (viz Tabulka 1)

add) v Tabulce 1 nalezneme hodnoty (50 az 100)%-nich kvantili. Pro nalezeni (0
az 50)%- nich kvantili musime pouzit pfevodni vztah mezi kvantily, ktery si timto
odvodime:

¢(2) = p;d(z1-p = 1 = p)
1—¢(z)=1-p
P(=2) = ¢(z21-)
—2p = Z1-p
V nasem pripadé:
® 2925 v Tabulce 1 nenajdeme.

® 20,25 = —X21-0,25 — 20,75

e Nalezneme zg 75.

<Z5(Zo,75) =0,75

20’75 = 0, 67
e Urcéime 20,25+
20,25 = —20,75 = —0, 67

6.7.1 Standardizace normalniho rozdéleni

Jelikoz pri linearni transformaci nahodné velic¢iny ziistava normalita rozdéleni né-
hodné veli¢iny zachovana, lze pro urceni distribu¢ni funkce libovolné normalni na-
hodné veli¢iny pouzit distribu¢ni funkeci normované (standardni) normalni ndhodné
veli¢iny. Proces transformace ndhodné veli¢iny s normalnim rozdélenim na nahod-
nou veli¢inu s normovanym normalnim rozdélenim se oznacuje jako standardizace.

Necht
X = N(p;0°)

Definujme nahodnou veli¢inu Z, mnohdy nazyvanou z-skére, jako

X —p
a g

Z

Néhodné veli¢ina Z ma normované normalni rozdéleni, Z — N(0; 1).
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Mezi distribuc¢ni funkci normalni nahodné veliciny X a distribu¢ni funkci normova-
nou normalni ndhodnou veli¢inou Z plati prevodni vztah

Dukaz:

Fr)=P(X <2)=P(Z-o+p<az)=PZ<——F)=g(Z=FH)

Priklad 6.4. Necht ndhodna veli¢ina X modelujici odchylku sitky vyrobku od poza- @
dované hodnoty mé normalni rozdéleni se stredni hodnotou 10 mm a smérodatnou

odchylkou 5 mm.

Urcete:

a) F(7),

b) 075,

a) To,30,

Vysvétlete prakticky vyznam nalezenych informaci.

Resend.
X — N(10;25) = p = 10;0° = 25

ada) Distribu¢ni funkci normélni ndhodné veli¢iny uréime pomoci standardizace.

Flr) = ¢(5F)

P = o) =o(-0.0)

F(7) = 1-¢(0,6)

F(7) = 1-0,726  (viz Tabulka 1)
F(7) = 0,274

Hodnota distribuéni funkce F'(7) udava pravdépodobnost, ze X < 7.

P(X <7)
0,274

F(7)
P(X <)

V nasem pripadé lze tedy tvrdit, ze pravdépodobnost toho, Ze odchylka sitky vy-
robku od pozadované hodnoty bude maximalné 7mm, je 27,4 %.
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adb) Postup pri urceni horniho kvartilu je nasledujici (opét vyuzijeme standardi-
zace).

F($0775) = 0,75

o(22) = 0.7

’”0*7\/‘%10 = 0,67 (viz Tabulka 1)

o, 75 = 5 - 0767 + 10
Lo, 75 = 13,35 =13

Horni kvartil udava hodnotu nadhodné veli¢iny, ktera nebude prekrocena s pravdé-
podobnosti 75 %.
F(IE0775) = 0, 75
P(X < ZE0775) = 0, 75
P(X < 13) 0,75

Tzn., ze s pravdépodobnosti 75 % nepiekroci odchylka sitky od pozadované hodnoty
13mm.

adc) Ponékud odlisny postup musime pouzit pro nalezeni 30 % kvantilu:
F(l’og,o) = 0, 30
0,30—10 .
o (=) = 0,30

Zavedeme-li substituci y = xoj;;o = x°’35_10, pak ¢(y) =0, 3.

V této chvili vsak jesté pro nalezeni y nemtzeme pouzit Tabulku 1, protoze v této
tabulce jsou uvedeny pouze hodnoty distribu¢ni funkce od 0,50 do 1,00. Vyuzijeme
toho, ze ¢(—y) = 1 — ¢(y) a rovnici upravime do vhodnéjsiho tvaru.

o(y) = 0,30
1—¢(y) = 1-0,30
¢(_y) = 077

Nyni mizeme Tabulku 1 pouzit pro nalezeni (—y).
(—y) = 0,525 (viz Tabulka 1)

Zpétnou substituci ziskdme hodnotu 3.

(~ms) = 0,525

5
To3 = —5-0,525+10
Zo3z = 7, 375 =17
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30 % kvantil udavd hodnotu ndhodné veli¢iny, kterd nebude prekrocena s pravdépo-
dobnosti 30 %.
F([L'O’g) = 0, 3
P(X < .Z'oyg) = 0,3
P(X <7 = 0,3

Tzn., ze u cca. 30 % vyrobku bude $itka vyrobku vétsi nez pozadovana hodnota
o méné nez 7mm.
A

6.7.2 Pravidlo 3o

Pravidlo 3o je jednim ze zakladnich principt, na nichz stoji kontrola kvality a jakosti
(SPC — Statisitics Process Control, ISO normy pro SPC). Toto pravidlo fiké, ze
mame-li data pochazejici z normalniho rozdéleni o parametrech pu, o2,
pak témér vSechna (99,8% z nich) lezi v intervalu (1 + 30).

Dukaz:
X — N(u,0?)

Chceme dokazat, ze P(u— 30 < X < pu+ 30) =0,998.

Plu—3c <X <pu+30)=F(u+30)— F(u—30) = ¢((u+3:)*u> _ (b((uf?);)fu) _
— o) —p(=3)=d(3) —[1—¢(3)] =2-¢(3) —1=2-0,999 — 1 = = 0,998
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Poznamka:
Vsimnéte si, ze
P(pu—3c <X <p+30)=P(-3<Z<3)=0,998

=
P(X ¢ (u—30;u+30)) =P(Z ¢ (—3;3)) =0,002

Jak lze tento vysledek interpretovat? Pravdépodobnost, Zze normélni nahodna ve-
licina X se stfedni hodnotou p a smérodatnou odchylkou o bude mit hodnotu mimo
interval (u—30; u+30) je stejné jako pravdépodobnost, ze z-skdre bude mit hodnotu
mimo interval (—3;3), tj. pouze 0,2%. Je tedy velmi nepravdépodobné, Ze z-skdre
Z ¢ (—3;3).

Uvédomte si, ze tato skutecnost se vyuziva pti identifikaci odlehlych pozorovani
pomoci z-soutadnice (z-skore).

Priklad 6.5. Stanovme pravdépodobnost, ze nahodna veli¢ina X majici rozdéleni
N(u,0%) bude mit hodnotu z intervalu (u — k - o; o + k - o) pro dané kladné k.

Regeni. Pro k > 0:

Plu—ko <X <p+ko)=F(u+ko)—F(u—ko)= ¢((u+k;)—u> _ ¢((u—k;)—u =)
— b(k) — 6(—k) = B(k) — [1 — 6(k)] = 2- Bk — 1)

Hodnoty této pravdépodobnosti pro nékteré hodnoty k uvadi Tab. 6.2 a Obr. 6.14.

Tab. 6.2: Pravdépodobnost vyskytu realizace normalni ndhodné veli¢iny v intervalu (u —
—koypu+ko)(k=1,2,3)

k P(u—ko <X < u+ko)
1 0.682

2 0,954

3

0,998
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Obr. 6.14: Pravdépodobnost vyskytu realizace normélni ndhodné velic¢iny ve zndzornénych
intervalech

6.7.3 Nastroje ovéreni normality

Normalita je v drtivé vétsiné analyz a testu (parametrické testy, Shewhartovy regu-
la¢ni diagramy, indexy zpusobilosti. .. ) hlavnim predpokladem o datech. Jde o pred-
poklad, Zze data pochazeji z procesu s normalnim rozdélenim. Ovéreni normality
je nezbytny krok pred kazdou zodpovédnou analyzou jednorozmérnych
dat.

a) Grafické znazornéni a vizualni posouzeni
Nejcastéji se pouziva Q-Q graf, jadrové odhady hustoty, popt. kruhovy graf.
Q-Q graf

Jde o graf pro diagnostiku normality a odleh-

Iych pozorovani. Na ose x jsou vyneseny teo- Q-Q graf pro promennou Vaha
retické kvantily normalniho rozdéleni, na ose y — lambda? = -0,5375, lambda2 = 0,0
jsou vybérové kvantily konstruované primo z dat 99|

(viz Kap. 1). Pro norméalni data bez odlehlych % :g'

pozorovani méa graf tvar piimky, pro normalni ‘GEJ 50|

data s odlehlymi pozorovanimi ma tvar primky s % 20

koncovymi body lezicimi mimo tuto ptimku, pro & ? N

systematicky zesikmena data s kladnou sikmosti 01| |
(napt. rozdéleni lognormalni, exponencidlni) ma 1380 1400 1420 1440 1480 1480

nelinearni konvexni tvar.

Pro systematicky zeSikmena data se zapornou sikmosti ma nelinearni konkavni tvar.
Pro data s vyssi spic¢atosti nez odpovida normélnimu rozdéleni, tedy s vysokou kon-
centraci dat kolem stfedni hodnoty (napf. Laplaceovo rozdéleni), ma Q-Q graf tvar
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konkavné-konvexni. Pro data s nizsi Spic¢atosti nez odpovida norméalnimu rozdéleni,
tedy s malou koncentraci dat kolem stfedni hodnoty (napf. rovnomérné rozdéleni),
ma Q-Q graf tvar konvexné-konkavni. Proti ¢iselnym charakteristikdm ma Q-Q-graf
vyhodu v moznosti vizualné posoudit, zda je pripadné poruseni normality zptisobeno
jen nékolika body, nebo vsemi daty.

Odhad hustoty

Dalsi moznosti ovéreni normality dat ki Oiad ey~ Unkeri - Peunost

je porovnani pribéhu hustoty prav- "

dépodobnosti normalniho rozdéleni 0

(plné ¢ara) s odhadem hustoty vy- T

poéitanym na zdkladé dat (pferu- —

Sovand ¢ara). v pripadé normality 1o

a vétstho mnozstvi dat jsou si obé ey

krivky blizke. o E W h B RN R R W E

Kruhovy graf

Slouzi ke komplexnimu vizualnimu posou-
zeni normality na zakladé kombinace Sik-
mosti a Spicatosti. Zeleny ,kruh® (elipsa)
je optimalni tvar pro normalni rozdéleni,
¢ernd krivka pripominajici bramboru pred-
stavuje data. v pripadé, ze data lze povazo- 1
vat za realizace ndhodné veli¢iny s normél- I T S S S
nim rozdélenim, se obé ktivky témér kryji.

Krnhooy G - Uy karak - Peunet

PrEEE.

LT
et

r.:

Na obrazku 6.15 muzete porovnat grafické vystupy pouzivané pro diagnostiku nor-
mality.Prvni sloupec grafii odpovida vybérim z norméalniho rozdéleni, grafy ve dru-
hém sloupci odpovidaji dattim, ktera normalnimu rozdéleni neodpovidaji.

Pro exaktni ovéreni toho, zda data lze povazovat za vybér z normalniho rozdéleni,
se pouzivda mnoho druhu statistickych testi (budeme se jimi zabyvat pozdéji). Pro
ptiklad uvedme test dobré shody (Goodness of Fit Test) a testy zalozené na hodnoté
odhadu sikmosti a Spicatosti.
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Obr. 6.15: Ukézka diagnostickych grafi pro posouzeni normality (statisticky software QC
Expert 2.5)

6.7.4 Jak postupovat pri poruseni normality?

Jiz na zakladé posouzeni diagnostickych grafti mizeme usuzovat na to, zda neni mo-
del normélniho rozdéleni pro analyzovana data nevhodny. v praxi se casto setkavame
s daty, kterda predpoklad normality nesplnuji, jsou zesikmena - bud kladné (dlouhy
chvost napravo) nebo zdaporné (dlouhy chvost nalevo). Co s takovymi daty délat?
v nékterych pripadech lze vyuzit nasledujiciho postupu.

1. Pavodni veli¢inu transformujeme (napt. pomoci logaritmu, druhé odmocniny
¢i prevracené hodnoty) na novou veli¢inu, pro kterou je model normalniho
rozdéleni prijatelny.

2. Pozadovanou analyzu potom provedeme na transformované veli¢iné.

3. Vysledky analyzy (napf. prumeéry ¢i intervaly spolehlivosti) lze pro ucely pre-
zentace vysledkt zpétné transformovat.

Pokud nenajdeme vhodnou transformaci na normélni rozdéleni, nabizi statistika jiné
pristupy zalozené napr. na tzv. neparametrickych metodach.

6.8 Logaritmicko-normalni rozdéleni

Jak jiz bylo zminéno, jednou z moznosti jak transformovat nahodnou veli¢inu na
nahodnou veli¢cinu s normélnim rozdélenim, je pouziti logaritmu. Jestlize ma na-
hodnd veli¢ina Y, Y = [nX, normalni rozdéleni s parametry p a o2, pak fekneme,
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ze nahodnéa velicina X ma logaritmicko-normalni rozdéleni se stejnymi parametry,
coZ zapisujeme
X — LN(u;0?)

7, definice je zfejmé, ze ndhodna velicina Y s logaritmicko-normalnim rozdélenim
muze nabyvat pouze kladnych hodnot (defini¢ni obor Inx). Proto nachazi uplat-
néni pri popisu ndhodnych veli¢in nabyvajicich pouze kladnych hodnot a
to zejména v pripadech, kdy hustota pravdépodobnosti je asymetricka
(Sikmost neni nulova) s jednim vrcholem. Zna¢ny vyznam tohoto rozdéleni tedy na-
chazime v teorii spolehlivosti (rizné parametry soucastek nabyvaji pouze kladnych
hodnot — zivotnost, rozméry, taznost, ...), v ekonomii pfi popisu prijmu (prijmova
rozdéleni), v mediciné pii popisu télesné vysky, doba preziti po jedné dévce ozarenti,
apod.

Hustota pravdépodobnosti:

fz) =

Distribué¢ni funkce:

Distribu¢ni funkci logaritmicko-norméalniho rozdéleni urc¢ujeme pomoci distribucni
funkce normovaného normalniho rozdéleni.

Inz—p
o= {9 128

0_2
Stfedni hodnota: EX = oht%
Rozptyl: DX = 62’”‘72(6"2 -1)
100p%-ni kvantil:  z, = e!T77,

kde z, je 100p%-ni kvantil normovaného normalniho rozdélent

Jak jiz bylo uvedeno v Kap. 6.7.4, pti praktickém pouzivani tohoto rozdéleni postu-
pujeme tak, ze nahodnou veli¢inu X nejdiive prevedeme na Y = InX, pozadovanou
analyzu provedeme na nahodné veliciné Y a vysledky zpétné transformujeme.
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Obr. 6.16: Grafy hustoty pravdépodobnosti a distribu¢ni funkce logaritmicko-normalni
NV

Priklad 6.6. Necht X je ndhodna veli¢ina s logaritmicko-normélnim rozdélenim
s parametry: u=2; 02=9.

Urcete:

a) pravdépodobnost, Ze ndhodna veli¢ina X je z intervalu (0;30),

b) medidan dané ndhodné velic¢iny,

¢) stredni hodnotu a rozptyl ndhodné veli¢iny X.

Resent.
X — LN(2;9)
ada) Pravdépodobnost, ze ndhodna veli¢ina X je z intervalu (0;30) mzeme urco-

vat rovnéz jako pravdépodobnost, ze nahodné velicina X je mensi nez 30, nebot
logaritmicko-normélni ndhodnd veli¢ina mtze nabyvat pouze kladnych hodnot.

Pripomenme si vztah pro urc¢ovani distribucni funkce logaritmicko-norméalni nahodné
velic¢iny.
nzopy g >0
F(X)= o),
(X) { 0, x =0

A nyni jiz prejdéme k urceni hledané pravdépodobnosti.

P(0 < X <30) = F(30) — F(0) = ¢("52) — 0 = ¢(0,47) = 0,681

nebo

P(0 < X < 30) = F(30) = ¢(122=2) = (0,47) = 0,681

adb) Pro urceni medidnu muzeme pouzit vztah pro 100p% kvantil.

z, = ettoT
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205 = 0 (viz Tabulka 1)= 25 = e2+\ﬂ9> =2 =7 4.

adc) Stfedni hodnotu a rozptyl uréime na zékladé vyse uvedenych vztahi.

N[

0'2 1
EX =et% = EX = e?t2 =e2 = 665, 1

DX = et (67’ — 1) = DX = e?2t9(e? — 1) = 3,6 - 10°
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6.9 Trocha teorie

Tato podkapitola je urcena zajemctim o hlubsi pochopeni probirané latky. Najdete
zde naznak odvozeni distribu¢nich funkci, hustot pravdépodobnosti, stfednich hod-
not a rozptyli nahodnych veli¢in popisovanych v této kapitole.

6.9.1 Rovnomérné rozdéleni

Proc¢ je hustota pravdépodobnosti rovnomérného rozdéleni definovana
jako

Odvozeni:

Uvedli jsme, Ze rovnomérné rozdéleni na intervalu (a;b) je takové, jehoz hustota
pravdépodobnosti je konstantni na daném intervalu a vsude jinde je nulova.

7 toho vyplyva, ze vztah pro hustotu pravdépodobnosti mizeme zapsat ve tvaru

[ ¢, ze(a;b),ceR
f(x)—{ 0, = ¢ (a;b).

Pro nalezeni konstanty ¢ vyuzijeme, Ze obsah plochy ,pod* funkci hustoty pravdé-
podobnosti musi byt rovna 1.
/ flz)dx =1

A proto
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Odvozeni distribuéni funkce rovnomérného rozdéleni

Distribu¢n{ funkce je obecné dédna vztahem F(z) = [*_ f(t)dt . v piipadé rovno-
mérného rozdéleni, jehoz hustota pravdépodobnosti je

_f ¢, ze(ajb),ceR
f(x)—{ 0, = ¢ (a;b).
z € (—o0ja): F(z)= [* _0dt =0,
v (ah) s Fla) = [* 000+ [7 i = [7]: = 322

:L‘E<b;oo):F(x):ffOOOdt—i—f;ﬁdt:O%—g:—a—i-O:l

a
Distribu¢ni funkce rovnomérné ndhodné veliCiny je tedy dana vztahem
0, zé&(—o05a)

F(z)=<¢ =2, z¢c(a;b)
I, z€(boo).

Odvozeni stfedni hodnoty a rozptylu

Obecny vztah pro stiedni hodnotu spojité NV je E(X) = ffooo x- f(z)dx. v pripadé
rovnomérné nadhodné velic¢iny plati

b 1 1 (221" 2 —a*  a+b
E(X) = : dz = Sl Q- - .
(X) /Gx b—a b—a{2} 2(b—a) 2

Rozptyl NV urc¢ujeme pomoci stiedni hodnoty a druhého obecného momentu NV.
Stredni hodnotu jiz zndme, druhy obecny moment rovnomérné NV urcime jako

B(X?) = [*,a* - f(x) de
b 3—a3 a’+ab+b?
E(X2>:fal’2'ﬁdl':ﬁ'b3 — +3b+b

Dle zndmého vypocetniho vztahu pak mizeme urcit rozptyl.

a2 al 2 a a2 a 2_ CL27 a0— 2 CL27 al 2
D(()Qb)? E(XQ)_(E(X))Q —_ #_(%b) — 4a“+4ab+4b 123 6ab—3b __ 212b+b —

12
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6.9.2 Exponencialni rozdéleni

Odvozeni distribuéni funkce doby do poruchy zarizeni nachazejiciho se
v obdobi stabilniho Zivota

Exponencialni nahodnéa veli¢ina se pouziva k modelovani doby do vyskytu udélosti
(poruchy), poptipadé doby mezi uddlostmi v Poissonové procesu (intenzita poruch
musi byt konstantni).

Definujme ndhodnou velicinu X jako dobu do vyskytu udalosti a ndhodnou veli¢inu
N, jako pocet vyskytu udélosti v casovém intervalu (0;¢). Necht X — Fxp()\) a
Nt — PO()\t)

Na zékladé logické uvahy, pak muzeme tvrdit, Ze jevy N; = 1 (v ¢asovém intervalu
(0;t) dojde k alespori jednomu vyskytu udélosti) a X < t (doba do udélosti je mensi
nez t) jsou ekvivalentni, coz zapiSeme

(N 2t) e (X <t).

Na zakladé vyse uvedené ekvivalence jevlli pak muzeme zapsat i prislusné vztahy
pro jejich pravdépodobnosti a z nich odvodit distribu¢ni funkci ndhodné veliciny X
(doby do vyskytu udalosti).

P(X <t)=P(N, > 1)
F(t)=1—P(N, < 1)
F(t)=1— P(N, =0)
M\ Oe—)\t
Pty =1 M7 )0!

Ft)=1—e:t=0;)

Odvozeni hustoty pravdépodobnosti exponencialniho rozdéleni

Hustotu pravdépodobnosti odvodime z prevodniho vztahu mezi hustotou a distri-
buc¢ni funkci.

(= 50

ft)=Xe ™Mt >0;A>0

Odvozeni intenzity poruch exponencialniho rozdéleni
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Intenzita poruch je rovna podilu hustoty pravdépodobnosti a doplinku distribuc¢ni

funkce.
A-e M 1
M =TT = T Ex

Odvozeni stfedni hodnoty a rozptylu

E(x) :/_Oot-f(t)dt:/ooot-xe—”dt:

[e.e]

= lim [—t.e—”]g+/ e Mdt = (-1)- lim i+/ e Mdt =
0 0

a=00 e>‘a

. 1 R o x - [
:(—1)'alggom+/o e dtIO-l—/O e dt:alg{.lo —X~e 0:
_1
D)

Rozptyl je roven rozdilu druhého obecného momentu a kvadratu stfedni hodnoty.
Stredni hodnotu jsem jiz odvodili, musime tedy uréit jesté druhy obecny moment.

u = (A\t?) v =e M

E(x) _/:t2-f(t)dt_/Oot2~A~e—”dt_

0

00 2 00
= lim [—t2~e)‘t}a+/ 2-t-eMdt=(-1)- lim a—a+/ 2-t-eMdt =
0

a=00 0 0 a=o00 e
:(—1)-3;%10%+/0002-t-e_”dt:(—1)-(11;%10%—%
+/Ooo2-t-e—”dt:0+/0002-t-e—”dt= Z,::gt)) ., :/:_;A;At
SR ] [D) e ()

2 0 2 2
. _N1@ .
e lm = () iy e (0=
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Nyni mtizeme urcit rozptyl.

6.9.3 Erlangovo rozdéleni

Odvozeni distribuéni funkce Erlangova rozdéleni
Necht

X5 je doba do vyskytu k-té udalosti v Poissonové procesu, Xy — Erlang(k; \),
N, je pocet vyskytu udalosti v ¢asovém intervalu N; — Po(\t).

Plati, Ze v ¢asovém intervalu (0;¢) nastane alesponn k udélosti pravé tehdy, kdyz
doba do vyskytu k-té udélosti je mensi nez t.

(Ve 2 k& (X <))

7 této ekvivalence lze odvodit distribu¢ni funkci Erlangova rozdéleni.

k—1 .
F(t)=P(Xy<t)=P(N,2k)=1—-P(N, <k)=1- Zo(e_At A =1-
]:

E
—_

v ()7
Sy O
—0

<.

Odvozeni hustoty pravdépodobnosti

Hustotu pravdépodobnosti ziskame derivaci distribuc¢ni funkce.

k1 j j-1
f(t) — dF(t) =\ e—)\t (At) =+ (_e—)\t) J (/\t) A —
dt J! J!
j=0 §=0
k—1 k—1 _
— \-o M Z (A?)] —N-o M (%‘t)j ' _
— 7! = 0=
k=2 ; _ k—2
o ( (A8 Ot ) ey AP
= b (k=1 =
k—2 ; k—2
oy x (At)! x . (A Y (M) e )
= \-c 5 _i_Ae (k_]_)l_ Z ' = )\-e (k_l)[
=0 J =1 7
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Odvozeni intenzity poruch

Intenzita poruch je dana podilem hustoty pravdépodobnosti a doplnku distribucni

funkece.
f(@)
Al = 1—-F(t)
— )t (At)F1
e (k—1)! A B A -
— N k—1 ()\t)j o k—1 ()\t)j - o1 ()\t)jikﬂ —
P Y R G v e BRI Mo
A A

k—1 1 k=1 1
k=182 g BV S

Odvozeni stredni hodnoty a rozptylu
Oznac¢me

X} ... doba do vyskytu k-té udélosti v Poissonové procesu, X — Erlang(k;\)
X...doba do vyskytu udélosti v Poissonové procesu,X — Exzp(A).

Je ziejmé, Ze Erlangova ndhodné velic¢ina (s parametry k; A) je souctem k exponen-
cidlnich veli¢in (s parametrem \).

k
X, = ZX
=1

7 vlastnosti stfedni hodnoty vime, ze stfedni hodnota souc¢tu nahodnych veli¢in je
rovna souctu jejich stfednich hodnot.

B(X) =Y B(X) =1 45+ by =

i=1

Jednotlivé exponencialni ndhodné veli¢iny jsou nezavislé, a proto také rozptyl souctu
nahodnych veli¢in je roven souctu jejich rozptyla.

D(Xy) zk:D(X) I NI
- A2z A2 )2
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6.9.4 Logaritmicko-normalni rozdéleni

Odvozeni distribuc¢ni funkce logaritmicko-norméalniho rozdéleni

Necht
Y=nX

X = LN(u;0%) &Y — N(u;0%)
Fx(x), resp. Fy(y), jsou distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny X (resp. Y)

Vo >0: Fx(r) = P(X <z)=P(e" <z)=PY <lnz) = Fy(lnz) = ¢(1&=t)

(e

A § 0:F X = 0
Odvozeni hustoty pravdépodobnosti logaritmicko-normalniho rozdéleni

fx(z)...hustota pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X

Inx—
Vo> 0 fy(r) = dx@) — PCT) _ pnepy 1

1 ( lna;—u )2
(§]
dx dx T-o zo+/(27)

1 (Inz—p)?

- e 20
zo4/ (2m)

Ve=<0: fx(z)=0

Odvozeni vztahu pro vypocet 100p% kvantilu

Vzhledem k tomu, ze ¢(z,)=p (%, je 100p% kvantil normované normalni ndhodné
veli¢iny), plati:

Inxp—p

p = Zp.

7 toho plyne, ze
Inz,=0-2,+p

2y = e+ o-2)
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Shrnuti:

Jednim ze zakladnich spojitych rozdéleni pravdépodobnosti je rozdéleni rovnomérné
(rektangularni) na intervalu (a;b). Nésledujici dvé rozdéleni jsou zaloZzena na Po-

Nazev . . .
rozdéleni Popis Hustota pravdépodobnosti EX) D(X)
Rovnomérné ftx) je na (a;b) _} ——  x€(ab) a+b (a - b)2
na (a;b) konstantni, jinde nulova f(X) - b — 2
0 X & (a;b) 12

issonovském procesu, tj. na predpokladu, Ze jednotlivé udalosti nastavaji nezavisle
na sobé, s konstantni stredni rychlosti vyskytu. Tato rozdéleni se pouzivaji vétsinou
pro popis ndhodné veli¢iny definované jako doba do k-té udélosti (poruchy), popt.
doba mezi udélostmi (poruchami).

Nazey Hustota pravdépodobnosti,
s Popis distribu¢ni funkce, EX) D(X)
rozdéleni . 3
intenzita poruch
Exponencialni | doba do prvni udalosti, ft)=A2- e t>0:1>0
doba mezi udalostmi o ’ ’ 1 1
(popisuje pouze obdobi F(t)=1-¢"; t>0;4>0 — -
stabilniho Zivota) At)=A=konst; >0, A>0 A A
Erlangovo doba do k-té udalosti -1
& roy=ae g
(k1)
k-1 J
F()=1-e 5 %) k k
A
o) = — .
k=Y ————
Z (k—1-j)(4)’

Pro modelovani doby do vyskytu prvni udélosti zarizeni, ktera se nachazeji v obdobi
détskych nemoci nebo v obdobi starnuti, pouzivame rozdéleni Weibullovo.

Hustota pravdépodobnosti,

r(z(aif‘;:ni Popis distribu¢ni funkce, EX) D(X)
intenzita poruch
Weibullovo doba do prvni udalosti (O =48 APthP-1p -tk

(poruchy)

(vhodna volba £ umoz-
fuje pouziti v libovol-
ném obdobi intenzity
poruch)

F(t)=1—e W0F
A(t) = pAPLF1,
t>0,14>0; g>0.

voev

Nejdulezitéjsim pravdépodobnostnim rozdélenim popisujicim chovani velkého mnoz-
stvi nahodnych jevi v technice, prirodnich védach i v ekonomii je rozdéleni normalni,
jehoZ parametry jsou stiedni hodnota p a rozptyl o2, a jeho specialni typ rozdéleni
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Nazev . Hustota pravdépodobnosti,
rozdéleni Viastnosti distribuéni funkce Ex | DdX
Normované distribuéni funkce ®(z) 1 x?
normalni je tabelovana, hustota o(x) = e 2 —0<Xx <00
pravdépodobnosti je \/ﬂ 0 1
suda funkce znama pod
nazvem ,, Gaussuv 2
klobouk* D(x) = 1 . J' e 2dt
NEY A
Normalni distribu¢ni funkci 1 7[ xf,l)z
uréujeme pomoci f(x)= e Wl o< x <m0
standardizace normalni o2z
nahodné veliciny n o’
— 2
F(x)=c1>[x ”J L {7
o F(x)= . I e\ dr
o2 =,

normované normalni s parametry g = 0 a 02 = 1. Podobné jako u jinych rozdéleni
jde pouze o model, kterému se realnd data vice ¢i méné priblizuji.

V SPC (spolehlivost a jakost, statistickd kontrola jakosti) se velmi Casto pouziva
pravidlo 3 sigma. Podléhaji-li data normdalnimu rozdéleni se stfedni hodnotou p a
smérodatnou odchylkou o, pak se vétSina z nich (99,8%) nachdzi v intervalu (u —
— 30; 1+ 30).

P1i popisu ndhodnych veli¢in nabyvajicich pouze kladnych hodnot a to zejména
v pripadech, kdy hustota pravdépodobnosti je asymetricka, pouzivame logaritmicko-
-normalni rozdéleni.

Nazev . = .
gy Vlastnosti Hustota pravdépodobnosti E D
rozdéleni P p X &y
Logaritmicko- distribu¢ni funkei
normalni uréujeme prevodem na
distribpém’ funk'ci , 1 (n x—)? /Hoi
normovaného normalniho — ¢ 202 ;x>0 ]|e ?

2uto? ( - 1)
v ’ e e -
rozdéleni

Inx —
d)( #);x>0
o

0; x <0.

fGO) =4 Yovzm ¢

0; x < 0.

F(x)={
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2 Test

1. Rozhodnéte o pravdivosti nasledujicich vyroki.
a) Intenzita poruch (hazardni funkce) je neklesajici funkce.

b) Exponencidlni rozdéleni pouzivime k modelovani zivotnosti vyrobki nachéze-
jicich se v obdobi starnuti.

¢) Exponencidlni rozdéleni je specidlnim piipadem Erlangova rozdéleni.
d) Exponencialni rozdéleni je specidlnim pripadem Weibullova rozdéleni.

e) Weibullovo rozdéleni 1ze pouzit k modelovani zivotnosti vyrobkt nachazejicich
se v libovolném obdobi Zivota.

f) Normalni rozdéleni mé pravé jeden parametr.

g) Hustota pravdépodobnosti normalni ndhodné veliciny je suda funkce.

h) Distribu¢ni funkce normélni ndhodné veli¢iny je tabelovana.

i) M&-1i ndhodné veli¢ina normalni rozdéleni, pak (stredni hodnota = medidn =
modus).

j) Ma-li ndhodna veli¢ina normalni rozdéleni se stfedni hodnotou p a sm. od-
chylkou o, pak priblizné 5% hodnot ndhodné veli¢iny lezi mimo interval (p —
—30; 11+ 30).

k) Logaritmicko-normalni ndhodna veli¢ina mé zédpornou sikmost.

1) Necht mé ndhodné veli¢ina X normaélni rozdéleni a ndhodn4 veli¢ina Y = In X.
Nahodnd veli¢ina Y mé logaritmicko-normélni rozdéleni.

2. Doplnte:
a) Intenzitu poruch lze pouzit k popisu ......... spojitych ndhodnych veli¢in.

b) Exponencidlni rozdéleni pouzivime k modelovani zivotnosti vyrobki nachaze-
jicich se v obdobi ..........

¢) Pro modelovani zivotnosti vyrobku, ktery ma linedrné rostouci intenzitu po-
ruch lze pouzit Weibullovo rozdéleni s parametrem tvaru g =.........

d) Gaussova krivka je grafem ......... normalniho rozdéleni.

e) Identifikace odlehlych pozorovani pomoci z-souradnice je zalozena na pravidle

f) Logaritmicko-normalni NV ma ......... Sikmost.
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Ulohy k feSeni

1.

Néhodna veli¢ina popisujici dobu vypracovani testu ma normalni rozdéleni se stiedni
hodnotou 60 minut a smérodatnou odchylkou 10 minut.

a) Kolik % studentt dokondi test do hodiny a ctvrt?

b) Jaké doba by méla byt stanovena, aby test dokonéilo prumérné 95% studenti?

. Vyrobni zafizeni mé poruchu v primeéru jednou za 2000 hodin. Jaka je pravdépodob-

nost, ze pristroj bude pracovat déle nez 550 hodin?

. Zivotnost zarovky mé exponencidlni rozdéleni se stiedni hodnotou 400 h. s jakou prav-

dépodobnosti bude zarovka svitit dalsich 100 hodin, jestlize jiz svitila 600 hodin?

. Odhadujeme, ze stfedni zivotnost urcitého pristroje je 110 dnu. s jakou pravdépodob-

nosti bude zivotnost ndhodné vybraného pfistroje mezi 100 a 150 dny?

. P1i kontrole jakosti prebirame soucastku pouze tehdy, jestlize se jeji rozmér pohybuje

v mezich 26 az 27 mm. Rozméry soucastek maji norméalni rozdéleni se stfedni hodno-
tou 26,4 mm a smérodatnou odchylkou 0,2 mm. Jaka je pravdépodobnost, ze rozmér
soucastky ndhodné vybrané ke kontrole bude v pozadovanych mezich?

. Primérna doba mezi prijezdy nakladnich automobili s betonovou smési je 10 minut.

Jaké je pravdépodobnost, zZe doba mezi prijezdy dvou vozidel bude kratsi nez 7 minut?

. Firma ziskéa z kazdého prodaného vyrobku 100,-K¢. Za vyménu béhem zaruc¢ni lhaty

zaplati 300,-K¢. Zivotnost vyrobku v letech ma normélni rozdéleni N(3;1). Jakou za-
rucni dobu v mésicich m4 firma stanovit, aby stfedni (prameérny) zisk byl alespon 60,-
Ké/vyrobek?

. Doba do vybiti knoflikové baterie se Tidi exponencialnim rozdélenim.

a) Jaka je stfedni doba do vybiti, vime-li, ze 4000 hodin ptezije 1% téchto baterii?
b) Je-li stfedni doba do vybiti 3150 hodin, kolik procent téchto baterii prezije 4000
hodin?

. Chybu pfi méfeni urc¢ité veliciny modelujeme normalnim rozdélenim s nulovou stiedni

hodnotou a s rozptylem 1,5. Uréete interval (soumérny podle pocatku), ve kterém se
bude nachdzet chyba v 90% méfeni.

10. Obsah necistot v odpadnich vodach je popsan normélnim rozdélenim se stiedni hod-

notou 0,18 a smérodatnou odchylkou 0,03. Vypoctéte:
a) procento zkousek, pii kterych obsah necistot prekro¢i hodnotu 0,24.
b) hodnotu obsahu necistot, ktera bude prekroc¢ena priblizné v 1% zkousek.

@ ——
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A Reseni

Test
1. a) NE (v obdobi détskych nemoci je intenzita poruch klesajici)
b) NE (v obdobi stabilniho zivota)
c) ANO
d) ANO
e) ANO
f) NE (dva parametry — stfedni hodnotu p a rozptyl o=)
g) NE (toto plati pouze pro hustotu pravdépodobnosti normovaného normalniho roz-
déleni)
h) NE (toto plati pouze pro hustotu pravdépodobnosti normovaného normélniho roz-
déleni)
i) ANO
j) NE (mimo interval (u — 30; pu 4 30) lezi 0,2% hodnot NV)
k) NE (kladnou)
)

1) NE (mé-li ndhodna veli¢ina X logaritmicko-normalni rozdéleni a ndhodna veli¢ina
Y = InX, pak ndhodna veli¢ina ¥ ma norméalni rozdéleni.)

2. a) nezapornych

b) stabilniho zivota

)

2
d hustoty pravdépodobnosti

[§]

)
)
)
)
) 6
f)

kladnou

Ulohy k FeSeni

1. a) 0,933 = 93,3%
b) 1 hodina 17 minut

9. e~ 3000 = 0,760 = 76%

PN

3.¢71=0,779 =77,9%

4. e~ 1fo — e 110 = 0,147 = 14,7%
5. 0,976 = 97,6%

6. 1—e 10 = 0,503 = 50, 3%

7. T <1,89 let = T= 22 mésice

8. a) 869 hodin
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b) 0,281 = 28,1%
9. P(=2,01 < X < 2,01) =0,9

10. a) 0,023 = 2,3%
b) 0,25
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Statistické tabulky
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T1. Distribuc¢ni funkce normovaného normalniho
rozdéleni O(z) pro x > 0
O(—z) =1—-06(x)

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0,0 0,500 | 0,504 | 0,508 | 0,512 | 0,516 | 0,520 | 0,524 | 0,528 | 0,532 | 0,536
0,1 0,540 | 0,544 | 0,548 | 0,552 | 0,556 | 0,560 | 0,564 | 0,567 | 0,571 0,575
0,2 | 0,579 | 0,583 | 0,587 | 0,591 | 0,595 | 0,599 | 0,603 | 0,606 | 0,610 | 0,614
0,3 0,618 | 0,622 | 0,626 | 0,629 | 0,633 | 0,637 | 0,641 0,644 | 0,648 | 0,652
0,4 0,655 | 0,659 | 0,663 | 0,666 | 0,670 | 0,674 | 0,677 | 0,681 | 0,684 | 0,688
0,5 0,691 | 0,695 | 0,698 | 0,702 | 0,705 | 0,709 | 0,712 | 0,716 | 0,719 | 0,722
0,6 0,726 | 0,729 | 0,732 | 0,736 | 0,739 | 0,742 | 0,745 | 0,749 | 0,752 | 0,755
0,7 0,758 | 0,761 0,764 | 0,767 | 0,770 | 0,773 | 0,776 | 0,779 | 0,782 | 0,785
0,8 0,788 | 0,791 0,794 | 0,797 | 0,800 | 0,802 | 0,805 | 0,808 | 0,811 0,813
0,9 0,816 | 0,819 | 0,821 0,824 | 0,826 | 0,829 | 0,831 0,834 | 0,836 | 0,839
1,0 0,841 | 0,844 | 0,846 | 0,848 | 0,851 | 0,853 | 0,855 | 0,858 | 0,860 | 0,862
1,1 0,864 | 0,867 | 0,869 | 0,871 0,873 | 0,875 | 0,877 | 0,879 | 0,881 0,883
1,2 | 0,885 | 0,887 | 0,889 | 0,891 | 0,893 | 0,894 | 0,896 | 0,898 | 0,900 | 0,901
1,3 | 0,903 | 0,905 | 0,907 | 0,908 | 0,910 | 0,911 | 0,913 | 0,915 | 0,916 | 0,918
1,4 0,919 | 0,921 0,922 | 0,924 | 0,925 | 0,926 | 0,928 | 0,929 | 0,931 0,932
1,5 0,933 | 0,934 | 0,936 | 0,937 | 0,938 | 0,939 | 0,941 0,942 | 0,943 | 0,944
1,6 | 0,945 | 0,946 | 0,947 | 0,948 | 0,949 | 0,951 | 0,952 | 0,953 | 0,954 | 0,954
1,7 0,955 | 0,956 | 0,957 | 0,958 | 0,959 | 0,960 | 0,961 0,962 | 0,962 | 0,963
1,8 0,964 | 0,965 | 0,966 | 0,966 | 0,967 | 0,968 | 0,969 | 0,969 | 0,970 | 0,971
1,9 0,971 | 0,972 | 0,973 | 0973 | 0,974 | 0,974 | 0,975 | 0,976 | 0,976 | 0,977
2,0 0,977 | 0,978 | 0,978 | 0,979 | 0,979 | 0,980 | 0,980 | 0,981 | 0,981 0,982
2,1 0,982 | 0,983 | 0,983 | 0,983 | 0,984 | 0,984 | 0,985 | 0,985 | 0,985 | 0,986
22 | 0,986 | 0986 | 0,987 | 0,987 | 0,987 | 0,988 | 0,988 | 0,988 | 0,989 | 0,989
2,3 0,989 | 0,990 | 0,990 | 0,990 | 0,990 | 0,991 0,991 0,991 | 0,991 0,992
2.4 0,992 | 0,992 | 0,992 | 0,992 | 0,993 | 0,993 | 0,993 | 0,993 | 0,993 | 0,994
2,5 0,994 | 0,994 | 0,994 | 0,994 | 0,994 | 0,995 | 0,995 | 0,995 | 0,995 | 0,995
2,6 0,995 | 0,995 | 0,996 | 0,996 | 0,996 | 0,996 | 0,996 | 0,996 | 0,996 | 0,996
2,7 0,997 | 0,997 | 0,997 | 0,997 | 0,997 | 0,997 | 0,997 | 0,997 | 0,997 | 0,997
2,8 1 0,997 | 0,998 | 0,998 | 0,998 | 0,998 | 0,998 | 0,998 | 0,998 | 0,998 | 0,998
2,9 | 0,998 | 0,998 | 0,998 | 0,998 | 0,998 | 0,998 | 0,998 | 0,999 | 0,999 | 0,999
3,0 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999
3,1 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999
32 1 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999
33 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000
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T2. Vybrané kvantily normovaného normalniho
rozdéleni

Zl—a = —Ra

a 0,1000 0,0500 0,0250 0,0100 0,0050 0,0010 0,0005 0,0001
Zy 1,2816 1,6449 1,9600 2,3263 2,5758 3,0902 3,2905 3,7190
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Rejstrik

¢iselné charakteristiky
marginalni, 103
nahodného vektoru, 103
podminéné, 107

sikmost, 71

Spicatost, 72

baysetv vzorec, 43

distribucni funkce
sdruzend (simultanni), 92

funkce
distribucni, 57
pravdépodobnostni, 59

hustota pravdépodobnosti, 63
vlastnosti, 64

intenzita poruch, 150
model, 150

jev

uplna mnozina vzajemné disjunkt-
nich, 24

disjunktni, 21
doplnéek, 21
elementarni, 19
jisty, 20
nahodny, 19
nemozny, 20
prunik, 22
rozdil, 23
sjednoceni, 22
slozeny, 19

jevové pole, 24

koeficient

korela¢ni, 105
koeficient korelace, 104
kolmogorovovy axiomy pravdépodob-

nosti, 31

kombinace

bez opakovani, 7

s opakovanim, 9
kombinatorické pravidlo

soucinu, 2

souctu, 4
kovariance, 104
kvantily, 72

matice
korelac¢ni, 106
kovarianc¢ni, 105
modus, 72
moment
centralni, 70
obecny, 69
sdruzeny, 104
sdruzeny centralni, 104

nahodna veli¢ina, 56
¢iselné charakteristiky, 68
diskrétni, 59
spojita, 62
nahodny vektor
diskrétni, 93
spojity, 96
normalita
ovéreni, 167
poruseni, 169

permutace

<
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bez opakovani, 5 rozptyl, 70

s opakovanim, 6 vlastnosti, 71
podjev, 20 rozptyly
pokus podminéné, 108

nahodny, 19

pravdépodobnost, 28 smisené momenty, 104

aposteriorni, 43 smérodatna odchylka, 71
geometricka, 30 stfedni hodnota, 69
klasicka, 28 vlastnosti, 70

: stfedni hodnoty

podminéna, 33 L
podminéné, 108

pruniku, 33

vlastnosti, 32 vybér
pravdépodobnosti bez opakovani, 2
apriorni, 43 neusporadany, 2
pravidlo 3o, 165 s opakovanim, 2
prostor usporadany, 2
pravdépodobnostni, 32 véta
zakladni, 19 o tiplné pravdépodobnosti, 41
variace

rozdeleni bez opakovani, 4
alternativni, 120, 134 s opakovanim, 5
binomické, 120, 134 velidina,
deometrické, 126 néhodn4, 55
erlangovo, 155, 177
exponencialni, 149, 151, 175
geometrické, 136
hypergeometrické, 123, 135

aproximace, 124
logaritmicko-normélni, 169, 179
marginalni, 97
negativné binomické (Pascalovo), 128,

137
normalni, 157

normované, 160

standardizace, 162
podminéné, 101
poissonovo, 131, 138

aproximace, 132
rovnomérné, 148, 173
sdruzené, 92, 93, 96
weibullovo, 153

rozdéleni pravdépodobnosti, 56

rozhodovaci strom, 43
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