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Predmluva

Vyslednou podobu téchto skript ovlivnili mnozi z mych ucitell, kolegii i studentii. Vsem
jsem jim upfimné vdécény.
Specialné chci podékovat Ing. Honzovi Zapletalovi, ktery mi pomohl s pfepsanim rukopisu,
a Mgr. Petrovi Vodstréilovi, Ph.D.; ktery cely text peclivé precetl a svymi pripominkami
ho pomohl vylepsit.
Prél bych si, aby si ¢tenari cetli v tomto textu se stejnym zaujetim, s jakym jsem jej psal.
A prosim je o shovivavost a sdéleni viech piipominek.’

Dalsi v ramci projektu Matematika pro inZengry 21. stoleti pripravované vyukové materialy
Ize najit na strankach http://mi21.vsb.cz/. Podivejte se na né!

V Orlové, 2012 Jiri Bouchala

'"Vgechny pfipominky (vyhrady, komentafe, doporuceni, vyhruzky a dary) zasilejte (prosim) na moji
e-mailovou adresu: jiri.bouchala@vsb.cz
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Kapitola 1 D

Prolog. Proc¢ zobecnovat pojem
klasického reseni.

Uvazujme pro priklad rovnici vedeni tepla (v tenké ty¢i) s homogennimi Dirichletovymi
podminkami, tj. okrajovou tlohu

(1.1)

Reseni y popisuje stacionarni rozlozeni teploty v tenké ty¢i (y = y(x) je teplota
v pfiéném Fezu), pricemz
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e p ... charakterizuje material tyce
.. . , . . AT~ 7
(souvisi s koeficientem tepelné vodivosti), D 4
4'/0“. >
e ¢ ... charakterizuje vyménu tepla s okolnim prost¥edim
(souvisi s koeficientem prestupu tepla), APADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
e f ... souvisi s tepelnymi zdroji uvnit¥ tyce, teplotou vné plasté,

S koeficientem pfestupu tepla.

Uvedme dva — fyzikdlné rozumné — pripady, kdy neexistuje klasické feSZeni nasi
tlohy:

1)

{—y”:f(a:) v (0,2), 2 pro z € (0,1),

kde f(x) :=
y(0) = y(2) = 0; = {

—2 pro z € (1,2)

(rozlozeni zdroju neni spojité).

1 pro z € (0,1),

2 pro z € (1,2)

{—(p(w)y’)' =1 v (0,2),
y(0) = y(2) = 0;

kde p(x) := {

(ty¢ je slozena ze dvou ruznych materidlu).

Klasické feseni (tj. hladkd funkce spliujici v kazdém bodé intervalu (0,2) prislusnou
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rovnici a majici soucasné nulovou hodnotu v 0 a v 2) neexistuje, lohy jsou vsak fyzikalné
rozumné. Jak je tedy Tesit?

Nabizi se moznost uvazovat oddélené intervaly (0,1) a (1,2). Ukazme si vSe na prvnim
z prikladu (feseni druhého ponechme jako vhodné cviceni ¢tenditm).

{—y'{zz v (0,1), {—yg=—2 v (1,2),

y1(0) = 0; y2(2) = 0.
Odtud
y1(z) = c1 + cox — 22, y2(x) = dy + dow + 22,
y1(0) =c1 =0, Y2(2) = d1 +2d2 +4 =0,
takze

y1(x) = cox — z2, yo(x) = —4 — 2dy + dox + z2.
Nyni feseni na jednotlivych intervalech ,slozime*:
y1(x) = cox — 22 pro x € (0,1),
y(z) = (12)
ya(x) = —4 — 2ds + dox + 2% pro z € (1,2).

Zbyva urcit hodnotu konstant co a ds.
Fyzikalné prirozeny pozadavek spojitosti FeSeni v bodé 1, tj. podminka

y(1-) = y(1+),

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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AZIRINA
dévi % 57
y(I=) =y1(1-) =co =1 =y(1+) = y2(1+) = =4 — 2dp + dp + 1, NS A
/0"4- ““\‘\
tzn.
C2 = -2 - d27 (1 3) ZAPADOCESKA
ale ve vsi uplnosti bude jednoznac¢né feseni urceno teprve tzv. podminkou pf#echodu: v

p(1-)y'(1=) = p(1+)y/(1+)

(podle fyzikalnich zékonitosti musi mnozstvi substance, ktera ,vte¢e“ do bodu 1, odpovidat
mnozstvi substance, kterd z bodu 1 ,vytece®).
V nasem pripadé ma tato podminka tvar

a proto
Y(1-)=c-2=9y'(1+) =d2 +2,
neboli
Co :4+d2. (1.4)
Ze vztahu (1.3) a (1.4) snadno vypocteme, ze ca = 1 a do = —3, a proto (sta¢i dosadit
do (1.2))

xr—x2 pro z € (0,1),

y(e) =
2 -3z +2? pro x € (1,2).
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Ukéazali jsme si situaci, kdy klasické reseni rozumné tlohy neexistovalo, ale kdy se nam
podarilo ,klasickymi metodami® najit ,fyzikalné rozumné* reseni problému. Nasim cilem
bude zobecnit pojem FeSeni diferencidlni rovnice (presnéji: okrajové ulohy) i pro mnohem
,divocejsi® nez uvedené priklady, pro situace, kdy jiz s ,klasickymi metodami“ nevystacime.

Naznacme si pro inspiraci, jak lze napriklad postupovat.

Predpoklddejme, ze funkce u je klasickym resenim okrajové tlohy
—u” = f(z) v (0,2),

w(0) = u(2) = 0. £

To znamena, ze
u € C%((0,2)), u(0) =u(2) =0, Vz € (0,2) : —u"(z) = f(z).
Pak pro kazdou funkeci v € C1((0,2)) takovou, ze v(0) = v(2) = 0, plati
2 2
/ —u”(z)v(z)dz = / f(x)v(x)d.
0 0
Upravime-li integral na levé strané pomoci per partes:
2 2 2
/ —u"(z)v(z)dz = [~/ (z)v(z))} +/ o (z)0 (z)dz = / o (z)v' (x)dw,
0 0 0

zjistime, ze (klasické) Teseni u okrajové ulohy (1.5) musi pro kazdou vySe popsanou funkci
v splinovat rovnost

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI
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® ? ".'7
/ u' () (x)de = / f(z)v(z)d. (1.6) LS
0 0
Tento vztah, ve kterém se — v§imnéme si! — nevyskytuje druha derivace feseni u, lze vzit npatesrh
za zéklad definice tzv. ,slabého Teseni“ prislusné okrajové tlohy. > UIVERZITA

Mimochodem: velmi ¢asto je vysledkem fyzikalnich dvah (pomoci nichz se snazime se-
stavit model — rovnici popisujici néjaky jev) pravé analogickd ,integralni rovnice“. K di-
ferencidlni rovnici se dostavdme za dodatelného predpokladu hladkosti feseni (v nasem
pifpadé: u € C?((0,2))). Definovat fesen{ daného problému pomoci té integralni rovnice je
tak v jistém smyslu pfirozenéjsi a spravnéjsi.

Tomuto soudu odpovidé i nasledujici pozorovani: ve vztahu (1.6) je jiz ,zakédovina“
dfive zminéna podminka prechodu (1.4).

Skutecéné — dosadime-li do tohoto vztahu

2 pro z € (0,1),
flz) =
—2 pro z € (1,2),

cox — 22 pro z € (0,1),
—4 — 2dy + dox + 2* pro z € (1,2),

dostaneme

1 2 1 2
/0 (ca — 2x)v'(m)d;v+/1 (da + 22)v' (x)dx :/0 21}(33)d33+/1 —2v(x)dx, (1.7)
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a protoze
. fol 2v(z)dz = [2zv(z)]§ — fol 220 (z)dz = 2v(1) — fol 220/ (z)dz,
o f12 —2v(z)dz = [—2zv(z)]? + ff 220’ (z)dx = 2v(1) + ff 2z (z)dx,

plyne ze vztahu (1.7), Ze

1 2
/ (c2 — 2z + 2z)v'(z)dx + / (dg + 2z — 2z)v' (z)dz = 4v(1),
0 1

calv(2)]g + dafv(@)] = 4v(1),
cav(1) — dav(1) = 4v(1).

Funkci v lze vSak volit tak, aby v(1) # 0, a proto lze odtud vyéist (nasi) podminku

prechodu
c2 =4+ do.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

Integraly v (1.6) jsou Riemannovy integraly. Chceme-li v dalsim uvazovat co nejobec-
néjsi pravé strany f, ..., musime zobecnit pojem Riemannova integralu. Funkci, které jsou
riemannovsky integrovatelné, je totiz ,ma&lo*; navic Riemanniv integral ,déla problémy*
pri limitnich pfechodech, omezuje nas do uzavrenych intervald, ... . Zobecnit bude taky

tfeba i pojem funkce a jeji derivace.
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V dalsim se tak budeme setkavat se specidlnimi funkcemi:

AL <2k
D £

q . P o

e s funkcemi lebesgueovsky integrovatelnymi, <

e s funkcemi majicimi ,,zobecnénou derivaci®.
ZAPADOCESKA

> UNIVERZITA

V PLZNI

Definicim a zdkladnim vlastnostem téchto specidlnich prostoriu funkci budou vénovany
prvni kapitoly tohoto textu.
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Lebesgueova mira. Lebesguetv
integral. Prostory LP(()).

2.1. Lebesgueova mira

Poznamka a motivace 2.1. Predstavme si tuto situaci: mame hrst minci a chceme urcit,
jakou maji celkovou hodnotu. Nabizi se dva pristupy:

1) bereme minci po minci a prubézné séitdme jednotlivé hodnoty
(I1Ke¢ +2Ke +1Ké +5Ke +5Ke +2Ke +1Ké =17Kc),

2) nejdiive setiidime mince podle hodnot, zjistime pocet minci v jednotlivych hroméd-
kach, a pak secteme prislusné castky

(3-1K¢ +2-2K¢ +2-5Ké = 17Ko). _
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Podobné lze charakterizovat rozdil mezi ,riemannovskym“ a ,lebesgueovskym* piistu- . . o7
pem k vypocétu integralu — napf. fab V(@)dz: N S

STRAVY, A

4'/4.“. . “\"8‘
. L i @,

1) ,riemannovské integralni soucty“:

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L

b
/a f(z)dz = zk:f(ﬂ?k) (Tht1 — Tk)

délka (mira)
intervalu (xg, Tg41)

2) ,lebesgueovské integralni soucty“:

b
/ f(l')dl’ = Zyk - ymira M,
@ k

kde
My, :={z € (a,b) : f(z) € (Yk>Yr+1)}-

Takze
potfebujeme miru!
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Definice 2.2. Bud X libovolnd mnozina a P(X) systém vsech jejich podmnozin. v 5
A C P(X) se nazyva g-algebrou (na X), plati-li soucasné x>
i) X € A,
e
11) VAe A: X\AGA, D v PLZNI
(o.e]
iii) VneN: A, e A] = U Adp € A
n=1

Prvky A nazyvame méritelnymi mnozinami; mnozinu X spolu se o-algebrou A nazyvame
méritelnym prostorem a zna¢ime (X, .A).

Cviceni 2.3. Bud X libovolnd mnozina.
Dokazte, ze dany systém podmnozin A je o-algebrou na X:

1) A=P(X),
2) A={0,X},

3) A={A C X : A je nejvyse spoCetnd mnozina nebo X \ A je nejvyse spocetnd
mnozina}.

Pozorovani 2.4. Je-li S C P(X), existuje nejmensi o-algebra (na X) obsahujici S. Mlu-
vime o o-algebre generované systémem S.
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VIRV
Definice 2.5. Bud (X, A) méritelny prostor. Funkce . o7
«}:’4'/ '3“5.
p: A—(0,+00) U{+o0} TS
se nazyva mirou (na A), plati-li npatesrh
’ UNIVERZITA
i) p neni identicky rovno +oo, o

ii) p je o-aditivni, tzn.
VneN: A, € A, o s
- L = p| Jan ) =D uan).
Vi,jeN: [i#j = A;NA; =10 i —

Mnozinu X spolu se g-algebrou A a mirou p nazyvame prostorem s mirou a znacime

(X, A, p).

Priklad 2.6.
1) A=P(X),a e X, p(A) := {

1, a€ A,
0, a¢ A,

... tzv. Diracova mira;

pocet prvku A, je-li A konend mnozina,
2) A=P(X), u(A) := {

400, je-li mnozina A nekonec¢n4,

... tzv. aritmetickd mira.
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Véta 2.7 (vlastnosti miry). Bud (X, A, u) prostor s mirou. Pak plati
i) u(0) =0,
ii) VA,Be A: [ACB = u(A) < u(B)],

i) [(VnEN: A€ A) A (Aan)] = u(An) — p(A)

(symbolem A, A rozumime, Ze Ay C Ay CA3C ... aze A= | An> ,

n=1

iv) [(vn EN: ApeA) A (A N\ A) A (u(Al) < +oo)} = u(An) — pu(A)

o0
(symbolem Ap \( A rozumime, Ze A1 DA DA3D ... aze A= () An> .

n=1

Poznamka 2.8. Neptehlédnéme, ze soucasti tvrzeni iv) véty 2.7 je i méfitelnost mnoziny

A= A,

n=1

Definice 2.9. Uvazujme prostor s mirou (X, A, u). Rekneme, Ze u je tplnd mira, plati-li

VA, BCX: [p(A)=0,BCA = Be A (= uB)=0)].

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI
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Véta 2.10 (o zuplnéni miry). Necht (X, A, p) je prostor s mirou. Necht Agy je systém
vSech E C X takovijch, Ze existuji mnoziny A, B € A tak, Ze

ACECB, u(B\A)=0.

Definujme pro E € Ag :

Potom (X, Ao, o) je prostor s iplnou mirou.”

4X, Ao, po) nazyvame zuplnénim (X, A, u).
Pozorovani 2.11. Ziejmé A C Ay a p = po na A.

Véta 2.12. Uvazujme méritelny prostor (R™,B), kde n € N a B je o-algebra generovand
systémem vsech otevrengch podmnozin R™. %
Pak existuje pravé jedna mira A na B takovd, Ze pro kaZdou mnoZinu (interval)

W .= (al,bl) X (az,bg) X ooa X (an,bn)
(Vie{1,2,...,n}: a;,b; R, a; < b;)

plati

n

AW) =] - a).

i=1

B nazyvame o-algebrou borelovskych mnozin.

@:

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

19. strana ze 118

5
"l

Zavrit dokument

Cels obrazovka/Okno
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Definice 2.13. Mira A z predchozi véty se nazyva Lebesgueova—Borelova mira. Bud nyni v o7
(R™, By, \o) zuplnénim (R™, B, \). Miru A\¢ pak nazyvame Lebesgueovou mirou a systém
/0k4- ““\‘\

By systémem lebesgueovsky méritelnych mnozin.

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

L

Umluva 2.14. V dal$im zna¢me symbolem A Lebesgueovu miru.

Poznamka 2.15. D4 se dokazat, ze plati

B G By G P(RY).
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Véta 2.16 (vlastnosti lebesgueovsky méritelnych mnozin a Lebesgueovy miry).
Plati

)

@:

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Eehb & [(Ve € R+) (3A,B C R") : A je uzavrend, B je otevrend,
A CECB,\NB\A)<e|;

ii) A je invariantni vici posunuti,” tzn.

(VEeBy) (VzreR"): E4x:={y+x: ye€ E} € By, A(E+z)=\E);
Obsah

iii)

21. strana ze 118

VE € By: ME) =sup {\NK): K je kompakt, K C E} =

5
"l

= inf {A\(G) : G je otevrend, E C G}
... tzu. reqularita A;
iv) je-li M C R™ nejvgse spocetnd mnozina, je A(M) = 0;
v) je-li T : R™ — R™ linearnt zobrazeni, tak plati

VAeBy: A (T(A)) = )\(A) o |det T‘ Zavtit dokument

D4 se ukézat, ze A je jedind normalizovand (tzn. A ((0,1)") = 1) borelovskd (tzn. definovand na B)
mira v R"™ invariantni vic¢i posunuti.

Cels obrazovka/Okno
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Poznamka 2.17. D4 se dokazat, Ze na P(R") neexistuje zddnd normalizovand mira inva- v 57
. ’ O e ’ ’ . 7’ s . . . = N
riantni vicéi posunuti. To znamend, chceme-li miru s takovymito vlastnostmi, budou exis- D 4
tovat podmnoziny M C R", které nejsou méritelné.
Nabizi se tedy otazka, nejsou-li nase pozadavky kladené na miru (viz definici 2.5) pri-

lis ,tvrdé“. Neexistuje na P(R™) alesponi koneiné aditivni normalizovanad mnozinova D p ZAravocises
UNIVERZITA

V PLZNI

funkce invariantni vi¢i posunuti? V roce 1920 Stefan Banach dokézal, ze pro n = 1 nebo
n = 2 takova funkce existuje, neni ovsem urcena jednoznacné. Felix Hausdorff v roce 1914
ukézal, ze pro n = 3 takova funkce neexistuje viibec.

2.2. Lebesgueuv integral

Definice 2.18. Bud
f: R" - R*":=RU{—00,+00}.

Rekneme, ze funkee f je (lebesgueovsky) méfitelnd, plati-li soucasné

e Df € By,
evVaeR: {x eR": f(z) > a} € By.

Rekneme, 7e funkce f je (lebesgueovsky) méritelnd na mnoziné M C Df, je-li méfitelnd
funkee f, .
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Definice 2.19. Bud M C R". Funkci
AL <l
R S
1, x e M, x>
xum(x) =
0, z € R\ M,
D o
nazyvame charakteristickou funkei mnoziny M. o

Pozorovani 2.20. Plati
M € By < xu je méritelna funkce.
Definice 2.21. Jednoduchou funkci (na R™) rozumime (kone¢nou) linedrni kombinaci

charakteristickych funkei mnozin z By. Jinak feceno: funkce s : R™ — R je jednoduchou
funkei, existuji-li ¢isla aq, o, ..., € R a mnoziny Ay, Ao, ..., A € By tak, ze

k
Ve e R": s(z) = Z%XAZ«(JJ)-
i=1

Pozorovani 2.22. Vyse popsand jednoducha funkce s je tedy méfitelna a s(R") je kone&na
podmnozina R.

Definice 2.23. Definujme

o
8
I
o
g
I
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VRV
Véta 2.24 (vlastnosti méritelnych funkci). v -
Plati S
i) jsou-li funkce f, g, fi (pro kazdé k € N) méritelné (na R™) a je-li o € R,
jsou meritelné i funkce: af, f 4+ g (pokud soucet md vsude smysl), |f], D P Inaooseskh
f9. L (pokud g nenabijvd hodnoty 0), max(f,g), min(f,g), supfr, inf fi,

limsup fr, liminf fi, lim fx (existuje-li);

ii) je-li f: R™ — (0,400) U {+oo} méritelnd funkce na R™, existuje posloupnost (sy)
nezdapornych jednoduchgch funkci takovd, ze sy /' f, tzn.

(VE e N: spq1 2 sp) A (Vz € R™: lim sg(z) = f(x))

(mimochodem: je-li f navic omezend, lze (si) volit tak, Ze sp = f na R™).
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Definice 2.25. Necht
s: R" = (0,00) Y7

je jednoducha funkce, aq,s,...,ar € RTU{0} jsou jeji vSechny navzajem riizné hod-
noty a bud (pro kazdé i € {1,2,...,k})

ZAPADOCESKA
P> univerzima
Ai = {,CC cR™: s(gj) = ai}, V PLZNI

k
s = Z QX A, -
p=ll

tj.

Pro kazdé E € By definujeme

k
sd\ = oa; A(A; N E).
[str=Y arnm)

=l

Definice 2.26. Necht f: R™ — (0, +00) U {+00} je m&Fitelnd funkce.
Pro kazdé FE € By, E C Df, definujeme

/ fdX:=sup {/ sd\: 0 < s < fna E, s je jednoducha funkce} .
E E
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Definice 2.27. Je-li f: R" — R* m&Ffitelna funkce, definujeme pro kazdé E € By,
EcDf:

/ fdX:= / el — / f~ dA, ma-li prava strana smysl
E E E

(f* :=max (f,0), f~ :=max(—f,0); tzn. f=f"—f7).

Oznaceni 2.28. Nékdy budeme pouzivat i tohoto oznaceni:

/EfdA ::/Ef(m)dx.

Poznamka 2.29. Je ucelné definovat integrédl i pro funkce definované pouze skoro vsude

(zkracené s. v.), tj. vSude s vyjimkou mnoziny miry nula — viz nésledujici definici.

Definice 2.30. Je-li funkce f : R" — R* méfitelnd, E € By, E\N C Df, kde A(N) =0,

definujeme
/ fdx:= fdA.
E E\N

Definice 2.31. Bud 1 < p < +00, FE € By. Potom definujeme

LP(E) = {f : R” = R*: f je méfitelna, / |fIPdA < +oo}.
E

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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2T o

Véta 2.32 (Leviho — ,Lebesgue monotone convergence theorem*).

Necht
e pro kazZdé n € N je f, méritelna funkce,
o f, " f skoro vsude v E € By,
o [ fidh> —cc.

Potom plati

/Efnd)\—> /Efd)\.

Priklad 2.33. Bud

Potom kazda z funkci f, je métitelnd a f,, ' f vSude v R, ale protoze

VneN: /fndA:—oo, /fd)\zo,
R R

/and/\ — /Rfd)\.

(Neni splnén predpoklad [p f1dX > —o0.)

neplati

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Priklad 2.34. Bud (z,) takova posloupnost, zZe
Qn(0,1) ={xn: n € N},
a bud

fn = X{xl,xg,“.,xn}v f = XQQ(QU‘

Potom, protoze
0= fo /f,
plati

(0,1) (0,1)

(VSimnéme si, ze Riemanniv integrél fol f(z) dz neexistuje.)

28 o
R
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VRN
Véta 2.35 (Lebesgueova — ,,Lebesgue dominated convergence theorem*). " 5
R 5
Necht 2SS
e pro kaZdé n € N je f, meritelnd funkce,
e
o f, — f skoro vsude v E € By, UG

o cxistuje funkce g € LY(E) takovd, Ze pro kazdé n € N je |f,| < g skoro vsude v E.

Potom plati
fE[,l(E),/|fn—f|d)\—>0,/fnd>\—> /fdA.
E E E

Priklad 2.36. Bud
= " X(0,1)s f:=0.

Potom kazda z funkci f,, je méritelna a f,, — f vsude v R, ale protoze

VneN:/fnd)\zl, /fd)\:(),
R R

/andA — /Rfd)\

(neexistuje — v Lebesgueové vété pozadovand — funkce (tzv. majoranta) g).

neplati
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Priklad 2.38. Bud
X(-1,0), Je-li n 1iché,
fni=

X(0,1), Je-li n sudé.

/liminf fnd)\=/0d)\=0
R R

A

liminf/fnd)\=lim/fnd>\=lim1=1.
R R
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Véta 2.39 (Fubiniova). Necht p,q € N a necht existuje (konecny nebo nekonecny)
integral

fd.

Rp+aq

Potom

e pro s. v. x € RP existuje

L fedhi=0(z)  (fo(y) = f(z,9)),

e pro s. v. y € R? existuje
L frax=9(y)  (fY(2) = fz,9)),

a platt

fd/\=/ pdh= [ ¥ad),
RP R4

/wa(x,y) dmdy=/ﬂ{p( @) dy> dx:/Rq( L f(x,y)da:) dy.

“Pouzivdme oznaceni

Rp+aq
t] a

/Rp+q Fdr:= /}Rm f(z,y) dz dy.

@:
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Definice 2.42.
Necht

e —c0<a<b= +oo,

o f: (a,b) = R,

e Vz € (a,b): F'(z) = f(x).
Existuji-li kone&né limity

F(b—) := lim F(z), F(a+) := lim F(x),

x—b— T—a+

nazyvame jejich rozdil Newtonovym integrdlem funkce f na (a,b); tj.

b b
(V) / f(z)dz = F(b-) - F(a+) =: [F(x)]° € R.

&
S

57
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IRV
Véta 2.43 (o souvislosti Newtonova a Lebesgueova integralu). " 5
Plati oS

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA

V PLZNI

i) existuji-li (N) ff f(x)dx a (L) ff f(x)dx, je D
b b
™) [ 1@)de=@) [ fa)d

ii)
fe L (a,b))

b
= existuje (N / f(x)dx,
[ je spojitd na (a,b)} &) a (=)

iii) ezistuje-li (N) [ ; f(z)dz, je f méritelnd. Pokud navic neexistuje
(L) f: f(z)dz, neexistuje ani (N) f: |f(x)|dz.

Priklad 2.44.

o 1 > i ~
(N) / sinx de = E, (L) / Sin T dx neeXiStUj(% (N) /
0 T 2 o Z 0

sin x

dx neexistuje.

X
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2.3. Prostory LF() ‘.7

Véta 2.45 (vlastnosti L1(E)). Bud E € By, pak plati

V PLZNI

i) je-li f € LY(E), je f (na E) konecnd skoro vsude, D > Duvewans

ii) jsou-li f,g € LY(E) a o, B €R, je af + Bg € LYE) a plati

/E(aerﬁg)dAza/EfdAJrﬂ/Egd)\,

iii) je-li f € LY(E), je |f| € LY(E) a plati

'/Efdx‘é/EmdA

(tzn. Ze Lebesguetiv integrdl je absolutné konvergentni),

iv) jsou-li f,g € LY(E), jsou i max (f,g), min (f,g) € LYE),

V) je-li f méritelnd a takovd, Ze pro néjaké g € LY(E) je |f| £ g skoro vsude v E, je

f e LyE).
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Véta 2.46 (Holderova a Minkowského nerovnost).
Bud E € By; p,q € (1,4+00);

1 1 o 2
—+-=1 (p,q ... tzv. sdruzené exponenty).
q

p

Pak plati
(H) jsou-li f € LP(E), g € LI(E), je fg € LY(E) a plati

[ s9ar < ([Erfrpdx)l/p (/E rgrqu)l/q,

(M) jsou-li f,g € LP(E), je f+ g € LP(E) a plati

1/p 1/p 1/p
P d\ < Pdx Pdx .
(/Erf+g| ) _(/Em ) +(/E|g| )

Pozorovani a definice 2.47. Bud F € By, 1 £ p < 4o00. Vlastnosti prostoru L£P(FE) se
standardné definovanym souc¢tem a ndsobkem a funkcionilem

1/p
1l = ( / Ifl”dA>

@:
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pripominaji strukturu normovaného linedrniho prostoru, nicméné o normovany linedrni pros-
tor se nejedna.! Abychom mohli ,pracovat“ v teorii normovanych linedrnich prostort, pii-
radime kazdé funkci f € LP(E) t¥idu funkei

[f]:={g9 € LP(E): g = f skoro viude v E}

a definujeme
LP(E) :=A{[f]: feLP(E)}.
Potom
(2®),+, =1 o))
kde
[f1+ (9] == [f + 4], olf] = [af] (@ € R), [flll Loy = I fIlp;

je normovany linedrni prostor.’

V matematické literatufe je bézné nerozliSovat funkce a t¥idy funkci. Intuitivné:
funkce 1iSici se na mnoziné miry nula povaZujeme za totozZné.

Zobecnéme prostory LP(FE) i pro pripad p = oo.

1To si rozmyslete podrobné!
2Vyse uvedené definice operact +, —, || - || Lr(m) Jsou korektni, nezdvisi totiZ na vybéru reprezentanti.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Definice 2.48. Bud E € By. Symbolem L*°(F) zna¢me mnozinu vSech méfitelnych funkei
f (presnéji: t¥id funkei skoro vsude na E navzijem rovnych), pro néz existuje M € R
takové, ze |f(z)] = M pros. v. z € E (tj. |f| £ M skoro vSude v E).

Nejmensi konstanta M s touto vlastnosti se nazyva L>°-normou funkce f, tzn.

Wil = ezl = 8 s (i)
L (E) B AJ(VNC)io SEE\N

Véta 2.49 (vlastnosti LP(Q2)). Necht Q je neprizdnd oblast v R™ (tj. otevFend
a souvisla mnozina).

Pak plati
i) Vp € (1,400) U {+o0} : LP(R?) je Banachiv prostor,

ii) L2(Q2) se skaldrnim soucinem

(u,v) := / wod\ = / u(z)v(z) dz
Q Q
je Hilbertidv prostor,
iii) je-li 1 < p < 400, je C*(Q) N LP(2) hustou podmnoZinou LP(12),
iv) je-li 1 < p1 < p2 < +00 a soucasné A(2) < +oo, je

L>®(Q) C LP2(Q) C L1 (Q) C LY().

Cviceni 2.50. Dokazte tvrzeni iv) véty 2.49

@:
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Kapitola 3 D

Zobecnéné funkce (distribuce).
Zobecnéné derivace.

Bud 2 neprazdna oblast v R" (n € N).

Definujme mnozinu D(2) — tzv. prostor testovacich funkei — jako mnozinu vsech funkei
w € C*°(9), pro néz plati

o suppy == {z € R": p(z) # 0} C Q
(supp ¢ ... tzv. nosi¢ funkce ¢),

e supp ¢ je kompakt v R™
(tj. omezend a uzaviend mnozina).

Vsimnéme si: uvazujeme-li na D(Q) standardnim zpusobem definovany soucet a nédsobek




Zobecnéné funkce (distribuce). Zobecnéné derivace.

a1 o
R

&
S

funkci, tzn. definujeme-li pro kazdé 1,92 € D(2) ac € R

(1 + 2)(2) == p1(x) + 2(x),  (cp1)(z) == cr(w),
je D(§) vektorovym prostorem.
V dalsim budeme pouzivat tohoto oznaceni:

e o= (aj,a9,...a,) € R", kde a; € NU {0},
... multiindex;

o la|li=a1+a+-+ay
... délka multiindexu;

eu:R" =R, ueCll(Q):

Hartazttan o olal 4

D%y =

Pi#iklad 3.1. Pron =3, a = (3,0,2) a u € C°(Q) je

Doy — Pu  Pu du B
T 95202 022028 92020520z

protoze derivace 5. fadu jsou pro funkci

u e Cl(Q) = Q)

zdmeénné.

- aq a2 an a1 a2 ap *
0x7]"'0x5° ... 0xn 0z 0x5° ... Oxn

m @

( e 94 »
) STRAN S
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R

Definice 3.2. Bud (¢,) posloupnost v D(Q) a ¢ € D(Q2). Rekneme, Ze posloupnost () e .. 5
konverguje v D(Q2) k funkci ¢, a piSeme ‘“"4,,,:3"'“;5
KA oW

&
S

-

©on — © v D(Q),

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

A4

jestlize existuje kompakt K C €2 takovy, ze:

e pro kazdé n € N:
supp ¢, C K, suppy C K,

e pro kazdy multiindex o
D%, = D% v K.

Poznamka 3.3. D4 se ukézat, ze prostor D({2) neni metrizovatelny, tzn. Ze neexistuje
zadna metrika p na D(Q2) takova, aby platilo

on = v D) & o(on,p) =0 (vR).
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VIRV
Definice 3.4. Prostor vSech spojitych linearnich funkciondlt na D(2) nazyvame prosto-
e "y * A\ <l
rem distribuci na 2 a znac¢ime D*(2), tzn. ) 75
/05'4' ““\Qk
(e« F: D(Q) =R,
’ ZAPADOCESKA
* on =0 v D) = F(ea) = Flp), Ve
FeD* () & ! !
¢1,p2 € D(Q)
o = F(c11 + cap2) = a1 F(p1) + caF(p2).
C1,C € R

Oznaceni 3.5. Je-li F' € D*(2) a p € D(R2), budeme pouzivat i znaceni

(Fyp) == F(p).

Definice 3.6. Rekneme, 7e funkce f patif do L (), pokud

Ve e Q) QAU (z) c Q) : fe L' (U)).

Poznamka 3.7. D4 se ukdzat, ze f € L (Q) préavé tehdy, jestlize pro kazdy kompakt
K C Qplati, ze f € L'(K).

Priklad 3.8. Definujme funkce f a g predpisy

~
—~
E

|

B

K
—~
E

|

8
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Pak
f€LY0,1), aprotoi f € Lj,(0,1),

9 € Lj,(0,1), ale g ¢ L'(0,1).

Poznamka 3.9. Bud
f € Lipe()

a definujme zobrazeni
F:DQ) —R
predpisem:

F(p) = /Q f(@)o(z) da.
Pak F € D*(Q).

Bud nyni G € D*(Q2) takova distribuce, %e pro néjakou funkei g € L} () plati

Vo e D(Q) : (G,p) = /Q o(@)p(z) dz.

Pak
F=G & f=g s.v.v

Lze tedy ztotoznit F' ~ f; ziskdme tak inklusi

Lioe(2) € D*().

'Uvedeny (Lebesguetv) integral za danych predpokladii existuje!

ol
&7

S
<

( e 94 »
) STRAN
% D
0"4' ““\‘\

&
S

-

2,

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L




Zobecnéné funkce (distribuce). Zobecnéné derivace. 45 @

&7
> &

STRAVY,
0"4' ““\‘\‘

&
S

-

loc
0

Definice 3.10. Distribuci F' € D*(2) nazveme reguldrni, existuje-li f € L} (Q) takova, ¢ .
ze D

Vo € D) : (F,p) = /Q f(@)p(x) da.

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L

Priklad 3.11. Bud a € Q. Definujme distribuci d, predpisem

(0a; ) = p(a).

Pak §, (tzv. Diracova funkce nebo Diracova distribuce) neni regularni distribuci. Tzn.

D(Q) G Lio() & D*().

Pozorovani 3.12. Bud

f € D(R) C D*(R)

(\w € D®): (£} = [ Je)ola) dx) .
Pak plati taky

f' € D(R) C D*(R)

(2@ (0 = [ F@)eta)ds).
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Navic
(Ve € D(R)) (3a € R") : suppy C (—a,a),

a proto

o= | Feeds = F@e@P,— | @)@ de = (o).
—a —_—— —a

=0
Zobecnime nyni pojem derivace z D(2) na D*(Q).

Definice 3.13. Bud
F € D*(Q).

(Zobecnénou) derivaci distribuce F' podle i-té proménné rozumime distribuci

oF
(9331'

oF - Oy
<a—w> = <F’ awz->'

Obecné definujeme pro kazdy multiindex « distribuci

€ D*(Q)

definovanou predpisem

D®F € D*(Q)

predpisem
(DF, ¢) = (~1)\*(F, D).

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
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v en

Véta 3.14. Necht
feCh(Q) (CLi,(Q) c D Q)

a necht « je takovy multiindex, Ze || = k. Potom pro kazdé o € D(Q) plati®

<DWW»=A@Wﬁ®M®Mm

“Tzn. ,zobecnéna® derivace = derivaci ,klasické“.

Priklad 3.15. Uvazujme Heavisideovu funkci

0, z <0,
n(z) =
1, z=0.

Pak
1 € Lio(R) C D*(R)
a pro kazdé ¢ € D(R) plati

«ﬂwz—mwv=—Ammdwmw=—4w¢@Mx=

a proto1
n' = &.

'Derivaci je t¥eba rozumét derivaci ve smyslu distribuci — viz definici 3.13.
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Kapitola 4

Sobolevovy prostory.

Bud
0 #QcR",

kde n € N, omezena oblast a bud

ke NU{0}, 1 <p < 0.

Uvazujme vektorovy prostor C°°(Q) a na ném normu

1/p
el p = 2/ ID*u(@)P dz | .
lo| <K

VIR

1849

5

- OspaN™ N
‘?‘-’ STRAY $
2, <S>
Sk g\
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Priklad 4.1. — ..‘ ;; ' —
< A,

n 1/p >
ou 2 Crfi ywe
= P d
Juls ( / (rumr +3 | ) x) ,
ZAPADOCESKA
"o P n 92 P e D g v
U u
ul|2p = u(x)|P + —(z)| + x dx
folss = | f, | WP + 3| 1;‘8%6%-( )
Definice 4.2. Sobolevuv prostor
Wk,p(Q)
definujeme jako zuplnéni prostoru

Pozorovani 4.3.

L2(Q) = Wo2(Q) D Wh2(Q) D W22(Q) D ... .

Pozorovani 4.4. Bud u € W*2(Q). Pak existuje posloupnost (u,) v C>®(Q) takovd, Ze
U — u ve W*2(Q), a proto je posloupnost (u,) cauchyovska ve W52(Q). Uvazujme nyni
libovolny multiindex « takovy, Ze |a| < k. Protoze plati

[ D% un, — Da“m“LQ(Q) S lun - umHk,w
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VIRV
je posloupnost (D%u,,) cauchyovska v (iplném!) prostoru L?(Q). Existuje proto funkce v 5
fa € L?(Q) takovd, ze ’5%/ 4
rn V
D%uy — fo v LA(Q). >
Dé se dokézat, Ze pro takto ziskané funkce f, plati’ D npatesrh
UNIVERZITA
V PLZNI
fa=D%f00,.,0 = D.

Zjistili jsme tedy, ze .
Wk () ¢ WE(Q),

kde Wk’Q(Q) je definovano jako mnozina vsech funkci u € L2(Q) takovych, Ze pro kazdy
multiindex a, |a| < &, je zobecnéna (distributivni) derivace D®u prvkem L2(Q).

Situaci 1ze zobecnit. Plati

wkP(Q) c Wk’p(Q) ={u e LP(Q): D% € LP(?) pro kazdy multiindex a, |a| < k} .

Pozor, opét derivaci myslime derivaci ve smyslu distribuci.
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o
,Definice* 4.5. Bud 1 < n € N. Rekneme, 7e omezena oblast ‘. 57
D S
0+#QCR"
je oblast s lipschitzovskou hranici, lze-li jeji hranici pokryt koneénjm poctem okoli tak, ze JAPADOCESKA
pro kterékoliv z téchto okoli U existuji > s

e kartézsky systém soutadnic (y1,y2, -, Yn—1,Yn) = (¥, Yn),

=y’
e, R,

o funkce a : R* ! - R,
tak, ze

o I:=UNI={(y,yn) : Y]l <6, yn =a(y)},

o Ut :={( yn): V] <6, aly)) < yn < a(y') +e} C Q,

e U :={,yn): IVl <6, a(y)) —e <yn <a(y)} CR"\Q,

e funkce a je lipschitzovsky spojitd na {y’ : ||y/|| < 0}, tzn. Ze existuje L € R takové,
7e pro kazdé g/, 2’ € R"! plati

(Iy'lh<d A N1l < 6) = la(y) —a(z)| = Llly - #|.

V R nazyvame oblasti s lipschitzovskou hranici kazdou omezenou oblast, tj. kazdy omezeny
otevreny interval.
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Poznamka 4.6. D4 se ukazat: je-li Q oblast s lipschitzovskou hranici, existuje pro . =
»8. v. x € 002“ jednotkovy vektor :3:,* &5'

>
v(z) = (n1(z),v2(), ..., vn(z)) € R"
Vné'éi normély 69 v bodé x. ZAPADOCESKA
o . P univerzima
Souradnice V PLZNI

V1,V .. Vp: R" >R

jednotkovych vektori vnéjsich normal jsou na 0f) omezené ,mé¥itelné* funkce.

Véta 4.7. Je-li Q oblast s lipschitzovskou hranict, je

WhP(Q) = WhP(Q).

Umluva 4.8. V dalsim predpokladejme, ze  C R™ je oblast s lipschitzovskou hranici.

Véta 4.9. Plati .
Wh2(Q) = WH2(Q)

se skaldrnim soucinem

(u,v) := Z /QDau(x) D% (x)dx

o=k

je separabilni Hilbertdv prostor.
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Lemma 4.10. Plati

Cs°(Q) :={p € C®(Q) : suppp C N} g Cg"(Q)'HI’“”’ ; Wk’p(Q).

Definice 4.11. Soboleviv prostor
k7
Wy (9)

definujeme jako uzévér mnoziny C$°(Q) v prostoru WH5P(Q), tj.

WEr(@Q) = oo e = {uewkr(@): existuje posl. (un) v C5°(%)

takova, ze u, — u v Wk’p(Q)}.

Véta 4.12 (Friedrichsova). Funkciondl || - |, definovany predpisem

1/p
lllepo = | 3 / |D*u(z)P dz
la|=k &
je na prostoru Wéc’p(Q) normou ekvivalentni s normou || - ||, -

Pozndmka k dikazu, pfesndji k ekvivalenci norem || - [| , 5 a || - [[, na Wéc’p(Q) .

%3 o

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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R

&
S

-

Je ziejmé, ze ¢ .. C/
k,p . A\ UDY A
Vu € Wyt (Q) : lullypo S llullyy- N4
0"4' ““\‘\
Ukazme si, pro jednoduchost pouze ve specidlnim pripadeé:

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

n=1, k=1, Q= (a,b), kde a,b € R; a <,

L

platnost tzv. Friedrichsovy nerovnosti

(3s e RY) (Vu € WEP(©)) : Nl < sllullypo

tzn.

b b 1/p b 1/p
(3s e RT) (Vu € Wol’p(a, b)) : (/ |ulP dz -I-/ |’ P dx) <s (/ |/ [P da:) .

Vzhledem k tomu, ze

WP (a,b) = C(a, b)) o,

staci dokazat

b b
(BeeRY) (e G ((at): [ lo@Pdose [ W@ da.

Bud ¢ € C§°({a,b)). Pak pro kazdé = € (a,b) plati
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Odtud pomoci Hélderovy nerovnosti (viz vétu 2.46) snadno ziskdme nerovnosti' . =
) <
5 5

z - z z & b P ’*’4‘“““\“"8’
@l =| [ w14 < [ |so'<t>|Pdt-(/ 1dt) < [Wwrao-af,
a a a a

ZAPADOCESKA
a proto D P univerzita
V PLZNI

b b b b
1|so<x>|pdx§/a W @)Pdz- (b—a) / 1dm=<b—.a)p/a (@) de.

=:C

Jull 50 = ( 3 () dx> oy [ ulzas.

Poznamka 4.14. O hodnotéch funkce u € LP(Q2) na hranici 09 jisté nema smysl mlu-
vit, protoze (n-rozmérna) Lebesgueova mira hranice df) je rovna nule a funkce lisici se na
mnoziné miry nula predstavuji tentyz prvek prostoru LP(£).

Ukéazeme si, ze pro u € W1P(Q) je situace jina: kazdému takovému prvku Ize jednoznaéné
a rozumné priradit funkei f, € LP(90) — tzv. stopu u — tak, ze zobrazeni u +— f, bude pri-
rozenym rozsirenim pojmu restrikce funkce na hranici.

QI

Priklad 4.13.

!Samoziejmé ¢ je zvoleno tak, aby

=1, tzn. ¢ := ——.
p

bR
Q| =
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,Definice* 4.15. Uvazujme 1 < n € Na 1 £ p < oo a pripomenme si, ze  C R"”
je oblast s lipschitzovskou hranici, tzn. ze existuje konecny pocet m kartézskych systému
souradnic

(ylray2r7 <o Yn-1r, ynr) = (y;aynr)a

=ty
cisel €., 6, a lipschitzovsky spojitych funkei a, prislusnych vlastnosti.®

Rekneme, ze funkce

00 SR
patii do LP(0f2), pokud pro kazdé r € {1,2,...,m} patii funkce

Y = f(Yrs ar(y,))

do prostoru LP ({9, : ||yL|| < &,})-
Navic: v takovém pripadé pak definujeme

1/p
m

Wl = | > / £ ar ()P .

r=1
{yr: lyrll<or}

“Viz ,definici® oblasti s lipschitzovskou hranici 4.5.

Poznamka 4.16. Hranici 0f) je mozno popsat nekoneéné mnoha uvazovanymi zpusoby.
Da se vsak ukdzat, ze ,,odpovidajici* prostory LP(0€2) jsou totozné (obsahuji stejné funkce)
a ,odpovidajici* normy || - [| 590, jsou navzéjem ekvivalentni.

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI
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57

Véta 4.17 (o stopach). Ezistuje prdvé jedno spojité a linearni zobrazeni
T: WHP(Q) — LP(09)

takové, Ze pro kazdé u € C=(Q) je
Tu = U’Ian‘

(Prvek Tu € LP(0R)) nazjvdme stopou funkce u € WP(Q) .)

Pozorovani 4.18. Bud u € W*?(Q). Pak pro kazdy multiindex a, || < k — 1, plati
D € WHP(Q),
a proto existuje T'(D%u).
Navic se da ukazat, ze
whe(Q) = Geoay e = {u € WhP(Q) : Va,|a| < k — 1, plati, ze T(D%) = o} :

specialné
Wy P(Q) = {u e WHP(Q) : T(u) =0}.

Skutecnost, ze B # Q C R™ je omezena oblast s lipschitzovskou hranic{ ndm umozni

zavést na 0f) ,plosny* integral.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI




Sobolevovy prostory.
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»Definice* 4.20. Vratme se k situaci popsané pii ,definici“ 4.15 prostoru LP(9€2)
a definujme pro kazdé r € {1,2,...,m}

Gr o= { W nr) : WA < Oy ar(®)) —&r < tmr < ar(y)) + &1} -

Bud ¢1, 2, ..., om néjaké rozdéleni jednicky prislusné otevienému pokryti {G,}7"
hranice 9. Pro funkci f € L1(9Q) definujeme

f@)ds = i / F s ar(r) or(yr, ar(y))) 4| 1 +Z ( vr) >2dyé-

r=1
{yr: llyrll<6r}

(D4 se ukézat, Ze tato definice nezévisi na popisu hranice 92 ani na rozdéleni jednicky na

29.)

m

2\ IsTRAvY,
S Q\I5TRAY
TRA Q

%
Y, 5
70, i v “\Q‘v

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

A4




Sobolevovy prostory. 60

Véta 4.21 (Greenova).

i) Necht 1 <n € N a necht ) # Q C R™ je oblast s lipschitzovskou hranici.
Pak pro kazdé u,v € WH2(Q) ai € {1,2,...,n} plati

v / ou
U de = — vdw+/TuTv v;ds
o Oz o Oz; 09 () T()
(Vi =vi(x) ... i-td slozka jednotkového vektoru vnéjsi normdly k 0 v a:)

ii) Bud a,b € R, a <b. Pak W"2(a,b) C C((a,b)) a navic

J

b b
Vu,v € Wh%(a,b) : / w' dz = —/ u'vdz + u(b)v(b) — u(a)v(a).

— [uol?

(Opét neprehlédnéme, ze derivacemi vyskytujicimi se v Greenové vété rozumime derivace
ve smyslu distribuci.)

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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RN
1849
Definice 4.22. Rekneme, Ze normovany linedrni prostor X je spojité vnoren do normo- v C/
7’ . 7 7 v G ﬂs S,
vaného linedrniho prostoru Y, a piSeme “3‘4% ¥ “&”
KA oW
X =Y,
> ZAPADOCESKA
pokud plati soucasné nnenziTa

e X CY,

o (BceRY) (Vo e X): [lzly < cllzlx.
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Véta 4.23 (o spojitém vnoreni). Bud

@:

0#£0QcCcR”
omezend oblast s lipschitzovskou hranici. Pak plati D B
> UNIVERZITA
i) je-li bud
kp<n, 1¢Sq = —1
n — pk
nebo
kp=mn,1=<q< oo,
Z
tn. (3e € RY) (Yu e WH(Q)) ¢ ullq < cllull,pi e[|
ii) je-li
kp > n,
je

WhP(Q) — C(Q),

Zavrit dokument

tn. (3e € RY) (Yue WH(@)) ¢ Jluloq = max [u] < cfully,,

l Cels obrazovka/Okno
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AZIRINA
1849
Definice 4.24. Rekneme, ze normovany linearni prostor X je kompaktné vnoren do nor- v C/
, . , , v - OspaN™ N
movaného linearniho prostoru Y, a piseme
KA oW
X ==Y,

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA

pokud plati soucasné v pLzni

e X CY,
e 7 kazdé omezené posloupnosti v (X, | - || x) lze vybrat podposloupnost konvergentni
v (- y)-

Pozorovani 4.25.

) Xo=Y = XY,

i) X 5=Y = |(z,—~2vX = xn—mch]
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Kapitola 5 D

Slaba reseni linearnich eliptickych
uloh.

Uvazujme nejdiive Dirichletovu tlohu pro Poissonovu rovnici

—Au = f vQ,
u = 0 na 09,

kde 0 # Q C R" je > omezend oblast s lipschitzovskou hranici, f € C (), a predpokladejme,
7e u € C?(Q) NC(Q) je (klasickym) Fesenim tohoto problému.

Pak pro kazdou funkci v € C§°(Q2) := {p € C*°(Q) : supp ¢ C Q} plati

/—Auvdx:/fvdx.
Q Q
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Odtud, protoze diky Greenové vété 4.21 plati!

—Auvdz = vdx =
/Q ; ( o 017
ou " ou
= Z ( 9z; Oz dx) > (_ 00 0z ¢ ds) -

=1

:/Vqudx— —ovds :/Vqudw,
Q Q

=0, protoze v € C(Q)

/Vqudacz/fvdx.
Q Q

Vsimnéme si, Ze tento vyraz ma dobry smysl nejen pro vyse specifikované funkce u, v
a f, ale i pro

dostévame

u, v € WH(Q) a f € L3(Q).

Dostavame se tak k moznému zobecnéni pojmu ,feSeni“ dané rovnice; navic, uvazujeme-li

1,2 C . . .

pouze u € Wy*(Q) = {u € WH2(Q) : Tu = 0},> dostaneme i piirozené zobecnéni okrajové
podminky ,u = 0 na 90Q“.

!Symbolem v = (v1, . ..,v,) opét znacime jednotkovy vektor vngjsi normély k 9.
20peratorem T myslime operétor stop.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI




Slaba reseni linearnich eliptickych tloh.

o en

1849
Definice 5.1. Rekneme, ze funkce u € Wova(Q) je slabym reSenim Dirichletovy tlohy ‘-7
N &
ZAPADOCESKA
D R

—Au = [ vQ,
v = 0 na 0f,

kde f € L*(Q), plati-li pro kazdé v € W, ()

/Vqudxz/fvdx.
Q Q

Véta 5.2. Existuje prdave jedno slabé reseni ulohy (5.1).

o G 112 L .
Dukaz. Uz vime, ze W,"(2) se skaldrnim soucinem

Z/Do‘uDo‘vdx—/uvdx+2/ 885 (;9;

laf=1

=/uvdm+/Vqudx
Q Q

je Hilbertuv prostor.
7 Friedrichsovy véty 4.12 vyplyva, ze skalarni soulin

((u,v)) :=/QVqud:c

(5.1)
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indukuje na WOLQ(Q) normu || - [|1,2,0, kterd je ekvivalentni s normou || - ||1 2.
Déle si vsimnéme, ze funkcional F' : WO1 2(Q) — R definovany piedpisem

F(v) ::/vadas

je na Wol’z(Q):
e linearni — tj. zrejmé,

e spojity — k tomu staci ukazat, Ze je omezeny:!

S \// frdz \// v?de < |[fllrz ) lvlhe =
Q Q

= |1 fllzeo) cllvllnzo-

rﬁwwr=ﬂ/gfvdx

To znamena, ze N "
Fe(Wot@) = (Wo (@1l .20)

Nyni staci aplikovat Rieszovu vétu o reprezentaci, z niz plyne

<EI!u € WOIQ(Q)) (Vv € WOIQ(Q)) : F(v) = ((u,v)).

'Prvn{ z uvedenych nerovnosti je Holderova nerovnost (viz 2.46), posledni nerovnost vyplyvé z Fridrich-

sovy véty 4.12.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

a
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vvvvvv

nez byla Dirichletova tloha pro Poissonovu rovnici. Budeme se zabyvat tlohami typu

Lu=f v,
+ (5.2)
okrajové podminky na 0f2,

kde

e () #Q C R™ je omezend oblast s lipschitzovskou hranicf,
o fcL2(N),
e L je diferencidlni operdtor 2k-tého fadu v (tzv. divergentnim) tvaru:
(Lu)(@):= > (1) D= (aaﬁ(:c)Dﬂu(a:)) :
lal,|B|<k

® ayp € L°(Q) pro vSechny multiindexy «, 3, pro jejichz délky plati |af, |5 < k.

Poznamka 5.3. Uvédomme si: v pfipadé klasického feSeni tlohy (5.2) potfebujeme
diferencovatelnost k-tého ¥adu funkci a, g a diferencovatelnost 2k-tého fadu
funkce u. Po ,triku® [, Luvdz = [, fvdx a aplikaci Greenovy véty na levé strané rovnosti
vysta¢ime pouze s diferencovatelnosti k-tého #adu funkce u.

o

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

69. strana ze 118

5
"l

Zavrit dokument

I Cels obrazovka/Okno
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© o e

Operétoru £ ptifadme bilinedrni formu'

a(u,v) := Z /Qaa,ﬁ(x)Dﬂu(x)Do‘v(w)dx

lal,|B1=k

a vSimnéme si, ze bilinedrni forma (5.3) je dobfe definované a spojitd na
WE(Q) x WE(Q);

plati totiz (opét vyuzivime Holderovu nerovnost 2.46)

‘/Qaawg(x)DBu(:c)Dav(a:) dz

< Jaasli=@) [ |DPu] 1D dr <

= l|aa,s

existuje ¢ > 0 takové, ze

la(u,v)| = Z /Qaayﬁ(a:)DfBu(a;)Dav(x)dx < cllulli2 |v]lk,2-

lal,|B1=k

!Nepiehlédnéme, ze pro aq,s € C*(Q) a u,v € C3*¥(Q) je

a(u,v) :/Q(ﬁu)(a:)v(x) dz.

2
|Loo(n)\//Q|D5U| dz \//Q!D“UF dz < |aa,sllLe@) llullk2 v

a protoze vsech moznych kombinaci « a [ takovych, Ze |af,|8] < k, je koneéné mnoho,

(5.3)

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

k,25
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Slaba reseni linearnich eliptickych tloh.
IR
Priklad 5.4. ||
“ IsTRavY 7
n n %, &
. 82u 1 1o} ou ETSY
Lu = —div (Vu) = —Au = i Z (-1) pr (ai’j(m)a_xj) ,
=1 ¢ dog=il
ZAPADOCESKA
kde e
1, je-lii =j,
agg(@)=q "~ "
0, je-li s # j;

a(u,v):/VuVUdzL‘.
Q

Priklad 5.5.

Lu = —div (p(x)Vu) + q(z i 8(11 ( 851) + q(z)u,

i=1

a(u,v) = /Q (p(z)Vu Vv + g(z)uv) dz.
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Déle bud:
a7

e V) linedrni podmnozina C*° (ﬁ) takova, ze
C(Q) cvc ™) D > s
a ozna¢me V uzévér V v prostoru W*?2(Q) (zfejmé Wg’z(Q) cV cWk2(Q)),
o b: Wh2(Q) x Wk2(Q) — R spojita bilinedrni forma,
e g € V* takové, ze Vv € Wok’z(Q) : g(v) =0,
e up € Wh2(Q).

Pomoci V, b, g a ug budeme modelovat prislusné okrajové podminky na 0f.

Definice 5.6. Budiz
(1)) = a(u, v) + b(u, v).

Rekneme, Ze funkce u € W52(Q) je slabym FeSenim okrajové tlohy, jestlize

)u—wuy eV,

i) Vo e Vi ((u,v)) = /Qf(:v)v(:v) dz + g(v).
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VIR
Taky v nasledujicich prikladech ) oznacuje omezenou oblast s lipschitzovskou hranici. . o7
) S
D S
Priklad 5.7 (slabé feseni Dirichletovy tlohy). Ly

Uvazujme Dirichletovu tilohu

{—div(p(x)Vu)+q(a:)u — f@) vO, D»s:'::::z::“

V PLZNI

u = h(z) na oS,
a predpokladejme, ze
o f€ LN,
° p, g € L¥(Q),
e existuje ug € WH2(Q) takové, ze Tug = h € L*(09).

Funkei v € W12(Q) nazveme slabym fesenim tlohy Dirichletovy tlohy (5.4), je-li
o u—ug€ W01’2(Q),

o Vo € Wy (Q) : /
Q

(p(x)Vu Vo + q(z)u v) dx = /Q fode.

Zde
Vo= WyQ),

a(u,v) = /Q (p(z)Vu Vv + ¢(z)uv) dz,

b(u,v) :=0, g(v) :=0.
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VIRV
Pozorovani 5.8. Jsou-li slabé feSeni u i ,data“ tlohy (5.4) ,dost hladké“, je v 5
0 0=T(u—up) =Tu—Tuy = ulgo —h = u(x) = h(x) pro ,skoro vsechna“ z € 9 2>
(a viz okrajovou podminku z tlohy (5.4)),
o Vv € VVO1 2(Q) : Tv =0, a proto taky (opét uzivaime Greenovu vétu 4.21) D s EOOE

/vadx = /Q (p(z)Vu Vv + q(x)uv) de = / (—div (p(z)Vu)v + ¢(z)uv) dz.

Q

Odtud

Yv € W01’2(Q) : /Q (—div (p(z)Vu) + g(z)u — f(z))vdz =0

Y
—div (p(x)Vu) + ¢(x)u = f(x) skoro viude v

(a viz diferencidlni rovnici z tulohy (5.4)).

Zavaér: jsou-li slabé feseni u i dalsi ,data“ problému (5.4) dost hladka, je

slabé reSeni = klasické reSeni.
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Priklad 5.9 (slabé feseni Neumannovy tlohy). v 5
Uvazujme Neumannovu tilohu '5% 4

—div (p(z)Vu) + q(z)u = f(z) v Q, LTS
p(x)% = h(z) na 0, (80 D > éﬁi{{lﬁﬁ“
kde
. feIXQ),
*p, g€ L>(Q),
e h e L*(09).

Funkci u € W12(€) nazveme slabym fesenim Neumannovy tlohy (5.5), je-li

Yo e WhH3(Q) /

Q

(p(z)Vu Vo + g(z)uv) do = / fodx + hTvds.
Q 1)

Zde
VvV =wh(Q),

a(u,v) = /Q (p(z)Vu Vv + g(z)uv) dz,

b(u,v) :=0, g(v) := hTvds.
o0

Vsimnéme si, ze ug € WH2(Q) neni tfeba zadavat, podminka i) z definice 5.6 je splnéna
pro viechna u, uy € W1h2(Q).
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Pozorovani 5.10. Jsou-li slabé feseni u i ostatni ,data“ tlohy (5.5) ,dost hladké“, vyplyva . I!,!I o7
’é}. Isranst IS

ze vztahu ) 4
/05'4' ““\Qﬁ

— Ju v
1,2 Q) - / / _ /
Yo e WH4(Q) Qp(ﬂc) i§:1 B, 02 dx + A q(z)uvde fodz + hTvds,

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

A4

protoze (viz Greenovu vétu 4.21)

ou 81} ", du
7 T )
/ Z ox; 81’1 / Z o0x; ( 8@) DED /39 p(z) Z Gaciy e

7e pro kazdé v € WH2(Q) je

[ (= v p@)Ve) + e f@)odo+ | (pm% - h(x)) Tods
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<l

Odtud l.
£

‘ e 94 »
) STRAN
% v
Ckj ““\‘\

&
S

=

2,

Vv € C°(Q) : / (—div (p(z)Vu) + q(z)u — f(x))vdz =0
Q ZAPADOCESKA

L

4
—div (p(z)Vu) + q(z)u = f(z) skoro vSude v Q

(a viz diferencidlni rovnici z tlohy (5.5)),

[ ]
Yo e WhH3(Q) : / (p(m)% — h(z))Tvds =0
oQ ov
4
ou .
p(x)% = h(z) ,skoro vsude“ na 0

(a viz okrajovou podminku z tlohy (5.5)).
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Priklad 5.11 (slabé feSeni Newtonovy tulohy).
Uvazujme Newtonovu tlohu

—div (p(z)Vu) + q(z)u = f(z) vQ,

o(x)u -I—p(m)% = h(z) na 09, (56)
kde
o f e L%(0),
p, g€ LX(Q),
e 0+# 0 € LX),
e h € L?(09).

Funkci u € W12(Q) nazveme slabym feSenfm Newtonovy ilohy (5.6), plati-li

Yo € WH2(Q) :

/Q(P(x)Vu Vv + q(z)uv)dz + /

a(x)TuTvdSZ/fvdx—i—/ hTvds.
o0 Q o0

s € L™®(Q) & s je omezend a ,méfitelnd“ na 09

o

R
57

S
<

( e 94 »
) STRAN
% D
4 ““\‘\

&
S

-

2,

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
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Zde
Vo= Q), “7
% Y

a(u,v) := /Q (p(z)Vu Vv + g(z)uv) dz,

ZAPADOCESKA
b('UJ,'U) = /aQ O'(IL‘)TUT’U dS, g(’(}) = hTovds. D v PLZNI

o0

Funkci ug € W12(Q) opét neni tieba zadavat.

Pozorovani 5.12. Podobné jako u obou predchozich piikladi lze (pomoci Greenovy véty
4.21) ukazat, ze pro ,dost hladké® slabé feseni u a ,data“ Newtonovy tlohy (5.6) plati

Vo € WH(Q) :

o (p(x)% +o(x)Tu — h(a:)) Tvds =0,

/ i (ol ) o — )l - /
Q

2]
a proto

—div (p(z)Vu) + q(z)u = f(z) skoro vSude v €,

p(z)= + o(z) Tu = h(z) ,skoro vsude® na 0.

=Uu




Slaba reseni linearnich eliptickych tloh.

Priklad 5.13 (slabé feSeni smiSené tdlohy).
Uvazujme smisenou tlohu

kde hranice 912 je rozdélena na t¥i vzdjemné disjunktni ,méfitelné* ¢asti I'1, 9, T's

[ —div (p(z)Vu) + q(z)u
u
p(w)%
ou
o()u + () o
a navic
o fe LQ(Q),
®p, q € L>®(Q),

o 00 e L=(;),

e up € WH2(Q) je takova funkee, ze Tug = hy ,skoro viude“ na I'y,

o hy € L3(Ty),
e hy € L2(F3).

f(z)
h1 (l‘)

hg(l‘)

hs(x)

v,

na I'y,

na I's,

na Fg,

&
S
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Bud
Vi={ve W2(Q): Tv =0na Ii}.

Rekneme, Ze funkce u € W12(Q) je slabym feSenim smiSené dlohy (5.7), je-li

eu—uy €V,
eVveV:
=: a(u,v) =: b(u,v)
/ (p(x)Vu Vv + q(z)uv) dx—i—/ o(x)TuTvds =
Q I's

:/vadx-l-/r hg(x)Tvds-l-/ ha(z)Tv ds

I's

/

=: g(v)
Pozorovani 5.14. Vsimnéme si, ze smisend tloha v sobé zahrnuje jako specialni ptipady
vSechny tii predchozi ilohy:
e[, =90, To=T3=0,V =W,*Q) ...tloha (5.4),
eI, =00, T =T3=0,V=W52(Q) ...tloha (5.5),
eI3=00,T1=Ty=0,V=W52(Q) ...tloha (5.6).
Cviceni 5.15. Dokazte, Ze jsou-li slabé Feseni i ,data“ dlohy (5.7) ,dost hladka“, je

slabé reSeni = klasické reseni.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Priklad 5.16 (slabé feSeni problému piechodu — transmise).
Bud

o O ={(z1,...,2n) ER": ||(z1,...,2n)|| <1},
e O =Qn{(x1,...,2,) ER": z,, >0},

° Q—:Q\W,

o I'=0n{(x1,...,2n) € R": z, =0}.

Slabym Fesenim problému prechodu:

( —alAu = f(x)vQF,
—pAu = f(z) v O,

u = h(z)na 01,

u je spojitd na I,

ou ou
Oéa—xn(l'l’...,l'n—l,()‘i‘) = a—xn(l'l,...,l‘n_l,o—)

kde
e a, BERT,
o f € L),
e existuje funkce ug € W12(Q) tak, ze Tug = h € L*(09Q),

pro kazdé (z1,...,2,-1,0) € T,

&
S
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rozumime funkci u € W12(Q) takovou, ze

o u—uy € Wol’z(Q),

o Ve W,%(Q) : a/ VuVodz + 8 Vqudxz/f(m)vdx.
Q

Q4 ©=

Zde
Vo= Wy(Q),

a(u,v) := a/ VuVuvdx + 3 VuVudz,
O+ 0
b(u

,v) :=0, g(v) :=0.

&
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X

&
S

-

Pozorovani 5.17. Jsou-li slabé feseni u a ,data“ (5.8) ,dost hladka*“, je .

s
‘- 9 7
2 &

STRAVY,
0"4' ““\‘\‘

e 0=T(u—wup) =Tu—Tuyg=ulpq —h = u(x) = h(z) pro ,skoro vSechna“ x € 01,
o Yu e Wy%(Q) :

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L

a/ VuVodz + VuVodr = (x)vdz + f(x)vdx
Q+ O—

f
0 O+

| viz Greenovu vétu 4.21

—a/ Auvdx—i—a/ ﬂTvds—ﬂ/ Auvdz + 6 8—U_Tvds=
o+ aq+ OVt - oq- Ov

= - f(a:)vd:c+/Q_ f(x)vda.

Odtud
o Vv € C®(Q), suppv C Q7 :

/ (—aAu — f(z))vdr =0 = —alAu = f(r) skoro viude v QT
o+

o Vv € C*(Q), suppv C O :

/ (=BAu — f(z))vde =0 = —fAu = f(x) skoro vSude v 27,
-
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2 TR
a proto pro kazdé v € WOI’Q(Q) plati v I!V!I 5
e\ G AN
NI
ou ou x>
a/ —Tvds+ S —Tvds =0 I
o0+ al/+ 90— 811_
u D ot
V PLZNI

neboli

ou ou
/F (oz—ayJr I ﬂ—ay_) Tvds =0,
ou

u
aa_xn(ajla s 7$n—170+) = ,88—%($1, ey Tp—1, 0—)

pro ,skoro vSechna“ (z1,...,2,-1,0) € I'. (Diky pfedpokladu hladkosti slabého feSeni u
plati tato podminka prechodu dokonce pro kazdé (z1,...,z,-1,0) € T.)
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Véta 5.18 (Laxovo-Milgramovo lemma).
Necht

@:

e H je Hilbertiv prostor se skalarnim soucinem (-,-) a indukovanou normou
1=V

e B: H x H— R je bilinedrni forma, kterd je

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

e spojitd, tzn. ze existuje k > 0 takové, Ze
Vu, v € H : [B(u,v)| < k|[ul| [|v],

o H-eliptickd, tzn. Ze existuje ¢ > 0 takové, Ze Obsah

Vu € H : B(u,u) 2 c|lul?, 86. strana ze 118

[=]
[£]
=]
[=]

o e H”.

d
i

Pak existuje pravé jeden prvek w € H takovy, Ze
Yv e H: F(v) = B(w,v).

Navic plati
1
o] < 2 1F -

Zavrit dokument

l Cels obrazovka/Okno
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Dikaz. Bud u € H libovolny bod. Uvazujme funkcional
G(v) := B(u,v).

Pak zfejmé G € H*, a proto existuje (viz Rieszovu vétu o reprezentaci) pravé jeden prvek
Au € H takovy, Ze
Yv e H : G(v) = B(u,v) = (Au, v).

Prohlédnéme si nyni podrobnéji zobrazeni
A: H— H.

Plati:
e D(A)=H, A(H)C H,
e A je ziejmé linedrni,
e A je spojité na H, protoze
Vu € H : ||Au|)® = (Au, Au) = B(u, Au) < k||u|| || Aul|
(vyuzili jsme spojitosti bilinearni formy B), a proto

Vu € H: ||Au|| £k ||ul.
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2 R
e A je prosté zobrazeni (a tudiz existuje A=! : A(H) — H), protoze diky linearité ||
’ . o elv 1 ’ ’ ’ Y IsTRAvY, 7
zobrazeni A a H-elipticité bilinedrni formy B plati ) 7S
/0"4- ““\‘\
Au1 = AUQ
’ D e
V PLZNI
A(U1 — UQ) =0
4
c|lur — U2||2 < B(uy — ug,u1 —ug) = (A(ug — ug),u; —uz) = (0,u; —uz) =0
\
lur — uall = 0
4
Ul = u.

o Vue H: cllul* < B(u,u) = (Au,u) < || Au|l [lul, a proto’
Yu e H: cllul| = ||Au]. (5.9)

o A(H) je uzavrend podmnozina H. Dokazme to. Bud (u,) C H a y € H takové, ze
Au,, — y. Pak posloupnost (Au,) je cauchyovska v H, a jelikoz (viz (5.9))

¢llun = uml|l = [[A(un = um)|| = [[Aun — Aup |,

'"Dokazujeme vlastné spojitost A~
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VIRV
je v (dplném prostoru) H cauchyovska i posloupnost (u,). Existuje proto z € H ‘_ -
takové, ze u,, — x. Odtud a ze spojitosti A pak plyne, ze Au,, — Az. Protoze soucasné *% '3«5
predpokladdme Au,, — y, je nutné Az =y € A(H). s
e A(H) = H. Dukaz tohoto tvrzeni provedme sporem. Predpoklddejme, Ze existuje prvek APADOCESKA
z€ H\ A(H), abud u = z — Pz, kde P je ortogonélni projekce na uzavieny linedrni > Ve

podprostor A(H). Pak u# 0 aVy € A(H) : (u,y) = 0. Specidlné pro y = Au:
0 = (u, Au) = (Au,u) = B(u,u) 2 cllul]® = u=0,

a to je spor.

Nyni se vratme k funkcionalu F' € H*. Z Rieszovy véty o reprezentaci vyplyva, ze existuje
pravé jeden prvek t € H takovy, ze

Vwe H: F(v)=(tv), [t|]=IF|z-

Protoze A: H — H je prosté a na, existuje pravé jedno w € H takové, ze t = Aw. Proto

Yve H: F(v) = (t,v) = (Aw,v)= B(w,v).

Navic (viz (5.9))
< 1 1 1
[wll = ~[|Aw]l = ~[[¢l] = ~ [ Fl| -
c c c
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Véta 5.19 (o existenci a jednoznacnosti slabého reSeni).
Uvazujme situaci z definice slabého Teseni okrajové ulohy (5.6).
Je-li forma ((u,v)) navic V-eliptickd, tzn. existuje-li ¢ > 0 takové, Ze

@:

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

VeV : ((v,0) 2 c|vll}s

A4

ertstuje pravé jedno slabé TeSent okrajové ulohy.
Navic existuje j > 0 takové, Ze pro toto slabé Teseni u € W*2(Q) plati®

lullkz < 3 (1fllz2@) + lgllve + lluollx.2) -

“Tj. vlastné spojita zavislost slabého FeSeni na pravé strané a okrajovyjch

podminkéach.
Obsah

90. strana ze 118

Dukaz. Volime-li

& &
= 4
-
e
=

o F(v):= /vadx—i—g(v) — ((uo,v)) € HY,

jsou splnény vsechny predpoklady Laxova-Milgramova lemmatu 5.19, a proto

FweV)VveV): B(w,v)=((w,v)) = F(v),

1 7
Hw||k,2 § E ||FHV* Zavrit dokument

I Cels obrazovka/Okno
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Nyni polozme
U = ug + w.

Pak
HDu—u=weV,
ii) Vo e V

((u,v)) = ((uo +w, v)) = ((uo,v)) + ((w, v)) = ((uo,v)) + F(v) =

= / fvdz + g(v).
Q
Navic ze spojitosti bilinearni formy ((u,v)) plyne, Ze existuje £ > 0 takové, ze
Vu,v € Vi [((u,0))] = €l|ullrz [[0]lk,2,
a proto
1
lulle,2 = lluo + wlle2 = l[uollk2 + llwllkz < llwollee + ZI1Fllv+ =
1
< [luolliz + = (11 2y + lgllve + €lluolle2) <
< 7 (I1£llz2 ) + lgllve + lluollk,z2) ,
kde

1 L
j:max{—,1+—}>0.
c c

ol
&7

S
<

‘ e 94 »
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VIR
1849
Priklad 5.20. Uvazujme dfive uvedenou smisenou ulohu (5.7). D4 se dokazat, Ze v 5
R S
g . e oz N b R &
& je-li T'y neprazdna podmnozina 92 ,kladné miry“, tak funkcional definovany ptredpi- 22>
sem
1
) 2
[oll1.2,0 := [Vol|” da P ey
Q v PLZNI
je na prostoru V normou ekvivalentn{ s normou || - |1 2.!

& je-li I's neprazdnéd podmnozina 02 ,kladné miry“, plati tato verze tzv. Friedrichsovy
nerovnosti: existuje k > 0 takové, ze

Yo e WH(Q) : ||, £k (/ |Vo|? dx +/ \Tv|2ds> .
Q I's

Predpokladejme nyni navic, ze existuji ¢isla pg, og > 0 takovd, ze

e p(x) = po > 0 pro skoro vSechna z € Q,

e o(x) = o9 > 0 pro ,skoro vSechna* x € I's,

e ¢(x) = 0 pro skoro vSechna = € Q.

1Jeli Iy = 092, staci si nalistovat Friedrichsovu vétu 4.12.
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% o

Pak pro kazdé v € V plati

(0,0)) = /Q p(@)|Vol? + qlep? dz + / o(z)[Tof? ds >

T's

> pg/ |Vol2dz+ 0o [ |Tv|f*ds 2
Q I's

= min{pg, oo} (/ |Vo|? dz + |Tv|2ds) )
Q

I's

a proto za predpokladu # nebo & existuje ¢ > 0 takové, Ze
Yo eV: ((v,v) 2 clovllf

neboli bilinearni forma je V-elipticka.

Zjistili jsme: za situace # nebo & ma smiSend tloha (5.7) pravé jedno slabé feseni.
Specidlné: Dirichletova tloha (5.4) a Newtonova tloha (5.6) maji pravé jedno slabé fesen;

toto Teseni je spojité zavislé na pravé strané a okrajovych podminkach.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

Problémem zustéva fesitelnost Neumannovy ulohy (5.5). Uvazujeme-li naptiklad specidl-

ni pripad, kdy ¢ = 0, tj. okrajovou tlohu
—div(p(z)Vu) = f(z) v,

p(az)% = h(z) na 09,

kde funkce p opét spliiuje podminku

p(x) = po > 0 pro skoro vsechna z € Q,

(5.10)
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R
neni bilinearn{ forma .

((u,v)) =/p(m)Vqudx “ o <2
Q

D S
V-eliptickd.! (Napiiklad pro v =1 € W12(Q) je ||v|[12 > 0 a soucasné ((v,v)) = 0.)

&
S

-

STRAVY,
0"4- ““\‘\*’

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA

K tomu si vSimnéme: v pLzI

L

e v=1¢c Wh2(Q), a proto (ma-li existovat slabé feseni) musi byt
/ f(z)dz + h(z)ds = 0;
Q o0
o je-li u € WH2(Q) slabym fesenim Neumannovy tlohy (5.10), je ziejmé i kazd4 funkce

uc(z) = u(x) + ¢,

kde ¢ € R, slabym fesenim (5.10).

1V tomto piipadé je V = WH3(Q).
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Da se dokéazat:

je-li splnén i dodatecny predpoklad

/Qf(x)da:—l—/azh(x)ds:O,

existuje nekone¢né mnoho slabych feseni Neumannovy tlohy

—div (p(z)Vu) = f(z) v,

p(az)gz = h(zr) na .

Navic: jsou-li u1 a ug slaba feseni této ulohy, existuje ¢ € R takové, ze

u1(x) = uz(x) + ¢ pro skoro vSechna z € .

Poznamka 5.21 (regularita slabého reseni). Ukézali jsme si na nékolika prikladech, ze
za jistych predpokladii o hladkosti slabého Teseni a ,dat“ tlohy, je slabé Teseni jiz resenim
klasickym.

Je prirozena otazka, zda a jakym zptsobem zavisi hladkost slabého Feseni okrajové lohy
na kvalité (hladkosti) urcujicich funkei tdlohy (tj. pravé strany a okrajovych podminek),
pripadné na kvalité oblasti 2.

Specidlné, jaké museji byt urcujici funkce a oblast {2, aby slabé feseni okrajové tlohy
bylo jiz fesenim klasickym. To je problematika tzv. regularity slabych feSeni, problematika
velice obtiznd, ktera obsahuje celou fadu dosud otevienych problému. (Mimochodem — tyka

o

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

95. strana ze 118

5
"l

Zavrit dokument

I Cels obrazovka/Okno
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se ji i 19. a 20. Hilbertuv problém.) v o
Uvedme si pro ilustraci alesponl jeden z dosazenych vysledkl. Uvazujme okrajovou tlohu: ’5% 4

{—(p(m)u/)’ = f(x) v (0,1),
(5.11)
) =al) =0, []»mmw

V PLZNI

kde
e f€L2(0,1),
e peL>(0,1),
e dpg € R: 0 < pp < p(x) pro skoro vSechna x € (0,1).

Uz vime, Ze existuje pravé jedno slabé FeSeni této tlohy — tj. funkce u € T/VO1 ’2(0, 1) takova,

ze

1 1
Y € W01’2(O, 1): /0 p(z)u (z)v'(z) dz = /0 f(x)v(x)de.

Dokazeme nésledujici vétu.

Véta 5.22. Je-li navic
o pe C*1((0,1)),
o feW"?(0,1),
kde k € {0,1,2,3,...}, plati pro slabé reseni okrajové dlohy (5.11), Ze

ue Wr22(0,1).
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RN
Pozorovani 5.23. Je-li navic
L.
epc C2(<0’ 1))7 %"H m\\‘“&
o feW"2(0,1),
je (diky vété 5.22) u € W32(0,1), a proto (viz vétu 4.23) D e

J' € W1’2(07 1) Cc C({0,1)),

neboli slabé Teseni je i resenim klasickym.

Dikaz véty 5.22. Postupujme ve dvou krocich.

1) Nejdrive predpoklddejme, ze
p(z) = 1.
Pro slabé feseni u € W,2(0,1) tlohy (5.11) pak plati

1 1
Yo € Wy?(0,1) = C(0,1) : / o (z)v (z) dz = / f(z)v(z)dz.
0 0
Tento vztah ndm vsak (mimo jiné) ika, ze
—u” = f ve smyslu distribuci.
Je-li tedy!

fewr20,1) = {ve 2(0,1): v, o', ..., o™ e L70,1)},

1V nésledujicim vztahu se jedné — pochopitelné — o derivace ve smyslu distribuci.
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R

je ..

u € WH22(0, 1). R

&
S

-

<2k

O

STRAVY,
%, S
/0"4' ““\Qﬁ

L

2) Nyni predpokladejme, Ze

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

p € C*((0,1)),
Ve € (0,1): 0<po < p(x),
fewr20,1).

Pak w
Yw € Wy2(0,1): v:= € W,72(0,1),

a proto pro slabé feseni u tlohy (5.11) plati
Yw € Wy %(0,1) :

1 1
/0 o (! (z) de = /0 o (@) (p(z)o(x)) dz =
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R
<2

ke . 1 - ..
fz) = @) (f(@) + v/ (@)p' (@) R
Odtud ale plyne, ze u je slabym fesenim tlohy
—" = f(@) v (0,1),
{ u(0) = u(1) =0,

&
S

-

ZAPADOCESKA
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L

a proto (viz bod 1)):

f(zx) = Z%x) (f(av) + u'(l‘)p'(az)) e Wh2(0,1) = ue Wr22(0,1).

Nyni si sta¢i rozmyslet tento ,sled“ implikaci (podrobnéji 1ze provést indukei):

u € Wy?(0,1) = o' € L*0,1) = fe L*0,1)=W%%0,1) =

= uweW*%(0,1) = « e WH(0,1) = fewl?0,1) =

=ueW»2(0,1) = ... =>ueWr?220,1).
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5.1. Vztah k variacnimu poctu

o

Uvazujme situaci z definice slabého feseni okrajové tlohy (viz stranu 72) a predpokladejme
navic:

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

e uy =0, g =0 (tzn. homogenni okrajové podminky),

A4

e bilinearni forma ((u,v)) je V-elipticka, tzn.
Be>0)(weV): ((1v) 2 clola
e bilinearni forma ((u,v)) je na V symetricka, tzn.
Vu,v e Vi ((u,v)) = ((v,u)).

Obsah

Véta 5.24. Za vijse uvedenych predpokladi jsou ndsledujici vyroky ekvivalentndi.
100. strana ze 118

1) uw € V je slabym resenim okrajové dlohy, tzn.

5
"l

YveV: ((u,v))z/ﬂfvdx;

2) funkciondl®

J(v) = ((v,v)) — 2/ fodx
Q
nabyvd svého minima na V' v bodé u, tzn.

ueV A minJ(v) = J(u).

veV Zavrit dokument

“Funkciondl J je ¢asto oznacovan jako kvadraticky funkciondl, popt. jako funkciondl energie.

I Cels obrazovka/Okno
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Dukaz.

a) Dokazme nejdriive implikaci 1) = 2). Bud u € V slabym fesenim a bud v € V libovolny
bod. Oznac¢me
z=v—u.

Pak

J(v)=J<u+z>=<<u+z,u+z>>—2/9f<u+z>dx=

:((u,u))+2((u,z))+((z,z))—2/9fud:c—2/ﬂfzda::

1\

= ((u,u)) = 2/ fudz+((z,2)) = J(u) + ((2,2))
Q
2 J(u) + cllzll » 2 J ().

V predchozich vztazich jsme vyuzili symetrie a V-elipticity bilinedrni formy ((-,-))
a faktu, ze u je slabym resenim okrajové tlohy.

b) Nyni dokazme implikaci 2) = 1). Bud u € V takova funkce, ze

J(u) = E)Iél‘I/l J(v),

a bud z € V libovolny bod. Pak pro kazdé ¢t € R plati

h(t) := J(u +tz) = J(u) = h(0),

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
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tzn. ze funkce h nabyvd na R svého minima v bodé 0, a proto: existuje-li 2'(0), je v .. 5
R'(0) = 0. Z definice funkce h vyplyva, Ze pro kazdé ¢t € R je ’5%” 4

STRAVY,
Ckj ““\‘\*’

h(t) = ((u+tz,u+tz)) —Z/Qf(u-i—tz)dm:

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L

= ((u,w)) + 2t((u, 2)) + t2((z,2)) — Z/quda; - Qt/ﬂfzdx,
neboli ze h je kvadratickou funkci. Proto
B(0) = 0= 2((u, 2)) — Q/szdm.
Zjistili jsme, ze
VzeV: ((u,z2)) = /szdx,

tudiz u je slabym Fesenim (nasi) okrajové tlohy.
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5.2. Metody diskretizace
AL 7
% S
Vratme se zpét k situaci z véty 5.24 na strané 100, tzn. pfedpokladame, ze forma s>

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA

((-,) : WREQ) x Wh2(Q) - R D

V PLZNI

je
® spojité,
e symetricka,
o V-eliptickd (Wi?(Q) c V =V c Wh2(Q)).

K dané funkci f € L?(Q) hleddme funkci u € V takovou, aby

YoeV: ((u,v)) = /vadx. (5.12)

Uz vime, ze tato tloha ma pravé jedno reseni.

Nejdiive si vSimnéme, ze forma ((+, -)) definuje (za vyse uvedenych predpokladii) skalarni
souéin na prostoru V; navic z V-elipticity a spojitosti bilinearni formy ((-,-)) dostavame,
ze

(Fer, 2> 0) (Yo e V) : atlvlia < ((v,0)) < eallvllf o,

a proto normy || - || := /((-,-)) a || - ||x,2 jsou na V' ekvivalentni.
Odtud a z predpokladu, ze (V,|| - ||x.2) je uzavieny podprostor W*?2(Q), plyne:

(V, ]| - ||) je separabilni Hilbertdv prostor.
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Véta 5.25. Bud {eq,e2,...,€j,...} ortonormdini baze V vzhledem ke skaldrnimu soucinu
((+,)). Pak tesent ulohy (5.12) md tvar

0= 3 ([ roie) e

Jj=1

Dikaz. Necht u je fesenim ulohy (5.12) (existuje!). Pak pro kazdé j € N plati

() = /Q Ay

a proto (viz definici ortonormalni béze v [2])
u= Z((u,ej))ej = Z (/ﬂ fej da:) e;. (5.13)

Jj=1 Jj=1

5.2.1. Ritzova metoda

Uz vime, ze u € V je feSenim tlohy (5.12) pravé tehdy, je-li

J(u) = {)Iél‘l;l J(v),

kde
J(v) := ((v,v)) — Z/vad:r:.
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Pokusme se o takovouto aproximaci wu:
Bud {ey, ey, ...} ortonormélni béze V (vzhledem k ((-,-)) ). Hledejme funkci
U € Lin{er,...,en} =V,
takovou, aby

J(um) = g J(v).

Protoze

m
Um € Vi & [Elal,...,ameR: um=Zajej],
j=1

hleddme vlastné minimum funkce

m
hlag,...,am) :=J Zajej na R™.
j=1

Vsimnéme si, ze

m m m
Zajej,Zajej —Q/QfZajejdm:
- - =1

J=1 J=1 J=1

—00 pro |oj|—oo

:Zaf—QZaj/Qfejdx:Z(a?—Zozj/Qfejdx),

ZAPADOCESKA
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2 TR
a proto (h € C°°(R™)) minimum h na R™ existuje, a to v bodé (a1, ..., an), pro ktery v 7
. Oh TS
Vie{l,...,m}: a(al,...,am) :201]-—2/Qfejd:v:0.
j
To znamen4, Ze pro aproximaci u,, plati D P Inaooseskh
V PLZNI
m
Um:Z (/ fejdx) €;.
j=1 V&

Neprehlédnéme, ze u,, € Vi, je vlastné souctem prvnich m c¢lenti Fourierovy rady funkce
u (viz (5.13)), coz mimo jiné znamend

_ — inf _
= umll = inf fu— 2.

Um —> U Ve (V7 “ : H):

a proto — diky ekvivalenci norem || - || a || - ||5,2 — taky

U = u ve (V|| - |lx,2)-

.....

je nezavisla na volbé baze podprostoru Vi,.
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Bud ..
. “ IsTRANY 7
{vi,v2,...,v5,...} D &

0"4- ““\‘\

béze (ne nutné ortonormalni) prostoru V', tzn.

00 m
. ZAPADOCESKA
° (V’U € V) (El(Cn) - R) U= CjUj 1= lim Cj Vj, UNIVERZITA
j=1 m—00 j=1 V PLZNI
e VjeN: vq,...,v; jsou linedrné nezdvislé,

a oznacme
Vin = Lin{vy, ..., v}
Pak (jak uz vime)
Nupy, € Vit J(um) = mi&l J(v).
VE Vm

Ukazme si — podobné jako pfed chvili — jak lze toto

m
Uy, = E cjvj € Vip
j=1

najit. Bud

h(ct,...,cm)i=J ch vj | = Zci (Zq((w,w))) —Zch/vaj dz.

=1 (=1
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Pak -
Oh
Vi 1,... = e, Cm) =
]G{ 5 7m} 8Cj(cla y G )
m a m
= ;Ci((’l)i,vj)) + (9_0] (Cj ZQ((Uj,’U())) — 2/Qf’Uj dx =
i= /=1
i
:Zci((vi,v] +ZCZ (vj,ve)) + ¢;((v5, v5)) /fvjda:—
i =t
= QZci((vi,vj)) —2/ fvjdz =0
i=1 L
)
m
Vie{l,...,m}: Zci((vi,vj)) = / fvjde. (5.14)
— Q
Z této soustavy urc¢ime (a jednoznalné!) hledana ¢isla ¢y, ..., cp.

Dokézali jsme nasledujici vétu.

;e

2\ IsTRAvY,
G 'S \}
o TRA Q

%
Y, 5
70, i v “\Q‘v

L
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Véta 5.26. Bud {vi,vo,...,0m,...} bize prostoru V a bud pro kazdé m € N

m
Um ‘= E Cj Uy,
=1

kde c1,...,cm € R jsou reSenim soustavy (5.14).

Pak

w = lim u,,

je resenim dlohy (5.12).

V praktickych aplikacich je (pro omezenou oblast ) velmi obtizné sestrojit bazi pros-
toru V, a tim i prislusné konec¢né dimenzionalni podprostory V,,. Tuto nesnaz ¢aste¢né resi
tzv. Galerkinova metoda, kterou si popiseme v nésledujici ¢asti. Poznamenejme jeste, ze Ga-
lerkinovu metodu by slo — na rozdil od Ritzovy metody — pouzit i pro pfipad nesymetrické

bilinearni formy ((-,-)).
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£

5.2.2. Galerkinova metoda v .
2

Definice 5.27. Bud
{Va}he(o,1)

trida konecné rozmérnych podprostorti V.

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
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A4

Rikdme, ze
Vi, = V pro h — 0+,

jestlize

YoeV: (dist [V, v]) = 0,

lim
h—0+
kde

dist [V} := inf = .
ist [V, 0] := Inf [lv = 2]ls.2

Priklad 5.28. Je-li {v1,...,vm,...} baze V| V,,, = Lin{vy,...,vn}, lze jako piiklad uve-
deného systému {Vj, }pe(0,1) 8 vlastnosti Vi, — V' pro h — 0+ uvazovat

1
Sh<—.
m+ 1 m

Vi, .=V, pro
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RS
Véta 5.29. Bud u resenim ulohy (5.12) a necht Vi, =V pro h — 0+ . v 57
Potom pro kazdé h € (0,1) existuje prdvé jedno up, € Vy, takové, Ze ’5% ‘&5’
/0"‘ ““\‘\
Yo e Vi o ((up,v)) = / fodz.
Q D ’ ZAPADOCESKA

Navic plati

lim wuy = u (ve WH2(Q)),

h—0+
tzn.
(Ve >0) (36 > 0) (Vh € (0,0)) : |lu—up|lr2 <e.
Diikaz.'
a) Bud h € (0,1) a V}, = Lin{vy,v2,...,0p,}, kde v1,...,0y, jsou linedrné nezavislé.

Funkci uy, € V}, hledejme ve tvaru

Mp
Up = § Ci Vg,
=1

kde Cly-+-yCmy e R.

Ziejmé plati, ze funkce up méa vlastnost

Yo eV ((uh,v)):/ﬂfvdx

!Diky, Dalibore!
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pravé tehdy, je-li (volme v = vj)

Vj e {1, 500 ,mh} 3 ;ci((vi,vj)) = /Qf’l)j dzx.

Dostavame tak stejnou soustavu rovnic (s pravé jednim ¥esenim ¢y, ..

Ritzové metodé (viz (5.14)).

b) Zbyva ndm dokazat, ze

lim up, = u.
h—0+

Bud (pro libovolné pevné zvolené h € (0,1)):

e u € V fesenim ulohy (5.12), tzn.

YoeV: ((u,v)) = /vadx,
o up € Vi CV takové, ze

Yo e Vit ((up,v)) = /vadx,

(takové uy, jak jiz vime, existuje pravé jedno!),

e vy € V4, libovolny bod.

., Cm,,) jako pii

(5.15)

(5.16)

o

57

S
<

( e 94 »
) STRAN
% D
0"4' ““\‘\

&
S

-

2,
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Pak existuji konstanty ¢y, ca > 0 (nezavislé na u, up, vp!!) takové, ze
" 7
> <

=0 (viz (5.15) a (5.16))

erllu—unlf o £ ((u—wn,u—up)) = ((u—up,w—up)) + ((u — up, up — vy)) =

thCV ’ ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
= ((U—Uh,U—Uh+uh—7)h)) = ((U—Uh,u—'l}h)) é v PLZNI

< callu — up|lr,2llu — vn|

k,2,

a proto
C2
lu—unllke = =llu—vnll2-
1

Odtud a z predpokladu Vj, — V pro h — 0+ jiz snadno plyne, ze

lim up = u.
h—0+

a

Poznamka 5.30. Pii specidlni konstrukci prostort Vj, tedy jako specialni piipad Galerki-
novy metody, dostaneme tzv. metodu koneénych prvkia. Podstatou této metody je specialni
volba prvkii baze vy, ..., vy, €V} tak, aby matice

A = ((03,v5))i 71

méla malo nenulovych prvki, navic rozmisténych okolo diagondly (mluvime pak o pasové fidké
matici). To je podstatné pii praktickém (numerickém) feseni ,velkych® soustav (tj. pro
svelké“ mp,).
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délka
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derivace, 46
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Diracova, 45
Heavisideova, 47
charakteristicka, 23
jednoducha, 23
lipschitzovsky spojita, 51
meéritelna, 22

funkcional
energie, 100
kvadraticky, 100

integral
absolutné konvergentni, 36
Lebesguetv, 25, 26
Newtonuv, 34

lemma
Fatouovo, 30
o rozdéleni jednicky, 58
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metoda
Galerkinova, 110
konec¢nych prvki, 113
Ritzova, 104

mira, 17
aritmeticka, 17
borelovska, 21
Diracova, 17
invariantni vici posunuti, 21
Lebesgueova, 20
Lebesgueova—Borelova, 20
normalizovand, 21
regularni, 21
uplna, 18

mnozina
borelovska, 19
kompaktni, 40
meéritelna, 16

multiindex, 41

nerovnost
Fridrichsova, 54, 92
Holderova, 37
Minkowského, 37
normala
vnéjsi, 52

nosic

funkce, 40

oblast
s lipschitzovskou hranici, 51

podminka

prechodu, 9

prostor

méfitelny, 16
s mirou, 17

testovacich funkei, 40
prostory

£P, 26
IP, 37

Sobolevovy, 49, 53

regularita

slabého reseni, 95

rovnice

vedeni tepla, 6

reseni

slabé

Dirichletovy tlohy, 73
Neumannovy tlohy, 75
Newtonovy ulohy, 78
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okrajové ulohy, 72
problému prechodu, 82
smisené tlohy, 81

stopa
funkce, 57

uloha
Dirichletova, 67, 73
Neumannova, 75
Newtonova, 78
prechodu-transmise, 82
smisena, 80

véta
Fatouovo lemma, 30
Friedrichsova, 53
Fubiniova, 31
Greenova, 60
Hoélderova a Minkowského nerovnost,
37
Laxovo-Milgramovovo lemma, 86
Lebesgueova, 29
lemma o rozdéleni jednicky, 58
Leviho, 27
o substituci, 32
o zuplnéni miry, 19

o existenci a jednoznacénosti slabého
reseni, 90

o kompaktnim vnoreni, 64

o souvislosti Newtonova a Lebesgue-
ova integralu, 35

o souvislosti Riemannova a Lebesgue-
ova integralu, 33

o spojitém vnoteni, 62

o stopach, 57

vlastnosti £, 36

vlastnosti LP, 39

vlastnosti lebesgueovsky meértitelnych
mnozin a Lebesgueovy miry, 21

vlastnosti métitelnych funkci, 24

vlastnosti miry, 18

vnoreni

kompaktni, 63
spojité, 61
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