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Uvod

Mili ¢tenari,

skripta ,Vybrané kapitoly z pravdépodobnosti“ a ,,Uvod do statistiky® jsou urcena
pro studenty technickych obort vysoké skoly. Prvni dil téchto skript - ,,Vybrané kapi-
toly z pravdépodobnosti“ je koncipovan tak, abyste si mohli u¢init vychozi predstavu
o zakladnich pojmech a tlohéch spadajicich do oblasti pravdépodobnosti. Obtiznéjsi
casti vykladu jsou prezentovany jen s nejnutnéjsi mirou forméalnich prvki, mnoha
odvozeni a dikazy jsou zarazeny pouze do kapitol ur¢enych pro zdjemce o pozadi
predkladanych vztahti. Presto neni predkladany text lehké ¢teni. Prosim, pocitejte
s tim, ze budete ¢asto muset usilovné premyslet, latku si postupné vyjasnovat a
k mnoha tématiim se opakované vracet. Pri studiu Vam miize pomoci fada animaci
(flash), appleti (java) a vypocetnich programt (MS Excel), které budou v ramci
pilotovani vyukovych materialii pouzivany pti vyuce predmétt Statistika 1., Biosta-
tistika a Specidlni analyza dat vyucovanych na VSB-TU Ostrava a pozdéji se stanou
soucasti obrazovkové verze téchto materiala.

V tvodu kazdé kapitoly jsou uvedeny cile (konkrétni dovednosti a znalosti), kterych
mate po prostudovani této kapitoly dosdhnout. Naleduje vlastni vyklad studované
latky, zavedeni novych pojmi a jejich vysvétleni, vSe doprovazeno resenymi priklady.
Mnozstvi fesenych ptikladt by VaAm mélo umoznit aplikovat nabyté védomosti pri
ulohach tesenych v technické praxi. Hlavni pojmy, které si mate osvojit jsou na
zaver kapitoly zopakovany v ¢asti Shrnuti. Pro ovéreni, zda jste dobfe a tplné latku
kapitoly zvladli, mate za kazdou kapitolou k dispozici nékolik testovych otazek.
Protoze vétsina teoretickych pojmi tohoto predmétu ma bezprostfedni vyznam a
vyuziti v praxi, jsou Vam rovnéz predkladany i praktické tlohy k feseni. Schopnost
aplikovat Cerstvé nabyté znalosti pii feseni realnych situaci je hlavnim cilem tohoto
skripta. Vysledky testii a zadanych priklada jsou uvedeny na konci kazdé kapitoly
v Klic¢i k feseni. Pouzivejte jej az po vlastnim vyfeSeni testu a tloh, jen tak si
samokontrolou ovérite, ze jste obsah kapitoly skutecné uplné zvladli.

Uspésné a prijemné studium s touto uc¢ebnici Vam preje,

Martina Litschmannova
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Kapitola 1

Exploracni analyza proménnych

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete znat

e zakladni pojmy exploracéni (popisné) statistiky

e typy datovych proménnych

e statistické charakteristiky a grafickou demonstraci kvalitativnich proménnych

o statistické charakteristiky a grafickou demonstraci kvantitativnich proménnych




Exploracni analyza proménnych

Ptivodnim poslanim statistiky bylo zjistovani idaji o populaci na zakladé vybéro-
vého souboru. Pod pojmem populace pritom rozuméjme mnozinu vSech prvki,
které sledujeme pii statistickém vyzkumu. Populace (zakladni soubor) byvéa zadana
bud vyctem prvki, nebo vymezenim nékterych jejich spoleénych vlastnosti. Napii-
klad:

1. Provadime-li stat. vyzkum tykajici se vysky 15-ti letych divek, populaci tvori
vsechny divky, které maji 15 let.

2. Zkoumame-li pevnost lan L50 vyrobenych firmou LANOS, budeme za populaci
povazovat vsechna lana L50 vyrobena firmou LANOS.

Vzhledem k tomu, Ze rozsah (pocet prvki) populace (N) je obvykle vysoky, zis-
kavame informace o populaci prostiednictvim statistického vyzkumu. Nejbéznéjsim
druhem statistického vyzkumu je tzv. vybérové Setieni, pri némz je statistik pouze
pasivnim pozorovatelem — do prubéhu Setfeni zasahuje co nejméné (idedlné vibec
ne). Zkoumand ¢ast populace se nazyva vybér, popt. vybérovy soubor. Pocet prvki
ve vybéru oznacujeme n. Otazkou je jak stanovit takovy vybér, aby byl skutecné re-
prezentativni, tj. aby charakteristiky vybéru (napf. primér) dostatené presné repre-
zentovaly parametry populace. Jen si zkuste predstavit, k jakym vysledkim bychom
dosli prii predvolebnim prizkumu provadéném na vzorku volict, ktery bychom ziskali
pouze v domovech dichodcii, popt. na schiizich mladych konzervativet. Existuje né-
kolik zptisobu jak vybér provést (viz kapitola 9). Nejcastéji volime ndhodny vybér,
v némz kazdy prvek populace mé stejnou sanci byt zatazen do vybéru.

Je ztejmé, ze vybérové Setfeni nemilze byt nikdy tak presné jako prizkum celé

vvvvvv

1. Uspora ¢asu a finan¢nich prostiedkil (zejména u rozsahlé populace)

2. Minimalizace ztrat v dusledku destruktivniho testovani (nékteré testy — pev-
nost lan, zivotnost zarivek, obsah cholesterolu v krvi, atd. — vedou k destrukci
zkoumanych prvki; zamyslete se sami, k ¢emu by vedlo testovani celé popu-
lace)

3. Nedostupnost celé populace (pri srovndavani pusobeni faktort okoli a dédiénych
znakt poskytuji nejlepsi informace jednovajeéna dvojcata — jak je vSechna najit
a presvedcit ke spolupréci?)

Prenaseni zavéra z vybéru na celou populaci je jednim z prikladii induktivniho zpi-
sobu mysleni (indukce = zevSeobecnovani). Mezi metody vyuzivajici statistickou
indukci patii teorie odhadii a testovani hypotéz. Jde o dvé rozsdhlé oblasti statis-
tiky, v nichz budeme vyuzivat poznatky ziskané analyzou vybéru neboli explorac¢ni
analyzou (,exploratory data analysis“ — EDA).



Udaje, které u vybérového souboru sledujeme, nazjvime proménné (znaky, ve-
li¢iny) a jejich jednotlivé hodnoty varianty proménné. Exploracni (popisnd) sta-
tistika byva prvnim krokem k odhaleni informaci skrytych ve velkém mnozstvi pro-
ménnych a jejich variant. To znamena usporadani proménnych do nazornéjsi formy
a jejich popis nékolika malo hodnotami, které by obsahovaly co nejvétsi mnozstvi
informaci obsazenych v pivodnim souboru. Vzhledem k tomu, Ze zptisob zpracovani
proménnych zavisi predevsim na jejich typu, seznamime se nyni se zakladnim déle-
nim proménnych do riznych kategorii. Toto déleni je prezentovano na nasledujicim
obrazku.

Nominalni proménna |
|

' Déleni podle ‘ (nelze usporadat)

| moznosti 3

\ uspofadani S )

1 kategorif | | Ordindlni proménna |
i Kvalitativni | (Ize uspofadat) |
proménna X

Alternativni (dichotomicka)
proménna

| (kategorialni, slovni...)

i
|
i
i
|
|
i
i
i
|
|
i
|
|

(2 varianty)

3 J

Déleni podle
poctu kategorii

ERRRRERARTRERI:
I

Typy — L
| proménnych | MnoZnd proménna |
%/ i

(vice nez 2 varianty)

y

Diskrétni .
kone¢na |
{ proménna |

Diskrétni proménna
1’ Kvantitativni ‘ j [ Diskrétni |
! proménna \  spoletnd |
| (numericka, ¢&iselna ...) | !  proménna |

Spojita proménna

b
i
i
|
i
i
|
i
i
|

Obr. 1.1: Demonstrace zdkladnich proménnych

e Proménna kvalitativni (kategoridlni, slovni,... ) je proménnd, kterou nemuzeme
mérit, mizeme ji pouze zaradit do tiid. Varianty kvalitativni proménné nazyvame
kategoriemi, jsou vyjadieny slovné a podle vztahu mezi jednotlivymi kategoriemi
se déli na dvé zakladni podskupiny.

¢ Proménna nominalni nabyva rovnocennych variant; nelze je smysluplné
porovnavat ani sefadit (napt. pohlavi, narodnost, znacka hodinek...)

e Proménni ordinalni tvori prechod mezi kvalitativnimi a kvantitativnimi
proménnymi; jednotlivym variantam lze priradit poradi a vzajemné je po-
rovnavat nebo seradit (napr. znamka ve skole, velikost odévi (S, M, L))
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Jinym zpusobem déleni kvalitativnich proménnych je déleni podle poc¢tu variant,
jichz proménné mohou nabyvat.

e Proménnd alternativni nabyvd pouze dvou ruznych variant (napf. po-
hlavi, zapnuto/vypnuto, zivy/mrtvy...)

e Proménna mnozna nabyva vice nez dvou riznych variant (napf. vzdélani,
jméno, barva odi...)

e Proménné kvantitativni jsou proménné meétitelné. Jsou vyjadieny Ciselné a déli
se na

e Proménné diskrétni nabyvajici koneéného nebo spocetného mnozstvi va-
riant.

- Proménné diskrétni konecné — nabyvaji kone¢ného poctu variant
(napf. znamka z matematiky)

- Proménné diskrétni spocetné — nabyvaji spocetného mnozstvi va-
riant (napft. vék v letech, vyska v centimetrech, vaha v kilogramech...)

e Proménné spojité nabyvajici libovolnych hodnot z R nebo z néjaké podm-
noziny R (napr. vyska, vaha, vzdalenost mést...)

Pruvodce studiem

vvvvvv

.....

rymi takovyto rozsahly soubor hodnot proménné , nahradime”, postihuji zakladni vlast-
nosti tohoto souboru a my jim budeme Fikat statistické charakteristiky (statistiky).
V nasledujicich kapitolach se dozvite, jak urcit statistické charakteristiky pro riizné typy
proménnych a jak rozsahlejsi statistické soubory znazornit. Jdeme na to!

1.1 Statistické charakteristiky kvalitativnich pro-
meénnych

V tuto chvili jiz vime, ze kvalitativni proménnd ma dva zakladni typy — nominalni
a ordindlni.

1.1.1 Nominalni proménna

Nominalni proménnda nabyva v ramci souboru riiznych, avsak rovnocennych katego-
rif. Pocet téchto kategorii nebyva prilis vysoky, a proto prvni statistickou charakte-
ristikou, kterou k popisu proménné pouzijeme je ¢etnost.



1.1 Statistické charakteristiky kvalitativnich proménnych

e Cetnost n; (absolutni Cetnost, angl. .frequency®) je definovana jako pocet vys-
kytu dané varianty kvalitativni proménné.

V pripadé, ze kvalitativni proménna ve statistickém souboru o rozsahu n hodnot
nabyva k riznych variant, jejichz cetnosti oznacime ni, ns,...,ng, musi ziejmé
platit

k
n+no+...+ng = E n; = n.
i=1

Chceme-li vyjadrit, jakou ¢ast souboru tvori proménné s nékterou variantou, pouzi-
jeme pro popis proménné relativni ¢etnost.

e Relativni ¢etnost p; (angl. ,relative frequency®) je definovana jako
14
popr. p; = el 100 [%].

(Druhy vzorec pouzijeme v pripadé, chceme-li relativni ¢etnost vyjadrit v procen-
tech.) Pro relativni ¢etnosti musi platit

k
pr+p2+ ...+ D :Zpi: 1, popr. 100 %.

i=1
P1i zpracovani kvalitativni proménné je vhodné ¢etnosti i relativni c¢etnosti uspora-
dat do tzv. tabulky rozdéleni Cetnosti (angl. ,frequency table“) — Tab. 1.1.

Tab. 1.1: Tabulka rozdéleni ¢etnosti pro nominilni proménnou

TABULKA ROZDELENI CETNOSTI
Hodnoty x; Absolutni ¢etnosti Relativni cetnosti
n; Pi
'xl nl p]
'x2 n2 pZ
‘xk nk pk
k k
Celkem don =n Y op =1
i=1 i=1

Posledni charakteristikou, kterou si pro popis nominalni proménné uvedeme, je mo-
dus.

e Modus definujeme jako nazev varianty proménné vykazujici nejvyssi ¢etnost.

Modus tedy muzeme chépat jako typického reprezentanta souboru. V pripadé, ze
se ve statistickém souboru vyskytuje vice variant s maximdélni cetnosti, modus
neurcujeme.
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1.1.2 Grafické znazornéni kvalitativni proménné

Pro vétsi nazornost analyzy proménnych se ve statistice ¢asto uzivaji grafy. Pro
nominalni proménnou jsou to tyto dva typy:

e Histogram (také sloupcovy graf, angl.  bar chart)

e Vysecovy graf (také kolacovy graf, angl. ,pie chart®)

Histogram je klasickym grafem, v némz na jednu osu vynasime varianty proménné
a na druhou osu jejich cetnosti. Jednotlivé hodnoty cetnosti jsou pak zobrazeny jako
vysky sloupct (obdélnikt, popf. hranola, kuzelt...)

25
20
@ 15 @
0 R
& 10 &
; || =
0 T T T
K R 3 4& Jz\
3 S R R R
O X2 o o O
RS & < N N
{« > ] Q Q
C?Sb ée é@

Pocet
Pocet

o
Pocet

P

Obr. 1.2: Ukazky histogrami

Vysecovy graf prezentuje relativni ¢etnosti jednotlivych variant proménné, pri-
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¢emz jednotlivé relativni ¢etnosti jsou tmeérné reprezentovany plochami ptislusnych
kruhovych vyseci. (Zménou kruhu na elipsu dojde k trojrozmérnému efektu.)

5;12% 5;12%
’10;24%

@ Vyborné H Vyborné

W Chvalitebné

H Chvalitebné

20; 47% O Prospél E Prospél

@ Neprospél HE Neprospél

Obr. 1.3: Ukdzky vysecovych grafu

POZOR!!! V pripadé vysecového grafu si dejte zvlastni pozor na popis grafu. Jed-
notlivé vysece nestaci oznacit relativnimi ¢etnostmi bez uvedeni cetnosti absolutnich,
popt. bez uvedeni celkového po¢tu pozorovani, to by mohlo vést k mateni (at uz za-
mérnému nebo nechténému) toho, komu je graf uréen. Zamyslete se nad nasledujici
ukazkou.

Priklad k zamysleni: Minuly tyden jsme zpracovali anketu tykajici se ndzoru na
zavedeni skolného na vysokych skolach. Vysledky prezentuje nasledujici graf.

O PRO
OPROTI

Obr. 1.4: Chybnd prezentace vysecového grafu

Co vy na to? Zajimavé vysledky, ze? A vérte, nevérte — pravdivé. A nyni graf dopl-
nime tak, jak jsme doporucili.
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OPRO

. 0, .
1;50% | 1;50% = PROTI

Obr. 1.5: Spravna prezentace vysecového grafu

Co si myslite nyni? Z druhého grafu je patrné, ze byli dotazovani pouze dva lidé,
jeden byl pro a druhy proti. Jaka je vypovidaci schopnost takové ankety? Jaky je
nyni Vas nazor na prezentované vysledky? A zavér? Vytvarejte pouze takové grafy,
jejichz interpretace je zcela jasnd a je-li Vam vysecovy graf bez uvedeni absolutnich
cetnosti predkladan, ptejte se vzdy, zda je divod v neznalosti autora nebo zda je to
jeho zameér.

Pruvodce studiem

Ted pFisel Cas na ovéreni, zda jste porozuméli predchazejicimu vykladu. Nasledujici priklad
se pokuste vyresit samostatné, ukazkové reseni pouzijte ke kontrole svého postupu.

Priklad 1.1. Nize uvedend data predstavuji ¢astecny vysledek pozorovani zazna-
menany pri prizkumu zatizeni jedné z ostravskych kiizovatek, a sice barvu projizdeé-
jicich automobili. Data vyhodnofte a graficky znazornéte.

cervena, modra, zelend, modra, cervena, zelend, cervend, Cervend, modra, zelena,
bila, cervena

Resend. Je zfejmé, Ze se jednd o kvalitativni (slovni) proménnou a vzhledem k tomu,
ze barvy automobilli nema smysl setfazovat, vime, ze se jednd o proménnou nomi-
nalni. Pro jeji popis proto zvolime tabulku ¢etnosti, uré¢ime modus a barvu projizdé-

jicich automobilli zndzornime prostfednictvim histogramu a vysecového grafu.
Modus = ¢ervena (tj. v zaznamenaném vzorku se vyskytlo nejvice ¢ervenych auto-

mobili)
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Tab. 1.2: Tabulka rozdéleni ¢etnosti pro pozorované barvy automobilt

TABULKA ROZDELENI CETNOSTI
Barvy Absolutni ¢etnost Relativni ¢etnost
projizdéjicich
automobili i Pi
dervena 5 512=0,42
modra 3 3/12=0,25
bila 1 1/12=0,08
zelena 3 3/12=0,25
Celkem 12 1,00

: 1 8%
M

b T T T 1

Poéet automobilQ
O B N W H» U1 O
1

cervend modra bila zelend

Barvy automobilii B céervend Emodrd Obild Dzelenad
Obr. 1.6: Pozorované barvy automobili -  Obr. 1.7: Pozorované barvy automobili -
histogram vysecovy graf
Celkem bylo pozorovano 12 automobili. A

1.1.3 Ordinalni proménna

Ordinéalni proménna, stejné jako proménna nominalni, nabyva v ramci souboru riiz-
nych slovnich variant, avsak tyto varianty maji prirozené usporadani, tj. mizeme
urcit, ktera je ,mensi“ a kterd ,vétsi®.

Pro popis ordinalni proménné se pouzivaji stejné statistické charakteristiky a grafy
jako pro popis proménné nomindlni (¢etnost, relativni ¢etnost, modus + histogram,
vyseCovy graf), rozsitené o dalsi dvé charakteristiky (kumulativni ¢etnost, kumula-
tivni relativni ¢etnost), které berou v ivahu usporadani ordinalni proménné.

e Kumulativni ¢etnost m; (angl. ,cumulative frequency“) definujeme jako
pocet hodnot proménné, které nabyvaji varianty nizsi nebo rovné i-té varianté.
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Uvazte napr. proménnou ,znamka ze statistiky“, kterd nabyvd variant: ,vy-
borne“, ,velmi dobre”, ,prospel”, ,neprospél”, pak napr. kumulativni cetnost
pro variantu ,prospél” bude rovna poctu studentu, kteri ze statistiky ziskali
zndmku ,prospél“ nebo lepst.

Jsou-li jednotlivé varianty usporadany podle své  velikosti“(,x; < 29 < ... <

< x"), plati
[
m; = an
Jj=1

Je tedy zrejmé, ze kumulativni ¢etnost k-té (,nejvyssi“) varianty je rovna
rozsahu proménné — my = n.

Druhou specidlni charakteristikou ur¢enou pouze pro ordinalni proménnou je kumu-
lativni relativni ¢etnost.

e Kumulativni relativni ¢etnost F; (angl. ,cumulative relative frequency“)
vyjadiuje jakou c¢ast souboru tvori hodnoty nabyvajici ¢-té a nizsi varianty.

%
j=1

coz neni nic jiného nez relativni vyjadieni kumulativni ¢etnosti:

m;
Fi=—.
n

Obdobné jako pro nomindlni proménné, mizeme i pro proménné ordinalni prezen-
tovat statistické charakteristiky pomoci tabulky rozdéleni ¢etnosti. Ta obsahuje ve
srovnani s tabulkou rozdéleni ¢etnosti pro nominalni proménnou navic hodnoty ku-
mulativnich a kumulativnich relativnich ¢etnosti.
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Tab. 1.3: Tabulka rozdéleni ¢etnosti pro ordindlni proménnou

TABULKA ROZDELENI CETNOSTI
A}) S Relativni ¢etnost Kumulativni ¢etnost Kumulavtlvm e
Hodnoty cetnost cetnost
X; ) )
l & P m; F;
X n 12 m =n, E =D
X, n, b, m,=n,+n,=m +n, F;:p1 +p, :E""pz
X n, Dy me=m_,+n, =n E( F}:]+pk 1
k k
Celkem 2 =n >p=1 |
i=1 i=1

1.1.4 Grafické znazornéni ordinalni proménné

Co se tyce grafické prezentace ordindlni proménné, zminili jsme histogram a vy-
secovy graf. Ani jeden z téchto grafu vsak nezaznamenava usporadani jednotlivych
variant. K tomu ndm slouzi polygon kumulativnich (resp. kumulativnich relativnich)
cetnosti, kterému se 1ika Lorenzova kiivka, popt. Parettiv graf.

Lorenzova kiivka (polygon kumu-
lativnich cetnosti, Galtonova ogiva,
S krivka) je spojnicovym grafem,

Znamky ze statistiky

ktery ziskame tak, ze na vodorov- (Lorenzova kfivka)

nou osu vynasime jednotlivé varianty 250 1

proménné v poradi od ,nejmensi“ do 200 4

,nejvétsi“ a na svislou osu prislu- 150 -

sné hodnoty kumulativnich cetnosti. 100 |

Zmazornéné body spojime tseckami. 50 |

Vsimnéte si, ze smérnice (sklon) po- 0 ' ' ' !

lygonu kumulativnich cetnosti je tim vyborny  chvalitebny  prospél - neprospél

nizsi, ¢im nizsi je rozdil mezi cet-
nostmi jednotlivych variant.

Obr. 1.8: Lorenzova ktivka

1.1.5 Paretova analyza

V raznych odvétvich lidské ¢innosti (ekonomie, sociologie, fizeni jakosti, ...) se setka-
vame s Paretovym principem, ktery lze formulovat tak, ze 80% nésledki prameni
z 20% pric¢in (20% lidi vlastni 80% celkového bohatstvi, 80% zévad je zpusobeno
20% vsech pricin, ...). V praxi pak byva snahou nalézt toto malé spektrum pric¢in
(zivotné dulezitd mensina), které tak vyznamné ovliviiuje vysledek. Tento postup,
ktery si vysvétlime na nize uvedeném piikladu, se nazyva Paretova analyza.
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Priklad 1.2. V zavodé je na jednom ze zafizeni pozorovana cCastd poruchovost a
z toho plynouci ztraty a prostoje. Management podniku se chysta zavést inovace,
které by napomohly snizit tuto poruchovost. Na pracovisti byla v obdobi 27. 10.
2009 — 6. 11. 2009 sledovana a zaznamenavana pric¢ina zavad na daném zafizeni.
Byly zaznamenéany tyto typy zavad:

A — netésnost

B — porucha loziska

C — prehrati

D — selhani prepétové ochrany
E — deformace

F — chyba obsluhy

G — jina zavada

Analyzujte zavady zaznamenané v tabulce.

Resend.

Datum Zavada
27.10.2009 B
27.10.2009
27.10.2009
27.10.2009
27.10.2009
27.10.2009
28.10.2009
28.10.2009
29.10.2009

NSNS

O [(®m|>» |>|w|[>|0O

NSNS NN

7 ukazky datového souboru je ziejmé, ze mame k dispozici chronologicky zaznam
zéavad. Nasim tkolem je tyto zavady analyzovat a navrhnout ty z nich, jejichz od-
stranénim se dosahne pozadovaného snizeni poruchovosti zatfizeni.

Zavady budeme analyzovat jako ordinalni proménnou seraditelnou podle cetnosti
vyskytu. K Paretové analyze pak vyuzijeme tabulku cCetnosti zavad a tzv. Pare-
tav graf, ktery je slouc¢enim histogramu proménné setfazené podle ¢etnosti vyskytu
(od nejvétsi cetnosti vyskytu po nejmensi) a prislusného polygonu kumulativnich
cetnosti — Lorenzovy kfivky.
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Tab. 1.4: Tabulka rozdéleni ¢etnosti zavad

Zavada Cetnost Kumulativni ¢etnost Relativni ¢etnost Kumulativni rel. ¢etnost
B 67 67 46% 46%
A 36 103 25% 71%
C 15 118 10% 81%
D 11 129 8% 88%
E 8 137 5% 94%
F 143 4% 98%
G 3 146 2% 100%

Celkem 146 100%

80 - 100% 120%

J 9% 98% °

70 o1 88% 94% - 100% 3

5 60 - 71% . e
S o | - 80% 8
3 2
T 40 - 60% .8
2 30 - 'S
o - 40% 2
O 20 - &
- 20% g

10 - . £

0 - . . . ; . . 0% <

Kategorie zavad
Obr. 1.9: Parettuv graf zdvad

Na zakladé Tab. 1.4 a grafu (Obr. 1.9) lze okamzité identifikovat, Ze rozhodujici podil
na poruchovosti zafizeni maji zavady typu B (46% vSech zavad). Skupina zévad B,
A, C pak zapricinuje 81% vsech poruch.

Obdobnym zptsobem bychom mohli popsat vliv riznych zavad na ztraty apod. A

Pruvodce studiem

A znovu si miiZete ovérit, zda dokaZete spravné aplikovat nabyté védomosti.

Priklad 1.3. Nasledujici data predstavuji velikosti tricek prodanych pti vyprodeji
firmy TRIKO.

S, M, L, S, M, L, XL, XL, M, XL, XL, L, M, S, M, L, L, XL, XL, XL, L, M

a) Data vyhodnotte a graficky znazornéte.
b) Urcete kolik procent lidi si koupilo tricko velikosti nejvyse L.
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Resent.

ad a) Zfejmé se jednd o kvalitativni (slovni) proménnou a vzhledem k tomu, Zze
velikosti tricek 1ze seradit, jde o proménnou ordinalni. Pro jeji popis proto
pouzijeme tabulku ¢etnosti pro ordinalni proménnou, v niz varianty velikosti
tricek budou setazeny od nejmensi po nejvétsi (S, M, L, XL) a modus.

Tab. 1.5: Tabulka rozdéleni ¢etnosti prodejnosti tricek podle velikosti

TABULKA ROZDELENi CETNOSTI
Velikosti tricek Absolutni ¢etnost | Relativni cetnost Ku;elzll:zzitvni Kumulaéteitv;loisl;elativni

n; Pi m; F;

S 3 3/22=0,14 3 3/22=0,14

M 6 6/22=0,27 3+6=9 9/22=041

L 6 6/22=0,27 9+6=15 15/22=0,68

XL 7 7/22=0,32 15+7=22 22/22=1,00
Celkem 22 L,oo | e e

Modus = XL (nejvice lidi si koupilo tricko velikosti XL)

Graficky vystup bude tvorit histogram, vysecovy graf a Lorenzova kiivka.
JelikoZ nechceme pouzivat Paretiiv princip, Paretiv graf vytvaret nebudeme.

Prodejnost trik

Prodejnost trik 2; 9%

7
6 6 7,33%
ms
6;20% BM
2 oL
mXL
s M L XL

6;29%

Pocet prodanych trik
OFRP NWAUVIO N

Velikost trika

Prodejnost trik
(polygon kumulativnich ¢etnosti)
25
20
15
10

w

Kumulativni éetnost prodanych
trik

Velikost trika
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ad b) Na tuto otdzku ndm d& odpovéd relativni kumulativni ¢etnost pro variantu

L, kterd urcuje jaka ¢ast prodanych tricek byla velikosti L a nizsich. Tj. 68%
zakaznikt si koupilo tricko velikosti L a mensi.

A

1.2 Statistické charakteristiky numerickych pro-
meénnych

Pro popis numerické proménné muzeme pouzit vétSinu statistickych charakteris-
tik uzivanych pro popis proménné ordindlni (¢etnost, relativni ¢etnost, kumulativni
¢etnost, kumulativni relativni ¢etnost), coz doplnime dal$imi dvéma skupinami cha-
rakteristik - mirami polohy a mirami variability.

e Miry polohy urcujici typické rozloZeni hodnot proménné (jejich rozmisténi
na ¢iselné ose).

e Miry variability urcujici variabilitu (rozptyl) hodnot kolem své typické po-
lohy.

1.2.1 Miry polohy a variability

Snad nejpouzivanéjsimi mirami polohy jsou primeéry proménnych. Priméry predsta-
vuji primérnou nebo typickou hodnotu vybérového souboru. Ziejmé nejznaméjsim
priumérem pro kvantitativni proménnou je

e Aritmeticky prumér & (angl. ,mean")

Jeho hodnotu ziskdme pomoci znamého vztahu

7= =1

- ’
n

kde:  x ... jednotlive hodnoty proménné,

n ... rozsah vybérového souboru (pocet hodnot proménné).

Jsou-li hodnoty analyzované proménné usporadany do tabulky ¢etnosti, pou-
zivame pro vypocet aritmetického primeéru vztah

k
TNy
_ TiNn1 + ToNg + ... + TpNg =
Tr = = s
ny+Mne+...+ny k
>N
i=1
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kde cetnosti n; predstavuji vahu, kterd je prisuzovana jednotliviym hodno-
tam proménné x;. Takto vypocitany aritmeticky primér se nazyva vazeny
aritmeticky prameér.

Znamé jsou i vlastnosti aritmetického primeéru.

1.

(2

1

n
neboli: soucet vsech odchylek hodnot proménné od jejich aritmetického
priaméru je roven nule, coz znamena, ze aritmeticky primér kompenzuje
vliv ndhodnych chyb na proménnou.

M=

2 (atm;)
2.VaeR: =——

n

=a+x,

neboli: pricteme-li ke vSem hodnotam proménné stejné ¢islo, zveétsi se
o toto ¢islo rovnéz aritmeticky primeér.

\gEl

_ (bzx;)
3 VbER: S — b,

n

neboli: vynasobime-li vSechny hodnoty proménné stejnym c¢islem, zveétsi
se stejnym zpusobem rovnéz aritmeticky prameér.

Priklad 1.4. Ucitel matematiky na gymnéziu pritazuje jednotlivym vysledkiim
studentii vahy nasledujicim zptsobem.

Véha
Zkouseni a dil¢i testy 1
Opakovaci testy 2
Kompozice 3

U studenta Masafika méa ucitel za 1. pololeti zaznam:

Zkouseni:

Dilét testy:
Opakovaci testy:
Kompozice:

W W N
— =
w

o W o

Urcete vyslednou primérnou znadmku studenta.
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Reseni. Jde o klasicky pifpad uziti vazeného primeéru, kdy vyznam jednotlivych
znamek je ocenén jejich vahami.
k

Z Trin;

_ TNy + ToNg + ... + TNy i=1

xr = =
k
>N
i=1

ny+mng+...+ng
2.1+3.1+2-1+1-1+3-1+2~2+3.2+1-2+3-3+2-3_§;22
1+14+14+14+14+24+24+2+3+3 177

€T =

Vzhledem k tomu, Ze vazeny priumér znamek studenta Masarika je 2,2, mél by tento
student na pololetni vysvédceni dostat z matematiky 2.
A

Prestoze to tak na prvni pohled vypada, aritmeticky primér nemusi byt vzdy pro
vypocet prumeéru vybérového souboru nejvhodnéjsi.

e Harmonicky prameér

Pro vypocet pruméru v pripadech, kdy proménna ma charakter ¢asti z celku
(dlohy o spolecné préci, ...), pouzivame prumér harmonicky, ktery je definovan

vztahem
n

Ty = .
SR

i=1 L
Mame-li udaje setfidéné do tabulky cetnosti, pouzivame dle nize uvedeného
vztahu vazeny harmonicky prameér.

k
Z 1y
=1

n n’i

T =
i=1 Li
Priklad 1.5. Totozna soucastka se vyrabi na dvou automatech. Starsi z nich

vyrobi 1 kus kazdych 6 minut, novy kazdé 3 minuty. Jak dlouho trva v priméru
vyroba jedné soucastky?

Reseni. Jde o typickou tlohu o spoleéné praci. Pro uréeni primeérné doby
trvani vyroby soucastky proto pouzijeme harmonicky prameér.

2
Ty = no_ =4 [min]
2”31 1+1
i=1 g 6 3

Vyroba jedné soucastky trva prumérné 4 minuty.
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e Geometricky prumér
Pracujeme-li s kladnou proménnou predstavujici relativni zmény (rustové in-
dexy, cenové indexy...), pouzivame tzv. geometricky prameér, ktery je defi-
novan jako n-té odmocnina ze souc¢inu hodnot proménné.

Tg=/T1- T2+ ... - Ty

Stejné jako v predchozich pripadech lze zapsat rovnéz vzorec pro vazeny ge-
ometricky primér.

Tg= /P x> .. apk,
kde

=1

Priklad 1.6. Predloni byla vysSe ro¢niho platu zaméstnance ve firmé 200 000 K¢,
loni 220 000 K¢ a letos 250 000 K¢. Jaky je pramérny koeficient rastu jeho platu?

Reseni. Koeficient ristu k, je podil dvou hodnot kladné proménné.

Ty

k:t:

Y
Ti

kde z; ... hodnota proménné x v aktualnim obdobi ¢,
Z¢_1 ... hodnota proménné x v predchozim obdobi ¢ — 1.

Casto se koeficient rustu uvadi v procentech, pak hovorime o relativnim pri-
rustku oy.

o= (k — 1)-100 = 21 100 [%]

Tg—1

Plat [KC] | Koeficient rlistu | Relativni pFirGstek [%]
predloni | 200 000

220 000

loni 220 000 = 10,0%
200000 100 °
250 000

letos 250000 | ——— = 1,136 13,6%
220 000

Koeficient ristu predstavuje relativni zménu, pro vypocet prameéru proto pouzijeme
geometricky prameér.
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k, = +/1,100-1,136 = 1,118

Plat zaméstnance béhem poslednich trech let rostl prumérné o 11,8% rocné.
A

Vzhledem k tomu, Ze primeér se stanovuje ze vsech hodnot proménné, nese maximum
informaci o vybérovém souboru. Na druhé strané je vsak velmi citlivy na tzv. od-
lehla pozorovani, coz jsou hodnoty, které se mimoradné lisi od ostatnich a dokazou
proto vychylit pramér natolik, ze prestava dany vybér reprezentovat. K identifikaci
odlehlych pozorovani se vratime pozdéji.

Mezi miry polohy, které jsou na odlehlych pozorovanich méné zavislé, patii
e Modus

Pozor! v pripadé modu budeme rozliSovat mezi diskrétni a spojitou kvantita-
tivni proménnou. Pro diskrétni proménnou definujeme modus jako hod-
notu nejcetnéjsi varianty proménné (podobné jako u kvalitativni proménné).

Naproti tomu u spojité proménné povazujeme za modus & hodnotu kolem
niz je nejvétsi koncentrace hodnot proménné. Mnohdy mluvime o typické hod-
noté proménné. Pro urceni této hodnoty vyuzijeme tzv. shorth (¢ti ,Sért“ a
sklonuj podle hrad), coz je nejkratsi interval, v némz lezi alesponi 50% hodnot
proménné (v piipadé vybéru o rozsahu n = 2k(k € N) (sudy pocet hodnot),
lezi v shorthu & hodnot—coz je 50% (n/2) hodnot proménné, v pfipadé vybéru
o rozsahu n = 2k + 1(k € N) (lichy pocet hodnot), lezi v shorthu k£ + 1 hodnot
- coz je o 1 vice nez je 50% hodnot proménné). Modus pak definujeme jako
stted shorthu.

Z predchézejicich definic vyplyva, ze délka shorthu (horni mez — dolni mez)
je jednoznacné dana, to vSsak nemusi platit pro jeho umisténi a tudiz ani pro
modus. Pokud lze modus urcit jednoznacné, mluvime o unimodalni pro-
meénné, ma-li proménna dva mody, nazyvame ji bimodalni. Existence dvou
a vice modu ve vybéru obvykle signalizuje nesourodost (heterogenitu) hod-
not proménné. Tuto nesourodost byva mozné odstranit rozdélenim souboru
na podsoubory - roztfidénim podle nékterého jiného znaku (napt. bimodalni
znak vyska clovéka lze rozttidit podle pohlavi na dva unimodélni znaky - vyska
zen a vyska muzu).

Privodce studiem

Zdala se Vam pasaZ o modu kvantitativni proménné prilis sloZita? Pokusime se ji nyni
osvétlit na jednoduchém prikladu, ktery Vam snad pripadné nejasnosti ozrejmi.
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Priklad 1.7. Nasledujici data predstavuji vék hudebniki vystupujicich na prehlidce
dechovych orchestri. Proménnou vék povazujte za spojitou. Urcete priumeér, shorth
a modus véku hudebnik.

22 82 27 43 19 47 41 34 34 42 35

Reseni. a) Urc€eni pruméru:

V tomto pripadé jednozna¢né pouzijeme aritmeticky prameér (proménnd vék nepred-
stavuje ani Cast celku ani relativni zménu).

T =

ST 99 182 19T 443419447+ 41+ 34 + 34+ 42+ 35 28,7 lot
— = s [
n

11

Primeérny vék hudebnika vystupujiciho na prehlidce dechovych orchestri je 38,7 let.

Prohlédnéte si jeste jednou zadand data a promyslete si nakolik je prumérny vek
reprezentativni statistikou daného vijbéru (pozor na odlehld pozorovdni).

b) Urceni shorthu:

Nas vybérovy soubor ma 11 hodnot, z ¢ehoz vyplyva, ze v shorthu bude lezet 6 z nich
(rozsah souboru je 11 (lichy pocet hodnot), 50% z toho je 5,5 (5,5 hodnoty se $patné

urcuge, zZe?) a nejblizsi vyssi prirozené ¢islo je 6 — neboli: (g} = [?W = [5,5] =6).
A dalsi postup?

e Hodnoty proménné seradime.

e Urcime délky vsech 6-ti ¢lennych intervalil, v nichz z; < ;41 < ... < 215
pro ¢t =1,2,...,n—5.

e Nejkratsi z téchto intervaltl prohldsime za shorth
(délka intervalu = x;,5 — x;)
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Originalni data | Sefazena data | Délky 6-ti ¢clennych intervalt
22 19 16 (= 35-19)
82 22 19 (= 41-22)
27 27 15 (= 42-27)
43 34 9 (— 43-34)
19 34 3 (= 47-34)
47 35 47( 82-35)
41 41
34 42
34 43
42 47
35 82

Z tabulky je ztejmé, Ze nejkratsi interval méa délku 9, ¢emuz odpovida jediny interval:

(34;43).

Shorth = (34;43), coz muZeme interpretovat napf. tak, ze polovina hudebniku je
ve véku 34 az 43 let (jde pritom o nejkratsi interval ze vSech moznych).

¢)Urc¢eni modu:

Modus je definovan jako stred shortu.

. 34+43
xr =
2

= 38,5 let

Modus = 38,5 let, tj. typicky veék hudebnika vystupujictho na této prehlidce
dechovych orchestri je 38,5 let.
A

Pro podrobnéjsi vyjadieni rozlozeni hodnot proménné v ramci souboru slouzi sta-
tistiky nazyvané vybérové kvantily.

e Vybérové kvantily (angl. quantile, resp. percentile)

Vybérové kvantily jsou statistiky, které charakterizuji polohu jednotlivych hod-
not v ramci proménné. Podobné jako modus, jsou i vybérové kvantily re-
zistentni (odolné) vuéi odlehlym pozorovanim. Obecné je vybérovy kvantil
(déle jen kvantil) chédpan jako hodnota, kterd rozdéluje vybérovy soubor na
dvé ¢asti — prvni z nich obsahuje hodnoty, které jsou mensi nez dany kvantil,
druha ¢ast obsahuje hodnoty, které jsou vétsi nebo rovny danému kvantilu. Pro
urceni kvantilu je proto nutné vybér usporadat od nejmensi hodnoty k nejvétsi.
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Kvantil proménné z, ktery oddéluje 100p% mensich hodnot od zbytku souboru,
tj. od 100(1-p)% hodnot, nazyvame 100p %-nim kvantilem a znacime jej
Tp.

V praxi se nejcastéji setkavame s nasledujicimi kvantily:

Kvartily

Dolni kvartil @25 = 25%-ni kvantil (rozdéluje datovy soubor tak, ze 25%
hodnot je mensich nez tento kvartil a zbytek, tj. 75% vétsich (nebo rovnych))

Median x¢5 = 50%-ni kvantil (rozdéluje datovy soubor tak, ze polovina
(50%) hodnot je mensich nez median a polovina (50%) hodnot vétsich (nebo
rovnych))

Horni kvartil xo 75 = 75%-ni kvantil (rozdéluje datovy soubor tak, ze 75%
hodnot je mensich nez tento kvartil a zbytek, tj. 25% vétsich (nebo rovnych))

Kvartily déli vybérovy soubor na 4 priblizné stejné cetné casti.

Decily-—x1;202; ..; Zo,9

Decily déli vybérovy soubor na 10 ptiblizné stejné cetnych ¢asti.

Percentllyfmo’m; Z0,025 - - - 320,99

Percentily déli vybérovy soubor na 100 priblizné stejné cetnych ¢asti.

A nyni se dostavame k tomu, jak se kvantily urcuji.

1.

2.

Vybérovy soubor usporddame podle velikosti.

Jednotlivym hodnotam proménné priradime poradi, a to tak, Ze nejmensi hod-
nota bude mit poradi 1 a nejvyssi hodnota poradi n (rozsah souboru).

100p%- ni kvantil je roven hodnoté proménné s poradim z,, kde
zp =mnp+0.5

Neni-li z, celé ¢islo, pak dany kvantil ur¢ime jako primér prvkia s poradim

l2p] a [2].

POZOR! Zejména v souvislosti s hodnocenim normovanych testa (SCIO testy, bi-
ometrické normy,...) se casto setkdvame s vyjadrenim ,Pattite do p. percentilu®,
pficemz p je celé ¢islo mezi 1 a 100. Je tim mysleno, ze nejméné (p-1)% a zaroven
méné nez p% ucastniknu testu dosahlo nizsiho hodnoceni nez vy.
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(Napft. ,,Patiite do 80. percentilu“ znamend, ze nejméné 79% (a nejvyse 80%) tcast-
niku testu dosahlo nizsiho vysledku nez vy. )

Za zminku zajisté stoji i vztah mezi kvantily a relativni kumulativni cet-
nosti. Ziejme lze Tici, Ze hodnota p udava relativni kumulativni ¢etnost kvantilu x,,
tj. relativni cetnost téch hodnot proménné, které jsou mensi nez kvantil z,. Kvantil
a relativni kumulativni ¢etnost jsou tedy inverzni pojmy. Grafické nebo tabulkové
znazornéni settidéné proménné a prislusnych kumulativnich cetnosti se oznacuje
jako distribuc¢ni funkce kumulativni cetnosti, popr. empiricka distribucni
funkce. Ujasnéme si nyni, jak empirickou distribu¢ni funkci pro kvantitativni pro-
ménnou urcit.

e Empiricka distribu¢ni funkce F(x) pro kvantitativni proménnou

Oznac¢me si p(x;) relativni cetnost hodnoty x; sefazeného vybérového souboru
1 < T < ...< x,. Pro empirickou distribu¢ni funkci F(x) pak plati:

0 pro x < 1
J
Flz) = § X F(z) prozj<zSzjq,1SjsSn—1
i=1
1, pro =, < x
Fx) 1 - °
(© e ]
O
p(Xa)
ORlX5) |
p(x,) I
Xy X X3 X

Obr. 1.10: Empiricka distribuéni funkce

Empiricka distribu¢ni funkce je monoténné rostouci, zleva spojitou funkci,
kterd ,skace“ podle relativnich cetnosti prislusnych jednotlivym hodnotam
proménné. Zjevné tedy plati, ze

p(z;) = lim F(z) — F(z;)

T—x;
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Prostrednictvim kvantili jsou definovany i dalsi dvé statistiky kvantitativni pro-
ménné — interkvartilové rozpéti a MAD.

e Interkvartilové rozpéti IQR

Tato statistika je mirou variability souboru a je definovana jako vzdalenost
mezi hornim a dolnim kvartilem:

IQR = To.75 — L0.25

e MAD

Nazev MAD je zkratkou anglické definice — median absolute deviation from
the median, ¢ili ¢esky: medidan absolutnich odchylek od medianu

Jak jej tedy urcime?

1.
2.

Vybérovy soubor usporadame podle velikosti
Uréime median souboru

Pro kazdou hodnotu souboru ur¢ime absolutni hodnotu jeji odchylky od
medidnu

Absolutni odchylky od medianu usporadame podle velikosti
Uréime median absolutnich odchylek od medianu, tj. MAD

Pruvodce studiem

Zda se Vam, Ze za sebou mate moc teorie? Abyste se ujistili, Ze nic neni tak Cerné jak
vypada, zkuste pokracovat v predchazejicim reseném prikladu.

Priklad 1.8. Pro data z reseného prikladu 1.7 urcete

a) vsechny kvartily,

b) interkvartilové rozpéti,

c) MAD,

d) zakreslete empirickou distribuéni funkci.
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Tab. 1.6: Pfifazeni poradi hodnotdm proménné

Originalni data | Serazena data | Poradi
22 19 1
82 22 2
27
43
19 34 5
47 35 6
41 41 7
34 42 8
34 43 9
42 47 10
35 82 11

Resend. ad a)Nasim tkolem je ur¢it dolni kvartil x5, medidn xo5 a horni kvartil
Zo,75. Budeme dodrzovat postup doporuceny pro urcovani kvantild, to znamena —
data seradit a priradit jim poradi. Vysledek prvnich dvou bodu postupu ukazuje
Tab.1.6.

A muzeme prejit k bodu 3, tj. stanovit poradi hodnot proménné pro jednotlivé
kvartily a tim i jejich hodnoty.

:p=10,25;n=11= 2, =11-0,25+ 0,5 = 3,25,
27 + 34

= 30,5 let,

tj. 25% hudebniku vystupujicich na piehlidce dechovych orchestri je mladsich nez
30,5 let (75% z nich mé 30,5 let a vice).

Dolni kvartil je tedy primérem prvkii s poradim 3 a 4. g5 =

Median zp5: p=0,5n=11= 2, =11-0,5+ 0,5 =6 = x5 = 35 let,
tj. polovina hudebnikt vystupujicich na prehlidce dechovych orchestrii je mladsich
nez 35 let (50% z nich mé 35 let a vice).

Horni kvartil zg75: p=0,75;n =11= 2, =11-0,75+ 0,5 = 8,75
42 + 43

= 42.5 let,

tj. 75% hudebniku vystupujicich na prehlidce dechovych orchestri je mladsich nez
425 let (25% z nich mé 42,5 let a vice).

Horni kvartil je tedy priamérem prvka s poradim 8 a 9.z 75 =

ad b) Interkvartilové rozpéti IQR: IQR = x¢ 75 — x025 = 43 — 27 = 16.

Jak jiz bylo zminéno, prakticka interpretace IQR neexistuje.
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Tab. 1.7: Postup pfi vypoctu statistiky MAD

Originalni | Serazena | Absolutni hodnoty | Sefazené absolutni

data x; data y; odchylek  sefaze- | hodnoty odchylek
nych dat od jejich | sefazenych dat od
medidnu|y; — xo5| | jejich medidnu M;

22 19 16=|19 — 35| 0

82 22 13=(22 — 35| 1

27 27 8=|27 — 35| 1

43 34 1=|34 — 35| 6

19 34 1=|22 — 35| 7

47 35 0=|35 — 35| 8

41 41 6=[41 — 35| 8

34 42 7=]42 — 35| 12

34 43 8=[43 — 35| 13

42 47 12=[47 — 35| 16

35 82 47=|22 — 35| 47

ad ¢) MAD Chceme-li urcit tuto statistiku, budeme postupovat presné podle toho,

co skryva zkratka v nazvu — median absolutnich odchylek od medianu. Provedeni
uvedeného postupu ukazuje Tab 1.7.

£C075:35

]\4'141):]\4-0757
p:075;n:11:>Zp:11-0,5+0,5:6:>M075:8,

(MAD je median absolutnich odchylek od medianu, tj. 6. hodnota sefazeného sou-
boru absolutnich odchylek od medianu).MAD = 8.

ad d) Zbyva posledni tikol — sestrojit empirickou distribu¢ni funkci. Pfipomenme
si proto jeji definici a postupujme podle ni.

0 pro x < ;
J
Flr)={ X F(z) proz;<z=zj,15jsn—1
i=1
1 pro o, < x

Do tabulky si zapiSeme sefazené hodnoty proménné, jejich ¢etnosti, relativni ¢etnosti
a z nich odvodime empirickou distribuc¢ni funkeci.
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Tab. 1.8: Postup vypoctu empirické distribucni funkce

Originalni Sef‘azené | Apsolutni Setnosti | Relativni etnosti | Empirickd
data x; hodnoty | sefazenych hodnot | sefazenych hodnot | dist. funkce
i L Di Fx)
22 19 1 1/11 0
82 22 1 1/11 1/11
27 27 1 1/11 2/11
43 34 2 2/11 3/11
19 35 1 1/11 5/11
47 41 1 1/11 6/11
41 42 1 1/11 7/11
34 43 1 1/11 8/11
34 47 1 1/11 9/11
42 82 1 1/11 10/11
35

Z definice emp. dist. funkce F(z) tedy plyne, Ze pro vsechna x mensi nez 19 je F(z)
rovna nule, pro x vétsi nez 19 a mensi nebo rovna 22 je F(z) rovna 1/11, pro x vétsi
nez 22 a mensi nebo rovna 27 je F(z) rovna 1/11 + 1/11, atd. Pro « > 82 je F(z)=1.
Shrneme do Tab. 1.9.

Tab. 1.9: Empirickd distribu¢ni funkce
X (-00;19) | (19;22) | 22;27) | (27;34) | (34;35)
F(x) 0 1/11 2/11 3/11 5/11

X (35;41) | (41;42) | (42;43) | (43;47) | (47;82) | (82;00)
F(x) | 6/11 | 7/i1 | 8/11 | 9/i1 | 10/il | 11/11

1,0 - o—
e} °
0,8 [oX J
®
06 - ®
o—e
~ ®
T 04
o—e
0.2 1 o-e
oe
0,0 . T T T T
0 20 40 x 60 80 100

Obr. 1.11: Empiricka distribuéni funcke-graf
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Pruvodce studiem

Zvladli jste to? Gratuluji. Pokud jste s prikladem méli néjaké problémy, doporucuji vam,
abyste pasaz o kvantilech a empirické distribucni funkci znovu dikladné prostudovali —
neni to naposled, co se s témito pojmy setkavate.

A7 dosud jsme se zabyvali prevazné statistickymi charakteristikami umoznujicimi
popis polohy proménné, tj. mirami polohy. Priméry, modus, stejné jako median
vyjadruji pomyslny ,stred“ proménné, nerikaji vSak nic o rozlozeni jednotlivych
hodnot proménné kolem tohoto ,stredu”, tj. o variabilité proménné. Je ztejmé, ze
¢im vétsi je rozptylenost hodnot proménné kolem jejiho pomyslného ,stredu®, tim
mensi je schopnost tohoto ,stredu” reprezentovat proménnou.

Nésledujici statistické charakteristiky ndm umoznuji popis variability (rozptylenosti)
vybérového souboru, neboli popis rozptylu jednotlivych hodnot kolem stfedu pro-
ménné — nazyvame je tedy mirami variability. Z dosud zminénych statistickych cha-
rakteristik zarazujeme mezi miry variability shorth a interkvartilové rozpéti.

e Vybérovy rozptyl s* (¢ti ,s kvadrat“, angl. sample variance) je nejrozsite-
néjsi mirou variability vybérového souboru. Urcujeme jej podle vztahu

Vidime, ze vybérovy rozptyl je ddn podilem souc¢tu kvadratu odchylek jednot-
livych hodnot od priméru a rozsahu souboru snizeného o jednicku.

Mezi zédkladni vlastnosti vybérového rozptylu patii:

1. Vybérovy rozptyl konstantniho souboru je roven nule,coz znamena, ze
jsou-li vSechny hodnoty proménné stejné, méa soubor nulovou rozptyle-

nost.
2.
> (zi—T)°
Ya € R : 822121— A(yi:a+xi) =
n—1

El(?/z —7)? 4 1((@ + ;) — (a+7))* ‘ 1(-%’ — )

1= 1= 1= 2
j — — —

n—1 n—1 n—1 5

coz znamena, ze pricteme-li ke vSem hodnotam proménné libovolnou kon-
stantu, vybérovy rozptyl proménné se nezméni.
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3. .
> (i — 1)
VbeR: ((s* = Fln_ T A= b)) =
Swi—)? (bw) — b)) 0w — )
:>Z:1n—1 == n—1 == n—1 =b's"

coz znamena, ze vynasobime-li vsechny hodnoty proménné libovolnou
konstantou (b), vybérovy rozptyl proménné se zvétsi kvadratem této kon-
stanty (b* krét)

Nevyhodou pouziti vybérového rozptylu jakozto miry variability je to, Ze jednotka
této charakteristiky je druhou mocninou jednotky proménné. Napt. je-li proménnou
denni trzba uvedena v K¢&, bude vybérovy rozptyl této proménné vyjadien v Ke&2.
Nésledujici mira variability tuto vlastnost nema.

e Vybérovid smérodatnia odchylka s (angl. sample standard deviation) je
definovana jako kladnda odmocnina vybérového rozptylu

Nevyhodou vybérového rozptylu i vybérové smérodatné odchylky je skutecnost, ze
neumoznuji porovnavat varibilitu proménnych vyjadrenych v rtiznych jednotkach.
Ktera proménna ma vétsi variabilitu — vyska nebo hmotnost dospélého clovéka? Na
tuto otazku nam da odpovéd tzv. variacni koeficient.

e Varia¢ni koeficient V, (angl. coefficient of variation)

vyjadiuje relativni miru variability proménné x. Podle nize uvedeného vztahu
jej 1ze stanovit pouze pro proménné, které nabyvaji vyhradné kladnych hodnot.
Varia¢ni koeficient je bezrozmérny. Uvadime-li jej v [%], hodnotu ziskanou
z defini¢niho vzorce vyndsobime 100%.

Priklad 1.9. Firma vyrabéjici tabulové sklo vyvinula méné nakladnou technologii
pro zlepseni odolnosti skla vici zaru. Pro testovani bylo vybrano 5 tabuli skla a
rozfezano na polovinu. Jedna polovina pak byla osetfena novou technologii, zatimco
druha byla ponechéna jako kontrolni. Obé poloviny pak byly vystaveny zvysujicimu
se pusobeni tepla, dokud nepraskly. Vysledky jsou uvedeny v Tab. 1.10. Porovnejte

obé technologie pomoci zakladnich charakteristik exploracni statistiky (priaméru a
rozptylu, popf. smérodatné odchylky).
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Tab. 1.10: Tavné teplota skla pii pouziti staré a nové technologie

Mezni teplota (sklo prasklo) [°C]
Stara technologie x; | Nova technologie y;
475 485
436 390
495 520
483 460
426 488

Reseni. Nejprve se pokusime porovnat obé technologie pouze za pomoci primeéru.
Vzhledem k tomu, Ze proménnd ,mezni teplota“ nevyjadiuje ani ¢ast celku ani re-
lativni zmény, volime prameér aritmeticky.

Primeér pro starou technologii vychazi

PIEL | AT5 44364 ... + 426

T = =463 [°C
z== E °C]
Primeér pro novou technologii:
> Yi
= 4 . +4
= 85 +390 + ... + 88&469[00]

n 5)

Na zakladé vypoctenych primért bychom mohli tici, Ze novou technologii doporu-
cujeme, ponévadz mezni teplota je pri nové technologii o 6°C vyssi.

A jaky zavér vyvodime, doplnime-li k zdkladnim informacim miry variability?
Stara technologie:

Vybérovy rozptyl:

L 2
o =TI s 63 4 (436 - 463) + .+ (126 — 463 .
2 — — = — = 916[°C?]
— -

— | 31[°C).

\/(475 —463)2 4 ... + (426 — 463) .
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Nova technologie:

Vybérovy rozptyl:

o =TT s 469) 4 (300 — 469) + .. + (488 — 469)° .

49[°C).

__vﬂ%5—«wy+.“+@m&—%m2;
—— s =

Vybérovy rozptyl (vybérova smérodatna odchylka) vysel pro novou technologii mno-
hem vyssi nez pro technologii starou. Co to znamena? Podivejte se na grafické zna-
zornéni namérenych dat na Obr. 1.12.

Mezni teplota
600
°
© [ ]
kel : o
g s
°
300
Stara Nova
Technologie

Obr. 1.12: Srovnéani technologii teplot pro starou a novou technologii

Mezni teploty pro novou technologii jsou mnohem rozptylenéjsi, tzn. ze tato tech-
nologie neni jesté dobre zvladnutd a jeji pouziti nam nezaruci zkvalitnéni vyroby.
V tomto pripadé muze dojit k silnému zvyseni, ale také k silnému snizeni mezni
teploty — proto by se méla nova technologie jesté vratit do vyvoje.

Zduraznéme, ze tyto zaveéry jsou stanoveny pouze na zakladé explorac¢ni analyzy. Pro
rozhodnuti takovychto pripadi nam statistika nabizi exaktnéjsi metody (testovani
hypotéz), s nimiz se seznamite pozdéji.

A
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Vzpominate si jesté na zminku o odlehlych pozorovanich? Dozvédéli jste se, ze za
odlehla pozorovani povazujeme ty hodnoty proménné, které se mimotradné lisi od
ostatnich hodnot a tim ovliviiuji napr. vypovidaci hodnotu prameéru. Nyni se dozvite,
jak odlehlé hodnoty identifikovat.

e Identifikace odlehlych pozorovani(angl. outliers)

Ve statistické praxi se obvykle miizete setkat s nékolika zpiisoby identifikace
odlehlych pozorovani. My ukézeme t7i z nich.

1. Vnitini hradby: Za odlehlé pozorovani lze povazovat takovou hodnotu
x;, ktera je od dolniho, resp. horniho kvartilu vzdalena vice nez 1,5 na-
sobek interkvartilového rozpéti. Tedy:

[(l’, < Zp,25 — 1, 5- IQR) V (l’z > Zo,75 -+ 1,5 . IQR)] =
= x; je odlehlym pozorovanim

2. z-souradnice (z-skére): Za odlehlé pozorovani lze povazovat takovou
hodnotu z;, jejiz absolutni hodnota z-souradnice je vétsi nez 3, tj. hod-
nota, ktera je od primeéru vzdalenéjsi nez 3s. Tedy:

T, — X

z — skére; =
S

r; — X

|z—skore;| > 3 = ' >3 = |z;—Z| > 3s =

= x; je odlehlym pozorovanim

3. xo,5-souradnice (xo5 — skore): Za odlehlé pozorovani lze povazovat
takovou hodnotu z;, jejiz absolutni hodnota medidnové souradnice je
vétsi nez 3, tj. hodnota, kterd je od medidnu vzdalenéjsi nez 3 - 1,483-
MAD. Tedy:

T; — X, 5

Tos = SKOTC = TSN AD

Ty — Tos

_— i — 1. 483MAD
[ IS3MAD >3 = |r;—xo5| > 3-1,483 =

|zg 5 — skore;| > 3 = ‘

= x; je odlehlym pozorovanim

V konkrétnim pripadé muzete pro identifikaci odlehlych pozorovani zvolit li-
bovolné z téchto tii pravidel. Za zminku stoji, Ze z-soutadnice je ,,méné prisna“
k odlehlym pozorovanim nez medidnova soutradnice. Je to proto, ze z-sourad-
nice se urcuje na zakladé primeéru a vybérové smérodatné odchylky, jez jsou
silné ovlivnény hodnotami odlehlych pozorovani. Naproti tomu medidnova
souradnice se urcuje na zakladé medianu a MADu, které jsou vici odlehlym
pozorovanim odolné.
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Nékteri statistici rozdéluji odlehla pozorovani do dvou skupin — na odlehla pozoro-
vani a extrémni pozorovani. Pro toto rozliseni vyuzivaji pojmi vnitini a vnéjsi
hradby. Definice hradeb vychazi z pravidla pro identifikaci odlehlych pozorovani
pomoci IQR.

Vnitfni hradby: dolni mez: hp = 2025 — 1,51QR
horni mez: hy =x075 +1,5IQR

Vnéjsi hradby: dolni mez: Hp = zp95 — 3IQR
horni mez: Hy = 2075+ 3IQR

Pozorovani lezici mimo vnéjsi hradby pak nazyvame extrémni, pozorovani lezici vné
vnitinich hradeb, avSak uvnitt hradeb vnéjsich nazyvame odlehla.

Pokud o nékteré hodnoté proménné rozhodneme, Ze je odlehlym pozorovanim, je
nutné rozlisit o jaky typ odlehlosti se jedna. V pripadé, ze odlehlost pozorovani je
zpusobena:

e hrubymi chybami, preklepy, prokazatelnym selhanim lidi ¢i techniky ...
e dusledky poruch, chybného méreni, technologickych chyb ...

tzn., zname-li pri¢inu odlehlosti a predpokladame-li, Ze jiz nenastane, jsme opravnéni
tato pozorovani vyloucit z dalsiho zpracovani. V ostatnich pripadech je nutno zvazit,
zda se vyloucenim odlehlych pozorovani neptipravime o dilezité informace o jevech
vyskytujicich se s nizkou cetnosti.

Dalsimi charakteristikami popisujicimi kvantitativni proménnou jsou vybérova sik-
most a vybérova spicatost. Vzorce podle nichz se urcuji tyto charakteristiky jsou
pomeérneé slozité a proto se podle nich ,,ruéné* vétsinou nepocita, jsou soucasti vétsiny
statistickych programii.

e Vybérova Sikmost a (angl. skewness)

vyjadiuje asymetrii rozlozeni hodnot proménné kolem jejitho primeéru. Vy-
bérova sikmost je definovana vztahem:

n
—\3

(n—1)(n—2) s3

A jak vybérovou sikmost interpretujeme?

a =0 ... hodnoty proménné jsou kolem jejtho priimeéru rozlozeny symetricky
a > 0 ... u proménné prevazuji hodnoty mensi nez priamér
a < 0 ... u proménné prevazuji hodnoty vétsi nez pramér
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Symetricka data Pozitivné zeSikmena Negativné zeSikmenda
data data

3 8 5 3 2

Primér = medidn Priumér > median Primér < mediin

Souvislost mezi Sikmosti a charakteristikami polohy

Symetrické rozdéleni: T =105
Pozitivné zesikmené rozdéleni: T > Top
Negativné zesikmené rozdéleni: T < Top

e Vybérova Spicatost b (angl. kurtosis)

vyjadiuje koncentraci hodnot proménné kolem jejiho prameéru. Vybérova spi-
catost je definovana vztahem

. n(n + 1) gt L, -1
(n—1)(n —2)(n —3) st (n—2)(n—3)

A jak vybérovou vybérovou Spicatost?

b =0 ... Spicatost odpovidd normélnimu rozdéleni (bude definovano pozdé&ji)
b > 0 ... Spicaté rozdéleni proménné
b < 0 ... ploché rozdéleni proménné
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1.3 Presnost statistickych charakteristik kvanti-
tativnich proménnych

V této chvili jste se seznamili s fadou statistickych charakteristik. Vznika otézka,
s jakou presnosti mame tyto Ciselné charakteristiky uvadét. Je zfejmé, ze pocet plat-
nych cifer by mél korespondovat s presnosti méreni. Vime-li, napriklad, ze nejistota
meéteni urcité proménné je jeden kilogram, neméa smysl priameér této proménné uvadét
s presnosti na gramy.

Plati jednoduché pravidlo.

Smérodatnou odchylku jakozto miru nejistoty métreni zaokrouhlujeme nahoru na
jednu, maximalné dvé platné cifry a miry polohy (prumér, kvantily. .. ) zaokrouh-
lujeme tak, aby nejnizsi zapsany rad odpovidal nejnizsimu zapsanému radu sméro-
datné odchylky.

Priklady chybné zapsanych hodnot ¢iselnych charakteristik vidite v Tab. 1.11.

Tab. 1.11: Priklady chybného zapisu ¢iselnych charakteristik

Délka [m] Vaha [kg] Teplota [°C]
Pramér 2,26 127,6 14 567
Median 2,675 117,8 13700
. . 1200
Smérodatna odchylka 0,78 23,7 (pFed zaokrouhlenim 1235)
o, 3 platné cifry Nejnizsi zapsany rdd priméru (jednotky)
e , Rizny pocet . , . L
Proc je zapis chybny? des. mist u smérodatné neodpovidd nejniZzsimu zapsanému fddu
' ’ odchylky. smérodatné odchylky (stovky).

Jak by mél zapis vypadat spravné ukazuje Tab.1.12.

Tab. 1.12: Piiklady spravného zépisu ¢iselnych charakteristik

Délka [m] Vaha [kg] Teplota [°C]
Primér 2,26 128 14 600
Median 2,68 118 13700
Smérodatna odchylka 0,78 24 1200

Pruvodce studiem

Tak, a mate to takrka vSe za sebou — vsechny Ciselné charakteristiky, které budete
vyuZivat pro popis kvantitativni proménné jsou definovany. Zbyva nam jediné — ukazat
si jak mizeme kvantitativni proménnou znazornit graficky. Tak vzhiru do toho, nebot
o nic slozitého nejde.
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1.3.1 Grafické znazornéni kvalitativni proménné

e Krabicovy graf(angl. Box plot)

Krabicovy graf se ve statistice vyuziva
od roku 1977, kdy jej poprvé prezentoval
americky statistik J. W. Tukey. Nazval
jej ,box with whiskers plot“ — krabicovy
graf s vousama. Grafickd podoba tohoto e —r
grafu se v riiznych aplikacich mirné lisi. 113}
Jednu z jeho verzi vidite na uvedeném
obrazku.

133

odlehlé
pozorovani

A

max 1

Data

Odlehla pozorovani jsou znazornéna 93t
jako izolované body, konec horniho 1
(popf. konec dolniho) vousu predsta-
vuji maximum (popf. minimum) pro-
ménné po vylouceni odlehlych pozoro-
vani,,,viko“ krabice udava horni kvartil,
,dno* dolni kvartil, vodorovna tusecka
uvnitt krabice oznacuje median. 53l —— T min’

r

horni kvartil

pramér

I+
A

median

I

73f 1

dolni kvartil

Z polohy medianu vzhledem ke , krabici® Obr. 1.13: Krabicov{ graf
lze dobfe usuzovat na symetrii vniti-

nich 50% dat a my tak ziskavame dobry

prehled o stfedu a rozptylenosti pro-

ménné.

Pozn.: Z popisu krabicového grafu je zrejmé, ze jeho konstrukci zac¢iname zakres-
lenim odlehlych pozorovani a az poté vyznacujeme ostatni ¢iselné charakteristiky
proménné (miny, max,, kvartily a shorth).

e Cislicovy histogram (Lodyha s listy, angl. Stem and leaf plot)

Jak jsme si ukézali, vyhodou krabicového grafu je jeho jednoduchost, nékdy nam
vsak chybi informace o konkrétnich hodnotach proménné. Chtéli bychom proto néjak
prehledné zapsat ¢iselné hodnoty vybéru a k tomu nam slouzi praveé cislicovy histo-
gram. Navic nam tento graf dava dobrou predstavu o Sikmosti proménné.

Predstavme si proménnou predstavujici primérné mésicni platy zaméstnancii ve
statni sprave.

Primérny mési¢ni plat [K¢]
10 654, 9 765, 8 675, 12 435, 9 675, 10 343, 18 786, 15 420, 8 675, 7 132, 6 732,
6 878, 15 657, 9 754, 9 543, 9 435, 10 647, 12 453, 9 987, 10 342.
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A vy nyni stojite pred problémem jak

6 78 2
tato data zndzornit. Pokud se nad ; ;6 ;
touto otazkou trochu zamyslime, zjis- 9 456779 6

t/ v v/ o f . . t k Lodvha 10 3366 4
ime, Ze pro nasi informaci nejsou ta yl 12 “ a
dtlezité koruny ani desetikoruny roz- 1: ‘7‘6 f
dilu. V tomto ptipadé se nam jedna pri-

nejmensim o stokoruny. Co kdybychom 100 — -
tedy informaci o ,nedtlezitych“ fadech % Listy Cetnosti
zanedbali a znéazornili settidéna data Sitka lodyhy

pouze na zakladé vyssich rada? My jsme

se rozhodli, Ze dilezity Tad jsou pro nas Obr. 1.14: Cislicovy histrogram

stokoruny. Hodnoty stojici o rad vys
(v nasem pripadé tisice) zapiSeme setridéné pod sebe, tak, ze tvoii jakysi stonek
(lodyhu), pricemz pod graf uvedeme tzv. $ifku lodyhy, kterd udéva koeficient,
jimz se hodnoty uvedené v grafu nasobi.

Druhy sloupec grafu, listy, budou tvorit cislice, reprezentujici zvoleny , dilezity*
rad, zapisované do prislusnych radka (opét setazené podle velikosti). A koneéné —
treti sloupec udava absolutni ¢etnosti prislusné danym radktm.

Jste ze slovniho popisu ponékud zmateni? Prohlédnéte si dikladné obrazek reprezen-
tujici ¢islicovy histogram na Obr. 1.14. Napri. prvni fadek reprezentuje dvé hodnoty
— (6.7 2 6.8)*103 K¢, tj. 6700 K¢ a 6800 K¢ (koruny a desetikoruny jsme zanedbali),
Sesty Tadek reprezentuje také dvé hodnoty — (12.4 a 12.4)*103 K¢, tj. dvé osoby
s prumérnym mésicnim prijmem 12400 K¢, atd. Uz je to jasnéjsi, dokazali byste
tento graf sestrojit sami?

Existuji riizné modifikace ¢islicového histogramu. Napt. zobrazované ¢etnosti mohou
byt kumulativni, pricemz v fadku, v némz se nachazi medién, se uvadi absolutni ¢et-
nost (v zdvorce) a smérem k tomuto radki se ¢etnosti kumuluji jednak od nejnizsich
hodnot, jednak od nejvyssich hodnot.

Koneéné muzete namitnout, Ze zptisobu konstrukce cislicového histogramu je pro
jeden pripad vzdy nékolik. Nikde neni dano, ktery rad proménné je pro zazname-
nani dulezity a ktery uz je zanedbatelny. (Srovnavali jsme platy dobre, kdyz jsme
je zaznamenali s presnosti na stokoruny? Nestacilo znazornit ¢islicovy histogram
vzhledem k tisicikorundm?) Toto rozhodnuti lezi vzdy na tom, kdo data zpracovava.
Miizeme uvést jen jedno pravidlo — dlouhé lodyhy s kratkymi listy a kratké lodyhy
s dlouhymi listy svéd¢éi o nevhodné volbé méritka.
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6 78 2
(7 1 3
8 66 5
9 456779 (6)
10 3366 9
Lodyha < 12 a4 5
15 46 3
18 7 1
.
*10° —— -
Listy Kumulativni
\ ¢etnosti
Sitka lodyhy
Obr. 1.15: Cislicovy histrogram
0 66788999999 11
1 000022558 9

*10*

Obr. 1.16: Nevhodn4 volba ¢islicového histogramu
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Shrnuti:

Kvalitativni — Kategorialni proménna

a) Nomindlni proménna — neméa smysl usporadéani

Zakladni statistiky pro popis nominalni proménné:
e Cetnost
e relativni cetnost

e modus

Grafické zobrazeni nominalni proménné:
e histogram
e vysecovy graf

b) Ordinalni proménnna — m4 smysl usporadani

Zakladni statistiky pro popis ordinalni proménné:

¢etnost

relativni ¢etnost

kumulativni ¢etnost

relativni kumulativni ¢éetnost

e modus

Grafické zobrazeni ordinalni proménné:
e histogram
e vysecovy graf
e Lorenzova krivka

e Parettiv graf

Parettuv princip — 80% nésledkt prameni z 20% pricin

Paretova analyza — postup vedouci k nalezeni ,zivotné dilezité mensiny*
(spektra pricin ovliviiujicich rozhodujicim zpusobem néasledky)
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Kvantitativni — Numericka proménna

Miry polohy

e Primeér T="=
e Mopdus stfed shortu)

_

e Kvantily dolni kvartil, median, horni kvartil, ...)

Miry variability
e Variacni rozpéti Tmaz — Tmin

e Interkvartilové rozpéti IQR = %075 — 0,25

e Vybérova smérodatna odchylka

e Variacni koeficient

Miry sikmosti a Spicatosti

i ($z_1')
e Vybérova sikmost a = (n_l)”(n_2) = S
> (ai—a)*
e Vybérova spicatost B= o 1)”(57:;1))(71_3) =R 3(n(_712;(172i3)

Smérodatnou odchylku jakozto miru nejistoty méreni zaokrouhlujeme nahoru na
jednu, maximélné dvé platné cifry a miry polohy (prumér, kvantily ...) zaokrouh-
lujeme tak, aby nejnizsi zapsany rad odpovidal nejnizsimu zapsanému radu smeéro-
datné odchylky.

Identifikace odlehlych pozorovani
e Vnitini hradby: dolni mez:  hp = 2095 — 1,5IQR
horni mez:  hy = xo75 + 1,5IQR

T;—T

e 7 — souradnice z — skére; =

Ti—T0,5

e Medianova souradnice To5 — skore; = maran

Grafické zobrazeni numerické proménné:
e Empiricka distribucéni funkce
e Krabicovy graf (angl. Box plot)
e Cislicovy histogram (lodyha s listy, angl. Stem and leaf)
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Kontrolni otazky

1.

Test ze Statistiky pise velké mnozstvi studentii. Predstavte si, ze kazdy z nich
odpovi spravné presné na polovinu otazek. V tomto ptripadé bude smérodatna
odchylka poc¢tu spravnych odpovédi

a) rovna prumeéru,

b) rovna medidnu,

¢) rovna nule,
d) smérodatnou odchylku nelze urc¢it bez dalsich informaci.
)

e) dvojnasobku médu.

. Nejvétsi kumulativni absolutni ¢etnost v mnoziné ¢isel se rovna

a) souctu vsech absolutnich ¢etnosti,
b) 1,
¢) dvojnasobku prumeéru,
d) dvojnésobku medidnu,
)

e) dvojnasobku maédu.

. Nékolik studentt pise test ze Statistiky s 10-ti otdzkami. Nejhorsi vysledek jsou

3 spravné odpovédi, nejlepsi vysledek je 10 spravnych odpovédi. Jakou hodnotu
ma median?
a) 7 (=10-13)
3+ 10
b) 6,5(= =)
¢) Median nelze urcit, pokud nezndme konkrétni vysledky jednotlivych zaki.

. Predstavte si, ze jste absolvovali normovany test (napr. SCIO test) a ze Vam

sdélili, ze pattite do 91. percentilu. To znamena, ze
a) 90 zéku, ktefi se podrobili stejnému testu, dosdhlo vyssich vysledki nez vy.
b) 90 zak, ktefi se podrobili stejnému testu, doséhlo nizsich vysledku nez vy.
¢) 90% zak, ktefi se podrobili stejnému testu, dosdhlo vyssich vysledkt nez vy.
)

d) 90% zaku, kteri se podrobili stejnému testu, dosdhlo nizsich vysledku nez vy.

. Prumérnd mzda je 60% kvantil mzdy. Lze tedy Fici, ze

a) medidn mzdy je vySSi nez pramérnd mzda,
b) medidn mzdy je nizs$i nez prumérnd mzda,
¢) medidn mzdy je stejny jako prumérnd mzda,

d) o vztahu mezi medianem mzdy a primérnou mzdou nelze rozhodnout.

. Pramérnd mzda je 60% kvantil mzdy. Lze tedy Fici, ze

a) mzdy maji kladnou sikmost,
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b) mzdy maji zdpornou Sikmost,
¢) mzdy maji kladnou $picatost,mzdy maji zdpornou Spicatost,

d) vztah mezi prumérem a 60% kvantilem nevypovida nic o Sikmosti ani o Spica-
tosti dat.

7. Lékar Pette sdélil, ze patii do 3. percentilu ohledné BMI (Body mass index —
pomeér vahy (kg) ke kvadratu vysky (m)). Petra ma pravdépodobné

a) podvahu,
b) normalni vahu,

d

¢) nadvahu,
) bez dalsich informaci nelze usuzovat na Petfinu vahu.

8. Predstavte si, ze jste absolvovali normovany test (napt. SCIO test). Mél(a) jste
lepsi vysledek nez 85 studentii ze 100. To znamena, ze

a) patiite do 99. decilu,
b) patfite do 95. decilu,
¢) patiite do 10. decilu,
d) pattite do 9. decilu,
)

e) patrite do 2. kvartilu.

9. Pro srovnani variability vahy a vysky je mozné pouzit
a) prumér,
b) rozptyl,
¢) smérodatnou odchylku,
d) variacni koeficient,
)

e) Sikmost.

10. Zvysime-li kazdému zameéstnanci ve firmé plat o 100,- K¢, primérny plat ve
firmé se zvysi
a) o 100,- K¢,
b) o 1000,- K¢,

¢) prumeérny plat se nezméni.

11. Zvysime-li kazdému zameéstnanci ve firmé plat dvojnasobné, primérny plat ve
firmé se zvysi
a) dvojnasobné,
b) ¢tyinasobné,

¢) prumérny plat se nezméni.
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12. Zvysime-li kazdému zamdéstnanci ve firmé plat o 20%, pramérny plat ve firmé se
Zvysi

a) o 20%,

13. Zvysime-li kazdému zaméstnanci ve firmé plat o 100,- K¢, rozptyl plati ve firmé
se zvysi
a) o 100,- K¢,
b) o 1000,- K&,

¢) rozptyl plati se nezméni.

14. Zvysime-li kazdému zaméstnanci ve firmé plat dvojnasobné, rozptyl plati ve
firmé se zvysi

a) dvojnasobné,
b) ¢tyinasobné,

¢) rozptyl plati se nezméni.

15. Zvysime-li kazdému zaméstnanci ve firmé plat o 20%, rozptyl plati ve firmé se
zZvysi

a) o 20%,

b) o 400%,

c) o 40%,

d) o 44%,
)

e) Rozptyl platl se nezméni.

16. Nejvétsi kumulativni relativni ¢etnost se rovna
a) dvojnasobku praméru,

b) dvojnasobku medianu,

d) souctu vsech jednotlivych hodnot absolutnich cetnosti,
1.

@

)
)
¢) dvojndsobku médu,
)
)

17. Urcete, zda jsou nasledujici tvrzeni pravdiva.

a) Geometricky prumér je definovdn pro proménné, které nabyvaji pouze klad-
nych hodnot.Jedna ¢tvrtina hodnot je vétsi nez 25% kvantil, zatimco tii ¢tvr-
tiny hodnot jsou mensi.
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b) Maji-li dvé proménné stejny prumér a stejny rozptyl, maji stejny variacni
koeficient.

¢) Mzdy v CR maji kladnou $ikmost. (V CR maji zhruba 2/3 lidi podprimérny
plat.)

d) Nejcetnéjsi hodnota v souboru se nazyva medidn.

e) Rozptyl ma vzdy kladnou hodnotu.

18. V grafu na Obr. 17, modry kiizek oznacuje
a) median
b) priamér
¢) modus
d) Interkvartilové rozpéti (IQR)

133}

113¢ —

93t

Data

73t

53¢ -

Obr. 1.17: Proménné x

19. Urcete zda jsou nasledujici tvrzeni pravdiva. Proménna znazornéna na Obr. 17
a) neobsahuje odlehld pozorovani,
b) mé kladnou Sikmost,
c) je kladn4,
)

d) ma vice nez polovinu hodnot vétsich nez 83.
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20. Na atletickych zavodech mladeze Zaci soutézili ve 4 kategoriich. Urcete, ktery
vyrok je nepravdivy.
a) Na obrdzku je zndzornén histogram a nejméné soutézicich bylo ve skoku do
dalky.
b) Celkem ve ¢tytech kategoriich soutézilo 80 zak.
¢) Modus = hod kouli.
d) Modus = 30.

35
30
25

2
1
1
ol
béh

skok do vysky skok do dalky  hod kouli

Pocet soutézicich

v O U1 O

Obr. 1.18: Zastoupeni zaku na atletickych zdvodech

21. Nasledujici graf Stem&leaf reprezentuje mnozstvi penéz, které studenti jedné
tridy vybrali na humanitarni ucely.

0] 11555880 | 8
1| 112344555 | (9)
2 005 6
3 025 3

Multiply by 102

Které z nésledujicich vyrokl jsou urcité nepravdivé?
a) 10 studentti vénovalo méné nez 120 K¢.
b) Median vybrané ¢astky ¢ini 120 K¢.
¢) Na humanitarni tcely pfispélo v této tiidé 23 studenti.
d) Prispivajici studenti vénovali na humanitérni tcely ¢astky od 1,- Ké do 35,-
Ke¢.



46

Exploracni analyza proménnych

22. Urcete, na kterém obréazku je zobrazen Paretuv graf.
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Cetnost

20
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Ulohy k feSeni

1.

Zemédélské druzstvo dostalo 1 000 kurat s prumérnou vahou 1,37 kg. Cena byla 50,-
K¢ za kilogram. Béhem dne se prodalo 300 kurat za 24 000,- K¢. Jaké byla pramérna
vaha neprodanych kuiat?

.V jisté spolec¢nosti je priamérny plat 13 500,- Ké. 30% pracovniki s nejnizsim platem ma

prumérné 9 000,- K¢. Na zacatku roku doslo ke zvysSeni plati pracovniki této skupiny
jednotné o 500,- Ké. O kolik % vzrostl prumérny plat v celé spolec¢nosti nasledkem
uvedeného zvyseni platu?

. Petr, 1idi¢ zkusebniho automobilu, jel z Ostravy do Olomouce rychlosti 70 km/h. Zpét

jel rychlosti 90 km/h. Jaka byla prumérné rychlost zkusebniho automobilu na trase
Ostrava — Olomouc — Ostrava?

. 'V jistém supermarketu byla ve stejné chvili na 8 pokladnidch méfena doba, béhem

které pokladni oveéri platnost platebni karty zdkaznika v bance. U péti zdkaznikl trvalo
ovéreni 2 minuty, u zbyvajicich tii to byly 3 minuty. Urcete prumérnou dobu pottebnou
k ovéfeni platnosti karty.

. Nékladni automobil jel z mésta A do mésta B rychlosti 40 km/h, z mésta B do mésta C

rychlosti 50 km/h a z mésta C do mésta D rychlosti 60 km/h. Vypocitejte pramérnou
rychlost, které dosahl automobil na celé trase, vite-li, ze:

a) vzdalenost vsech tseku je stejnd — 5 km.
b) Vzdélenost z A do B je 15% trasy a vzdélenost z C do D je 60% trasy.

. Cena jedné akcie energetické spolecnosti vzrostla na burze XY v obdobi od 13. do 15.

bfezna téhoz roku z 952,50 K¢ na 982,00 K¢é. Jaky byl primérny relativni prirtstek
ceny této akcie?

. Pfi sledovani proménné x byl urcen aritmeticky primér 110 a rozptyl 800. Dodatecné

byly zjistény chyby u dvou tdaji. Misto 85 mélo byt spravné 95 a misto 120 mé byt
150. Ostatnich 18 ddaji bylo spravnych. Opravte vypocitané charakteristiky (pramér
a rozptyl).

. Ze c¢tyticeti hodnot byl vypocitan aritmeticky primeér 7,50 a rozptyl 2,25. Pti kontrole

bylo zjisténo, ze chybi dvé hodnoty proménné — 3,8 a 7. Opravte uvedené charakteristiky.

. V dusledku vystavby satelitniho méstecka poklesl prumérny vék obyvatel vesnice o 19%,

rozptyl véku vzrostl o 21%. Jak se zménil variacni koeficient?

10. Ze znamych dat byl uréen rozptyl mésic¢nich mezd 250 000 K¢?. Uréete smérodatnou

odchylku mezd, zvysi-li se vSsechny mési¢ni mzdy
a) o 150,- K¢

b) 1,2 krat

c) o 4%.

@ ——
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11. Mame n tdaji o méfeni teploty ve °C. Primérna teplota je 20°C' a rozptyl je 10°C?2.
Urcete
a) prumérnou teplotu ve stupnich Fahrenheita (°F),
b) rozptyl teploty ve stupnich Fahrenheita (°F),

c) varia¢ni koeficienty teploty ve stupnich Celsia (°C') a ve stupnich Fahrenheita (°F).
(Vztah pro prevod stupiitt Celsia na stupné Fahrenheita:T;,, = 1,8 - Tj,,432)

12. Nésledujici data predstavuji zemi vyroby automobilu. Data vyhodnotte (¢etnost, rel.
Cetnost, resp. kum. ¢etnost a rel. kum. ¢etnost, modus) a graficky zndzornéte (histogram,
vysecovy graf).

USA USA Neémecko

CR Némecko | Némecko
Neémecko CR CR

CR USA Neémecko

13. Nasledujici data predstavuji dobu ¢ekani v minutach zakaznika na obsluhu. Zakreslete
krabicovy graf a ¢islicovy histogram.

120 | 80 | 100 | 90
150 | 5 | 140 | 130
100 | 70 | 110 | 100

14. Pii dopravnim priazkumu byla sledovana vytizenost vjezdu do urc¢ité kiizovatky. Stu-
dent provadéjici priuzkum si vzdy pri naskoceni zeleného svétla zapsal pocet aut, ceka-
jicich ve fronté u semaforu. Jeho zapsané vysledky jsou:

3153235712881618558547256342844554334962152353
5725824243564693212635353763756

Nakreslete krabicovy graf, empirickou distribu¢ni funkci a vypoctéte nésledujici vy-
bérové statistiky: primér, vybérova smérodatna odchylka a interkvartilové rozpéti.
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Reseni @

Test 1c, 2a, 3c, 4d, bb, 6a, 7a, 8d, 9d, 10a, 11a, 12a, 13c, 14b, 15d, 16d, pravdiva tvrzeni
— 17a, 17c a 17e, 18b, pravdiva tvrzeni — 19b a 19c, 20d, nepravdivé, resp. neovéritelné
vyroky — 21b (Median je 130,- K¢.), 21d (Prispivajici studenti vénovali na humanitarni
ucely ¢astky od 10,- Ké do 350,- K¢.)

Ulohy k FeSeni

1. 1,27 kg

2. 1,11 %

3. 78,8 km/h (harmonicky priumér)

4. 2,3 min (vaZzeny harmonicky prameér)

5. a) 48,7 km/h
b) 53,3 km/h

6. 1,54%

~
Kl

=112,5% = 854

8.

K1

= 7,40, 5% = 2,46
9. Vzrostl o 35,8%.

10. a) 500
b) 600
c¢) 520

11. a) 68°F
b) 320F
) Voo =15,8% Vo, = 8,4%
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12. Kumulativni ¢etnost a kumulativni relativni cetnost nemd v tomto pripadé smysl.
Modem, tj. zemi, v niz bylo vyrobeno nejvice automobili, je Némecko.

33,33%

25,00%

13.

Average = 100

Median = 100

Variance = 1448
Standard deviation = 38
Minimum = 5,0
Maximum = 150,0
Lower quartile = 85
Upper quartile = 125
Stnd. skewness = -1,0
Stnd. kurtosis = 2,0
Coeff. of variation = 38,2%

Relative
Class Ualue Frequency Frequency
1 CR L 8,3333
2 Hemecko 5 8,867
3 Uusa 3 8,2508
Némecko
—41,67%
Stat USA
[CINémecko
EUSA .
mCR CR
0 1 2 3 4 5
Cetnost
150 F T R
120 - :
o 90 L i i
s | L
0O 60l _
30| ]
0 L ° _

Stem-and-Leaf Display for Doba: unit = 10,0 1 | 2 represents 120,0

LO| 5,0

1 0]

1 0]

1 0]

2 0|7

4 0] 89
(4) 10001
4 123

2 1145
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14.

F(x)

Count = 77
Average = 4,4
Median = 4,0

Variance = 4,5

Standard deviation = 2,1
Minimum = 1,0

Maximum = 9,0

Range = 8,0

Lower quartile = 3,0
Upper quartile = 6,0

Stnd. skewness = 1,1

Stnd. kurtosis = -1,2
Coeff. of variation = 48,7%

Pocet aut

10

Cetnost

25 F

20

| 11

2 4 6 8 10

pocet aut

0 - Pocet aut
Empiricka distribuéni funkce
1,2 4
1 4 9—0
o—=e
o—e
0,8 -
o—=e
0,6 -
o—e
0,4 o—=e
0,2 4 O g
-2 4 6 8 10 12
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Kapitola 2

Statistické Setreni

Cile

Po prostudovani tohoto odstavce budete

e rozumét pojmum: zakladni soubor (populace), vybér, statistickd jednotka, sta-
tisticky znak, vybérové setreni,

e umeét srovnat vycerpavajici a vybérové setreni,

e znat typy vybérovych Setieni,

e rozumeét principium experimentu a pozorovaci studie,

e znat mozna rizika (chyby) vybérovych Settfeni.
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Motto:
Chceme-li védét, jak chutnd vino v sudu, nemusime vypit cely sud.
Staci jenom maly dousek a vime, na cem jsme.

Statistika je véda o sbéru, zpracovani a vyhodnocovani dat. V praxi vétsinou ne-
mame tolik Casu, energie a financi, abychom mohli pro u¢inéni svého rozhodnuti
prozkoumat vSechny tdaje vztahujici se k analyzovanému problému. V mnoha obo-
rech se proto setkdme s prizkumy opirajicimi se o relativné malou ¢ast (vybeér,
vzorek) z dotéenych dat (zdkladni soubor, populace). Statistika pak pouziva
postupy, pomoci nichz muzeme, sice s ur¢itym (odhadnutelnym) rizikem, na zakladé
vlastnosti vzorku usuzovat na chovani populace. Souboru metod, které umoznuji
usuzovat na vlastnosti populace z vlastnosti vybéru se riké statisticka indukce.

FOPULACE

STATISTICKA
INDUKCE

Obr. 2.1: Princip statistické indukce

Provadéni statistického prizkumu se vétsinou ridi nasledujicimi ¢tyrmi kroky.

1. Formulace problému (co chceme zjistit, koho (resp. ¢eho) se dany problém
tyka).

2. Sbér dat (tzv. statistické Setfeni).

3. Analyza shromazdénych dat vedouci k ziskani potfebné informace.

4. Vyhodnocecni ziskané informace, tj. poznani.

V této kapitole budou zavedeny zakladni pojmy matematické statistiky a néasledné
se zameérime na druhy statistického Setfeni, tj. na zptsoby sbéru dat. V dalsim kroku
statistického prizkumu lze ziskand data analyzovat metodami exploracni analyzy.
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Statistickd indukce, umoznujici extrapolaci informaci z vybéru na celou populaci, je
pak postupné popsana v kapitolach 8 az 14.

2.1 Zakladni pojmy matematické statistiky

Je znamo, ze vétsina pozorovani zaznamenanych v technické i ekonomické praxi,
stejné jako v prirodnich i humanitnich védach, vykazuje ndhodné kolisani. Pti opa-
kovanych mérenich téze fyzikalni velic¢iny (teploty, tlaku, ...), Zivotnosti vyrobku
téhoz typu, podobné jako pii opakovanych mérenich biometrickych tdaji osob té-
hoz pohlavi a véku nedostaneme stale stejné vysledky. Na zjisténa pozorovani se
pak divame z pravdépodobnostniho hlediska jako na vysledky nahodného pokusu
provadéného na mnoziné néjakych pripadi nebo predméti.

Opakujeme-li n-krat nezavisle nahodny pokus, jehoz vysledkem je hodnota ndhodné
veliciny X s distribu¢ni funkci F(z,0), kde 6 je redlny parametr (resp. vektor
parametri) daného rozdéleni pravdépodobnosti, pak pozorujeme nahodny vektor
X = (Xy, ..., X,), jehoz slozkami jsou nezavislé ndhodné velic¢iny X; se stejnym roz-
délenim pravdépodobnosti. Nahodny vektor X se nazyvd ndhodny vybér (z na-
hodné veli¢iny X) a n je rozsah ndhodného vybéru.

Ciselny vektor, ktery ziskdme jako realizaci (pozorovanou hodnotu) ndhodného vy-
béru budeme nazyvat statisticky soubor. Jeho prvky se nazyvaji statistické jed-
notky.

Soubor vsech moznych statistickych jednotek, tj. obor hodnot ndhodné veli¢iny X,
se nazyva zdkladni soubor (populace).

Na statistickych jednotkdch daného souboru pak sledujeme urcitou vlastnost sta-
tistickych jednotek (zivotnost vyrobku, barvu laku, hmotnost, 1Q, pohlavi, vék),
kterou oznacujeme jako statisticky znak.

2.2 Zpusoby statistického Setreni

Pro vétsinu statistickych soubort, s nimiz se v praxi setkavame, je typicky vysoky
rozsah (pocet zkoumanych jednotek). Jakmile jsme tedy postaveni pred tikol provést
urcité Setfeni a analyzovat udaje z néj zjisténé, musime nejprve rozhodnout, zda
budeme toto Setfeni realizovat jako vycCerpavajici nebo vybérové.

Vycerpavajici Setieni (iplné Setfeni, census) - prosetieni vSech jednotek statistic-
kého souboru (populace). Piikladem je s¢itani lidu, domt a byt k ur¢itému rozhod-
nému okamziku a sledovani demografickych jevii, jako je narozeni nebo tmrti. Zpra-
vidla se jednd o zalezitost velmi nakladnou (persondlné, finanéné, ¢asové), mnohdy
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dokonce prakticky nerealizovatelnou (destrukéni zkousky). Pokud vsak toto Setfeni
probéhne, mezi jeho nesporné vyhody patii presnost zjisténych charakteristik a de-
tailnost informaci o kazdé zkoumané jednotce. V praxi se, z vyse uvedenych davodi,
dava vétsinou prednost Setfenim vybérovym.

Vybérové Setfeni (netiplné setieni) - ze zdkladntho souboru (populace) o rozsahu
N vybereme jeho ¢ast, tzv. vybérovy soubor, zkracené vybér, o rozsahu n. Tento
vybér zpracujeme a z vysledki pak usuzujeme na vlastnosti celé populace. Vybérova
Setfeni se pouzivaji napiiklad pfi zjistovani jaka je podpora politickych stran, pri
ovérovani pevnosti trubek vyrabénych urcitym podnikem, apod. Mirou objektivnosti
informaci, které ziskame, je kvalita provedeni vybérového Setfeni. Podrobnéji se
typtum vybérovych setfeni budeme vénovat v kapitole 7.3.

Zkoumaji-li se kauzalni zavislosti, tedy vliv riznych zdsahi, pouziva se pro statis-
tické zjistovani tzv. experiment (napt. vyhodnoceni u¢innosti nového léku, zkou-
mani vlivu zptsobu vyuky ¢teni na kvalitu ¢teni na konci 1. tfidy, ...). Experiment
je vétsinou zalozen na tom, ze nékteré ndhodné vybrané prvky populace jsou podro-
beny zasahu (intervenci), jejiz efekt se zkoumd, zatimco zbylé slouzi jako kontrolni
skupina. V idealnim ptipadé by méli byt pokusné subjekty i posuzovatelé experi-
mentu drzeni v nevédomosti ohledné zarazeni subjektu do pokusné, resp. kontrolni
skupiny. Je-li experimentem vyhodnoceni t¢innosti nového 1éku, miize experiment
narusit jak to, Ze pacient vi, do které skupiny byl zatazen (placebo efekt), tak i to, ze
tuto informaci ma lékar (favorizovani pokusnych subjektii). Nevi-li pokusny subjekt,
do které skupiny je zarazen, mluvime o utajeném pokusu, nevi-li to ani posuzovatel,
oznacujeme situaci jako dvojité utajeni. Znahodnény a utajeny pokus zajistuje,
ze obé skupiny jsou od pocatku experimentu v zasadé rovnocenné a jako rovno-
cenné jsou i po celou dobu experimentu udrzovany. Rozdil mezi pokusnou skupinou
(skupinou podrobenou zasahu) a kontrolni skupinou pak lze az na vybérovou chybu
interpretovat jako vliv zasahu.

Poslednim zminénym zptisobem statistického prizkumu je pozorovaci studie. Po-
dobné jako experiment, pozorovaci studie umoznuje zkoumat kauzalni zavislosti.
V pripadé pozorovaci studie vyzkumnik do pokusu nezasahuje, pouze pozoruje, jak
pokus probiha u téch, ktefi se jej ucastni. Prestoze tyto studie byvaji casto méné
uspokojivé nez zndhodnéné experimenty, stava se, ze jsou jedinym zplisobem, jak
1ze dany problém fesit. (Zkouméame-li naptiklad vliv kojeni na citovou vazbu matky
a ditéte, probihal by zndhodnény pokus tak, ze by byly ndhodné stanoveny matky;,
které budou své dité kojit, a pak by se sledovalo, jak se vyviji citové vazby mezi
matkami a jejich détmi v pribéhu deseti let. Protoze nelze naridit matkam, aby své
dité kojily (resp. nekojily), pouzijeme pozorovaci studii.)
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Obr. 2.2: Druhy statistického zjistovani

2.3 Typy vybérovych setreni

Vybérova setfeni délime do dvou zakladnich skupin.

e Nihodné vybéry (pravdépodobnostni vybéry, angl. ,probability samples*)
V nédhodnych vybérech ma kazda jednotka populace zndmou (nenulovou) pravdé-
podobnost, ze bude zafazena do vybéru.

e Nendhodné vybéry (nepravdépodobnostni vybéry, angl. ,non-probability sam-
ples®)
V pripadé nendhodnych vybéri nezndme pravdépodobnost zatazeni jednotlivych
jednotek populace do vybéru nebo si nemiizeme byt jisti, zda je tato pravdépo-
dobnost pro kazdou jednotku populace nenulova.

2.3.1 Nenahodné vybéry

Mezi hlavni druhy nendhodnych vybért patii anketa, metoda zdkladniho masivu a
zdmeérny vybér.

Anketa (angl. ,voluntary sample“) oslovuje pouze nesystematicky vybranou ¢ést
populace (osob, podnikt, instituci). Dotaznik s peclivé sestavenymi otdzkami a se Za-
dosti o jejich vyplnéni a vraceni se k respondentiim (dotazovanym) dostéva prostied-
nictvim sdélovacich prostiedki (anketa televiznich divaki, anketa ¢asopisu MIadi,
...) nebo je zaslan adresné, pricemz navratnost dotazniku je obvykle mala (odhaduje
se, ze 30%). Vybér statistickych jednotek je zalozeny na rozhodnuti respondenta
zucastnit se pruzkumu. Vzhledem k tomu, Ze nelze definovat populaci, ke které se
nalezy ankety vztahuji, nelze informace ziskané anketnim Setfenim zobecnovat.
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Metoda zakladniho masivu se pouziva v pripadech, kdy se zakladni soubor sklada
z nékolika velkych jednotek a z vétsiho poctu jednotek malych. Napi. pii Setfeni
v oblasti hutnictvi se mizeme podle této metody zamérit na nékolik ,,obiich“ spo-
le¢nosti, tam provést setfeni a ,,malé” podniky vynechat. Vyhody: mensi pracnost a
mensi casova narocnost Setfeni. Nevyhody: zobecnéni poznatkti ma mensi platnost
(nevystihuje specifika mensich jednotek).

Zamérny (aGcelovy, usudkovy) vybér spociva v tom, ze skupina odborniku na
danou problematiku vybere podle svého nejlepsiho uvazeni ty jednotky, o nichz se
lze domnivat, Ze ve svém souhrnu nejlépe umozni provést Setfeni. S timto typem
Setfeni se casto setkdme napriklad pti prizkumech trhu a pri prizkumech verejného
minéni. Zamérny vybér se provadi jako

e vybér typicky, neboli vybér jednotek pro danou populaci typickych (napriklad
zaméstnanci s platem blizkym prumérnému platu),

e vybér konvencni, kdy jsou do vybéru zarazovany jednotky nejsnadnéji dostupné
— napt. prvnich 100 zdkaznik prodejny, nebo

e vybér kvétni.

Kvoétni vybér usiluje o strukturalni shodu vybérového souboru se souborem za-
kladnim (populaci). Je-li napriklad v populaci 51 % zen, do vybéru zaradime 51 %
zen, ... Pouziva se tehdy, kdyz je znama struktura zakladniho souboru, ale zakladni
soubor je obtizné definovatelny jako soubor konkrétnich jednotek (napt. neexistuje
jejich seznam). Vybér statistickych jednotek do kvétniho vybéru probihd na zakladé
kritérii danych kvotou. Takovym kritériem miize byt napriklad zastoupeni jednotek
podle pohlavi, véku, vzdélani... V praxi se pouziva maximalné 3 az 5 kritérii, kterd
mohou byt nezévisla nebo vzajemné provazana (kombinovana).

Subjektivni pristup k zamérnému vybéru zpochybnuje moznost zobecnéni, a to i
v ptipadé kvotniho vybéru, ktery je reprezentativni pouze z hlediska znakl pouzitych
ve kvotach.

2.3.2 Nahodné vybéry

Pro ndhodné vybéry je charakteristické, Zze dobre reprezentuji vsechny znamé i ne-
znamé vlastnosti populace. Otazkou zatim ztstava jak nahodny vybér ziskat.

Prosty ndhodny vybér (angl. ,simple random sampling*)

V praxi nejpouzivanéjsim typem nahodného vybéru je prosty nahodny vybér. Je
to takovy vybér o rozsahu n, pri kterém maji vSechny myslitelné n-clenné kombinace
jednotek zédkladniho souboru stejnou pravdépodobnost stat se vybérovym souborem.
P¥i prostém ndhodném vybéru rozlisujeme mezi vybérem s vracenim (kazda jed-
notka je po vybéru vracena zpét do zékladniho souboru) a vybérem bez vraceni
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(kazd4 jednotka zdkladniho souboru muze byt do vybéru zarazena nejvyse jednou).
Pripomenme si, ze z pravdépodobnostniho hlediska méa vybér s vracenim charak-
ter nezavislych pokust (Bernoulliho pokusy, binomické rozdéleni), zatimco vybér
bez vraceni ma charakter pokust zavislych (hypergeometrické rozdéleni). Je-li roz-
sah zékladniho souboru mnohem vétsi (v praxi — alespon dvacetkrat) nez rozsah
vybéru, je rozdil mezi vybéry s vracenim a bez vraceni zanedbatelny.

Nejznaméjsi technikou ziskani prostého ndhodného vybéru je losovani. Pri losovani
postupujeme tak, ze kazdé jednotce zédkladniho souboru ptriradime poradové c¢islo.
Soubor téchto ,zastupcu statistickych jednotek (éisel, resp. znacek) se obecné na-
zyva opora vybéru. Tyto ,zastupce” napiseme na listecky a vlozime je do osudi.
Osudi diikladné promichdme a vybereme tolik listeckt s ¢isly, jaky pozadujeme roz-
sah vybéru. (Provadi-li se vybér s vracenim, je promichani tieba opakovat po kaz-
dém vraceni.) V pripadé, ze je zdkladni soubor ptilis rozséhly a losovani se tak stava
technicky neproveditelné, vyuzivame pro vybér z opory vybéru generatort na-
hodnych éisel (agl. ,random number generator®), které jsou dnes béZnou soucésti
statistického software.

Systematicky vybér (angl. ,systematic random sampling“) Jinym zptusobem né-
hodného vybéru je vybér systematicky, kdy se prvni jednotka vybéru vybere
ndhodné (metodou prostého ndhodného vybéru) a dale se vybird kazda k-td jed-
notka zakladniho souboru. Nevyhodou systematického vybéru je skutecnost, ze neni
zaruc¢eno nahodné poradi jednotek v zdkladnim souboru (muze existovat skryté pra-
videlnost v opofe vybéru).

Kromé vyse zminénych primych technik vybéru pouzivame pti nékterych zjistovanich
¢i vétsi podskupiny (mize byt provedeno ve vicero krocich), z nichz se teprve vybiraji
statistické jednotky. Takové déleni zajisti, aby nedochézelo k vytvareni takovych
vybérovych soubort, jez by davaly silné nadhodnocené nebo podhodnocené odhady
sledovanych skutecnosti.

Rozlisujeme dva zakladni zptsoby slozitéjsiho usporadani nahodného vybéru — na-
hodny stratifikovany vybér a vicestupnovy vybér.

Stratifikovany vybér (angl. ,stratified sampling“) V pripadé stratifikovaného vy-
béru se snazime o to, aby jednotlivé podskupiny obsahovaly jednotky stejnych vlast-
nosti, tj. aby byly homogenni vzhledem k néjakému jasnému kritériu. Statistické jed-
notky jsou pak z podskupin, které byvaji v tomto pripadé nazyvany oblastmi (angl.
,strata®), vybirany metodou prostého ndhodného vybéru. Oblastmi zde nemusi byt
pouze oblasti izemni, mohou to byt rovnéz vékové kategorie, skupiny lidi s riz-
nym vzdélanim, pohlavim, vyrobky z ruznych vyrobnich linek, apod. (Napriklad pri
zjistovani o studentech urc¢ité skoly je vhodné jedince vybirat zvlast z jednotlivych
ro¢niki.)
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zaci a zpracovani vysledkt. Je-li vSak spravné proveden, pak jsou jednotlivé oblasti
stejnorodéjsim celkem nez puvodni zakladni soubor a stratifikovany vybér nam tak

v/

umozni ziskat kvalitnéjsi informace o zakladnim souboru.

Vicestupnovy vybér (angl. ,cluster sampling”) V piipadé, ze zdkladni soubor
je prilis rozsahly a prostorové rozptyleny, stoupa financ¢ni, ¢asova i persondlni na-
ro¢nost prostého ndhodného vybéru. Prekazkou pro provedeni prostého ndhodného
vybéru byva rovnéz, v praxi pomérné béznd, neexistence opory vybéru (seznamu
populace). V takovychto piipadech pristupujeme k vybéru vicestupriovému. U vice-
stupnového vybéru jsou jednotlivé podskupiny, na rozdil od stratifikovaného vybéru,
zastupitelné. Vybér statistickych jednotek pak probihd pouze z ndhodné vybranych
podskupin. (Priklad: Pfi predvolebnim prizkumu vybirdme postupné okresy, v nich
obce, v nich volebni okrsky a v nich teprve respondenty.)

2.4 Chyby ve vybérovych setrenich

Pripomente si, ze vybérova Setfeni v podobé reprezentativnich vybéra se pouzivaji
proto, aby mohly byt vytvareny tsudky o zakladnim souboru (populaci) jinak nez
na zakladé ¢asove, finanéné nebo personalné naro¢ného vycerpavajictho Setfeni. Je
ziejmé, ze i v pripadé, kdy je pri vybérovém Setfeni pouzit ndhodny vybér, nemusi
tento vybér zakladni soubor reprezentovat zcela presné. Rozdil mezi namérenou
hodnotou hledaného popula¢niho parametru (vybérovou charakteristikou) a jeho
skutecnou hodnotou (populaéni charakteristikou) byva v tomto pfipadé oznacovan
jako ndhodna chyba vybéru (angl. ,random error®). S rostoucim rozsahem vybéru
se nahodna chyba vybéru obvykle snizuje.

Pokud se pti vybérovém sSetfeni neuplatni vhodné metody vybéru, mohou byt vy-
kreslovany grafy, pocitany c¢iselné charakteristiky a vytvareny zavéry, ale vSechny
tyto informace budou zatizeny velkym rizikem zkresleni a vychyleni. Na co je tfeba,
zejména pri prizkumech verejného minéni, davat pozor?

2.4.1 Vybérova chyba

Zakladnim pravidlem dobie vedeného prizkumu je zasada, ze vybér musi byt re-
prezentativni, tzn. ze vSechny jednotky, z nichz se sklada populace, musi mit stej-
nou Sanci na zarazeni do zkoumaného vybéru. Nedodrzeni tohoto pravidla vede

Vv,

(angl. ,selection bias“).

Pravdépodobné ,nejslavnéjsim*“ pripadem vybérové chyby je pripad casopisu Lite-
rary Digest, ktery byl pocatkem 20. stoleti mimoradné popularni v USA. V roce
1936 provedl casopis Literary Digest prizkum mezi 2,4 miliény respondentii o tom,
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zda v prezidentskych volbach budou volit demokrata Franklina Rooswelta nebo re-
publikdna Alfreda Landona. Prestoze vétsina (57 %) respondentil priuzkumu uvedla,
ze by volila A. Landona, volby vyhral F. D. Roosvelt s 62 % odevzdanych hlasu. Jak
je mozné, ze takto rozsahlé vybérové setteni vedlo k tak velké chybé? Chyba vznikla
v dusledku konvencéniho vybéru. Redaktori sice oslovili 2,4 miliénti respondentt, ty
vsak oslovili na zdkladé telefonnich seznamti a seznamt klubovych ¢lenstvi. Tento
zpusob vybéru, bohuzel, vytadil z prizkumu obc¢any z méné majetnych vrstev, pro
které nebylo v roce 1936 bézné ani vlastnictvi telefonti ani ¢lenstvi v klubech. Prave
tato cast spolecnosti se v roce 1936 vyrazné priklonila k demokratium. Jde o ukazku
toho, ze i velky rozsah vybéru, ktery neni reprezentativni, mize vést k chybnym
zavérum.

Specidlnim pripadem vybérové chyby je chyba, ktera vznikd v dusledku toho, ze
osloveni respondenti prizkumu odmitnou odpovidat (angl. ,nonresponse bias“). Na-
priklad pti telefonnich prizkumech se casto stava, ze lidé jsou prilis zaméstnani a
prilis ¢asto jim vola nékdo s obchodni nebo jinou nabidkou, nez aby méli chuf a c¢as
travit ptl hodiny na lince a odpovidat na dotazy tazatele. Situace je o to horsi, o¢
se nazory prave téchto lidi lisi od nazori vétsinové populace.

2.4.2 Chyba v méreni

Dalsi ¢astou chybou priuzkumu vefejného minéni je tzv. chyba v méfeni (angl.
,bias due to measurement error”). K této chybé dochazi v pripadech, kdy samotna
otazka (resp. mnozina odpovédi na otdzku) mé nezadouci vliv na odpovédi respon-
dentu. Kazdé slovo v otazce, stejné jako poradi otazek, ¢i intonace jakou se tazatel
pta, by mélo byt peclivé promysleno. Uvedeme si dva piiklady vedouci k chybé
v méfeni. Prvni z nich je pomérné obecny.

Predstavme si prizkum spokojenosti zakazniki. Zakaznik ma zhodnotit miru své
spokojenosti s produktem a ma na vybér z moznosti: spokojen, nespokojen, velmi
nespokojen. Je zfejmé, ze respondent ma pouze jednu moznost pro vyjadreni spoko-
jenosti a dvé moznosti pro vyjadieni nespokojenosti. Prizkum tedy bude vychylen
k vyjadreni nespokojenosti. (Zamyslete se nad tim, jaké moznosti odpovédi by mély
byt respondentovi nabidnuty.)

Dalsi priklad je jiz konkrétni. V roce 1995 ohlasil Bill Clinton, ze vysle 20 000
americkych vojaki do Bosny. Nasledné byly zverejnény vysledky nékolika prizkumi
verejného minéni.

e CNN: 46 % pro/ 14 % nevi / 40 % proti,

e ABC: 39% pro/ 4% nevi / 57 % proti,

e CBS: 33% pro/ 9% nevi / 58 % proti.

Proc¢ dopadl prizkum CNN vyrazné 1épe pro Clintona, nez ostatni dva prizkumy?
Presné to nevime, ale sviij podil mély ziejmeé dvé skutecnosti.
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e V otazce CNN, na rozdil od otazek ABC a CBS, nebyl uveden pocet vojaku, kteri
se meéli mise zucastnit.

e CNN vojaky popsala jako ,mezindrodni mirové sily prosazujici mirovou dohodu®,
zatimco CBS volila ptikiejsi slova.
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Shrnuti:

Statistika pouziva postupy pomoci nichz muzeme, sice s urc¢itym rizikem (predem
stanovenym), na zikladé ¢asti dotéenych dat (vybéru) usuzovat na chovani celku
(populace). Tomuto zobecriovani fikame statistickd indukce.

Jakmile jsme postaveni pred tkol provést urcité Setfeni a analyzovat udaje z néj
zjisténé, musime se obvykle nejprve rozhodnout, zda budeme toto Setreni realizovat
jako vycCerpavajici nebo vybérové.

Vyc¢erpavajici Setfeni — to je prosetfeni vSech jednotek statistického souboru (po-
pulace).

Vybérové Setireni — jde o prosetreni vybranych jednotek statistického souboru
(populace).

Zkoumaji-li se kauzalni zavislosti, tedy vliv riznych zasahti, pouziva se pro statistické
zjistovani experiment nebo pozorovaci studie.

Vybérova setteni délime do dvou zékladnich skupin — na vybéry nahodné a vy-
béry nenahodné.

Mezi nendhodné vybéry radime anketu, metodu zakladniho masivu a zamérny
vybér.

Zékladnim typem ndhodnych vybérti je prosty ndhodny vybér, kdy se vybér
jednotek provadi nejcastéji losovanim z kéda uvedenych v opore vybéru. Neni-li
losovani technicky mozné, vyuziva se pro vybér statistickych jednotek generatoru
nahodnych cisel.

V pripadé, Ze je zaruceno nahodné poradi statistickych jednotek v zakladnim sou-
boru (populaci), je vhodnou alternativou k prostému ndhodnému vybéru vybér
systematicky, kdy se prvni jednotka do vybéru voli ndhodné a dale se vybira
kazda k-ta jednotka.

vvvvvv

na déleni zakladniho souboru na mensi ¢i vétsi podskupiny (mtze byt provedeno ve
vicero krocich), z nichz se teprve vybiraji statistické jednotky. Rozlisujeme dva zé-

vvvvvv

vybér a vicestupnovy vybér.

V pripadé stratifikovaného vybéru se snazime o to, aby jednotlivé podskupiny ob-
sahovaly jednotky stejnych vlastnosti, tj. aby byly homogenni vzhledem k néjakému
jasnému kritériu. Statistické jednotky jsou pak z podskupin, které byvaji v tomto
pripadé nazyvany oblastmi (angl. ,strata®), vybirdany metodou prostého nahodného
vybéru.
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V pripadé, ze zakladni soubor je prilis rozsahly a prostorové rozptyleny, stoupa fi-
nancni, ¢asova i personalni naroc¢nost prostého ndhodného vybéru. Prekazkou pro
provedeni prostého ndhodného vybéru byva rovnéz, v praxi pomérné bézna, nee-
xistence opory vybéru (seznamu populace). V takovychto pripadech pristupujeme
k vybéru vicestupnovému. U vicestupnového vybéru jsou jednotlivé podskupiny,
na rozdil od stratifikovaného vybéru, navzajem zastupitelné.

Je ztejmé, ze i v pripadé, kdy je pri vybérovém Setfeni pouzit ndhodny vybér, ne-
reprezentuje vétsinou tento vybér zakladni soubor zcela presné. Rozdil mezi na-
mérenou hodnotou (vybérovou charakteristikou) a hodnotou skutecnou (popula¢ni
charakteristikou) byva v tomto piipadé oznacovan jako ndhodna chyba vybéru
(angl. ,random error“). S rostoucim rozsahem vybéru se ndhodné chyba vybéru
snizuje.

Pri statistickém zjistovani si musime davat pozor zejména na vybérovou chybu, tj.
chybu, ktera vznika v disledku nereprezentativnosti vybéru, a na chybu v méreni,
s niz se setkavame zejména pii dotaznikovych Setfenich, kdy nevhodné polozena
otazka ovliviiuje odpovéd respondenta.
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2 Kontrolni otazky

1. Definujte pojmy
a) ndhodny vybér,
b) statisticka jednotka,
¢) zakladni soubor (populace),
d) statisticky znak.

[\]

. 'V ¢em spociva technika sbéru dat nazyvana experiment?

3. Uvedte alespon tii modelové situace, v nichz by bylo pro sbér dat vhodné pouzit
experiment, resp. pozorovaci studii.

4. Srovnejte vyhody a nevyhody tplného a netplného Setteni.
5. Co musi spliiovat vybér, aby mohl byt oznacen za reprezentativni?
6. Popiste zakladni zptisoby nendhodného vybéru, tj. vysvétlete pojmy
a) anketa,
b) metoda masivniho vybéru,
c¢) zamérny vybér (typicky vybér, konvenéni vybér, kvétni vybér).
7. Jakymi zpusoby lze ziskat prosty nahodny vybér? Co je to opora vybéru?
8. V ¢em spociva riziko (nevyhoda) systematického vybéru?
9. Jaky je rozdil mezi stratifikovanym a vicestupniovym vybérem?

10. Jaké chyby jsou spojeny se sbérem dat prostrednictvim dotaznikovych Setfeni
(prizkumu vefejného minéni, analyzy spokojenosti, pruzkum trhu, ...)?
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Kapitola 3

Vybeérové charakteristiky

Cile

Po prostudovani této kapitoly byste méli

e rozumeét pojmim populacni charakteristika a vybérova charakteristika,

e znat princip statistické indukce,

e znat a umét pouzivat zadkon velkych cisel a centralni limitni vétu,

e znat rozdéleni vybérového prumeéru a rozdili dvou vybérovych prameéru pii do-
statecné velkych vybérech, popt. vybérech z normalniho rozdéleni,

e znat rozdéleni relativni cetnosti a rozdili dvou relativnich ¢etnosti pri dostatecné

velkych vybérech,

2

e znat specialni vybérova rozdéleni - x°- rozdéleni, Studentovo rozdéleni a Fishe-

rovo-Snedecorovo rozdélent,

e znat vlastnosti vyse uvedenych specialnich vybérovych rozdéleni, které umoznuji
popsat rozdéleni pruméru (resp. rozdili prumért) pro malé vybéry a vybérového
rozptylu (resp. poméru vybérovych rozptyli) pro vybéry z normélniho rozdéleni.
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3.1 Parametry populace vs. vybérové charakte-
ristiky

V predchozi kapitole jsme se zminili o tom, Ze k modelovani a zkoumani populace
pouzivame vybérové soubory. Je-li vybér reprezentativni, da se na jeho zakladé ziskat
dobra predstava o vlastnostech populace.

Nahodnou velicinu X, jejiz hodnoty pri realizaci ndhodného pokusu pozorujeme,
muzeme popsat pomoci rtuznych ¢iselnych charakteristik. Ve statistice v souvislosti
s ndhodnou veli¢inou hovotrime Castéji o parametrech zikladniho souboru (po-
pulace), popt. o parametrech rozdéleni ndhodné veli¢iny. K parametrum zaklad-
niho souboru patii: stiedni hodnota u, rozptyl o2, smérodatné odchylka o, pravdé-
podobnost m, atd... Parametry populace jsou konstantni hodnoty (pro uréitou
nédhodnou veli¢inu, v pevném ¢ase). Nezname-li vSak rozdéleni pozorované nahodné
veli¢iny, nedokazeme parametry populace vétSinou presné urcit.

Ve vybérovém souboru lze najit piislusné protéjsky parametru populace. Riké se
jim vybérové charakteristiky (resp. statistiky) a jsou definovény jako vhodné
funkce ndhodného vybéru. Vybérové charakteristiky budeme obecné znacit T'(X) =
= T(Xy,...,X,). MoZnych vybéru ze zakladniho souboru mize byt mnoho a vy-
bérové charakteristiky budou proto nutné vykazovat proménlivost (variabilitu). Hod-
notu vybérové charakteristiky na konkrétnim vybéru nazyvame empiricka charak-
teristika nebo pozorovani hodnota vybérové charakteristiky 7'(X). Z pravdé-
podobnostniho hlediska maji vybérové charakteristiky charakter ndhodnych veli¢in
a lze je tedy popsat néjakym rozdélenim, maji také svou stfedni hodnotu, rozptyl a
vSechny ostatni charakteristiky:.

Zakladni princip statistické indukce, ktery je schematicky zndzornén na obrazku 8.1,
je pak zalozen na tom, ze chceme-li ziskat informace o urc¢itém parametru populace
0, pak analyzujeme takovou vybérovou charakteristiku 7', ktera s velkou pravdépo-
dobnosti nabyva hodnot blizkych neznamému parametru 6.

Néhodna veli¢ina
X Populaéni charakteristika
[

(model vysledku ndhodného pokusu)

1 1

Vybérovy soubor : Vybérova charakteristika

X =Xy, ) Xn) T(X) = T(Xy, ..., Xy)

ol s

Realizace vybérového souboru :D Pozorovana hodnota
x = (X1, 0, Xp) t(x) = t(xq, o, Xp)

Obr. 3.1: Princip statistické indukce



3.2 Variabilita vybérovych charakteristik

Prehled nejpouzivanéjsich parametrii populace a prislusnych vybérovych charakte-
ristik, véetné jejich znaceni je uveden v tabulce 8.1.

Tab. 3.1: Prehled zakladnich parametri populace a prislusnych vybérovych charakteristik

Zikladni | Stfednt rozptyl
axdadmi hodnota median PIYL | smérodatna odchylka | pravdépodobnost
soubor D(X),

(populace) He 0.3 resp. o2 g d

pop resp. U p-

Vybérovy | (vybérovy) | vyberovy |vybérovy vybé&rova relativni &etnost
soubor pramér meidién rozptyl |smeérodatna odchylka

(vybér) X Xos s S P

Jak jiz bylo feceno, vybérové charakteristiky jsou nahodné veli¢iny, jejichz jednotlivé
realizace lze ziskat vypoctem pozorovanych hodnot téchto charakteristik pro jednot-
livé vybéry o rozsahu n. (Napi. Priimérny plat 20 obéanti CR je ndhodna veli¢ina.
Vypocétem primérného platu konkrétnich 20 obéanti ziskdme jednu realizaci tohoto
priméru, vipoctem pramérného platu jiného vzorku 20 obcantt CR ziskdme jinou
realizaci pruméru.) Pojmem vybérova rozdéleni oznacujeme rozdéleni pravdépo-
dobnosti vybérovych charakteristik.

3.2 Variabilita vybérovych charakteristik

Vhodnou mirou variability vybérovych charakteristik byva casto jejich rozptyl nebo
jejich smérodatnéa odchylka. Variabilitu vybérovych charakteristik pfitom ovliviiuji
tti faktory:

e rozsah populace (N),
e rozsah vybéru (n),
e zpusob ziskani nahodného vybéru.

Je-li rozsah populace mnohem vétsi nez rozsah vybéru (N > n), pak variabilita
vybérovych charakteristik je obvykle zhruba stejna jak pro vybéry s opakovanim,
tak pro vybéry bez opakovani. Je-li vsak vybér vyznamnou ¢asti populace (feknéme,
n 2 0,05N), pak je variabilita vybérovych charakteristik vyrazné nizsi, pouzijeme-li
vybér bez opakovani.

Nésledujici vybérova rozdéleni jsou odvozena pro pripad, ze rozsah kazdé z populaci
je dostatecné velky vzhledem k rozsahu prislusného vybéru. Tuto podminku budeme
povazovat za splnénou, pokud rozsah vybéru neprekroc¢i 5% rozsahu populace, tj.
pokud

n
— < 0,05.
N ?
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3.3 Vybérovy prumér (prameér, angl. ,,sample me-
an“)

vvvvvv

Méjme ndhodny vybér X, ..., X,, z ndhodné veli¢iny X o rozdéleni F(z) (tzn. kaz-
da z velicin X; mé distribucni funkeci F'(z) a vSechny dvojice ndhodnych veli¢in
X, X jsou nezavislé). Oznacme py stfedni hodnotu a ox smérodatnou odchylku
nahodné veli¢iny X;. (VSechny ndhodné veli¢iny X; maji stejnou stfedni hodnotu i
smérodatnou odchylku.)

Vybérovym primérem nahodného vybéru Xy, ..., X,, rozumime nahodnou veli¢inu

n

_ 1

=1

Vlastnosti vybérového priméru

1
2. D(X) = -D(X;) = =X
(%) = 2 D(x) = 2
. 1 & 1\> /& 1 D(X;
Dﬁkaz:D(X):D(— XZ>:(—> D( Xl):—Q-nD(XZ): (Xi) _
n = n = n n
_ ok
_TL

Pozndmka: Vsimnéte si (Obr. 8.2), Ze s rostoucim rozsahem vybéru se sniZuje
variabilita vibérového pruméru, tzn. pozorované hodnoty primeru se stale vice kon-
centruji kolem stredni hodnoty .

3. Pochézi-li ndhodny vybér X, ..., X,, z normélniho rozdéleni N(ux,o%), pak

2 2
vybérovy primér ma norméalni rozdéleni s parametry px, UTX,tj. N (u X, ‘%)

3.4 Limitni véty

Nyni zname rozdéleni vybérového prumeéru pro pripad, ze vybér pochazi z nor-
malniho rozdéleni. Dalsi tvrzeni o vlastnostech vybérového priméru, tentokrat pro
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f(x) 1,2 F =
— n=1
1+ 71— n=5
0,8 - | n=10
' — n=30
0,6 - _
0,4 -
02+ _
0 E: 7 i
0 20

X

Obr. 3.2: Vliv rozsahu vybéru na graf hustoty pravdépodobnosti vybérového priméru

pripad dostatecné velkého rozsahu nahodného vybéru, prinasi limitni véty. Uvedeme
si dvé nejdilezitéjsi — zakon velkych ¢isel a centralni limitni vétu.

3.4.1 Zakon velkych cisel

Ukazali jsme si, ze pochéazi-li vybér z normélniho rozdéleni, pak s rostoucim rozsahem
vybéru se vybérovy prumeér stale silnéji soustireduje kolem stfedni hodnoty. Obsahem
zakona velkych cisel je zachovani této vlastnosti i pro pripad vybéru z jiného nez
normalniho rozdéleni.

Vypocteme-li vyberovy primér z ndahodného vybéru o rozsahu rovném rozsahu popu-
lace, ziskame stredni hodnotu rozdeélent, z néhoz vybér pochdzi. Vypocteme-Ili vijbérovy
prumeér z ndhodného vybéru o rozsahu mensim neZ je rozsah populace, neziskame
presné stredni hodnotu rozdélent, ale dostaneme cislo, které je skutecné stredni hod-
noté blizko.

Zakon velkych cisel ma nékolik formulaci. Uvedme presnéjsi formulaci tzv. slabého
zakona velkych cisel:

Mé¢jme nekonecny nahodny vybér Xi, X, ... z rozdéleni se stiedni hodnotou ux a
koneénym rozptylem o2, kde Xy, Xy, ... jsou nekorelované nahodné veliciny. Potom
plati, ze vybérovy pramér X, vypocitany z prvnich n pozorovani se pro n — oo
blizi ke stfedni hodnoté px, coz zapisujeme

lim [P (‘X’n — uX| > 6)} = 0 pro kazdé € > 0.

n—oo
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3.4.2 Centralni limitni véta

Vlastnosti vybérového priméru fikaji, ze primér X mé stfedni hodnotu pix a rozptyl
%. Pochéazeji-li X; z normalniho rozdéleni, pak vybérovy prumér rovnéz podléha
normalnimu rozdéleni. Centralni limitni véta, zkracené CLV, tyto poznatky rozsituje
o tvrzeni, ze

jsou-li X; nezavislé ndhodné veliciny s konecnym rozptylem, pak vybérovy prumeér
md pri dostatecné velkém poctu pozorovdani priblizné normdini rozdeélent, at uzZ X;
pochazeji z libovolného rozdéleni.
Centralni limitni vétu zapisujeme
) _
_ o X —
X ~N (,uX,—X) nebo —#X\/_N N(0,1).
n ox
(X ~ N(u,0?) znamend, ze X ma piiblizné normdlni rozdéleni s parametry u, o2.)
Ve statistické praxi vyvstava v souvislosti s pouzitim CLV otazka, kdy mtzeme roz-
sah vybéru povazovat za ,dostatecné velky“. Za dostateéné velké se bézné oznacuji

vybéry o rozsahu 30 a vétsim. Zaroven se vsak ukazuje, ze CLV plati, pokud je
splnéna libovolna z nasledujicich podminek.

e X, pochéazi z normalniho rozdéleni.

e Vybérové rozdéleni je symetrické, unimodalni, vybér neobsahuje odlehla pozoro-
vani a rozsah vybéru je nejvyse 15.

e Vybérové rozdéleni je symetrické nebo mirné zesikmené, unimodalni, vybér neob-
sahuje odlehla pozorovani a rozsah vybéru je 16 az 30.

e Vybér neobsahuje odlehla pozorovani a rozsah vybéru je alespon 30.

Disledek CLV
Soucet dostatecné velkého pocétu nezavislych pozorovani s koneénym rozptylem méa
pfiblizné normalni rozdéleni s parametry nuy a no%, coZ zapisujeme

ZXi ~ N (n,ux,nag() .

i=1
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Piiklad 3.1. Zivotnost elektrického holictho strojku EHS mé exponencidlni roz-
déleni se stfedni hodnotou 2 roky. Uréete pravdépodobnost, ze primérna zivotnost
150 prodanych holicich strojkit EHS bude vyssi nez 27 meésic.

Resend.

X;... zivotnost i—tého holiciho strojku EHS

1 1 1
X, — Exp <§> = E(X;) = ux = 3= 2roky = \ = §1r0k_1 = D(X;) = 0% =

zﬁz 4 rok?

X... prumérna zivotnost 150-ti strojki EHS

150

> X 150
i=1 1

X = =— ) X
150 150 &

Nebot testovany vzorek holicich strojkia byl dostatecné velky (150 strojki), byly
splnény predpoklady CLV a tudiz plati, ze X ~ N <p X, %)

_ 4
V nas ripadeé: X~N|(2 —
nasem piipadé ( 150)
Nyni, kdyz zname rozdéleni pramérné zivotnosti 150 holicich strojki EHS, mizeme
reseni dokonéit (27 mésica = 2,25 roku):

2,25 — 2
4

150

P(X>225)=1-F(225)=1-9 =1—-®(1,53) =1-0,937 =

= 0,063

Pravdépodobnost, ze primérna zivotnost 150 prodanych holicich strojktt EHS bude
vyssi nez 27 mésict je 0,063.
A

Priklad 3.2. Dlouhodobym prizkumem bylo zjisténo, ze doba potiebna k objeveni
a odstranéni poruchy stroje ma sttedni hodnotu 40 minut a smérodatnou odchylku
30 minut. Jaka je pravdépodobnost, ze doba potiebnd k objeveni a opraveni 100
nezavislych poruch neptrekroc¢i 70 hodin?
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Resent.
X;... doba potrebna k objeveni a odstranéni :—té poruchy

Vime, ze E(X;) = pux = 40minut a D(X;) = 0% = 30?minut?, pticem? rozdélent
nahodné velic¢iny X; nezname.

Necht ndhodné velicina X modeluje celkovou dobu do objeveni sté poruchy.

100

X =) X
=1

Na zdkladé CLV vime, Ze soucet n nahodnych veli¢in se stejnym rozdélenim (ne-
musime védét jakym), stejnymi stfednimi hodnotami a stejnymi rozptyly muzeme
aproximovat normalnim rozdélenim s parametry nux a no%. (Vzhledem k tomu, ze
n > 30, predpokladdame predpoklady CLV za splnéné.)

100
X =) X;~ N (100- 40,100 - 30%)

i=1

Nyni jiz neni problém urcit hledanou pravdépodobnost (nesmime jen zapomenout
na uzivani stejnych jednotek, v nasem piipadé minut (70 h = 4200 minut).

4200 — 4000
/90000

Pravdépodobnost, ze doba potifebna k objeveni a opraveni 100 nezavislych poruch
neprekroc¢i 70 hodin, je 0,749.

P (X < 4200) = F(4200) = & ( ) = ®(0,67) = 0,749

A

Priklad 3.3. Vyletni ¢lun mé nosnost 5000 kg. Hmotnost cestujicich je ndhodna
veli¢ina se stfedni hodnotou 70 kg a smérodatnou odchylkou 20 kg. Kolik cestujicich
muze ¢lunem cestovat, aby pravdépodobnost pretizeni ¢lunu byla mensi nez 0,0017

Resend.

Necht X; je ndhodné veli¢ina popisujici hmotnost jednotlivych cestujicich,
kde E(X;) = px = 70kg a D(X;) = 0% = 20> kg? = 400 kg?.

Oznac¢me X ndhodnou veli¢inu modelujici celkovou hmotnost vSech cestujicich. Na
zékladé CLV (predpoklady CLV povazujeme za splnéné (n > 30)) lze tvrdit, ze

X =Y X;~N(n-70,n-400).

=1
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Clun mé nosnost 5000 kg. Pravdépodobnost jeho pretizeni mé byt mensi nez 0,001,

coz zapiseme
P(X > 5000) < 0,001.

Po dosazeni:

1 — F(5000) < 0,001

1—® (M) < 0,001
v400n

0,999 - & (5000 — 70n)
v/400n
5000 — 70n
60+/n < —
\/_ £/ 400n
3600n < 4900n2 — 700000n + 25000000
0 < 49n? — 7036n + 250000

Reseni kvadratické nerovnice je n € N : (n < 64,5) U (n > 79).

Je tedy zfejmé, Ze clunem miize cestovat maximalné 64 osob.

3.5 Relativni ¢etnost

Uvazujme néjaky nahodny jev A vyskytujici se s pravdépodobnosti m a predpokla-
dejme, ze provadime opakovana nezavisla pozorovani tohoto jevu. Oznac¢me X; = 1,
pokud jev A pri i—tém pozorovani nastal a X; = 0, pokud nenastal. Pak X, X, ...
je ndhodny vybér z alternativniho rozdéleni A(w), kde E(X;) = 7, D(X;) = n(1—m).

Vybérovy prumeér X vypocitany z prvnich n pozorovani oznacujeme v tomto pripadeé
jako relativni cetnost a znacime ji p.

X = Z)}—ln =p
Vlastnosti relativni ¢etnosti
L E(p)=p=m
i Xi
i=1

n n

Dukaz: E(p) =p, = E
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. Podle zédkona velkych ¢isel pak plati, Ze relativni ¢etnost se pro n — oo blizi

stfedni hodnoté 7, tj. pravdépodobnosti vyskytu jevu A.

lim [P (|p — 7| > ¢)] = 0 pro kazdé € > 0.

n—oo
Toto odpovidd intuitivnimu chapani pravdépodobnosti jako ¢isla, které udava
relativni ¢etnost vyskytu sledovaného jevu.

Poznamka: O zikonu velkych cisel vedi své vsichni hrdci a hlavnée vsichni
majitelé kasin. J. S. Rosenthal ve své knize ,ZasazZen bleskem® pise: ,Je-li hra
v prumeéru treba jen sebenepatrnéji vychylend ve vas neprospéch a vy budete hrdt
dostatecné dlouho, muzete si byt jisti, Ze prohrajete. I kdyZ kazdd jednotlivd partie
hry probihd nezdvisle, bez ohledu na to, co se stalo predtim, tak prece jen jediné,
na cem pri dlouhém opakovdni zdleZi, je prumérné mnozZstvi vyher a proher...
Zkratka a dobre, k tomu, aby slusné vydelalo, nepotrebuje kasino Stesti, ale jen tr-
pelivost. Zatimco hraci mohou své hracské nadéje zakladat na klamné predstave, Ze
maji ,,stastnou ruku’ ¢i ,stastné cislo“, nebo na postaveni planet, kasino si mize
dovolit zalozZit své nadéje na necem mnohem spolehliveéjsim: na zakonu velkych
cisel. ”

Jelikoz relativni ¢etnost p je vybérovym priimérem nahodnych veli¢in s alterna-
tivnim rozdélenim A(7), muzeme poznatky o ni rozsitit aplikaci CLV.

. Relativni c¢etnost p ma pti dostatecné velkém poctu pozorovani priblizné nor-

malni rozdéleni, at uz X; pochazeji z libovolného rozdéleni. Vybéry jsou obvykle
povazovany za dostatecné velké v pripadé, ze
- 9
n>——.
p(1=p)

) m(l—m p—m
pNN(up,ag), tJ.pNN(W,g) = —— ~ N(0,1)
n (1 —m)

n
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3.6 Rozdil vybérovych primeéri

Méjme ndhodny vybér Xy, ..., X1, z rozdéleni se stfedni hodnotou p; a ndhodny
vybér Xo, ..., Xo,, 7z rozdéleni se stfedni hodnotou po. Déale necht jsou splnény na-
sledujici predpoklady.

e Rozsah kazdé z populaci je dostatecné velky vzhledem k rozsahu prislusného vy-
beru (< 0,05).
e Vybéry jsou nezavislé, tj. hodnoty pozorovani z populace 1 nejsou ovlivnény hod-

notami pozorovani z populace 2, a naopak.

e Plati predpoklady CLV, zejména to, ze kazdy z vybért pochézi z normalniho
rozdéleni nebo je dostatecné velky (za dostatecné velké obvykle povazujeme vybéry
s rozsahem vétsim nez 30).

Jsou-li splnény vyse uvedené predpoklady, pak ma rozdil vybérovych primeéra na-
sledujici vlastnosti.

1-E(X1—X2):M1—M2

2 2
2.D(X1—X2):%+Z—Z
1

_ 2 2 X — X)) — (e —
3. (Xl —X2) ~ N (,Ul — Lo, 21 + 2) t ( 1 2)2 (M21 [12) ~ N(0,1)
1 a9
ny U

Dukaz:

~ 2\ 2
Z vlastnosti vybérovych priméri je ziejmé, ze Xy~ N (ul, ﬁ) , Xo~ N (/.1,2, 2).

ny N2
E (Xl - Xz) =FK (Xl) - F (X2) = M1 — M2,

D (X;—X5) =D (X1 +(-1)X5) =D (X1) + (-1)?D (Xo) = D (X1) + D (Xo) =

of 05
== 4 =,
ni no

Vzhledem ke splnéni predpokladi CLV, lze tvrdit, ze

— — o? o2
(X1—X2) NN(M1—M2,n—1+n—2).
1 2



76

Vybérové charakteristiky

Standardizaci rozdilu ndhodnych veli¢in X; a X, dostaneme, Ze

()_ﬁ - Xz) — (p1 — p2)

~ N(0,1).
g %
ni Uz

3.7 Rozdil relativnich ¢etnosti

Uvazujme né&jaky ndhodny jev A a predpokladejme, ze provadime opakovana neza-
visla pozorovani tohoto jevu. Oznac¢me Xy; = 1, pokud jev A pri i—tém pozorovani
nastal a X;; = 0, pokud nenastal. Pak je nahodny vybér Xii,... z alternativniho
rozdéleni A(my), kde E(Xy;) = m, D(Xy;) = m(1 — mp).

Déle uvazujme néjaky nahodny jev B a predpokladejme, ze provadime opakovana
nezavisld pozorovani tohoto jevu. Oznac¢me X,; = 1, pokud jev B pii j—tém pozoro-
vani nastal a Xy; = 0, pokud nenastal. Pak je ndhodny vybér Xy, ... z alternativniho
rozdéleni A(T('Q), kde E(XQJ) = T, D(XQJ) = 7T2(]_ — 7'('2).

Vybérovy primér X; vypoditany z prvnich n; pozorovani ndhodného vybéru 1 udava
relativni Getnost jevu A a znacime ji p;. Obdobné vybérovy primér X, vypoditany
z prvnich ny pozorovani nadhodného vybéru 2 udava relativni cetnost jevu B a zna-
¢ime ji po.

Déle necht jsou splnény nasledujici predpoklady.

e Rozsah kazdé z populaci je dostatecné velky vzhledem k rozsahu prislusného vy-
béru. (V tomto ptipadé povazujeme za dostatecné velkou populaci, jejiz rozsah je
alesponi 10 nasobkem rozsahu prislusného vybéru.)

e Vybéry z obou populaci jsou dostatecné velké na to, aby pro modelovani rozdilu
mezi relativnimi ¢etnostmi mohlo byt pouzito normalni rozdéleni. Vybéry jsou ob-

vykle povazovany za dostatecné velké v pripadeé, ze (nl > Iﬁ) A (n2 > zﬁ) )

e Vybéry jsou nezavislé, tzn. hodnoty pozorovani z populace 1 nejsou ovlivnény
hodnotami pozorovani z populace 2, a naopak.

Jsou-li splnény vyse uvedené predpoklady, pak ma rozdil relativnich ¢etnosti nasle-
dujici vlastnosti.

1. E(py — p2) =m —

7T1(]_ — 7T1) 1 7T2(]_ — 7T2)

2. D(p1 —pz) =

ni na
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1-— 1—
3. (pl —p2) ~ N (7T1 T, 7T1( 7T1) I 7T2( Wz))

ni ng
(Pl —p2) - (7T1 - 7T2)

t].
\/7’(’1(1 — 7T1) 1 7T2(1 — 7T2)

ni ng

~ N(0,1)

Dukaz:

Z vlastnosti relativnich ¢etnosti je ziejmé, ze p; ~ N (7?1, ”1(:“1)>,
pa~ N <7T2, —M(zm))
E(p1 —p2) = E(p) — E(p2) = m — m2,

D(pr = p2) = D(p1) + D(p2) = ﬂl(ln: ™) 4 WQ(ln; )

Vzhledem ke splnéni predpokladia CLV, lze tvrdit, ze

m(l-m) | m(l- 72)) |

(pl —Pz) ~ N (7T1 — T,
nq N9

Standardizaci rozdilu ndhodnych veli¢in p; a p, lze ukazat, ze

(p1 — p2) — (m — m2)

\/Wl(l —m)  ma(l - )

ni no

~ N(0,1).

Vijse zminend vibérovad rozdéleni nachdzeji uplatnéni pri odhadech stredni hodnoty a
pravdépodobnosti, resp. jejich rozdilu nebo pri testovani hypotéz o téchto parametrech.
Pri odhadech rozptylu, poméru rozptylu, odhadech stredni hodnoty v pripadé, Ze mdme
k dispozici pouze maly vyber, ktery nepochazi z normdlniho rozdeleni, a v dalSich
metoddch statistické indukce nachdzeji uplatnéni tri dileZitd spojitd rozdéleni (x*-
rozdélent, Studentovo rozdéleni, Fisherovo — Snedecorovo rozdéleni), kterym bude
vénovan ndsledujici vyklad. Jedinym parametrem téchto rozdéleni jsou tzv. stupné
volnosti (angl. ,degrees of freedom*), v pripadé Fisherovo — Snedecorova rozdéleni
— dvojice stupnii volnosti.

3.8 x* - rozdéleni (Pearsonovo rozdéleni)
Méjme nezavislé ndhodné veli¢iny 2y, Zs, ..., Z,,, z nichz kazda ma normované nor-

malni rozdéleni. Soucet ¢tvercii téchto nahodnych veli¢in, tj. ndhodna veli¢ina X mé
rozdéleni x? (¢teme ,chi-kvadrat®) s v stupni volnosti, coZ znac¢ime 2.

Vi=1,..,n:Z — N(0,1), pak X = 222—>XU
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Pocet stupnti volnosti oznacuje pocet sc¢itanych nezavislych ndhodnych veli¢in a je
jedinym parametrem tohoto rozdéleni. Z definice y2- rozdéleni je zfejmé, Ze nahodna
veli¢ina s timto rozdélenim muiize nabyvat pouze nezapornych hodnot.

Poznamka: Nékteri statistikové nazyvaji toto rozdeleni Pearsonovym rozdeélenim.

3.8.1 Vlastnosti rozdéleni X2

1. Pro nezévislé ndhodné velic¢iny s x? - rozdélenim se d4 snadno ukézat, Ze jejich

soucet ma opét x? - rozdéleni a pocet stupiii volnosti je roven sou¢tu stupiiil
volnosti v; jednotlivych veli¢in v souctu.

Necht X; — X12’iX — in, pak X — XQZ
(4) <">

125

2. Predpokladejme, ze provedeme nahodny pokus spocivajici v ndhodném vybéru
o rozsahu n z populace podléhajici normalnimu rozdéleni s rozptylem o2
Pro uvedeny vybér uréime vybérovou smérodatnou odchylku s. Lze ukazat, ze
nahodna veli¢ina

(n—1)52

o2

mé x2- rozdéleni s n — 1 stupni volnosti. Plyne to bezprostiedné z toho, Ze tento
vyraz se di prevést na soucet ¢tverci (n — 1) ndhodnych veli¢in s rozdélenim
N(0,1).

Tuto skutecnost mizeme struéné zapsat takto:

n—1)S?
( 0_2) _)Xi—l
S\ 2
1 ¢ Lo S (X — X
Néstin dikazu: S?:n_lz(xi—X)Q;»;.(n—n: (= X) > ) _

Pomoci dalsich dprav (zdlouhavé), které vedou na nahrazeni pruméru stiedni
hodnotou, bychom zjistili, ze

52 n—1 XZ . X 2 n—1 )
Sn-y-Y (2E) ¥z
=1 =1

Nahrazeni priméru stredni hodnotou zptisobi ztratu jednoho stupné volnosti.
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0,6 4 Stupné volnosti
—2
0,5r 1—4
04 18
S 03r 1
0,2+ 1
0,1r .
0 F! ‘ |
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X

Obr. 3.3: Vliv poétu stupit volnosti na tvar grafu hustoty x2-rozdéleni
g Yy X

Zelena krivka na obrazku 8.3 ukazuje rozdéleni ndhodné veliciny ("_012)52 VypoC-

tené ze vSech vybéri o rozsahu 3(vr =n — 1 =3 — 1 = 2). Obdobné hnéda, resp.
oranzova, ktivka predstavuji hustotu pravdépodobnosti této nadhodné velic¢iny vy-
poctené ze vsech vybért o rozsahu 5, resp. 9.

Hustotu pravdépodobnosti v obecném tvaru (pro n stupni volnosti) nebudeme
pro znac¢nou komplikovanost vztahu uvadeét.

3. Stfedni hodnota nihodné veli¢iny X s rozdélenim x? je rovna poc¢tu stupiii
volnosti, tj. E(X) = v.

4. Rozptyl ndhodné veli¢iny X s rozdélenim x? je roven dvojndsobku poctu stupnt
volnosti, tj. D(X) = 2v.

5. Je-li poCet stupiiti volnosti rozdéleni y2 vétsi nebo roven 2, pak modus ndhodné
veli¢iny majici toto rozdéleni je v — 2.

6. Kvantily ndhodné veli¢iny s rozdélenim x? jsou pro rizné hodnoty v a p tabe-
lovany (viz priloha — Tabulka 3). Bézné lze také kvantily tohoto rozdéleni urcit
pomoci statistického software.

7. Se vzristajicim poctem stupiii volnosti se x2- rozdéleni blizi normalnimu roz-
déleni N(v,2v).

3.8.2 Pouziti rozdéleni X2

1. Vlastnosti, ze
(n—1)52
T — Xo s



80

Vybérové charakteristiky

se vyuziva k testovdani toho, zda rozptyl zdikladniho souboru s normdlnim rozdéle-
nim je roven op (viz kapitola 11).

2. x?- rozdéleni se pouzivd pro ovéieni nezavislosti kategoridlnich proménnych (test
nezavislosti v kontingencéni tabulce), kterym se budeme zabyvat v kapitole 14.

3. Pokud testujeme, zda ndhodné veli¢iny (naméfend data) pochdzeji z urcitého
rozdéleni, mizeme také s ispéchem pouzit y*- rozdéleni. Tento test je zndm pod
nazvem ,test dobré shody“ (viz kapitola 14).

Piiklad 3.4. Firma Edison vyrabi zarovky Ed. Zivotnost téchto zarovek je pri-
mérné 5 let se smérodatnou odchylkou 6 mésicti. Pro ovérovani kvality vyroby bude
testovano 20 zarovek. Jaka je pravdépodobnost, ze pri tomto testu bude zjisténa
smérodatna odchylka zivotnosti vyssi nez 7 mésicu?

Resend.

Jak jiz vite, vybérova smérodatna odchylka S je ndhodnd velicina. Je zfejmé, ze
nedoslo-li k zadné zméné pri vyrobé zarovek Ed, tj. stfedni zivotnost téchto zaro-
vek p je stéle 5 let a smérodatnd odchylka zivotnosti p je 6 mésicti, pak vybérova
smérodatna odchylka S se bude pohybovat ,,kolem* 6 meésici.

Vime, ze bude testovano 20 zarovek Ed a mame zjistit, jaka je pravdépodobnost, ze
bude zjisténa vybérova smérodatna odchylka zivotnosti S vyssi nez 7 mésict.

P(S>17)="

Protoze nezname rozdéleni ndhodné veliciny S, vyuzijeme znalosti rozdéleni nahodné
(n—1)S?

veliciny ~——

Predpokladejme, ze zivotnost zarovek Ed podléha normalnimu rozdéleni.
(Ovéreni toho, zda testovany vzorek je vybérem z normélniho rozdéleni se naucite
provadét v kapitole 14)

7 vlastnosti x2- rozdéleni vite, Ze (”_0—12)‘92 = X2,
Zavedeme-li substituci X = ("_012)52, kde n = 20 (pocet testovanych zarovek) a
(20—1)5? 1952

o = 6 [mésic], tj. X = ‘==~ = 132, pak ndhodn4 veli¢ina X ma x*- rozdéleni s 19

stupni volnosti, coz znac¢ime

X = xiy-

Je-li %, pak je zfejmé, ze (S > 7) < (X > 193'672

>, . (X > 25,86).
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Této ekvivalence vyuzijeme pii urceni hledané pravdépodobnosti.

P(S>T7)=P(X >2586) =1— F (25,86) = 0,134,
kde F\z2(z) znac¢ime distribu¢ni funkei ndhodné veli¢iny s x*- rozdélenim s v stupni
volnosti. (Pro urceni F\z (25,86) lze pouZit statisticky software, MS Excel, tabulky...).
Pravdépodobnost, ze pri testu 20 zarovek bude zjisténa smérodatna odchylka zivot-
nosti vétsi nez 7 mésicu je priblizné 0,134.
A

Priklad 3.5. Odvodte distribu¢ni funkci a hustotu pravdépodobnosti nahodné ve-
liciny X, kterd ma y* rozdéleni s jednim stupném volnosti.

Resend.

Z definice y?-rozdéleni je ziejmé, Ze ndhodn4 veli¢ina X, kterd ma y%-rozdéleni s jed-
nim stupném volnosti je rovna kvadratu ndhodné veli¢iny Z, kterd méa normované
normalni rozdéleni.

X =27

Z = N0;1) = X =3

Néhodnéa veli¢ina X je funkci nahodné veli¢iny Z a proto budeme pti hledéni jeji
distribu¢ni funkce déle postupovat jiz zndmym zpusobem (pouze vezmeme v uvahu,
ze ndhodnd veli¢ina s rozdélenim y? nabyvd pouze nezdpornych hodnot).

prox > 0:
F(z) = P(X<2)=P(Z?<2)=P(-Vz<Z<z)=2(z) - ®(—Vz) =
vz
= BB -1 P (A =20 (VA —1 == [ a1
vz , ’
= \/g-/e_gdt—l
proxz <0
Flz) = 0

Hustotu pravdépodobnosti pak ur¢ime jednoduse jako derivaci distribuc¢ni funkce.

prox > 0:
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prox < 0:
dF(z)
p—t g O
fla) = S
Hustota pravdépodobnosti nahodné veliciny X je tedy
L 3, 250
e 2, x
f(z) = V2mx
0, x 0.

3.9 Studentovo rozdéleni (¢ rozdéleni)

Drive neZ prejdeme k popisu tohoto rozdéleni, wvedme kratkou pozndamku o jeho
vzniku. Autorem Studentova rozdélend je irsky chemik William Sealy Gossel (1876-
-1937), zaméstnanec pivovaru Guiness. Jednim Gossetovych ikoli bylo posoudit kva-
litu riuzngch druhi varenych piv, pricemz k dispozici mel jen maly pocet vzorki, casto
méne nez 10. Gosset védeél, Ze pouZije-li pro odhad stredni hodnoty pri tak malych
vybérovych souborech bézne pouzivané normdalni rozdélent, nalezeny odhad skutecnou
stredni hodnotu podhodnoti. Proto se timto problémem zabyval podrobneji a v roce
1908 publikoval postup, ktery mel poskytnout moznost ziskat i z malych vzorku pou-
Zitelné zavery. (Jméno Gosset je uz dnes témer nezndame, nebot Gosset se pod svd
prukopnicka dila podepisoval pseudonymem Student, protoZe mu jeho firma z obavy,
aby konkurence neodhalila tajemstvi jejich piva, nedovolila publikovat védecké prdace
pod vlastnim jménem.) Na praci Gosseta pozdéji navdzalo mnoZstvi dalsich statistikii.
Jmenujme alespont 1. A. Fishera, ktery se podilel témer na vsech smérech dalsiho vij-
voje statistiky.

Po této krdatké odbocce prejdéme k popisu Studentova rozdélent.

Uvazujme dvé nezavislé nahodné veli¢iny: Z a V. Ndhodna veli¢ina Z ma normované
normalni rozdéleni, ndhodn4 veli¢ina V' ma x2- rozdéleni s v stupni volnosti. Potom
nahodna veli¢ina T,

T =

SRl

ma Studentovo t rozdéleni s v stupni volnosti, coz znacime T° — t,. Pocet stupni
volnosti je jediny parametr tohoto rozdéleni.

Pro v — oo (vysoky pocet stupnu volnosti, v praxi pro v > 30) se Studentovo t
rozdéleni blizi normovanému normalnimu rozdéleni.


http://en.wikipedia.org/wiki/William_Sealy_Gosset
http://en.wikipedia.org/wiki/Ronald_Fisher
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Hustotu pravdépodobnosti nebudeme ani v tomto pripadé pro slozitost vztahu uva-
det.

Stredni hodnota: E(T)=0prov >1

Rozptyl: D(T) =

prov > 2
I/_

100p% kvantily t,:

Pro vybrana p a pro vybrané stupné volnosti v jsou 100p% kvantily tabelovany
(napriklad viz priloha — Tabulka 2). Vétsinou je tato tabelace provedena pouze pro
p < 0,5. Kvantily ¢, pro p > 0,5 ziskdme pomoci vztahu

ty=—t1_p.

Bézné se pro urcovani kvantilii vyuziva statisticky software.

f(x) 0,4 F ' ' ' ] Stupné volnosti

[ 1—1

0,3 1— 4
I ] 10
[ 1— N(©O,1)

0.2 - ]

01 ]

0 ;n 1 1 L 1]
8 4 0 4 8
X

Obr. 3.4: Vliv poc¢tu stupnti volnosti na tvar grafu hustoty pravdépodobnosti Studentova
rozdéleni

3.9.1 Vlastnosti Studentova t rozdéleni
1. Pokud ndhodné veli¢iny Xi, Xs, ..., X,, maji normélni rozdéleni N(u,o?) a jsou
navzajem nezavislé, pak nahodna velicina definovana jako
X—p
S

Vvn
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méa Studentovo ¢ rozdéleni s (n — 1) stupni volnosti, coz znacime

X —p

Vo=t 1.

Dikaz této vlastnosti je pro zajemce uveden v kapitole 8.11.

. Méjme dva vybéry z norméalniho rozdéleni se stejnym rozptylem.

Vi =1,2,...,n1, kde n; je rozsah prvniho vybéru: Xy; — N(u,0?),

Vj =1,2,...,n9, kde ny je rozsah druhého vybéru: Xo; — N(u, o?).

Necht priméry X, Xpa vybérové rozptyly SZ, 57 jsou nahodné veliciny defino-
vané jako

n2

% X1 ”22 Xoj Z (Xh )2 Z (ng — )_(2)2

Xo== X, =1 52 = = g2 _ =t
1 n ) 2 N9 ’ ny — 1 ) 2 Ty — 1
Pak
(Xl - XQ) - (:ul - ,UQ) nan(nl + ny — 2) .
\/S%(nl - 1) + SQQ(TLQ — 1) nl _|_ n2 n1+n272.

. Méjme dva vybéry z normalniho rozdéleni s rtiznymi rozptyly.

Vi=1,2,...,n1, kde n; je rozsah prvniho vybéru: Xy; — N(u,o?),
Vj =1,2,...,n9, kde ny je rozsah druhého vybéru: Xo; — N(p,03).

Necht priméry X, Xoa vybérové rozptyly SZ, 57 jsou nahodné veliciny defino-
vané jako

n2

% Xii % X2J' ; (Xu )2 Z (X2j - X2)2

X, ==t X,=1" 2= R
! ny ’ 2 o ! ny — 1 2 Ng — 1
Pak
X, —X,) — —
( 1 2) (p1 — p2) 1,
S | 83
n_1 ng

kde )
(-2
. ni ng

2 2 -
ST\ 1 + 53 1
ni ni+1 no no+1

Diikaz vlastnosti 2 a 3 nebudeme provadét.
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3.9.2 Pouziti Studentova t rozdéleni

Studentovo t rozdéleni ma uplatnéni zejména pri modelovani zalozeném na analyze
malych vybéri. Uvedeme alespon nékteré moznosti pouziti.

1. Uziva se k testovdni hypotéz o stredni hodnote, pokud je rozptyl zakladniho sou-
boru neznamy a vybér pochazi z normalniho rozdéleni.

2. Uziva se k testovani hypotéz o shodé strednich hodnot, za predpokladu, ze mame
dispozici dva nezavislé vybéry z normalnich rozdéleni, jejichz rozptyly jsou ne-
znamé, ale shodné.

3. Rozdéleni je vhodnym prostiedkem pro analyzu viysledki regresni analyzy.

3.10 Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni (F' rozdéle-
ni)

Poslednim spojitym rozdélenim, kterym se budeme zabyvat, je Fisherovo-Snedeco-
rovo, ¢ti Fiserovo-Snedekorovo, F' rozdéleni. Méjme dveé nezavislé ndhodné velic¢iny
V a W s rozdélenim 2. Prvni z nich ma podet stupiiti volnosti m, druh4d m4 pocet
stupnu volnosti n (obecné maji rizny pocet stupii volnosti). Pak ma ndhodna ve-
licina

F =

S|SEI=

Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni o m a n stupnich volnosti, coz znac¢ime F' — F,, ,,.
Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni ma tedy dva parametry - pocet stupnt volnosti
v Citateli m a pocet stupni volnosti ve jmenovateli n.

Ani v tomto pripadé nebudeme uvadét vztah pro hustotu pravdépodobnosti (je
znacné slozity).

Stfedni hodnota: E(F) = Lz pron > 2
n

Rozptyl: D(F) =

100p% kvantily - f,:
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1

m,n

1 — 10,10
{1 — 5,10
] 10,5

Obr. 3.5: Vliv parametri m a n na tvar grafu hustoty pravdépodobnosti Fisherova-Sne-
decorova rozdéleni

Pro praktické aplikace jsou pro vybrané pravdépodobmnosti (p > 0,5) a vybrané
stupné volnosti m a n tabelovany kvantily f, (viz pfiloha — Tabulka 4). Prop > 0,5

se kvantily f, urc¢i ze vztahu
1

fin)
kde f, je 100p% kvantil Fisherova-Snedecorova rozdéleni s m stupni volnosti pro ¢ita-

tele a n stupni volnosti pro jmenovatele a fi_ je je 100p% kvantil Fisherova-Snede-
corova rozdéleni s n stupni volnosti pro ¢itatele a m stupni volnosti pro jmenovatele.

fp:

3.10.1 Vlastnosti Fisherova-Snedecorova rozdéleni

Meéjme dva vybéry z normalniho rozdéleni.

n1, kde n; je rozsah prvntho vybéru: Xy; — N(u, o),

1=1,2,...,
2, ..., na, kde ny je rozsah druhého vybéru: Xo; — N(u,03).

Vi=1
Vi=1,

Necht vybérové rozptyly S? a Sz jsou ndhodné veli¢iny definované jako

ni

Z (Xli_Xl)Z z:: (XQJ )2

S2 — 1=1 S2
! ny — 1 a No — 1
Pak

s

—

g

S_lg — o —1na—2
2
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Dtikaz uvedené vlastnosti Fisherova-Snedecorova rozdéleni je opét urcen predevsim
c¢tenarium, ktefi chtéji znat matematické pozadi uvadénych vztaht a je uveden v ¢asti
8.11.
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3.10.2 Pouziti Fischerova-Snedecorova rozdéleni

Toto rozdéleni ma opét Siroké uplatnéni, zejména pri hodnoceni vysledku statistic-
kych analyz. Pouziva se predevsim

1. k testu o shodé rozptyla dvou zakladnich souborii,

2. k testim o shodé strednich hodnot vice nez dvou zakladnich souborti, v tzv.
analyze rozptylu,

3. k testim v regresni analyze.

Priklad 3.6. Vratme se k feSenému prikladu 8.4. Firma Edison vyrabi zarovky Ed.
Zivotnost téchto Zarovek je priimérné 5 let se smérodatnou odchylkou 6 mésici.
Uvedené informace specifikujeme: Zarovky jsou vyrabény na dvou linkdch. Pted-
pokladejme, Ze obé linky maji srovnatelné parametry, tj. Ze prumérna zivotnost a
variabilita zivotnosti zarovek Ed vyrobenych ve firmé Edison nezavisi na tom, na
jaké lince byly vyrobeny. Pro ovéreni kvality vyroby bude testovana zivotnost 20 za-
rovek z linky 1 a 30 zarovek z linky 2. Jaka je pravdépodobnost, Ze u vzorku z linky
1 bude zjistén vice nez dvojnasobny rozptyl oproti rozptylu zjisténému u vzorku
z linky 27

Resend.

Oznacme S? rozptyl Zivotnosti zjistény u vzorku z linky 1 a S2 rozptyl Zivotnosti
zjistény u vzorku z linky 2.

Hleddme pravdépodobnost, Ze S? > 252, tj. pravdépodobnost, Ze z—i > 2.
2
2 2 St
2

Za predpokladu, ze oba vzorky jsou vybérem z normalniho rozdéleni (ovéro-
vat tento predpoklad se naucite v kapitole 14), plati

— Fnl—l,ng—Q-

Dle zadani predpokladame, Ze rozptyl zivotnosti zarovek vyrobenych na jednotlivych

linkach je stejny, tj.

Pak
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V nasem pripadé bude testovano 20 zarovek z linky 1 (n, = 20) a 30 zarovek z linky
2 (ng = 30), proto

S? .

P (5—12 > 2> =1 — Fry,(2) = 0,045,
2

kde Fp,, () oznacuje distribucni funkci ndhodné veli¢iny s Fisher-Snedecorovym

rozdélenim s n stupni volnosti pro citatele a m stupni volnosti pro jmenovatele.

(Hodnotu distribuéni funkce tohoto rozdéleni lze urcit pomoci statistického software,

pomoci MS Excel nebo lze pro urceni priblizné hodnoty této funkce pouzit prislusné

tabulky.)

Pravdépodobnost, ze u vzorku z linky 1 bude zjistén vice nez dvojnasobny rozptyl
oproti rozptylu zjisténému u vzorku z linky 2 je priblizné 0,045.
A

3.11 Odvozeni vybranych vlastnosti Studentova a
Fisherovo-Snedecorova rozdéleni

Odstavec 8.11 je urcen zajemciim o matematické odvozeni vztahti prezentovanych
v této kapitole.

3.11.1 Odvozeni vlastnosti VZOREC

Pokud nahodné veli¢iny X, Xo, ..., X,, maji normdaln{ rozdéleni N(u,o?) a jsou na-
vzajem nezavislé, pak lze snadno ukézat (viz kap. 3.4 Centralni limitni véta), ze

plati
— 0'2
X =N (,u, —)
n

Vzhledem ke standardizaci (transformaci normalni na normovanou normalni ndhod-
nou veli¢inu) plati

X —
Z=""F_, N@,1).

Déle vime, ze je-li

pak
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Po dosazeni

a po uprave dostaneme

X—u

[\

3.11.2 Odvozeni vlastnosti VZOREC
Nahodn4é velic¢ina

F

méa Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni o m a n stupnich volnosti, jsou-li V a W dveé
nezavislé ndhodné veli¢iny, pricemz
Vo xiaW =2
Xm X?’L'

7Z vlastnosti x2- rozdéleni vime, Ze

n—1)5?
( 0_2) — X'?z—l

Necht ) )
07 03

Je ztejmé, ze V — X7211—1 aW — X%Q—r

Pak
(1 —1)S¢
14 o? St
—1 ny — 1 o7
p=lu—2 - =L Sy im
W (no —1)S3 53 bl
ng — 1 0% 0%

712—1
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Shrnuti:

K modelovani a zkoumani populace pouzivame vybérové soubory. Je-li vybér repre-
zentativni, da se na zakladé vybéru ziskat urcita predstava o populaci.

Vybérové charakteristiky jsou nahodné veli¢iny - jejich hodnoty se méni podle
aktudlniho vybéru. Hodnotu vybérové charakteristiky na konkrétnim vybéru nazy-
vame pozorovana hodnota.

Prehled nejpouzivanéjsich parametri populace a prislusnych vybérovych charakte-
ristik, véetné jejich znaceni je uveden v nasledujici tabulce.

Zakladni sttedni median rozptvl smérodatna ravdénodobnost
soubor hodnota . 08 Y odchylka P p T
(populace) 1 (EX) 0 o
Bl el ybérova
R b Lol vy .
Vybérovy (Vyboe e oW Srovy TS smérodatnd | relativni Cetnost
s prumeér median rozptyl
soubor (vybér) e %y odchylka p
i S

Rozdéleni pravdépodobnosti vybérovych charakteristik oznac¢ujeme pojmem vy-
bérova rozdéleni.

Dtlezita tvrzeni o vlastnostech vybérového priuméru, pro pripad dostatecné velkého

vvvvvv

zakon velkych ¢isel a centrdlni limitni vétu.

Zakon velkych cisel 1ika, ze s rostoucim rozsahem vybéru se vybérovy priamér
stale silnéji koncentruje kolem stredni hodnoty.

Centralni limitni véta tika, ze vybérovy primér ma pri dostatecné velkém poctu
pozorovdni (v praxi pro n > 30) priblizné normélni rozdéleni, at uz X; pochazeji

7 libovolného rozdéleni. )
X~N (MX; U—X)
n

Na zakladé CLV byla popséna rozdéleni vybérového prumeéru pti dostatecném roz-
sahu vybéru, resp. pti vybéru z norméalniho rozdéleni, rozdéleni relativni ¢etnosti
pri dostateéném rozsahu vybéru, rozdéleni rozdilu primeéri dvou nezavislych vy-
bért z normalniho rozdéleni a rozdilu relativnich cetnosti dvou dostatecné velkych
nezavislych vybeéri.

P1i odhadech rozptylu, poméru rozptyl, odhadech stiedni hodnoty v ptipadé, ze
mame k dispozici pouze maly vybér, ktery nepochézi z normalniho rozdéleni, a v da-
Isich metodach statistické indukce nachazeji uplatnéni tii dilezita spojita rozdéleni
- x?- rozdéleni, Studentovo rozdéleni a Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni.




Vybérové charakteristiky

92

Prehled nejpouzivanéjsich vybérovych charakteristik a jejich rozdéleni

Meé¢jme nahodny vybér X z normalniho rozdéleni, tj.

X =(Xy,..X,),Vi=1,...n: X; > N (u, 02) :

Vybérova charakteristika R(zzdelenl . Poznamka
pravdépodobnosti
X—u :
N N(0,1) viz CLV
o
X—u . . o
5 Vn thoq viz vlastnosti Studentova rozdéleni
2
—m-1) X2, viz vlastnosti y?- rozdéleni
o

Méjme dostatecné velky ndhodny vybér X, tj.

Méjme dva nezavislé vybéry z norméalniho rozdéleni.

v
v

1=

]:

9

"= p)

Rozdéleni

Vybérova charakteristika pravdépodobnosti

Poznamka

Y

— T
P N

Jr(l —m)

N(0,1)

viz vlastnosti relativni ¢etnosti

L,2,
1,2

g ..

.,n1, kde ny je rozsah prvniho vybéru: Xy; — N(u, 0?),
., N, kde ny je rozsah druhého vybéru: Xo; — N(u,03).
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Rozdéleni

Vybérova charakteristika . . Poznamka
pravdépodobnosti
(Xl - )?z) = (= 112)
ol o} N(0,1) viz CLV
n g
viz vlastnosti Studentova rozdéleni
X, —X,) — (g — nny(n, +n, — 2 .
(X, 2) — (U — 1) 1 (ng + 1, ) tnyiny-2 Predpok]ad; 0—12 = 0-22
JS2(n, — 1) +S2(n, — 1) n +n,
t . . o
Ky — %) — (g — ) v viz vlastnosti Studentova rozdéleni
T AN
sz, 83 L (n_1 + n_z) , Predpoklad: o # o7
o B s
n) ng+1 n,) ny+1
St
af " viz vlastnosti Fisherova —
Sz mmtne Snedecorova rozdéleni
of

Mé¢jme dostatecné velké nahodné vybéry X; a X, tj.

(> )

9

A ).

Vybérova charakteristika R?zdelenl . | Poznamka
pravdépodobnosti
(py —p2) — (my — 1)
\/111(1 —n) |, m,(1—1p) N(0,1) viz CLV
m + n;
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2 Kontrolni otazky

1. Stredni hodnota pevné zvolené nahodné veli¢iny je
a) ndhodna veli¢ina,
b) konstanta,
c¢) ndhodny jev,
d) vybérova charakteristika.
2. Vybérovy prumeér je
a) ndhodna veli¢ina,
b) konstanta,
c¢) ndhodny jev,
d) popula¢ni charakteristika.
3. S rostoucim rozsahem vybéru se obvykle rozptyl priméru
a) snizuje,
b) zvySuje,

¢) nemeéni.

4. Statisticka indukce je
a) experiment,
b) metoda, kterd umoznuje odhadnout vlastnosti vybéru na zékladé znalosti
vlastnosti populace,
¢) zobecnéni statistickych vysledku ziskanych zpracovanim vybéru na celou po-
pulaci,
d) metoda sbéru dat.

5. Zakon velkych ¢isel v dusledku rika, ze pri dostatecném rozsahu vybéru
a) ma prumér norméalni rozdélent,
b) mé& prumér Studentovo rozdélent,
¢) se stfedni hodnota pfiblizuje teoretické hodnoté priameéru,
)

d) se relativni ¢etnost priblizuje teoretické hodnoté pravdépodobnosti.

6. Pro modelovani praméru vybéru dostatecné velkého rozsahu je vhodné pouzit
rozdéleni
a) normalni,
b) Pearsonovo (x? ),

Fisherovo-Snedecorovo.

)
¢) Studentovo,
d)
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7. Pro modelovani priiméru vybéru malého rozsahu je vhodné pouzit rozdéleni
a) norméalni,
b) Pearsonovo (x? ),
¢) Studentovo,
)

d) Fisherovo-Snedecorovo.

8. Pro modelovani relativni ¢etnosti ve vybéru o dostatecném rozsahu je vhodné
pouzit rozdéleni

a) normalni,

b) Pearsonovo (x? ),
c¢) Studentovo,
)

d) Fisherovo-Snedecorovo.

9. Pro modelovani rozptylu vybéru z normélniho rozdéleni je vhodné pouzit roz-
déleni

a) normalni,

b) Pearsonovo (x? ),
¢) Studentovo,

d)

Fisherovo-Snedecorovo.

10. Pro modelovani poméru rozptyltt dvou vybért z normalniho rozdéleni je vhodné
pouzit rozdéleni

a) norméalni,

b) Pearsonovo (x? ),
¢) Studentovo,
)

d) Fisherovo-Snedecorovo.
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1.

' Ulohy k feSeni

Farmar prodava brambory po kosich. Vaha kose ma logaritmicko-normalni rozdéleni se
stfedni hodnotou 17,80 kg a smérodatnou odchylkou 1,76 kg. Jaka je pravdépodobnost,
ze celkova vaha péti kosti brambor bude vyssi nez 90 kg?

. Zaméstnanci jistého podniku maji ndrok na jeden den plné hrazené nemocenské mésicné.

Jestlize vime, ze zaméstnanci si vybiraji cca 0,78 dni mési¢né ( na zaméstnance ) a
v podniku pracuje 220 zaméstnanct, jaka je pravdépodobnost, ze si zaméstnanci pristi
meésic budou narokovat vice nez 195 dni?

. 'V tovarné na vyrobu zarovek bylo pii vystupni kontrole zjisténo, ze zivotnost zarovky

je (1600 £ 250) hodin. Jaké je pravdépodobnost, ze vybereme-li ndhodné 100 zarovek,
tak jejich primérna zivotnost bude nizsi nez 1560 hodin?

. Majitel kiosku na tramvajové zastavce odhadnul, ze 15 % zdkazniku si kupuje hambur-

ger. Ve stiedu nakupovalo v daném kiosku 375 zdkazniki. Jakd je pravdépodobnost, ze
bylo prodano vice nez 65 hamburgerti?

. Mistni firma kompletuje pocitace PC. Prumérna doba potrebna k sestaveni jednoho

pocitace je 35 minut. Ve firmé se kompletovanim se pracuje 8 hodin denné, 20 dni
meésiéné. Jaka je pravdépodobnost, ze pristi mésic zaméstnanci sestavi:

a) vice nez 300 pocitact,

b) mezi 250 a 275 poéitaci (véetné)?

. Firma XY se zabyva vyrobou mobilnich telefonii. 5% vyrobki je pii vystupni kontrole

vyrazeno v disledku vyrobnich vad. Jaka je pravdépodobnost, ze v kontrolni sérii 500
telefont bude:

a) méné nez 30 vadnych kusi,
b) mezi 2,5% a 7,5 % vadnych kusu?

. Pfed volbami je v populaci statu 52 % priznivet koaliénich stran. Jaké je pravdépo-

dobnost, ze prizkum vefejnosti rozsahu n = 1500 ukéaze nespravné prevahu opozice?

. Pravdépodobnost zasahu leticiho cile stfelcem je 0,95. Jaka je pravdépodobnost, ze

pocet zasahu ve 100 pokusech bude alespon 977

. PTi zdsahu jadra atomu urcitého prvku dojde s pravdépodobnosti 10 % k vyzareni jisté

castice.
a) Kolem jaké stredni hodnoty bude kolisat pocet vyzarenych ¢astic pii zdsahu 100
jader?
b) Odhadnéte interval, v némz se bude pohybovat pocet vyzarenych ¢astic pri zasahu
100 jader s pravdépodobnosti 99,9 %.
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Reseni @

Test

1b, 2a, 3a, 4c, 5d, 6a, 7c, 8a, 9b, 10d

Ulohy k FeSeni

1. 1— ®(0,25) = 0,401

2. 1—®(1,79) = 0,037

3.1 - ®(1,6) = 0,055

4. 1—®(1,34) = 0,090 (aplikoviana oprava na spojitost)

5. a) 1 —®(1,58) = 0,057 (aplikovdna oprava na spojitost)
b) ®(0,04) + ®(1,47) — 1 = 0,445 (aplikovana oprava na spojitost)

6. a) ®(1,03) = 0,848
b) 2-®(2,56) — 1 = 0,99

7.1—®(1,55) = 0,061
8.1—®(0,92) = 0,179

9. a) EX=10; ox=3
b) P(1 < X < 19) = 0,999
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Kapitola 4

Uvod do teorie odhadu

Cile

Po prostudovani tohoto odstavce budete

e rozumét pojmum: bodovy odhad, intervalovy odhad,

e znat vlastnosti bodového odhadu,

e umeét zkonstruovat intervalové odhady pro vybrané parametry normalniho roz-
déleni: stfedni hodnotu, rozptyl, smérodatnou odchylku, relativni cetnost (po-

dil), pomér dvou rozptyla (smérodatnych odchylek), rozdil dvou stfednich hod-
not a rozdil relativnich Cetnosti (podili).

Poznamka: Pro porozumeéni zdkladnim principum uplatriovanym v teorii odhadu
neni nutné, abyste se vztahy pro meze intervalovich odhadi jednotlivijch parametri
ucili zpaméti. Pro reseni konkrétnich wloh budete moci vyuzivat statisticky software,
resp. ,tahak®, v némz budou potrebné vztahy uvedeny.
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Pritvodce studiem
Metody statistické indukce jsou zaméreny na reseni dvou zakladnich tloh:

e odhady populacnich parametrd,

e testovani statistickych hypotéz o populacnich parametrech a rozdélenich popu-
lace.

V této kapitole se zamérime na prvni z uvedenych tloh — na odhady parametrii populace.
Na nasledujicim prikladu se pokusime znovu ukazat rozdil mezi vybérem (parametry
vybéru) a populaci (parametry populace). Dale byste si na pfikladu méli ujasnit, pro¢
potrebujeme parametry populace odhadovat.

Denni produkce ty&i (o daném priméru) ocelarské firmy Tychom &ini 600 ocelovych tydi.
Nasim cilem je urcit stfedni hodnotu taZnosti téchto tyci.

Populace je v tomto pripadé tvorena vsemi tycemi z denni produkce. Sledovanym statis-
tickym znakem je jejich taZnost. k jejimu modelovani slouzi nahodna veli¢ina X . Stredni
hodnota E(X) = p (populaéni priimér) tazZnosti je jeden z parametri této populace.
Je zrejmé, Ze pozadovany tkol, urleni stfedni taZnosti, je prakticky neresitelny — k jeho
spinéni” bychom museli urcit taZnost vsech tyci (destruktivni zkouska) a z namérenych
hodnot urcit primér. To by bylo znacné kontraproduktivni. Jediné mozZné reseni je —
pokusit se o odhad tohoto parametru.

Nezname-li rozdéleni nahodné veliciny X, pak

Jestlize vybereme nadhodné napfiklad 10 ty&i (10 tydi mazZeme ,,obétovat”) a urcime
Jjejich primérnou tazZnost, je zfejmé, Ze stfedni hodnota taznosti bude leZet , blizko"
tohoto priiméru. Hodnota priméru zavisi na konkrétnim vybéru. Vlybereme-li dalsich
10 tyci, jejich priimérna taZznost miize byt jina neZ v predchazejicim pripadé. Primér
Jje vybérovou charakteristikou denni produkce tyci a je tedy nahodnou velicinou.
Proto mu miZeme pfifadit néjaké rozdéleni (viz kapitoly 8.4.2, 8.9). Zname-li rozdéleni
priiméru, miZeme vytvaret rizné usudky o stfedni hodnoté piivodni nahodné veliciny.
Napr. dokazeme urcit, jaka je pravdépodobnost, Ze stredni hodnota taZnosti leZi v nami
zvoleném intervalu.

V této kapitole se dozvite, jak na zdkladé znalosti vybérového souboru (a jeho cha-
rakteristik) najit co nejlepsi odhad parametri zakladniho souboru. Nejdrive si vSak

musime ujasnit, co pod pojmem ,nejlepsi odhad“ rozumime.

7 metodického hlediska pouzivame dva typy odhada parametria populace:
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e bodovy odhad, kdy parametr zakladniho souboru aproximujeme jedinym ¢is-
lem,

e intervalovy odhad, kdy tento parametr aproximujeme intervalem, v némz
s velkou pravdépodobnosti prislusny populac¢ni parametr lezi.

O tom, ktery z vysSe uvedenych odhadii pouzijeme, rozhoduje konkrétni situace,
v niz se nachazime. Pokud potfebujeme hledany parametr vyjadrit jedinou hodno-
tou (vétsinou v pripadech, kdy jej budeme pouzivat v dalsich vypoctech), pouzijeme
bodovy odhad. Potfebujeme-li znat presnost nalezeného odhadu, pouzijeme inter-
valovy odhad, najdeme tzv. interval spolehlivosti.

4.1 Bodové odhady

Méjme ndhodny vybér Xi, Xs, ..., X, z ur¢itého rozdéleni, které zavisi na neznamém
parametru ©. Odhadem T parametru © je pak vybérova charakteristika T'( X7, Xs, az
X,), kterd nabyva hodnot ,blizkych®“ nezndmému parametru ©.

4.1.1 Vlastnosti ,,dobrého*“ bodového odhadu

,Dobry“ (vérohodny) odhad musi spliovat urcité vlastnosti. Mezi zakladni vlastnosti
vérohodnych odhadi patii

e nestrannost (nevychylenost, nezkreslenost),
e vydatnost (eficience),

e konzistence.

Protoze odhad T je funkei ndhodnych veli¢in (X, Xo,...,X,), je také ndhodnou
velicinou. Rekneme, Ze odhad je nestranny, jestlize se jeho stfedni hodnota rovna
hledanému parametru.

E(T)=0©

Je-li odhad nestranny, pak systematicky nenadhodnocuje ani nepodhodnocuje od-
hadovany parametr.

Nestrannost sama o sobé nezarucuje, ze je odhad ,dobry“. Predstavte si, ze mate
k dispozici vice nestrannych odhad parametru ©. (Naptiklad k odhadu stfedni hod-
noty lze pouzit nejen prameér, ale i median nebo X; z vybérového souboru o rozsahu
n.) Tyto konkuren¢ni nestranné odhady lze porovnat podle velikosti kolisani ko-
lem odhadované hodnoty. Nestranny odhad, jehoz rozptyl je nejmensi mezi rozptyly
vSech nestrannych odhadi prislusného parametru, se nazyva nejlepsi nestranny
(vydatny, eficientni) odhad.
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Nékdy jsou vlastnosti odhadi zkoumény v zavislosti na rozsahu vybéru n. Zadouci
vlastnosti ,,dobrého“ odhadu je pak konzistence. Odhad T' = T, je konzistentni,
pokud se s rostoucim rozsahem vybéru zpresnuje, k ¢emuz dochazi pokud

e lim E(T,) =0,

n—00

e lim D(T,) =0,

n—o0

tj. pokud se rozdéleni odhadu 7' s rostoucim rozsahem vybéru ,zuzuje“ kolem hle-
daného parametru ©.

4.1.2 Presnost bodového odhadu

Pripomenme si, ze bodovy odhad je nahodné veli¢ina. I v pripadé, kdy bude bodovy
odhad splnovat vsechny vyse uvedené pozadavky je zifejmé, Ze jeho hodnota, vypoc-
tena na zakladé jednoho vybéru, bude obvykle odlisna od skute¢né hodnoty parame-
tru populace. Mirou této odlisnosti je tzv. vybérova chyba (T — ©), ktera urcuje
velikost chyby, které se dopoustime pti odhadu na zdkladé jednoho vybérového sou-
boru. Je-li bodovy odhad T nezkreslenym odhadem parametru ©, pak za méritko
presnosti odhadu povazujeme smérodatnou odchylku o = /D(T) = /E(T — ©)2,
pro niz se ¢asto pouziva nazev stfedni kvadraticka chyba odhadu. Stredni kva-
draticka chyba odhadu udava ,primérnou“ kvadratickou chybu odhada urcenych
z ruznych vybérovych souboru daného rozsahu.

Priklad 4.1. Méjme ndhodny vybér (Xi, Xs,...,X,) z normélniho rozdéleni se
stfedni hodnotou p a konecnym rozptylem o2. Jako odhad rozptylu o? se casto
vyuziva statistika S?, kterou zname pod ndzvem vybérovy rozptyl.

Dokazme, zZe tento odhad je
a) nestranny,

b) konzistentni.

Resend.
ada)
n n

Nejprve odvodime vztah 37 (X; — X)2 = Y2 (X; — p)? — n(X — p)?, ktery vyuzijeme
=1 =1
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pri dikazu nestrannosti odhadu.

n

> (Xi—p)? =

i=1

(X = X)+ (X —p))”

-

@
Il
i

(X — X)2 +2(X; — X)(X — ) + (X — )’

Il

N
Il
i

I
\gE

(X = X4 2(X = ) LK = X) + (X -

Il
M=

(X X)2+0+n(X — p)?

(Xi = X)? +n(X — p)?

Il
NgENI

=

~

Déle si pripomenme, ze rozptyl populace o rozsahu N je dan vztahem 027: D(X) =
=E((X - ,u)Q) a rozptyl vybérového prameéru lze urcit dle vztahu D(X) =

B((X-EBX)")=E((X-n)’).
Dukaz:

Odhad je nestranny prave kdyz

2
n n - no n o n—1 4 9

= D(X) — D(X) = — — = =
n—1 ( ) ( ) n—l(7 n—1n n—la 4

n—1

Vybérovy rozptyl S? je proto nestrannym odhadem rozptylu o2.

Poznamka: Mimochodem, pravée jsme ukdzali, pro¢ neni vybérovy rozptyl defino-

vdn jako %Z(X X)2. (Takto definovang vibérovy rozptyl by nebyl nestrannym

odhadem rozptylu )

adb)

Odhad S? je konzistentni, pokud se s rostoucim rozsahem vybéru zpfesiiuje, k éemuz
dochézi pokud
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e lim F(S?) =02,

n—o0

o lim D(S?%) =0,

n—oo

Dukaz:

Pro prvni ¢ast ditkazu vyuZijeme nestrannosti odhadu S? odvozené v bodé a) této
ulohy.
lim E(S?) = lim o* = ¢°

n=oo n—o0

Pro druhou ¢ast ditkazu vyuZijeme znalosti vlastnosti rozdéleni y?(kap. 8.8.1).

—1)s2
Jeli X = u pak X = x2_, a D(X) = 2(n — 1).
o
(n—1)s? ) o? o2\’ o2\’
X=——FF—=5= X, pak D(S?%) = D(X) = 2(n—
4
1= 20
n—1
204
: 2y _ 1 _
P A
Timto jsme dokézali, Ze S? = ﬁ (X; — X)? je nestrannym konzistentnim odha-
i=1

dem rozptylu o2.

(X;—X)? je nejen vychyleny,

M=

Zajemci se mohou pokusit dokézat, ze odhad S? =

ale ze taktéz D(S?) > D(S?).

1
N ¢
=1

A

4.2 Intervalové odhady

V praktickych aplikacich ¢asto uré¢ujeme odhad prislusného parametru pomoci inter-
valového odhadu. Tento odhad je reprezentovan intervalem (tp, ty), v némz hledany
parametr lezi s predem urcenou pravdépodobnosti (spolehlivosti), kterou oznacu-
jeme (1 — «).

Interval spolehlivosti (konfiden¢ni interval) pro parametr © se spolehlivosti 1 —a,
kde a € (0;1) , je takova dvojice statistik (T, Ty), Ze
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Intervalovy odhad parametru © se spolehlivosti 1 — « je interval (tp,ty), kde
tp, ty jsou hodnoty statistik T, Ty na daném statistickém souboru (x1,...,x,).
Intervalovy odhad je tedy jednou z realizaci intervalu spolehlivosti.

Spolehlivost odhadu 1 — o udava, ze pti opakovanych vybérech s konstantnim roz-
sahem n z dané populace priblizné 100(1 — «)% intervalovych odhadi obsahuje
skute¢nou hodnotu odhadovaného parametru © a naopak 100a% intervalovych od-
had skute¢nou hodnotu odhadovaného parametru © neobsahuje. Simulace tohoto
jevu je ilustrovana na obrazku 4.1, ktery ukazuje 100 intervalovych odhadu stredni
hodnoty (spolehlivost 0,95) ziskanych na zdkladé opakovanych vybéri o rozsahu 30
z populace se stfedni hodnotou 100. Oranzové tUsecky oznacuji priméry jednotli-
vych vybéra. V pripadé, Ze nalezeny intervalovy odhad stfedni hodnoty neobsahuje
skutecnou stredni hodnotu (100), je prumér oznacen ¢ervenym puntikem.

108

100

odhad
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Obr. 4.1: Simulace intervalovych odhadi stfedni hodnoty (spolehlivost 0,95) ziskanych na
zékladé opakovanych vybért o rozsahu 30 z populace se stiedni hodnotou 100. 6 intervali
ze 100 neobsahuje skute¢nou stredni hodnou.

Spolehlivost odhadu 1—a pozadujeme blizkou jedné, resp. 100%, uvadime-li ji v pro-
centech. Je zirejmé, Ze ¢im vyssi spolehlivost odhadu pozadujeme, tim Sirsi interva-
lovy odhad ziskdme (hledand hodnota se v ném musi nachazet s vyssi pravdépodob-
nosti). Na obrazku 4.2 jsou pro jeden vybeér z rozdéleni se stiedni hodnotou rovnou
100 zkonstruovany intervalové odhady stiedni hodnoty se spolehlivosti 90%, 95% a
99%. Vsimnéte si, ze vSechny nalezené intervalové odhady jsou symetrické vzhledem
k pruméru (znacen oranzovou tseckou) a jejich sitka s rostouci spolehlivosti roste.

Pozadavek na spolehlivost odhadu byva v aplikacich ¢asto stanoven predem. Chce-
me-li intervalovy odhad zazit (,zpresnit®), je proto vhodnéjsi zajistit vétsi rozsah
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Obr. 4.2: Intervalové odhady stfedni hodnoty se spolehlivosti 90%, 95% a 99% urcené pro
jeden vybér z populace se stiedni hodnotou 100.

vybéru n. s rostoucim rozsahem vybéru se intervalovy odhad populacnich charakte-
ristik zpresnuje, tzn. sitka prislusnych intervalovych odhad se zmensuje a to imérné
Vv/n (viz obrazek 4.3).

Rostouci sitka intervalového odhadu ubird na jeho vypovidaci schopnosti, jeho vy-
znamnost klesd. (Uvédomte si, jakd je vypovidaci schopnost informace, Ze pramérny
vek vSech lidi na zemi lezi se spolehlivosti 100% v intervalu (0; 142) let.) Proto v praxi
vzdy hleddme kompromis mezi spolehlivosti a vyznamnosti odhadu. Oznacime-li
spolehlivost odhadu 1 — a, pak «a se nazyva hladinou vyznamnosti. s rostouci
spolehlivosti odhadu klesa hladina vyznamnosti. V technické praxi se spolehlivost
odhadu voli nejcastéji 95% (hladina vyznamnosti tedy byva 5%).

Intervaly spolehlivosti konstruujeme jako jednostranné (dulezita je pouze jedna mez,
odhadujeme-li naptiklad délku zivota néjakého zatizeni, je pro nas dilezitd pouze
dolni mez) nebo oboustranné.

4.2.1 Jednostranné intervaly spolehlivosti

U jednostrannych intervala spolehlivosti se udéava pouze dolni mez (7p) nebo pouze
horni mez (T ) intervalu.

Je-li ddna pouze dolni mez intervalu T, mluvime o levostranném intervalu spo-
lehlivosti a plati pro néj

PO2Tp) =1-a.

Je-li dana pouze horni mez odhadu Ty, mluvime o pravostranném intervalu
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Obr. 4.3: Intervalové odhady stfedni hodnoty ziskané na zakladé vybéru o rozsahu n=10,
30, 100 z populace se stiedni hodnotou 100.
spolehlivosti a plati pro néj

4.2.2 Oboustranny interval spolehlivosti

Zajimaji-li nds obé meze odhadu (dolni i horni), konstruujeme oboustranny interval
spolehlivosti. Vétsinou tyto meze urcujeme tak, aby platilo, ze pravdépodobnost, ze
parametr populace lezi pod dolni mezi byla stejna jako pravdépodobnost, ze hledany
parametr lezi nad horni mezi a byla rovna «/2.

PO < Tp) = PO >Ty) = %
Tyto dvé podminky zarucuji, ze

Dvojice statistik Tp, T se pak nazyvd 100(1 — a)% interval spolehlivosti pro
parametr ©.

4.2.3 Jak najit intervalovy odhad parametru 7

Pripomente si, ze 100p% kvantil x,, je ¢islo, pro které plati, ze pravdépodobnost, ze
nahodna veli¢ina bude mit hodnoty mensi nez z, je p.

P(X <@p) = F(z,) =p

Je-li X spojitd nahodna veli¢ina, pak P(X < z,) = P(X < z,).
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Pro libovolné a € (0; 1) pak plati vztahy, z nichz budeme pfi odvozenich intervalo-
vych odhadii vychazet. Necht x, jsou kvantily vybérové charakteristiky 7'(X), jejiz
rozdéleni zname. Pak

P(rs ST(X) S w1 s) = F(a1_s) — Flas) = (1 . % - %) —1-a,
P(T(X)) < xl—a) = F(*Tl—a) =1-a,
P(T(X))Z2z,)=1—F(x14)=1—qa.

Pripomente si, ze rozdéleni vybérovych charakteristik 7'(X) byla odvozena (v ka-
pitole 8) za predpokladu, ze rozsah vybéru neptekrocil 5% rozsahu populace, t;j.
pokud

n < 0,05N.

Pouze pti splnéni tohoto predpokladu lze dale uvedené vztahy pro intervalové od-
hady povazovat za spravné.

Obecné metody konstrukce intervala spolehlivosti jsou znac¢né narocné. Pro nase
ucely se omezime na intervaly spolehlivosti pro parametry normalniho roz-
déleni, které jsou dobte prozkoumané (i proto se tak ¢asto setkavame s pozadavkem
na normalitu zpracovavanych dat). V pripadé, ze zékladni soubor nemé norméalni
rozdéleni, musime pristoupit k tzv. neparametrickym (robustnim) metodam

odhadu.

Pozndmka: Robustni statistické metody (useknuté primeéry, pordadkové statistiky a
windsorizované prumeéry, ale i Hodgesova-Lehmannova, Huberova, Tukeyova a Hem-
pelova teorie, jak konstruovat robustni odhady v rizném slova smyslu optimdlné)
nachazeji uplatneni vsude tam, kde se vyskytuji ojedin€elé hrubé chyby pri méreni, a
presto jsme se rozhodli vgbérovy soubor (namérené hodnoty) vyuzit k odhadu popu-
lacnich parametri.

4.3 Intervalovy odhad stredni hodnoty normal-
niho rozdéleni

Nejlepsim bodovym odhadem stiedni hodnoty p je primér z.

Intervalovy odhad stfedni hodnoty p se hledd jinak v ptipadé, Ze zndme rozptyl
02, resp. smérodatnou odchylku o, populace (zdkladniho souboru) a jinak, kdyZ

popula¢ni rozptyl o2, resp. smérodatnou odchylku o, nezndme.

4.3.1 Intervalovy odhad stredni hodnoty u, zname-li sméro-
datnou odchylku o
Predpokladejme, zZe sledovana ndhodna velicina X ma normalni rozdéleni s nezna-

mou stfedni hodnotou y a zndmym rozptylem 2. Vyberme vzorek z dané populace.
Necht ma tento vybérovy soubor rozsah n a pramér z.
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Vyuzijeme poznatku o asymptotickém rozdéleni prumeéru (viz centralni limitni véta
— kapitola 8.4.2). Vime, ze pro dostatecné velky rozsah vybéru lze rozdéleni pruméru
aproximovat normalnim rozdélenim se stfedni hodnotou y a rozptylem o2 /n.

_ 2
X~N(u;”—)
n

Definujeme-li vybérovou statistiku 7'(X) jako
X - X -
T(x)=>_FL_2"F

v,

o2 g

n

pak ma T'(X) normované normalni rozdéleni.
T(X)~ N(0;1)

Necht za a z;-e jsou 1005% a 100 (1 —%) % kvantily normovaného normalniho
rozdéleni. Pak muzeme tvrdit, ze

P(ze ST(X)Szm_g) =1—a.

X —
P (23 < 'u\/ﬁ,é 21_3) =1-a.

o
Pro kvantily normovaného normalniho rozdéleni plati: z, = —z;_,. Proto
X —
P (—zl_a < 'u\/ﬁ < zl_a) =1-aq.
2 o 2

Postupnymi tipravami ziskame oboustranny interval spolehlivosti pro stfedni hod-
notu (pfi zndmém o).

o

NG

= g = o
P{X+—z02-pus<X——z_ o] = 1-

o

NLD

Oboustranny intervalovy odhad stredni hodnoty p se spolehlivosti 1 — « pfi
znadmém rozptylu o2 je tedy

_ g - o
Xr — %21_%,l‘+%21_% .
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X;“ narovnosti P(X <x1_,)=1—«

Vyuzitim vybérové charakteristiky T'(X) =
ziskame levostranny interval spolehlivosti.

T(X)S2z14) = 1—a

é —a) = l-a
—zla) = 11—«
1—a) = l-«

Levostranny intervalovy odhad stfedni hodnoty u se spolehlivosti 1 — a pfi
znamém rozptylu o2 je tedy dan dolni mezi

||/\

IIV
><. ><|
SN

(
(o
ol

o

%Zl_a.

xr —

Jinymi slovy, se spolehlivosti 1 — « je stfedni hodnota p vétsi nez x —

ﬁzl,a.

X —

Obdobné, dosadime-li vybérovou charakteristiku 7'(X) =
P(X 2 z,) =1 — «, ziskdme pravostranny interval spolehlivosti.
= l—-«a

= l-«a

P(X;“ﬁ;—zl a) — 1-a
( 0w - %zla) — 1-a
o) - oo

Pravostranny intervalovy odhad stfedni hodnoty u se spolehlivosti 1 — « pfi
znadmém rozptylu o2 je ddn horni mezi

_ o
T+ —Zl_%.

vn

o
Jinymi slovy, se spolehlivosti 1 — « je stfedni hodnota y mensi nez & + —=z1_s.
n
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Tab. 4.1: odhad stfedni hodnoty x se spolehlivosti 1 — o pii zndmém rozptylu o2

Intervalovy odhad stiedni hodnoty u se spolehlivosti 1 — a pii zndAmém rozptylu o2
_ o _ g
Oboustranny (x — N X+ \/_ﬁzl‘%>
o
Levostranny X — \/_ﬁzl_“
B o
Pravostranny X+ ﬁzl_%)

Prehled intervalovych odhadi stfedni hodnoty p se spolehlivosti 1 — a pfi zndmém
rozptylu o2 je uveden v tabulce 4.1.

Ve vztazich uvedenych v Tab. 4.1 jsou z, 100p% kvantily normovaného normalniho
rozdéleni. Prislusné kvantily najdete v Tabulce 1 v ptiloze nebo miizete pro jejich
nalezeni vyuzit statisticky software.

Vyse uvedené intervalové odhady pouzivame nejen v pripadech, kdy zname
smérodatnou odchylku o, ale i v pripadech, kdy mame dostatecné velky vybér (n =
2 30) a smérodatnou odchylku ¢ nezname. V téchto pripadech lze ve vyse uvedenych
vzorcich nahradit smérodatnou odchylku o vybérovou smérodatnou odchylkou s,
aniz by tim vznikla vyznamna chyba.

Odvozeni dale uvedenych intervalovych odhadu je zalozeno na obdobném postupu,

proto vybrana odvozeni uvadime pouze v kapitole 9.12, ktera je uréena pro zajemce,

popripadé je ponechavame jako cviceni.

4.3.2 Intervalovy odhad stredni hodnoty p, nezname-li smé-
rodatnou odchylku o

Podobné jako v kapitole 4.3, predpokladejme, Ze sledovanad nahodna veli¢ina X ma
normalni rozdéleni s neznamou st¥edni hodnotou p. Rozptyl 02 ndhodné veli¢iny X
vsak, na rozdil od kapitoly 4.3, neznamé. Vyberme vzorek z dané populace. Necht
ma tento vybérovy soubor rozsah n, primér x a vybérovou smérodatnou odchylku
s.

Ptehled intervalovych odhadi stfedni hodnoty p se spolehlivosti 1 — a pTi zndmém
rozptylu o2 je uveden v tabulce 4.2. (Odvozeni miiZete najit v kapitole 9.12.1.)

V uvedenych vztazich jsou ¢, 100 p% kvantily Studentova rozdéleni s n — 1 stupni
volnosti. Prislusné kvantily najdete v Tabulce 2 v priloze nebo miizete pro jejich
urceni vyuzit statisticky software.

Piiklad 4.2. Utvar kontroly podniku Edison testoval Zivotnost zarovek. Kontro-
loti vybrali z produkce podniku nahodné 50 zarovek a dosli k zavéru, ze prumérna
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Tab. 4.2: Intervalovy odhad stfedni hodnoty pu se spolehlivosti 1—a« p¥i neznamém rozptylu
2

g
Intervalovy odhad stfedni hodnoty u se spolehlivosti 1 — a pfi nezndmém rozptylu
Oboustranny (x — \/_tl a; X+ \/_tl_g)
S
Levostranny x— NE ty_
S
Pravostranny X+ T t,_a

doba zivota (pfesnéji feceno vybérovy prumér doby zivota) téchto 50 zarovek je
950 hodin a prislusna vybérova smérodatna odchylka doby Zivota je 100 hodin. Se
spolehlivosti 95% urcete intervalovy odhad stfedni Zivotnosti zarovek firmy Edison.
(Predpokladejte, ze zivotnost zarovek lze modelovat normalnim rozdélenim.)

Resend.

Chceme najit 95% intervalovy odhad stfedni hodnoty Zivotnosti Zarovek firmy Edison,
pricemz nezname smérodatnou odchylku zivotnosti téchto zarovek. Mame k dispo-
zici informace pochézejici z vybéru o rozsahu 50 zarovek, tj. rozsah vybéru je vyssi
nez 30. Zivotnost zarovek lze modelovat norméalnim rozdélenim. Jde tedy o interva-
lovy odhad stfedni hodnoty normalniho rozdéleni pro znamé o, kde smérodatnou
odchylku zivotnosti ¢ odhadneme vybérovou smérodatnou odchylkou s.

_ o o o
<J; — ﬁzl_%, T+ ﬁzl—‘5>
spolehlivost intervalového odhadu 1 —«a =0,95
= hladina Vyznamnosti a=1-0,95=0,05
= =0,0251—5=0,975
= 20,975 =1,96 (Vlz Tabulka 1)

Vybérovy soubor: Z = 950 hodin
s = 100 hodin
n =50
n=230=0=s

Zjisténé hodnoty dosadime do predpisu pro meze oboustranného intervalového od-
hadu stredni hodnoty se spolehlivosti 0,95.

_ o _ o
ne <l‘ — %21,%;33 + %Zlf2¥>

100 100
€ (950 — —-1,96;950 + — - 1,96 ) hodin
a < V50 Va0 >
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1 € (922,3:977,7) hodin

Stredni zivotnost zarovek firmy Edison se se spolehlivosti 0,95 pohybuje v rozmezi
922 hodin 18 minut az 977 hodin 42 minut.
A

@ Priklad 4.3. Obchodni fetézec TETO si v dubnu 2006 zadal studii tykajici se poétu
zékazniku v prodejné TETO Poruba v patek odpoledne (od 12:00 do 18:00) hodin.

Predpokladejme, ze sledovany pocet zakaznikti ma normélni rozdéleni. Po jednom
meésici sledovani prodejny jsme ziskali idaje uvedené v tabulce 4.3.

Tab. 4.3: Poéet zdkaznikti v TETO Poruba

Datum Pocet zakaznika v TETO Poruba
(12:00-18:00) hodin
2.5.2006 3756
9.5.2006 2987
16.5.2006 3042
23.5.2006 4206
30.5.2006 3597

a) Zamyslete se nad duvody, které vyzkumnika vedly k analyze vybéru o malém roz-
sahu (mnohem méné nez 30 hodnot) a jaké jsou dusledky volby vybéru o malém
rozsahu.

b) Uréete pro managment fetézce TETO intervalovy odhad stfedniho poc¢tu zakaz-
nik v prodejné TETO Poruba v patek odpoledne (se spolehlivosti 95%).
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Resend.

ada) Pro ziskdni vybéru o rozsahu minimélné 30 hodnot bychom museli danou pro-
dejnu sledovat minimalné 30 patku (tj. déle nez pul roku), coz by vedlo jak
k zvyseni financni narocnosti studie, tak k vysoké ¢asové narocnosti prizkumu.
Z téchto duvodu byl zvolen mensi rozsah vybéru (n = 5) odpovidajici mésic-
nimu sledovani prodejny. Nevyhodou malého rozsahu vybéru je nizkd presnost
odhadu (pomérneé siroky intervalovy odhad).

adb) Urcujeme intervalovy odhad stfedni hodnoty s nezndmou smérodatnou odchyl-
kou a malym rozsahem vybéru, proto pro jeho vypocet pouzijeme predpis

_ s _ s
spolehlivost intervalového odhadu 1 —«a =0,95
hladina vyznamnosti a=1-0,95=0,05
5=0,0251-5=0,975
to.ors = 2,78 (viz Tabulka 2, mame 4(=5-1) stupné volnosti)

Vybérovy soubor:
5

i=

13756 + 2087 + 3042 + 4206 + 3597

— 1

- — 3517.6

=7y 5 )
S (i — 7)? )
Z _ 351 _ 351

& _ (3756 — 3517,6)° + .. + (3597 — 35 7,6):26119173:>
n—1 4

=5 =511,1

n==~5

Zjisténé hodnoty dosadime do predpisu pro meze intervalového odhadu stredni
hodnoty se spolehlivosti 0,95.

S S
e(T——=t; a:T+ ——=t;_«a
g <“’ VR >
511,1 511, 1
= <3517,6— .2, 78:3517,6 4+ —— - 2,78>
V5 V5

1 € (2882,2;4153,0)

Se spolehlivosti 0,95 se stiedni navstévnost TETO Poruba v patek v odpolednich
hodinach bude pohybovat v rozmezi 2882 az 4153 zakaznik.
A
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/@ 4.4 Robustni odhady stredni hodnoty

Vztahy pro intervalové odhady stfedni hodnoty uvedené v kapitole 9.3 lze pouzit
pouze v pripadé, ze populace, kterou analyzujeme ma normalni rozdéleni. V obec-
ném pripadé, kdy nezndme typ rozdéleni, pouzivime tzv. robustni (neparamet-
rické) postupy. Robustni postupy hodnoceni ndhodné veli¢iny typicky pouzivame
v ptipadech, kdy

e vybérovy soubor obsahuje odlehla pozorovani, ktera nemohou byt opravena a neni
vhodné je vyloucit,

e vybérovy soubor nepochézi z norméalniho rozdéleni,

e vybérovy soubor ma velké rozptyleni dat.

Déle popisované intervalové odhady medianu a Gastwirthova medianu rfadime mezi
robustni intervalové odhady stfedni hodnoty. Uvedeme pouze jejich vypocetni vztahy
pro spolehlivost 0,95.

4.4.1 Odhad medianu

Median je prostredni hodnotou usporadaného datového souboru. Intervalovy odhad
se spolehlivosti 95% se odhaduje z interkvartilového rozpéti jako

A (L%O 75 T QA:0 25) A ('%0 75 ;%0 25)
—1.57 20 0], 1,572 2200
<x075 ) \/ﬁ ; L0,5 + \/ﬁ

kde Z, jsou 100p% vybérové kvantily.

4.4.2 (Odhad Gastwirthova medianu

Rovnéz Gastwirthuv median xggr patfi mezi robustni odhady stfedni hodnoty.
Urcuje se pomoci klasického vybérového medidnu, dolniho a horniho tercilu (Zo 33, Zo 67)-
Jeho bodovy odhad je dan vztahem

Tasr = 0,4 %05+ 0,3 (To33 + Zo67)-
Intervalovy odhad Gastwirthova medidnu se spolehlivosti 95% je pak déan jako

Togs — T Tors — &
<£GST _ 1, 57807 — Bons) M>

: 1,57
\/ﬁ axGST+ ) \/ﬁ

4.4.3 Bootstrap

Nezname-li rozdéleni studované populace, mizeme pro odhad stfedni hodnoty pouzit
metodu bootstrap. Metodu bootstrap navrhl Efron v roce 1979. Zakladni myslenka



http://www.statspol.cz/robust/robust2004/praskova.pdf
http://en.wikipedia.org/wiki/Bradley_Efron
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této metody spociva v tom, Ze z vybérového souboru o rozsahu n budeme genero-
vat M-tici ndhodnych vybéru (s vracenim), kazdy o stejném rozsahu n. V kazdém
z generovanych vybéri (tzv. bootstrap vybéri) se tak libovolny prvek vybérového
souboru muze opakovat i nékolikrat (nebo v ném nemusi byt obsazen vibec).

Rozdéleni bootstrap vybért odpovida rozdéleni ptivodniho vybéru. Z bootstrap vy-
béra se urci M-tice odhadu hledaného parametru p; = p(X). Z této M-tice hodnot
pak 1ze urcovat intervaly spolehlivosti pomoci celé fady metod. Jednou z nich je tzv.
Studentizovany odhad.

Studentizovany odhad

Tento odhad vychazi z jednoduché transformace vedouci na nahodnou velic¢inu t;,
kterda ma Studentovo rozdéleni s n — 1 stupni volnosti.

t; = Xi— X n, i=1,...M,
S
kde
X; ... pramér i-tého bootstrap vybéru,
S; ... smérodatna odchylka i-tého bootstrap vybéru,
X ... primér pavodniho vibéru,
n ... rozsah puvodniho vybéru (i jednotlivych bootstrap vybéru)

Z rozdéleni veli¢iny ¢; muzeme snadno urcit 100p% kvantil veli¢iny ¢;, jenz oznacime
tp,. Abychom obdrZeli piesnéjsi vysledek, museli bychom tento postup zopakovat
celkem m krat a z téchto m 100p% kvantila bychom uréili pramérny 100p% kvantil.
Zduraznéme, ze rozdéleni veli¢in ¢; nemusi byt soumérné, tzn. ze 100p% kvantil a
100(1 — p)% kvantil nemusi mit stejné absolutni hodnoty.

Intervalovy odhad s 95% spolehlivosti pro stfedni hodnotu pak uréime jako
_ 5 _ s
T — tBo,975 : %; T — tBo,025 ’ % .

4.5 Intervalovy odhad rozptylu normalniho roz-
déleni

P1i modelovani urcité populace nas obvykle nezajima pouze jeji stredni hodnota g,
ale i jeji variabilita. Nejobvyklejsimi mirami variability jsou rozptyl o2 a smérodatna
odchylka o.

Pfipomenme, Ze nejlep$im nestrannym bodovym odhadem rozptylu o2 je vybérovy
rozptyl s2.
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Intervalovy odhad rozptylu o? se hledd jinak v pfipads, Ze zndme stfedni hodnotu
populace (zdkladniho souboru) a jinak, kdyz tuto stfedni hodnotu nezname. Protoze
znalost stiedni hodnoty p pii neznalosti rozptylu o2 neni piili§ obvykld, omezime se
pouze na vztah popisujici druhy pripad.

Predpokladejme, ze sledovana ndhodna veli¢ina X ma normalni rozdéleni s nezné-
mou stfedn{ hodnotou i a nezndmym rozptylem o2. Zvolme vybérovy soubor z dané
populace. Necht m4 tento vybérovy soubor rozsah n a vybérovy rozptyl s2.

Pfehled intervalovych odhad rozptylu o se spolehlivosti 1 — o pii nezndmé stiedni
hodnoté i je uveden v tabulce 4.4. (Odvozeni muzete najit v kapitole 9.12.2.) x, je
100p% kvantil rozdéleni x? s n — 1 stupni volnosti.

Tab. 4.4: Intervalovy odhad rozptylu o2 se spolehlivosti 1 —« pii nezndmé stiedni hodnoté
i

Intervalovy odhad rozptylu 62 se spolehlivosti 1 — a pii nezndmé stfedni hodnoté u
, (M : M)

Oboustranny X , xa

_a\e2
Levostranny (n-1)s

X1-«a

1Ve2
Pravostranny (s

Xa

4.6 Intervalovy odhad smérodatné odchylky nor-
malniho rozdéleni

Nejlepsim nestrannym bodovym odhadem smérodatné odchylky o je vybérova
smérodatna odchylka s.

Intervalovy odhad smérodatné odchylky o najdeme snadno, uvédomime-li si, ze
smérodatna odchylka je odmocninou z rozptylu. Staci tedy upravit intervalové od-
hady pro rozptyl.

Opét predpokladejme, Ze sledovana nahodna veli¢ina X ma normalni rozdéleni s ne-
zndmou stfedni hodnotou p a nezndmym rozptylem o2. Zvolme vybé&rovy soubor
z dané populace. Nechf méa tento vybérovy soubor rozsah n a vybérovou smérodat-
nou odchylku s.

Ptehled intervalovych odhadt rozptylu o se spolehlivosti 1 — o pfi nezndmé stiedni
hodnoté p je uveden v tabulce 4.5.
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Tab. 4.5: Intervalovy odhad smér. odchylky o se spolehlivosti 1 — a p¥i nezndmé stredni
hodnoté u

Intervalovy odhad smér. odchylky o se spolehlivosti 1 — a pfi neznamé stfedni hodnoté u
, (n-1)s2  |(n—1)s?
Oboustranny ( \] Xoia \/ e )
2 2
Levostranny (n-1)s?
Xi-a
Pravostranny (n—-1)s2
Xa

Xp je 100p% kvantil rozdéleni x* s n — 1 stupni volnosti.

Priklad 4.4. Automat vyrabi pistové krouzky o daném prumeéru. Pti kontrole kva-

lity bylo ndhodné vybrano 80 krouzki a vypoctena smérodatnd odchylka jejich @
pruméru 0,04 mm. Urcete 95% levostranné intervalové odhady rozptylu a sméro-
datné odchylky pruméru pistovych krouzku. (Predpokladejte, Ze prumér pistovych
krouzku lze modelovat pomoci normélniho rozdéleni.)

Resend.

Vzhledem k tomu, Ze nasim tikolem je urcit levostranné intervalové odhady rozptylu a
smérodatné odchylky normalniho rozdéleni, vyuzijeme vztahy uvedené v kapitolach
4.5 a 4.6.

—1)s?

Ti-a

Levostranny intervalovy odhad rozptylu normalniho rozdéleni je

Spolehlivost intervalového odhadu: 1—a =0,95 = Zo95 = 100,7  (Tabulka
3, poCet stupnu volnosti je n — 1, tj. 79)

Vybérovy soubor: s? = (0,04)*mm? = 0,0016 mm?
n = 80
Po dosazeni:
(80 — 1)0,0016
100, 7

S 95% spolehlivosti je rozptyl priiméru pistovych krouzki vétsi nez 0,0013 mm?.

= 0,0013

Jednoduchou tpravou pak ziskdme 95% levostranny intervalovy odhad smérodatné
odchylky normalniho rozdéleni.

/0,0013 = 0,035
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S 95% spolehlivost{ tedy muzeme tvrdit, Ze smérodatnd odchylka priméru pistovych
krouzki je vétsi nez 0,035 mm.
A

4.7 Intervalovy odhad relativni cetnosti

Nejlepsim nestrannym bodovym odhadem relativni cetnosti 7w je vybérova rela-
tivni ¢etnost p.

Mame-li k dispozici vybérovy soubor, jehoz rozsah
e je dostatecné velky (n > 30),
e je mensi nez 5% rozsahu zakladniho souboru (§ < 0,05),
e splinuje podminku n > (1 )

pak lze relativni Cetnost pi odhadnout pomoci intervalii uvedenych v tabulce 4.6.
(Odvozeni muzete najit v kapitole 9.12.3.)

Tab. 4.6: Intervalovy odhad relativni ¢etnosti 7 se spolehlivosti 1 — «

Intervalovy odhad relativni cetnosti 1 se spolehlivosti 1 — «
©)
n>30,— < 0,051 > —)

( N p(1=p)
Oboustranny (1 —p) 7. pG-p)y

, (1-
Levostranny p—21_g |2 . —p)
Pravostranny p+z,_ r(-p)

Pozndmka: Relativni cetnost w je z intervalu (0;1). Je tedy zrejmé, Ze dolni mez
intervalovijch odhadi relativni cetnosti nemize klesnout pod 0 a horni mez téchto
odhadi nemuze byt vétsi nez 1!

Priklad 4.5. Pri kontrole data spotteby urcitého druhu masové konzervy ve skla-
dech produkti masného prumyslu bylo ndhodné vybrano 320 z 20 000 konzerv a
zjisténo, ze 59 z nich méa proslou zaru¢ni lhutu. Stanovte se spolehlivosti 95% inter-
valovy odhad podilu konzerv s proslou zaru¢ni lhutou.
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Resend.

Vybérovy soubor n = 320,

— 22 20,018
p 320 b) b
9
= 60,

p(1—p)

n o 320
= 2T 0,016
N = 20000 ~ 010

9
p(1-p)
populace (§ < 0,05). Intervalovy odhad podilu (relativni ¢etnosti) konzerv s proslou

zarucni lhiitou lze tedy stanovit jako

Spolehlivost intervalového odhadu: 1 —a =0,95
= Hladina vyznamnosti: a=1-0,95=0,05

Rozsah vybéru je dostatecné velky (n > 30,n > ) a neprevysuje 5% rozsahu

« (0%
= —=0,025;1—-—-=0,975
2 ) ) 2 Y

= 20975 = 1,96  (viz Tabulka 1)

Po dosazeni:

0,018(1 — 0, 018) \/o, 018(1 — 0, 018)
18— 1 :0,018 + 1
<o,0 8 ,96\/ 550 £0,018 4 1,96 550

(0,138;0,222)

S 95% spolehlivosti muzeme tvrdit, Ze mezi masovymi konzervami se v daném skladu
nachazi mezi 13,8% a 22,2% konzerv s proslou zéruéni lhutou.
A

4.8 Odhad rozsahu vybéru

Jesté pred zahdjenim vybérového Setfeni musime stanovit minimalni velikost vy-
bérového souboru. V kapitole 9.2 bylo ukéazano, ze velikost vybéru ma primy vliv
na presnost odhadu parametri zakladniho souboru - ¢im veétsi rozsah vybéru, tim
je intervalovy odhad presnéjsi. V feseném prikladu, ktery se vénoval studii pro ob-
chodni retézec TETO, jsme si vsak také ukazali, ze ekonomické a casové divody nas
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mnohdy nuti volit rozsah vybéru co nejmensi. V praxi proto hledame kompromis,
ktery pro pozadovanou presnost vypoctu povede k co nejmensimu rozsahu vybéru.

V pripadé, Zze odhadujeme stfedni hodnotu nebo relativni ¢etnost, je presnost in-
tervalového odhadu, tj. chyba odhadu A, rovna poloviné sitky oboustranného
intervalu spolehlivosti.

Pozadovanou presnost vypoctu vyjadiujeme pomoci tzv. pripustné chyby od-
hadu A,,,.. Jde o hodnotu, o kterou jsme ochotni se zmylit oproti skutecné hod-
noté odhadovaného parametru pri dané spolehlivosti odhadu (hladiné vyznamnosti).

To znamena, ze pozadujeme, aby chyba odhadu A neprekrocila pripustnou chybu
odhadu A,,4z-
A é Amax

Resenim této nerovnice ziskdme doporuceny rozsah vybéru (pro intervalové odhady
stredni hodnoty, popt. relativni Cetnosti), ktery bude postacujici pro ziskéni interva-
lovych odhadu stfedni hodnoty (resp. relativni ¢etnosti) s pozadovanou spolehlivosti
1 — a a pozadovanou maximalni pripustnou chybou A,

Odhadovany rozsah vybéru n je ve vétsiné pripaditi nejen funkci pripustné chyby
odhadu A,,,., a hladiny vyznamnosti «, ale zavisi také na nékterych dalsich vybéro-
vych charakteristikach, které v pripadé, ze jesté nemame stanoveny vybér, nezname.
Jejich hodnotu tedy také musime odhadnout. Obvykle se pro tento uicel provadi tzv.
predvybér, tj. vybér o malém rozsahu n;. Pro predvybér vypocteme pozadované
vybérové charakteristiky, které povazujeme za odhad hledanych vybérovych charak-
teristik. Po zjisténi pozadovaného rozsahu n pak stac¢i doplnit predvybér o chybéji-
cich (n — ny) prvku a intervalovy odhad pak provést z vybéru o rozsahu n (itera¢ni
heuristickd metoda).

Ptislusna doporuceni pro rozsah vybéru jsou odvozena v kapitole 9.13 (pro zajemce)
a uvedena v tabulce 4.7.

Priklad 4.6. Vybérovym Setfenim bychom chtéli odhadnout primérnou mzdu pra-
covnikil urcitého vyrobniho odvétvi. Z vycerpavajiciho setfeni, které probihalo pred
nékolika mésici, vime, ze smérodatna odchylka mezd byla 750,- K¢. Odhad chceme
provést s 95% spolehlivosti a jsme ochotni pripustit maximélni chybu ve vysi 50,-K¢.
Jak velky musime provést vybér, abychom zajistili pozadovanou presnost a spoleh-
livost?

Resend.

Chceme odhadnout rozsah vybéru pro intervalovy odhad stfedni hodnoty, zname-li
smérodatnou odchylku o (vycerpavajici setfeni = zkoumani celého zdkladniho sou-
boru (populace)).
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Tab. 4.7: Odhad rozsahu vybéru

Odhad rozsahu vybéru potiebného

pro
nalezeni intervalového odhadu se spolehlivosti 1 — a a maximalni pfipustnou chybou A, ;.
Odhadovany Pozadovany Poznimka
populacni parametr rozsah vybéru
. o 2 z, je 100p% kvantil normovaného
Stre?;::;:::gl;())ta H n= ( Ar:ax Zl_%> normalniho rozdéleni
t, je 100p% kvantil Studentova
Stiedni hodnota u n> ( S1 " a>2 rozdéleni s n — 1 stupni volnosti,
(nezniame o) T \Apax 172 s; je vybérova smérodatna odchylka
predvybéru
z, je 100p% kvantil normovaného
n> ( a>2 p1(1 — 1) | normalniho rozdéleni,
“ 13z AZ . p1 je vyb&rova relativni  Cetnost
predvybéru
Relativni Cetnost 71 z, je 100p% kvantil normovaného
normalniho rozdéleni,
nemame-li k dispozici predvybér

(ptedbézny odhad relativni Cetnosti),
ziskame ,,nejpiisnéjsi“ odhad rozsahu

vybéru, dosadime-li za p hodnotu 0,5.

Dle tabulky 4.7 je doporuceny rozsah vybéru

2
o
n Z Z1—a .
(Amaz 2)

Ze zadani vime, ze
o =750 K¢
Aae =50KE

l-a=0,9=a=0,05=1-5=0,975, 29975 = 1,96 (viz Tabulka 1)

Rozsah vybéru proto odhadneme jako

750 2
n > (E - 1,96) . tj. n > 864, 4.

Chceme-li dosahnout ptipustné chyby ve vysi maximalné 50,- K¢, musime pro nale-
zeni intervalového odhadu prumérného platu se spolehlivosti 95% provést vybérové
setfeni na vybérovém souboru o rozsahu minimalné 865 pracovnikii.

A

V nasledujicich castech této kapitoly si jesté ukazeme, jak najit intervalové odhady
pomeéru rozptyli dvou populaci, rozdilu stfednich hodnot dvou populaci a rozdilu
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relativnich ¢etnosti dvou populaci. Princip odvozeni téchto odhadti je stejny jako
u intervalovych odhadi parametrti normalniho rozdéleni. Odvozeni téchto odhadt
je proto zajemcum ponechano jako cviceni.

4.9 Intervalovy odhad pomeéru rozptylid dvou po-
pulaci s normalnim rozdélenim

Meéjme dva vybéry z norméalniho rozdéleni, tj.

.,n1, kde n; je rozsah prvntho vybéru: Xy; — N(uq;0?),
.y, kde ny je rozsah prvniho vybéru: Xo; — N(ua;03).

Necht vybérové rozptyly S? a Sz jsou ndhodné veli¢iny definované jako

LX) S (- X

2 __J 2 _
Sl_ n1—1 a52 712—1

7 kapitoly 8.10 vime, zZe
T(X) = — — Fn1—1,n2—1'

Aplikaci postupu podrobné prezentovaneho v kapitole 9.12 lze snadno odvodit in-
tervalové odhady pro pomér rozptyli < —2.

2
Tab. 4.8: Intervalovy odhad poméru rozptylu %
2

2
Intervalovy odhad poméru rozptyla % se spolehlivosti 1 — a
2
) 1 s? 18%
Oboustranny ( 7 a5l e 52)
2 2
Levostranny LSt
Y fi-a 53
, 157
Pravostranny —=
fa S3

V tabulce f, oznacuji 100p% kvantily Fisher-Snedecorova rozdéleni s ny — 1 stupni
volnosti v ¢itateli a no — 1 stupni volnosti ve jmenovateli.
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4.10 Intervalovy odhad rozdilu strednich hodnot
dvou populaci s normalnim rozdélenim

Obdobné jako u odhadu stfedni hodnoty jedné populace musime i v tomto pripadé
rozlisit situace, zda zndme ¢i nezndme smérodatné odchylky. Intervalovy odhad roz-
dilu strednich hodnot dvou populaci s normalnim rozdélenim, z nichz byly potizeny
nahodné vybéry, 1ze provadét za trojiho predpokladu.

1. Znéme rozptyly o} a o3 obou populaci.

2. Nezname rozptyly obou populaci, ale lze predpokladat, Ze jsou shodné.
3. Nezname rozptyly obou populaci a nelze predpokladat, Ze jsou shodné.

4.10.1 Intervalovy odhad rozdilu strednich hodnot dvou po-
pulaci s normalnim rozdélenim zname-li jejich roz-
ptyly of a o3

Méjme dvé populace s norméalnim rozdélenim, jejichZ rozptyly o7 a o2 zname. Z téchto
populaci jsme provedli dva nezavislé ndhodné vybéry o rozsahu n; a ny a urcili jejich
prumeéry r; a Io.

V kapitole 8.6 bylo dokézano, ze

(T1 — @2) — (1 — pio)

T(X) = o — N(0,1).
i, %
nq )

Pouzitim stejného postupu jako v dikazech uvedenych v kapitole 9.12 lze najit
prislusné intervalové odhady rozdilu stfednich hodnot se spolehlivosti 1 — a. Tyto
odhady jsou uvedeny v tabulce 4.9.

Tab. 4.9: Intervalovy odhad rozdilu stiednich hodnot p1 — ps (zndme o1, 09)

Intervalovy odhad rozdilu stfednich hodnot p; — p, se spolehlivosti 1 — a
(zndme gy, ;)

, 2 2 2 2
Oboustranny (7 — %) — 2z, a :—1 +250 - %) +z, o |+ 2
2 1 nz 2 ny

niy
, _ _ o?  o%
Levostranny (X — %) =2 |-+ 2
ng nz
, _ _ 0.2 0.2
Pravostranny (X — %)+ 2z [F+2
ny Ny

Obdobné jako v pripadé odhadu stredni hodnoty pro jednu populaci, se v praxi
vétsinou setkavame pouze s pripady, kdy nezname smérodatné odchylky o a o3.
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4.10.2 Intervalovy odhad pro rozdil stfednich hodnot dvou

populaci s normalnim rozdélenim nezname-li jejich
2 2

rozptyly o} a o3, ale vime, Ze o? = o3
Meéjme dvé populace s normalnim rozdélenim, jejichz rozptyly nezname. 7 téchto
populaci jsme provedli dva nezavislé ndhodné vybéry o rozsahu n; a no a urcili
jejich prumeéry Z; a I a vybérové smérodatné odchylky s; a ss.

Je-li 07 = o2 (tento predpoklad byva vétsinou nutné ovéfit statistickym testem,
ktery bude popsan v kapitole 10), pak lze pro nalezeni prislusného intervalového
odhadu pouzit statistiku 7'(X), kterd ma Studentovo rozdéleni s ny + ng — 2 stupni
volnosti. T'(X) je definovana jako

(T1 — %3) = (11 — pio)
T(X) = , T(X)—=tng+ng—2
(X) \/(n1—1)32+(n2—1)s§ T 1 (X) = t(ny +ny —2)
N1+ ng — 2 ni U

Prislusné intervaly spolehlivosti pro rozdil stfednich hodnot dvou populaci s nor-
malnim rozdélenim a shodnymi rozptyly jsou uvedeny v tabulce 4.10.

Tab. 4.10: Intervalovy odhad rozdilu stfednich hodnot pq — po (nezndme oy, o, ale vime,

7e 03 = 03)

Intervalovy odhad rozdilu stfednich hodnot p; — u, se spolehlivosti 1 —
(nezndme o, 07, ale vime, Ze 0 = a?)

, oy (n;-1)s2+(n,—1)s2 101 o (n;-1)s2+(n,-1)s2 1,1
Oboustranny (G —%) -ty ¢ \/—nﬁnrz G-+t e (TP )
, SN (-Dsi+me-1)sf (1 1
Levostranny (%) — %) —ti_q J—n1+n2_2 P

o2 o2
Pravostranny (3 — %) + tyg J—("1 Dsi tnp—1)s; Jl !

ny+n,—2 n, Ny

t, jsou 100p% kvantily Studentova rozdéleni s ny + ny — 2 stupni volnosti.

4.10.3 Intervalovy odhad pro rozdil stfrednich hodnot dvou
populaci s normalnim rozdélenim nezname-li jejich
rozptyly o} a o3, kde o3 # o3

Meéjme dvé populace s normalnim rozdélenim, jejichz rozptyly nezname. Z téchto

populaci jsme provedli dva nezavislé ndhodné vybéry o rozsahu n; a no a urcili
jejich priméry x; a xo a vybérové smérodatné odchylky s; a ss.
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Byl-li statistickym testem zamitnut piedpoklad, Ze o7 = o3, pak lze pro nalezeni
ptislusného intervalového odhadu pouzit statistiku 7°(X), kterd ma Studentovo roz-

EENE AN
ny no
2 2
57 1 + 53 1
ni n1+1 no no+1

T(X) je definovana jako

déleni s

— 2 (zaokrouhleno na celé ¢islo) stupni volnosti.

()
<x1_x2>_(m_ﬂ2),T(X)~tv,kdev% ni | mg _ 9

2 2
s? s s8Y 1, (8) 4
— 4+ = ni n1+1 no na+1

ny no

T(X) =

Prislusné intervaly spolehlivosti pro rozdil stfednich hodnot dvou populaci s nor-
malnim rozdélenim a riznymi rozptyly jsou uvedeny v tabulce 4.11.

Tab. 4.11: Intervalovy odhad rozdilu stfednich hodnot p1 — p2 (nezndme oy, o9, ale vime,

ze 01 # 03)

Intervalovy odhad rozdilu stfednich hodnot p; — u, se spolehlivosti 1 — a
(nezname 0?2, 0%, 7e 02 # 0?)

. L s, s5 s? | s3
Oboustranny (=) —t, e L + i - %)+t oL + =)

3 2 2
Levostranny () — %) =ty /5_1 +5
ng o n

P t ; st 83
r rann v —% 1422
avostranny (X1 — %) + t1-¢ ™ + s

2

2 2
5_1+5_2
ni no

2 2
ﬁ 1 + ﬁ 1
ni n1+1 ng no+1

t, jsou 100p% kvantily Studentova rozdéleni s — 2 stupni

volnosti.

4.11 Intervalovy odhad pro rozdil relativnich cet-
nosti dvou populaci

Mé¢jme dvé populace. Z téchto populaci jsme provedli dva nezavislé nadhodné vybéry
o rozsahu ny a ng. Vybér z prvni populace obsahoval x; prvki se sledovanou vlast-
nosti, vybér z druhé populace obsahoval x5 prvki se sledovanou vlastnosti. Vybérové
relativni cetnosti p;, po jsme pak urcili dle vztahi

T )

Pr=—Ph=—.
ni no
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Maji-li vybérové soubory rozsahy, které

e jsou dostatecné velké (n; > 30,ns > 30),

e jsou mensi nez 5% rozsahu zakladniho souboru (ﬁ < 0,05, — N <0 05>

o , 9
e spliuji podminky n; > , My > ,
pi(1—p1) p2(1 = p2)
pak mé vybérova statistika
T(X): (pl_p2)_<771_72) ,kdep:x1+x2

1 1 niy + No
p(1—p) (— + —>
nq )

pfiblizné normované normélni rozdéleni (7°(X) ~ N(0;1)).

Jednoduse lze ukézat, ze rozdil relativnich cetnosti m; — my lze odhadnout pomoci
intervalovych odhadi uvedenych v tabulce 4.12.

Tab. 4.12: Intervalovy odhad rozdilu relativnich ¢etnosti w1 — mo

Intervalovy odhad rozdilu relativnich ¢etnosti m; — 7, se spolehlivosti 1 —

(VlE{lZ}nl>30N<005nl ﬁ)
Oboustranny | ((p; — p;) — Zl_gJP(l -p) (nil ) (P —p2) + 21__Jp(1 p) ( nlz))
Levostranny (P1 = P2) — 21— a\/P(l p)( nz)
Pravostranny (P1—Dp2) + 210 JP(l p) (ni niz)

Pozndmka: Relativni cetnosti wp, my jsou z intervalu (0;1). Je tedy zrejmé, Ze dolni
mez intervalovych odhadi rozdilu relativnich cetnosti nemize klesnout pod -1 a horni
mez techto odhadu nemize byt vétsi nez 1! Pokud meze intervalovych odhadi nale-
zené pomoct vztaht uwvedenych v tabulce 9.11 tyto podminky nesplnuji, je treba je
upravit.

Priklad 4.7. Diskety dvou velkych vyrobcti - DISK a EMEM byly podrobeny zkou-
@ Sce kvality. Diskety obou vyrobcti jsou baleny po 20 kusech. Ve 40 bali¢cich firmy
DISK bylo nalezeno 24 vadnych disket, ve 30 baliccich EMEM bylo nalezeno 14
vadnych disket. Se spolehlivosti 0,95 urcete intervalovy odhad rozdilu relativnich
Cetnosti (procent) vadnych disket v celkové produkei firem DISK a EMEM.
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Resend.

Uvédomte si, ze ze zadani prikladu jste ziskali informace o podilech vadnych disket
v ndhodnych vybérech z celkové produkce firem DISK a EMEM. Vasim tkolem je
odhadnout, jak se lisi podil vadnych disket v celkové produkei téchto dvou vyrobcti.

Oznacme si procento vadnych disket v produkci firmy DISK 7p a procento vadnych
disket v produkci firmy EMEM 7.

Z vybérového Setfeni vime, ze bylo testovano 800 (= 40 - 20) disket firmy DISK,
pricemz 24 z nich bylo vadnych.

rp = 24 4
S 800}#]?,3—800—0,030,

tzn., Ze mezi testovanymi disketami firmy DISK bylo 3,0% vadnych disket.

Obdobneé lze ukéazat, ze mezi 600 (= 30 - 20) testovanymi disketami firmy EMEM
bylo 14, tj. 2,3% vadnych:

ne = 600 } = pp = 500 =0,023.
Vime, 7Ze v testovanych vybérech se ukédzaly kvalitnéjsi diskety EMEM. (Testovany
vzorek disket EMEM obsahoval o0 0,7% (= 3,0% — 2,3%) méné vadnych disket nez
vzorek disket DISK.) Pokud byly vybéry provedeny skutecné ndhodné, je zfejmé,
ze se v celkové produkci firem DISK a EMEM bude rozdil mezi podilem vadnych
disket pohybovat ,kolem* 0,7%. V jakém rozmezi lze rozdil mezi podilem vadnych
disket obou firem ocekavat nam ukéaze intervalovy odhad.

e Oba vybéry maji rozsah vétsi nez 30,

e lze predpokladat, Ze rozsahy jednotlivych vybéru nepiekrocily 5% celkové pro-
dukce firem,

9 9 9 9
o« 309= > , 305 sy s ———
pp(1 —pp) b pp(1 —pp) pe(l —pE) F pe(l —pE)

proto lze se spolehlivosti 1 — « stanovit oboustranny intervalovy odhad rozdilu re-
lativnich ¢etnosti stanovit jako

<pn —PE) — zlg\/p(l —p) (% + é) s (pp —pE) + zlg\/p(l —p) (% + é>>

Zvolime-li 1 —a = 0,95, pak 1 — 5 = 0,975. Za pomoci Tabulky 1 nebo statistického
softwaru urc¢ime piislusny kvantil normovaného normélniho rozdéleni: 2 ¢75 = 1, 96.
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np+ng 8004600 1400

Déle urcime p = =0,027.

Po dosazeni zjistime, Ze se spolehlivosti 95% se rozdil podilu vadnych disket DISK
a EMEM (7p — 7g ) nachdzi v intervalu

(0,007 — 0,017; 0,007 + 0, 017) ,

(—0,010;0,024) , tj. (—1,0%;2,4%).

Jakou informaci jsme ziskali? Pokud by diskety firem DISK a EMEM byly stejné
kvalitni, pak by podily vadnych disket v jejich produkcich byly stejné, neboli rozdil
v podilech vadnych disket v jednotlivych produkcich by byl 0.

T™p = TEg, tj. ™D — TR = 0.
Ukazali jsme, ze intervalovy odhad rozdilu podilu vadnych disket obsahuje 0.
0 € (—0,010;0,024)

Se spolehlivosti 95% lze tedy tvrdit, ze diskety obou vyrobei jsou stejné kvalitni.
Zamyslete se nad tim, jak by musel vypadat nalezeny intervalovy odhad, abychom
mohli tvrdit, ze diskety firmy 5M jsou kvalitnéjsi. Ale to uz jsme se dostali k testovani
hypotéz, jimz se budeme zabyvat v kapitole 10.

A

4.12 Intervalové odhady parametrii normalniho
rozdéleni — odvozeni

Odvozeni intervalovych odhadt stredni hodnoty ndhodné veli¢iny X pro pripad, ze
zndme jeji rozptyl o2, bylo provedeno v kapitole 9.3.1. V této kapitole mohou za-
jemci o matematické pozadi uvedenych vztahtu nalézt odvozeni dalsich intervalovych
odhadu parametru normalniho rozdéleni.

4.12.1 Intervalovy odhad stredni hodnoty normalniho roz-
déleni (nezname o)

V praxi se vétsinou setkavame s tim, ze smérodatnou odchylku o nezname. Pokud
nemame ani dostatecny rozsah vybéru (n = 30), nemizeme pouZzit intervalové od-
hady stredni hodnoty odvozené v kapitole 9.3.1. Je i v takovém pripadé mozné najit
intervalovy odhad stfedni hodnoty?

S ohledem na zadani vezmeme opét vhodné vybérové rozdéleni. Nyni to bude ta-
kové, které neobsahuje o a pritom z néj muzeme ziskat interval spolehlivosti pro
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. Z kapitoly 8.9.1 vime, Ze pokud nahodné veli¢ciny Xy, Xs,..., X, maji normélni
rozdéleni N(p,0?) a jsou navzdjem nezdvislé, pak
X—u
S

\/ﬁ — th_1.

Necht T(X) = Xz \/n. Pak T(X) — t,_1, ta a t;_s jsou 1002% a 100 (1 — 2) %
kvantily Studentova rozdéleni s n — 1 stupni volnosti. Mizeme tvrdit, ze

P(ts ST(X)Stia) = 1—a.

P(ngé—gﬁ\/ﬁétl,%> = 1—oq.

Pro kvantily Studentova rozdéleni plati ¢, = ¢;_,. Proto

P (—t1_% < %\/ﬁ < tl_%> =1-—a.

Postupnymi tpravami ziskdme oboustranny interval spolehlivosti pro stfedni hod-
notu (pri neznamé hodnoté o).

p(_X_%tl,%g_ug_X+%tl,%) ~ 1-a
P()_(—i—\%tl_%zuz)_(—\%tl_%) = 1l—«
P(X=St g SpsX+5hs) = 1-a

Oboustranny intervalovy odhad stifedni hodnoty u se spolehlivosti 1 — o pri
znadmém rozptylu o2 je proto

_ S _ S
<£C — \/_ﬁtl_%’ T+ ﬁtl_g> .

Vyuzitim vybérové charakteristiky 7'(X) = % narovnosti P(X S 21 ,)=1—«
ziskame levostranny interval spolehlivosti.
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Levostranny intervalovy odhad stiedni hodnoty u se spolehlivosti 1 — o pri
neznamém rozptylu o? je tedy

Obdobné, dosadime-li vybérovou charakteristiku 7'(X') = X—gﬂ\/ﬁ do rovnosti P(X 2
= x4) = 1 — «, ziskdme pravostranny interval spolehlivosti.

= 11—«

= l—-«a

X
P( S“\/ﬁz—tl_a) — l1-a
P(—ug—X—itl_a) = 1-a
n
_ S
P(M§X—i——t1_a) = l—«
n

Pravostranny intervalovy odhad stredni hodnoty u se spolehlivosti 1 — a pfi
zndmém rozptylu o2 je tudiz
s
x 4+ %tl_%,

Vime, ze pro n — oo (vysoky pocet stupnu volnosti n, v praxi pro n = 30) se
Studentovo ¢ rozdéleni blizi normovanému normalnimu rozdéleni. Pro n = 30 tedy
muzeme kvantily Studentova rozdéleni nahradit kvantily normovaného norméalniho
rozdéleni. Pak vztahy pro urceni intervali spolehlivosti stfedni hodnoty v pripadé
neznamé smérodatné odchylky prechazeji ve vztahy pro urceni intervali spolehli-
vosti stfedni hodnoty v pripadé zndmé smérodatné odchylky, v nichz smérodatnou
odchylku aproximujeme vybérovou smérodatnou odchylkou.

4.12.2 Intervalovy odhad rozptylu normalniho rozdéleni (ne-
zname )

Predpokladejme, ze sledovanad ndhodna veli¢ina X ma normalni rozdéleni. Zvolme
vybérovy soubor z dané populace. Necht méa tento vybérovy soubor rozsah n a
vybérovy rozptyl s2.

Z vlastnosti rozdéleni x? (kap. 8.8) vime, Ze definujeme-li si vybérovou statistiku
T(X) jako
—1)s2
T(X) = u7

o2
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pak m4 tato ndhodna veli¢ina rozdéleni y? s n — 1 stupni volnosti.
T(X) = X7,

7 toho plyne, ze
Pxs ST(X)Sx1-a) =1-q

kde x, oznacuje 100p% kvantil rozdéleni x? s n — 1 stupni volnosti. Postupnymi
upravami ziskdme oboustranny interval spolehlivosti pro rozptyl.

P( ;ngxl_g) ~ 1-a

p(wgaa§m—_l>s?> .

Oboustranny intervalovy odhad rozptylu o2 se spolehlivosti 1 — o pii nezndmé

stfedni hodnoté p je
(n—1)s*> (n—1)s*
X1-¢ 7 X '

Obdobné Ize odvodit levostranny a pravostranny interval spolehlivosti.

wlR

PT(X) Sxia) = 1-a
P("sn) - 1-a

A
>

0-2
—1)s2

p(u Uz) 14
Xl—a

Levostranny intervalovy odhad rozptylu o2 se spolehlivosti 1 — a p¥i nezndmé
stfedni hodnoté p je

A

(n—1)s?
X1l-a '

—1)s2
P<<n 02)8 EXa) = l—«a
2
P(m_nsgaﬁ — 1-a
Xa
)2
P<02§(n 1)8) = l—«a
Xa
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Rozptyl 0% nemiize nabyvat zapornych hodnot, proto je pravostranny intervalovy
odhad rozptylu o2 se spolehlivosti 1 — o pii nezndmé stfedni hodnoté s

(n—1)s?
Xa

4.12.3 Intervalovy odhad relativni cetnosti
Meéjme vybérovy soubor, jehoz rozsah

e je dostatecné velky (n > 30),

e je mensi nez 5% rozsahu zakladniho souboru (§ < 0,05),

e spliuje podminku n > zﬁ'

Je-li vybérova charakteristika T(X) definovana jako

TX)=-L""_/n
X)= L Vi

pak m4 priblizné normované normélni rozdéleni (viz kapitola 8.5).
T(X)~ N(0;1)

Necht ze a 2o jsou 1005% a 100(1 — §)% kvantily normovaného normalniho
rozdéleni. Pak mutzeme tvrdit, ze

P(Z% §T(X) é Zl_%) = 1—@,
P za < L Vnlziiae| = 1—a
2 (1l —7) :

Dalsi upravy vyse uvedeného vyrazu by nam komplikovalo, Ze jmenovatel vyrazu

\/%\/ﬁ je funkci odhadované relativni ¢etnosti m. Relativni ¢etnost 7 ve jmeno-

vateli proto nahradime jejim bodovym odhadem p.

p(1—p)

P(z;vép_—ﬂ\/ﬁézl_g> =1-«

Upravou tohoto vztahu, pri vyuziti vlastnosti symetrie normovaného normalniho
rozdéleni za = z;_<¢ pak dostaneme pozadovany oboustranny interval spolehlivosti.
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Pl—z-2= b7 \/ﬁgzl_% = 1l—-«
p(1—p)
1-— 1—
2 n 2 n
11— 1—
P(P—Zla u§ﬂ§p+2172\/u = l-«a
2 n 2 n

Oboustranny intervalovy odhad relativni ¢etnosti 7 se spolehlivosti 1 — « je

tedy
[p(1 — Ip(1 —
n n

Relativni Cetnost 7 je z intervalu (0; 1). Je tedy zfejmé, Ze relativni ¢etnost nemuze
klesnout pod 0 a nemtize byt vétsi nez 1. Pokud nalezené meze intervalovych odhadt
relativnich ¢etnosti nesplnuji tyto podminky, je vhodné je korigovat.

Obdobné bychom mohli ukézat, ze levostranny intervalovy odhad se spolehli-
vosti 1 — a je
p(1—p)

n

P—Zi-a
a pravostranny intervalovy odhad se spolehlivosti 1 — « je

p(l —p)

Pt 2i-g -

4.13 Odhad rozsahu vybéru - odvozeni

V této kapitole naleznete, v ptripadé zadjmu, odvozeni doporuceni pro rozsah vybéru
potfebného pro stanoveni intervalového odhadu stredni hodnoty, resp. relativni cet-
nosti, s pozadovanou spolehlivosti a pozadovanou ptipustnou chybou.

4.13.1 Rozsah vybéru pri odhadu stredni hodnoty

Obdobné jako pri hledani intervalového odhadu stredni hodnoty, musime i zde roz-
lisit dva ptipady: situaci kdy zname populac¢ni smérodatnou odchylku a situaci, kdy
tuto smérodatnou odchylku nezname.

a) Zname popula¢ni smérodatnou odchylku o
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Oboustranny intervalovy odhad je

_ g - o
Xr — %21_%,l‘+%21_% .

Interval je symetricky kolem priméru & a ma Sitku 2-%2;_a. Polovina sitky obou-
stranného intervalu spolehlivosti a tedy pripustna chyba odhadu je

g
A="—z_g.

vn

Pozadujeme-li, aby pripustna chyba odhadu A dosahovala pri dané spolehlivosti
odhadu maximalné urcité pripustné hodnoty, pak rozsah vybéru urc¢ime jako funkci
této chyby.

A é Amaa:
g
_217% g Ama:p
vn
g
o < \/n
Zl—a = n
Amaz
n py -
Amaac 2
n et

2
o
(Amafl’3> w

b) Nezname populaéni smérodatnou odchylku o

Obdobné jako v predchazejicim pripadé bychom mohli ukazat, ze pripustna chyba
odhadu je

S
A=t

Vn

kde t, je 100p% kvantil Studentova rozdéleni s n — 1 stupni volnosti.

Pripustna chyba odhadu A je v tomto pripadé nejen funkci hladiny vyznamnosti
a a rozsahu vybéru n, ale zavisi také na vybérové smérodatné odchylce s, kterou
nezname pokud jesté nemame stanoveny vybér. Jeji hodnotu tedy musime odhad-
nout. Obvykle se pro tento ucel provadi tzv. predvybeér, tj. vybér o malém rozsahu
ny. Pro predvybér vypocteme vybérovou odchylku s;, kterou povazujeme za od-
had vybérové smérodatné odchylky s. Pak ur¢ime minimalni rozsah vybéru upravou
prislusného vztahu:
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A é Amaz
S
_tl—% é Ama:z:
Vn
S1
_tl—% S Ama:t
NZD
S1

=t
|
wle
A
B

S
1\

s 2
1
(Ama:r tlg)

Po zjisténi pozadovaného rozsahu n pak sta¢i doplnit predvybér o chybéjicich (n—ny)
prvki a pak provést intervalovy odhad z vybéru o rozsahu n (itera¢ni heuristické
metoda).

4.13.2 Rozsah vybéru pti odhadu relativni ¢etnosti (podilu)

Je-li rozsah vybéru n

e dostatecné velky (n > 30),
e mensi nez 5% rozsahu zédkladniho souboru (5 < 0,05),
e splnujici podminku n > zﬁ'

pak oboustranny intervalovy odhad relativni ¢etnosti 7 je

Polovina sitky oboustranného intervalového odhadu relativni cetnosti 7 a tedy pri-
pustna chyba odhadu A je

Vidime, ze pripustna chyba odhadu zavisi tentokrat na hladiné vyznamnosti o a na
vybérové relativni ¢etnosti, kterou nezndme. Nemame-li zadné informace o vybérové
relativni ¢etnosti, miizeme dale postupovat dvéma zptsoby.

a) Provedeme predvybér, z néhoz vypoéteme vybérovou relativni ¢etnost p;, kte-
rou budeme povazovat za odhad vybérové relativni ¢etnosti p. Pak odhadneme
pozadovany rozsah vybéru tpravou prislusného vztahu.
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A é Ama:c
1 —

Zl—% p( n p) g Am(zm
]_ _

217% pl( n pl) S Ama:t

pi(1—p1) < \/ﬁ

>
3
8

I

1—
(2’17%)2 pl(A2 pl)

max

N
v

Po zjisténi pozadovaného rozsahu n pak stac¢i doplnit predvybér o chybéjicich
(n —ny) prvku a pak provést intervalovy odhad na zékladé vybéru o rozsahu n.

b) Druhou moznosti je odhadnout vybérovou relativni ¢etnost nejhorsi moznou va-
riantou, tj. maximalni hodnotou rozptylu p(1 — p), které je dosazeno pro

p=0,5.

Pozadovany rozsah vybéru je pak zrejmé

0,5(1-0,5
n 2 (21—3)2%7
2 1
n z (’21*%) AN2

max

n= [(21—3)2 4A12 w ~

max
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Shrnuti:

V praktickych pripadech vétsinou nedokazeme presné urcit parametry zaklad-
niho souboru (populace). k jejich odhadu pouzivame charakteristiky ptislusného

vybérového souboru — vybérové charakteristiky.

Z metodického hlediska pouzivame dva typy odhadii parametri:

e bodovy odhad, kdy parametr zdkladniho souboru aproximujeme jedinym ¢islem,

e intervalovy odhad (konfiden¢ni interval), kdy tento parametr aproximujeme in-
tervalem, v némz parametr lezi s danou pravdépodobnosti. Této pravdépodobnosti
rikdme spolehlivost odhadu a oznacujeme ji 1 — «, ¢islo a pak nazyvame hla-
dinou vyznamnosti.

,Dobry* (vérohodny) bodovy odhad musi spliiovat urcité vlastnosti. Mezi zékladni
vlastnosti vérohodnych odhadt patii:

e nestrannost (nevychylenost, nezkreslenost),

e vydatnost (eficience),

e konzistence.

Tab. 4.13: Intervaly spolehlivosti vybranych popula¢nich parametrt

Dolni mez Horni mez
Meze oboustranného levostranného pravostranného
Odhadovany Piedpoklad intervalového odhadu intervalového intervalového
parametr p Y odhadu odhadu
Tp Ty Tp Ty
> normalita -0 _. G _ T
= , ? X——=1Z X+—=z X——=2Z_ X ——=2Z_
< zndme @ N N N N
2y H
[+ .
= normalita S = - S _, S
= > X ——t xX+—t X ——=t;_ X+—t_
= nezname o n 1z n 1z NG 1-a Vn 1-a
2 a2 normalita (v (n-vs” _(n—1)52 (n-1)s*
% Xl-% X% Xi-a Xa
&
s
>
=y o normalita (n-1)s? (n-1)s?
= Xi-a Xa
— n > 30,
g v n
£ 8 — < 0,05
= 9, p(1-p) p(1-p) p(1-p) p(1-p)
SE| 7 Ny p=z ¢ = Ptz e = | Pmha, P+ziq | =
o n>
p(1=p)
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V praktickych aplikacich mnohdy urcujeme intervalovy odhad ptislusného parame-
tru. Tento odhad je reprezentovan intervalem tp;ty, v némz hledany parametr lezi
s predem urcenou spolehlivosti 1 — .

Intervalové odhady sestavujeme jako jednostranné nebo oboustranné. V nasledu-
jici tabulce najdete prehled intervalovych odhadt pro vybrané populac¢ni parametry.

Jesté pred zahdjenim vybérového Setfeni musime stanovit velikost vybérového sou-
boru. V pripadé, ze odhadujeme stredni hodnotu nebo relativni ¢etnost, je presnost
intervalového odhadu, tj. chyba odhadu A, rovna poloviné sitky oboustranného
intervalu spolehlivosti.

Prislusna doporuceni pro rozsah vybéru jsou uvedena v tabulce 9.14.

Tab. 4.14: Doporuceni pro rozsah vybéru

Odhad rozsahu vybéru potiebného
pro
nalezeni intervalového odhadu se spolehlivosti 1 — @ a maximalni pfipustnou chybou A,y

Odhadovany
populacni parametr

Pozadovany
rozsah vybéru

Poznamka

Stiedni hodnota u
(zname o)

2 (5ms)
n= Z, «
Amax 1_5

Stiedni hodnota u
(nezname o)

2 (5te)
n= a
Amax 1_5

sy je vybérova smérodatna odchylka
predvybéru

Relativni ¢etnost

je  vyberova relativni  Cetnost
2p(l—py) [Pt WY
n>|(z a] ————= | ptedvybéru
172/ Afax
nemame-li k dispozici predvybér
( )2 1 (ptedbézny odhad relativni Cetnosti),
n=\z, a L 1. Cur wewrc
1-3) 4A2,,, ziskame ,,nejptisnéj$i“ odhad rozsahu

vybéru, dosadime-li za p hodnotu 0,5.

Intervalové odhady muzeme pouzit také ke srovnavani strednich hodnot, rozptyla
(smérodatnych odchylek), resp. relativnich ¢etnosti dvou populaci. Pfislusné obou-
stranné intervalové odhady jsou uvedeny v tabulce 9.15.
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Tab. 4.15: Intervalové odhady rozdilu, resp. poméru parametri normdalniho rozdélent

Odhadovany
vztah mezi Predpoklady Oboustranny intervalovy odhad Poznamka
parametry
o o o}
normalita obou &, — %) — N +-5
populact, ( N
2 2
zname oy, - _ _ o .
2 (% — %) +2, a L 42
“Zng
normalita obou oo [T tp je 100p% kvantil
populact, (o — %) - t1—"‘\/ : nlinz—zz : \/m +— Studentova rozd¢leni s
2
; 2 2 (
— nezname oy, 05, n+n; —2
H— U 1,72 (fl _ fz) +t, a J(’h 1)si+(n,—1)s3 \/ 1 + i 1 2
2 _ 2 nytny—2 ng o ny i vol .
0y = 0, stupni volnosti
tp je 100p% kvantil
normalita obou 2 &2 Studentova rozdéleni s
, sz )_ 514 52,
populaci, (( %) fl__ "1 +n2,) (s_§+§>2
nezndme 62, 67, # _9
_ _ Sl S 1 S 1
0'12 * 0'22 (X1 - x2) + tl—z nq + nz <ﬁ> n1+1+<£> ny+1
stupni volnosti
af normalita obou ( 1 sf, 1sf J» oznatuji 100p%
o2 opulaci f. as3’ fas? kvantily Fisher-
03 pop 173 2 Snedecorova rozdéleni s
ny — 1 stupni volnosti
pro Citatelean, — 1
01 normalita obou 1 sf) stupni volnosti pro
0, populaci fas3 jmenovatele.
2
vi € {1,2}:
n; > 30, 1 1
e fpd—p (24 D);
T — T i < 0,05 (( o 1__Jp( P T ) e
' ’ N; T 1 1 ny+n;
(01 —p2) +2z,_ P(l D) (n_ n_)
9
ng>———
T p-p)
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2 Kontrolni otazky

1. Chceme-li najit nejlepsi mozny odhad smérodatné odchylky vybrané vlastnosti
nekonecné populace, méli bychom

a) pouzit co mozna nejvétsi vybérovy soubor,
b) pouzit co mozna nejmensi vybérovy soubor,
¢) zjistit hodnotu sledované vlastnosti u vSech prvku populace,

d) pouzit vybérovy soubor o rozsahu nejvyse 10 000 prvku populace.

2. Chceme-li najit nejlepsi mozny odhad smérodatné odchylky vybrané vlastnosti
populace o rozsahu 50 000 jednotek (prvki), pak by rozsah vybéru nemél pre-
krocit

a) 49 999 jednotek,

b) 10 000 jednotek,

¢) 5 000 jednotek,

d) 2 500 jednotek,
e) 1 000 jednotek.

3. Doplnte:
a) Pramér je ......... ... ... (nahodnd velicina, konstanta).
b) Stfedni hodnota je ................... (vgbérovd, populacni) charakteris-
tika.

¢) Odhadujeme-li popula¢ni charakteristiku jednim ¢islem, hovorimeo.........
(bodovém, intervalovém) odhadu.

d) Rekneme, 7e odhad je ............... (nestranny, vydatny, konzistentni),
jestlize se jeho stfedni hodnota rovna hledanému parametru.

e) Nestranny odhad, jehoz rozptylje ............... (nejmenst, nejuétsi) mezi
rozptyly vsech nestrannych odhadi prislusného parametru, se nazyva nejle-
pst nestranny odhad.

f) Méjme ndhodny vybér. s rostouci spolehlivosti odhadu 1 — « se obvykle in-

vvvvv

tervalové odhady populac¢nich parametrii ............... (zuzuji, rozsirugi).

g) s rostouci spolehlivosti odhadu 1 —a ...l (roste, klesd)
hladina vyznamnosti a.

h) Pri dané spolehlivosti odhadu 1 — « se obvykle intervalové odhady populac-
nich parametri s rostoucim rozsahem vybéru ..................... (zuzugji,

vvvvv

i) V technické praxi se obvykle voli spolehlivost odhadu 1—a rovna ............
(0,80; 0,90; 0,95; 0,99; 0,20; 0,10; 0,05; 0,01).

j) V technické praxi se obvykle voli hladina vyznamnosti o rovna ............
(0,80; 0,90; 0,95; 0,99; 0,20; 0,10; 0,05; 0,01).
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k) Horni mez pravostranného intervalového odhadu je .............. (stejna
jako, mensi nez, vétsi nez) horni mez prislusného oboustranného odhadu.
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Ulohy k reseni
1. Ndhodny vybér péti stati USA m4 nasledujici rozlohy (v 1 000 ¢tvereénich mil):
147, 84,24,85,159

Se spolehlivosti 95% urcete intervalovy odhad stfedni rozlohy 50 statia USA. (Pfedpoklé-
dejte, ze pro modelovani rozlohy statti USA lze pouzit ndhodnou veli¢inu s normalnim
rozdélenim.)

2. 7 jedné studijni skupiny byli ndhodné vybrani 4 studenti. Jejich vysledky u zkousky
byly: 64, 66, 89 a 77 bodl. Z druhé studijni skupiny byli vybrani 3 studenti a jejich
vysledky byly: 56, 71 a 53 bodu. Se spolehlivosti 0,95 urcete intervalovy odhad rozdilu
mezi stfednimi vysledky obou skupin u zkousky. (Predpokladejte, ze vysledky jednotli-
vych skupin u zkousky lze modelovat ndhodnymi veli¢inami s normalnim rozdélenim.)

3. V ndhodném vybéru détské obuvi 40% vzorku nevyhovuje novym pozadavkiim na kva-
litu. Se spolehlivosti 95% urcete intervalovy odhad podilu nevyhovujici détské obuvi na
trhu, jestlize rozsah vybéru byl

a) n =40,
b) n = 50,
c) n = 100,
d) n = 500.

4. Firma Sunoil se na vas obratila s prosbou, zda byste nemohl(a) odhadnout, ktery z jeho

benzini déva lepsi vykon (ujetd vzdalenost v km), zda A nebo B. Vybral(a) jste tedy
nahodné 4 vozy a jel(a) jste s kazdym 2x po téze trase, jednou se 4 litry benzinu
A v nédrzi a podruhé se 4 litry benzinu B. (Predpokladejte, Ze pocet ujetych km lze
modelovat ndhodnou veli¢inou s normalnim rozdélenim (pro oba typy benzinu).) Pocet
ujetych km je uveden v nésledujici tabulce.

Pocet ujetych km

Benzin A | Benzin B
23 20
17 16
16 14
20 18

Se spolehlivosti 95% urcete intervalovy odhad rozdilu stfednich ujetych vzdélenosti.

5. Pro realizaci rozsahlého Setfeni o diferenciaci mezd ve velkém priumyslovém podniku mu-
sime velmi rychle ziskat urc¢itou predstavu o primérné odchylce mezd. Z celkového poctu
10.000 zaméstnancu jsme jich ndhodné vybrali 40 a uré¢ili prumérnou mzdu 9.450,-K¢é
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a smérodatnou odchylku ve vysi 1.200,- Ké. V jakém intervalu lze s 95% pravdépo-
dobnosti ocekdvat smérodatnou odchylku mezd v celém podniku? (Predpokldddme, ze
mzdy v zékladnim souboru vSech pracovniki podniku maji normalni rozdéleni.)

6. Jaky minimélni rozsah vybéru pro odhad podilu chybné ztc¢tovanych polozek musime
navrhnout, chceme-li pii 90% spolehlivosti zajistit pfipustnou chybu + 3%. O mozném
podilu chybnych polozek nemame pii provadéném auditu zadnou informaci.

7. Hypermarket Hyper chce pro zkvalitnéni sluzeb poskytovanych zakazniktim zkratit dobu
jejich ¢ekani u pokladen. Nahodné bylo vybrano 10 zékazniki a byla zmérena doba jejich
¢ekdni u pokladny. (Pfedpoklddejte normalni rozdéleni dob ¢ekéni). Vysledky Setfeni
(v sekundéch): 310, 225, 390, 265, 358, 255, 170, 265, 150, 240.

a) V jakych mezich lze s pravdépodobnosti 0,95 oc¢ekdvat pramérnou dobu ¢ekani
zékaznika na obsluhu (v minutéch)?

b) Jaka je horni hranice doby cekédni, kterd nebude s pravdépodobnosti 0,95 pre-
krocena?

8. Agentura provadéjici prizkum verejného minéni planuje Setfeni, na zakladé kterého
chce odhadnout, kolik procent volici podporuje soucasnou vladni koalici. Predpokla-
dejme (v praxi tomu tak ovSem neni), ze jsou dotazovani vybirani zcela nahodné. Kolik
dotazovanych by mélo byt do vybéru zarazeno, jestlize si vedeni agentury preje, aby se
odhad z vybéru nelisil od skute¢ného podilu pfiznivea koalice o vice nez 3%? (Volte
hladinu vyznamnosti 0,05.)

9. Z 90 zkousek meze kluzu konstrukéni oceli z produkce urc¢ité ocelarny byl vypocten
vybérovy primér 251,34 MPa a vybérovy rozptyl 319,48 MPa?. Najdéte 80% intervalové
odhady stredni hodnoty a smérodatné odchylky meze kluzu. (Za predpokladu normality
dat.)

10. Tabdkova firma TAB prohlasuje, ze jejich cigarety maji nizsi obsah nikotinu nez ci-
garety NIK. Pro ovéfeni tohoto prohlaseni bylo ndhodné vybrano z produkce TAB 20
krabicek cigaret (po 20-ti kusech) a v nich bylo zjisténo (42,6 3,7) mg nikotinu (v je-
diné cigareté). Ve 25-ti krabickdch cigaret NIK (po 20-ti kusech) bylo zjisténo (48,9
4,3) mg nikotinu na cigaretu. Se spolehlivosti 95% urcete intervalovy odhad rozdilu
stfednich obsahti nikotinu v cigaretich TAB a NIK. (Predpokladejte, Ze obsah nikotinu
v cigaretdch TAB i NIK m4 normalni rozdéleni.)

11. Agentura STAT udéva, ze v lednu 1999 byla v populaci Ceské republiky 30% podpora
DSSC (1000 respondentil) a pii prizkumu v kvétnu 1999 (1600 respondentit) zjistili
pouze 25% podporu této strany. Lze pokles v preferencich DSSC oznadit za statisticky
vyznamny nebo jej lze pricist statistické chybé?
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Reseni

Test

1.
2.

3.

a),
d) (Rozsah vybéru nesmi prekrocit 5% rozsahu populace.)

a) nahodna velic¢ina,
b) populacni,

¢) bodovém,
d

nestranny,

(§]

g) klesa,

h
i

J

)
)
)
)
)
f) rozéifuji
)
)
i)
i)
k)

Ulohy k FeSeni

1.

(31,9; 167, 7) tis. mil2

Intervalovy odhad poméru rozptyld Z—g se spolehlivosti 0,95 je (0,04;22,89), tzn., Ze
se spolehlivosti 0,95 mtzeme tvrdit, 226 rozptyly vysledkt obou skupin jsou stejné
(1 €(0,04;22,89) ).

Intervalovy odhad rozdilu stfednich hodnot p; — ug se spolehlivosti 0,95 je (—7,2; 35, 2)
bodu, tzn., Zze se spolehlivosti 0,95 nelze tici, ze existuje rozdil ve strednich vysledcich
obou skupin u zkousky (0 € (—7,2;35,2) ).

Testovany vzorek ma ve vSech pripadech dostatecny rozsah (n >30,n>37,5 (W—OA)) ) ,
lze predpokladat, Ze nebylo testovdno vice nez 5% populace.

a) (0,248;0,552)

b) (0,264;0,536)

c) (0,304;0,496)

d) (0,357;0,443)
Vsimnéte si, ze rostouci rozsah vybéru vede k zpresniovani intervalového odhadu podilu
vadnych vyrobkda.

2

Intervalovy odhad poméru rozptyli Z—g‘ se spolehlivosti 0,95 je (0,10;23,16), tzn., ze
B

se spolehlivosti 0,95 muzeme tvrdit, ze rozptyly po¢tl ujetych km jsou pro oba typy
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benzinu stejné (1 € (0,10;23,16) ).

Intervalovy odhad rozdilu stfednich hodnot p4 — up se spolehlivosti 0,95 je (—3,0;7,0)
km, tzn., Ze se spolehlivosti 0,95 nelze tici, Ze existuje rozdil v stfednich poctech ujetych
km pro typy benzinu A a B (0 € (-=3,0;7,0) ).

5. Se spolehlivosti 0,95 muzeme smérodatnou odchylku plati v podniku oc¢ekavat v rozmezi
(983;1541) Ké.

6. n =752

7. a) Se spolehlivosti 0,95 muzeme oc¢ekdvat stfedni dobu ¢ekéani v hypermarketu HYPER
v intervalu (209;317) s.

b) Se spolehlivosti 0,95 muzeme ocekdvat, ze stfedni doba ¢ekani v hypermarketu
HYPER nepiekro¢i nez 306 s.

8. n = 1068

9. a) Se spolehlivosti 0,80 muzeme ocekdvat stfedni mez kluzu v intervalu (248, 9; 253, 8)
MPa.

b) Se spolehlivosti 0,80 miuzeme ocekavat smérodatnou odchylku meze kluzu v inter-
valu (16, 3;19,8) MPa.

10. Intervalovy odhad rozdilu stfednich obsahii nikotinu purap —unrx se spolehlivosti 0,95
je (—6,8;—5,8) jednotek. Se spolehlivosti 0,95 lze tedy tvrdit, ze prap — pnrx < 0, tj.
UraAB < UNTK, tzn., ze prohlaseni firmy TAB je statisticky podlozené.

11. Rozsahy obou vybértu byly dostatecné

(n,eden > 42,9 (: m) Mppcten > 48 (: m)) Ani v jednom pifpad? ne-
bylo testovano vice nez 5% volic¢t.

Intervalovy odhad rozdilu preferenci DSSC v lednu a kvétnu 7 kvéten — Tleden S€ spoleh-
livosti 0,95 je (—0,086; —0,014), tj. (—8,6; —1,4)%. Se spolehlivosti 0,95 lze tedy tvrdit,
7€ Tyeten — Tleden < 05 ). Trysten < Tieden, tzn., Ze pokles preferenci DSSC lze oznadit
za statisticky vyznamny.
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Kapitola 5

Testovani hypotéz - princip

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete

e znat zakladni pojmy a principy testovani hypotéz,

e znat koncepci klasického testu,

e umeét rozhodovat o vysledku testu pomoci p - hodnoty,

e umét posoudit chybu pri rozhodovani,

e umét zkonstruovat operativni charakteristiku.

Privodce studiem

Jak jiz vite, metody statistické indukce umoznuji na zakladé vybérovych dat usuzovat
na obecnéjsi skutecnosti tykajici se zakladniho souboru. V predchazejici kapitole jsme se
zabyvali problémem, jak odhadnout prostrednictvim bodového, popr. intervalového od-
hadu, neznamy populacni parametr . V této kapitole se seznamite s principem testovani
hypotéz.

Cilem vyzkumd mnohdy byva srovnani Gcinnosti riznych metod (napf. srovnani dmrtnosti
u klasickych a laparoskopickych operaci) ¢i srovnani vysledkd riznych skupin (napf. po-
rovnavani vysledki srovnadvacich testi u absolventii odbornych ucilist, stfednich primys-
lovych skol a gymnazii). Jinymi slovy, cilem byva prokazat néjaky rozdil, tzv. efekt,
parametrii nahodnych velic¢in (zkoumaného znaku). N&s predpoklad ohledné efektu, na-
zyvame statistickou hypotézou (napriklad: mortalita je u laparoskopickych operaci
nizsi nez u operaci konvencnich, primérné vysledky srovnavacich testii zavisi na typu
absolvované stredni skoly, .. .).

Je zrejmé, Ze o spravnosti hypotézy by bylo mozné teoreticky rozhodnout na zakladé
vyCerpavajiciho Setfeni celé dotcené populace. Takovéto vycerpavajici Setreni je vsak,
Jjak jiz vite z predchazejiciho vykladu, vétsinou neekonomické nebo dokonce technicky
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neproveditelné. Pro ovéreni spravnosti vyslovené hypotézy proto pouZijeme vhodny vybé-
rovy soubor. Proces ovérovani spravnosti statistické hypotézy pomoci vysledki ziskanych
z vybérového Setreni se nazyva testovanim hypotéz.
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5.1 Zakladni pojmy

5.1.1 Statisticka hypotéza

Statisticka hypotéza je vyrok (tvrzeni) o rozdéleni pozorované ndhodné veli¢iny
zakladajici se na predchozi zkuSenosti, na rozboru dosavadnich znalosti nebo na
pouhé domnénce.

Pojednava-li statistickd hypotéza o parametrech rozdéleni nahodné veliciny (stredni
hodnoté, medidnu, rozptylu, .. .), mluvime o parametrické hypotéze, tyka-li se ji-
nych vlastnosti ndhodné veli¢iny (typu rozdéleni, nezavislosti vybéru, .. .), nazyvame
ji hypotézou neparametrickou.

Parametrické hypotézy mizeme zapisovat jako

e rovnosti (resp. nerovnosti) mezi testovanym parametrem a jeho predpokladanou
hodnotou, napriklad:

- stfedni hodnota obsahu cholesterolu v krvi je u é¢eské populace 4, 7mmol -171,
tj. p=4,7,

- preference jisté politické strany klesly pod 20 %, tj. = < 0, 2.

nebo jako

e rovnosti (resp. nerovnosti) mezi testovanymi parametry, napriklad:
- primeérna cena vyrobku se v krajich I, I, IIT nelisi, tj. puy = prr = prrr,
- preference politické strany A jsou nizsi nez preference politické strany B, tj.
A< TRB.
Prikladem neparametrickych hypotéz pak mohou byt tvrzeni:

- vybérovy soubor xq,xs, ..., x, je vybérem z normalniho rozdéleni,

- barva o¢i a barva vlasi u muzi jsou nezavislé znaky.

Jak jste si mohli na uvedenych prikladech vsimnout, statistické hypotézy lze délit
jesté dalsimi zpusoby, napt. podle poétu Setfenych populaci (hypotézy jedno-
vybérové, dvouvybérové a vicevybérové) nebo podle toho, zda je hypotéza
jednoduchym nebo slozenym vyrokem (hypotézy jednoduché a slozené).
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5.1.2 Nulova a alternativni hypotéza

Exaktnim ovérovanim spravnosti hypotéz o rozdéleni nahodné veli¢iny pomoci vy-
sledkti ziskanych ndhodnym vybérem, tzv. testovanim hypotéz, se statistici za-
cali zabyvat kratce pred vypuknutim druhé svétové valky. Jeho koncepci vytvorili
Jerzy Nevmant a Egon Pearson. Testovani hypotéz pojali jako rozhodovaci proces,
v némyz proti sobé stoji dvé tvrzeni - nulova a alternativni hypotéza.

Nulova hypotéza H, (nékdy téz testovand hypotéza) predstavuje tvrzeni, Ze
sledovany efekt je nulovy a byva vyjadfena rovnosti mezi testovanym parametrem 6
a jeho oc¢ekavanou hodnotou 6.

H()I 9:60

Poté, co zformulujeme nulovou hypotézu a ziskdme vybérovy soubor, definujeme
alternativni hypotézu H, (zkricené alternativu, nékdy oznacovanou téz Hi),
ktera néjakym zptusobem popird tvrzeni dané nulovou hypotézou. V pripadé uvedené
nulové hypotézy tak muzeme alternativni hypotézu zapsat pomoci jednoho ze ctyr
moznych zapist:

a) HA (9:91,
b) HA: 97&907
C) Hy (9<90,
d) Hy: 0>40,.

Formulaci alternativni hypotézy H, ve tvaru a), tzv. jednoduchou alternativni
hypotézu, pouzivime pouze v pripadé, kdy se rozhodujeme mezi dvéma hodnotami
Oy a 61 . Dale uvedené alternativni hypotézy oznacujeme jako slozené.

Zvolime-li alternativni hypotézu ve tvaru b), pak alternativni hypotéza popira plat-
nost nulové hypotézy bez blizsi specifikace. Tvrdi, ze hodnota parametru je jind
nez udava nulova hypotéza. Takto formulovana alternativni hypotéza se nazyva
oboustranna.

V piipadeé c), resp. d), je formulovana tzv. jednostranna alternativni hypotéza,
kterd popira platnost nulové hypotézy a zaroven tvrdi, ze hodnota testovaného pa-
rametru je mensi, resp. vétsi, nez hodnota uvedena v nulové hypotéze.

Zatimco nulova hypotéza byva stanovena jednoznacné (pomoci rovnosti, napr. p =
= 100 ), pro stanoveni alternativni hypotézy mame tfi moznosti (napt. p < 100, u >
> 100, p # 100 ). Obsahuje-li zadéni problému vedouciho na testovani hypotéz vztah
jednostranné nerovnosti, voli se jako alternativa prislusna jednostranna hypotéza.
V ostatnich pripadech volime oboustrannou alternativni hypotézu. Alternativni hy-
potéza by méla byt v souladu s vybérovym souborem. Pokud tomu tak neni, prizpt-
sobujeme alternativni hypotézu zavérum ziskanym z vybérového souboru.


http://en.wikipedia.org/wiki/Jerzy_Neyman
http://en.wikipedia.org/wiki/Egon_Pearson

150 Testovani hypotéz - princip

Nésledujici priklady konkrétnich problémt vedoucich na testovani hypotéz by Vam
mély pomoci ujasnit si probranou terminologii.

1. Zadani problému: Ovéite, zda pramérny plat v CR je vétsi nez 24 000.- K¢.

Populace (zdkladni soubor): vichni obéané CR pobirajici mzdu

Sledovany statisticky znak (ndhodna veli¢ina): mzda

Nulova hypotéza Hy:p = 24000

Alternativni hypotéza H,: > 24000 (zadani obsahuje nerovnost v tomto
tvaru)

Poznamka: Primérny plat zjistény z vybérového souboru by mél byt vétsi nez
24 000,- K¢. Pokud by tomu tak nebylo, méli bychom pouzit oboustrannou alter-
nativni hypotézu.

2. Zadani problému: Ovéite, zda prumérné mzdy ve strojirenstvi a v hutnictvi
jsou stejné.

Populace 1 (zakladni soubor 1): vSichni obéané pracuji ve strojirenstvi
Populace 2 (zdkladni soubor 2): vsichni ob¢ané pracuji v hutnictvi

Sledovany statisticky znak (ndhodna veli¢ina): mzda

Nulova hypotéza Hy: pus = pg, (kde pg, resp. py oznacuje prumérnou
mzdu ve strojirenstvi, resp. v hutnictvi

Alternativni hypotéza H: j1s # pg (zadani problému neobsahuje jednostran-
nou nerovnost)

3. Zadani problému: Ovérte, zda pouziti bezpecnostnich pasu.
a) ovliviiuje imrtnost pii dopravnich nehodéch,

b) snizuje tmrtnost pri dopravnich nehodéch.

Populace 1 (zdkladni soubor 1): tcastnici dopravnich nehod, ktefi sedéli na mis-
tech, na nichz je mozno pouzivat bezpecnostni pasy a byli pripoutani
Populace 2 (zdkladni soubor 2): uc¢astnici dopravnich nehod, kteri sedéli na mis-
tech, na nichz je mozno pouzivat bezpecnostni pasy a nebyli pripoutani
Sledovany statisticky znak (ndhodnd veli¢ina): tmrtnost (relativni Cetnost
zemielych)

Nulova hypotéza Hy: 74 = 7y, (kde 74, resp. my oznacuje imrtnost tcast-
nikti dopravnich nehod, kteti byli, resp. nebyli pripoutani

Alternativni hypotéza H4:

a) ma # mn (zadani problému neobsahuje jednostrannou nerovnost)
b) ma < my (zadani problému obsahuje nerovnost v uvedeném tvaru)

Poznamka: Pii feseni problému b) by tmrtnost téch, co pouzivaji bezpecnostni
péasy, méla byt mensi nez tmrtnost téch, co bezpetnostni pasy nepouzivaji (ve
vybéru z ucastniki dopravnich nehod). Pokud tomu tak neni, méli bychom pouzit
oboustrannou alternativni hypotézu.
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5.1.3 Test statistické hypotézy

Testem statistické hypotézy rozumime rozhodovaci proces, pti kterém na zakladé
vybérového souboru provedeme rozhodnuti ve prospéch prave jedné z predkladanych
hypotéz. Hypotézy tedy musi byt formulovany tak, aby v daném okamziku platila
prave jedna.

Nulovou hypotézu Hy pritom povazujeme za pravdivou az do okamziku, kdy
nas informace ziskané z vybérového souboru presvédéi o opaku. (Srovnejte
s principem presumpce neviny aplikovanym v soudnictvi.) Protoze test statistické
hypotézy mizeme provadét opakované, je ziejmé, ze muzeme dospét pouze ke dvéma
rozhodnutim.

a) Zamitame hypotézu Hy ve prospéch hypotézy H,.
b) Nezamitame H,.

K jakému rozhodnuti se priklonit? Obor hodnot testovaného parametru 6 se déli na
dvé disjunktni mnoziny, které nazyvame obor prijeti (testované hypotézy Hy) V'
a kriticky obor (obor zamitnuti hypotézy Hy) W. Kriticky obor W se stanovuje
tak, aby pravdépodobnost vyskytu pozorované hodnoty testovaného parametru 6
v ném byla velmi mala. Hranice mezi kritickym oborem a oborem pfijeti se nazyva
kriticka hodnota testu a oznacuje ty,.;;.

Padne-li tedy pozorovana hodnota testovaného parametru 6 do kritického oboru
W, zamitame H,. Padne-li pozorovana hodnota do oboru ptijeti V, hypotézu H,
nezamitame.

Poznamka: Vsimnéte si, Ze nikdy nelze rici, Ze jsme ,prijali hypotézu Hy“ - nikdy
nevime, zda by informace z jiného vybéru neumoznila hypotézu Hy zamitnout.
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5.1.4 Testova statistika (testové kritérium)

Abychom mohli provést korektni test statistické hypotézy, musime mit k dispozici
nastroj, ktery nam to umozni. Timto nastrojem nazyvanym testovou statistikou,
nékdy také testovym kritériem, je vybérova charakteristika T'(X), kterd ma vztah
k nulové hypotéze, a jejiz rozdéleni za predpokladu platnosti nulové hypotézy zname.

Kriticky obor W lze ¢asto popsat prostiednictvim kritického oboru W* testové sta-
tistiky 7'(X). Padne-li pozorovand hodnota testové statistiky 7'(X) do kritického
oboru W*, zamitame Hy. V opa¢ném ptipadé hypotézu Hy nezamitame.

5.1.5 Chyba I. a II. druhu

P1i uvedeném zpusobu rozhodovani nastane vzdy néktery z pripadi, které popisuje
Tab. 5.1.

Tab. 5.1: Prehled vysledku testovani hypotéz

Vysledek testu

Nezamitame H, Zamitame H,
2 , Spravné rozhodnuti Chyba 1. druhu
o | Plati H 1 lehli hladi , .
)§ — «a (spolehlivost testu) | a (hladina vyznamnosti)
= o ;
= , Chyba II. druhu Spravné rozhodnuti
@ | PlatiHy B 1 — p (sila testu)

Jestlize nulovd hypotéza je ve skutecnosti platnd a my ji presto zamitneme, do-
poustime se chyby, oznacované jako chyba I. druhu. Pravdépodobnost, ze k ta-
kovémuto pochybeni dojde, nazyvame hladina vyznamnosti a oznacujeme ji a.
Plati-li nulova hypotéza a my jsme ji nezamitli, rozhodli jsme spravné. Pravdépo-
dobnost tohoto rozhodnuti oznacujeme 1 — « a nazyvame ji spolehlivost testu.
Spravnym rozhodnutim je rovnéz zamitnuti nulové hypotézy v pripadé, ze je platna
hypotéza alternativni. Tohoto rozhodnuti se dopoustime s pravdépodobnosti 1 — 3,
coz byva oznacovano jako sila testu. Chybou II. druhu je nezamitnuti nulové hy-
potézy v pripadé, ze je platna hypotéza alternativni. Pravdépodobnost této chyby
oznacujeme [3.

Pravdépodobnosti a a 3, s nimiz chyby I. a II. druhu nastévaji, rozhoduji o kvalité
testu. Je-li test hypotézy Hy : 6 = 0y oproti alternativée H; : 0§ = 6, zalozeny na
testové statistice T'(X) s kritickym oborem W*, pak
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o P(T(X)) € W*|Hy) = a
e P(I'(X)) € V*|Ha) =
o P(T(X)) € W*HA)=1-8

f(t@)

y* trrit w 1x)

Obr. 5.1:Demonstrace pravdépodobnosti chyb I. a II. druhu

Pti testovani hypotéz se samoziejmé snazime postupovat tak, abychom minimalizo-
vali obé chyby, tj. dosdhnout vysoké sily testu (nizkého [3) pfi co nejnizsi hladiné
vyznamnosti a. To vSak neni mozné, nebot snizenim 3 se zvysi hladina vyznamnosti
«a a naopak. Proto je tfeba najit kompromis mezi pozadavky na « a 3.

Ve statistice se voli jako rozhodujici vstupni parametr testu pravdépodobnost chyby
I. druhu — hladina vyznamnosti «. V technickych oblastech volime obvykle hladinu
vyznamnosti o = 0,05, ve specidlnich pripadech (nékteré medicinské aplikace) na-
roky na pravdépodobnost chyby I. druhu jesté zvySujeme (volime o = 0,01).

Chybu II. druhu g snizujeme volbou vhodného testu (pokud mame moznost vybéru)
popripadé zvétsenim rozsahu vybérového souboru, coz je jediny zpusob jak snizit
pravdépodobnost chyby II. druhu 3, aniz bychom tim zvysili pravdépodobnost chyby
I. druhu a.

5.1.6 Operativni charakteristika

Proto, abychom urcili pravdépodobnost chyby II. druhu £, musi byt alternativni
hypotéza dana jako hypotéza jednoducha, t;j.

HA29:91

V inzenyrskych aplikacich se pak mnohdy setkavame s tzv. operativni charakte-
ristikou, coz je zavislost pravdépodobnosti chyby II. druhu 8 na presné specifikaci
alternativni hypotézy.
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Schematické znazornéni operativni charakteristiky ptrinasi nasledujici obrazek:

B 1«
0,8

0,6
0,4
0,2

o, 0,

Obr. 5.2: Schematické zndzornéni operativni charakteristiky pro alternativu ve tvaru 6 >
> 6y

7 obrazku 5.2 je zirejmé, ze vzdaluje-li se hodnota 6; testovana v alternativni hypo-
téze od hodnoty 6, testované v nulové hypotézy, pravdépodobnost chyby II. druhu
5 klesa.

Misto operativni charakteristiky se mnohdy znazornuje kfivka sily testu (angl.
,power curve“), tj. zavislost sily testu (1 — /3) na presné specifikaci alternativni
hypotézy.

0,8
0,6
0,4

0,2
o, 0,

Obr. 5.3: Schematické zndzornéni kiivky sily testu pro alternativu ve tvaru 6 > 6y

5.2 Pristupy k testovani hypotéz

P1i testovani hypotéz se bézné muzeme setkat se dvéma pristupy — klasickym testem
a Cistym testem vyznamnosti. My se nejprve seznamime obecné s obéma postupy a
v dalsim textu se pak zamérime na ¢isty test vyznamnosti.
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5.2.1 Klasicky test

Klasicky test se sklada z nékolika krokt:

1. Formulace nulové a alternativni hypotézy.

2. Volba testové statistiky (testového kritéria) T(X) — jde o vybérovou charakte-
ristiku, na jejimz zakladé rozhodneme o pravdivosti nulové hypotézy. Pro dalsi
krok testu musime znat rovnéz rozdéleni testové statistiky 7'(X) pri platnosti Hy
(nulové rozdeéleni) Fy(x) = P (T(X) < z|Hy).

3. Stanovent hladiny vyznamnosti testu o.

4. Sestrojeni kritického oboru W* testové statistiky T'(X).

Konstrukce kritického oboru: Kriticky obor W* bude vymezen tak, aby pravdé-
podobnost, ze testova statistika 7'(X) lezi v kritickém oboru W* za predpokladu
platnosti nulové hypotézy, byla rovna zvolené hladiné vyznamnosti a.

P(T(X) e W*|Hy) =

Zname-li nulové rozdéleni testové statistiky 7(X), neni obtizné pro dané « stano-

vit kriticky obor. (7, zna¢ime 100p % kvantil nulového rozdéleni testové statistiky

T(X)).

a) Je-li alternativni hypotéza ve tvaru 6 < 6, (ve prospéch alternativy svédéi
nizké hodnoty testové statistiky), pak je kriticky obor vymezen jako

W* < T,

b) Je-li alternativni hypotéza ve tvaru 6 > 0, (ve prospéch alternativy sveédci
vysoké hodnoty testové statistiky), pak je kriticky obor vymezen jako

W* < T o

c¢) Je-li alternativni hypotéza ve tvaru 0 # 6, (ve prospéch alternativy svedci
extrémné nizké nebo extrémné vysoké hodnoty testové statistiky), pak je kri-
ticky obor vymezen jako

W* < TaneboW* > T _q

5. Vigpocet pozorované hodnoty testové statistiky T(X)
Predchazejici kroky jsme mohli podniknout v rdmci pripravy testu. V tomto kroku
jiz musime mit k dispozici vybérovy soubor a pomoci néj uréit konkrétni realizaci
testové statistiky 7'(X), kterou oznac¢ime zops.

6. Formulace zavéru testu
Jak jiz bylo zminéno, kazdy test vede ke dvéma moznym vysledktm.
a) Lezi-li pozorovand hodnota xropg v kritickém oboru W*, zamitame nulovou

hypotézu ve prospéch alternativni hypotézy.

b) Nelezi-li pozorovana hodnota xopg v kritickém oboru W*, nulovou hypotézu
nezamitame.
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5.2.2 Cisty test vyznamnosti

Jinym pristupem k testovani hypotéz je tzv. ¢isty test vyznamnosti. Oproti klasic-
kému testu nepotfebujeme pti ¢istém testu vyznamnosti hladinu vyznamnosti jako
vstupni uidaj. Jeho vysledek ndm umoznuje rozhodnout, na jakych hladinach vy-
znamnosti muzeme nulovou hypotézu zamitnout (resp. nezamitnout).

Cisty test vyznamnosti se sklad4 z nasledujicich krokt (v&imnéte si podobnosti s po-
stupem pri klasickém testu vyznamnosti):

1
2
3
4

Formulace nulové a alternativni hypotézy.
Volba testové statistiky (testového kritéria) T(X).
Vijpocet pozorované hodnoty rops testové statistiky T(X).

Vijpocet p-hodnoty (angl. ,p-value” nebo ,significance level”).

Je zfejmé, ze ¢im nizsi hladinu vyznamnosti «, resp. ¢im vyssi spolehlivost 1 — «,
zvolime, tim Sirsi obor prijeti dostaneme a opacné - ¢im vyssi hladinu vyznamnosti
a , resp. ¢im nizsi spolehlivost 1 — a zvolime, tim uzsi obor prijeti dostaneme.
P11 urcité hladiné vyznamnosti tedy kritickd hodnota ¢, (hranice mezi oborem
ptijeti a kritickym oborem) splyne s pozorovanou hodnotou xpps. Tato hodnota

svvs

vyznamnosti, na niz mizeme nulovou hypotézu zamitnout.

Pozorovanou hodnotu statistiky p-hodnota vypocteme v zavislosti na tvaru alter-
nativni hypotézy podle jedné ze tii moznych definic. Pfipomenme, zZe je nutné,
aby alternativni hypotéza korespondovala s vybérovym souborem.

a) Je-li alternativa ve tvaru 6 < 6y, pak p-hodnotu urc¢ime dle vztahu
p-hodnota = Fy (xoBs) -

Je-li alternativa v uvedeném tvaru, pak v neprospéch nulové hypotézy svedci
hodnoty prislusné vybérové charakteristiky vyznamné nizsi nez testovand hod-
nota 6. V tomto pripadé p-hodnota udava pravdépodobnost, ze testovany para-
metr populace bude nejvyse tak velky jako skutecné zjisténa prislusnéd vybérova
charakteristika, za predpokladu, ze Hy je pravdiva.

b) Je-li alternativa ve tvaru € > 6y, pak p-hodnotu uréime dle vztahu

p-hodnota =1 — Fy (zoBs) -

Je-li alternativa v uvedeném tvaru, pak v neprospéch nulové hypotézy svedci
hodnoty prislusné vybérové charakteristiky vyznamné vyssi nez testovana hod-
nota 6y. V tomto pripadé p-hodnota udava pravdépodobnost, ze testovany
parametr populace bude alespon tak velky jako skutecné zjisténa prislusna
vybérova charakteristika, za predpokladu, ze Hy je pravdiva (viz Obr. 5.4).
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f(t()
T(X)|Hy

I
I
I
I
: p-hodnota
|

4 Lirit XoBS W 1(x)

Obr. 5.4: Tlustrace p-hodnoty pro alternativu ve tvaru 6 > 6y

c¢) Je-li alternativa ve tvaru 6 # 6y, pak p-hodnotu uréime dle vztahu
p-hodnota = 2min {Fy (zops) ;1 — Fo (zops)} -

Je-li alternativa v uvedeném tvaru, pak v neprospéch nulové hypotézy svédcéi
hodnoty prislusné vybérové charakteristiky vyznamné nizsi nebo vyznamné
vyssi nez testovand hodnota 6. V tomto pripadé p-hodnota udava pravdépo-
dobnost, ze testovany parametr populace bude alespon tak extrémni vzhledem
k 0y jako skutecné zjisténa prislusna vybérova charakteristika, za predpokladu,
ze Hy je pravdiva.

POZOR! Tuto definici p-hodnoty lze pouzit pouze v pripadech, kdy nulové
rozdéleni je symetrické (tzn. nelze pouzit napr. pri testovani rozptylu). p-
-hodnota je pak dvojndsobnd vzhledem k jednostrannym testim.

f(t()

p-hodnota

W* tkrit1 Vo Lierit, X0BS Ww* 1(x)

Obr. 5.5: Tlustrace p-hodnoty pro alternativu ve tvaru 6 # 6y



158

Testovani hypotéz - princip

5. Rozhodnuti na zdkladée p-hodnoty.

P-hodnota nam tika jaka je minimalni hladina vyznamnosti, na niz by-
chom pri daném vybérovém souboru mohli nulovou hypotézu zamit-
nout. Napriklad: je-li p-hodnota = 0,006, pak nulovou hypotézu H, muzeme
zamitnout na hladinach vyznamnosti 0,006 a vyssich. Jinak fe¢eno: nulovou hy-
potézu Hy mizeme zamitnout se spolehlivosti nejvyse 0,994. Zvolime-li si spo-
lehlivost testu vyssi nez 0,994, p-hodnota = 0,006 nesvéd¢i pro zamitnuti nulové
hypotézy.

v/

Je zfejmé, ze ¢im mensi je p-hodnota, tim silnéjsi je vypovéd nahodného vybéru
proti nulové hypotéze. Ale jak mala musi byt p-hodnota, aby empiricka vypoved
byla dostatecné silnd k zamitnuti nulové hypotézy? Vysledek testu obecné za-
visi na zvolené hladiné vyznamnosti «. Pti znamé p-hodnoté je rozhodnuti dano
tabulkou 5.2.

Tab. 5.2: Rozhodovéani na zékladé p-hodnoty

p-hodnota Rozhodnuti
p-hodnota < «a Zamitame H, ve prospéch H.
p-hodnota > « Nezamitame H).

Neni-li pti testovani hypotéz specifikovana hladina vyznamnosti «, pak o zamit-
nuti nulové hypotézy rozhodujeme vétsinou na zdkladé nésledujiciho schématu
(Tab. 5.3), které je zalozeno na nejbéznéji pouzivanych hladindch vyznamnosti
0,01 a 0,05.

Tab. 5.3: Rozhodnuti na zdkladé p-hodnoty, neni-li specifikovdna hladina vyznamnosti a

p-hodnota Rozhodnuti

p-hodnota < 0,01 Zamitame H) ve prospéch H.

0,01 < p-hodnota < 0,05 Vétsinou doporuujeme opakovat test s veétSim
rozsahem vybéru.

p-hodnota > 0,05 Nezamitdme H).

Je-li p-hodnota < 0,01, pak je také p-hodnota < 0,05 a na obou obvyklych hla-
dindch vyznamnosti nulovou hypotézu zamitame. Je-li p-hodnota > 0,05, pak je
taktéz p-hodnota > 0,01 a na obou obvyklych hladindch vyznamnosti nulovou hy-
potézu nezamitame. Je-li 0,01 <p-hodnota < 0,05, pak na hladiné vyznamnosti
0,01 nulovou hypotézu nezamitame, avsak na hladiné vyznamnosti 0,05 nulovou
hypotézu zamitame. V tomto pripadé je vhodné test opakovat s vétsim rozsahem
vybéru.



5.2 Pristupy k testovani hypotéz

159

Zamitame H, . Nerozhodna oblast . Nezamitame H,

0,05

A
v

0,01 p-hodnota

Obr. 5.6: Schéma pro rozhodovani o spravnosti nulové hypotézy (zaloZeno na hladindch
vyznamnosti 0,01 a 0,05)

Priklad 5.1. Vysku asijskych hybrid lilif 1ze modelovat nahodnou veli¢inou s nor-

malnim rozdélenim N (100;144); tzn. prumérnd vyska p tohoto druht lilif je 100

cm a smérodatna odchylka vysky o je 12 cm. Skupina 100 kust téchto lilii byla

péstovana za priznivéjsich podminek, aby se zjistilo, zda se vyska zvysi.

a) Urcete kritickou hodnotu primérné vysky tohoto vzorku, pii jejimz prekroceni
bude mozno se spolehlivosti 0,95 tvrdit, Ze nové péstebni podminky vedly ke
zvyseni sttedni vysky asijskych hybridi lilii.

b) Prumérnd vyska testovaného vzorku lilif je 102,5 cm. Ovéite klasickym testem,
zda lze se spolehlivosti 0,95, resp. 0,99, tvrdit, Ze nové péstebni podminky vedly
ke zvyseni stfedni vysky asijskych hybrida lilii.

¢) Prumérnd vyska testovaného vzorku lilif je 102,5 cm. Ovérte ¢istym testem vy-
znamnosti, zda lze se spolehlivosti 0,95, resp. 0,99, tvrdit, Ze nové péstebni pod-
minky vedly ke zvyseni stredni vysky asijskych hybrida lilii.

d) Naértnéte prislusnou operativni charakteristiku.

Reseni. Ze zadani tlohy je zfejmé, ze mame rozhodovat o stfedni hodnoté vysky
rostliny, pricemz smérodatnou odchylku vysky lze povazovat za znamou.

ada)
V této casti tlohy mame zadanu spolehlivost testu 1 — a = 0,95 a tim i prav-
dépodobnost chyby I. druhu a = 0, 05. Pokud by byly nové péstebni podminky
uc¢inné, mélo by dojit ke zvyseni pramérné vysky lilii 4. Nulovou a alternativni
hypotézu proto stanovime ve tvaru

Hy: p =100,
Hy o p>100.

V dalsim kroku bychom méli najit vhodné testové kritérium 7'(X), tzn. vy-
bérovou charakteristiku, ktera ma vztah k nulové hypotéze a jejiz rozdéleni za
predpokladu platnosti nulové hypotézy zname.

V tomto pripadé lze jako testové kritérium zvolit praimeérnou vysku 100 lilii
X100, kterd ma, dle centralni limitni véty, za predpokladu platnosti nulové
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hypotézy Hjy, normélni rozdéleni se sttedni hodnotou p = 100 cm a rozptylem
2 144
g = 1,44 [cmﬂ.
n 100
TX) = X100
X100 — N(1007 1, 44)

Podle tvaru alternativni hypotézy je ziejmé, Ze v neprospéch nulové hypotézy
budou vypovidat vysoké hodnoty primérné vysky zkoumaného vzorku lilii.
Kritickou hodnotu X j,;; primérné vysky uréime z podminky uvedené v zadani.
Pravdépodobnost, ze primérnd vyska zkoumaného vzorku prekroci kritickou
hodnotu X4, tj. pravdépodobnost chyby I. druhu, mé byt 0,05.

P (7100 > ykm‘t) =0,05

Ozna¢me () distribu¢ni funkci ndhodné veli¢iny X 19 za predpokladu plat-
nosti Hy. Pak o
1— Fy (ka't) - O, 05

Postupnymi tdpravami urc¢ime Xy, ;.

Py (Xkrie) = 0,95

Xt — 100
o) =0,95
o (M) o
Xy =100 _
T 0,95

Xppit — 1
Kirie ~ 100 645 (viz Tabulkal)

VI, 44

Xt = 102,0cm, tj. W > 102, 0 cm

Kriticky obor W je pro tento test vymezen hodnotami primérné vysky X g
vyssimi nez 102,0 cm. Tzn., bude-li primérna vyska 100 rostlin vyssi nez 102,0
cm, muzeme na hladiné vyznamnosti 0,05 zamitnout nulovou hypotézu ve pro-
spéch alternativy a tvrdit, Ze nové péstebni podminky vedly ke zvysSeni stfedni
vysky asijskych hybridua lilii.

Klasicky test provadime tak, ze ovérime, zda prislusna vybérova charakteris-
tika, resp. pozorovana hodnota vhodného testového kritéria, lezi v kritické ob-
lasti W, resp. v kritické oblasti testového kritéria W*, uréeného pro prislusnou
spolehlivost testu.

Nulova a alternativni hypotéza byly stanoveny ve tvaru

Hy: p =100,
Hy: p> 100.
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adc)

Pro spolehlivost testu 0,95 (hladinu vyznamnosti 0,05) byl v otdzce a) stanoven
kriticky obor W > 102,0 cm. Je zfejmé, ze prumérnd vyska X199 = 102,5 cm
sledovaného vzorku lilif lezi v kritickém oboru W'.

Se spolehlivosti 0,95 lze tedy tvrdit, Zze zamitdme H, ve prospéch H 4, tzn., Ze
nové péstebni podminky vedly ke zvyseni sttedni vysky asijskych hybrida lilii.

Chcete-li o spravnosti nulové hypotézy rozhodnout s jinou spolehlivosti, musite
urcit znovu kriticky obor W. Mate-li rozhodovat se spolehlivosti 0,99, pak
pravdépodobnost chyby I. druhu «, tj. pravdépodobnost prekroceni kritické
hodnoty primérné vysky X, pti platnosti nulové hypotézy Hy, je 0,01.

P (7100 > ykm’t) =0,01

Oznaéme F(z) distribuéni funkci ndhodné veli¢iny X 19 za predpokladu plat-
nosti Hy. Pak o
1 — Fyg (Xpt) = 0,01

Postupnymi tpravami urcime X g,.;.

Fy (Ykrit) =0,99
Ykrit — 100
() =0,99
_( V1,44 ) ’
Xk’r‘it — 100 — 5
—\/m — ~0,99
X it — 100
SRt — 9,396 (viz Tabulkal)

VI H
Xt =2 102, 8 cm, tj. W > 102, 8 cm

Pro spolehlivost testu 0,99 (hladinu vyznamnosti 0,01) je zfejmé, Ze priimérnd
vyska X199 = 102,5 cm sledovaného vzorku lilif nelezi v kritickém oboru W.

Vsimneéte si, Ze rozhodnuti o vysledku testu je vazano na zvolenou spolehlivost
testu, tj. na zvolenou pravdépodobnost chyby I. druhu «. Zvyseni spolehlivosti
testu z 0,95 na 0,99 vedlo k rozsireni oboru prijeti V (zuZeni kritického oboru
W), tzn., Ze k zamitnuti nulové hypotézy bylo zapotrebi zjistit ,extrémnéjsi*
hodnoty prislusné vybérové charakteristiky — v nasem pripadé vyssi prumeérnou
vysku sledované skupiny lilii.

Rozhodnuti v ¢istém testu vyznamnosti je provadéno na zakladé p-hodnoty.

Nulova a alternativni hypotéza byly stanoveny ve tvaru

Hy: u =100,
Hy: p > 100.
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Jako testové kritérium T'(X) jsme zvolili primérnou vysku Xy sledovaného
vzorku lilif, ktera ma v pripadé platnosti nulové hypotézy rozdéleni

X100 — N (100; 1, 44)
Pro dany tvar alternativy je
p-hodnota =1 — Fy (xops)

kde zops je pozorovand hodnota priamérné vysky lilif (102,5 cm) a Fy(z) je dis-

tribuc¢ni funkce testového kritéria v pripadé platnosti nulové hypotézy. V nasem

ptipadé je Fy(z) distribuéni funkei rozdéleni N (100; 1, 44).

102,5 — 100
J1. 44

Je zfejmé, ze nulovou hypotézu Hj 1ze zamitnout na hladiné vyznamnosti 0,019
a vyssich, tj. se spolehlivosti 0,981 a nizsi.

p-hodnota =1 — Fy (102,5) =1—® ( ) =1-0,981=0,019

Se spolehlivosti 0,95 lze tedy tvrdit, ze zamitame Hy, tzn., ze nové péstebni
podminky vedly ke zvyseni stfedni vysky asijskych hybrida lilii.

Se spolehlivosti 0,99 1ze tedy tvrdit, ze nezamitame Hy, tzn., ze nové péstebni
podminky nevedly ke zvyseni stfedni vysky asijskych hybrida lilii.

Operativni charakteristika je zavislosti pravdépodobnosti chyby II. druhu 5 na
konkrétnich hodnotéch alternativy (pii pevné zvolené hodnoté «). Abychom
mohli nac¢rtnout operativni charakteristiku, stanovime si proto hodnoty prav-
dépodobnosti chyby II. druhu (5) pro nékolik riuznych hodnot specifikovanych
v jednoduché alternativé (napt. 100,5 cm; 101,0 cm; 101,5 cm; 102,0 cm; 103,0
cm a 104,0 cm).

Pripomente si, ze pravdépodobnost chyby II. druhu je
P(T(X) € VI[Ha) = 5,
kde V* oznacuje obor prijeti.

Zvolime-li pravdépodobnost chyby I. druhu a = 0, 05, pak k nezamitnuti nulové
hypotézy dojde tehdy, neprekroci-li priimér X199 hodnotu 102,0 cm (viz tiloha
a), tj.

P (X100 < 102,0|H4) =

Nulovou a jednoduché alternativni hypotézy stanovime ve tvaru

Hy: =100,
Hy, o opo=p, Vi=1,2,...,6
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kde py = 100, 5; o = 101, 0; ug = 101, 5; g = 102, 0; 5 =

Je ziejmé, ze plati-li H,, pak

7100 — N (,uz, ]_,44) .

103, 0; ug = 104, 0.

Oznacme F3,, distribuc¢ni funkci ndhodné veliciny X190 za predpokladu plat-

nosti Hy.

Po dosazeni dostaneme

B(wm) = P (Xioo <102,0/Ha,) =
= &(1,25) =0,89%4

Bp2) = P (Xioo < 102,0[Ha,) =
= $(0,83) =0,798

B (/,63) = P (7100 < 102,0|HA3) =
= ®(0,42) = 0,662

B(pa) = P (X0 <102,0[Ha,) =
= &(0,00)=0,5

6 (ILL5) = P (7100 < 10270|HA5) =
= ®(-0,83) =0,202

B(,ug) = P(yloo < 10270|HA6) =
— ®(—1,67) = 0,050

B 095
0,80

0,60
0,40
0,20

0,00
100 101 102

Fx, (102,0) =
Fg, (102,0) =
Fy, (102,0) =
Fg, (102,0) =
Fy, (102,0) =

Fy, (102,0) =

Operativni charakteristika

103 104

Ha

1 -1
o 02,0 — 100, 5

)

)

)

102, 0 104 0
o

(=
( 0

\/_4
®(102,\(}_4
( 0—

\/_4
( 0

¢—4
(

2

105

)
=)
)
=)
)
)
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Shrnuti:

Pojmem testovani statistickych hypotéz oznacujeme rozhodovani o pravdivosti pa-
rametrickych, resp. neparametrickych hypotéz o populaci. V tomto rozhodo-
vacim procesu proti sobé stoji nulova a alternativni hypotéza. Nasim cilem je
rozhodnout, zda data z vybérového souboru X odpovidaji nulové hypotéze.

Jelikoz pri rozhodovani o nulové hypotéze vychazime z vybérového souboru, ktery
nemusi dostatecné presné odpovidat vlastnostem zakladniho souboru, mtizeme se pri
rozhodovani dopustit chyby. Pfi rozhodovani mohou nastat situace, které popisuje
Tab. 5.1, kterou zde pro prehlednost uvadime znovu.

Vysledek testu

Nezamitame H, Zamitame H,
2 . Spravné rozhodnuti Chyba I. druhu
o | Plati H, 1 lehli hladi ; .
)§ — a (spolehlivost testu) | a (hladina vyznamnosti)
= . .
X . Chyba II. druhu Spravné rozhodnuti
@ | Plati f, B 1 — [ (sila testu)

Pravdépodobnosti a a 3, s nimiz chyby I. a II. druhu nastévaji, rozhoduji o kvalité
testu. Ve statistice se voli jako rozhodujici vstupni parametr testu pravdépodobnost
chyby I. druhu - hladina vyznamnosti a. Chybu II. druhu S snizujeme volbou vhod-
ného testu (pokud mame moznost vybéru) popiipadé zvétsenim rozsahu vybérového
souboru.

Zavislost pravdépodobnosti chyby II. druhu § na presné specifikaci alternativni hy-
potézy je graficky interpretovina operativni charakteristikou. Operativni cha-
rakteristika byva v praxi taktéz nahrazovana krivkou sily testu, coz je graf zavis-
losti sily testu 1 — [ na presné specifikaci alternativni hypotézy.

Pri testovani hypotéz se bézné muzeme setkat se dvéma pristupy — klasickym testem
a Cistym testem vyznamnosti.

Klasicky test se sklada z nékolika kroku:

1. Formulace nulové a alternativni hypotézy.

2. Volba testové statistiky (testového kritéria) T(X), tj. vybérové charakteristiky,
kterd méa vztah k nulové hypotéze. Je pritom nutné, abychom znali rozdéleni
T(X) v pripadé platnosti nulové hypotézy.

3. Sestrojent kritického oboru W a oboru prijeti V. Kriticky obor W pritom odpovida
hodnotam testového kritéria, které v pripadé platnosti nulové hypotézy nastavaji
s nizkou pravdépodobnosti a.
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4. Vigpocet pozorované hodnoty testové statistiky T(X) znacené xops.

5. Formulace zdveru testu- bud nulovou hypotézu zamitame ve prospéch alternativy,
nebo nulovou hypotézu nezamitame.

Na rozdil od klasického testu nemusime pro ¢isty test vyznamnosti znat hladinu
vyznamnosti o jako vstupni idaj. Jeho vysledek, p-hodnota, naAm umoznuje rozhod-
nout, na jakych hladindch vyznamnosti muzeme nulovou hypotézu zamitnout (resp.

nezamitnout).

Cisty test vyznamnosti se skladd z nasledujicich kroku:

1. Formulace nulové a alternativni hypotézy.

2. Volba testové statistiky (testového kritéria) T(X).

3. Vigpocet pozorované hodnoty testové statistiky T'(X) znacené xops.
4

. Vgpocet p-hodnoty.

p-hodnota je tedy nejnizsi hladina vyznamnosti, na niz miazeme nulovou hypotézu
zamitnout a zaroven nejvyssi hladiny vyznamnosti, na niz se jiz nulova hypotéza
nezamitd. P — hodnotu vypocCteme podle jedné ze ti1 moznych definic v zavis-
losti na tvaru alternativni hypotézy. Je pritom nutné, aby alternativni hypotéza
korespondovala s vybérovym souborem.

Tvar alternativni hypotézy H, p-hodnota
0 <6, p-hodnota = Fy(xpps)
0 > 6, p-hodnota = 1 — Fy(xpps)
6 # 6o p-hodnota = 2min{Fy(xops); 1 — Fo(x0gs)}

5. Rozhodnuti na zdkladé p-hodnoty. Rozhodujeme-li o spravnosti nulové hypotézy se
spolehlivosti 1 —a;, tj. na hladiné vyznamnosti «, pak je rozhodnuti dano tabulkou

5.2.

p-hodnota

Rozhodnuti

p-hodnota < a

Zamitame H, ve prospéch H.

p-hodnota > «

Nezamitame H,.

V naésledujicich kapitolach budeme pro rozhodovani o statistickych hypotézach
pouzivat vyhradné Cisty test vyznamnosti.
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2 Kontrolni otazky

1. Doplite
a) Statistickd hypotéza je vyrok o ............

b) Rozhodovaci proces, ktery pouzivaime k uc¢inéni zavéri o rozdéleni ndhodné
veli¢iny na zdkladé vybérového souboru a hypotéz se nazyva ............

c¢) Pri testovani hypotéz se rozhodujeme mezi ............ A e hypo-
tézou.

d) Obor hodnot testové statistiky (testového kritéria) lze rozdélit na dvé dis-
junktni mnoziny nazyvané ............ R

e) Kriticky obor se stanovuje tak, aby pravdépodobnost, ze hodnota testové sta-
tistiky padne do kritického oboru byla v ptipadé platnosti nulové hypotézy

f) Pravdépodobnost chyby I. druhu i chyby II. druhu lze snizit, zvysime-li.........

g) Graf zavislosti pravdépodobnosti chyby II. druhu 5 na konkrétni specifikaci
alternativni hypotézy je nazyvan ............

h) Pristup k testovani hypotéz, ktery je zaloZen na rozhodovani pomoci kritického
oboru byva nazyvan ............

i) Piistup k testovani hypotéz, ktery je zalozen na rozhodovani pomoci p-hodnoty
byva nazyvan ............

j) Pri testovani hypotéz je mozno ucinit dvé rozhodnuti - ............ nebo

k) Je-li p-hodnota = 0,03, pak ............ nulovou hypotézu se spolehlivosti
0,95.
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Reseni @

Kontrolni otazky

1. a) rozdéleni ndhodné veli¢iny
b) testovani hypotéz
¢) nulovou a alternativni
d) kriticky obor a obor prijeti
e) pravdépodobnosti chyby I. druhu, tj. hladiné vyznamnosti «
f) rozsah vybéru
g) operativni charakteristika
h) klasicky test
i)
j)
k) zamitdme

Cisty test vyznammnosti

zamitame nulovou hypotézu nebo nezamitdme nulovou hypotézu
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Kapitola 6

Jednovybérové testy
parametrickych hypotéz

Cile
Po prostudovani tohoto odstavce budete umét testovat hypotézy
e 0 rozptylu a stfedni hodnoté norméalniho rozdélent,

e 0 medidnu (neparametrické testy o stfedni hodnoté),

e 0 parametru 7 alternativniho rozdéleni.
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Jak jiz bylo uvedeno, hypotézy a jim prislusné testy délime podle poctu Setfenych
populaci na jednovybérové, dvouvybérové a vicevybérové. V této kapitole uvedeme
casto pouzivané jednovybérové testy parametrickych hypotéz, tj. testy o paramet-
rech jedné populace. Pro kazdy test budou popsany situace, v nichz se test pouziva,
nulova a alternativni hypotéza a testové kritérium T'(X) véetné jejtho nulového roz-
déleni. Pti testovani se zamétime témér vyhradné na ¢isty test vyznamnosti, tj. na
testovani s vyuzitim p-hodnoty. (Postup uplatiiovany pfi ¢istém testu vyznamnosti
si muzZete pripomenout v kapitole 10.2.2.)

Pozndamka: V resenych prikladech byl pro vypocet p-hodnoty pouZzit vijpocetni applet
vybrana_rozdeleni.zlsx, ktery je prilohou této ucebnice.

Castou statistickou tilohou je rozhodnout, zda neznamy parametr rozdéleni populace
(nejcastéji stredni hodnota, rozptyl nebo relativni ¢etnost) je roven néjaké konkrétni
¢iselné hodnoté, resp. zda je neznamy parametr rozdéleni populace vétsi ¢i mensi nez
néjaka konkrétni ¢iselna hodnota. Rozhodovaci proces, ktery je pro feseni téchto tiloh
pouzivan, byva oznacovan jako jednovybérovy test. Testy o parametrech populace
délime na

e parametrické,

e neparametrické (robustni).

Za parametrické oznacujeme testy, které predpokladaji konkrétni rozdéleni populace
(nejcastéji normalni rozdéleni). Testy, které nepredpokladaji konkrétni rozdéleni po-
pulace, se nazyvaji neparametrické. Neparametrické testy se uzivaji zejména k ana-
lyze tdaji, které nevyhovuji pozadavkiim na rozdéleni v parametrickych testech,
napriklad jednovybérovém, dvouvybérovém, resp. parovém t testu.

6.1 Test o rozptylu normalniho rozdéleni

Predpokladejme, Ze mame norméalné rozdélenou populaci se stiedni hodnotou u a
rozptylem o2 a Zadny z parametrii p, o2 nezndme. Na zakladé vybéru X, Xo, ..., X,
z dané populace chceme ovéfit predpoklad, zda rozptyl populace o2 se rovna hodnoté

2
0g-

Nezndmy rozptyl o? odhadneme vybérovym rozptylem s?, ktery uréime z pozoro-

vanych vybérovych hodnot xy,xs, ..., x,. Je zfejmé, Ze vypoctena a predpokladana
hodnota rozptylu (s? a o) se mohou od sebe liSit. Rozdil miZe byt pouze ne-
vyznamny a lze ho pricist uc¢inku nahodnych vlivid, ptsobicich pti vybéru. Tento
rozdil vSak muze byt i nendhodny (fikame také statisticky vyznamny nebo sig-
nifikantn{). Test o rozptylu tak predstavuje ovéieni, zda se vybérovy rozptyl s? a
piedpoklddany rozptyl o2 lisi statisticky vyznamné nebo pouze ndhodné.

Nulovou hypotézu Hy zvolime ve tvaru o2 = o2. Zatimco volba nulové hypotézy je
ziejmd, u alternativy H, miizeme volit ze tif moZnosti: 0% < o2, 0?2 > 032, 0% # o2.
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Jako testové kritérium pouzijeme vybérovou charakteristiku

2
T(X) = Z5(n - 1)

ktera ma v piipadé platnosti nulové hypotézy x? - rozdéleni s n — 1 stupni vol-
nosti (kapitola 3.8.1). Déle pak pokrac¢ujeme podle obecného schématu ¢istého testu
vyznamnosti, tj. uréime pozorovanou hodnotu xppgg, na zakladé tvaru alternativni
hypotézy vypocteme p-hodnotu a pokud je p-hodnota mensi nez hladina vyznam-
nosti «, zamitneme nulovou hypotézu. VSechny tfi varianty testu o rozptylu, véetné
predpokladu testu, jsou uvedeny v tabulce 6.1.

Tab. 6.1: Test o rozptylu

Nulova | Alternativni | Testové kritérium | Nulové p-hodnota
hypotéza hypotéza T(X) rozdéleni
Hy Ha
g% < a? ) Fo(xops)
0 =0} 0% > a§ —n-1) X1 1 — Fy(xops)
o? # af ? 2min{Fy(xgps); 1 — Fo(xpps)}
Piedpoklad testu: Populace ma normalni rozdé€leni s neznamou stfedni hodnotou.

Déle popisované testy pak budou ve stru¢nosti uvadény pomoci obdobnych tabulek.

Priklad 6.1. Hmotnost kulecnikové koule 1ze pokladat za ndhodnou veli¢inu s roz-
délenim N (u, 0?). Hodnotime-li kvalitu sady kule¢nikovych kouli, nezdlezi ani tak na
tom, kolik presné jednotlivé koule vazi, jako na tom, aby byly stejné tézké. Za kvalitni
se povazuji koule, jejichz smérodatnd odchylka hmotnosti neprekracuje 2 gramy. Pri
zkousce deseti nahodné vybranych kouli znacky KULKOUL byly zjistény nasledujici
hodnoty jejich hmotnosti [g]:

170 176 168 170 173 169 168 170 170 170

Ovétte, zda lze koule znacky KULKOUL povazovat za kvalitni.

Reseni.

Meéritkem kvality kuleénikovych kouli je smérodatna odchylka jejich hmotnosti.
Chceme-li testovat smérodatnou odchylku, prevedeme dany problém na test roz-
ptylu. Za kvalitni se povazuji koule, jejichz smérodatna odchylka ¢ hmotnosti ne-
prekracuje 2 g, tj. koule, jejichz rozptyl hmotnosti o nepfekracuje 4 g2

Budeme testovat nulovou hypotézu

Hy: o%=4.



6.1 Test o rozptylu normalniho rozdéleni 171

> (2i—7)?
Rozptyl s* hmotnosti n = 10 testovanych kouli uréime jako s* = =—— kde
T
10
AT 7041764 ...+ 170
5 = _ —170,3¢
n 10
10 .
o L@ =T 170 170,8)2 + (176 = 170,3)% + ...+ (170 — 170,3)
-1 10—1 =
= 5,3¢°

Zajima nas, zda rozptyl hmotnosti kouli pfekrac¢uje 4 ¢g*. Vzhledem k tomu, Ze vy-
bér neni v rozporu s timto oc¢ekavanim (vybérovy rozptyl s* je vétsi neZ testovand
hodnota rozptylu (4 g%)), zvolime alternativni hypotézu ve tvaru

Hy 0% > 4.

Pro test o rozptylu normalniho rozdéleni pouzivame testové kritérium

82

T(X)= ;(n —1).
majici v pifpadé platnosti nulové hypotézy x? - rozdéleni s n — 1 stupni volnosti.
Jelikoz v zadani ptikladu je uvedeno, zZe 1ze predpokladat normalitu hmotnosti ku-
le¢nikovych kouli, nemusime normalitu ovérovat.

Pozorovana hodnota testového kritéria je

5,3
zops =T(X)|n, = ZT(10 —1)=11,88.

Vzhledem k tvaru alternativni hypotézy uréime p-hodnotu podle vztahu
p-hodnota =1 — Fy(zops), (viz tab. 6.1)

kde Fy(x) je distribu¢ni funkce x? - rozdéleni s 9 stupni volnosti.
p-hodnota =1 — Fy(11,88) = 0,22 (viz vybrana_rozdeleni.xlsx),

p-hodnota je vétsi nez 0,05. Na hladiné vyznamnosti 0,05 nezamitame nulovou hypo-
tézu, rozdil mezi predpokladanym populacnim rozptylem o2 a zjisténym vybérovym
rozptylem (s?) je statisticky nevyznamny (zpiisobeny ndhodnym kolisdnim). Nelze
tedy tvrdit, Ze rozptyl hmotnosti kuleénikovych kouli je v&tsi nez 4 g*. Sadu kulec-
nikovych kouli znacky KULKOUL lze oznacit za kvalitni.

A
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6.2 Testy o stredni hodnoté normalniho rozdéleni

Predpokladejme, ze mame normalné rozdélenou populaci se stfedni hodnotou u a
rozptylem o?. Predpoklddejme, Ze parametr p nezndme. Na zékladé vybéru X, X,
az X, chceme ovérit predpoklad, Ze se stfedni hodnota (populacni priamér) p rovna
urcité hodnoté .

Nejlepsim bodovym odhadem neznamé stfedni hodnoty je vybérovy prameér z. Jde
nam o ovéreni, zda se vybérovy prumér (Z) a populaéni prumér (stiedni hodnota
to) lisi statisticky vyznamné nebo zda lze jejich rozdil prisoudit ndhodnym vlivam.
Testujeme nulovou hypotézu Hy: p = po vaci alternativé u < pg, g > po nebo
i # jig. Volba testového kritéria z4visi na tom, zda zndme populacni rozptyl o2.

6.2.1 Jednovybérovy 2 test

Ma4-li populace normélni rozdéleni o zndmém rozptylu o2, pouzivame tzv. jedno-
vybérovy z test. Tento test (viz tab. 6.2) uvddime pouze pro zajimavost - v praxi
se obvykle nesetkavame se situaci, kdy bychom znali rozptyl populace a neznali jeji
stfedni hodnotu.

Tab. 6.2: Jednovybérovy z test

h?;l)l(l)(‘ze\’:,;a A}llt;prr;?:z\;m Testové kritérium | Nulové it
T(X) rozdéleni
Ho Ha
u < U = Fy(xops)
"= U U > U X 'u\/ﬁ (Vf\zllgaop.;i‘)_z) 1 — Fy(x0ps)
K # [ G 2min{Fy(xops); 1 — Fo(xpps)}
Piedpoklad testu: Populace ma normalni rozdéleni se znAmym rozptylem g2.

6.2.2 Jednovybérovy t test

Mame-li norméalné rozdélenou populaci s neznamou stfedni hodnotou p a neznamym
rozptylem o2, pouZijeme k ovéieni piedpokladu, Ze se stfedni hodnota (populacni
prumér) p rovnad urcité hodnoté g jednovybérovy ¢ test.

Tab. 6.3: Jednovybérovy t test

Nulova | Alternativni e ,
hvpotéza . Testové kritérium | Nulové Pieinei
P T(X) rozdéleni
Hy Ha
U< Ho X—u . Fy(xops)
U= Ho K> Ko S Vn (viz k. 3.9.1) 1 — Fy(xgps)
U #F U 2min{Fy(xgps); 1 — Fo(xgps)}
Piedpoklad testu: Populace ma normalni rozdéleni s neznamym rozptylem.
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Poznamka:

Jednovybérovy t test muzZeme pouZit pouze v pripadé, md-li populace md normdlni
rozdeleni s neznamym rozptylem. V pripadé vyrazné nenormality davdme pred t tes-
tem prednost nekterému z neparametrickijch testu, nejcastéji medidnovému testu
(kapitola 11.3) nebo jednovybérovému Wilcoxonovu testu (kapitola 11.4).

Piiklad 6.2. Inteligencni kvocient (IQ) popisuje inteligenci jednotlivece v poméru
k ostatni populaci, pficemz za stfedni hodnotu se povazuje 1Q 100 bodi. Je znamo,
ze I1Q ma normélni rozdéleni. P1i testu inteligence, kterého se ztucastnilo 10 nahodné
vybranych studenti posledniho ro¢niku vybérové skoly ASNEM, byly naméreny
nasledujici hodnoty 1Q.

65 98 103 77 93 102 102 113 80 94

Ovérte ¢istym testem vyznamnosti hypotézu, ze na skole ASNEM je sttedni hodnota
IQ studenti zavérecného roéniku skoly ASNEM podprimérna.

Resend.
Budeme testovat nulovou hypotézu

Ho : n = 100.

Pramérné 1Q 10 testovanych studentt je

10

POEL 65+ 984...+94

n 10

7= = 92,7.

Zjisténé prumérné 1Q (92,7) je mensi nez testovand hodnota (100), coz je v souladu
s oCekavanim, ze IQ studentti bude nizsi nez 1Q dospélé populace. Alternativni
hypotézu proto zvolime ve tvaru

Hi: p < 100.

Pro jednovybérovy t test, tj. test o stiedni hodnoté normalniho rozdéleni s nezna-
mym rozptylem, pouzivame testové kritérium

tm,

T —

T(X) =
(X) ="
majici v pripadé platnosti nulové hypotézy Studentovo rozdéleni s n — 1 stupni
volnosti. Jelikoz je v zadani prikladu uvedeno, zZe lze predpokladat normalitu 1Q),
nemusime normalitu ovérovat.

Proto, abychom mohli ur¢it pozorovanou hodnotu testového kritéria, musime nej-
diive vypocitat vybérovou smérodatnou odchylku s.
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)2

_ \/(65—93)2+(98—1?)3_)i+--.+(94—93)2 14,5

Pak

92,7 — 100
LTOBS — T(X)’Ho = T5\/1_0 = —1,59.

Vzhledem ke tvaru alternativni hypotézy urc¢ime p-hodnotu podle vztahu
p-hodnota = Fy(rops),

kde Fy(x) je distribuéni funkce Studentova rozdéleni s 9 stupni volnosti.
p-hodnota = Fy(—1,59) = 0,073 (viz vybrana_rozdeleni.xlsx)

p-hodnota je vétsi nez 0,05. Na hladiné vyznamnosti 0,05 nezamitdme nulovou hy-
potézu, nelze tedy tvrdit, ze stfedni hodnota [Q studentti zavérecného roc¢niku skoly
ASNEM je podprimeérna. Jinak feceno, rozdil mezi predpoklddanou sttedni hodno-
tou 1Q a pozorovanym pramérnym IQ je statisticky nevyznamny.

A

6.3 Kvantilovy test

Kvantilovy test umoznuje na zakladé vybéru X, X, ..., X, ovérit predpoklad, Ze se
100p% kvantil x,, rovna urcité hodnoté x,,. Tento test patii do skupiny neparamet-
rickych testi, tj. testi, které nepredpokladaji urcité rozdéleni populace. Pouzivame
jej zejména jako medidanovy test v pripadech, kdy chceme testovat stfedni hodnotu
populace, kterda ma vyrazné zesikmené rozdéleni. Jelikoz tento test ma malou silu
(pravdépodobnost chyby II. druhu je velkd ve srovnéni s jinymi testy), je vhodné
mit k dispozici vybér o vétsim rozsahu.

V kvantilovém testu vychazime z nulové hypotézy, ze 100p% kvantil spojité ndhodné
veli¢iny X je roven konstanté x,,, tj. z, = x,,. PTi volbé alternativni hypotézy mame
tii moznosti: x, < xp,, Tp > Tp,, Tp 7 Tp,.

Méjme ndhodny vybér X, Xs, ..., X,,. Necht ndhodné veli¢ina Y modeluje pocet
Y Y )

pozorovani v nahodném vybéru, u nichz je pozorovana hodnota nahodné veliciny X

mensi nez testovana hodnota x,,, tj. < x,,.

Je ztejmé, ze plati-li nulova hypotéza, pak pravdépodobnost, ze néjaké pozorovani
bude mensi nez z,, je p. Pocet pozorovani v ndhodném vybéru, kterd jsou mensi

nez xp,, ma proto, za predpokladu platnosti nulové hypotézy, binomické rozdéleni
Bi(n;p).
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Tab. 6.4: Kvantilovy test

Nulova | Alternativni g .
hvbotéza P~ Testové kritérium | Nulové St
P T(X) rozdéleni
Hy Ha
Xp < Xp, Y, Fy(xoBs)
— kde Y ... pocet pozorovani (o _
xp xp(’ Xp > xpo v ndhodném vybéru, u nichz Bl(n’ p) - 1 FO (xOBS)
Xp F Xp, | Jex <axp 2min{Fy(xops); 1 — Fo(xops)}
Piedpoklad testu: ---

Poznamka: V pripade, Ze testujeme median, tzn. pro p = 0,5, pouZivame pro tento
test specidlni oznaceni - medidnovy test. Medidnovy test je alternativou jednouvy-
bérového t testu v situaci, kdy nelze predpoklidat normdini rozdéleni populace. V pri-
padé, Ze hodnoty analyzované ndhodné veliciny X jsou rozdily pdrovych pozorovdni,
uZivame pro medidnovy test ndzev znaménkovy test.

6.4 Jednovybérovy Wilcoxontv test

Dalsim prikladem neparametrického testu je Wilcoxonuv test. Méjme nahodny vybér
X1,..., X, ze spojitého rozdéleni s hustotou f, ktera je symetrickd kolem bodu a.
Z toho plyne, ze a musi byt rovno medidnu z 5. Jednovybérovy Wilcoxontv test je
urcen k testovani hypotézy x¢s = ¢ 5,. Pii volbé alternativni hypotézy médme opét
ti moznosti: zo5 < To5,, Tos5 > %050, L0,5 F T0.50-

Je-li nékterd z velicin X, Xs,...,X,, rovna testované hodnoté z(5,, obvykle toto
pozorovani z vybérového souboru vypustime. PoloZzme Y; = X;—x¢5,,7 = 1,2,...,n.
Velic¢iny Y; setadme vzestupné podle jejich absolutni hodnoty.

Yol=NYols . = Yo
Ozna¢me R} poradi veli¢iny |Y{;)|. Necht
ST=3"Rf, S =) R
Y;20 Y;<0
Testové kritérium ma tvar
T(X)=min(ST;S7).

Je-li alternativni hypotéza ve tvaru o5 # z¢5,, pak, dle klasického testu, nulovou
hypotézu zamitneme na hladiné vyznamnosti o v pripadé, Ze pozorovand hodnota
testového kritéria je mensi nebo rovna tabelované hodnoté w,a (tabulka T6). Pro
testovani pak pouzivame klasicky test, ktery je popsan v tabulce 6.5.
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Tab. 6.5: Wilcoxontv test

Nulova hypotéza | Alternativni hypotéza e o,
P yp Testové kritérium T (X) Kriticky obor
Hy Ha
— T(X) = min(S*;S7) (0; wpa),
*o5 = Xo5, Xo,5 F X050 (viz v{ie) kde o, a najdete v tabulce T6

Predpoklad testu: symetrie hustoty /'kolem medianu

Mame-li k dispozici vybér o dostateéné velkém rozsahu, vyuzijeme toho, ze ST mé
asymptoticky normélni rozdéleni s parametry

B(ST) = qn(n+ 1), D(ST)= in(n )20+ 1),

Testové kritérium pak ma tvar

ST — E(S+)

RV

a pri platnosti nulové hypotézy ma normované normalni rozdéleni N(0;1).

Tab. 6.6: Wilcoxontv test pro n > 30

Nulova Alternativni oy g ;
hvbotéza hyvpotéza Testové kritérium | Nulové “hodnota
P P T(X) rozdé€leni p
H, Ha
Xo,5 < Xo,5, s*-B(s) Fo(x0Bs)
Xo,5 = X055, | Xo0,5 > Xo,5, JD(s%) N(0;1) 1 — Fy(x0ps)
Xo,5 F Xo,5, (viz vige) 2min{Fy(xpps); 1 — Fo(xpps)}
Piedpoklad testu: symetrie hustoty f'kolem medianu

Poznamka: Pripomenme, Ze predpokladem jednovybérového Wilcoxonova testu je
symetrie hustoty f kolem medidnu. K zamitnuti Hy tak muZe dojit i tehdy je-li
median roven xgs,, ale hustota f je vyrazné asymetrickd.

Priklad 6.3. U 10 ndhodné vybranych osob byly zjistény nasledujici doby ¢ekani
@ [den] na preventivni prohlidku u pani zubaiky Hrozné.

65 98 103 7 93 102 102 113 80 94

Pani zubarka Hrozna tvrdi, Ze polovina pacienti ¢ekd na provedeni preventivni
prohlidky méné nez 90 dnti od objednani. Ovérte Cistym testem vyznamnosti tvrzeni
pani zubatrky Hrozné.
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Reseni.
Ukazeme si feseni pomoci obou vysSe zminénych test hypotéz o medidnu. Prvni
krok, tj. stanoveni nulové a alternativni hypotézy, je v obou piipadech stejny.

Data seradime a urc¢ime vybérovy median.

65 77 80 93 94 98 102 102 103 113

94 +98
-

96

To5 =
Budeme testovat nulovou hypotézuu
Hy: x95=90
vuci alternative

Hy: x5 > 90 (vybérovy soubor ukazuje na to, zZe je mozné, Ze tvrzeni
doktorky Hrozné nemusi byt pravdivé).

Medidnovy (kvantilovy) test

Oznacme Y pocet pozorovani v nahodném vybéru o rozsahu 10, ktera jsou mensi nez
testovand hodnota medidnu, tj. 90. Testové kritérium 7'(X) = Y m4 za predpokladu
platnosti nulové hypotézy binomické rozdéleni Bi(10;0,5). Pozorovana hodnota tes-
tového kritéria zops = 3 (ve vybéru jsou 3 hodnoty mensi nez 90).

Protoze nulové rozdélenti je rozdéleni diskrétni a v neprospéch nulové hypotézy svedci
nizké hodnoty testového kritéria, uré¢ime p-hodnotu jako pravdépodobnost, Ze testové
kritérium nabude hodnoty nejvyse rovné pozorované hodnoteé.

3
1
p-hodnota = P(T(X) < 3|m,) = » (:) 0,5(1 —0,5)10 — k = 0,17
k=0

Vzhledem k pozorované p-hodnoté (0,17) nulovou hypotézu nezamitame.

Jednovybérovy Wilcoxoniv test

Pokud by median rozdéleni byl zo 5, = 90 dnil, pak jsou ndhodné veli¢iny Y¥; = X;—90
rovny

—25 8 13 —13 3 12 12 23 — 10 4.
Seradime je vzestupné podle jejich absolutnich hodnot, ¢imz ziskame

3 4 8 — 10 12 12 —13 13 23 — 25.
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svv s

1, nejvyssi hodnoté y; je pritazena hodnota n. Pokud soubor obsahuJe nekolik pozo-
rovani se stejnou absolutni hodnotou, je témto hodnotam pritazeno tzv. primérné
poradi. Napr. pozorovani -13 a 13 maji stejnou absolutni hodnotu, v serazeném sou-
boru maji poradi 7 a 8, proto je obéma témto hodnotam prifazeno primérné poradi
7,5.)

Yi 3 4 8 -10 12 12 -13 13 23 -25.
i’ 1 2 3 4 5,5 5,5 7,5 7,5 9 10

Testové kritérium ma tvar

T(X) =min(S*;97), kde ST =Y R*;, S~ => R*.

Y20 ;<0
Uréime pozorovanou hodnotu testovaciho kritéria.

st=> rt,=1424+3+55+55+7,5+9=233,5

Y20

—= Yt =4+7,5+10=21,5

y;<0
rops = min(st;s7) = 21,5

Kritickd hodnota jednovybérového Wilcoxonova testu pro hladinu vyznamnosti 0,05
w10(0,05) je 8 (viz tabulka T6). Pozorovana hodnota (21,5) je vétsi nez kritickd
hodnota (8), proto nulovou hypotézu nezamitame.

Povazovali-li bychom rozsah vybéru za dostateény (to bychom vsak méli délat pouze
v ptipadé, ze n > 30), mohli bychom jako testové kritérium pouzit

kde E(ST) = in(n +1),D(S) = 5in(n + 1)(2n + 1). Testové kritérium ma pii
platnosti nulové hypotézy normované normalni rozdéleni N(0; 1)

1 1
E(S%) = qn(n+1)=;-10-11 =275

1 1
D(S*) = gon(n+1)(2n +1) = 5 -10-11- 21 = 96,3

st B(ST) 335275
OBS DS 963

= 0,61
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p-hodnota =1 — ®(xpps) =1 — ®(0,61) = 0,27

I pri tomto pristupu k testu (pripomenme, ze vzhledem k nizkému rozsahu vybéru
je zde tento pristup uveden jen pro demonstraci postupu) jsme dosli k zévéru, ze

nezamitame nulovou hypotézu.
A

6.4.1 Test o parametru 7 alternativniho rozdéleni

Predpokladejme, zZe v sérii n nezavislych opakovani pokusu se néjaky nahodny jev A,
ktery ma stalou, ale nezndmou pravdépodobnost 7, vyskytl X-krat. Nahodny vybér
Xi,..., X, lze povazovat za vybér z alternativniho rozdéleni A(w). Pocet vyskytu
jevu A v takovéto skupiné n opakovani pokusu (ndhodnou veli¢inu X) lze povazovat
za ndhodnou veli¢inu s binomickym rozdélenim Bi(n; 7). Na zakladé téchto udaju
chceme ovérit predpoklad, Ze parametr 7 se rovna urcité hodnoté .

Neznamou pravdépodobnost m odhadujeme vybérovou relativni ¢etnosti p vyskytu
jevu A, tzn. podilem X/n. Jde ndm o ovéreni, zda se pozorovand relativni ¢etnost
(p) a predpoklddand pravdépodobnost () lisi statisticky vyznamné nebo zda lze
jejich rozdil prisoudit nahodnym vlivim. Pro provedeni tohoto testu musime mit

k dispozici vybér o dostatecném rozsahu n, tj. n > ﬁ
piL—p

Tab. 6.7: Test o parametru 7 alternativniho rozdéleni

Nuloya Alternapvm Testové kritérium | Nulové
hypotéza hypotéza T(X) rozdélent p-hodnota
Hy Ha
T < Ty p—T Fo(xops)
— _ N(0; 1)
T =T, > My n TAY 1 — Fy(xpps)
/ — (viz kap. 3.5)
T # Ty nd-m " 2min{Fy(xops); 1 — Fo(xops)}

9
p(1-p)

Piredpoklad testu: n >

Priklad 6.4. U 100 pojisténych aut bylo zjisténo, ze 18 aut je starsich nez 7 let.
Podle ptredpokladii a odhadii pojistovny nema podil aut starsich 7 let prekracovat
25%. Ovérte, zda je podil aut starsich nez 7 let skuteéné nizsi nez 25%.

Reseni.

Na zékladé vybéru X1, Xs, ..., X0 (100 pojisténych aut) chceme ovérit predpoklad,
ze podil aut starsich 7 let () je roven 0,25 (7). Pfipomenme si, Ze v nulové hypotéze
testujeme vzdy ,rovnost®. Tvrzeni, jehoz pravdivost chceme ovérit, uvadime obvykle
v alternative.
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Podminkou pro pouziti statistického testu je, aby rozsah vybéru byl dostatecny, tj.
aby byla splnéna podminka

9 9
n>—  tin>6098(=-—-" |,
p(1—p) ( = —f—&))

Abychom mohli ovérit odhad, ktery uvadi pojistovna, musime mit k dispozici vy-
sledky vybérového Setfeni o rozsahu alespon 61 pojisténych aut. Toto je splnéno.
V analyzovaném vybéru 100 pojisténych aut bylo zjisténo 18 aut starsich nez 7 let,
tzn. 18
=—=0,18.
P= To0

Nulovou hypotézu stanovime ve tvaru
Hy: n=0,25.

Vybérova relativni ¢etnost p aut starsich nez 7 let je mensi nez pravdépodobnost mg
odhadovana pojistovnou, proto alternativu volime ve tvaru

Hy: m<0,25.

Testovym kritériem je statistika

TX)=-—L""_/n
X)= L Vi

kterd ma v pripadé platnosti nulové hypotézy normované normélni rozdéleni N(0; 1).

Stanovime pozorovanou hodnotu testové statistiky a na zakladé tvaru alternativy
vypocteme p-hodnotu.

- 0,18 — 0,25
Tops = — /1 = — =2 __\/100 = 1,617
mo(1 — ) v/0,25(1 — 0,25)

p-hodnota = Fy(—1,617) = &(—1,617) = 0,053

Na hladiné vyznamnosti 0,05 nulovou hypotézu nezamitame, nelze tedy tvrdit, ze
podil aut starsich 7 let je nizsi nez 25%. (Vsimnéte si, Ze pokud bychom se spokojili
s vyss$i pravdépodobnosti chyby I. druhu (napt. 0,06), nulovou hypotézu bychom
zamitli a bylo by mozné prohlésit, ze podil aut starsich 7 let je nizsi nez 25%.)

A
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Shrnuti:

Obvyklou statistickou tlohou je rozhodnout, zda neznamy parametr rozdéleni po-
pulace (nejcastéji stiedni hodnota, rozptyl nebo relativni ¢etnost) je roven néjaké
konkrétni ¢iselné hodnoté, resp. zda je nezndmy parametr rozdéleni populace vétsi ¢i
mensi nez néjaka konkrétni ¢iselnda hodnota. Rozhodovaci proces, ktery je pro feSeni
téchto uloh pouzivan je oznacovan jako jednovybérovy test (parametrické hypo-
tézy). Testy vyzadujici znalost rozdéleni populace oznac¢ujeme jako parametrické.
K analyze tdajt, které nevyhovuji pozadavkiim na rozdéleni v parametrickych tes-
tech, napriklad v jednovybérovém t testu, pouzivame testy neparametrické. Slabsi
predpoklady, které k neparametrickym testiim neodmyslitelné patii, zpiisobuji, ze
tyto testy nejsou tak silné, jako jejich parametrické protéjsky.

Pripomente si, ze vice informaci nez samotny test poskytuji intervalové odhady
populacnich parametrii, které urcuji meze intervalu, v némz se populac¢ni parametry
nachézeji s pravdépodobnosti 1 — « (obvykle 1 — a = 0,95).

Strucny prehled jednovybérovych testl, s nimiz jsme se seznamili

Jednovybérové parametrické testy

Nézev testu LGN ARG Testova statistika T (X) N“l? Ve Pozniamka
parametr testu rozdéleni
Pfi ¢istém testu
rozptyl normalita 52 vyznamnosti
Test o rozptylu (smérodatna populace, — -1 X2, nelze pouzit
odchylka ) neznamé u g oboustrannou
alternativu.
normalita 7
Fh el 7
Jednovybérovy populace, u N N(0; 1)
Z test oo poh 2
stfedni zndmé o
hodnot: i -
Jednovybérovy odnota p normalita X—u
populace, vn th-1
t test fg 22 S
neznamé o

Test o rozptylu se pouziva k testovani nulové hypotézy, ktera rika, ze popula-
¢ni rozptyl normdiniho rozdéleni je roven zadané hodnoté. Test tedy odpovida na
otazku, zda na zdkladé ndhodného vybéru muzeme tvrdit, Ze se (neznamy) populac¢ni
rozptyl rovna zadanému ¢islu (resp. zda je mensi nebo vétsi nez zadané ¢islo).

Pokud je p-hodnota mensi nez zvolend hladina vyznamnosti « (obvykle 0,05), nu-
lova hypotéza se zamita a priklanime se k alternativé. Znamena to, ze rozdil mezi
zadanou hodnotou a rozptylem vybérového souboru je prilis velky na to, aby mohl
byt disledkem nahodného vybéru, je statisticky vyznamny. Je-li p-hodnota vétsi
nez zvolena hladina vyznamnosti, nulova hypotéza se nezamita. Znamena to, ze roz-
dil mezi zadanou hodnotou a rozptylem vybérového souboru miize byt dusledkem
nahodného vybéru, je statisticky nevyznamny.
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Jednovybérové neparametrické testy

Nizev testu IOV T T Testova statistika T (X) N“l? ve Pozniamka
parametr testu rozdéleni
Test o parametru M -
. Pravdépodob- 9 p—m
7 alternativniho n>——— —n N(0;1)
rozdslent nost p(1-p) Jr(l—m)
Y, V piipadé, ze testujeme
median, tzn. pro
L, 100p% kvantil kde Y modeluje pocet . =
Kvantilovy test p7o kvantl ¢ 1 moceiuye pocet Bi(n;p) p=05p ouzivame
Xp pozorovani v ndhodném pro tento test specialni
vybéru, ktera jsou mensi oznaceni - medianovy
nez X, - test.
min(s+; S7). Kritické Je-li pozorovand
hodnoty hodnota testové
j istiky mensi nebo
Kk =y R Jsou statist1 y :
de “;_ B EY“O R+ tabelovany | rovna kritické hodnotg,
e, T ansoTi (Tab. T6) | zamitdme H,.
Jednovybérovy medidn x .
Wilcoxontiv test 05 SToE(ST)
Jp(sH
n>30 | Kde N(0; 1)
E(S*T) = nn+1),
D(S*) = =n(n+1(2n+1)

Jednovybérovy z test se pouziva k testovani nulové hypotézy, kterd rika, ze stredni
hodnota normdlniho rozdéleni se znamym rozptylem je rovna zadané hodnoté. Test
tedy odpovida na otazku, zda na zakladé nadhodného vybéru miuzeme tvrdit, ze se
(nezndmd) stredni hodnota rovnd zadanému éislu (resp. zda je mensi nebo vétsi
nez zadané ¢islo). V praxi se se situaci, kdy zndme populaéni rozptyl a pfitom ne-
zname stfedni hodnotu (populacni priamér) setkdvame vyjimecné. Mnohem ¢astéji
potfebujeme ovérit hypotézu o sttedni hodnoté normdalniho rozdéleni s neznamym
rozptylem. V této situaci pouzivame jednovybérovy t test. Jednovybérovy t test
predpokladd normdélni rozdéleni populace. Pokud je rozsah vybéru maly a testy
normality (budou uvedeny pozdéji) zamitnou normalitu, musime pouzit neparame-
trické alternativy jednovybérového ¢ testu: medianovy test, popi. Wilcoxontv
test, které testuji nulovou hypotézu o shodé medianu s konstantou.

Testujeme-li hypotézu, ze pravdépodobnost vyskytu urcitého jevu v populaci je
rovna néjakému ¢islu, pouzijeme test o parametru 7 alternativniho rozdéleni.
Predpokladem pro pouziti tohoto testu je nahodny vybér dostatecného rozsahu.
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Ulohy k feSeni

@ ——

1. Firma FRIDGER pravidelné pfijima dodavky chladicich jednotek pro své chladnicky a
za poslednich 18 mésict pouze 2% jednotek nedosahovaly pozadovanych parametri. Do-
davatel vsak presel na novou technologii a firma FRIDGER se obdva mozného zhorseni
dodéavek. Proto bylo ndhodné vybrano 500 jednotek z nasledujici dodavky a zjisténo,
ze 21 jednotek nesplnuje pozadované parametry.

a) Ovérte pomoci 95% intervalu spolehlivosti, zda doslo k zhorseni kvality

b) Ovérte pomoci ¢istého testu vyznamnosti, zda doslo k zhorseni kvality (na 5%
hladiné vyznamnosti)

c¢) Nacrtnéte krivku sily testu pro tento pripad.

2. Vyrobni proces produkuje miliény zarovek se stfedni zivotnosti 14 000 hodin. Novou
technologii byl vyroben vzorek 25 zarovek s primérnou zivotnosti 14 740 hodin a sméro-
datnou odchylkou 2 000 hodin. Ovérte ¢istym testem vyznamnosti, zda nova technologie
vedla ke zvyseni zivotnosti zarovek. (Pfedpoklddejte, ze zivotnost zarovek ma normalni
rozdéleni.)

3. Mayjitel rybnika vi z dlouhodobych zaznamt, Ze stiedni vaha kapru z tohoto rybnika je
1,97 kg. V loniském roce majitel zkousel novy zpisob krmeni ryb. Pfi minulém vylovu
byla prumérné vaha sta kapru 1,99 kg se smérodatnou odchylkou 0,21 kg. Ovéite ¢istym
testem vyznamnosti, zda se pii novém zptsobu krmeni:

a) vaha kapru zménila
b) védha kapru zvysila

Predpoklédejte, ze vaha kapri méa normalni rozdéleni.

4. U standardné vyrdbéného materidlu ma mez pevnosti R,, lognormélni rozdéleni se
stfedni hodnotou 640,0 MPa. Zménou posloupnosti tepelnych tprav byl pripraven novy
material (pfedpokldddme stejny rozptyl), pro néjz bylo naméfeno R,, u deseti vzorki
postupné

651, 639, 645, 648, 650, 643, 652, 640, 644,  645.

Ovérte, zda doslo po zméné posloupnosti tepelnych tprav ke zvyseni stiedni meze pev-
nosti.

5. Firma TT udava, ze 1% jejich rezistoru nespliuje pozadovand kritéria. V testované
dodéavce 1000ks bylo nalezeno 15 nevyhovujicich rezistort. Potvrzuje tento vysledek
tvrzeni T'T? Ovéite ¢istym testem vyznamnosti.

6. Vyrobce garantuje, ze jim vyrobené zarovky maji zivotnost v priméru 1.000 hodin. Aby
utvar kontroly zjistil, zda tomuto konstatovani odpovida i v daném obdobi vyrobena
a expedovand ¢ast produkce, vybral z pripravené dodavky ndhodné 50 zZarovek a dosel
k zavéru, ze primérna doba zivotnosti je 950 hodin a smérodatnéd odchylka doby zivot-
nosti pak 100 hodin. Je mozné zjistény rozdil doby Zivotnosti ve vybéru pripsat ndhodé
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nebo je zndmkou nekvality produkce? Ovérte Cistym testem vyznamnosti. Predpokla-
dejte, ze zivotnost zarovek ma normalni rozdéleni.

. Predstavenstvo velké akciové spolecnosti zvazuje odprodat c¢ast akcil zaméstnanctim

této spolecnosti. Odhaduje se, Ze zdjem o ndkup by mohlo projevit asi 20% z nich.
Proto persondlni dtvar pripravil pfedbézny prizkum, v némz oslovil 400 ndhodné vy-
branych pracovnikt spolecnosti, z nichz zdjem o nakup akcii projevilo 66 lidi. Je tivaha
predstavenstva redlna? Ovérte ¢istym testem vyznamnosti.

. Automat vyrdbi pistové krouzky o daném pruméru. Vyrobce udava, ze smérodatnd

odchylka primeéru krouzku je 0,05mm. K ovéreni této informace bylo ndhodné vybrano
80 krouzkiu a vypoctena smérodatna odchylka jejich praiméru 0,04mm. Lze tento rozdil
povazovat za vyznamny ve smyslu zlepseni kvality produkce? Ovérte cistym testem
vyznamnosti. Predpokladejte, ze pramér pistovych krouzktt ma normalni rozdéleni.

. P1i analyze diferenciace mezd ve velkém podniku bylo zjisténo, ze primérnd meésicni

mzda ¢inila 9.386,-K¢ a smérodatna odchylka mezd 1.562,- K¢. Po rozsahlych orga-
nizac¢nich zménach bylo nutné rychle posoudit, zda doslo ke zménam v diferenciaci
mezd. Nahodné bylo vybrano 30 pracovniku a byla zjisténa smérodatnd odchylka mezd
1.708,-K¢. Je mozné na 5% hladiné vyznamnosti tvrdit, Ze organizacni zmény prohlou-
bily diferenciaci mezd? Pfedpokladejte, ze mzdy maji norméalni rozdéleni.
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Reseni @

1. Hy: m=0,02, Hq : > 0,02 (minimélni pozadovany rozsah vybéru je 224)
a) 0,02 ¢ (0,026;0,063), proto na 5% hladiné vyznamnosti zamitdme nulovou hypo-
tézu, tzn. muzeme Tici, ze se kvalita chladicich zarizeni zhorsila.

b) p-hodnota = 0,007, proto na 5% hladiné vyznamnosti zamitame nulovou hypotézu,
tzn. muzeme Tici, Ze se kvalita chladicich zarizeni zhorsila.

c)

Sila testu

hladina vyznamnosti 0,05

08 F :

0,6 F :

Sila testu

04F .

0 ;\ P R TS RS N S B
0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06
Skutecna pravdépodobnost (hodnota testovana v jednoduché alternativé)

2. Hy: p= 14000, Hy4 : p > 14000, p-hodnota = 0,038, proto na 5% hladiné vyznamnosti
zamitdme nulovou hypotézu, tzn. muzeme Fici, ze nova technologie vedla ke zvySeni
zZivotnosti zarovek.

3. a) Hy: u=1,97,Hy : p # 1,97, p-hodnota = 0,34, proto na 5% hladiné vyznamnosti
nezamitame nulovou hypotézu, tzn. nemizeme tvrdit, Ze novy zptsob krmeni vedl
ke zméné hmotnosti kapri.

b) Hy: pp=1,97,Hy : p > 1,97, p-hodnota = 0,17, proto na 5% hladiné vyznamnosti
nezamitdme nulovou hypotézu, tzn. nemiazeme tvrdit, Ze novy zptsob krmeni vedl
ke zvyseni hmotnosti kapri.

4. Hy : To5 = 640, H, : To5 > 640,
medidnovy test: p-hodnota = 0,01,
Wilcoxonuv test: kritickd hodnota jednovybérového Wilcoxonova testu pro hladinu vy-
znamnosti 0,05 wig (0,05) je 8. Pozorovand hodnota (1) je mensi nez kritickd hodnota
(8).
Na zakladé vysledku obou testu lze Fici, ze na 5% hladiné vyznamnosti zamitdme nulo-
vou hypotézu, tzn. muzeme tvrdit, ze zména posloupnosti tepelnych tprav ke zvysSeni
stredni meze pevnosti.
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. Hy:m=0,01,Hg : # > 0,01 (minimalni pozadovany rozsah vybéru je 610)

p-hodnota = 0,10, proto na 5% hladiné vyznamnosti nezamitame nulovou hypotézu,
tzn. na zdkladé daného vysledku nelze zamitnout tvrzeni firmy TT.

. Hp : p = 1000, H4 : p < 1000, p-hodnota = 0,0005, proto na 5% hladiné vyznamnosti

zamitame nulovou hypotézu, tzn. muzeme fici, ze zjistény rozdil je zndmkou nekvality
produkce.

. Hy:m=0,2,Hy : 7 < 0,2 (minimalni pozadovany rozsah vybéru je 66)

p-hodnota = 0,03, proto na 5% hladiné vyznamnosti zamitdme nulovou hypotézu, tzn.
muzeme tvrdit, Ze ivaha predstavenstva neni realna.

. Hy:0=0,05H4:0 < 0,05,

p-hodnota = 0,005, proto na 5% hladiné vyznamnosti zamitame nulovou hypotézu, tzn.
muzeme tvrdit, ze doslo ke zlepseni kvality vyroby.

. Hy:0 =1562,Hy : 0 > 1562, p-hodnota = 0,22, proto na 5% hladiné vyznamnosti

nezamitame nulovou hypotézu, tzn. nelze tvrdit, Ze organizac¢ni zmény prohloubily di-
ferenciaci mezd.
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Kapitola 7

Dvouvybérové testy
parametrickych hypotéz

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete umeét

e testovat hypotézy o shodé rozptyli dvou populaci,

e testovat hypotézy o shodé strednich hodnot dvou populaci,
e testovat hypotézy o shodé medianii dvou populaci,

e testovat hypotézy o homogenité dvou binomickych rozdéleni,

e pouzivat parové testy.



188

Dvouvybérové testy parametrickych hypotéz

Kromé testii o parametrech jedné populace je velmi casto potfeba porovnat neznamé
parametry dvou populaci. V pripadé, Zze rozhodovaci proces provadime na zakladé
dvou nezavislych vybéri, pouzivame tzv. dvouvybérové testy.

Poznamka: Nezdvislost viybéri byva v prazi zarucena tim, Ze kaZdy vyber obsahuje
znaky merené na jingych statistickych jednotkach.

7.1 Test o shodé dvou rozptyla (F-test)

Pti vybéru testu vhodného pro ovéfeni shody dvou stfednich hodnot (viz kap. 12.
2) hraje dulezitou roli, zda jsou rozptyly srovnavanych populaci stejné, ¢i nikoliv.
Predpoklad o shodé rozptyll lze na zakladé ndhodnych vybérta ovérit testem, ktery
popiseme v této kapitole.

Méjme dva nezavislé vybéry X, X, ..., X, a ¥7,Y5, ..., Y,,, které pochazeji
z populaci, které maji rozdéleni N (ux;o%), resp. N (uy;o%). Parametry ux, o%,
ty, o2 nezname. Nejlep$imi bodovymi odhady neznamych rozptyli 0% a o2 jsou
vybérové rozptyly

(X - X)° (¥~ Y)"

=1 i=1
S == : a SZ ="
ny —

NIE

n

712—1

Nulovou hypotézu formulujeme ve tvaru

—1  (3#0)

Hy: 0?2 =02 neboli

wqmluqm

Pti volbé alternativy mame tentokrat, podobné jako pri testu o rozptylu (kapi-
tola 11.1), pouze dvé moznosti. Oboustranné alternativé se v pripadé ¢istého testu
vyznamnosti vyhneme, protoze definovany vypocet p — hodnoty pro oboustrannou
alternativu je podminén tim, ze nulové rozdéleni testové statistiky je symetrické.
Protoze testova statistika pouzivana pro F-test ma Fischer-Snedecorovo rozdéleni a
to neni symetrické, neni tato podminka splnéna.

H,: o2 2 .o
A 0% <oy neboli o < 1, (1)
2
0% >0y neboli  ZF >1, (2)
Y

Volba vhodné alternativy je ddna vztahem mezi vybérovymi rozptyly jednotlivych
vybéri. Je-li s% nizsi nez s3, volime alternativu ve tvaru (1). Je-li s% vySSi nez sy,
volime alternativu ve tvaru (2).

T(X,Y)=

»<qm|~<mm | >?m|><mm
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kterd ma za predpokladu platnosti nulové hypotézy Fisher-Snedecorovo rozdéleni
s n1 — 1 stupni volnosti pro Citatele a no — 1 stupni volnosti pro jmenovatele (kapitola
8.10.1).

Déle pokracujeme podle obecného schématu ¢istého testu vyznamnosti.

Poznamka: Pro shodu rozptylu pouZivame casto termin homoskedasticita, riz-
nost rozptyli oznacujeme jako heteroskedasticitu.

7.2 Testy o shodé dvou strednich hodnot

Jde o jedny z nejpouzivanéjsich testi, které na zakladé porovnani dvou nezavislych
vybértt umoznuji porovnat neznamé stredni hodnoty dvou populaci.

Méjme dva nezavislé vybéry Xy, Xo, ..., X,,, a ¥7,Ys, ..., Y, které pochézi z po-
pulace majici opét rozdéleni N (ux;o%), resp. N (uy; o).

Oznaéme jednotlivé vybérové praméry

> Xi > Y
X _ i=1 : ? _ i=1
ny N2
a vybérové rozptyly
> (X~ %)’ > (V-7
SQ _ = 512 _ =
X ny — 1 & Y N9y — 1

P1i volbé alternativy méame tii moznosti.

Hy: px <py neboli  px —py <0, (1)
ix >y neboli  ux — py >0, (2)
px # py  neboli  ux —py # 0, (3)

Volba vhodné alternativy byva v tomto pfipadé ddna vztahem mezi primeéry jed-
notlivych vybéra. Je-li T vyrazné nizsi nez g, volime alternativu ve tvaru (1). Je-li
T vyrazné vyssi nez g, volime alternativu ve tvaru (2). Nachazi-li se T v blizkosti 7,
volime alternativu ve tvaru (3).

Jak bylo zminéno drive, pti vybéru testu vhodného pro ovéreni shody dvou stfednich
hodnot hraje dilezitou roli, jaké mame informace o rozptylech populaci, z nichz byly
nahodné vybéry potizeny. Testové kritérium vybirame na zakladé splnéni nékterého
ze t11 predpokladi.

1) Zname rozptyly obou populaci.
2) Rozptyly populaci nezname, ale predpokladame, ze jsou shodné.
3) Rozptyly populaci nezndme a nemizeme predpokladat, ze jsou shodné.
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7.2.1 Dvouvybdrovy z test (zndme rozptyly 0%, 03)

Zname-li rozptyly 0%, 0%, pouZijeme jako testové kritérium statistiku

T(X,Y)I > )

(X—Y)—(Mx—MY)
i_i_UY

kterd ma za predpokladu platnosti nulové hypotézy normované normalni rozdéleni
(kapitola 8.6). Déle postupujeme dle ¢istého testu vyznamnosti. Zduraznéme, ze
podobné jako s jednovybérovym z testem, ani s dvouvybérovym z testem se v praxi
bézné nesetkavame.

7.2.2 Dvouvybdrovy t test (nezname rozptyly o%, o3; 0%
2
oy)

Pro porovnani stfednich hodnot dvou normélnich populaci s neznamymi, avsak shod-
nymi rozptyly pouzivime dvouvybérovy t test. Za testové kritérium volime sta-

tistiku L
(X - Y) — (ux — pry)
\/(nl—l)sg(—i—(nz—l)s%, 1 1

ni+ng—2 ni n2

)

T(X,Y)=

kterd ma za predpokladu platnosti nulové hypotézy Studentovo rozdéleni s v = n; +
+ no — 2 stupni volnosti. Déale postupujeme dle ¢istého testu vyznamnosti.

7.2.3 Aspinové-Welchiiv test (nezname rozptyly 0%, 03; 0%

7 oY)

V pripadé, ze rozptyly normalné rozdélenych populaci nezndme a nemizeme pred-
pokladat, ze jsou shodné lze pouzit pro ovéreni shody strednich hodnot naptiklad
Aspinové-Welchtiv test (Cti ,aspinové-velcuv®). Za testové kritérium volime statis-

tiku .
(X - Y) — (ux — py)

2 2
x4 %y
ny ng

T(X,Y)=

)

ktera ma za predpokladu platnosti nulové hypotézy Studentovo rozdéleni s v stupni
volnosti, kde

2 2\ 2

Sx 4 Sy

<n1 + n2> i 1 3?/
1 % 2 ng —1 \ ng

ni—1 ny

Déle postupujeme dle ¢istého testu vyznamnosti.

2
v = ) (v je nutno zaokrouhlit na celé ¢islo).
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Pozndamky: Predpoklad o rovnosti rozptyli muzeme otestovat pomoct F testu. Andél
v [1] uwvddi, zZe se nedoporucuje rozhodovat o tom, zda pouZit dvouvibérovy t test, nebo
néjakou jeho obdobu pripoustéjici nestejné rozptyly, az podle vysledku F testu. (F test
by mél bt pouZit pouze pro ovéreni predpokladu.)

Splnént predpokladu nezdvislosti nahodnijch vybéri je velmi podstatné, jeho porusent
vetsinou zpiusobuje, Ze wvysledky dvouvybérovych testiu shody strednich hodnot jsou
silne zkreslené a nelze je pouzit. Neni-li splnena podminka nezdvislosti nahodnijch
vyberu, lze v pripadech ,spdrovanych® ndahodnych vybéri pouZit tzv. pdarovy t-test
(kapitola 12.5).

Oproti tomu, mirné poruseni predpokladu normality rozdéleni zpravidla nemd na
vysledky téchto testu podstatny vliv. V pripadé vyrazné nenormality vsak radéji pouZi-

jeme néktery neparametricky test (napriklad Manniv- Whitneyiv test (kapitola 12.3)).

Priklad 7.1. Predpoklddejme, Ze obsah nikotinu v cigaretdch ma normalni roz-
déleni. Tabakova firma TAB prohlasuje, ze jejich cigarety maji nizsi obsah nikotinu
nez cigarety NIK. Pro ovéreni tohoto prohlaseni bylo nahodné vybrano z produkce
TAB 20 krabicek cigaret (po 20 kusech) a v nich bylo zjisténo prumérné 42,6 mg
nikotinu (v jedné cigareté). Vybérova smérodatna odchylka obsahu nikotinu v tes-
tovanych cigaretich TAB byla 3,7 mg. Ve 25 krabickach (po 20 kusech) cigaret
NIK bylo zjisténo primérné 48,9 mg nikotinu na cigaretu. Vybérova smérodatné
odchylka obsahu nikotinu v testovanych cigaretach NIK byla 4,3 mg. Ovérte tvrzeni
firmy TAB c¢istym testem vyznamnosti.

Resend.

Chceme porovnavat stiedni obsah nikotinu v cigaretach TAB a NIK, smérodatnou
odchylku obsahu nikotinu v cigaretach nezname, lze predpokladat, Ze neni stejné.
Predpoklad normality je splnén, predpoklad o shodé rozptylt obsahu nikotinu v ci-
garetach TAB a NIK vyvratime F-testem.

. 2 — 2 : AB __

Ha: 02,5 <0 (5545 =3,7% je mensi nez s3,;; = 4, 3%)

IS

2 2
5:2FAB SQTAB 3,72
o s 432 .
TAB NIK

Tops = A = | = 2 20,74
NIK TAB 1
ag 0'2
NIK |Hg NIK |Hgy

p-hodnota = Fy(0,74),

kde Fy(z) je distribu¢ni funkce Fisher-Snedecorova rozdéleni s npap—1 = 399 stupni
volnosti pro citatele a ny;x — 1 = 499 stupni volnosti pro jmenovatele.
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p-hodnota = 0, 0008

Nulovou hypotézu zamitame, predpoklad o riiznosti rozptyli byl potvrzen. Pro
ovétreni shody stfednich hodnot proto zvolime Aspinové-Welchiiv test.

Hoy: prap = pnix
Hy MraB < UNTK (ETAB = 42,6 je mensi nez INIK = 48,9)

Testové kritérium

Xrap — Yir) — -
T(X,Y):( TAB NIK) (,UTAB ,MNIK)

2 2
STAB SNIK
NTAB NNIK

ma za predpokladu platnosti nulové hypotézy Studentovo rozdéleni s v stupni vol-

nosti, kde
2 2 2 ) ) 2
Srap | SNIK 372 | 43
(v ihus) a2 ()
v 1 52 7 T n —1\n T 1 (372 T
nrap—1 <n§i§;) NIE NTK 399 (m)
+ L (4.5 2 = 893
499 \ 500 /
_ (Trap — Tnik) — (MrAB — UNTK) - (42,6 — 48,9) — (0) B
:L'OBS - 82 82 - 372 432 - _2376
nras 1 ik G0+ 0

p-hodnota = Fy(—23,6),
kde Fy(z) je distribuéni funkce Studentova rozdéleni s 893 stupni volnosti.
p-hodnota = 0

Zamitame nulovou hypotézu (na hladiné vyznamnosti 0,05), tvrzeni firmy TAB lze
povazovat za pravdivé.
A

7.3 Manniuv-Whitneyuv test

Manntv-Whitneytv test je neparametrickym testem o shodé medianii. Necht X,
Xo, ..o, Xy, a Y1, Y, 000 Y, jsou dva nezavislé vybéry ze spojitych rozdéleni se
stejnym rozptylem a tvarem. Oznaceni vybéru se voli tak, aby platilo n; = no.

Testujeme nulovou hypotézu o shodé mediand, tj.
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Hy : Zos5 = Yo,5

vidi alternativé v jednom z tvart

Hp: 205 < Yogs, (1)
Zos > Yo,5, (2)
Zo,5 # Yo,5- (3>

Volba vhodné alternativy je v tomto pfipadé ddna vztahem mezi mediany jednotli-
vych vybértu. Je-li Zg,5 jednoznacné nizsi nez go, 5, volime alternativu ve tvaru (1).
Je-li g, 5 jednoznacné vyssi nez g, 5, volime alternativu ve tvaru (2). Pohybuje-li
se Tg, b v blizkosti g, 5, volime alternativu ve tvaru (3).

Postup vypoctu testového kritéria:
e VSech ny 4+ ny hodnot ziskanych z vybéra X, X, ..., X,,, a ¥1,Ys, ..., Y,
usporadame vzestupné a jednotlivym hodnotam pritadime potradi. Nejnizsi
hodnoté je pritazena hodnota 1, nejvyssi hodnoté je prirazena hodnota n; +

+n4, pokud soubor obsahuje nékolik pozorovani se stejnou hodnotou, je témto
hodnotam pfitazeno tzv. primérné poradi.

e Oznacime T} soucet poradi hodnot X, Xo, ..., X, a T, soucet poradi hodnot
Yl,}/g, ceey Yng- Plati, ze Tl + T2 = %2 (nl —+ Tlg) (n1 “+ ng + 1)

e Vypocteme statistiky

ny (n1 + 1)
2

(Plati, 7e U1 + UQ = nlng.)

%) (Tlg + 1)

—Ts.
9 2

U1 =n1n2+ —Tl, U2 :n1n2+

e Testové kritérium pak urc¢ime jako
T(X, Y) = min(Ul, UQ),

které ma za predpokladu platnosti Hy rozdéleni, jehoz kritické hodnoty jsou
tabelovany (Tabulka T7).

e Pokud je pozorovana hodnota testového kritéria mensi nebo rovna prislusné
kritické hodnoté, nulova hypotéza se zamita.

Pro velkd ny a ny (v praxi pro ny > 30, ny > 20) lze pouzit testové kritérium
(mm (Ul, UQ) — _n12n2)

\/%nlng (Tll “+ ng + 1)

T(X,Y) =

9

které ma za predpokladu platnosti nulové hypotézy normované normalni rozdéleni.
Déle pak postupujeme dle obecného schématu ¢istého testu vyznamnosti.
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Piiklad 7.2. Mame dvé skupiny studentti. Prvni (kontrolni), v niz jsou studenti vy-
ucovani tradiénimi metodami, a druha, v niz jsou studenti vyucovani experimental-
nimi metodami. V nasledujicich tabulkach je uvedeno bodové hodnoceni vybranych
studentii u zkousky. Na zdkladé srovnani medianu rozhodnéte, zda studenti vyuco-
vani experimentalnim metodami dosahuji lepsich vysledki nez studenti s klasickym
vyucovanim.

Vybér z prvni skupiny (klasickd vyuka)
60 49 52 68 68 45 57 52 13 40 33 30 28 30 48

Vybér z druhé skupiny (experimentdlni vyuka)
38 18 68 84 72 48 36 92 6 54

Resend.

Oznacme x1, 9, ..., T15 vybér studenti, ktefi absolvovali klasickou vyuku a y;, yo az
Y10 vybeér studenti, kteri absolvovali vyuku experimentalni. (Oznaceni vybéru bylo
provedeno v souladu s pozadavkem, aby n; = ns.)

Budeme testovat nulovou hypotézu
Hy: o5 =1%05,
vici proti alternative Hy : o5 < Yos (o5 = 48,705 = 51)

Nyni vypocéteme pozorovanou hodnotu testové statistiky. Nejdiive pritadime poradi
hodnotdm z obou vybért sefazenym podle velikosti.

Skupina Y[ X [ Y [ X[ X | X [ X|Y | Y [X[X|[ X | Y |[X]| X | X [Y[|X[|X|X]|X|Y[|Y[|]Y]Y

Vysledek | 6 |13 |18 |28 | 30 | 30 {33 (36|38 |40 (45| 48 | 48 49| 52 | 52 |54 |57 |60|68|68|68|72|84|92

Poradi 112 |3 |4|55|55(7|8|9(10|11|125|12,5|14|155|155|17|18(19|21|21(21|23|24|25

Rozsah prvniho vybéru n; = 15, rozsah druhého vybéru ny = 10.

Nyni uréime:
soucet poradi prvniho vybéru T) =2+4+---+21 = 181,5,
soucet poradi druhého vybéru Th =143+ --- 4+ 25 = 143, 5.

Pak Uy = nyny + 8 7y = 88,5, Uy = nyng + 2270 T, = 61, 5. Pro kontrolu

numerické spravnosti vypoctu lze ovérit, ze Uy + Uy = nino.

T(X, Y) = min (Ul, Ug) = 61, 5
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Kritickd hodnota uvedena v tabulce T7 je 39. Protoze pozorovana hodnota testové
statistiky 61,5 > 39, na hladiné vyznamnosti 0,05 nezamitame nulovou hypotézu,
ze zpusob vyuky nema vliv na studijni vysledky.

Kdybychom pro ilustraci pouzili postup pro velka n; a no, pak bychom dostali
(mm (Ul, UQ) — M)

2

T(X,Y) =
\/1—127L17’L2 (n1 + Mo + 1)

= —0,748, p-hodnota = P(—0,748) =

= 0,23

Je zfejmé, Ze ani pti tomto pristupu bychom nulovou hypotézu nezamitli.

7.4 Test homogenity dvou binomickych rozdéleni

Jednou z nejstarsich a ve statistice stale se velmi ¢asto vyskytujicich tloh je srovnani
homogenity dvou binomickych rozdéleni. Predpokladejme, ze v sérii n; nezavislych
opakovani pokusu se néjaky nahodny jev A vyskytl X-krat. Pak se pokusy nezavisle
opakuji za jinych podminek tak, ze v sérii n, opakovani pokusu se ndhodny jev A
vyskytne Y-krat. Pocet vyskytu jevu A ve skupiné n; opakovani pokusu (ndhod-
nou veli¢inu X) lze povazovat za ndhodnou veli¢inu s rozdélenim Bi(nq;m), pocet
vyskytu jevu A ve skupiné ny opakovani pokusu (ndhodnou veli¢inu Y') pak lze
povazovat za nahodnou veli¢inu s rozdélenim Bi(ng; ms), kde 7, m2 jsou nezndmé
pravdépodobnosti. Na zakladé téchto idaju chceme testovat hypotézu

Hol T = To

proti jedné z alternativ

Hy: m <my, rTesp. m —my <O, (1)
m > MW, resp. mp — g >0, (2)
T # mo,  resp. m — mo # 0. (3)

Oznacme p; = % bodovy odhad pravdépodobnosti 7 a p, = n% bodovy odhad
pravdépodobnosti m5. Volba vhodné alternativy je pak dana vztahem mezi relativ-
nimi ¢etnostmi jevu A v jednotlivych vybérech. Je-li p; vyrazné nizsi nez po, volime
alternativu ve tvaru (1). Je-li p; vyrazné vyssi nez p,, volime alternativu ve tvaru
(2). Nachazi-li se p; v blizkosti py, volime alternativu ve tvaru (3).

Pro provedeni tohoto testu musime mit k dispozici vybéry o dostatecném rozsahu
ny, resp. no. Rozsahy jednotlivych vybéru lze povazovat za dostatecné, pokud jsou
splnény podminky

9 9

n>-——  a pg>-—
p1(1—p1) p2 (1 —p2)
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Testovym kritériem je statistika

(pl —p2) - (7T1 - 7T2)
\/pl(l—pl) +P2(1—P2) ’

ni n2

T(X,Y) =

kterd ma v pripadé platnosti nulové hypotézy priblizné normované norméalni roz-

déleni N(0;1) (viz 8.7).

Dale pokracujeme podle obecného schématu ¢istého testu vyznamnosti.

Priklad 7.3. Byly testovany magnetofony od dvou vyrobcti — SONIE a PHILL.
Firma SONIE prohlasuje, ze jejich magnetofony maji nizsi procento reklamaci. Pro
ovéreni tohoto prohlaseni bylo dotazovano nékolik prodejctt magnetofoni a bylo
zjisténo, ze z 300 prodanych magnetofont firmy SONIE bylo v priibéhu zarucéni doby
reklamovano 10 vyrobki a z 440 prodanych magnetofont firmy PHILL bylo v zaruéni
dobé reklamovano 18 vyrobki. Otestujte pravdivost prohlaseni firmy SONIE ¢istym
testem vyznamnosti.

Resend.

Chceme porovnéavat podil reklamovanych vyrobkii u obou firem. Volime tedy test
homogenity dvou binomickych rozdéleni. Nejdiive ovérime, zda pro provedeni testu
mame k dispozici vybéry dostatecného rozsahu.

Oznac¢me relativni ¢etnost reklamovanych magnetofoniit SONIE pg a relativni ¢etnost
reklamovanych magnetofoni PHILL pp.

10 18
=—=10,033 = — =10,041.
300 ) ) bp )

ps 440

Pro splnéni vyse uvedenych kritérii zarucujicich korektnost testu musi byt testovano
alespon m = 280 magnetofoni firmy SONIE a g_pp) = 230 magnetofonii

pp(l
firmy PHILL. To je splnéno (ng = 300, np = 440).

Budeme testovat nulovou hypotézu
Hy: ng=mp
vuci alternativée Hyq : 79 < 7p.
(Uvédomte si, pro¢ byla zvolena alternativa v tomto tvaru.)

Pozorovand hodnota testového kritéria je
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Tops = (ps—pp)—(rs—mp) _ (0,033-0,041)—(0) —0.54
\/ps(l,ps)erp(l,pp) \/0,033(;(;)0,033)+o,041(41460,o41 ’

Nulové rozdéleni testového kritéria je normované normalni a alternativa je ve tvaru
g < Tp, proto

p-hodnota = ®(—0,54) = 0, 290.

Na hladiné vyznamnosti 0,05 nezamitdme nulovou hypotézu (p-hodnota > 0,05),
tvrzeni firmy SONIE o nizsim procentu reklamaci tedy nelze povazovat za opravnéné.
A

7.5 Parové testy

V predchézejici kapitole jsme se vénovali dvouvybérovym testtim, které umoznuji
na zakladé dvou nezavislych vybért porovnat neznamé parametry dvou populaci.
V praxi se vsak casto stava také to, ze u kazdé z n statistickych jednotek zjistu-
jeme hodnoty néjakych dvou spolu souvisejicich znaku (napt. tlak krve pred a po
podani urcitého 1éku, ostrost vidéni levého a pravého oka, rychlost zavirani dveri
automobilu méfena dvéma riznyma metodami, ...). Vysledkem zjistovani jsou pak
dvojice ndhodnych velic¢in (X1,Y)), (Xo,Y2), ..., (X,,Ys), které tvori pary zavis-
lych pozorovani (jde o veli¢iny zjistované na stejné statistické jednotce).

Muzeme chtit ovérit, zda vybéry X = (X1, Xy, ..., X)) aY = (Y1,Y,, ..., Y,)
pochazeji z rozdéleni se stejnymi sttednimi hodnotami p; a e, ¢ili testovat hypotézu

Ho:  pn = po
vuci alternativé v jednom z tvart

Hap: pr <pg, vesp.  pg—pg <0,
pa > fi2,  resp. g — pp >0,
fa # p2,  resp.  py — pp # 0.

Chceme-li napriklad oveérit vliv urcitého léku na tlak krve, budeme u kazdého paci-
enta pozorovat dvojici znaku (X;,Y;), kde X; je tlak krve pred poddanim 1éku a Y; je
tlak krve po podéni léku u i. pacienta. Pro ovéreni ti¢innosti 1éku nema smysl zjisto-
vat, zda je statisticky vyznamny rozdil mezi primérnym tlakem vsech pacientt pred
podanim 1éku a pramérnym tlakem vsech pacient po podéani 1éku. (Pro¢?) U kaz-
dého pacienta urcéime rozdil tlaki krve po a pred podanim léku a budeme zjistovat,
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zda se tento rozdil statisticky vyznamné lisi od nuly. Nebude-li prokazana statisticky
vyznamna odchylka od nuly, bude 1ék prohlasen za neucinny.

Definujme soubor rozdila (diferenci)
D=(D..Ds,,...,,D,), kdeD,=X,— Y.

Lze predpokladat, ze ndhodné veliciny (Dy, Ds, ..., D,,) jsou nezavislé a ze maji
stejné rozdéleni se sttedni hodnotou p = iy — po. Test o shodé dvou stiednich hodnot
provadény na zakladé dvou zavislych vybéra mtizeme prevést na jednovybérovy test
o stfedni hodnoté aplikovany na soubor diferenci (rozdili) D, tzn. muzeme testovat
hypotézu

Hoi ILL:O

vici alternativé v jednom z tvart

Hy: u < 0,
p >0,
p # 0.
Lze-li predpokladat normélni rozdéleni veli¢in (Dy, Ds, ..., D,), muzeme pouZzit

jednovybérovy t test, nazyvany v tomto pripadé parovy t test.

Maji-li veli¢iny (Dq, Do, ..., D,) spojité rozdéleni s hustotou symetrickou kolem
medianu, pak hypotézu o tomto medianu mizeme testovat jednovybérovym Wilco-
xonovym testem (tzv. parovy Wilcoxoniv test), popiipadé medidnovym testem,
kterému v pripadé parového testu rikame test znaménkovy.

Piiklad 7.4. Predpoklddejme, Ze ojeti prednich pneumatik [mm]| podléhd normaél-
nimu rozdéleni. U 6 aut bylo zjisténo ojeti prednich pneumatik (viz tabulka).

Prava | 1,8 1,0(22]09]15] 1,6
Leva | 1,5]1,1120]1,1|14]14

vz

Ojizdéji se leva a prava pneumatika stejné?

Resend.

Je ztejmé, ze mame k dispozici pary zavislych pozorovani, proto pristoupime k paro-
vému ¢ testu. Nemd smysl porovnavat priumérné ojeti pravych a levych pneumatik.

Budeme zjistovat, jaka je stfedni hodnota rozdilu ojeti pravé a levé pneumatiky.

Oznacme X; ojeti i-té pravé pneumatiky a Y; ojeti i-té levé pneumatiky. Pak D; =
= X; — Y, udéava rozdil v ojeti pravé a levé pneumatiky u ¢-tého automobilu.
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Prava X 1,811,0 122109 [1,5]1,6
LevaY ,5(1,1 {2011 |14]1,4
Prava-Leva D | 0,3 |-0,1 {0,2]-0,2|0,1]0,2

Rozdil v ojeti pravé a levé pneumatiky [mm] ma normélni rozdéleni. Proto lze pro
srovnani ojeti prednich pneumatik pouzit parovy t test.

Ozna¢me p = E(D). Budeme testovat nulovou hypotézu

1 — 073+(_071)++072 -
L _ L = 0,08.

Zjistény prumérny rozdil v ojeti pneumatik (0,08) je vétsi nez testovand hodnota
(0). Vybér ukazuje na to, ze by se mohly pravé pneumatiky ojizdét vice nez levé.
Alternativni hypotézu proto zvolime ve tvaru Hq : u > 0.

Pro parovy t test pouzivime testové kritérium T'(D) = ES_—D“\/E majici v pripadé
platnosti nulové hypotézy Studentovo rozdéleni s n — 1 stupni volnosti.

Z(dl d

= LS \/(03 0082 +(0,2—0,08)2 = 0,19

Pak zops = T(D)|y, = %52 v/6 = 1,05.
Vzhledem k tvaru alternativni hypotézy uréime p — hodnotu podle vztahu
p-hodnota =1 — Fy (xoBs),

kde Fy(zx) je distribucni funkce Studentova rozdéleni s 5 stupni volnosti.

p-hodnota = Fy(1,05) = 1 — Fy(1,05) = 0,17 (viz vybrana rozdeleni.xlsx)

p-hodnota je vétsi nez 0,05. Na hladiné vyznamnosti 0,05 nezamitame nulovou hypo-
tézu, které fiké ze pozorovany rozdﬂ v ojeti pneumatik neni statisticky vyznamny.

//////

A
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Shrnuti:

Dvouvybérové testy pro nezavislé vybéry umoznuji na zakladé dvou nezavislych
vybéril porovnat neznamé parametry dvou populaci.

Strucny prehled testovych statistik, s nimiz jsme se seznamili

Dvouvybérové parametrické testy pro nezavislé vybéry

. Testované | PF kla . e p o %
Nazev testu estovane edpoklady Testova statistika T(X,Y) Nulové rozdéleni Poznamka
parametry testu
nezavislé Pii Eistém
rozptyly V}'/béry,. ﬁ i? 'S;llamno—
test o shod& | o2, o7 normalita o F Y
o . - Ny —1ny—1 sti nelze
rozptylt (sm. odch. | populaci, SE pouzit
01,07) neznamé pq, o oboustran.
Uy alternativu.
nezavislé o
" vybéry, X -Y) = (ux —wy)
dYouVYbero— normalita 2 o2 NGO 1)
vy & st populaci, n—’i + n—’;
mémé of, o7
nezavislé
vybery, & = 7) = (ux = 1)
dvouvybéro- stiedni normalita ; ; .
vy 1 test hodnoty | populact, (= Dsg+(mp=Dsg [T 1 nytn; -1
Uy [ neznamé o2, ng+n, —2 n o on,
o, 0t = a?
nezavislé .
1w _ _ v
vybery,. (Xrap — Xnix) — (Wrap — Unik)
Aspinové — normalita kde,v =
o laci s2 52 52 52 \?
Welchiv test populaci, Stap | Sk (Ban 4 Siux)
neznamé o2, Nrap Mk RIS
o}, o + o} =)+ ()

Dvouvybérové neparametrické testy pro nezavislé vybéry

Nazev testu LY LA Testova statistika N“l? Ve Poznimka
parametr testu rozdéleni
Oznaceni vybéru
nezavislé vybéry min(Uy, Uy), Kritick¢ | 5¢ Voli tak, aby
e platilo ny = n,.
ze spojitych hodnoty . .
@ i T kde o Je-li pozorovana
Mannav- mediany rozdé¢leni rozdéleni .
Whitneytv test Xo5, Y se stejnym jsou hodnota testove
05> 705 U = non, + 20D ¢ statistiky mensi
rozptylem 1= Ml v uvedeny nebo rovna
a tvarem. Uy = nyn, + 228240 _ v tabulce O L
2 kritické hodnotg,
zamitdme H,.
. 9
test hOI.mge.mt}f pravdépodobnosti ERger) (1 = P2) = (my — 2)
dvou binomickych 9 (=) a-p) N(0;1)
o Ty, Ty n > P1 P1) P2 P2
rozdéleni 27 5,(1—py) n, n,
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V praxi se Casto setkdvame se situaci, kdy méame n métenych jednotek (¢i objekti),
na nichz jsou provedena dvé pozorovani, dand riznymi experimentalnimi podmin-
kami (napf. ptsobi ¢i nepusobi néjaky faktor, jehoz t¢inky jsou predmétem Setteni).
Testovani shody strednich hodnot, resp. median, provadime tak, zZe vytvorime jednu
datovou hodnotu pro kazdou statistickou jednotku. V nejjednodussim datovém mo-
delu bude touto hodnotou rozdil ziskanych dvou pozorovani pro danou i-tou sta-
tistickou jednotku. Dané rozdily pak mohou byt pouzity pro jednovybérové testy
o tom, zda sledovany parametr je nula, coz je ekvivalentni s tvrzenim, Ze neexis-
tuji zddné rozdily mezi experimentdlnimi podminkami (nebo ze zkoumany faktor je
neucinny).

Ulohy k FeSeni

1. Provozovatel cerpacich stanic chce postavit novou cerpaci stanici na severnim nebo
jiznim okraji mensiho mésta. Projekt predpokladé, ze bude vybran ten vyjezd z mésta,
kde je vyssi intenzita provozu. Na severnim vyjezdu z mésta probihalo setfeni béhem 50
dni a byl zjistén pocet 4 000 projizdéjicich vozidel (denné, se smérodatnou odchylkou
70 vozidel). Na jiznim vyjezdu z mésta bylo za 45 dni zaznamenéno v pruméru 3 900
projizdéjicich vozidel denné (smérodatnd odchylka 60 vozidel). Lze rozhodnout, ktery
vyjezd je zatizenéjsi? Predpokladejte, Ze pocet vozidel projizdéjicich denné jednotlivymi
vyjezdy lze modelovat normalnim rozdélenim.

2. Firma Modus zjistovala v roce 2006 nazory Cechii na bezpeénost jadernych elektraren.
Ze 420 respondentu ve véku od 18 do 30 let povazovalo 24% soucasni bezpecnostni
opatfeni za postacujici. Z 510 respondenti ve véku 30 az 50 let povazovalo soucasna
bezpecfnostni opatieni za postacujici 34%. Ovérte Cistym testem vyznamnosti, zda mé
vék vliv na odpovéd.

3. Byly testovany polovodicové soucastky dvou vyrobcti — MM a PP. MM prohlasuje, ze jeji
vyrobky maji nizsi procento vadnych kust. Pro ovéreni tohoto tvrzeni bylo z produkce
MM néhodné vybrano 200 soucéastek, z nichz 14 bylo vadnych. Podobny experiment byl
proveden u firmy PP s vysledkem 10 vadnych ze 100 ndhodné vybranych soucastek.

a) Otestujte tvrzeni firmy MM ¢istym testem vyznamnosti.

b) Otestujte tvrzeni firmy MM prostiednictvim intervalového odhadu na hladiné vy-
znamnosti 0,05.

¢) Naleznéte 95% interval spolehlivosti pro pocet vadnych souc¢astek firmy MM.

4. Denni prirustky viahy selat pfi krmeni smési A, resp. B jsou uvedeny v tabulce:
Ovliviiuje vybér krmné smési prirustky vahy selat? (Bylo zjisténo, ze denni prirustky
vahy selat maji lognormalni rozdéleni.)

@ -
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D.

A | 62]54|55]60]53)58

Na skupiné dobrovolnika byl testovan prostiedek na sniZeni hmotnosti. Hmotnosti 12
testovanych lidi pred a po dietni kife jsou v nize uvedené tabulce. Urcete na hladiné
vyznamnosti 0,05, zda je prostfedek uc¢inny. Predpokladejte, ze vaha pfed i po dietni
ktre ma normalni rozdéleni.

hmotnost pted dietou [kg] | 85]75]90]65]|150|80|110|56|88|73|67|134
hmotnost po dieté [kg] 76]75]81[64]155]72] 99 145|89]66|56|110

Reseni

1.

Hy : 0% = a?,, Hy ag > 03, p-hodnota = 0,15 = nezamitdme hypotézu o shodé
rozptylii = pro ovéreni shody stfednich hodnot pouzijeme dvouvybérovy ¢ test (mame
k dispozici dva nezéavislé vybéry z normélniho rozdéleni).

Ho:ps =py, Ha o us > pg, p-hodnota = 0 = zamitame hypotézu o shodé strednich
hodnot, tzn. lze tvrdit, ze severni vyjezd je zatizengjsi.

Hp : m(18—30) = m(30—50), H4 : m(18—30) < 7(30—50), minimdlni pozadované rozsahy:
ni,,,, = o0,ng = 41, p-hodnota = 0,004 = zamitame hypotézu o homogenité dvou
binomickych rozdéleni, tzn. mizeme tvrdit, ze lidé ve véku 18 az 30 let povazuji jaderné
elektrarny za bezpecnéjsi nez lidé ve véku 30 az 50 let.

min

a) Hy : mym = mpp, Ha @ "y < mpp, minimdlni pozadované rozsahy: ny, , =
= 139, ng,,,, = 100, p-hodnota= 0,20 = nezamitdme hypotézu o homogenité dvou
binomickych rozdéleni, tzn. tvrzeni firmy MM nelze oznacit za pravdivé.

b) minimélni pozadované rozsahy: n;, . = 139, no, . = 100, P(mya — mpp € (—
—0,095;0,035)) = 0,95;0 € (—0,095;0,035) = nezamitdme hypotézu o homogenité
dvou binomickych rozdéleni, tzn. tvrzeni firmy MM nelze oznacit za pravdivé.

¢) P(mau € (0,035;0,105) = 0,95

. Hy :zo5, = o5, Ha : 205, > To5,, pozorovand hodnota (3) je mensi nebo rovna

kritické hodnoté (3) = zamitdme hypotézu o shodé medidnt, tzn. lze tvrdit, ze denni
prirastky vah selat jsou vyssi pfi pouziti krmné smési A. (Mannuv-Whitneytv test byl
zvolen z duvodi poruseni normality.)

. Oznac¢me: X ... hmotnost pred dietou, Y ... hmotnost po dieté.

Parovy t test, D; = Y; — X;, Hy : up = 0,Ha : up < 0, p-hodnota = 0,004 = zami-
tame nulovou hypotézu, tzn. lze tvrdit, ze dietni pripravek je ic¢inny (po dieté doslo ke
statisticky vyznamnému poklesu hmotnosti).
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Kapitola 8

Vicevybeérové testy
parametrickych hypotéz

Cile

Po prostudovani tohoto odstavce budete

e umét testovat homoskedasticitu vice nez dvou soubort — budete znat Bartlettiv,
Levenetv, Hartleytiv a Cochraniv test,

e umét zvolit spravny test pro ovéreni shody tdrovné ve vice nez dvou souborech
(ANOVA, Kruskaluv-Wallisuv test, Friedmanuv test),

e umét provést post hoc analyzu pro vicevybérové testy o shodé trovné.
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V této kapitole se budeme vénovat testiim umoznujicim, na zakladé £ > 2 nahodnych
vybéri, ovéreni shody k parametra (rozptyld, stfednich hodnot, mediani).

Oznacme:
k
celkovy rozsah vsech k vybéru: n=>. n;
i=1
— g
prumér i-tého vybéru: Xi=L13 X,
] ]:1
= 1 k n;
celkovy prumér vSech k vybéru: X == Zl > X,
i=1j=1

vybérovy rozptyl i-tého vybéru: s? =1 (Xij — XZ-)2 .

Vychozi situaci 1ze zachytit v nasledujici tabulce.

Cislo skupiny 1 2 ...k
Néhodny vybér | X, X, R
X 1nq X 2n, X kny
Rozsah skupiny | n, n, ng
Pramér skupiny | X, X, e
Rozptyl skupiny [ 52 52 5=

8.1 Testy shody rozptyla

Jednim z predpokladi analyzy rozptylu, testu umoznujiciho na zakladé & > 2 na-
hodnych vybéra ovéfeni shody k stfednich hodnot, je shoda rozptyli (homoskedas-
ticita) vSech k normdlnich rozdéleni, z nichz jsou vybéry porizovany. Predpoklad
homoskedasticity se da oveérit.

Predpokladejme, ze mame k > 2 nezavislych vybért z normalniho rozdéleni,
X117 Xl?a Ce 7X1n1 je Vybér Z N(Hlv O'%),

atd. az
Xi1, Xp2, - oy Xpeny je vybér z N (ug; 02),

Je treba testovat hypotézu
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Hy:0?=03=...=o0}
proti alternativé, ze se alespon jedna dvojice rozptyla lisi
HA . _|H0.

K tomuto ucelu se vyuziva naptiklad Bartlettav test.

8.1.1 Bartlettuv test
Necht

1 2
MS, = n_kZ(nz —1)s;

i=1
(M S, nazyvame rezidudlni rozptyl a je pouzivan rovnéz v analyze rozptylu),

1 1 oo
CZl_a(k—l) (n—k_Zn,-—l)'

i=1

Plati-li nulova hypotéza, ma testova statistika

B= —
C

(n—k)InMS, = (n; —1)In s§]

i=1
piiblizné x? rozdéleni s n — k stupni volnosti. Pak
p-hodnota =1 — Fy(zops),

kde Fy(z) je distribu¢ni funkce x? rozdéleni s n — k stupni volnosti.

Bartlettuv test je velmi citlivy na poruseni predpokladu normality, nelze jej
tedy pouzit, nepochazeji-li vsechny porovnavané vybéry z normaélniho rozdéleni.
V takovémto pripadé volime pro ovéreni homoskedasticity radéji tzv. Levenetv test.

8.1.2 Leveneuv test

Tento test je ve srovnani s Barttletovym testem méné citlivy na poruseni predpo-
kladu normality. Nedoslo-li vsak k zamitnuti normality pro zadny ze sledovanych
vybér, volime pro test homoskedasticity radéji test Bartlettiv, ktery ma vétsi silu
testu.

Necht Zij = |ij - Xz| Oznacme

7, ==L )?:Z§:Zij7
i i=1j=1 T

k _ -\ 2 k n; _ .9

Sz =i (Zi—2) . SSz=3 3 (Z;-7).

i=1
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Plati-li nulova hypotéza, pak ma testova statistika

SSzp
k—1
SSZe
n—=k

priblizné Fisher-Snedecorovo rozdéleni s k—1 stupni volnosti v ¢itateli a n— k stupni
volnosti ve jmenovateli. Pak

p-hodnota =1 — Fy(zops),

kde je Fy(z) distribuéni funkce Fisher-Snedecorova rozdéleni s k — 1 stupni volnosti
v Citateli a n — k stupni volnosti ve jmenovateli.

Pro jisté pripady jsou navrzeny i modifikace Leveneova testu. V pripadé, ze vybérové
soubory vykazuji vyraznou sikmost, lze pouzit Z;; = | X;; — X |, kde X, ; oznacuje
median ¢-tého vybéru. Vykazuji-li vybérové soubory vyraznou Spicatost, lze pouzit
Zij = | Xij— Xiy, |, kde X;,, oznacuje 10% useknuty pramér i-tého vybéru, tj. primér
z vybéru, z néhoz bylo odstranéno 10% nejvétsich a 10% nejmensi hodnot.

Jsou-li rozsahy vSech skupin stejné (fikame, Ze tiidéni je vyvazené), tj. ny = ... = ng,
pouziva se k testovani homoskedasticity také Hartleytiv nebo Cochraniiv test.

8.1.3 Hartleyuv test

Je zfejmé, ze pokud nezjistime statisticky vyznamny rozdil mezi nejvétsim a nejmen-
sim vybérovym rozptylem, nebudou se statisticky vyznamné lisit ani ostatni dvojice
vybérovych rozptylt. Hartleyv test je zalozen na testové statistice

Nulova hypotéza se zamita, je-li pozorovana hodnota F), ., vétsi nebo rovna kritické
hodnoté h,(k,n; — 1), kterd je tabelovdana ve specidlnich tabulkach (tabulka T8).
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8.1.4 Cochranuv test

Tento test pouziva testovou statistiku

max s?

Gz = 35—
st 482

K zamitnuti nulové hypotézy vedou vysoké pozorované hodnoty G, Kritické hod-
noty ¢, (k,n; — 1) jsou uvedeny v tabulce T9.

Priklad 8.1. Pii sledovani kvality pénového polystyrénu (EPS) byla sledovana hus-
tota EPS [kg/m?] ¢tyt riznych vyrobett A, B, C, D. Hustota byla stanovena pro 7
produktta kazdého z vyrobct. Vysledky byly vepsany do nize uvedené tabulky.

Vyrobce Objemova hmotnost EPS [kg/m’] Pramér | Vybérovy rozptyl
[kg/m’] [kg®/m°]
A 143 13,0 17,6 | 16,9 | 16,1 | 20,0 | 18,4 | 16,61 5,73
B 19,1 22,5]21,2 21,0203 |17,4]22,7| 20,60 3,52
C 19,7 | 16,8 | 15,8 | 20,1 | 18,2 | 18,6 | 18,9 | 18,30 2,36
D 132 12,6129 13,7 17,3 | 11,2 15,0 | 13,70 3,83

Ovérte homoskedasticitu objemové hmotnosti EPS jednotlivych vyrobct.
Resent.
Mame 4 nezavislé vybéry. Je treba testovat hypotézu
Hy:0}=02=03 =0}
proti alternative, ze se alespon jedna dvojice rozptyla lisi
H,:—H,.

Bartlettuv test

1 1 G
=1- - = 1,069.
¢ a(k —1) (n—k izlni—1> , 069

[(n —k)Ins) — Z(nZ —1)In 512] =1, 106.

=1
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p-hodnota = 1 — Fy(1,106), kde Fy(x) je distribu¢ni fuknce x? rozdéleni s 24 stupni
volnosti.

p-hodnota = 1

Protoze p-hodnota = 1 nelze zamitnout nulovou hypotézu. Protoze nemame infor-
maci o normalité jednotlivych vybért, provedeme Levenetv test. (Barttletiv test je
citlivy na poruseni normality!)

Leveneuv test

Vyrobce Z;j [kg/m’] Praimér Z;
[kg/m3]
A 23136|1,0/03(0,5]3,4(1,8 1,8
B 1,5119]10,6]0,410,31]3,212,1 1,4
C 1411,5(2,5]1,810,1(0,3/|0,6 1,2
D 05/11,1108]0,0(3,6|2,5]1,3 1,4
Pak
= k n; Z
Z=S"3 29 _1 46,
i=1j=1 1
k _ =
SSZB = an(Zz — Z)2 = 1,63,
=1
k n; _
SSze =33 (Zij — Z;)* = 31, 34,
i=1j=1
SSzp
TOBS — Slfs;zle = 0,42
n—k

p-hodnota= 1 — F(0,42),

kde Fy(z) je distribu¢ni funkce Fisherova-Snedecorova rozdéleni s 3 stupni volnosti
v Citateli a 24 stupni volnosti ve jmenovateli.

p-hodnota = 0,74

Protoze p-hodnota = 0,74, nelze homoskedasticitu zamitnout ani na zakladé Leve-
neova testu.

Vzhledem k vyvazenosti ttidéni lze pro ovéreni homoskedasticity pouzit rovnéz Hart-
leytiv a Cochrantiv test.
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Hartleytv test

Hartleytiv test je zaloZzen na testové statistice

[

max s;

~

Fmacc =

N

min s:

N

Pozorovana hodnota xops = 2,43(= 5,73/2,36). Pozorovana hodnota neptekrocila
kritickou hodnotu hgo5(4,6) = 10,4 (tabulka T8), proto na hladiné vyznamnosti
0,05 nezamita homoskedasticitu ani tento test.

Cochranuv test

Tento test pouziva testovou statistiku

max s;

Gmax: .
ST+ ..+ s

Pozorovana hodnota zops = 0,37(= 5,73/(5,73+ 3,52+ 2,36+ 3, 83)). Pozorovana
hodnota neprekrocila kritickou hodnotu ¢go5(4,6) = 0,56 (tabulka T9), proto na
hladiné vyznamnosti 0,05 nezamitdme nulovou hypotézu.

A

8.2 Jednofaktorova ANOVA

V kapitole 7 jsme se vénovali mimo jiné také dvouvybérovému ¢ testu, ktery na za-
kladé dvou nezavislych vybérti umoznuje porovnat stredni hodnoty dvou normalné
rozdélenych populaci. V mnoha pripadech vsak potifebujeme porovnat stredni hod-
noty vice nez dvou populaci. Muzeme naptiklad zkoumat, zda

e typ absolvované stredni skoly ovliviiuje pocet bodi dosazenych studenty u pri-
jimaci zkousky z matematiky;,

e pouzitda medikace ovliviiuje krevni tlak pacientii,
e typ pouzitého hnojiva ovliviiuje vynosy urcité plodiny,

e pracovni vykon délnika zavisi na umisténi stroje, apod.

8.2.1 Motivacni priklad

Pro ilustraci si uvedme motivacni priklad, jenz nés bude provazet touto kapitolou.

Nasim kolem je porovnat ispésnost absolventi gymndzii, SPS a odbornych ucilist
s maturitou (OU) w prijimaci zkousky z matematiky. DosaZené visledky ndhodné
vybranych dvaceti studentu jsou uvedeny v ndsledujici tabulce.



210

Vicevybérové testy parametrickych hypotéz

Gymnézium | SPS | OU
55 52 | 47
54 50 | 53
58 51 | 49
61 51 | 50
52 49 | 46
60 48
53 50
65

Poznamka: Typ absolvované stredni skoly je vlastné kategorialni promennou, kterd
od sebe rozlisuje jednotlivé porovndvané skupiny. Této rozlisujici promenné se rikad
faktor.

Protoze tyto typy skol reprezentuji studenti ruznych skol (neni gymnézium jako
gymnézium. .. ), s riznymi studijnimi vysledky a riznym nadédnim na matematiku,
a také vlivem dalsich riaznych vlivii, bodové hodnoceni zastupct jednotlivych typt
skol znacné kolisa.

8.2.2 Explorac¢ni analyza

Prvnim krokem pfti analyze takovychto dat je jejich vizualizace, popt. vypocet za-
kladnich ¢iselnych charakteristik jednotlivych vybér.

Vicenasobny krabicovy graf

66 [ ]

71 ] =
g Pr L« ]
@ L “F H . !

54 C J; 7] EY ]

[ T T ] = ?
“F = - ]
4t 3 Obr. 8.2: Bodovy graf
Gymnézium ou SPS

Obr. 8.1: Krabicovy graf

Tab. 8.1: Zakladni ¢iselné charakteristiky
Gymnézium | SPS | OU
rozsah 8 5 7
prumer 57,3 50,6 | 49,0
vybérovy rozptyl 20,5 1,3 | 5,3
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Jsou-li analyzované vybéry dostatecné malé, lze pro jejich vizualizaci pouzit bodovy
graf (Obr. 8.2). Dochézi-li v bodovém grafu k prekryvani jednotlivych bodi zne-
snadnujicimu interpretaci vysledki (typické pro rozsahlejsi vybéry), pouzivame pro
vizualizaci vicendsobny krabicovy graf (Obr. 8.1).

Krabicovy graf pouzijeme mimo jiné k identifikaci odlehlych pozorovani, ktera o-
becné zpusobuji selhani analyzy rozptylu. Pokud odlehla pozorovani vyskytujici se
v datech byla zptisobena:

e hrubymi chybami, preklepy, prokazatelnym selhanim lidi ¢i techniky ...
e disledky poruch, chybného méreni, technologickych chyb ...

tzn., zname-li pricinu odlehlosti a predpokladame-li, Ze jiz nenastane, vylouc¢ime je
z dalsiho zpracovani. Jestlize odlehla pozorovani v datech ponechame, pouzijeme
radéji Kruskaluv-Wallisuv test (kapitola 8.3).

V nasem pripadé lze na zakladé krabicového grafu tvrdit, ze skupiny neobsahuji
odlehl& pozorovani. Zda se, ze mezi skupinami je rozdil mezi ziskanymi body — nej-
lepsich priimérnych vysledkit dosahli studenti gymnézii, vysledky absolventit SPS a
OU se zdaji srovnatelné. Nyni chceme zjistit, zda jsou vysledky vybérového Setteni
natolik ,silné*“, aby vedly k zamitnuti hypotézy o shodé strednich hodnot, tj. k za-
mitnuti tvrzeni, ze typ absolvované sttedni skoly nema vliv na tspésnost studentt
pri prijimaci zkouSce z matematiky.

8.2.3 Predpoklady pro pouziti analyzy rozptylu

Jak porovnat priméry vice nez dvou vybéru? Zdanlivé by stacilo utvorit vsechny
dvojice nahodnych vybéru a na vsechny aplikovat dvouvybérovy ¢ test. Jak jiz vite
z kombinatoriky, téchto testu je (’2“) = k(k; DY Kdyby byl kazdy z nich proveden
na hladiné vyznamnosti «, byla by vysledna hladina vyznamnosti testu mnohem
vyssi nez «. Tim by byl test zcela znehodnocen. Proto v roce 1925 vytvoril sir R. A.
Fisher metodu nazyvanou analyza rozptylu, resp. ANOVA (akronym z anglického
»~ANalysis Of VAriance“), kterd zachovava vyslednou hladinu vyznamnosti « a

rozumnou silu testu.

Na tomto misté je tfeba zminit pozadavky parametrického testu, ktery budeme déle
uzivat.

Analyza rozptylu byla ptuvodné navrzena pro stejny rozsah jednotlivych vybéri, coz
oznacujeme jako vyvazené tridéni. V praxi byva tento predpoklad mélokdy splnén
— plati vsak, ze ¢im tésnéji je toto pravidlo splnéno, tim vérohodnéjsi jsou vysledky
testu.

Analyza rozptylu ve své parametrické podobé predpoklada
e nezavislost vybéru,
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e normalitu rozdéleni,

e homoskedasticitu (identické rozptyly).

Nezavislost vybért je velmi dilezitym predpokladem. Pokud neni tento predpoklad
splnén, mizeme ziskat uzitim analyzy rozptylu zcela nesmyslné vysledky. Pro po-
rovnani k > 2 zavislych vybéru lze pouzit Friedmanuv test (kapitola 8.4).

Na poruseni normality neni ANOVA prilis citliva, zvlast pokud maji vsechny vybéry
rozsah vétsi nez 30. Pfi vyraznéjsim poruseni normality (viz testy normality) se
doporucuje pouzit neparametrickou obdobu analyzy rozptylu — Kruskaluv - Wallistv
test (kapitola 8.3).

Pro ovéreni homoskedasticity (shody rozptyli) lze pouzit napriklad testy uvedené
v kapitole 8.1. Pti vétsim poruseni homokedasticity se doporucuje, podobné jako pri
poruseni normality, pouzit Kruskaliv — Wallisuv test (kapitola 8.3).

Predpokladejme, Ze mame k < 2 nezavislych vybéri z normalniho rozdéleni,

Xll;X127 ce 7X1n1 je Vybér Z N(ul,af),

Xkl) Xk;?a cee 7anl je Vybé]f' Z N(Mka O-Z)v
Je tireba testovat hypotézu

Hy:py=po=...= g
proti alternativé, ze se alespon jedna dvojice stfednich hodnot lisi
HA : _|H0.

Pokud na hladiné vyznamnosti a zamitneme nulovou hypotézu, zajima nés, které
dvojice p;, p1; toto zamitnuti zpusobily (kapitola 8.2.7).

8.2.4 Rozklad celkové variability

Proc se testu o shodé strednich hodnot tika ,analyza rozptylu“? Tento nézev zavedl
jeji autor sir R. A. Fisher (1890-1962), aby postihl jeji charakter — lohu o shodé
k > 2 stfednich hodnot prevedl na test shody dvou rozptyli, tzv. F-test, ktery jiz
znate z kapitoly 7.1.

Zabyvame se otazkou, zda se vysledky studenti opravdu lisi podle toho, jaky typ
stfedni skoly absolvovali. Neboli — jsou priméry jednotlivych vybért rozdilné vlivem
ruznych stfednich hodnot prislusnych populaci, nebo lze rozdily mezi priméry pricist
na vrub ndhodnému kolisani?
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Je treba testovat hypotézu Hy: e = lspg = Hou,

kde pg je sttedni bodové hodnoceni prijimacich zkousek z matematiky absolventt
gymnazia, pgpg je stiedni bodové hodnoceni prijimacich zkousek z matematiky ab-
solventit SPS, yoy je stfedni bodové hodnoceni pfijimacich zkousek z matematiky
absolventi OU

VUci alternative: Hy: —Hy (neplati Hy).

Myslenkou analyzy rozptylu je, Ze celkovou variabilitu zavisle proménné (vysledky
ptijimaciho Fizeni z matematiky vsech 20 studenti) rozdélime do dvou ¢ésti, na
variabilitu mezi skupinami a variabilitu uvniti skupin.

Variabilitu jednotlivych pozorovani kolem celkového priiméru charakterizuje cel-
kovy soucet ¢tvercu (angl. ,total sum of squares®),

k  n; B
S8 =3 (X=X,
i=1 j=1
resp. celkovy rozptyl (angl. ,mean of squares*)

SSr

MSr =
T n—1

kde n — 1 je odpovidajici pocet stupnt volnosti dfr (z angl. ,,degrese of freedom*).

Vhodnym kvantifikitorem meziskupinové variability (jinak Teceno efektu skupin ¢i
rozdilii mezi skupinovymi prameéry X;, v nasem pripadé vlivu typu absolvované
stfedni skoly) je meziskupinovy soucet Ctverci (angl. ,sum of squares between
groups”),

k —
SSB = an(Xl — X)2,
i=1

resp. rozptyl mezi skupinami

SSg

M p—
SB k’—]_’

kde k — 1 je odpovidajici pocet stupnu volnosti dfg.

Je zrejmé, ze rozptyl mezi skupinami neposkytuje dostatecnou informaci o celkové
variabilité, nebot nepostihuje kolisani dat v jednotlivych skupinéch.

Pro ujasnéni si problému srovnejte dva nasledujici grafy — graf na obr. 8.3a) uvadi
bodové hodnoceni ndhodné vybranych studentt, graf na obr. 8.3b) taktéz, avsak



214

Vicevybérové testy parametrickych hypotéz

6 F E 6 F : b
61 | E [
5 F E 59 [ .
57 F o E [ . .
55 '.;' E s = . . b
> 4 > F ) 4
g 2 : . 18 . * ]
51 F |::| - 51 - s |
9L . . E [ ] ]
E 4 F (]
s == E s == ]
45 C L 4 B r [ ] °
3 E [ ° °
43 3 43 | -
Gymnézium SP§ ou Gymnézium SP§ ou

Obr. 8.3: Srovnani datovych souborti s nizkou a vysokou variabilitou uvnit¥ skupin

vysledky prezentované v grafu na obr. 8.3b) vykazuji zna¢né kolisani v ramci jed-
notlivych typua skol. Vzhledem k tomu, Ze skupinové praméry (oranzové tsecky) dat
prezentovanych v grafech na obr. 8.3a) i na obr. 8.3b) jsou stejné, jsou i rozptyly
mezi skupinami pro data prezentovana v jednotlivych grafech totozné!

Subjektivni vnimani studovaného problému je vSak rozdilné. Vysledky studentii pre-
zentované v grafu na obr. 8.3 jsou v ramci jednotlivych skupin natolik rozkolisané
oproti rozdilim mezi skupinovymi prameéry, ze si dokazeme predstavit, ze vSechny
tri vybéry lze ziskat z jedné populace.

Variabilitu uvnitf skupin popisuje tzv. rezidualni soucet ¢tvercia S, (angl. ,sum
of squares — errors*)

k  n; _
SSe - ZZ<XU — X)2,
=1 j=1

resp. rezidualni rozptyl
SSe

n—=k

kde n — k je odpovidajici pocet stupnt volnosti df..

MS, =

Vsimnéte si, ze rezidudlni soucet ¢tverci lze vyjadiit pomoci vybérovych rozptyli
jednotlivych trid.

- k

58e = ZZ(XU ~X)? = Z(m - 1) Z (X;ZZ;_T)Q = Z(nl —1)s?

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1

Lze dokazat, ze
SSr =855+ 585..

Priklad 8.2. Rozdélte celkovy rozptyl zavisle proménné z motiva¢niho prikladu
(vysledky prijimaciho Fizeni z matematiky vSech 20 student) na variabilitu mezi
skupinami a variabilitu uvniti skupin.
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Resend.

Diléi vypocty zaznamename do tabuly.

Celkova variabilita je dana celkovym souctem ¢tverci S S, resp. celkovym rozptylem

MSy.
SSr =3

=17

SSy  464,2
M = = =
S n—1 20—1

Variabilita mezi tfidami je dana souctem c¢tverci mezi tifidami SSp, resp. rozptylem

Skupina
Gymnézium | SPS | OU

1 2 3

55 52 | 47

54 50 | 53

58 51 | 49

61 51 | 50

52 49 | 46

60 48

53 50

65
Rozsah 8 5 7 n =20
Primér X; 573 | 50,6 | 490 | X =3, 30 =527
(X, — X) 4,6 2,1 | 3,7
n(X; —)?)2 165,62 | 22,05 (95,83 | ¥k n,(X, _;?)2 — 2835
Vybérovy rozptyl s7 | 20,5 1,3 | 53

mezi tfidami M Sg.

k _

MSp =

Variabilita uvnitt tiid je dana rezidualnim souctem ctvercti SS., resp. rezidualnim

=1

SSp  283,5
Ek—1 3-1

rozptylem M S..

SSe

k

= 141,8

= > (n; — 1)s? = 180,7

i=1

k g =
So(Xij— X)P=(55—52,7)2+ ...+ (50 — 52,7)? = 464, 2
=1 j=1
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SS.  180,7
n—*k 20—3

MS, = = 10,6

8.2.5 Testovaci kritérium F-pomeér

Pripomenme si, ze se zabyvame otézkou, zda jsou primeéry jednotlivych skupin roz-
dilné vlivem rtznych strednich hodnot prislusnych populaci, nebo lze rozdily mezi
pruméry pric¢ist na vrub ndhodnému kolisani. Lisi-li se priméry jednotlivych skupin
vlivem ruznych strednich hodnot prislusnych populaci, pak musi byt rozptyl mezi
tridami dostateéné velky vzhledem k rozptylu uvnitt t¥id (viz obr. 8.3).

Bézné se zkouma pomér, ktery se na pocest Ronalda Fishera nazyva F-pomér (angl.
»F-ratio®).

MSg

MS,
Neni-li Hy pravdiva (stfedni hodnoty nejsou stejné), pak variabilita mezi tfidami

SSp bude relativné velka viaci variabilité uvnitt t¥id SS, a F-pomeéer bude mnohem
vétsi nez 1. Cim vétsi je F-pomer, tim méné je H,y pravdépodobna.

F — pomer =

V pripadé platnosti nulové hypotézy ma F-pomeér Fisher — Snedecorovo rozdéleni
s k — 1 stupni volnosti v citateli a n — k stupni volnosti ve jmenovateli.

Abychom test mohli dokonéit, zbyva nam popsat zptsob vypoctu p-hodnoty. Protoze
o zamitnuti Hy vypovidaji hodnoty kritéria F-pomeéer mnohem vétsi nez 1, je zfejmé
(viz obr. 8.4), ze

p-hodnota =1 — Fy(zops),

kde Fy(z) je distribu¢ni funkce Fisherova-Snedecorova rozdéleni s k — 1 stupni vol-
nosti v ¢itateli a n — k stupni volnosti ve jmenovateli.

f()(X )

p-hodnota

0 V 1 Xt XoBs w X

Obr. 8.4: Tlustrace p-hodnoty pro testovou statistiku F-pomér
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Pro uplnost lze dodat, Zze pokud bychom metodiku analyzy rozptylu uplatnili pro
dvouvybérovy test shody strednich hodnot, ziskali bychom vysledky stejné jako
u oboustranného dvouvybérového t testu. Metodou ANOVA vsak nelze provadét
jednostranné testy shody stfednich hodnot, coz dvouvybérovy ¢ test umoznuje.

8.2.6 Tabulka ANOVA

Vysledky vypocta se zapisuji do tzv. tabulky jednofaktorové analyzy rozptylu.

Tab. 8.2: Tabulka jednofaktorové analyzy rozptylu

L ‘o x s Pocet Rozptyl =
Zdroj variability Soucet Ctverct stupitd volnosti | (prm. soudet &verch) F-pomér | p-hodnota
o S e S5, MS,
Skupinovy (faktor) | SS; = Z n(X; — X) dfg=k—1 MSg = af, S 1 — Fy(xops)
‘ B e
i=1
e \ ss,
Rezidudlni SS, = Z(ni —1)s? df,=n—k MS, = ar
i=1 ¢
Kk n
Celkovy Sy = Z Z(XU- X7 | dfp=n-1
i=1 j=1

Priklad 8.3. Dokoncete analyzu rozptylu pro motivacni priklad.

Resend.

7 predchazejiciho reseného prikladu prevezmeme veskeré dil¢i vysledky, uréime po-
zorovanou hodnotu testového kritéria a uréime p-hodnotu. Postupné vypliujeme
tabulku analyzy rozptylu.

MSp  141,8
€T = =
OBS T MS. T 10,6

=13,3

p-hodnota= 1 — Fy(xops) = 1 — Fy(13,3),

kde Fy(x) je distribuéni funkce Fisherova-Snedecorovo rozdéleni s 2 stupni volnosti
v Citateli a 17 stupni volnosti ve jmenovateli.

p-hdonota = 0,0003 (viz vybrana_rozdeleni.xls)

Na hladiné vyznamnosti 0,05 zamitame nulovou hypotézu o shodé strednich hodnot.
Lze tedy tvrdit, ze typ absolvované stfedni skoly mé vliv na vysledek prijimaci
zkousky z matematiky.

Pripomenme si, ze vysledek analyzy rozptylu ndm pouze tiké, Ze praméry nejsou
stejné. Je treba provést dalsi analyzu, abychom zjistili, jak se lisi. Absolventi, jakého
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Analysis of Variance

Source Sum of Squares Df  Mean Square F-Ratio  P-Value
Between groups 283,5 2 141,75 13,34 0,0003
Within groups 180,7 17 10,63

Total (Corr.) 464,2 19

Obr. 8.5: Ukdzka vystupu metody ANOVA (software Statgraphics)

typu stiedni Skoly maji statisticky vyznamné lepsi (resp. horsi) Sanci na lepsi vysle-
dek? Odpovéd na tuto otdzku ndm dé tzv. post hoc analyza neboli mnohonasobné
porovnavani.

A

8.2.7 Post hoc analyza aneb metody mnohonasobného po-
rovnavani

V pripadé nezamitnuti nulové hypotézy je zavér jasny a testovani konci. Pokud vsak
zamitneme H, ve prospéch H 4, byla by nase analyza nekompletni, pokud bychom
neidentifikovali, mezi kterymi dvéma soubory existuji statisticky vyznamné rozdily,
kolik takovych dvojic je a jaky je mezi nimi vztah. Tento dalsi proces se nazyva post
hoc analyza a spoc¢iva v porovnavani stfednich hodnot vSech dvojic populaci, tzv.
mnohonasobném porovnavani.

Metody mnohonasobného porovnavani stfednich hodnot vychéazeji z testi shody
dvou strednich hodnot, které jste poznali v kapitole 7.2. Pro kazdou dvojici skupin
I a J testujeme

Ho:pr = pg

vuci alternative

Hy:pr # pg

Zamitneme-li hypotézu H, znamend to, ze skupiny / a J jsou rozlisitelné danym
faktorem. Pro Teseni problému mnohonasobného porovnavani existuje nékolik me-
tod, jako napiiklad Fisherovo LSD (nejmensi vyznamny rozdil - Least Significant
Difference), Bonferroniho, Scheffého a Tukeyova metoda. Cilem kazdé metody je
udrzet danou pravdépodobnost chyby prvniho druhu « a v podstaté ji rozdélit mezi
vsechna porovnani.
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Fisherovo LSD (metoda nejmensiho vyznamného rozdilu)

Fisherovo LSD patii mezi nejstarsi metody vicenasobného porovnavani. Jejim auto-
rem se sir R. A. Fisher, autor analyzy rozptylu. Nulovou hypotézu zamitame pokud

|z — 4| 2 LSDyy,

kde LSDy; nazyvame nejmensi signifikantni diferenci (angl. Least Significant Diffe-
rence) a uréime ji jako

1 1
LSDyy =ty (1—g) VMSey | — + —,
2 nr ny

kde t1-a(n — k) je (1 — §) kvantil Studentova rozdéleni s n — k stupni volnosti.

Nevyhodou metody je, ze celkova pravdépodobnost chyby I. druhu je vyssi (obvykle
podstatné vyssi) nez hladina vyznamnosti « zvolena pro jednotliva diléi porovnévani
dvojic. (Jak uréime celkovou pravdépodobnost chyby prvniho druhu, bude-li prove-
deno celkem (g)porovnévéni?

Bonferroniho metoda aneb Fisherova metoda s Bonferroniho korekci

[talsky matematik Bonferroni ukazal, zZe u Fisherova LSD s rostoucim poc¢tem porov-
navani roste pravdépodobnost, ze se dopustime chyby I. druhu. Aby bylo zajisténo,
ze celd post hoc analyza bude mit chybu I. druhu nejvyse a, je tfeba v jednotlivych
testech upravenou hladinou vyznamnosti a*. Tu ziskame tak, ze hladinu vy-
znamnosti a vydélime celkovym poctem (];) porovnani, ktera chceme provést. Tato
hodnota pak bude nasi hladinou vyznamnosti pro kazdy t test.

Nulovou hypotézu zamitame, pokud

* 11
&7 — G| = ton (1 - O‘—) VMS. | — 4+ —,
2 nr ny

kde a* je upravena hladina vyznamnosti, o* = 0y

t, o (n—k) je (1 — %) kvantil Studentova rozdéleni s n — k stupni volnosti.
2
Scheffého metoda

Tato metoda je v praxi ¢asto preferovana.

Nulovou hypotézu zamitame, pokud

|(Z’[—Zi’J| z \ MSQ\/Fl_a(]{Z— 1,72—]{?)(]{?— 1) (i—i‘ i),

nr ny
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kde Fi_o(k —1,n — k) je (1 — ) kvantil Fisherova-Snedecorova rozdéleni s k — 1
stupni volnosti v ¢itateli a n — k stupni volnosti ve jmenovateli.

Tukeyho metoda

V piipadé vyvazeného tridéni (tj. stejného poctu pozorovani u vSech porovnéava-
nych k skupin) 1ze pro post hoc analyzu pouzit Tukeyho metodu, ktera je sice méné
obecnéjsi nez Scheffého metoda, ale zato citlivejsi.

Nulovou hypotézu zamitame, pokud

1
21 — 35| 2 qa(k,n — k)/ MSeq | —,
nr

kde g.(k,n — k) je a kvantil studentizovaného rozpéti, ktery je tabelovan (tabulka
T10).

V ptipadé nevyvazeného tridéni lze pouzit modifikovany Tukeyho test znamy pod
nazvem Tukey HSD.

Nulovou hypotézu pak zamitame, pokud

1/1 1
|'%I_§:J| Z%x(lfyn_k)\/MSe\/_ <_+_>7
2 ny ny

kde q.(k,n — k) je a kvantil studentizovaného rozpéti, ktery je tabelovan v T10.

8.2.8 Metody prezentace vysledkii vicenasobného porovna-
vani
Pro souhrnnou a prehlednou prezentaci vysledkia post hoc analyzy, zejména pro

vétsi pocet porovnavanych skupin, byly vyvinuty rizné prostredky. S dvéma z nich
se nyni seznamime. Jsou to:

e znaménkové schéma,

e homogenni skupiny.

Znaménkové schéma (viz obr. 8.7) je tabulka k x k, ve které kazdé porovnavané
skupiné odpovida jeden radek a jeden sloupec. V prislusném poli tabulky lze do-
hodnutym symbolem (tecka, kiizek, hvézdicka, ...) oznacit ty dvojice skupin, pro
néz byl identifikovan statisticky vyznamny rozdil mezi praméry. Chceme-li zdaraznit
rizné hladiny vyznamnosti, na nichz lze rozdil mezi priméry oznacit za statisticky
vyznamny, pouzivame obvykle pro rtizné hladiny vyznamnosti rizné velké skupiny
znaku (napf. jeden znak pro a = 0,05, dva znaky pro = 0,01 a t¥i znaky pro
a =0,001).
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Jinym zpusobem prezentace vysledki post hoc analyzy jsou tzv. homogenni sku-
piny (viz obr. 8.6). Jako homogenni oznac¢ujeme ty skupiny, pro néz by v jednofak-
torové analyze rozptylu nebyla zamitnuta hypotéza o shodé stfednich hodnot. Pri
tvorbé homogennich skupin se porovnavané skupiny seradi do tabulky a to vzestupné
podle vybérového pruméru, tj. v prvnim radku bude skupina, jejiz primeér je nejme-
nsi, v poslednim radku bude skupina s nejvétsim primeérem. Poté se pomoci vhodné
metody mnohonasobného porovnavani ovéruje shoda mezi prvni z uvedenych skupin
a dalsimi nasledujicimi a to tak dlouho, dokud lze pro tyto hodnoty nezamitnout
hypotézu o shodé stfednich hodnot. Tyto skupiny pak tvori prvni homogenni sku-
pinu. Déle se obdobnym zptusobem postupuje u dalsich skupin v poradi. Pokud by
timto postupem byla identifikovina homogenni skupina, ktera je podmnozinou jiz
vzniklé (vétsi) homogenni skupiny, pak se ve vysledku neuvazuje.

Poznamka: Nékteré homogenni skupiny se mohou prekryvat. Znamend to, Ze nék-
teré skupiny mohou mit vlastnosti blizké vice homogennim skupindm soucasne.

Priklad 8.4. Provedte post hoc analyzu pro data z motivacniho ptikladu.

Resend.

Vysledkem analyzy rozptylu bylo zamitnuti nulové hypotézy, zajiméa nas tedy od-
povéd na otazku ,,Absolventi, jakého typu stredni skoly maji statisticky vyznamné
lepsi (resp. hors{) Sanci na lepsi vysledek?

Pripomenme si potrebné dil¢i vysledky ziskané v pribéhu analyzy rozptylu.

Skupina
Gymnazium | SPS | OU
1 2 | 3
Rozsah 8 5 7 n =20
Primer X;| 573 |50,6(49,0 X =3k ¥ =527

MS, =10,6
Testujeme Hy : puy = py vadci alternative Ha : pup # py.
Fisherovo LSD

Nulovou hypotézu zamitame pokud |Z; — Z;| =2 LSDy;, kde LSDy; uréime jako

1 1
LSD[J:tl_ﬁ(n—k?)\/ MSe — + —.
2 nr ny

tis(n—k) =toors(17) = 2,1 = LIDy; = 2,1/10,6,/ - + - = 6,837, /L + L
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|% — %] | LSDy
Gymnéazium —SPS" | 6,7 | 3,898
Gymnazium — OU 8,3 3,539
SPS - OU 1,6 4,003

Fisherovo LSD identifikovalo jako statisticky vyznamné rozdily mezi primérnym
hodnocenfm absolventtt gymnézii a SPS a gymnézii a OU. Lze tedy tvrdit, Ze ab-
solventi gymnazii maji statisticky vyznamné vyssi pramérné vysledky nez studenti
SPS a OU, jejichz primérné vysledky jsou srovnatelné.

Bonferroniho metoda

Nulovou hypotézu zamitame, pokud
|z — 24 2t a*n— WM U
kde a* je upravend hladina vyznamnosti, a® = ( )
2

o = ﬁ 0(_) =0, 0167 tl a* (n — k‘) = t0,99165(17) = 2,65
2

(n—k)V/MSe\ /L + L =2,65\/10,6, /- + ;- =8,628,/:.L + L

|;ZI — 92]| Kriticka hodnota
Gymnazium — SPS™ | 6,7 4,919
Gymnézium — OU” 8,3 4,465
SPS - OU 1,6 5,052

Bonferroniho metoda poskytla stejné vysledky jako Fisherovo LSD.
Scheffého metoda

Nulovou hypotézu zamitame, pokud

]ml—xj|>\/_\/F1 o 1n—k)(k—1)<1 + 1),

nr  ny

kde Fi_o(k—1,n—k)(k—1) je (1 — a) kvantil Fisher-Snedecorova rozdéleni s k — 1
stupni volnosti v ¢itateli a n — k stupni volnosti ve jmenovateli.

Fl_a<k' - 1, n— l{?) = F0’98<2, 17) = 3, 59

\/M_Se\/Fla(k— Ln—k)(k—1) (% v %) - \/m\/3,59-2 (% + %) -

=872/ (L +2)
ny ny
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|fl — 92]| Kritickd hodnota
Gymnazium — SPS”™ | 6,7 4,973
Gymnazium — OU" 8,3 4,515
SPS - OU 1,6 5,108

Rovnéz Scheffého metoda identifikovala ,Gymnazium* jako skupinu, ktera se statis-
ticky vyznamneé lisi od ostatnich.

Nebot rozsahy jednotlivych vybéri nejsou stejné, nelze pro post hoc analyzu pouzit
Tukeyho metodu.

Tukey HSD

Nulovou hypotézu pak zamitame, pokud

1/1 1
|f[—i'J| 2 qa(k,n—k:)\/ MSe\/— (— ‘l‘_),
2 nr ny

kde g, (k,n — k) je o kvantil studentizovaného rozpéti, ktery je tabelovan.

do(k,n — k) = qo05(3,17) = 3,63 (viz tabulka T10)

Galk, n—R)ATS 3 (£ + L) =3,63y10,6, /3, /(£ + L) =8.357, /(2 + L)

|, — x;| | Kriticka hodnota
Gymnézium — SPS”™ | 6,7 4,764
Gymnéazium — QU 8,3 4,325
SPS - OU 0,4 4,893

Vysledky post hoc analyzy ziskané metodou Tukey HSD jsou v souladu s vysledky
ziskanymi pomoci Fisherova LSD, resp. pomoci Bonferroniho metody.

A
OouU X Gymnazium | SPS [ OU
5 Gymnazium X X
SPS X sgé X
. ou X
Gymnazium X

Obr. 8.7: Znaménkové schéma
Obr. 8.6: Homogenni skupiny

Vysledky post hoc analyzy lze prezentovat pomoci znaménkového schématu (viz obr.
8.7) nebo pomoci homogennich skupin (viz obr. 8.6).

Na hladiné vyznamnosti 0,05 miizeme tvrdit, Ze absolventi gymnézii maji statis-
ticky vyznamné vyssi primérné vysledky nez studenti SPS a OU, jejichz primérné
vysledky jsou srovnatelné (viz obr. 8.6).
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8.3 Kruskaluv-Wallisuv test

Tento test je neparametrickou obdobou jednofaktorové analyzy rozptylu, proto se mu
nékdy fika neparametricka ANOVA. Byva pouzivan tehdy, chceme-li srovnavat
stfedni hodnoty vice nez dvou nezavislych souboru na zakladé vybért nesplnujicich
predpoklady pro pouziti parametrické analyzy rozptylu (zejména normalitu).

Tak jako je analyza rozptylu vicevybérovym testem shody stfednich hodnot, Krus-
kaliv-Wallistiv test je vicevybérovym testem shody mediani.

Necht je ddno k nezavislych vybért Xiq, Xia, ..., Xy, atd. az Xp1, Xpo, ..., Xpn,
z rozdéleni se spojitou distribuc¢ni funkci o rozsazich ny,ns, ..., ng. Oznacme n =
=ny1 +ng + ...+ ng. Checeme testovat hypotézu o shodé medianu

HO : 0,5, = X059 = - - - = 0,5
viuci alternativé, ze Hy neplati.

Pro vypocet pozorované hodnoty testové statistiky se pouziva analogicky postup
jako u Mannova-Whitneyova testu. Lze fici, ze Kruskali-Wallistiiv test je rozsitenim
Mannova-Whitneyova testu na vice nez 2 vybéry. Vsech n pozorovanych hodnot
veli¢iny X;; se sefadi do rostouci posloupnosti a uréi se jejich poradi R;;. Tato poradi
usporadame do tabulky a ur¢ime tzv. soucty poradi pro jednotlivé vybéry T;.

Vybér | Potadi veli¢in X;; v uspofadané rostouci posloupnosti | Soucty pofadi
1 Ry Riz Rin, Ty
k Rix Riz Riny T,
Celkovy soucet vSech poradi je Ty + ... + T = ”("H . Jako testova statistika se
pouziva

kg2
=-3(n+1) — —3(n
@ (n+ n(n+1 ; 1.
Kritické hodnoty této statistiky jsou tabelovany ve specialnich tabulkach (nejsou
soucésti téchto skript). Jsou-li rozsahy jednotlivych vybéru alespon 5 prvkiu, ma
testova statistika @) v pifpadé platnosti nulové hypotézy piiblizné y? rozdéleni s k—1
stupni volnosti. Pak
p-hodnota = 1 — Fy(zops),

kde Fy(z) je distribu¢ni funkce x? rozdéleni s k — 1 stupni volnosti.
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8.3.1 Post hoc analyza pro Kruskaltiv-Wallistiv test

Podobné jako u analyzy rozptylu, rovnéz u Kruskalova-Wallisova testu nas v pripadé
zamitnuti nulové hypotézy zajima, ktera dvojice vybértu se od sebe statisticky vy-
znamné lisi. Pro mnohondsobné porovnavani se pouzivd Dunnové metoda (viz Dunn,
1963).

Necht primérné poradi i-té skupiny je t; = %, Zp ... p kvantil normovaného normal-
1
(7

niho rozdéleni, modifikovana hladina vyznamnosti je a* = 6} Jestlize
2

1 1 1
tr—ts] >4 —(—+ — 1)21_ar,
ltr —ts] 2 \/12 (m + nJ) n(n+1)z

pak se medidny /-tého a J-tého vybéru statisticky vyznamné lisi.

V pripadé vyvazeného tiidéni (vSechny vybéry maji tyz rozsah, feknéme n; =
=ny = ... = ng = m), pouzivime pro post hoc analyzu Neméneyiovu metodu,
kterd je citlivéjsi nez Dunnova metoda.

Neméneiova metoda (viz Neményi 1963 a Miller 1966)

Pro mensi pocty skupin £ a rozsahy jednotlivych vybéri m jsou kritické hodnoty
pro |17 — 7| uvedeny v tabulce T11.

Je-li pocet skupin £ > 10 nebo rozsahy jednotlivych vybért m > 16, uzije se nésle-
dujici postup.
e Necht g, (k, 00) je kritickd hodnota rozpéti k nezavislych ndhodnych veli¢in s roz-
délenim N(0;1). Lze ji najit v poslednim tadku tabulky ...

e Rekneme, 7e se medidny I-tého a J-tého vybéru statisticky vyznamné lisf, kdyz

1
[t =1l Z galk, 00)y [ 5k (km +1).

Vysledky post hoc analyzy Kruskalova-Wallisova testu lze prezentovat obdobné jako
u parametrické jednofaktorové analyzy rozptylu, tj. pomoci znaménkového sché-
matu, resp. pomoci homogennich skupin.
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@ Priklad 8.5. Analyzujte data z motivacniho prikladu pomoci Kruskalova-Wallisova
testu.

Resend.

Chceme testovat hypotézu o shodé medianta
Hy : L05¢ = L0,5qp5 — L0,500

viuci alternativé, ze Hy neplati.

Vsech n pozorovanych hodnot setadime do rostouci posloupnosti a urcéime jejich
poradi R;. Tato poradi usporadame do tabulky a ur¢ime tzv. souc¢ty poradi pro
jednotlivé vybéry T;.

Data Potadi R;;
Gymnazium | SPS | OU Gymnazium | SPS | OU
1 2 |3 1 2 3
55 52 [ 47 16 115 2
54 50 | 53 15 7 13,5
58 51 | 49 17 95 | 45
61 51 | 50 19 9,5 7
52 49 | 46 11,5 45 1
60 43 18 3
53 50 13,5 7
65 20
Rozsah vybéru n; 8 5 7 |n=3%Fn
Souéty poradi T; 130 42 38 k T, =210
b = :— 16,25 | 8,40 | 5,43
Tiz l T2
— 2112,5 |352,8(206,3 | X, - =2671.,6
i 13

k
v v c v 1 .
Vsimnéte si, ze > T; = "("; ) = 2021 = 210.
i=1

k
Pozorovana hodnota zops = —3(n+ 1) + n(ﬁl) > 2—2 =13, 3.
i=1 "

p-hodnota = 1 — Fy(13,3), kde Fy(z) je distribu¢ni funkce x? rozdéleni s 2 stupni
volnosti.

p-hodnota = 0,001

Zamitame nulovou hypotézu o shodé mediant. Proto provedeme post hoc analyzu.
Protoze analyzujeme vybéry o rtizném rozsahu, pouzijeme pro post hoc analyzu
Dunnové test.
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Jestlize

1 1 1
tr—ty ===+ — 1)1,
[ty —ts] 2 \/12 (nI + nj> n(n+ 1)z

pak se medidny /-tého a J-tého vybéru statisticky vyznamné lisi.

= 2, 005 = Zp9s833 = 2, 13 (viz vybrana_rozdeleni.xls)

(GG

\/é (%+%>n(n+1)zl_a*—\/g (%ﬁ%) 20~21-2,13:8,634,/<%+%>

Zl—a* — 21—

|t1 — t]| Kritick4 hodnota
Gymnézium — SPS’ 7,85 4,922
Gymnazium — OU" 10,82 4,469
SPS - OU 2,97 5,056

Na zéakladé post hoc analyzy lze na hladiné vyznamnosti 0,05 tvrdit, ze absolventi
gymnazii maji statisticky vyznamné vyssi primérné vysledky nez studenti SPS a
OU, jejichz prumérné vysledky jsou srovnatelné.

A

8.4 Friedmanuv test

8.4.1 Motivacni priklad

Basketbalové utkani je charakteristické plynulym pribéhem hry s prechody z ttoku
do obrany a naopak. K testovani vykont basketbalistii slouzi dané skupiny labo-
ratornich i terénnich testii. Pii vyzkumu byla sledovana srdecni frekvence hraci
v prubchu utkani (viz tabulka 8.3). Zjistéte, zda se srdecni frekvence (tep) hraca
meéni v prubéhu utkani.

Tab. 8.3: Srdecni frekvence hracu basketbalu v prubéhu utkdni

Srdecni frekvence [tep/min]
Ctvrtina
1 2 3 4

163 | 166 | 177 | 183
160 | 170 | 180 | 180
189 | 180 | 188 | 190
182 | 180 | 183 | 185
170 | 175 | 177 | 190
153 | 169 | 166 | 180

Cislo hrace

NN | B |W N —
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Cilem této tlohy je porovnat tiroven spojité nahodné velic¢iny (srdecni frekvence) ve
vice nez dvou (v nasem pripadé ve ¢tyrech) vybérech. Je zfejmé, ze analyza rozptylu
neni v tomto pripadé spravnou volbou, nebot data, kterda mame analyzovat, jsou
zavisla. U kazdého hrace mame k dispozici usporadanou ¢tverici méreni. K ana-
lyze drovné spojité nahodné veli¢iny ve vice nez dvou zavislych vybérech je urcen
Friedmaniv test.

8.4.2 Friedmanuv test

Friedmanuv test, obdobneé jako Kruskaliv-Wallistuv test, slouzi k testovani hypotézy
o shodé medianii vice nez dvou souborii. Na rozdil od Kruskalova.Wallisova testu je
vsak Friedmantv test urcen pro porovnani vybérta zavislych.

Necht X7, jsou nezavislé ndhodné velic¢iny se spojitymi distribuc¢nimi funkcemi F7;
proi=1,...,m,j=1,..., k. Necht zo5, je median j-t¢ skupiny. Chceme testovat
hypotézu

Hy :xo5, = ... = x93, neboli Fj; nezavisi na j
vuci alternativé
HA : _\Ho.

V nasem pripadé tedy budeme testovat nulovou hypotézu, ze srdecni tep se v pru-

béhu utkdni méni jen ndhodné (zatimco u jednotlivich hract se muze lisit) vaci

alternativé, ze nulova hypotéza neplati.

Pro kazdé ¢ zvlast se urci poradi R;; veliciny X;;. Jde tedy o poradi mezi velici-
m

nami X1, ..., X;. Oznacme soucet poradi j-tého vybéru R; = ) R;;. Prekroci-li
i=1

pozorovana hodnota testové statistiky
12 <
=-3mk+1)+ ———— R?
Q= =3m( +)+mk(k—l—1); i

kritickou hodnotu (viz tabulka T12), zamitame nulovou hypotézu. S rostoucim poc-
tem porovndvanych skupin k a sledovanych objektt m(v praxi staci, aby min (k;m) >
> 5) Ize nulové rozdéleni testové statistiky @ aproximovat rozdélenim x? s k — 1
stupni volnosti. Pak

p-hodnota =1 — Fy(zops),

kde Fy(z) je distribu¢ni funkce x? rozdéleni s k — 1 stupni volnosti.
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8.4.3 Post hoc analyza pro Friedmanuv test

Zamitneme-li nulovou hypotézu, zajima nas, pro které dvojice r a s se distribu¢ni
funkce Fj,. a Fj; vyznamné lisi.

Pro vsechna r < s testujeme hypotézu o rovnosti distribu¢nich funkeci. Prekroci-li
|R, — Ry kritickou hodnotu Friedmanova testu (tabulka T13), hypotézu o rovnosti
F;,. = F;, zamitneme.

Je-li pocet porovnavanych skupin £ > 5, lze kritické hodnoty Friedmanova testu
urcit jako
1
qa(k, 00) Emk‘(k +1),

kde g, (k, 00) je kritickd hodnota rozpéti k nezavislych vybéru (kapitola 8.3.1) a lze
ji najit v poslednim radku tabulky T10.

Priklad 8.6. Pri vyzkumu byla sledovana srdecni frekvence 6 hract basketbalu @
v prubéhu utkani. Primérné hodnoty srde¢ni frekvence [tep/min] v jednotlivych

¢tvrtinach utkani byly zaznamenany do tabulky 8.3, kterou zde pro piehlednost
znovu uvedeme.

Srdecni frekvence [tep/min]
Ctvrtina
1 2 3 4

163 | 166 | 177 | 183
160 | 170 | 180 | 180
189 | 180 | 188 | 190
182 | 180 | 183 | 185
170 | 175 | 177 | 190
153 | 169 | 166 | 180

Cislo hrace

NN | |W(N|—

Zjistéte, zda se srdecni frekvence (tep) hrac¢t méni v prubéhu utkani.
Reseni.

Chceme porovnat srdec¢ni frekvenci hract v jednotlivych ¢tvrtinach utkani. Pro ka-
zdého hrace mame C¢tverici pozorovani, je tedy zrejmé, Ze chceme analyzovat shodu
urovné ve 4 zavislych vybérech. Pro takovouto analyzu je urcen Friedmantv test,
kterym vysSetiime, zda se tep v pribéhu utkdni méni jen nahodné nebo zda se do
jeho zmén promita néjaky systematicky vliv casu.

Chceme testovat hypotézu
Hy : Zo5, = Lo,55 = L0,55 = L0,54

vuci alternative



230 Vicevybérové testy parametrickych hypotéz

HA . _|H0.

U kazdého sledovaného hrace nahradime zjisténé vysledky jejich poradim (viz ta-
bulka 8.4).

Tab. 8.4: Tabulka poradi

Pofadi RU
< Ctvrtina
islo hrac¢
Cislo hrace T2 3 1
1 1]2] 3] a
2 12 ]35] 35
3 31 2 | 4
4 201 3] 4
5 12] 3 [ 4
6 1]3] 2] a
Ri=Y" Ry |9|11|165]235

Pocet sledovanych objektit m = 6, pocet porovnavanych skupin k& = 4. Protoze
min (k;m) > 5 lze nulové rozdéleni testové statistiky

12 O

j=1
aproximovat rozdélenim y? s k — 1 stupni volnosti. Proto p-hodnota= 1 — Fy(zops),
kde Fy(z) je distribu¢ni funkce x? rozdéleni s k — 1 stupni volnosti.

12

— = (92 4+ 11%2+16,5°+23.5)—3-6-(4+1)=12.65

ToBS =

p-hodnota= 1 — Fy(12,65) = 0,0005 (viz vybrana_rozdeleni.xlsx)

Na hladiné vyznamnosti 0,05 zamitame nulovou hypotézu. Lze tedy tvrdit, ze v pri-
béhu utkani dochazi ke zménam srdecni frekvence hracu.

Post hoc analyza

Vypocteme rozdily mezi soucty poradi | R, — Rs| pro vSechny dvojice r < s a srovndme
je s prislusnou tabelovanou kritickou hodnotou 11,5 (viz tabulka T13).

|Rr_Rs|

112] 3 4
1]-12]75]145
2 - 155125
3 - 7
4 -
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Kritickou hodnotu prekracuji |R; — R4l a |Ry — Ry|. Tim je prokazan signifikantni
rozdil mezi srdecni frekvenci v 1. a ve 4. ¢tvrtiné a v 2. a ve 4. ¢tvrtiné.
A
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Shrnuti:

Zobecnénim dvouvybérovych ¢ testi je analyza rozptylu neboli ANOVA (viz kapitola
8.2), kterd umoznuje srovnavat vice nez dvé stfedni hodnoty nezavislych ndhodnych
vybért. Analyzujeme tak vliv ur¢itého faktoru A (nomindlni ndhodné veli¢iny) na
variabilitu pozorovanych hodnot spojité nahodné veli¢iny X.

Vstupem pro analyzu rozptylu je datova tabulka obsahujici v j-tém sloupci vzdy n;
pozorovani X;; (i =1, ..., n;, kde n; je poCet pozorovani v jednotlivych vybérech,
kterym se tikd rovnéz skupiny, resp. tiidy. Pritom 7 = 1, ..., k, kde k je pocet
porovnavanych vybért, neboli pocet irovni faktoru A).

Je tfeba testovat hypotézu Hy:pp=...=
vuci alternative H, :—H,.

Uz poctivou ptipravou dat lze zajistit vétsi vérohodnost dosazenych vysledkt. A-
NOVA byla ptivodné navrzena pro stejny rozsah v jednotlivych vybérech. V praxi
byva tento predpoklad malokdy splnén - plati vsak, ze ¢im vice je zminéné pravidlo
naplnéno, tim vérohodnéjsi jsou vysledky.

Doporuceny postup:

1) Explora¢ni analyza: Prvnim krokem pfi analyze rozptylu by méla byt explo-
racni analyza a s ni spojena vizualizace dat. Identifikujeme odlehla pozorovani,
kterda obecné zptusobuji selhani analyzy rozptylu. Zname-li pti¢inu odlehlosti a
predpokladame-li, Ze jiz nenastane, vylou¢ime pripadna odlehla pozorovani z da-
Istho zpracovani. Jestlize odlehld pozorovani v datech ponechame, pouzijeme
radéji Kruskaltv-Wallistiv test.

2) Ovéreni predpokladii: Nestaci se soustfedit na vysledky uvedené v tabulce
ANOVA! Je treba peclivé ovérit splnéni zakladnich predpokladii pro pouziti ana-
lyzy rozptylu.

e Nezavislost vybért: Pokud neni tento predpoklad splnén, ¢asto dostaneme
uzitim analyzy rozptylu zcela nesmyslné vysledky. Pro porovnani k > 2 zavis-
Iych vybéru lze pouzit Friedmanuv test (viz kap. 8.4).

e Normalita rozdéleni: Normalitu rozdéleni lze ovérit pomoci nékterého z testti
normality (kapitola 9)). Pokud data nemaji ve vsech vybérech normalni roz-
déleni, je tfeba pouzit vhodnou transformaci (mocninnou, logaritmickou). Vy-
kazuji-li data po transformaci normalni rozdéleni, prinese nam to vétsi davery-
hodnost vysledki. Na poruseni normality neni ANOVA prilis citliva, zvlast
pokud maji vSechny vybéry rozsah vétsi nez 30. Pri vyraznéjsim poruseni nor-
mality (viz testy normality) se doporucuje pouzit neparametrickou obdobu ana-
Iyzy rozptylu — Kruskaliv - Wallisuv test (kapitola 8.3).
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e Homoskedasticita (identické rozptyly): Pro ovéfeni homoskedasticity (shody
rozptyli) lze pouzit naptiklad Barttletiv nebo Leveneuv test. (Pozor! Bart-
lettiv test ma vetsi silu testu, je vSak citlivy na poruseni normality. Proto
v ptipadé splnéni predpokladu normality volime Bartlettiav test, v pripadé za-
mitnuti normality pouzivime test Leveneuv.) V pripadé vyvazeného tiidéni
lze pro ovéreni homoskedasticity pouzit rovnéz Hartleytiv nebo Cochraniiv test
(kapitola 8.1). Identifikujeme-li v datech heteroskedasticitu, pokusime se roz-
ptyl stabilizovat pomoci vhodné transformace (mocninné, logaritmické). Pokud
dojde ke stabilizaci rozptylu, pouzijeme analyzu rozptylu na transformovanych
datech. P1i vétsim poruseni homoskedasticity se doporucuje, podobné jako pri
poruseni normality, pouzit Kruskaliv — Wallisuv test (kapitola 8.3).

3) Post hoc analyza (vicendsobné porovnavani): Pokud pri analyze rozptylu
(popr. Kruskalové-Wallisové, resp. Friedmanové testu) doslo k zamitnuti nulové
hypotézy, pokousime se pomoci vhodné metody vicendsobného porovnavéani (ka-
pitola 8.2.7, 8.3.1, 8.4.3) nalézt homogenni (srovnatelné) populace.

Testy o shodé rozptyla
Predpoklady testu

Nazev testu

Bartletttv test nezavislost a normalita vybéra
Levenetv test nezavislost vybéra
Hartleytiv test | nezavislost vybérii, vyvazenost tfidéni

Cochrantv test | nezavislost vybérl, vyvazenost tfidéni

Testy o shodé virovné

Nazev testu isdpaliy (s Metoda Vicer}é§ol?ného Pfesipokrlady pro pouziti I’ne’to,dy
porovnavani vicenasobného porovnavani
Analyza nezavislost, normalita | Fisherovo LSD
rozptylu a homoskedasticita | Bonferroniho metoda
(ANOVA) vybéria Schéffeho metoda
(Pozor na odlehla Tukeyho metoda vyvazenost tiidéni
pozorovani!) Tukey HSD
Kruskaltv- L. o Dunnova metoda
Wallistuv test nezévislost vybérl Neméneiova metoda vyvazenost tiidéni
Friedmantv test zavislost vybért Friedmanova metoda
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2 Test

Tento souhrnny test je vénovan testim parametrickych hypotéz.

1) Ke kazdé statistické tloze pritadte vhodny test.

[1]Ovérte, zda je prumérnd vyska dospélé popu- a) Dvouvybérovy t test
lace v CR vétsi nez 170 cm (rozsah vybéru je b) Friedmantiv test

)
)

120, byla ovéfena normalita vybéru). Jednoveberove ¢ test
c) Jednovybérovy ¢ tes

d) Jednovybérovy Wil-
coxonuv test

[2] Bylo testovano 11 automobilt urcité znacky.
Ovérte, zda lze vyrobcem udavanou spotiebu
8,8 1/100km povazovat za pravdivou. (norma-

lita vybéru byla zamitnuta) e) Test o  parame-
tru alternativniho

[3] V kontrolnim vzorku 100 konzerv bylo na- o
rozdéleni

lezeno 7 konzerv s proslou zaruc¢ni lhitou.
Ovéite, zda 1ze otekévat, 7e v prodejné je vice ~ ©) Test o rozptylu nor-
nez 5% konzerv s proslou zarucni lhutou. mélniho rozdéleni
[4] Byly testovany tcinky pracich prostiedki péti g) Pdrovy ¢ test
ruznych vyrobeu (dcinky byly hodnoceny na
stupnici 0 — 10). Kazdy praci prostiedek byl
testovan na deset ruznych typu skvrn (trava,
kofein, krev, ...). Ovéite, zda se lisi G¢innost
jednotlivych pracich prostiredki.
[5] Pro bavlnénou prizi je predepsand horni mez
variability pevnosti vlakna. Rozptyl pevnosti
(kterd mé& normalni rozdéleni) nemé prekrocit
0,36. Ovérte, zda je divod k podezieni na vyssi
variabilitu nez je stanoveno?
[6] Tabdkova firma TAB prohlasuje, Ze jejich ci-
garety maji nizsi obsah nikotinu nez cigarety
NIK. Obsah nikotinu byl zméten ve 100 ciga-
retach TAB a 100 cigaretach NIK. Na zakladé
obou vybéru byla ovérena homoskedasticita ob-
sahti nikotinu v cigaretach TAB a NIK. Ovérte,
zda lze tvrzeni firmy TAB prohlasit za neprav-
divé. (Predpokladejte, ze obsah nikotinu v ci-
garetdch ma normalni rozdéleni.)
[7] Bylo testovano 11 automobili urcité zna-
cky. Ovérte, zda se jejich pravé a levé predni
dejte, ze ojeti pneumatik [mm] ma normalni
rozdéleni.)
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2) Rozhodnéte o pravdivosti nasledujicich vyroku.

a) Pri neparametrickém testu homogenity dvou binomickych rozdéleni nemu-
sime ovérovat zadné predpoklady o vybérech.

b) Manniv-Whitneyuv test se pouziva pro ovéreni shody tirovné ve dvou zavis-
Iych vybérech.

c) Kazdy test hypotézy Hy : gy = pe, tj. hypotézy o shodé dvou strednich
hodnot je testem parovym.

d) Jednim z predpokladi analyzy rozptylu je alespon ptiblizna shoda rozptyla
v jednotlivych skupinach.

e) Reziduélni rozptyl (v analyze rozptylu) lze uréit jako aritmetické primér
rozptyla v jednotlivych skupinach.

f) Post hoc analyza znamend, ze stanovime nejprve hypotézy Hy, Ha, a ,na-
sledné®“ provedeme resSeni.

g) Kruskaluv-Wallistiv test se nazyva rovnéz neparametrickd ANOVA.

3) Doplnte:

a) Test o shodé stfednich hodnot dvou populaci mize byt oboustranny nebo

b) Neparametricky test, pti kterém srovnavame troven dvou zavislych (sparova-
nych) souborti 8 NAZYVA ... ..ottt

c) Parametricky test, pii kterém srovnéavame stfedni hodnoty dvou soubori
o stejném, avsak nezndmém rozptylu se nazyva ............ ... ...l

d) Hartleyuv test homoskedasticity lze pouzit pouze pouze v ptipadé .........
tridéni.
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' Ulohy k feSeni

1) Je tieba zjistit, zda se lisi spotfeba automobilu pfi pouziti riznych druhi benzinu.
Zkousi se CtyTi typy benzinu, jez se lisi svym chemickym slozenim. Testovaci jizdy se
provadéji s 20 auty stejného modelu tak, ze vzdy pét aut pouzije stejny benzin. Vysledky
méfeni spotieby [1/100 km] pfi jednotlivych jizddch jsou zapsiny v tabulce.

Typ benzinu
A|B|]C|D
6,7171(73]|9,1
7,4180(83|94
691696597
751727697
6,9|76]85|9,3

Rozhodnéte, zda slozeni benzinu ovliviiuje jeho spotiebu (na hladiné vyznamnosti 5%).
Predpokladejte, ze spotieba benzinu ma normalni rozdéleni.

2) Byly srovnavany Livance v prasku ¢tyf ruznych vyrobcu. Srovnévani probihalo tak, ze
z kazdé smési bylo upeceno 5 livanct, které byly dany k ohodnoceni 5-ti ¢lenné poroteé.
Vysledky hodnoceni jsou uvedeny v tabulce.

Vyrobce
A|B|C|D
6379|7076
90 | 68 | 65 | 82
89 | 75|68 | 80
79 173 75|72

Rozhodnéte, zda je rozdil v kvalité Livanct v prasku od ruznych vyrobet (na hladiné
vyznamnosti 5%). Nelze predpoklddat, ze hodnoceni poroty ma norméalni rozdéleni.

3) Cilem experimentu je porovnat schopnost vidéni v ruznych fézich dne. Ndhodné bylo
vybrano 11 osob a byly u nich provedeny zkousky zrakovych schopnosti rano, v poledne,
odpoledne a vecer. Namétené tidaje byly zapsany do tabulky.
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Id. ¢islo respondenta | Rano | Poledne | Odpoledne | Vecer
1 1 4 8 0
2 3 2 4 13
3 14 4 7 2
4 10 4 9 3
5 10 4 5 3
6 10 12 10 11
7 4 3 11 9
8 10 3 10 0
9 1 11 13 10
10 12 0 11 3
11 2 13 1

Zjistéte, zda se schopnost vidéni v riznych fazich dne méni.
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A Reseni

Test
1) 1c, 2d, 3e, 4b, 5f, 6a, 7g

2) a) NE (rozsahy jednotlivych vybéru musi spliiovat podminky n; >

_ 9
> Pz(l—m))
b) NE, Mannuv-Whitneytv test se pouziva pro ovéfeni shody trovné ve dvou nezévis-

lych vybérech.

9
pil—p1) 2 >

¢) NE, pomoci parovych testi analyzujeme pouze zavislé (sparované) vybeéry.
d) ANO

k
> (ni—1)s?
¢) NE, MS, = =1

n—k
f) NE, post hoc analyza je proces, ktery v pripadé zamitnuti nulové hypotézy u vice-
vybérovych testi parametrickych hypotéz identifikuje skupiny, které se statisticky
vyznamné lisi.
g) ANO
3) a) jednostranny
b) parovy Wilcoxoniv test nebo znaménkovy test (2 spravné odpovédi)

)
¢) dvouvybérovy ¢ test
d) vyvazeném

Ulohy k FeSeni

D

10,5 - 3
o st -
IS L ]
= L 4
=] [ ]
S 85F T ;
ﬁ L .
S L ]
& 15F E T ) .
6,5 - l ]
A B C D
Ovéreni homoskedasticity

Hy: U% :O'2B :o%:o%, Hy:—Hy
Bartlettav test: xpps = 1,4, p-hodnota= 0,15 = Na hladiné vyznamnosti 0,05 neza-
mitame Hy.

ANOVA, Hy: pa = pp = pc = pp, Hy : = Hy
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Analysis of Variance

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Between groups 17,008 3 5,66933 22,00 0,0000
Within groups 4,124 16 0,25775

Total (Corr.) 21,132 19

p-hodnota= 0,0000 = Na hladiné vyznamnosti 0,05 zamitdme Hy.

Post hoc analyza:

Count Mean

Homogeneous Groups

A 5 7,08 X

B 5 7,36 X

C 5 7,64 X

D 5 9,44 X

Contrast Difference +/- Limits
A-B -0,28 0,919072
A-C -0,56 0,919072
A-D *.2.36 0,919072
B-C -0,28 0,919072
B-D *.2,08 0,919072
C-D *-1,8 0,919072

* denotes a statistically significant difference.

2) Kruskaliav-Wallisuv test, H : L5, = 20,5p = 20,50 = 20,5y H,:—Hy
roBs = 6,65, p-hodnota= 0,08 = Na hladiné vyznamnosti 0,05 nezamitame Hy. Rozdil
v hodnoceni produktii jednotlivych vyrobci neni statisticky vyznamny.

3) Friedmanuv test, H[) X055 = 20,5p = 20,50 = L0,5v 5 HA : —\Ho

rops = 8,20, p-hodnota= 0,046 = Na hladiné vyznamnosti 0,05 zamitdme Hy. Post

hoc analyza: Kriticka hodnota Friedmanova testu: 15,6
R — R
Réno | Poledne | Odpoledne | Vecer
Rano - 6 6 10
Poledne - 12 4
Odpoledne - 16
Vecer -

Jako statisticky vyznamny byl na hladiné vyznamnosti identifikovan rozdil ve schopnosti

vidéni odpoledne a vecer.
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Hodnoceni

73 [

&
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Kapitola 9

Testy dobré shody

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete umét testovat shodu teoretického a empiric-
kého rozdéleni, napriklad normalitu.
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9.1 Uvod

Domnénka o tom, ze studované data (vybér) pochézeji z urcéitého teoretického (oce-
kévaného) rozdéleni byva podloZzena bud informacemi o sledovaném jevu, nebo od-
hadem teoretického rozdéleni na zakladé grafického zobrazeni vybérového rozdéleni.
Nas odhad vsak nemusi byt spravny, a proto jej v praxi ovérujeme tzv. testem
dobré shody (tj. shody mezi teoretickym a empirickym (pozorovanym, vybérovym)
rozdélenim. Nulovou a alternativni hypotézu mtzeme v tomto ptripadé formulovat:

Hy : Teoretické a empirické rozdéleni se shoduje.
H 4 : Teoretické a empirické rozdéleni se neshoduje.

Nejzndmd&jsi z testit dobré shody, x? - test dobré shody (angl. ,Goodness of Fit
test“), ovétuje, zda se empirické (pozorované, angl.,observed“) absolutni Cetnosti
O; jednotlivych variant ndhodné velic¢iny shoduji s ocekdvanymi (angl. ,expected®)
absolutnimi ¢etnostmi £, tj. ¢etnostmi, které bychom ocekévali v ptipadé platnosti
nulové hypotézy.

9.2 x? - test dobré shody - ovéfeni, zda jsou re-
lativni Cetnosti jednotlivych variant rovny ci-
sltim T0p5- - 5 T00y

V nejjednodussim pripadé lze koneénou populaci roztridit podle néjakého znaku do

k disjunktnich skupin (tzv. variant) a my chceme na zikladé ndhodného vybéru

ovérit, zda jsou relativni cetnosti jednotlivych variant rovny ¢éislim o, , mo,, . . . , o, -

Jako testové kritérium se pouziva ndhodna veli¢ina
a=3 (0i — Ei)27

kterd ma v pripadé platnosti nulové hypotézy a za predpokladu, ze provadime do-
statecnd velky vybér, pfiblizné x? rozdéleni s k — 1 stupni volnosti.

Vybér povazujeme za dostatecné velky, pokud jsou vSsechny ocekavané cetnosti
E; vétsi neZ 5. Pokud by predpoklad pro pouziti x? testu dobré shody nebyl splnén,
mame v podstaté dvé moznosti, jak mu vyhovét:

e mizeme rozsitit rozsah vybéru tak, aby jiz byl tento predpoklad splnén,

e muzeme dodatecné sloucit varianty, které spolu vécné souvisi tak, aby nové
vzniklé varianty jiz predpoklad testu splnovaly.
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cislim o, ;. . .;mo, 243

Je-li uvedeny predpoklad splnén, pak
p-hodnota =1 — Fy(zops),

kde Fy(x)je distribu¢ni funkce x? rozdéleni s k — 1 stupni volnosti.

Priklad 9.1. Bylo provedeno Setfeni mezi zenami starsimi 15 let. Mezi 246 ndhodné
oslovenymi Zenami bylo 80 (32,5%) svobodnych, 110 (44,7%) vdanych, 30 (12,2%) @

rozvedenych a 26 (10,6%) ovdovélych. Je zndmo (viz Cesky statisticky trad), ze
v CR je mezi Zenami starsimi 15 let cca 24,8% svobodnych, 49,0% vdanych, 12,6%
rozvedenych a 13,6% ovdovélych. Lze provedeny vybér oznaéit za reprezentativni?

Resent.

Chceme zjistit (na hladiné vyznamnosti 0,05), zda je vybér reprezentativni, tj. zda
lze odchylky mezi zjisténymi a o¢ekavanymi ¢etnostmi jednotlivych kategorii oznacit
za ndhodné. Nulovou hypotézu proto formulujeme:

Hy:  Provedeny vybér je vybérem z populace, v niz jsou relativni ¢etnosti

jednotlivych variant dany tabulkou 9.1.

Tab. 9.1: Ocekdvané relativni ¢etnosti jednotlivych kategorif rodinného stavu zen starsich
15 let

Stav svobodné | vdana | rozvedena | ovdovéla
relativni ¢etnost Ty, 0,248 0,490 0,126 0,136

Alternativu stanovime jako negaci nulové hypotézy.

H,: —Hy, tj. provedeny vybér neni vybérem z populace, v niz jsou re-
lativni ¢etnosti jednotlivych variant dany tabulkou 9.1.

Jako testové kritérium pouzivame nahodnou veli¢inu

k
(0; = Ey)?
=2 "

=1

kterd ma v pripadé platnosti nulové hypotézy a za predpokladu, ze provadime do-
statecné velky vybér, ptiblizné x? rozdéleni s & — 1 stupni volnosti.

Empirické ¢etnosti O; jsou dany v zadani piikladu, ocekavané cetnosti F; (tj. zastou-
peni zen v jednotlivych kategoriich ofekdvané v piipadé platnosti nulové hypotézy)
uré¢ime jako

E; = nm;,,
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Tab. 9.2: Pozorované a ocekdvané Cetnosti jednotlivych kategorii rodinného stavu Zen
starsich 15 let

Stav svobodna | vdana | rozvedena | ovdovéla
pozorované ¢etnosti O; 80 110 30 26
ocekavané cetnosti E; 61,0 120,5 31,0 33,5

kde n je rozsah vybéru, v nasem pripadé 246. Napriklad: pokud by platila nulova
hypotéza, pak by v uskuteénéném vybéru mélo byt £ = 246-0, 248 = 61 svobodnych
zen. Pozorované a ocCekavané cetnosti jednotlivych variant jsou uvedeny v tabulce
9.2.

Pfedpokladem pro pouziti y2- testu dobré shody je, aby o¢ekdvané éetnosti £ byly
vétsi nez 5. Je ziejmé, Ze tento predpoklad lze povazovat za splnény.

Pozorovana hodnota testového kritéria

4 (0; — E))*  (80—61,0)2 (110 —120,5)> (30 — 31,0)>

‘TOBS:; Z. 6.0 1205  3L0
(26 — 33,5)
DT 9997 g 53
335 :

Vsimneéte si, Ze ¢im vétsi jsou odchylky pozorovanych a ocekavanych cetnosti, tim
vetsi je pozorovand hodnota xops. Cim veétsi je pozorovand hodnota xops, tim sil-
néjsi je vypoved viybéru proti nulové hypotéze.

Predpoklad testu je splnén, p-hodnota = 1 — Fy(xops), kde Fy(z) je distribucni
funkce x? rozdélen{ s 3 (=4-1) stupni volnosti.

p-hodnota = 1 — Fy(8,53) = 0,036 (viz vybrana_rozdeleni.xls)

p-hodnota < 0,05, proto na hladiné vyznamnosti 0,05 zamitame nulovou hypotézu
ve prospéch alternativy. Vybér nelze oznacit za reprezentativni.
A

9.3 x? test dobré shody s o¢ekdvanym rozdélenim

x? test dobré shody nemusi byt pouzit pouze pro ovéfeni toho, zda jsou relativni
cetnosti jednotlivych variant rovny ¢islim g, , mo,, . - ., mo, . Lze pomoci né€j rovnéz
overit, zda vybér ma rozdéleni urcitého typu (napiiklad normélni). Pripomenme si,
ze chceme ovérovat nulovou hypotézu

Hy: Teoretické a empirické rozdéleni se shoduje, neboli vybér pochazi
z urcitého teoretického rozdéleni.
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vuci alternative

H,: Teoretické a empirické rozdéleni se neshoduje, neboli neni pravda,
ze vybér pochazi z urcitého teoretického rozdéleni.

Chceme-li ovérovat, zda vybér pochazi z diskrétniho rozdéleni, pak pro variantu
x; zjistime empirickou ¢etnost O; a vypocteme pravdépodobnost 7,, Ze se ndhodna
veli¢ina s pravdépodobnostni funkci P(z) odpovidajici nulové hypotéze bude reali-
zovat variantou x;.

Ovérujeme-li, zda vybér pochazi z rozdéleni spojitého, pak je treba nejprve
testované rozdéleni kategorizovat — tj. cely defini¢ni obor testované nahodné veli¢iny
rozdélit do k tiidicich intervali a nasledné zjistit

e empirické cetnosti O;, tj. kolik realizaci nahodné veli¢iny lezi v daném intervalu,

e ocekavané pravdépodobnosti m,, tj. s jakou pravdépodobnosti bude za predpo-
kladu platnosti nulové hypotézy ndhodna veli¢ina lezet v daném intervalu.

Ocekavané cetnosti jednotlivych variant, resp. tridicich interval, pak uréime podle
jednoduchého vztahu:
Ei = NTo,,

kde n je rozsah vybéru.

Pokud nulova hypotéza udava nejen typ rozdéleni, ale i vSechny jeho parametry, jde
o uplné specifikovany test. Prikladem uplné specifikovaného testu muize byt na-
priklad ovéreni toho, zda vybér pochézi z Poissonova rozdéleni se stfedni hodnotou
10 (Poissonovo rozdéleni mé jeden parametr At, ktery je roven stfedni hodnoté).
V mnoha pripadech nés vSak zajima pouze to, zda vybér pochéazi z urcité tridy roz-
déleni — naptiklad z rozdéleni normélniho. Je-li v nulové hypotéze dan pouze typ
rozdéleni, resp. nejsou-li zadany vSechny parametry rozdéleni, mluvime o netplné
specifikovaném testu. V pripadé netplné specifikovaného testu je tieba nespe-
cifikované parametry oc¢ekavaného rozdéleni odhadnout pomoci ndhodného vybéru.
Pocet odhadovanych parametra pak oznacime h.

Jako testové kritérium pouzivame jiz zndmou nahodnou velic¢inu
(0 — E;)?
G = g —_

kterd ma v pripadé platnosti nulové hypotézy a za predpokladu, ze provadime do-
statecné velky vybér (vybér povazujeme za dostatecné velky, pokud jsou vSechny
olekavané Cetnosti E; vétsi nez 5) priblizné x? rozdéleni s k — 1 — h stupni
volnosti. Vsimnete si, Ze kaZdy nespecifikovany parametr rozdéleni, ktery musime
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odhadovat pomoci viybérového souboru, snizZuje stupen volnosti rozdéleni testového
kritéria o 1.

Pak
p-hodnota = 1 — Fy(zops),

kde Fy(z) je distribu¢ni funkce x? rozdéleni s k — 1 — h stupni volnosti.

Priklad 9.2. Vyrobni firma odhaduje pocet poruch uréitého zatizeni béhem dne
pomoci Poissonova rozdéleni se stredni hodnotou 1,2. Zaméstnanci zaznamenali pro
kontrolu skuteéné pocty poruch celkem ve 150 dnech (vysledky jsou uvedeny v ta-
bulce 9.3). Ovérte ¢istym testem vyznamnosti, zda lze pocet poruch daného zatizeni
béhem dne skutecné modelovat pomoci Poissonova rozdéleni s parametrem A\t = 1, 2.

Tab. 9.3: Pozorované ¢etnosti poc¢tu poruch béhem dne (za 150 dni celkem)

x; — pocet poruch béhem dne 0| 1]2| 3 |4avice
O;— pocet dni, v nichZ byl pozorovan pocet poruch x; | 52 | 48 | 36 | 10 4

Resend.

Definujeme-li si nahodnou velicinu X jako pocet poruch daného zarizeni béhem
jednoho dne, pak nulovou a alternativni hypotézu formulujeme ve tvaru:

Hy:  Pocet poruch daného zarizeni béhem jednoho dne (ndhodn4 veli¢ina
X)) mé Poissonovo rozdéleni s parametrem At = 1,2, neboli vybér
pochéazi z Poissonova rozdéleni s parametrem A\t = 1, 2.

H,: —Hp, tjneni pravda, ze pocet poruch daného zatizeni béhem jed-
noho dne méa Poissonovo rozdéleni s parametrem At = 1,2.

Poissonovo rozdéleni ma pouze jediny parametr At. Tento parametr je specifiko-
van v nulové hypotéze, tzn. jde o Gplné specifikovany test (pocet odhadovanych
parametru h = 0).

Poissonovo rozdéleni je rozdélenim diskrétnim, proto pro kazdou variantu x; vypoc-
teme pravdépodobnost m,, Ze se ndhodna veli¢ina X s pravdépodobnostni funkeci
P(z) odpovidajici nulové hypotéze bude realizovat variantou z;. (Empirické ¢etnosti
0; jsou dany v zadani prikladu.)

Plati-li nulové hypotéza, pak ma ndhodn4 veli¢ina X (pocet poruch daného zafizeni
béhem jednoho dne) Poissonovo rozdéleni s parametrem At = 1,2. Pravdépodob-
nostni funkce Poissonova rozdéleni je dana vztahem

P(z) = (A)* e A

z!
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v v/ v 1,2)* _ ’ o v v v , / v .
V nasem piipadé P(x) = %e 1.2 Nyni mtizeme ur¢it oéekdvané pravdépodobnosti

mo,. Napfiklad: Ocekavana 'pravdépodobnost To,, 7€ béhem jednoho dne nedojde
k zadné poruse (pocet poruch bude 0) je

T, = P(X =0) = P(0) = e 1 =0,301.

Obdobneé: )
m, = P(X =1) = P(1) = &2Le"12 — 0,361,

1!

)= P(2) = L2212 — 0,217,

2!

o3 = P(X =2

M, = P(X = 3) = P(3) = U212 — 0,087,
3 7

M, = P(X24)=1-P(X <4)=1- Ee12 = 034.
=0

Ocekavané cetnosti pak urcime podle vztahu E; = nm,, kde n je rozsah vybéru
(v nasem piipadé n = 150). Napriklad: plati-li nulova hypotéza, pak by béhem 150
dnti v cca Ey = 150 - 0,301 = 45,2 dnech nemélo dojit k zadné poruse.

Tab. 9.4: Pozorované ¢etnosti po¢tu poruch béhem dne (za 150 dni celkem)

x; — pocet poruch béhem dne 0 1 2 3 4 avice
0;— pozorovana ¢etnost 52 48 36 10 4
1t~ pozorovana pravdépodobnost | 0,301 | 0,361 | 0,217 | 0,087 | 0,034
E;— o¢ekavana Cetnost 452 | 542 | 32,6 | 13,1 5,1

VsSechny ocekavané cetnosti F; jsou vétsi nez 5, tudiz rozsah vybéru je dostatecny
proto, abychom mohli pouzit testovou statistiku

k
(0; — E;)?
G = —_—
5
Pozorovana hodnota xops = > (O"TEiE")Z = (52;§2’2)2 +...+ (4_5511)2 =3,13.

=1

Testové kritérium G m4 x? rozdéleni s 4 = (k—1—h) stupni volnosti. (Pocet variant
k =5, pocet odhadovanych parametri h = 0.)

p-hodnota = 1 — Fy(zops), kde Fy(x) je distribucni funkce x? rozdéleni s 4 stupni
volnosti.

p-hodnota = 1 — Fy(3,13) = 0,54 (viz vybrana_rozdeleni.xls)

p-hodnota> 0,05, proto nezamitdme nulovou hypotézu, tzn. nemame ndmitek proti
pouziti Poissonova rozdéleni s parametrem 1,2 pro odhad poc¢tu poruch daného
zafizeni béhem jednoho dne.

A



248

Testy dobré shody

Piiklad 9.3. Na délnici byly v prubéhu nékolika minut méfeny casové odstupy [s]
mezi prujezdy jednotlivych vozidel. Zjisténé hodnoty téchto odstupii jsou uvedeny
v tabulce:

25 68 50 98 40 23 42 19 87 7,7 59 53 84 3,6 09,2
43 26 13,0 54 86 42 29 15 1,8 1,6 59 83 52 69 51
1,3 64 65 57 36 48 40 73 249 10,6 150 53 40 33 6,0
46 16 19 1,5 11,1 43 55 21 29 30 38 10 1,5 8,6 44
6,8 52 30 80 40 47 73 23 19 19 46 64 53 39 24
1,2 62 43 26 27 20 08 3,7 69 28 43 49 41 45 44
11,9 9,0 56 48 28 21 43 10 1,6 25 22 13 18 16 38
3,1 1,6 49 18 39 34 1,6 45 58 69 1,8 26 68 25 19
3,1 10,8 1,6 20 49 11,2 16 22 38 1,1 18 14

Ovétte cistym testem vyznamnosti, zda lze ¢asové odstupy mezi vozidly modelovat
pomoci nahodné veli¢inu s normalnim rozdélenim.

Resend.

Necht je ndhodné veli¢ina X definovana jako ¢asovy odstup mezi prijezdy jednotli-
vych vozidel.

Nulovou a alternativni hypotézu formulujeme ve tvaru:

Hy: Casové odstupy mezi prijezdy jednotlivich vozidel maji normélni

rozdéleni.
H, . Casové odstupy mezi pritjezdy jednotlivych vozidel nemaji normalni
rozdéleni.

Normaélni rozdéleni mé dva parametry: 1 a 2. Ani jeden z nich neni v nulové hy-
potéze specifikovan, tzn. jde o neiplné specifikovany test (pocet odhadovanych
parametri h = 2).

Nejdiive pomoci vybéru (o rozsahu n = 132) odhadneme parametry ocekavaného
(normélniho) rozdéleni. Nejlepsim odhadem stfedni hodnoty u je vybérovy prameér
7, nejlepsim odhadem rozptylu o? je vybérovy rozptyl s2.

n 132 n 1
p=r=— 130 40 o =s n—1 131 0,9

Ovérujeme, zda vybér pochazi z rozdéleni normalniho, tj. spojitého, proto je tieba
nejprve testované rozdéleni kategorizovat.

Pokusime se tedy rozdélit data do k tiidicich intervalii, uré¢ime empirické cetnosti
O; a najdeme ocekavané pravdépodobnosti 7y, pro prislusné tridici intervaly.
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Poznamka:

Tridici intervaly se voli vétsinou pouze na zdkladé vlastni dvahy. Jejich pocet se
snazime volit v ,rozumnych“ mezich. Pocet intervali nemd byt ani prilis maly (ka-
tegorizace spojitého rozdéleni snizuje vypovidaci schopnost o tomto rozdéleni), ani
prilis velky (¢im vétsi pocet tridicich intervali, tim mensi ocekdvané cetnosti v téchto
intervalech — limitujicim predpokladem pro pouziti x* testu dobré shody je, aby ocekd-
vané cetnosti byly vetsi nez 5). Obvykle se povaZuje za vhodné volit 5 aZ 15 tridicich
intervali.

e Defini¢ni obor nahodné veli¢iny rozdélime naptiklad do 13 ttidicich intervali.

e Empirické cetnosti O; urcime jako pocet pozorovani, které lezi v prislusném
intervalu.

e Plati-li nulovd hypotéza, pak nidhodna veli¢cina X ma rozdéleni N(f;2),
pricemz parametry tohoto rozdéleni jsme odhadli. Oc¢ekavané pravdépodob-
nosti mp, pak uréime jako pravdépodobnosti vyskytu nahodné veli¢iny X s roz-
délenfm N(f1; 6%) na pifslusném intervalu.

V nasem piipadé: Plati-li Hy, pak X — N(4,6;10,9).
P(X 54(—00;1,5») — P(X £ 1,5) = F(1,5) = ®(1550) = &(—0,94) =
— 0,174,

P(X € (1,5;1,8))) = P(1,5 < X £ 1,5) = F(1,8) — F(1,5) = ®(23=25) —

— @(15%6) = ®(—0,85) — ®(—0,94) = 0,024,
atd. 7

Ocekavané cetnosti jednotlivych tiidicich intervali pak uréime podle jiz znamého
vztahu E; = nm,, kde n je rozsah vybéru (v nasem piipadé n = 132).

Veskeré zjisténé hodnoty zapiseme do tabulky.

. .Tndwl Empirické cetnosti Ocekavané pravdépodobnosti Ocekavané Cetnosti
i interval 0. . B
[S] i 0,i i
1 (—o0;1,5) 11 0,174 22,9
2 (1,5;1,8) 13 0,024 3,2
3 (1,8;2,0) 7 0,017 2,3
4 (2,0;2,5) 10 0,047 6,2
5 (2,5;2,9) 8 0,041 5,4
6 (2,9;3,6) 8 0,078 10,3
7 (3,6;4,0) 10 0,047 6,2
8 (4,0; 4,4) 10 0,048 6,3
9 (4,4;4,9) 10 0,060 8,0
10 (4,9;5,8) 12 0,106 14,0
11 (5,8; 6,8) 10 0,106 13,9
12 (6,8;8,7) 12 0,145 19,2
13 (8,7; ) 11 0,107 14,1
Celkem - 132 1,000 -
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Pohledem na ocekavané cCetnosti zjistime, ze jsme tridici intervaly zvolili pomérné
dobfe — pouze 2. a 3. intervalu piislusi ocekavané cetnosti nizsi nez 5 (to odporuje
piedpokladu pro pouzit{ x? testu dobré shody). Tento nedostatek snadno napravime
tim, Ze tyto intervaly sloucime.

. _Tr1d101 Empirické Cetnosti Ocekavane pravdépodobnosti Ocekavané Cetnosti
1 interval 0. . E
[s] i 0,i i
1 (—o0;1,5) 11 0,174 22,9
2 (1,5;2,0) 20 0,041 5,5
3 (2,0;2,5) 10 0,047 6,2
4 (2,5;2,9) 8 0,041 5.4
5 (2,9;3,6) 8 0,078 10,3
6 (3,6;4,0) 10 0,047 6,2
7 (4,0;4,4) 10 0,048 6,3
8 (44;4,9) 10 0,060 8,0
9 (4,9;5,8) 12 0,106 14,0
10 (5,8;6,8) 10 0,106 13,9
11 (6,8;8,7) 12 0,145 19,2
12 (8,7; =) 11 0,107 14,1
Celkem - 132 1,000 -

Nyni jsou pfedpoklady pro pouZiti x? testu dobré shody splnény. MiZeme pouZit
testovou statistiku

k
(0 — E)*
G= e
p L2 (0;—E;)? (11-22,9)2 (11-14,1)2
Pozorovand hodnota rops = ) 5 = —559— + .-+ —q1— = 99,7.

=1

Testové kritérium G m4 x? rozdéleni s 9(= k—1—h) stupni volnosti. (Pocet t¥idicich
intervalu k = 12, pocet odhadovanych parametri h = 2.)

p-hodnota = 1 — Fy(zops), kde Fy(z) je distribu¢ni funkce x? rozdélen{ s 9 stupni
volnosti.

p-hodnota = 1 — Fy(59,7) < 0,001 (viz vybrana_rozdeleni.xls)

p-hodnota < 0,05, proto zamitame nulovou hypotézu ve prospéch alternativy, tzn.
casové odstupy mezi prijezdy jednotlivych vozidel nemaji normalni rozdéleni.
A
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9.4 Kolmogoroviv — Smirnoviv jednovybérovy
test

Kolmogoroviv — Smirnoviv test se pouziva k ovéreni hypotézy, zda porizeny vybér
pochazi z rozdéleni se spojitou distribu¢ni funkci Fy(x).

Hy: Nahodny vybér pochazi z rozdéleni se spojitou distribucéni funkei

F()(I’)
H, : N&hodny vybér nepochézi z rozdéleni se spojitou distribu¢ni funkei
F()(i[))
Méjme nahodny vybér X, ..., X, z rozdéleni se spojitou distribuc¢ni funkci. Necht

Xy £ Xy £ ... £ X je tentyz ndhodny vybér usporddany vzestupné podle
velikosti. Empiricka (vybérova) distribuéni funkce F),(z) je pak ddna vztahem

0, r < X(l)
Fn(x): i/n, X(i) él’ é X(i_,_l),i:l,...,n—l
1, X z X(n).

Jako testové kritérium pouzijeme statistiku D,,. Testova statistika D,, je definovana
jako maximalni odchylka teoretické a empirické distribu¢ni funkce (viz obr. 9.1).

F(x) 1,2
Fy(x)

1
0’8 //

0,6

0,4

0,2

0

16 17 18 19 20 21 22
-0,2 X

Obr. 9.1: Grafickd prezentace testové statistiky Kolmogorovova-Smirnovova testu

D, = sup |F,(x)— Fy(x)] = max(Dj,D5,...,D}),

—oo<r<o0
1—1
n

L Ry)

n

Y

kde D} = max {

Fo(z;) —

} proi=1,2,...,n.
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Nulovou hypotézu zamitame, pokud pozorovand hodnota testové statistiky D,, pre-
kroci kritickou hodnotu D, (,y. Je-li n malé, pouzivdme pro urceni kritickych hodnot
specialni tabulky kritickych hodnot D). PTi velkych hodnotéach n se kritické hod-
noty D,,(q) aproximuji pomoci vztahu

POZOR!

Je treba zdiraznit, Ze nulova hypotéza Hy must distribucni funkci F'(x) urcovat jedno-
znacné, véetné jejich pripadnych parametri. Rikime, Ze distribucni funkce F(x)
musi byt uplné specifikovdna. Kolmogoroviv-Smirnoviv test tedy lze pouZit na-
priklad k ovérent, zda vybér pochdzi z rovnomérného rozdéleni R(0; 1), coZ se hodi na-
priklad pri testovani generdtoru ndhodnych cisel. Pokud vsak parametry distribucni
funkce odhadujeme z vgbéru (testujeme-li napriklad, zda vybér pochdzi z normdlniho
rozdéleni), zméni se rozdélend testové statistiky D,,. Modifikované kritické hodnoty
byly urceny pomoci simulacnich studii, v techto skriptech vsak nejsou uvedeny.

Kolmogorovovu-Smirnovovu testu ddvdme prednost pred 1iplné specifikovanym x? tes-
tem dobré shody. Md totiz vétsi silu testu a v pripade, Ze mame k dispozici pouze vybér
malého rozsahu, vyhneme se komplikacim spojenym s omezujicim predpokladem X2
testu.

Priklad 9.4. V tabulce je 10 ¢isel generovanych jako hodnoty rozdéleni
N(19;0,49). Ovérte, zda generované hodnoty pochazeji z predpokladaného roz-
déleni.

Generované

19,732 | 19,108 | 19,234 | 19,038 | 19,270 | 19,105 | 19,473 | 17,660 | 20,219 | 18,727
hodnoty x;

Resent.
Chceme testovat nulovou hypotézu
Hy: Vybér pochézi z rozdéleni N(19;0,49)
vuci alternative
H : —Hy, tj. vybér nepochazi z rozdéleni N(19;0,49).

Vzhledem k tomu, ze médme k dispozici vybér pouze velmi malého rozsahu (n =
= 10), nelze pouZit Gplné specifikovany x? test dobré shody (ofekdvané cetnosti
v tfidicich intervalech by neptekrocily pozadovanou hodnotu 5). Jedinou moznosti
tak je Kolmogoroviiv-Smirnoviiv test.
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Testovym kritériem je ndhodna veli¢ina

D= swp |Fu(e) - Fo(w)] = max(D;, Dj,.... DY),
—oo<r <00
kde Fy(z) ... distribu¢ni funkce testovaného rozdélent,
D; :max{‘Fo(xi) iz , L — Fy(x) } proi=1,2,...
n n

Vypocty potfebné pro stanoveni pozorované hodnoty jsou uvedeny v tabulce 9.5,

Ty —19
kde FO(LL‘(Z-)) = ( \(/EW >

M.

Tab. 9.5: Pomocné vypocty pro uréeni pozorované hodnoty testové statistiky D,,

Sefazené hodnoty x;) | Potadi i : ; 1 % Fo(x@) ||[Fo(x) — %| Fo(xp) — ! ;1| D;
17,660 1 0,00 {0,10( 0,03 0,07 0,03 0,07
18,727 2 0,10 {0,20f 0,35 0,15 0,25 0,25
19,038 3 0,20 10,30 0,52 0,22 0,32 0,32
19,105 4 0,30 10,40 0,56 0,16 0,26 0,26
19,108 5 0,40 10,50 0,56 0,06 0,16 0,16
19,234 6 0,50 [0,60( 0,63 0,03 0,13 0,13
19,270 7 0,60 (0,70 0,65 0,05 0,15 0,15
19,473 8 0,70 10,80 0,75 0,05 0,05 0,05
19,732 9 0,80 10,90 0,85 0,05 0,05 0,05
20,219 10 0,90 |1,00/ 0,96 0,04 0,06 0,06

Pozorovana hodnota xppg = 0, 32.
Kritickd hodnota testové statistiky Dqg(,05) = 0,40925.

Pozorovana hodnota xops = 0, 32 je mensi nez kriticka hodnota Dyg(0,05) = 0, 40925,
proto nezamitame nulovou hypotézu, tzn. nelze tvrdit, ze ziskana data nepodléhaji

rozdéleni N(19;0,49).
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Shrnuti:

Statistickou metodou umoznujici ovérit, zda ma nahodné veli¢ina urc¢ité predem dané
(tzv. teoretické) rozdéleni pravdépodobnosti jsou testy dobré shody. Teoretické
rozdéleni miuze byt dano

e véetné parametra (uplné specifikovany test),

e s neznamymi parametry (nedplné specifikovany test, pocet nespecifikovanych
parametri oznacujeme h).

Nulovou a alternativni hypotézu muzeme v tomto pripadé formulovat:

Hy:  Teoretické a empirické (vybérové) rozdéleni se shoduje.
H,: Teoretické a empirické rozdéleni se neshoduje.

Nejznaméjsi z testt dobré shody, x? - test dobré shody, pouzivime pro

e ovéTeni, zda jsou relativni Cetnosti jednotlivych variant rovny ¢éislim 7y, az
00y >

e overeni shody s ocekavanym rozdélenim.

Ovétujeme-li, zda vybér pochazi z rozdéleni spojitého, je tfeba nejprve testované
rozdéleni kategorizovat — tj. cely defini¢ni obor testované nahodné veliciny rozdélit
do k tridicich interval a nasledné zjistit

e empirické ¢etnosti O;,

e ocekavané pravdépodobnosti 7, .

Ocekavané cetnosti jednotlivych variant, resp. tiidicich intervalii, pak uréime podle
jednoduchého vztahu E; = nm,, kde n je rozsah vybéru.

Jako testové kritérium pouzivame nahodnou veli¢inu
a= (Oi — Ei)z’

kterd ma v pripadé platnosti nulové hypotézy a za predpokladu, ze provadime do-
statecné velky vybér (vybér povazujeme za dostatecné velky, pokud jsou vSechny
olekavané Cetnosti vétsi nez 5) priblizné x? rozdéleni s k — 1 — h stupni volnosti.
Pak

p-hodnota = 1 — Fy(zops),

kde Fy(x) je distribu¢ni funkce x? rozdéleni s k — 1 — h stupni volnosti.
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Pfed tplné specifikovanym x? testem dobré shody se spojitym rozdélenim dévame
prednost Kolmogorovovu-Smirnovovu testu. Ma totiz vétsi silu testu a v pri-
padé, ze mame k dispozici pouze vybér malého rozsahu, vyhneme se komplikacim
spojenym s omezujicim piedpokladem x? testu.

Test

1. Vyberte spravny vyraz
a) Kolmogoroviv-Smirnoviv test ve své zakladni podobé (lze, nelze) pouzit pro
testovani normality.

b) PouZijeme-li x? test dobré shody pro ovéfeni toho, zda je klasick4 Sestisténnd
hraci kostka ,férova“, pak ma v pripadé platnosti nulové hypotézy testova
statistika y? rozdéleni s (4; 5; 6) stupni volnosti.

c¢) Pro uplné specifikovany test dobré shody se spojitym rozdélenim je vhodnéjsi
pouzit (x? test dobré shody, Kolmogoroviv-Smirnoviv test).

d) Chceme-li pro ovéfeni shody mezi teoretickym a empirickym rozdélenim pou-
zit x? test dobré shody, musi byt vSechny (pozorované, ocekdvané) cetnosti
jednotlivych variant, resp. tiidicich intervali, vétsi nez 5.
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' Ulohy k FeSeni

1. Hodilo se 6000 krat hraci kostkou a zaznamenaly se pocty padlych ok.

x; (Cislo které padlo) 1 2 3 4 5 6
n; (Cetnost jeho vyskytu) | 979 | 1002 | 1015 | 980 | 1040 | 984

Je mozné na zdkladé prislusného testu na hladiné vyznamnosti 0,05% spolehlivé tvrdit,
ze kostka neni ,férova“, tj. ze pravdépodobnosti vSech ¢isel na kostce nejsou stejné?

2. Pro ovéfeni, zda generator nahodnych ¢isel z rovnomérného rozdéleni na intervalu (0; 1)
opravdu generuje vybér z tohoto rozdéleni, bylo pomoci néj vygenerovano 1 000 ¢isel,
kterd byla nasledné settidéna do deseti intervalii. Vysledky jsou v tabulce:

interval | Cetnost

(0,0;0,1) 89

(0,1;0,2) 91

(0,2;0,3) 74
(0,3;0,4) 97

(0,4;0,5) 99
(0,5;0,6) 106
(0,6; 0,7) 123
(0,7;0,8) 100
(0,8;0,9) 110
(0,9;1,0) 111

Zjistéte, zda je mozné na zakladé tohoto pokusu spolehlivé (na hladiné vyznamnosti
0,05) prohlasit, Zze generdtor pracuje Spatné, tj. Ze negeneruje ndhodna ¢isla s rovno-
mérnym rozdélenim na intervalu (0; 1).

3. Pri testovani nového typu vyskoméru byly zaznamendvany chyby mérfeni [mm], tj. od-
chylky zjisténé a skutecné vysky. Pristrojem se opakované provedlo mnoho méreni vysky
jisté budovy. Vysledky jsou zaznamenany v nasledujici tabulce.

interval | Cetnost
(—o0; —2) 25
(=2;-1) 25
(—-1;0) 40
(0; 1) 60
(1;2) 20
(2; ) 20

Ovérte na hladiné vyznamnosti 0,05, zda mé chyba méreni rozdéleni dané hustotou

pravdépodobnosti f(z) = 1. L, xz €R.

7 14z2’
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4. P1i testovani nového typu vyskoméru byly zaznamenévany chyby méfeni [mm], tj. od-
chylky zjisténé a skutecné vysky. Pristrojem se opakované provedlo mnoho méreni vysky
jedné budovy. Vysledky jsou zaznamendny v nésledujici tabulce.

‘ '137 | 078 ‘ 096 ‘ _032 ‘ 153 ‘ 233 ‘ _291 | 035 | _032 ‘ _151 |

Ovérte na hladiné vyznamnosti 0,05, zda mé chyba méreni rozdéleni dané hustotou

pravdépodobnosti f(z) = 1. 1, 2 cR.

T 1+z2)
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Testy dobré shody

Reseni
Test

1. a) nelze (dochédzi k modifikaci rozdéleni testového kritéria),

C

)

b) 5 stupni volnosti,
) Kolmogoroviuv-Smirnoviv test (ma vétsi silu testu),
)

d) oc¢ekavané (POZOR — nezaménujte s pozorovanymil),

Ulohy k FeSeni

1. Hyp: Pravdépodobnost ,poctu ok* na kostce je ddna nasledujici tabulkou:

x; (Cislo které mtize padnout) 1 2 1314156
7p,; (nulova pravdépodobnost jeho vyskytu) | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6

Hy4:  —Hy, tj. pravdépodobnost ,poctu ok“ na kostce je jina, nez je uvedeno ve vyse
uvedené tabulce.

x? test dobré shody: zops = 2,93, p-hodnota= 0,71 (viz vybrana_rozdeleni.xls)

Na hladiné vyznamnosti 0,05 nezamitdme nulovou hypotézu, tj. nelze tvrdit, Ze kostka
neni , férova“.

Hy: Generovany vybér pochézi z rozdéleni R(0;1).
H 4: Generovany vybér nepochazi z rozdéleni R(0;1).

x? test dobré shody: xops = 16,75, p-hodnota= 0,053 (viz vybrana_rozdeleni.xls)

Na hladiné vyznamnosti 0,05 nezamitame nulovou hypotézu, tj. nelze tvrdit, Ze gene-
rator negeneruje ¢isla z rozdéleni R(0;1).

Hp: Chyba méfeni ma rozdéleni dané hustotou pravdépodobnosti fo(z) =
z eR.

H 4: Chyba méfeni nemé rozdéleni dané hustotou pravdépodobnosti fo(z) = % . H%’
z eR.

1, _1_
T 14+z2?

Fy(z) =L arctg(z) + 5,2 €R

s

x? test dobré shody: zops = 8,70, p-hodnota= 0,12 (viz vybrana_rozdeleni.xls)

Na hladiné vyznamnosti 0,05 nezamitame nulovou hypotézu, tj. nelze tvrdit, ze chyba

méfeni nemd rozdéleni dané hustotou pravdépodobnosti f(z) = & - ﬁ, z € R.
4.
Hy: Chyba méfeni ma rozdéleni dané hustotou pravdépodobnosti fo(z) = % ﬁ,
z eR.
H 4: Chyba méfeni nemé rozdéleni dané hustotou pravdépodobnosti fy(z) = % . ﬁ,

z € R.
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Fy(z) = % -arctg (z) + %

,t €R

Kolmogoroviv-Smirnoviv test:

Sefazené hodnoty x(o PoFadi if— ! = Fo(x)|[Fo(x0) - | [Fo(x) - - ;1 D;
-2,1 1 ]0,00/0,10] 0,141 0,141 0,041 0,141
-1,7 2 10,10/0,20/ 0,169 0,069 0,031 0,069
-1,1 3 10,20/0,30] 0,235 0,035 0,065 0,065
0,2 4,5 10,30(0,40| 0,437 0,137 0,037 0,137
-0,2 4,5 10,40/0,50| 0,437 0,037 0,063 0,063
0,5 6 |0,50/0,60| 0,648 0,148 0,048 0,148
0,6 7 10,60/0,70| 0,672 0,072 0,028 0,072
0,8 8 10,700,80| 0,715 0,015 0,085 0,085
1,3 9 10,800,90| 0,791 0,009 0,109 0,109
2,3 10 ]0,9011,00 0,869 0,031 0,131 0,131

zrops = 0,148, D10(0,05) = 0,40925.

Pozorovana hodnota xopg = 0,148 je mensi nez kritickd hodnota D1p(0,05) = 0,40925,

proto na hladiné vyznamnosti 0,05 nezamitame nulovou hypotézu, tj. nelze tvrdit, ze

chyba méfeni nema rozdéleni dané hustotou pravdépodobnosti fy(z) = % el

L zreR.
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Kapitola 10

Analyza zavislosti

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete umeét analyzovat:
e zavislost v kontingencnich a asociac¢nich tabulkach,
e zavislost v normalnim rozdéleni,

e zavislost ordindlnich veli¢in.
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V praxi ¢asto u statistickych jednotek (pozorovanych osob nebo jinych objekti)
zjistujeme soucasné fadu znaku. Napriklad

e spotieba, objem motoru, hmotnost a zrychleni automobil,

e vyse mzdy, velikost 1QQ, hmotnost a vyska muz,

e skolni prospéch a pocit deprese u déti, apod.
Jednotlivé znaky pak miizeme analyzovat metodami, s nimiz jsme se seznamili
v predchozich kapitolach. Vétsinou vsak jednotlivé znaky nestudujeme jako takové,
zajimaji nas predevsim jejich vazby k jinym znaktm. Napiiklad nds muze zajimat,
zda existuje zavislost mezi spotfebou automobilu a jeho hmotnosti, vysi mzdy a
velikosti 1Q, pocitem deprese u déti a skolnim prospéchu.

V pripadé, ze znak X ptisobi na znak Y, avSak znak Y jiz neptisobi zpétné na znak
X, mluvime o jednostranné zavislosti. Prikladem jednostranné zavislosti miize
byt vztah mezi typem absolvované stredni skoly a (bodovym) vysledkem prijimaci
zkousky z matematiky nebo vztah mezi vyskou a vahou.

Metody analyzy jednostranné zavislosti popsané v tomto studijnim materialu jsou
uvedeny v tabulce 10.1.

Tab. 10.1: Metody analyzy jednostranné zavislosti

Typ znaku Y (dtsledek)
kategorialni kvantitativni

ANOVA
(kapitola 13)

kategorialni

Typ znaku X
(pficina)

regresni a korela¢ni analyza

kvantitativni (kapitola 16)

Pokud v analyzovaném vztahu nelze jednoznac¢né urcit pri¢inu a disledek, tzn. pokud
znak X ovliviiuje znak Y a znak Y zpétné pusobi na znak X, hovorime o zavislosti
oboustranné. (Napiiklad: vztah mezi vydaji domacnosti na obleceni a na potra-
viny.) V této kapitole se sezndmime se zakladnimi metodami analyzy oboustranné
zavislosti — vymezime si metody pro analyzu sily vazeb mezi dvojicemi znak, tj.
metody pro analyzu sily zavislosti dvojic ndhodnych veli¢in.

Vybér vhodné metody zavisi na typu analyzovanych veli¢in. V tabulce 10.2 jsou
uvedeny jednotlivé metody analyzy zavislosti pro rizné typy dat.
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Tab. 10.2: Metody analyzy oboustranné zavislosti

Typ znaku Y
kategorialni ordindlni kvantitativni
..., | analyza zav. v kontingen¢nich tabulkach,
kategorialni , . L2 .
analyza zav. v asociacnich tabulkach
s, analyza zavislosti
ordindlni

ordinalnich znaku

analyza zavislosti
v normalnim rozdéleni

Typ znaku X

kvantitativni

10.1 Analyza zavislosti v kontingencnich tabul-
kach

10.1.1 Motivacni priklad

Analyzou dat v kontingen¢ni tabulce nés provede nasledujici priklad.

@ Priklad 10.1. Pro diferencovany pristup v personalni politice potirebuje vedeni
podniku védét, zda spokojenost v praci zavisi na tom, jedna-li se o prazsky zavod ¢i

zévody mimoprazské. Setfeni se i¢astnilo 100 pracovniki z Prahy a 200 pracovniki
z venkova. Vysledky Setfeni jsou v nasledujici tabulce.

misto/stupent spokojenosti Velmi. il . spiéc.e Velmi
nespokojen | nespokojen spokojen spokojen
Praha 10 25 50 15
Venkov 20 10 130 40

Vysledky Setreni analyzujte.

10.1.2 Zakladni pojmy

Vysledky setteni jsou uvedeny v tzv. kontingenéni tabulce. Kontingencni tabulka
vznikd setfidénim prvka vybéru podle variant dvou kategoridlnich znaki, napt.
znaku X a znaku Y. Nechf znak X nabyva variant xpy, ..., 7] a znak Y nabyva
variant i, ..., y[s - V kontingencni tabulce jsou usporadany absolutni cetnosti n,;
dvojice variant x[i],ym), pricemz nazvy jednotlivych variant znakd X a Y jsou
uvedeny v hlavicce tabulky:.
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Tab. 10.3: Schéma kontingencéni tabulky

X\Y | Vi) | Yiz) | | Vis)
X[a] | Mg | Mp | | My
X[2] | Mo | Map | " | Nps
X | Mra [ M | | s

Pokud lze mezi analyzovanymi znaky X a Y pozorovat kauzalitu (pfi¢innou souvis-
lost), volime oznaceni X pro nezavisly znak a oznaceni Y pro znak zavisly. (Vsimnéte
si, Ze v motivacnim prikladu jsme jako znak X, tj. znak jehoZ varianty jsou identifi-
kdtory radki, zvolili umisténi podniku. . .)

Kontingené¢ni tabulku ¢asto rozsitfujeme o dalsi zajimavé ¢iselné charakteristiky, je-
jichz vypocet pro data z motivacéniho prikladu muzete sledovat v tabulce 10.5.

e Marginalni cetnosti, které udavaji celkové cetnosti jednotlivych variant znaku
X, resp. znaku Y. Margindlni ¢etnosti oznacujeme

n. . .. soucCet vsech Cetnosti v i-té radce,
n(.jy - .. soucet vSech Cetnosti v j-tém sloupci

a zapisujeme je na okraj kontingen¢ni tabulky (viz tabulka 10.4).

Tab. 10.4: Schéma rozsitené kontingenéni tabulky

X\Y | Y11 | Vi1 | - | Vis] | Celkem
X1 | Mqq [ Mg | 0 | Mg n,.
X[2] |Ma1 [Ny |~ | Mps | Ty
X[r] Nry | Ny | | Nys n,.
Celkem | n.; | n, | | ng
° n

e Relativni Cetnosti, které pro kazdé pole rozsitené kontingenc¢ni tabulky urc¢ime
jako podil prislusné absolutni ¢etnosti a celkového rozsahu vybéru n. (Napt.: Z cel-
kového poctu 300 respondentt bylo 5,0 % velmi spokojenych respondenti zamést-
nanych v Praze.)

e Radkové rel. Eetnosti, které udévaji relativni ¢etnosti znaku Y za predpokladu,
ze znak X mnabyva urcité varianty. Urcujeme je jako podil prislusné absolutni
Cetnosti a marginalni cetnosti v odpovidajicim faddku. (Napf.: Ze vSech v Praze
zaméstnanych respondent bylo 10,0 % velmi nespokojenych.)

° , které udavaji relativni cetnosti znaku X za predpo-
kladu, Ze znak Y nabyva urcité varianty. Urcéujeme je jako podil pfislusné abso-
lutni éetnosti a marginalni ¢etnosti v odpovidajicim sloupci. (Napt. Ze vSech velmi
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spokojenych respondentt je 20,0 % zaméstnanych na venkoveé.)

Tab. 10.5: Rozsifena kontingenéni tabulka pro data z motivaéniho prikladu (pozorované
Cetnosti, celkovy rozsah vybéru, margindlni ¢etnosti, relativni cetnosti, radkové rel. cet-

nosti, )
misto/stupen velmi spise ” . . . celkem
spokojenosti nespokojen nespokojen TREEEISHE | Wi Frlaien
10 25 50 15 100
i 0,033 (10/300) | 0,083 (25/300) | 0,167 (50/300) | 0,050 (15/300) | 0,333 (100/300)
rana 0,100 (10/100) | 0,250 (25/100) | 0,500 (50/100) | 0,150 (15/100)
0,333 (10/30) | 0,714 (25/35) | 0,278 (50/180) | 0,273 (15/55)
20 10 130 40 200
venkov 0,067 (20/300) | 0,033 (10/300) | 0,433 (130/300) | 0,133 (40/300) | 0,067 (200/300)
0,100 (20/200) | 0,050 (10/200) | 0,650 (130/200) | 0,200 (40/200)
0,667 (20/30) 0,286 (10/35) | 0,722 (130/180) | 0,727 (40/55)
celkem 30 35 180 55 300
0,100 (30/300) | 0,117 (35/300) | 0,600 (180/300) | 0,183 (55/300)

Grafickou obdobou kontingencéni tabulky je mozaikovy graf. Mozaikovy graf se
sklada z r fad obdélniku, pricemz r je pocet variant (nezavislého) znaku X. (V na-
sem pripadé r = 2.) Kazd4 fada obsahuje s obdélniki, pricemz s je pocet variant
(zavislého) znaku Y. (V nasem piipadé s = 4.) Vysky jednotlivych fad obdélniki
odpovidaji pifslusnym marginalnim relativnim cetnostem. Sitky obdélnikd v jed-
notlivych faddch odpovidaji prislusnym rfadkovym relativnim cetnostem (viz obr.

10.1).
0,100 0,250 0,500 0,150
3 Velmi nespohojen
Praha [] Spite nespckojen
0.333 [ Spie spokcjen
B Velmi spokojen
WVenkow
0.667
= e
0,100 0,050 0,650 0,200

Obr. 10.1: Mozaikovy graf pro data z motivacniho piikladu

Pokud by byl mozaikovy graf v tomto pripadé tvoren svislymi pruhy (jednotlivé
obdélniky stejnych barev by mély stejné sitky), znamenalo by to, ze sledované znaky
jsou nezavislé. Cim je mozaikovy graf ¢lenit&jsi, tim silnéjsi zavislost mezi znaky X
a Y lze predpokladat. Dle obr. 10.1 lze predpokladat, ze spokojenost v praci zavisi
na umisténi zavodu. (Podivejte se znovu na obr. 10.1 a zvazte, jaky nasledek by mélo
sloucent variant ,spise nespokojen® a ,spise spokojen®.)
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Venkov -10 130 - B Velmi nespokojen
SpiSe nespokojen

Praha - 25 50 - Spi%e spokojen

M Velmi spokojen
0% 20% 40% 60% 80%  100%

Obr. 10.2: 100% sklddany pruhovy graf

Obdobou mozaikového grafu je 100% skladany pruhovy graf (napi. MS Excel).
Od mozaikového grafu se tento graf lisi tim, ze Sitky vSech radk jsou stejné, tzn.
ze tento typ grafu nezohlednuje radkové marginalni relativni cetnosti.

Kromé mozaikového grafu se pro prezentaci dat zapsanych v kontingenc¢ni tabulce

pouzivaji shlukovy, popr. kumulativni sloupcovy graf prezentované na obr.
10.3.

140 130 250

120
200

20 B Velminespokojen 150 | Velmispokojen

Spise nespokojen Spise spokojen
60 SO

5 i 100
0 Spise spokojen _ 130 Spise nespokojen

40 B Velmi spokojen B Velminespokojen

20 10 o
. N Cn

Praha Venkov Praha Venkov

Obr. 10.3: Shlukovy a kumulativni sloupcovy graf

10.1.3 x? test nezavislosti v kontingenéni tabulce

Na zakladé exploracni analyzy jsme v predchazejici kapitole vyslovili domnénku,
ze stupen spokojenosti v praci zavisi na umisténi podniku. Chceme-li takovou do-
mnénku zobecnit na celou dotéenou populaci, lze testovat nulovou hypotézu

Hy: Znaky X a Y v kontingencni tabulce jsou statisticky nezavislé
vuci alternative
H,: Znaky X aY v kontingencni tabulce jsou statisticky zavislé.

Pro ovéfeni nezavislosti ndhodnych velicin X a Y (nezdvislosti v kontingencni ta-
bulce) pouZivdme nejcast&ji x? test nezdvislosti v kontingenc¢ni tabulce, ktery je,
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podobné jako x? test dobré shody, zaloZen na porovnavani empirickych (pozoro-
vanych) ¢etnosti s Cetnostmi teoretickymi, tj. takovymi, které bychom ocekévali
v pripadé nezavislosti znaki X a Y.

Ozna¢me empirické cetnosti O;;.
Oij = nyj

Ocekavané cetnosti E;; uréujeme jako cetnosti odpovidajici souc¢inu prislusnych mar-
gindlnich relativnich Cetnosti (pripomenime si, Ze v pripade, Ze jsou dvé diskrétni
nahodné veliciny nezavislé, pak jejich sdruzené pravdépodobnosti jsou rovny soucinu
prislusnijch margindlnich pravdépodobnosti).

EZ":(—~—j>-n: j
n n n

Jako testové kritérium pouzivame nahodnou veli¢inu

T S OZ_EZQ
KZZZ%?

i=1 j=1

ktera ma v pripadé platnosti nulové hypotézy a za predpokladu splnéni podminek
dobré aproximace pfiblizné x? rozdélen{ s (r — 1)(s — 1) stupni volnosti.

Podminky dobré aproximace:
e 7adnd z ocekavanych Cetnosti F;; nesmi byt mensi nez 2,

e alespon 80 % ocekavanych Cetnosti E;; musi byt vétsich nez 5.

Jsou-li splnény podminky dobré aproximace, pak
p-hodnota = 1 — Fy (zopBs) ,

kde Fy(x) je distribu¢ni funkce x? rozdéleni s (r — 1)(s — 1) stupni volnosti.

10.1.4 Yatesova korekce x? testu nezavislosti v kontingenéni
tabulce

V ptipadé, Ze nejsou splnény podminky dobré aproximace nutné pro pouziti y? testu
nezavislosti v kontingencni tabulce, tzn. ze mame extrémneé nizké oc¢ekavané ¢etnosti,
lze pouzit tzv. Yatesovu korekci. Efektem této korekce je snizeni pozorované hod-
noty testového kritéria, coz znamena, ze je obtiznéjsi zamitnout nulovou hypotézu.
Snizime tak pravdépodobnost chyby I. druhu, chyba II. druhu se vSak zvysi — test
tedy m4 mensi sflu (oproti x? testu nezavislosti).
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Jako testové kritérium pouzivame nahodnou veli¢inu

T s 2
KYates = ZZ <Olj — %j_ 075) )

i=1 j=1 K

kterd m4 v pripadé platnosti nulové hypotézy priblizné x? rozdéleni s (r —1)(s — 1)
stupni volnosti. Pak
p-hodnota =1 — Fy (xops) ,

kde Fy(z) je distribucni funkce x? rozdéleni s (r — 1)(s — 1) stupni volnosti.

10.1.5 Meéreni sily zavislosti

Musime si uvédomit, Ze x? test nezévislosti nevypovida nic o sile vztahu, pouze
zamita, resp. nezamita nulovou hypotézu o nezavislosti znaki X a Y. Pro zjisténi sily
vztahu pouzivame rtzné koeficienty. Mirou tésnosti zavislosti obdobnou korela¢nimu
koeficientu je koeficient kontingence

K

ce = K+n

Koeficient kontingence se pro ¢tvercové kontingenéni tabulky (r = s) muze vy-
skytovat v intervalu (0;1). Pro obdélnikové kontingen¢ni tabulky (r # s) je vsak
maximalni hodnota koeficientu kontingence

min(r;s) — 1

Comax =

I

min(r; s)

proto se pro né pouzivd korigovany koeficient kontingence (exaktni korekce do

intervalu (0;1))
cc

Ccmaz

Dalsi ¢asto pouzivanou mirou tésnosti zavislosti je Cramertv koeficient nazyvany

téz Cramerovo V.
V= . K
n (min(r;s) — 1)

Rovnéz Cramertiv koeficient se miize vyskytovat v intervalu (0;1). Cim jsou tyto
koeficienty blize 1, tim je zavislost mezi X a Y tésnéjsi.

CCcor =

Priklad 10.2. Vratme se nyni k nasemu motivacnimu prikladu.

Pro diferencovany pristup v personalni politice potifebuje vedeni podniku veédét, zda @
spokojenost v praci zavisi na tom, jedna-li se o prazsky zavod ¢i zavody mimoprazské.
Vysledky Settreni jsou v nasledujici tabulce.
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misto/stupen spokojenosti Velmi' iUt . spl'é'e Velmi
nespokojen nespokojen spokojen spokojen
Praha 10 25 50 15
Venkov 20 10 130 40

Na zdkladé exploracni analyzy (rozsitend kontingenéni tabulka, mozaikovy graf)
jsme vyslovili predpoklad, Ze spokojenost v praci zavisi na umisténi zavodu. Ovérte
tento predpoklad

Resend.
H,y Spokojenost v praci nesouvisi s umisténim zavodu.
Hy Spokojenost v praci souvisi s umisténim zavodu.

Pro test nezavislosti v kontingenc¢ni tabulce lze v pripadé splnéni podminek dobré
aproximace pouzit y? test nezavislosti. Nutno ovéfit, zda ocekdvané cetnosti neklesly
pod 2 a zda alespon 80 % z nich je vétsich nez 5.

Nejdrive si tedy pomoci rozsitené kontingencni tabulky urc¢ime ocekavané cetnosti.
Ocekéavané cetnosti F;; urcujeme jako cetnosti odpovidajici souc¢inu piislusnych mar-
gindlnich relativnich ¢etnosti.

Ng. - M.j

ng. M.
e . —Z n = —=
n n n

VSechny ocekévané cetnosti jsou vétsi nez 5 (viz tabulka 10.6), podminky dobré
aproximace lze tedy povazovat za splnéné.

Tab. 10.6: Kontingenéni tabulka rozsifend o marginalni a

36,67

misto\stupen velmi spise spise spokoien | velmi spokoien celkem
spokojenosti nespokojen nespokojen PI5¢ SpOko) POKO]
" 10 25 50 15 100
Praha (100-30) (1()0-35) (1(10-18()) (100-55)
20 10 130 40 200
venkov (200'30) (200'35) (200-180) (200'55)
celkem 30 35 180 55
Pozorovand hodnota testové statistiky K
T s 2 2 2
(O — E;)* (10 —10,00)* (20 — 20, 00) .
TOBS = E E = .
L £ E; 10,00 20, 00
=1 j=1
(40 — 36,67)°
+ T 970
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Podminky dobré aproximace jsou splnény, proto
p-hodnota =1 — Fy (xops) ,

kde Fy(z) je distribu¢ni funkce x? rozdéleni s (r —1)(s —1) = (2—-1)(4 — 1) = 3
stupni volnosti.

p-hodnota =1 — Fy(27,0)< < 0,001 (viz vybrana_rozdeleni.xls)

p-hodnota < 0,05, proto zamitdme nulovou hypotézu ve prospéch alternativy, tj.
spokojenost v praci souvisi s umisténim zavodu. (Uvédomte si, Ze test nijak neo-
véroval kauzalitu zavislosti!)

Zbyva urcit, jaka je tésnost identifikované zavislosti. Vzhledem k tomu, zZe analy-
zujeme obdélnikovou tabulku (r = 2;s = 4), muzeme pouzit korigovany koeficient
kontingence nebo Cramertv koeficient.

K 27,0
K+n 27,0+ 300

CCmaz = mln o S M = 0 707
mln T 8
cc

CClpr = ——— = 0, 406;
CCmaz

K 27,0
V — — e A —
\/n (min(r;s) — 1) 300(2 — 1) 0.3

Jak podle koeficientu kontingence, tak podle Cramerova koeficientu lze zavislost
mezi umisténim zavodu a stupném spokojenosti v praci oznacit za silnou.

CC =

=0, 287;

A
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10.2 Analyza zavislosti v asociacnich tabulkach

Specidlnim typem kontingencnich tabulek jsou tabulky asociac¢ni, které pouzivame
k sledovani zavislosti dvou dichotomickych znaki, tj. kategorialnich znaki nabyvaji-
cich pouze dvou variant. (asociace = vztah dvou dichotomickiyjch znaki) Vétsinou si
miizeme predstavit, ze ndhodny pokus se provadi za dvojich rtiznych okolnosti a mize
skonc¢it bud tspéchem, nebo netspéchem. Tradicné se pak u tohoto typu kontinge-
ncnich tabulek pouzivame zjednodusené oznaceni: ny; = a,nia = b, noy = ¢, oy = d.

Tab. 10.7: Schéma asociaéni tabulky rozsifené o margindlni ¢etnosti

X (okolnosti)\Y (vyskyt udalosti) | y[q) (Gspéch) | y[,; (netuspéch) | Celkem
x[17 (1) a b a+b
X[2] (I1) c d c+d
Celkem a+c b+d

Na asociacni tabulku lze sice nahlizet jako na specidlni pripad kontingencnich ta-
bulek a pri analyze pouzivat jejich aparat, nicméné vhodnéjsi je vyuzit specifické
metody a charakteristiky asociace.

Déle uvedené miry asociace budeme prezentovat v souvislosti s medicinskymi apli-
kacemi, v nichz obvykle sledujeme asociaci mezi sledovanym faktorem (nezavisly
znak) a vyskytem onemocnéni (zavisly znak).

Tab. 10.8: Rozsifend asociac¢ni tabulka v medicinské aplikaci

X (sledovany faktor)\Y (vyskyt onemocnéni) | D (ANO) | D (NE) | Celkem
E (ptitomnost faktoru) a b a+b
E (nepiitomnost faktoru) c d c+d

Celkem a+c b+d

10.2.1 Pomeér sanci

Jako miru asociace Casto pouzivame charakteristiku nazyvanou pomeér Sanci (angl.
,0dds ratio®). Pozorovany pomeér poc¢tu tspéchii k po¢tu netispéchi (tzv. pozorovana
Sance) za okolnosti I. je ¢, za okolnosti II. %. Odhad poméru sanci je pak

— ad
OR_E'

V mediciné pak pomér Sanci udava kolikrat je vyssi Sance vyskytu nemoci u ex-
ponované populace (tj. populace vystavené vlivu sledovaného faktoru) ve srovnéani
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s neexponovanou populaci. Néekdy se muzeme s timto ukazatelem setkat i pod ozna-
¢enim kFizovy pomér (angl. ,cross-product ratio®).

OR (popula¢ni pomér sanci) nabyva kladnych hodnot v intervalu (0; co). Pfi inter-
pretaci pomeéru sanci je dilezita hodnota 1.

Tab. 10.9: Interpretace poméru Ssanci OR v medicinskych aplikacich

OR <1 | U exponované populace (populace vystavené sledovanému faktoru) je nizsi
Sance vyskytu nemoci.

OR =1 | Sance vyskytu onemocnéni u exponované a neexponované populace jsou
shodné.

OR > 1 | U exponované populace je vyssi Sance vyskytu nemoci.

Je-li OR # 1, potirebujeme zpravidla jesté rozhodnout, zda je indikovana asociace
statisticky vyznamnda. Chceme tedy testovat nulovou hypotézu, ze asociace neexis-
tuje, proti alternativé, ze asociace existuje. Hypotézu o nezavislosti znak X a Y
pak lze testovat pomoci 100(1 — «) % intervalu spolehlivosti pro OR. Meze intervalu
spolehlivosti pro pomeér Sanci lze piimo urcit pouze obtizné, a proto muzeme v li-
teratufe nalézt jejich rizné aproximace. Jednou z nich je Woolfova metoda (1955)
zalozend na aproximaci normalnim rozdélenim. Podle této metody je 100(1 — a) %
asymptoticky intervalovy odhad prirozeného logaritmu pomeéru sanci

— 1 1 1 1 — 1 1 1 1
<anR—\/a+—+g—|——-z1_g;1nOR+\/—+—+—+—-z1_g>,

b d a b ¢ d
kde Z1-g je (1 — %) kvantil normovaného normélniho rozdéleni.

Na zéakladé znalosti 100(1—«) % intervalového odhadu pro In OR uréime 100(1—a)) %
intervalovy odhad OR

— 1,1,1,1 — 1,1,1,1
<OR ce VatitetaZi-g . OR . eV a+b+c+d'zl—%> _

Jestlize 100(1 — ) % intervalovy odhad OR nezahrnuje 1, pak zamitdme hypotézu
o nezavislosti znaki X a Y.

10.2.2 Relativni riziko

Jsou-li v mediciné zaznamy z néjaké studie zapsany v asociac¢ni tabulce, uvadi se
obvykle jako dalsi popisné statistiky rovnéz absolutni rizika vyskytu udalosti (one-
mocnéni, tmrti, ...) v zévislosti na okolnostech (pfitomnosti sledovaného faktoru).
Ve své podstaté jde o vybrané radkové relativni cetnosti. Je-li zdznam ze studie dan
tabulkou 10.8, pak

_a_

e odhad absolutniho rizika onemocnéni u exponovanych respondenti je %7,



272

Analyza zavislosti

e odhad absolutniho rizika onemocnéni u neexponovanych respondenti je .

Absolutni rizika mohou nabyvat hodnot z intervalu (0;1).

Jako miru asociace mezi sledovanymi okolnostmi a vyskytem udélosti pak lze pouzit
relativni riziko RR (angl. ,relative risk“). Odhad relativniho rizika RR ziskdme
jako pomér odhadu absolutnich rizik vzniku onemocnéni u exponovanych a neexpo-

novanych osob, tj.
— d
RR = M,
cla+10)
7 hlediska interpretace relativniho rizika je, podobné jako u poméru sanci OR,
dulezita hodnota 1.

Tab. 10.10: Interpretace relativniho rizika RR v medicinskych aplikacich

RR < 1 | Expozice snizuje riziko onemocnént.
RR = 1 | Mezi expozici a onemocnénim neexistuje zddna asociace.
RR > 1 | Expozice zvysuje riziko onemocnéni.

Podobné jako pri interpretaci poméru sanci potiebujeme, je-li RR # 1, zpravidla
jesté rozhodnout, zda je indikovana asociace statisticky vyznamna.

Stanoveni presnych mezi intervalu spolehlivosti pro relativni riziko je slozité a vy-
pocetné narocné. Ukazeme si Katzovu metodu (1978) zaloZenou na aproximaci nor-
malnim rozdélenim. Podle této metody je 100(1 — a) % asymptoticky intervalovy
odhad prirozeného logaritmu relativniho rizika

1 — . ,g’l . _a
<HRR \/a(a+b)+c(c+d) -3 nRR+\/a(a+b)+c(0+d) - 2>’

kde z1_2 je (1 — %) kvantil normovaného norméalniho rozdéleni.

Na zéakladé znalosti 100(1—a) % intervalového odhadu pro In RR uréime 100(1—a) %
intervalovy odhad RR

—_ b d —_ b d
<RR eV atar) Telera) F1- % RR - eV aa ) T elerd) F1-§ > .

Jestlize 100(1 — o) % intervalovy odhad RR nezahrnuje 1, pak zamitdme hypotézu
o nezavislosti znaka X a Y.

Piiklad 10.3. Zavisi novorozeneckd tmrtnost (do 7 dni po porodu) na porodni
vaze? Data odpovidajici situaci v New Yorku v roce 1974 jsou uvedena v nasledujici
tabulce.
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porodni vaha\novorozenecka amrti | ANO NE | Celkem
nizka 618 | 4597 | 5215

normalni 422 167093 | 67515
Celkem 1040 | 71 690 | 72 730

Resend.

Data jsou zapsana v asociacni tabulce, proto je vhodné pouzit specialni metody
urcené pro analyzu asociaci.

Odhad sance novorozeneckého umrti u déti s nizkou porodni vahou je

618
4220 0134,
b 4597
coz odpovida priblizné 134 novorozeneckym timrtim na 1 000 prezivsich novorozenct
s nizkou porodni vdhou. Obdobné odhadneme Sanci novorozeneckého tmrti u déti

s normalni porodni vahou.
c 422
4~ 6roo3 00

Lze ocekavat priblizné 6 novorozeneckych tmrti na 1 000 pfezivsich novorozenct
s normalni porodni hmotnosti.

Odhadnéme pomér sanci novorozeneckého timrti u déti s nizkou a normalni porodni

vahou. d 61867003
—_— a/ .
OR= —=———>214
be 4597 - 422 ’
Odhad udéava, ze Sance novorozeneckého tmrti je 21,4 krat vyssi u novorozencu

s nizkou porodni vahou nez u novorozenci s normalni porodni vahou.
95% intervalovy odhad OR je ddn vztahem

- = 1 1 1 1 - = 1 1,1 1
Vit +lp Ll ors. Lyliiido,
<OR-e Vititir i OR . eVatiteta >
20975 = 1,64  (viz vybrana_rozdeleni.xls)

Po dosazeni: 95% intervalovy odhad OR je (19,2;23,8). Je zcela ziejmé, ze Sance
novorozeneckého tmrti zavisi na porodni vaze (1 ¢ (19,2;23,8)).

Jinym pristupem je analyzovat asociaci pomoci relativniho rizika.

Odhad absolutniho rizika novorozeneckého imrti u déti s nizkou porodni hmotnosti

je 25 = % = 0,119 (tj. novorozenecké tmrti lze oc¢ekavat u cca 119 z 1 000
novorozencu s nizkou porodni vdhou), u déti s normalni porodni hmotnosti o =
= % = 0,006 (tj. novorozenecké tmrti lze oc¢ekavat u cca 6 z 1 000 novorozencii

s normalni porodni vdhou).
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Odhad relativniho rizika novorozeneckého tmrti

—  a(c+d) 0,119
RR = = =19,0.
c(a+0b) 0,006 ’

Tento vysledek ukazuje, ze ve sledovaném obdobi bylo u déti s nizkou porodni vahou
19 krat vyssi riziko novorozeneckého imrti nez u déti s norméalni porodni vahou.

95% intervalovy odhad RR je ddn vztahem

— b d — b d
a0, o+ ey w0075
<RR-e (@t0) T elerd) ‘RR - eV aid et >

20975 = 1,64  (viz vybrana_rozdeleni.xls)

Po dosazeni: 95% intervalovy odhad RR je (17,1;21,0). Je zcela ziejmé, Ze riziko
novorozeneckého tmrti zavisi na porodni vaze (1 ¢ (17, 1;21,0)).
A

Priklad 10.4. Nékdy je treba byt pri posuzovani tabulek, které se skladaji ze dvou
¢i vice skupin, opatrny.

V Hornich Sadrovicich bylo hospitalizovano 600 ,lehkych® pacient, z nichz 10
(1,7%) zemrelo a 400 ,tézkych® pacientt, z nichz zemielo 190 (47,5 %). Ve Staré
Dléze bylo hospitalizovano 900 ,lehkych* pacienti, z nichz 30 (3,2 %) zemfelo a 100
,té7kych® pacientl, z nichz zemielo 100 (10,0 %).

Tab. 10.11: Kontingenéni tabulky rozsifené o margindlni cetnosti a radkové rel. ¢etnosti

Horni Sadrovice
stav pacienta pfi pfijeti/amrtnost ANO NE celkem

] 10 590 600

i) 0,017 (10/600) | 0,983 (590/600)
. 190 210 400

) 0,475 (190/400) | 0,525 (210/400)

200 800
ealem 0,200 (200/1000) | 0,800 (800/1000)

Stara Dlaha
stav pacienta pii ptijeti/imrtnost ANO NE celkem

] 30 870 900

lehky 0,033 (30/900) | 0,967 (870/900)
- 70 30 100

s 0,700 (70/100) | 0,300 (30/100)
100 900
eelcm 0, 100 (100/1000) | 0,900 (900/1000)




10.2 Analyza zavislosti v asociacnich tabulkach

275

Je ztejmé, ze u lehkych pacient je nizsi riziko amrti v Hornich Sddrovicich (0,017 <
< 0,033). Rovnéz u tézkych pacienti je nizsi riziko imrti v Hornich Sadrovicich
(0,475 < 0,700). Ocekavate, ze nemocnice v Hornich Sadrovicich bude v zebricku
umrtnosti na lepsi pozici nez nemocnice ve Staré Dlaze? (Jinymi slovy: Ocekéavate,
ze riziko tmrti je v Hornich Sadrovicich nizsi nez ve Staré Dlaze?) S prekvapenim
konstatujeme, ze tabulky ukazuji opak. Riziko tmrti v Hornich Séddrovicich (0,200)
je vyssi nez riziko tmrti ve Staré Dlaze (0,100)! Jde o tzv. Simpsontiv paradox.

(Zéjemcum doporucujeme struény ¢élanek na toto téma:
http://scienceworld.cz/psychologie /simpsonuv-paradox-a-problem-slucovani-dat-2198)
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10.3 Analyza zavislosti v normalnim rozdéleni

10.3.1 Pearsonuv koeficient korelace

V teorii pravdépodobnosti byl jako mira linearni zavislosti dvou slozek spojitého
nahodného vektoru zaveden Pearsontiv korelac¢ni koeficient p.

cov(X,Y)

Siukh ot Bl DX, DY #0,
p=p(X,Y)=4 VDX DY 7

0 jinak.

Pripomenme nékteré jeho vlastnosti:

1. =1 £ p £ 1, pricemz rovnosti je dosazeno pouze tehdy, je-li mezi ndhodnymi
velicinami X a Y linearni zavislost,

. jsou-li XY nezéavislé nahodné velic¢iny, pak p = 0,
. je-li p =0, fikdme, ze X,Y jsou nekorelované ndhodné veli¢iny,

. je-li p > 0, fikdme, Ze X, Y jsou pozitivné korelované (s rostoucim X roste V),

Ot = W N

.je-li p < 0, fikdme, Ze XY jsou negativné korelované (s rostoucim X klesa
Y).

Je ztejmé, ze Pearsontv korelacni koeficient je vhodnou mirou linearni zavislosti
nahodnych veli¢in X a Y.

10.3.2 Vybérovy korelacni koeficient

Pearsontiv korela¢ni koeficient p dokdzeme urcit pouze tehdy, zndme-li sdruzené
rozdéleni ndhodného vektoru (X;Y). V praxi vak mame vétsinou k dispozici pouze

vybér (X1;Y7), ..., (X,;Y,) z néjakého dvourozmérného rozdéleni. Necht
XY V=3V = S (=X)L 5= 3 ()’
n p 19 n — 79 X n— 1 — 7 ) Y n— 1 pa [ 9
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Je rozumné definovat vybérovy korelacni koeficient r pomoci vztahu analogického
vzorci definujicimu Pearsonuv korelaéni koeficient, v némz se neznaméa (popula¢ni)
kovariance a neznamé (populacéni) rozptyly nahradi jejich nestrannymi odhady.

Sxy
— S%,S5% #0,
0 jinak.

10.3.3 Testovani nezavislosti

Vlastnosti koeficientu korelace p se prenaseji i na vybérovy korelac¢ni koeficient r.
Zjistime-li, ze vybérovy korelac¢ni koeficient r # 0, zpravidla nas zajima, zda je
indikovana korelace statisticky vyznamnd. Chceme testovat nulovou hypotézu

Ho : P = 0
vuci alternative Hy : p # 0, resp. p < 0, resp. p > 0.

Necht (X1;Y1), ..., (Xp;Y,) je vybér z dvourozmérného normélniho rozdéleni, tj.
z rozdéleni, jehoz sdruzena hustota pravdépodobnosti je ddna vztahem

f(asy) = ! e 2(1;2) {(tix)2_2p(x_uf)()f(fg;_HY)+<y;£Y)2}

2roxoy\/1 — p?

Pak ma za predpokladu platnosti nulové hypotézy testova statistika
rv/n —2
V1—r?

Studentovo rozdéleni s n—2 stupni volnosti. Rozhodnuti o vysledku testu provedeme
na zakladé standardné vypoctené p — hodnoty.

T =

Poznamky:

o Md-li ndhodny vektor (X;Y) dvourozmeérné normdlni rozdéleni, pak jeho slo-
Zky, tj. ndhodné wveliciny X a Y, maji normdlni rozdéleni N (ux;o%), resp.
N (py;0%). Predpoklad o sdruZeném normdinim rozdéleni ndhodnijch velicin X
a'Y se velmi tézko overuje. Normalita rozdéleni obou sledovanych velicin X a Y
je nutnou podminkou pro to, aby mél ndhodny vektor (X;Y") dvourozmérné nor-
malni rozdeéleni. Neni to vsak podminka postacujici. Ukazuje se vsak, Ze v praxi
vetsinou zcela vyhovuje, omezime-li se pouze na overeni této nutné podminky.

o Jsou-li slozky ndhodného vektoru (X;Y) s dvourozmérngm normdlnim rozdéle-
nim nekorelované, jsou nezdvislé. Ve sdruZeném normdlnim rozdéleni je tedy
nekorelovanost ekvivalentni nezdvislosti. (POZOR! Obecné to neplati.)
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Priklad 10.5. Mame k dispozici vysledky prvniho a druhého zapoctového testu
deseti studenti. Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze vysledky zapoc-
tovych testl jsou kladné korelované.

X;(l.test) 7 8 10 4 14 9 6 2 13 5
Y,(2.test) 9 7 12 6 15 6 8 4 11 8

Resend.

Nejdrive je nutné ovérit, zda vybér, ktery mame k dispozici, pochazi z dvouroz-
meérného normalniho rozdéleni. Jak bylo zminéno, v praxi vétsinou zcela vyhovuje,
omezime-li se pouze na ovéreni normality rozdéleni obou sledovanych velicin X a Y.

Pro ovéreni normality pouzijeme Kolmogoroviiv-Smirnovuv test pouzivajici modifi-
kované kritické hodnoty implementovany v softwaru Statgraphics.

Hy: Vybér z nah. veli¢iny X, resp. Y, pochéazi z norméalniho rozdéleni.
Hy Vybér z nah. veli¢iny X, resp. Y, nepochazi z normalniho rozdéleni.

p-hodnotay > 0,10, resp. p-hodnota, > 0,10 (dle Statgraphics)

Na hladiné vyznamnosti 0,05 nelze zamitnout nulovou hypotézu, ze vybér z nah.
veliciny X, resp. Y, pochazi z normalniho rozdéleni.

Jak jiz vime, ve sdruzeném norméalnim rozdéleni je nekorelovanost ekvivalentni ne-
zavislosti. Chceme tedy testovat hypotézu

Hy: p=0,tj. vysledky 1. a 2. zdpocétového testu jsou nezavislé.
vuci alternative
Hy: p>0,tj. vysledky 1. a 2. zdpoctového testu jsou kladné korelované.

Nejdiive uréime vybérovy korelac¢ni koeficient r.

Tab. 10.12: Pomocné vypocty pro urcéeni vybérového korela¢niho koeficientu r

soucet
X; (1. test) 7 8 10 4 14 9 6 2 13 5 78
Y; (2.test) 9 7 12 6 15 6 8 4 11 8 86
X; — X)? 0,64 | 0,04 | 4,84 | 14,44 | 38,44 | 1,44 | 3,24 | 33,64 | 27,04 | 7,84 | 131,6
(Y, —¥)? 0,16 | 2,56 | 11,56 | 6,76 | 40,96 | 6,76 | 0,36 | 21,16 | 5,76 | 0,36 | 96,4
XY; 63 56 | 120 | 24 | 210 | 54 | 48 8 143 | 40 766
X=X, —=Y)|-032]-032] 748 | 9.88 | 39,68 | -3,12 | 1,08 | 26,68 | 1248 | 1,68 | 952
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Obr. 10.4: Korela¢ni pole pro vysledky 1. a 2. testu
2.test 15 ®

10

1. test

. 10 . 10
X:l—log;lxi:zs; Y:%;Yi:&&

1

10 10

k=32 (G-X) = =106 8 =33 (N-V) =%t =107,

Sxy =52 10(X; = X) (Y; = Y) = %2 = 10,6

S
e sestro
0 jinak.

r = 0,845

Jak je zfejmé, na zakladé bodového grafu a hodnoty vybérového korelacniho koefi-
cientu lze ocekavat zamitnuti nulové hypotézy.

Pozorovand hodnota xpps = ’;/%;22 =4,47.

Vzhledem k tvaru alternativy: p-hodnota = 1 — Fy (zops), kde Fy(x) je distribucni
funkce Studentova rozdéleni s n — 2 = 8 stupni volnosti.

p — hodnota =1 — Fy(4,47) = 0,001

Na hladiné vyznamnosti 0,05 zamitdme nulovou hypotézu ve prospéch alternativy,
tj. vysledek 1. a 2. zapoctového testu je kladné korelovany.
A
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10.4 Analyza zavislosti ordinalnich znaki

V predchéazejici kapitole jsme vidéli, Ze hodnoceni vybérového korela¢niho koefi-
cientu r je vazano na splnéni predpokladu, ze vybér pochazi z dvourozmérného
normalniho rozdéleni. PTi poruseni tohoto predpokladu, resp. v pripadé, ze chceme
analyzovat zavislost dvou ordinalnich znakti, mizeme pouzit napriklad Spearma-
niv koeficient korelace.

10.4.1 Spearmanuv korelacni koeficient

Méjme ndhodny vybér (Xi;Y1), ..., (X,;Y,) z dvourozmérného rozdéleni. Necht
Rx,, ..., Rx, jsou poradi veli¢in X, ..., X,, a necht Ry,, ..., Ry, jsou poradi ve-

li¢in Vs, ..., Y,.

Kdyby s rostoucimi hodnotami X; vzrustaly i hodnoty Y;, byla by zfejmé poradi obou
veli¢in shodna, tj. Rx, = Ry, pro ¢ =1, ..., n. Jestlize s rostoucimi hodnotami X;
klesaji hodnoty Y;, jsou poradi obou veli¢in pravé opacna. Pri nezavislosti veli¢in X
a Y jsou poradi zprehazena zcela ndhodné. Spearmantv korelacni koeficient rg se
proto definuje pomoci diferenci poradi (Rx, — Ry;) jako

n

6 2

=1

Pti shodném poradi nabyva koeficient rs maximalni hodnoty 1, pfi opa¢ném poradi
minimalni hodnoty -1. V ostatnich ptipadech je —1 < rg < 1. Je-li hodnota Spear-
manova korelacniho koeficientu rg = 0, poradi velicin X a Y jsou nahodné zpreha-
zend, a mezi sledovanymi velicinami tedy neni zavislost.

Pokud se v ndhodnych vybérech, z nichz je rg pocitan, vyskytuje mnoho shod (tj.
stejné velkych pozorovani), doporucuje se pouzivat korigovany Spearmaniv ko-
relaéni koeficient rg, , . Oznacme tx pocty stejné velkych X-ovych hodnot. (Je-li
mezi pozorovanymi hodnotami ndhodné veli¢iny X nékolik skupin stejné velkych
pozorovani, pak tx jsou rozsahy téchto skupin.) Podobné definujme ty. Pak

n

6
Tskorig - ]' - Z (RXZ - R}/l)27

’I’LS—TL—TX—TY —
1=

kde Tx = 3> (82 —t,), Ty = 5> (13 — 1) .

Je-li hodnota Spearmanova korela¢niho koeficientu rg blizka nule, chceme zpravidla
testovat, zda je odchylka koeficientu rg od nuly nahodna ¢i statisticky vyznamna.
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Jsou-li odchylky Spearmanova korelacniho koeficientu od nuly jen ndhodné, jsou
veliciny X a Y nezavislé.

Hy: X,Y jsou nezavislé ndhodné veli¢iny.
Hy X, Y jsou zavislé ndhodné veliciny.

Testovou statistikou je Spearmantiv korela¢ni koeficient rg. Nulovou hypotézu zami-
tame pokud |rg| = ri(a), kde ri(a) je kritickd hodnota Spearmanova korela¢niho
koeficientu.

Pro rozsah vybéru < 30 a hladiny vyznamnosti 0,05, resp. 0,01 jsou kritické hodnoty
rs(a;n) tabelovany (tabulka T16). Je-li rozsah vybéru n > 30, pak

21,%
vn—1

kde z1_g je (1 — %) kvantil normovaného norméalniho rozdéleni.

re(asn) =

Priklad 10.6. V tabulce 10.13 je uvedena spotieba alkoholu a imrtnost na cirhézu
jater a alkoholismus ve vybranych zemich. Urcete, zda imrtnost na cirhézu jater a
alkoholismus zavisi na spottebé alkoholu. (Zadani piikladu bylo prevzato z [1]).

Tab. 10.13: Spotteba alkoholu a tmrtnost na cirhézu jater ve vybranych zemich

Zeme spotieba alkoholu | imrtnost na cirhézu jater a alkoholismus
[l/osoba] [pocet zemielych na 100 000 obyvatel]

Finsko 3,9 3,6

Norsko 4,2 43

Irsko 5,6 3,4

Holandsko 5,7 3,7

Svédsko 6,0 72

Anglie 7,2 3,0

Belgie 10,8 12,3

Rakousko 10,9 7,0

SRN 12,3 23,7

Italie 15,7 23,6

Francie 24,7 46,1

Resent.
Oznacme:
X .. .spotteba alkoholu,

Y .. amrtnost na cirhozu jater.

Chceme testovat:
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Hy: X,Y jsou nezavislé nahodné veli¢iny.
Hy X,Y jsou zavislé ndhodné veliciny.

Nejdrive ovérime, zda nahodny vybér pochazi z dvourozmérného normélniho roz-
déleni. Nutnou podminkou tohoto predpokladu je, aby nahodna veli¢ina X i na-
hodné veli¢ina Y mély normalni rozdéleni. K ovéreni téchto podminek jsme pouzili
v softwaru Statgraphics aplikovany x? test dobré shody.

p-hodnotay = 0,336, p-hodnota, = 0,001 (dle Statgraphics)

Je zfejmé, ze na hladiné vyznamnosti 0,05 lze zamitnout normalitu nahodné veli¢iny
Y (tj. timrtnosti na cirh6zu jater a alkoholismus). Jako miru korelace mezi spotiebou
alkoholu a umrtnosti na cirhézu jater a alkoholismus proto volime Spearmantv
koeficient korelace.

Tabulku 10.13 rozsitime o potadi velicin X; a Y;, jejich diference a kvadraty diferenci.

Tab. 10.14: Pomocné vypocty pro vypocet Spearmanova korela¢niho koeficientu

zemé X; | Yi | Ry, |Ry,|Rx, =Ry, | (Ry,— Ry)’
Finsko 39 | 3,6 1 3 -2 4
Norsko 42 | 43 | 2 5 -3 9
Irsko 56 | 34| 3 2 1 1
Holandsko | 5,7 | 3,7 | 4 4 0 0
Svédsko | 6,0 | 72 | 5 | 7 -2 4
Anglie 72 130 6 1 5 25
Belgie 108|123 | 7 8 -1 1
Rakousko | 10,9 | 7,0 8 6 2 4
SRN 123123,7| 9 | 10 -1 1
Italie 15,7236 10 | 9 1 1
Francie 24,7 146,1 | 11 | 11 0 0
Soucet - - - - 50
. 50
2 45
S 40
2 35
w2 30
g5 25
£35 20
55 15
=]
& 10
'§ 5
E 0
0 5 10 15 20 25 30
Spotieba alkoholu
6 - 2 6
rS:l_n(n2_1)Z<RXi_RYi) :1—m50:0,773
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Kriticka hodnota r§(0,05;11) = 0,6091 (viz tabulka T15).

Irs| = 7§(0,05;11), proto na hladiné vyznamnosti 0,05 zamitdme nulovou hypo-
tézu, ze spotieba alkoholu a imrtnost na cirhdzu jater a alkoholismus jsou nezavislé
velic¢iny.

Pozndmka: Vsimnéte si, Ze nespravné pouzity Pearsoniv vybérovy korelacni koefi-
cient (r = 0,956) by ukazoval na mnohem tésnéjsi zdvislost.
A



284

Analyza zavislosti

Shrnuti:

Analyza zavislosti v kontingenc¢ni tabulce

Na porovndvani empirickych (pozorovanych) cetnosti s éetnostmi teoretickymi je za-
lozen rovnéz x? test nezavislosti v kontingenéni tabulce. Pomoci néj testujeme:

Hy - Znaky X a Y v kontingencni tabulce jsou statisticky nezavislé.
Hy: Znaky X a Y v kontingencni tabulce jsou statisticky zavislé.

Pro tabulku s r fadky a s sloupci pouzivame jako testové kritérium ndhodnou ve-

li¢inu L © )2
ii — Lij
KoYy OB

i=1 j=1
kterd ma v pripadé platnosti nulové hypotézy a za predpokladu splnéni podminek
dobré aproximace piiblizné x? rozdéleni s (r — 1)(s — 1) stupni volnosti.

Podminky dobré aproximace:
e 7zadna z ocekdvanych Cetnosti F;; nesmi byt mensi nez 2,

e alespon 80% ocekavanych Cetnosti E;; musi byt vétsich nez 5.

x? test nezdvislosti nevypovid4 nic o sile vztahu, pouze zamit4, resp. nezamita nulo-
vou hypotézu o nezavislosti znakit X a Y. Pro zjisténi sily vztahu pouzivame rizné
koeficienty:

e koeficient kontingence C'C' = KLM (pro ¢tvercové kontingenéni tabulky),
e korigovany koeficient kontingence C'C,,, = ngam, kde CC,p = %

(pro obdélnikové kontingen¢ni tabulky),

K

[} Cramerﬁv koeﬁcient V = W

Tyto koeficienty se mohou vyskytovat v intervalu (0;1). Cim jsou blize 1, tim je
zavislost mezi X a Y tésnéjsi.

Analyza zavislosti v asociac¢ni tabulce

Specidlnim typem kontingencnich tabulek jsou tabulky asociac¢ni, které pouzivame
k sledovani zavislosti dvou dichotomickych znaktu. Jako miru asociace pouzivame
napriklad:
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e pomeér Sanci

e relativni riziko

Pozorovany pomér poctu tspéchii k poétu netispéchi (tzv. pozorovand Sance) za
okolnosti I. je %, za okolnosti II. s. Odhad poméru sanci je pak

OR = —.
bc

— — 1 1 1 1 — 1 1 1 1
Intervalovy odhad OR je <OR L VaTiTetati-g . OR . eV “+b+c+d'zl(5> . Jestlize

100(1 — )% intervalovy odhad OR nezahrnuje 1, pak zamitdme hypotézu o nezé-
vislosti znaku X a Y.

Odhad relativniho rizika RR ziskdme jako pomér odhadi absolutnich rizik vzniku

v s / , . Hp _ alctd)
onemocnéni u exponovanych a neexponovanych osob, tj. RR = D)

— _ b d . « == b d . o
Intervalovy odhad RR je <RR o Vit Feera Fi-g iRR - eV ata ) *elerd) Zl2> . Jest-

lize 100(1 — a)% intervalovy odhad RR nezahrnuje 1, pak zamitdme hypotézu o ne-
zavislosti znaku X a Y.

Analyza zavislosti v normalnim rozdéleni

Jsou-li slozky ndhodného vektoru (X;Y) s dvourozmérnym normdlnim rozdéle-
nim nekorelované, jsou nezavislé. Chceme-li tedy testovat nezavislost slozek vektoru
s dvourozmérnym normalnim rozdélenim, mizeme testovat nulovou hypotézu

H() : p = 0
vuci alternativé Hy : p # 0, resp. p < 0, resp. p > 0.

Necht je vybérovy korela¢ni koeficient r» dan vztahem

S
N vZ= S S
0 jinak.

Pak ma za predpokladu platnosti nulové hypotézy testova statistika

rvn — 2
vV1—1r2

Studentovo rozdéleni s n—2 stupni volnosti. Rozhodnuti o vysledku testu provedeme
na zakladé standardné vypoctené p — hodnoty.

T —
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Analyza zavislosti ordinalnich velicin

Pti poruseni predpokladu, ze vybér pochazi z dvourozmérného normalniho rozdéleni
resp. v pripadé, ze chceme analyzovat zavislost dvou ordindlnich znakt, muzeme
pouzit napriklad Spearmantiv koeficient korelace.

Méjme ndhodny vybér (X1;Y7), ..., (X,;Y,) z dvourozmérného rozdéleni. Necht
Rx,, ..., Rx, jsou poradi veli¢in X, ..., X,, a necht Ry,, ..., Ry, jsou poradi ve-
licin Y7, ..., Y,. Spearmantiv korelac¢ni koeficient r, se definuje jako
rom1—— i(R — Ry’
° n(n?—1) 4 Xi Yi

Jsou-li odchylky Spearmanova korelacniho koeficientu od nuly jen ndhodné, jsou
veliciny X a Y nezavislé.

Hy: X,Y jsou nezavislé nahodné veli¢iny.
Hy X,Y jsou zavislé ndhodné veliciny.

Testovou statistikou je Spearmantiv korelac¢ni koeficient rg. Nulovou hypotézu zami-
tame pokud |rg| 2 r&(a), kde ri(a) je kritickd hodnota Spearmanova korela¢niho
koeficientu. Pro rozsah vybéru < 30 a hladiny vyznamnosti 0,05, resp. 0,01 jsou
kritické hodnoty r§(a; n) tabelovany (tabulka T16). Je-li rozsah vybéru n > 30, pak

Zl_a
* . — 2 : _ o : 7 7 z v ’
7”S(OZ7 TL) = —m, kde 21_% Jje (1 2) kvantil normovaného normalniho rozdéleni.

POZOR! Pri pozorovdini vetsiny uddlosti se obvykle vychdzi ze stanoviska, Ze kazdd
uddlost (jev) ve svété vznikd jako ndsledek néjaké jiné uddlosti, kterd je pricinou
pozorovaného jevu, coZ oznacujeme jako kauzalitu. Zjistime-li vsak mezi dvéma jevy
korelaci, pak to nemusi nutné znamenat, Ze mezi nimi musi existovat vztah priciny
a nasledku. Korelace znamend v cestiné souvztaznost. Je to stav, kdy zmeéna hod-
not jedné veliciny souvisi se zménou hodnot druhé veliciny. Zjisténd korelace mezi
velicinami mizZe znamenat, Ze existuje dalsi, nasemu pozorovani dosud skrytd ve-
licina, kterd pusobi jako pricina obou uddlosti. Mezi pozorovanymi velicinami je pak
tzv. zddnlivd korelace (viz znamy priklad prikazné korelace mezi porodnosti a capi
populaci v daném regionu z Disman (2002)).
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Test

1. Vyberte spravny vyraz:

a) Cim ¢lenit&jst je mozaikovy graf, tim (slabs?, siln¢jsi) zavislost mezi veli¢inami
v kontingen¢ni tabulce pozorujeme.

b) Analyzujeme-li zévislost v kontingencni tabulce, kterd mé 4 radky a 5 sloupet,
pak x? test nezavislosti miizeme pouzit, pokud alespoi (4; 10; 16; 20) oceka-
vanych ¢etnosti je vétsich nez 5 a ostatni nejsou mensi nez (0; 1; 2).

c¢) Koeficient kontingence (se vyskytuje v intervalu (0;1); mize nabyvat hodnot
vétsich nez 1).

d) (Kontingencni, Asociacni) tabulka je specidlnim pripadem (kontingencni,
asociacni) tabulky.

e) Je-li odhad relativniho rizika RR = 1,2, pak (mezi znaky v asociacni ta-
bulce existuje zavislost, mezi znaky v asociacni tabulce neexistuje zavislost,
0 zavislosti znaki v asociacni tabulce musi rozhodnout test).

f) Kvalita 50 riznych vyukovych materiali byla dvéma odborniky hodnocena na
stupnici od 1 do 5. Vhodnou mirou zavislosti mezi hodnocenim jednotlivych
odborniku je (Pearsoniv, Spearmaniv) korelaéni koeficient.
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' Ulohy k FeSeni

1. V tabulce je zaznamenano dosazené vzdélani 100 part snoubenct v den uzavieni snatku.
Ovérte na hladiné vyznamnosti 0,10, zda existuje zavislost mezi vzdélanim nevésty a
Zenicha a urcete vhodnou miru zavislosti.

nevésta
Zenich zakladni | stfedoskolské | vysokoskolské
zakladni 24 12 3
stiedoskolské 7 24 3
vysokoskolské 3 9 15

2. Nize uvedend tabulka uvadi data ze studie ovérujici, zda je konzumace alkoholu fak-
torem, ktery ovliviiuje tispésnost ukonéeni 1é¢by odvykani kouteni (Schiffman, 1982,
Journal of Counseling and Clinical Psychology). Ovérte na hladiné vyznamnosti 0,05,
zda existuje zavislost mezi tspésnosti ukonceni 1écby odvykani koufeni a konzumaci
alkoholu, urcete pomér sanci na tspésné ukonceni 1écby a relativni riziko neukonceni

16¢by.
uspésnost ukonceni 1é¢by — odvykani koufeni
Konzumace alkoholu kouii nekoufi
konzumuje 20 13
nekonzumuje 48 96

3. V letech 1931-1961 byly méfeny pritoky v profilu nadrze Sance na Ostravici a v profilu
nadrze Moravka na Mordvce. Ro¢ni priiméry v m?3/s jsou dany v nasledujici tabulce:

rok |Sance |Moravka rok |Sance |Moravka
1931/4,130| 2,476 1946|2,608 | 1,374
19322,386| 1,352 1947|2,045| 1,194
1933|2,576| 1,238 1948 3,543 | 1,799
1934|2,466| 1,725 1949 |4,055| 2,402
1935(3,576| 1,820 1950 2,224 | 1,019
1936(2,822| 1,913 19512,740| 1,552
1937|3,863| 2,354 1952(3,792| 1,929
19383,706| 2,268 19533,087| 1,488
1939|3,710| 2,534 1954|1,677| 0,803
1940|4,049| 2,308 1955/2,862| 1,878
1941 4,466 | 2,517 1956 3,802 | 1,241
19422,584| 1,726 1957|2,509| 1,165
1943|2,318| 1,631 1958 |3,656| 1,872
1944 3,721 | 2,028 1959|2,447| 1,381
1945|3,290| 2,423 1960(2,717| 1,679

Na hladiné vyznamnosti 0,05 ovérte, zda existuje zavislost mezi roénimi primérnymi
prutoky v profilech nadrzi Sance a Moravka.
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4. V ramci jisté studie byla u zaka zakladnich skol sledovana zavislost agresivity jejich
chovani na $kolnim prospéchu. Skolni prospéch byl hodnocen nejhorsf zndmkou na vy-
svédceni, agresivita jejich chovani byla hodnocena posuzovaci skalou (1-10). Na zékladé
udaji uvedenych v nize uvedené tabulce ovéite na hladiné vyznamnosti 0,05, zda exis-
tuje zavislost mezi agresivitou chovani a skolnim prospéchem.

Identifikacni¢islo |1 {234 |5|6|7] 8 [9]|10]11
Skolni prospéch 1|3
Agresivitachovani | 1 |5|5|/6(2]4|8|10|7|3 |9

A~
[\S)
W
—_
o
W
(9,
W
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@{é Reseni

Test

1. a) silngjsi
b) analyzujeme-li zavislost v kontingenéni tabulce, kterd ma 4 fadky a 5 sloupcu, pak
x? test nezévislosti miizeme pouzit, pokud alespon 16 (tj. 80%) o¢ekavanych cetnosti
je vetsich nez 5 a ostatni nejsou mensi nez 2,

¢) muze nabyvat hodnot vétsich nez 1 (proto pro obdélnikové kontingenc¢ni tabulky
pouzivame korigovany koeficient kontingence),

d) asocia¢ni tabulka je specidlnim pfipadem kontingenéni tabulky,
e) o zavislosti znaki v asociacni tabulce musi rozhodnout test,

f) Spearmanuv korela¢ni koeficient (jde o posouzeni zdvislosti dvou ordinélnich znaku)

Ulohy k feSeni

1.
Hy: Vzdélani nevésty a zenicha jsou nezavislé veliciny.
Hy @ Vzdélani nevésty a zenicha nejsou nezavislé veli¢iny.
[ zéakladni
zakladni Il stiedoSkolské
Il vysokoSkolské
vysoko$kolské -
x? test nezdvislosti: ~ VSechny ocekavané Getnosti jsou vétsi nez 5.
xops = 43,2;  p-hodnota< < 0,001 (viz vybrana_rozdeleni.xls)
Na hladiné vyznamnosti 0,10 zamitame nulovou hypotézu ve prospéch alternativy. Nelze
tvrdit, ze veék nevésty a zenicha jsou nezavislé veli¢iny.
Na zakladé koeficientu kontingence (CC = 0,55) a Cramerova koeficientu (V' = 0, 46)
lze usuzovat na pomérné silnou zavislost mezi vékem nevésty a zenicha.
2.

Hy: Ukonceni léc¢by odvykani koureni a konzumace alkoholu jsou nezavislé veliCiny.
H,4:  Ukonceni lécby odvykani koufeni a konzumace alkoholu jsou zavislé veli¢iny.

Odhad sance na uspésné ukonceni 1é¢by u populace, kterda konzumuje alkohol je 0,65,
tzn. Ze ve skupiné pacienti konzumujicich alkohol pripadd cca 650 pacientu, ktefi
uspésné ukondi lécbu odvykani koureni na 1000 pacientt, kteii lécbu neukondi.
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3 kouii
B nekoufi

konzum uje

nekonzum uje

Odhad sance na tspésné ukonceni 1écby u populace, kterd nekonzumuje alkohol je 2,0,

tzn. ze ve skupiné pacient nekonzumujicich alkohol ptipadaji 2 pacienti, ktef{ ispésné
ukon¢i 1é¢bu odvykani koureni na 1 pacienta, ktery 1é¢bu neukondi.

Pomér sanci odhadujeme na 0,325. Se spolehlivosti 95% lze ocekdvat pomér Sanci v inter-
valu (0,17;0,62). Je zcela zfejmé, ze konzumace alkoholu statisticky vyznamné snizuje
sanci na uspésné ukonceni 16¢by odvykéni koufeni (1 ¢ (0,17;0,62), OR < 1).

Obdobné: RR = 1,8, riziko, Ze pacient neukonc¢i tspésné lécbu odvykani koufeni je
1,8x vyssi u pacienti konzumujicich alkohol. 95% intervalovy odhad RR je (1,3;2,6). Je
ziejmé, ze konzumace alkoholu statisticky vyznamné zvysuje riziko, ze pacient neukonci
uspésné 1éébu odvykani koufeni (1 ¢ (1,3;2,6), RR > 1).

° :." ®
. yo
Moravka % . <
[ X
° 4 °
[ ]
o . o.o:
’ L] [ ] [ ]
* o ° Sance
R
. [ ]

Hy: Analyzovand data jsou vybérem z normélniho rozdéleni.
H,: Analyzovana data nejsou vybérem z normélniho rozdéleni.

x? test dobré shody:  p-hodnota,s,,suka = 0, 13; p-hodnotag,,.. = 0,055

Na hladiné vyznamnosti 0,05 nelze zamitnout normalitu ro¢nich prumérnych prutoku
profilem jak nadrze Moravka, tak nadrze Sance. Nutnou podminku proto, aby vybér
pochazel z dvourozmérného normalniho rozdéleni, 1ze povazovat za splnénou.
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Hy:p=0, Hy:p>0.

r = 0,81,z0s = 7,41, p-hodnota<< < 0,001. Na hladiné vyznamnosti 0,05 lze za-
mitnout nulovou hypotézu ve prospéch alternativy, tzn. roéni pritoky profily nadrzi
Moravka a Sance jsou kladné korelované.

. Analyzujeme zavislost ordinalnich veli¢in, které obsahuji mnoho shod, proto pouzijeme

korigovany Spearmantiv korela¢ni koeficient.
n

Tx =45,Ty = 3,3 (Rx, — Ry;)* = 28,5, "skorig = 0, 866.
i=1

Hy : Agresivita chovani a skolni prospéch jsou nezavislé veli¢iny.
Hy Agresivita chovani a skolni prospéch nejsou nezavislé velic¢iny.

r%(0,05;11) = 0, 6091

|7Skorig|] = 75(0,05;11), proto na hladiné vyznamnosti 0,05 zamitdme nulovou hypo-
tézu ve prospéch alternativy. Agresivitu chovani a skolni prospéch nelze povazovat za
nezavislé veli¢iny.
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Kapitola 11

Uvod do korelac¢ni a regresni
analyzy

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete

e rozumét zakladnim pojmim regresni analyzy,

e znat zjednodusujici predpoklady regresniho modelu a umét je ovérit,
e umét pouzivat metodu nejmensich ¢tvercii pro odhad regresni funkce,
e umét posoudit vhodnost modelu pomoci indexu determinace,

e umét pouzivat odhady stfedni hodnoty a individualni hodnoty zavisle proménné
a budete si védomi rizik spojenych s extrapolaci.
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11.1 Uvod

Regrese obecné znamenad pohyb zpét, tstup nebo navrat. Do statistiky zavedl
roku 1886 pojem regrese britsky ucenec Francis Galton v ramci spojeni ,regrese
k priméru“. Tim oznacil fakt, Ze napr. synové vysokych otcit jsou obvykle nizsi
nez byli jejich otcové, zatimco synové malych otcl jsou vyssi nez jejich rodice. Po-
dobné je tomu s jinymi vlastnostmi, nejen u lidi. Galtontiv nazev se z jeho vyzkumi
prenosu vlastnosti mezi generacemi rozsitil na jakékoliv zkoumani souvislosti mezi
nahodnymi velicinami a vznikla regresni analyza. Zatimco korelac¢ni analyza, jejiz
zakladni pojmy jsme zavedli v kapitolach 10.3 a 10.4, se zabyva popisem sily zavis-
losti, regresni analyza umoznuje ziskat informace o zpusobu (tvaru) zavislosti mezi
kvantitativnimi znaky.

11.1.1 Motivacni priklad

Zakladni pojmy a principy regresni analyzy budeme prezentovat v souvislosti s nasle-
dujicim prikladem. V tabulce 11.1 jsou uvedeny pozorované hodnoty vynosii psenice
y [t/ha], mnozstvi hnojiva x; kg/ha| a srazek o [mm].

Tab. 11.1: Vynosy pSenice v zdvislosti na mnozstvi hnojiva a mnozstvi srazek

¥ - vynos psenice x; —hnojivo | x, —srazky
[t/ha] [kg/ha] [mm]
40 100 254
50 200 508
50 300 254
70 400 762
65 500 508
65 600 508
80 700 762
80 750 804

Vyneseme-li do grafu zavislost vynosu psenice (y) na mnozstvi hnojiva (z7), resp.
na srazkach (), ziskdme nasledujici bodové grafy oznacované také jako korelaéni
pole.
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Vynos 100 \{\'/n?s 28
ani psenice
psenice 80 70
60
60 <0
20 40
30
20 20
10
0 0
0 200 400 600 800 0 200 400 600 800 1000
Hnojivo Srazky
Obr. 11.1: Vynosy pSenice v zavislosti Obr. 11.2: Vynosy pSenice v zavislosti
na mnozstvi pouzitého hnojiva na velikosti srézek

Z grafti na obrazcich 11.1 a 11.2 a vybérovych korelacnich koeficientt (rx, y = 0, 939,
rx,y = 0,911) se zdd byt zfejmé, ze vynosy psenice jsou ovlivnény jak mnozstvim
pouzitého hnojiva, tak mnozstvim srazek. V této kapitole se naucime, jak toto popsat
pomoci vhodné funkce, jak nalezenou funkci pouzivat k prognézam a jak vyhodnotit
vhodnost volby typu této funkce.

11.2 Zakladni pojmy

Reknéme, ze se sleduji dvé fyzikalni veliciny Y a x, mezi nimiz existuje zévislost
Y = f(x). Tento typ jednostranné zavislosti oznac¢ujeme jako tzv. zavislost jed-
noduchou. (Napf. zavislost mezi mnozstvim pouzitého hnojiva a vynosy psenice).
Proménnd Y (vynosy pSenice), jejiz chovani se snazime vysvétlit, se oznacuje jako
zavisle proménna, resp. jako proménna vysvétlovani. Proménnou x (mnozstvi
hnojiva), jejiz chovani vysvétluje chovani zavisle proménné Y, nazyvame nezavisle
proménnou, proménnou vysveétlujici, resp. regresorem.

Jestlize uvazujeme zavislost proménné Y na proménnych xq, s, ..., z) (napf. za-
vislost mezi mnozstvim pouzitého hnojiva, vynosy psenice a srazkami), hovofime
o mnohonésobné (vicenasobné) zavislosti.

Zéavislost mezi kvantitativnimi proménnymi Y a xy, s, ..., rp muze byt v zasadé
dvojiho typu: funkéni a stochastickd (volnd). Funkéni zavislost (obr. 11.3) je cha-
rakteristickd tim, ze hodnotami nezavisle proménnych i, ..., x; je jednoznacné

dana hodnota proménné Y. Prikladem funkéni zavislosti mize byt zavislost mezi po-
lomérem kruhu a jeho obsahem. Je zfejmé, Ze timto typem zavislosti se ve statistice
zabyvat nebudeme. Predmétem regresni analyzy je zkoumani tzv. stochastickych
zavislosti (obr. 11.4), kdy zavisle proménnd Y mé charakter ndhodné veli¢iny a
nezavisle proménné x, ..., xx mohou byt jak nendhodnymi (pevnymi), tak ndhod-
nymi veli¢inami (napf.: zavislost vysky na véku ditéte).
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Obsah 300 -
Vyska 180
kruhu 250
160
200 140
150 120
100 100
50 80
0 60
0 2 4 6 8 10 0 5 10 15 20
Polomér kruhu Vék
Obr. 11.3: Korela¢ni pole pro funkéni Obr. 11.4: Korelacni pole pro stochas-
zévislost tickou zavislost
Stochastickou zavislosti mezi nahodnou veli¢inou Y a proménnymi x1, xs, ..., T r0-
zumime predpis, ktery kazdé usporadané k-tici xq,xs, ..., xp pritazuje podminéné

rozdéleni ndhodné veliciny Y. V praxi vétSinou rozdéleni ndhodné veli¢iny Y ne-
zname, mame k dispozici pouze ndhodny vybér ve formé usporadanych (k + 1)—tic,
[x1, 22, ..., 2k, y]. Na zakladé tohoto ndhodného vybéru a odbornych informaci pro-
vedeme vybér typu funkce, kterd ma co nejlépe popisovat rozdéleni vsech udaji
vztahujicich se k analyzované zavislosti. Tuto funkci nazyvame regresni funkci a
uvadime ji ve tvaru

EY|X=x)=f(z1,..., 21550, .-+, Bp)

kde x = (z1, ..., xx) a fo, ..., B, nazyvame regresnimi koeficienty. (Regresni
funkce pro data z motivacniho ptrikladu urcuje stredni vynosy psenice pii zvolenych
hodnotach mnozstvi hnojiva a srazek.) Regresni koeficienty maji povahu konstant,
pokud vsak mame k dispozici pouze vybér, nedokazeme je presné urcit.

Nahradime-li regresni koeficienty Sy, ..., 3, jejich odhady by, ..., b,, ziskdme od-
had regresni funkce, tzv. vyrovnavaci funkci

?:f(l'l,...,l'k;bg,...,bp).

Odhady by, ..., b, musi byt stanoveny tak, aby vyrovnavaci funkce co nejlépe apro-
ximovala pozorované hodnoty zavislé veliciny Y.

V dalsim textu se zamérime na linearni regresi, tj. na pripady, kdy je uvazovana
regresni funkce linearni vzhledem k parametrtm fy, ..., 8 nebo se na takovou
funkei da prevést. (Napt.: y = Bo+ 121+ Poxg nebo y = @w?l x§2, ktera se na funkci

linedrni vzhledem k parametrim da prevést logaritmovanim).
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11.3 Linearni regresni model

Hledame-li pti regresni analyze linearni regresni funkei, aplikujeme tzv. linearni re-
gresni model, zkracené linearni regresi, ve tvaru

Yi = Bo + Bufr (x1) + -+ Brfe (Th) + &, 1=1,...,n,

kden ... pocet pozorovani, e1, €, ..., €, jsou ndhodné chyby popisujici vliv nezna-
mych nebo nepozorovanych regresori a vliv ndhody a fi (z1;), f2 (x2), -, fr (Tki)
jsou néjaké funkce jednotlivych regresorii. V dalsim textu budeme pouzivat zjedno-
dusené oznaceni f; (x;;) = fi;.

Aby bylo mozné pro odhad vektoru regresnich parametri pouzit metodu nejmensich
¢tverca, musi byt splnény zakladni predpoklady linearniho regresniho modelu:

1. Nahodné chyby ¢; maji normalni rozdéleni.
2. E(g;) = 0, tj. stfedni hodnota ndhodné slozky je nulovd aneb ndhodna slozka
nepusobi systematickym zptisobem na hodnoty vysvétlované proménné Y.

3. D (&) = o2, tj. rozptyl ndhodné slozky je konstantni aneb variabilita ndhodné
slozky nezavisi na hodnotach vysvétlujicich proménnych a tudiz i podminéna va-
riabilita vysvétlované proménné nezavisi na hodnotéch vysvétlujicich proménnych
a je rovna neznamé kladné konstanté o2.

4. cov (g;,€5) = 0, tj. hodnoty ndhodné slozky jsou nekorelované, z ¢ehoz vyplyva i
nekorelovanost riznych dvojic pozorovani vysvétlované proménné Y.

5. h(X) = k+1 < n. Tato podminka vyzaduje, aby mezi vysvétlujicimi proménnymi
nebyla funkéni linedarni zavislost, tedy v matici F' (viz kap. 11.4) nesmi existovat
linearné zavislé sloupce. Pocet vysvétlujicich proménnych nesmi byt pochopitelné
vetsi nez pocet pozorovani. (V praxi by mél byt pocet pozorovani vyrazné vetsi
nez pocet vysvétlujicich proménnych.)

6. V pripadé vicenasobné regrese nesmi mezi vysvétlujicimi proménnymi existovat
silnd korelace, tzv. multikolinearita, tj. mezi proménnymi f;; pro j = 1,2, ..., k
nesmi existovat linedrni zavislost.

Predpoklady, na nichz je model zaloZzen, ovéfujeme vétsinou pomoci jednoduchych
explora¢nich grafi, resp. pomoci zndmych testu (viz kapitola 11.8).

V nékterych dale uvedenych odvozenich vyuzijeme toho, Ze maji-li nahodné chyby
g; rozdéleni N (0;0?), pak pro kazdé i =1, ..., n:

e y; ma normalni rozdéleni,

o E(y;) = Bo+ Bifir+ -+ + Brfir, tj- E(Y;) lezi na piimce, o niz vime, ze je
skutec¢nou regresni primkou,
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e D(y;) = o’

11.4 Bodové odhady regresnich koeficientt

Hleddme odhad regresni funkce ve tvaru

~

Y = by + b1 fir + - - b fr, t=1,...,n

Jak jiz bylo zminéno, pokud jsou splnény predpoklady linedrniho regresniho modelu,
pouzivame pro jeho Teseni nejcastéji metodu nejmensich ¢tverci, ktera slouzi
k nalezeni takového teseni, aby soucet druhych mocnin chyb nalezeného feseni byl
minimalni.

Vynos psenice 90
D70 Lo ___
Yi 70 P e
p, 60 po—t--——t=

100 300 Xi 500 700 900

Hnojivo

Obr. 11.5: Vizualizace principu metody nejmensich ¢tverct

Ozna¢me chyby nalezeného feseni e; = y; — Y; a nazvéme je rezidua. Hledame tedy

minimum funkce
n

Y= Ze?.

=1
Po dosazeni ziskame
n N\ 2 n
e => (yi - Yi) =3 (g — (bo+bifir + -+ befu)’ =
1 i=1

i=1

(Z/z' —by—bifir— - — bkfik)2-

M=

(p:

1

I

.
I
—

Pozadujeme, aby soucet ¢tverct rezidui byl minimalni. Proto nejdrive urc¢ime staci-
onarni body, tj. body podezrielé z extrému:

i
Ob;

=0, i=0,... k

Po dosazent:
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_2Z(yi_b0_blfi1 - "‘_bkfik) = 0,
i=1

=
=1

(yz’ —by—bifin—-— bkfik) fa =0,

—2 Z (yi —bo—bifan —-— bkfik) fie = 0,
i=1
Po uprave:

Zyi = nbO_bIZfil_"'_kafik7
i=1 i=1 i=1

éyz‘fl (zi) = bo ifﬂ +b1) (fi1)2 + e+ by ifilfika

=1

n

ﬁ:lyifk () = bo i:lfilfik + b ﬁ:lfﬂfik +o by (filc)2 .

i=1

Poznamka: Tokto ziskanou soustavu oznacujeme jako soustavu mormdlnich
rovnic. Lze ukdzat, Ze reseni této soustavy je jednoznacné, pokud je alesporn k + 1
pozorovant [xy, ..., xx] navzdjem riznych.

Poté pomoci klasickych metod zndmych z matematické analyzy ovérime, zda se ve
stacionarnich bodech nachazi minimum. Pfipomenme, Ze feSenim jsou cisla by az
by, kterd jsou bodovymi odhady regresnich koeficientd (g, ..., .

11.4.1 Bodovy odhad regresnich koeficientt

Hledame-li odhad regresni funkce ve tvaru

-~

Y: = bo + by,

hovorime o primkové regresi. Chceme-li minimalizovat soucet ¢tvercu rezidui,
minimalizujeme v pripadé primkové regrese funkci

n

@IZef:Z(yi—?iyZZ(yi—bo—blx,;)Q.
i=1

i=1 =1

Nejprve uréime soustavu normalnich rovnic:

Oy n
abo 2'221 (yl bO blml) 0
¢ 3
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Po tuprave ziskdme bézné uvadény tvar soustavy normaéalnich rovnic pro primkovou
regresi.

Zyi = nbo—blei
i=1 i=1

Sy = b wi—bi Y (1),
= = =
' =1

Z prvni rovnice vyjadifme odhad by : by = =2
n n

|

|
o
S

=7y —0b;7T. Ten dosadime

do druhé rovnice:

; Yit; = Z_;l — b=t ;xz —b1 > (%)2

n i=1

n n
DY — N YiTi— D Yi T
i=1 n i=1 i=1 =1

a z ni vyjadiime odhad b; : b = =

i:il(xi)Q - @ ) (gm)

n

Vsimnéte si, ze odhad regresni primky lze zapsat ve tvaru

~

Y:b0+b11}:y—blf—|—blszy+b1 (I-f)
Je tedy zfejmé, Ze regresni piimka prochazi bodem [Z;7].

Poznamka: Lze ukdizat, Ze vztahy pro odhady koeficienti regresni primky lze uvést
rovnez v tzv. odchylkovém tvaru:

Priklad 11.1. Metodou nejmensich ¢tvercii najdéte odhad linedrni regresni funkce
popisujici zavislost mezi vynosy psenice a mnozstvim pouzitého hnojiva. Pozorované
hodnoty k analyzované zavislosti jsou uvedeny v tabulce 11.1.
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Reseni. Hledame odhad regresni piimky ve tvaru Y = by + byx. Ukazali jsme si, ze
odhady regresnich koeficientii urcime dle

nz"’jl (2:)? — (i x>2

i=1

Pomocné vypocty uvadime v tabulce 11.2.

Tab. 11.2: Pomocné vypocty pro vypocet odhadu regresnich koeficientu

L .. - |[y- vynos pSenice|x — hnojivo! 2

ident. Cislo, [t/ha] [kg/ha] VX x
1 40 100 4000 | 10 000
2 50 200 10 000| 40 000
3 50 300 15000 | 90 000
4 70 400 28 000 | 160 000
5 65 500 32 500|250 000
6 65 600 39 000 | 360 000
7 80 700 56 000 | 490 000
8 80 750 60 000 | 562 500

Celkem 500 3550 [244 500]1 962 500

Po dosazeni: b; = 0,06, by = 36, 57.

Vynos psenice 90

80
70 Y = 0,06x + 36,57
60
50 Pozorované vynosy psenice
40 —— Odhad vynosu psenice
30

100 300 500 700 900

Hnojivo

Pokud jsou splnény predpoklady linearniho regresniho modelu, muzeme vynosy pse-
nice odhadovat na zakladé mnozstvi pouzitého hnojiva pomoci funkce Y = 36,57 +
+ 0,06x. (Ovéreni predpokladi se budeme vénovat v kapitole 11.8.)

A

11.4.2 DMaticové vyjadreni regresniho problému

Pro vypocty zalozené na vybérech o vétsim rozsahu a nékteré dalsi uvahy tykajici
se linearni regrese je vyhodné vyuzit maticovy zptisob zapisu a vypoctu.
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Linearni regresni model je dan predpisem
Yi = Po + Bufi (1) + -+ Bifi (r) + & i=1,...,n,
Pro n pozorovani plati

vi = Bo+Bifui+-+ Bufie + e,
yo = Bo+ Bifor+ -+ Befor + €2,

Yo = Bo+Bifur+ -+ Befok +éen,

Soustavu tak muzeme zapsat v maticovém tvaru

Y1 1 fun - fie Bo €1
Y L ofar o fa B €

y= :2 - : :21 2 :1 + :2 =FB+e
Yn 1 fnl fnk 571 En

Hleddme odhad regresni funkce ve tvaru

~

Yi=bo+bifia+---+bfix prokazdéi=1,..., n,

to lze maticové zapsat jako

}:/1 1 fui - fie bo
v Yz _ 1 f.21 f?k: b.1 _ b

Metoda nejmensich ¢tverct slouzi k nalezeni takového feseni, aby soucet druhych
mocnin chyb nalezeného feseni byl minimalni. Chyby nalezeného feseni (rezidua)
jsou definovana jako

ei:yi—?i pro kazdé i =1, ..., n,
neboli
€1 Y1 }:/1 Y1 L fu o fu bo
e:e2:y2_Y2:y2_1f21"'f2k 51:
o I 7 - R I I R A Py A
=y — Fb.

Protoze e je vektor, upravme pozadavek na minimalizaci souc¢tu ¢tverci rezidui tak,
aby ,soucet Ctvercu jednotlivych odchylek (tedy slozek vektoru e) byl minimalni®.



11.4 Bodové odhady regresnich koeficientii

303

Pri takovém zptsobu formulace kritéria se vlastné jednd minimalizaci skalarniho
soucinu, ktery muzeme napsat

Y= Ze? =ele=(y— Fb)'(y — Fb).
i=1

Po tpravé dostaneme ¢ = efe = (y — Fb)T(y — Fb) = y'y — b FTy — y"Fb +
+ b FTFb.

Soucin bude minimalni tehdy, kdyz jeho derivace podle proménné b bude rovna nule.

g—i —0-F'y— (y'F)" + (F"Fb+ (" F'F)") = 2F"Fb - 2F"y = 0

FTy = FTFb je maticovy zapis soustavy normalnich rovnic, z né¢hoz pak snadno
urc¢ime vysledny vzorec pro b.

b= (F'F) ' F'y

Pro pripad primkové regrese, tj. Y = by + b1z, dostaneme:

(0 I =
1 =«
] - | . F=|. |,
Un 1 z,
1 I n
FTF { b 1 } N
T11 Ty Tn1 : Sa; 3 a?
1 =z, i=1 i=1
Y1 n
Yi
FTy = 1 1 1 Y2 | 2:21
T Ty T : Sz |
Yn i=1
FTFp = " i=1 [ 0} — i=1 ’
Sa dat | LD

bo Z x; + bl Z 3322
=1 i=1

Maticovy zapis soustavy norméalnich rovnic pro primkovou regresi je
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Ui nbo + by Y x;
FTy = FTFb, tj. =1 = n =1
> Tl bo Y w401y o}
=1 =1 =1

(Srovnejte se soustavou normalnich rovnic odvozenou v kapitole 11.4.)

Pro vypocet matice inverzni k matici F7F pouZijeme piimy postup pomoci de-
terminanti a subdeterminantii, tj. pomoci determinanti adjungované matice (viz
linedrni algebra).

n 2 n
21 x; - Zl z;
1= 1=
L nEa-(En) nEe-(Ee)
(FTF) — i=1 i=1 i=1 =1 —
= " =
-
i=1 ) n
anl—(sz) anl—(le)
L i=1 =1 i=1 i=1 _
- n " -
Z 122 - Z T4
i=1 =1

3=

.
Il
—
8
o

[y

3=

itge
8
SN

3=

itge
8
:

.
~

3
3

|
-
o
8
Y
I
Ms——~z
.
[ir
3 8
~ ~
[V
<
yies
&
|
Ve R N3
e
8
|

I
i
3 ’—‘Ms
8
EEN)
\
S
T E
qilvh
:!

S @-n)? [ 5w
=1 — + 1:711
1 1=
— " > (zz_‘”) " > (11_1)2 —
1=1 =1
1 = 1 1
) " (i)
i=1 i=1
— n 2 -
1§1 (1175) zgl i _9 _
n + n 7%+ - X - - —T
-z ;(azl—f) _zl(a:l—x)
- > (@i-7) S’ | =
= = -z 1
-z 1 ;(ﬂﬁiff)2 ‘_1(%‘*@
> (@i-7) 3 (@)
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l + (13_2 —T
n [ = 2 n T 2 n
1 igl(xl ) z;( i) Z Yi
b= (FTF)" Fly = =1
-z L 231 iy

S (@i-7)? 3 (@7
=1 =1

Priklad 11.2. Provedte odhad koeficient regresni piimky z feseného prikladu po-
moci maticového zapisu. @

Resend.

Hleddame odhad regresni ptimky ve tvaru

Y, 1 =

~ ~ Y- 1 =z

V=botbr tjY=| " |=]. " {20}:1%.
: S 1
Y, 1 z,

Pottebné udaje zjistime v tabulce 11.3.

Tab. 11.3: Pomocné vypocty pro odhad koeficientt regresni piimky pomoci maticového

zapisu
ident. &islof Vy“[‘t’/shs]semcex Ek}g/‘ﬁil]"" xy x—% | (x—%)?
1 40 100 4000] -343,75| 118164,1
2 50 200 10000 | -243,75] 59414,06
3 50 300 15000 -143,75] 20664,06
4 70 400 28000 |  -43,75| 1914,063
5 65 500 32500 56,25| 3164,063
6 65 600 39000]  156,25] 24414,06
7 80 700 56000  256,25| 65664,06
8 80 750 60000 |  306,25| 93789,06
Celkem 500 3550 244500 3871875

7= - 44375 n =S8,
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l+ x —T
n S (2—7)2 SO (2—7)2
(FTF) " = T BTt 1, 634 ~0,001
= 5 1 | —0,001 2,58-1076 |°
> (2i—7)° > (2i—7)°
L =1 i=1
Ty B ;y _{ 500 ]
B n T 244500 |
TilY;
| &
el [ 0,634 0,001 500 1 [ 36,57
b = (FF) Fy_[—o,om 2,58-107% | | 244500 | ~ | 0,06 |°

Vyrovnavaci primka ma tedy tvar Y = 36,57 + 0,06z, coz je vysledek shodny s vy-
sledkem ziskanym fesenim bez pouziti maticového zapisu.
A

11.4.3 Jaky je vyznam bodovych odhadt jednotlivych ko-
eficient® linearni regrese?

Vsimnéte si, ze pomoci koeficientu by lze odhadovat hodnotu zavisle proménné za
predpokladu, ze hodnoty vsSech regresort jsou nulové. V nasem pripadé, pokud by
nebylo pouzito zddné hnojivo, o¢ekdvame vynos pSenice ve vysi 36,57 t/ha.

Koeficienty b;,7 = 1, ..., k pak udéavaji odhad zavislé proménné v pripadé, ze se
prislusny regresor x; zvysi o 1 a ostatni regresory se nezméni. V nasem ptipadé
jsme ziskali informaci, Ze pokud zvy$ime mnozstvi hnojiva o 1kg/ha, pak mizeme
ocekavat navyseni vynosu psenice o 0,06 t/ha.
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11.5 Verifikace modelu

Vypocet konkrétniho odhadu regresni funkce na zakladé vybéru pochopitelné neu-
moznuje ztotoznit nalezeny odhad s hypotetickou (popula¢ni) regresni funkei. (Proc?)
Potiebujeme najit odpovéd na fadu otézek spojenych s posouzenim vhodnosti pou-
ziti tohoto odhadu pro analyzu vnitinich souvislosti mezi veli¢inami a pro odhad
vysvétlované proménné pri volbé libovolnych kombinaci vysvétlujicich proménnych.
Uvedme si zde nékteré z nich:

e Byl zvolen vhodny typ regresni funkce?
e Byl proveden spravny vybér vysvétlujicich proménnych?

e Jak Ize hodnotit vyznam jednotlivych vysvétlujicich proménnych zarazenych
do regresni funkce?

e Jak je nalezeny odhad kvalitni?

e Bylo pouziti metody nejmensich ¢tvercti opravnéné?

Podrobné odpovédi na tyto otazky najdete ve specializované literature, my se za-
méfime pouze na zakladni verifikaci (ovéfeni modelu):

e Ovéreni stability modelu pomoci celkového F-testu a dilcich t testi.
e Hodnoceni odhadii regresnich koeficientii pomoci intervalovych odhad.
e Hodnoceni kvality modelu pomoci indexu determinace.

e Oveéreni predpokladii pro pouziti metody nejmensich ¢tverclh pomoci analyzy
rezidui.

e Ovéreni, zda mezi vysvétlujicimi proménnymi neexistuje multikolinearita.

11.6 Oveérovani stability modelu

Pti aplikaci metody nejmensich ¢tvercti plati vztah SSy = SSy + SS.,

kde: SSy = 3 (y; —7)%je celkovy soucet étvercil,
ssp = %

n n N\ 2
SS. = Y. e2=3 (yi — Y;) je reziudalni soucet ¢tverct.

U souctu ctverci modelu by se ve vzorci misto prumeéru y z napozorovanych hod-
not mél spise objevit primér z hodnot odhadnutych, tj. Y. Pii aplikaci metody
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nejmensich ¢tverct se vsak da odvodit, ze tyto primeéry jsou stejné, lze tedy psat

7=Y.

11.6.1 Odhad rozptylu nahodné slozky

Abychom dokéazali posoudit presnost nalezeného odhadu regresni funkce, potiebu-
jeme znit rozptyl ndhodné slozky o?.

n 9 n
(ei—Ef(e:)” Y&
2 =l i=1
g = =
n n
Protoze ndhodné chyby ¢, ..., €, nelze zjistit, musime se spokojit s jeho odhadem.

Lze dokézat, Ze nevychylenym odhadem rozptylu o2 je statistika

o 2
@ =% ss
* n—(k+1) n—(k+1)

kde n je pocet pozorovani a k je pocet regresoru.

11.6.2 Celkovy F'-test

Celkovy F-test ndam umoznuje zjistit, zda jsme zvolili spravny typ regresni funkce.
Slouzi k testu hypotézy, zda hodnota vysvétlované proménné zavisi na linearni kom-
binaci vysvétlujicich proménnych. Testujeme nulovou hypotézu

Hy: pr=-=0=0
proti alternativé
HO : FO

Pokud bychom nulovou hypotézu nezamitli, znamenalo by to, ze mnozina vysvétlu-
jicich proménnych je zvolena zcela Spatné (fikdme, ze model je chybné specifiko-
van) a museli bychom najit jinou, lepsi skladbu téchto proménnych. Poznamenejme,
ze nezamitnuti nulové hypotézy je jev velmi ojedinély.

Testova statistika pro tento test ma Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni s k stupni
volnosti v Citateli a n — (k + 1) stupni volnosti ve jmenovateli a ma tvar
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kde vyraz v ¢itateli oznacujeme jako primeérny ¢tverec modelu a vyraz ve jmenova-
teli jako prumérny ctverec rezidui (nebo také rezidudlni rozptyl ¢i odhad rozptylu
ndhodné slozky).

p — hodnota = 1 — Fy (zoBs) ,

kde Fy(x) je distribucni funkce Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni s k stupni volnosti
v Citateli a n — (k + 1) stupni volnosti ve jmenovateli. Vysledky celkového F-testu
se zapisuji do tabulky ANOVA.

L L . Pocet Rozptyl .
Zdroj variability Soucet ¢tvercl s el (o, ot ) F —pomér | p — hodnota
n SSy
5 \2 5S¢ dfy
Model SSy = Z(Yl - y) dfy =k d_f; SJ;Y 1 — Fo(xops)
< 20¢
=1 df‘e
n n
- SS,
Rezidudlni ss, = Zei :Z(yi -0’ | df.=n—(+1) T;
i=1 i=1 e
n
Celkovy §5 = ) (= ) dfy=n—1
i=1

Priklad 11.3. Pomoci celkového F-testu ovérte, zda lze vynosy psenice odhadovat
pomoci linearni zavislosti na mnozstvi pouzitého hnojiva.

Resend.

Regresni funkce obsahuje pouze jeden regresor, proto chceme testovat nulovou hy-
potézu

Ho : 51 =0
proti alternativé
HA . 61 7’é 0

Pomocné vypocty pro soucet ctvercli modelu SSy a rezidudlni soucet ctvercit SS,
zaznamename do tabulky. @ = % =62, 5)
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Tab. 11.4: Pomocné vypocty pro konstrukci celkového F-testu

ident. - vynos pSenice | x —hnojivo | PO o 2 -
. e [t/hl;] [kg/h;] 7 =3657+006x | P—7 | (?-5)° |[e=y-7| &
1 40 100 42,41 20,09 | 403,61 241|582
2 50 200 48,26 1424 | 202,78 1,74 | 3,04
3 50 300 54,10 8,40 | 70,56 410 16,81
4 70 400 59,94 2,56 | 655 10,06 |101,13
5 65 500 65.79 329 | 10,82 0,79 |0,62
6 65 600 71,63 9.13 | 8336 6,63 43,96
7 30 700 77,47 1497 | 224,10 2,53 | 638
3 30 750 80,40 17,90 | 320,41 0,40 | 0,16
Celkem 500 1322,19 — 177,93
5SSy = 1322,19; SS.=177,93; SSy =SS5 + SS. = 1500, 12;
SSe 132219 . SSe 177,93 .
k - 1 = 1322, 19; n—(k+1) — 8—(1+1) 29, 66;
SS~
— 1322,19 . .
ToBSs = S = s = 44,59; p — hodnota = 1 — Fy(44,59) = 0,0005;
—c

kde Fy(x) je distribu¢ni funkce Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni s 1 stupném volnosti

v Citateli a 6 stupni volnosti ve jmenovateli.

Zdroj variability | Soucet ¢tverct s tupr“lpﬁo\cfce)inos i | (e, iouzgettyé o) Xops | p — hodnota
Model 1322,19 1 1322,19 44,59 0,0005
Rezidualni 177,93 6 29,66 --- ---
Celkovy 1500,12 7 - - -

(Pro vypocet p-hodnoty byl pouzit applet vybrana rozdeleni.xls.)

Na hladiné vyznamnosti 0,05 lze zamitnout nulovou hypotézu, zvoleny model je
statisticky vyznamny.

11.6.3 Intervalové odhady regresnich koeficientti

Vyjdeme-li z predpokladi linearniho regresnitho modelu y = F 3 + €, pak odhady
regresnich koeficientii b; vypocitané z vybérovych hodnot jsou nahodné veli¢iny s pri-

blizné norméalnim rozdélenim.

Stredni hodnota regresnich koeficienta

Lze jednoduse ukézat, Ze nalezené odhady regresnich parametri jsou nezkreslené,

tj. nejsou zatizeny systematickou chybou.

E(b)

B
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Pro zajemce /@

Dikaz.

V kapitole 11.4 jsme odvodili maticovy zapis vzorce pro odhad vektoru regresnich
koeficientt: b = (FTF)f1 F7"y. Dosadime-li do tohoto vztahu za regresni model y
vyraz F (B + €, dostaneme

b= (F'F) F"(FB+e)=8+ (F'F)  F'e.
Pak

E(b) = E(8+ (F'F)"' F'e) = B+ (F'F) " F'E(c) = 8.
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Rozptyl regresnich koeficientt

Ozna¢me odhad rozptylu i-tého regresniho koeficientu sgl(z =0,1, ..., k). Lze uké-
zat, ze

s}i = S§$i+1,i+1,
kde s? je odhad rozptylu ndhodné slozky (viz kapitola ??) a z;11 11 je prvek matice
(FTF)~! na pozici (i + 1,i + 1), tj. i + 1-ni prvek na diagonéle.

Jako mira presnosti odhadu se pouziva smérodatna odchylka odhadu

Sb; = Sen/Tit1,i+1-

Specialné pro pripad primkové regrese bylo v kapitole 11.4 odvozeno, ze

92 =
+ . 82 & ,317 2
(@i —7) ;(xz z)

S=
3

=1

(FTF) " = - 1
Y@ > ()’
i=1 =1

Vynésobime-li rezidudln{ rozptyl s? prvnim prvkem diagonaly této matice, ziskame
rozptyl koeficientu by

Obdobné, vynasobime-li rezidudln{ rozptyl s? prvnim prvkem diagondly této matice,
ziskame rozptyl koeficientu by

Smérodatnd odchylka odhadu pak je sp, = s /ﬁ.
> (zi—7)
i=1
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Pro zajemce

Diikaz.
Oznacéme proi,j =0,1, ..., k, i#]

cov (bi;b;) = E((bi — ;) (b — 55))
kovariance mezi odhadovanymi regresnimi koeficienty a

D (b)) = cov (bi; bs) = E (b — 5))°

rozptyly regresnich koeficienti.

Pak
D (bg)  cov(bo;by) -+ cov(by;by)
covtp) = | ) Dt (-8 - 8))
cov (bg; by) cov (br;by) --- D (bg)

je kovarian¢ni matice odhadu regresnich koeficientii
V predchazejicim dikazu jsme odvodili vztah b = 3 + (F Tk )71 FT¢e. Dosadime-li
jej do

cov(b) = E ((b —B)(b— B)T) . plati

cov(b) = FE (((FTF)1 FT€> ((FTF)f1 FT5>T) —
— E((F'F) ' F'es"F (F'F) ") =

1

— (F"F)'FTE (ec”) F (F'F)".

Podle predpokladu linearniho regresniho modelu je cov (g;,¢5) = 0,E(g;) = 0 a
D (g;) = % Pak

cov(e) = FE ((5 —E(e))(e—F (5))T> = E (ee),

D(s) O 0
coe) = | g PE 0 e
0 0 D (Sk)
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kde I,1 je jednotkova matice fadu k + 1.

Dosadime-li za E (ee”) vyraz 0®I;.1, dostaneme

cov(e) = (FTF) ™ FTo’I,  F (FTF) " = F'FT = o (FTF) .

Jak jiz bylo uvedeno v kapitole 11.6, rozptyl o2 ndhodné slozky musime odhadnout
pomoci statistiky s?. Odhad kovarian¢ni matice m4 proto tvar

cov (b) = 52 (FTF) ™"

Na hlavni diagondle kovarianéni matice cov (b) jsou odhady rozptyli odhadu regres-
nich koeficientit. Oznacme je sj .

2 2
Sp; = SeLi+1,i+1,

kde ;41,41 je prvek matice (FTF)f1 na pozici (i + 1,7+ 1), tj. i + 1- ni prvek na
diagonale. O

Priklad 11.4. Urcete smérodatné odchylky parametri by a b; regresni primky
z Tfeseného prikladu 11.2.

Resend.

V tfeseném prikladu 11.2 jsme nasli odhad regresni primky ve tvaru Y = 36,57 +
+ 0, 06x.

Smeérodatné odchylky parametrii by a by regresni primky jsou dany predpisem

Sb; = Sen/Ti+1,i+1-
Rozptyl ndhodné slozky

¢
2 il
© n—(k+1)

jsme urcili jiz v reseném prikladu 11.3.
52 =129,66, s, = 5,446
7 teseného prikladu 11.2 vime, zZe

-1 | 0,634 —0,001
(F F) | —0,001 2,58 -107°
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Nyni mizeme urc¢it smérodatné odchylky odhadi.

Sy = Sey/T11 = 0,446 -./0,634 = 4,336
Shy Ser/T22 = 5,446 - /2,58 - 1076 = 0,009

Je ziejmé, Ze ¢im vétsi je smérodatna odchylka s;, vzhledem k bodovému odhadu b;
regresniho koeficientu, tim je tento odhad méné spolehlivy. (Srovnejte sp, a b;.)

A

Intervalové odhady pro parametry regresni funkce

7 predchazejiciho vykladu vime, ze odhady regresnich koeficientt b; vypocitané z vy-
bérovych hodnot jsou ndhodné veli¢iny s ptiblizné normalnim rozdélenim, stfedni
hodnotou f; a smérodatnou odchylkou oy,.

Je tedy zrejmé, ze
bi — Bi

Op.

3

— N(0;1).

Smeérodatnou odchylku o3, nezndme, jejim odhadem je smérodatnd odchylka s;,. Lze
dokazat, ze vybérova statistika
b — 6

Sp,

(3

mé Studentovo t rozdéleni s n — (k + 1) stupni volnosti, kde n je pocet pozorovani
a k je pocet regresoril.

Pomoci této vybérové statistiky pak muzeme znamym zptusobem (kapitola 9) zkon-
struovat intervalové odhady pro ;. 100(1 — «) % intervalovy odhad koeficientu f;
pak je

(bi —ti_asp;bi +tiase,),

kde t-g je (1 — 2) kvantil Studentova rozdélen{ s n — (k + 1) stupni volnosti.

11.6.4 Testy hypotéz o koeficientech regresni funkce

Vybérovou statistiku
b — 6

Sp.

K3

1ze pouzit rovnéz k testovani hypotéz o koeficientech regresni funkce. Nalezli-li jsme
odhad regresni funkce Y = by + b1 f1 + - - - + bi fx, pak nas zajima, zda smérodatné
chyba s;, odhadii nékterych koeficient neni natolik velkd, Ze je mozné prislusné
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regresni koeficienty f3; povazovat za nulové a lze je z modelu vypustit (mezi Y a x;
neni vztah dany funkei f;).

Testy nulové hypotézy
Hy: Bi=0
vuci alternativeé Hy: [, #0

oznacujeme jako diléi t testy. Jako testové kritérium pouzivame vybérovou statis-
tiku
b~ b

Y
Sb,

?

kterd ma Studentovo rozdéleni s n— (k+ 1) stupni volnosti. Nezamitneme-li nulovou
hypotézu, znamena to, ze prislusny regresni koeficient je na dané hladiné vyznam-
nosti statisticky nevyznamny a proto jej mizeme z modelu vypustit.

Priklad 11.5. Naleznéte 95 % intervalové odhady koeficient regresni primky z mo-
tivacniho prikladu a pomoci dil¢ich t test ovérte, zda 1ze nalezené odhady povazovat
za statisticky vyznamné.

Resent.
V predchézejicich teSenych prikladech jsme nalezli odhad regresni piimky ve tvaru
Y = 36,57 + 0, 06z,
tj. bp = 36,57,b; = 0,06
Smeérodatné odchylky odhadt jsou sy, = 4,336, s5, = 0, 009.
100 (1 — ) % intervalovy odhad koeficientu ; pak je
(b; — t1—asp;3 0 + t1—g8bi>,
kde t;_g je (1 — %) kvantil Studentova rozdéleni s C'— (k + 1) stupni volnosti.
V nasem piipadé a = 0,05, poCet pozorovani n = 8, pocet regresoru (nezévisle

proménnych) k = 1. Pak tog75 = 2,45 (viz vybrana_rozdeleni.xls, 0,975 kvantil
Studentova rozdéleni s 6 stupni volnosti).

Po dosazeni do vzorce pro intervalovy odhad koeficientu g; dostaneme:

e 95 % intervalovy odhad koeficientu Sy je (25, 95;47,19),
e 95 % intervalovy odhad koeficientu f3; je (0,04;0, 08).
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Dilci t testy

Hy: Bo=0
Ha: By #0
_ bo—B _ 36570 _
Tops = 7 Ho | 4386 8,43

p — hodnota = 2 min{ Fy (zops) ;1 — Fy (xoBs)},
kde Fy(z) je distribu¢ni funkce Studentova rozdéleni s 6 stupni volnosti.
p — hodnota = 0,002

Na hladiné vyznamnosti 0,05 zamitdme nulovou hypotézu, parametr S, je statisticky
vyznamny, nelze jej z modelu vypustit.

HO . 61 =0
Hy: B1#0
_ bi-B _ 006-0 _
ToBs = 5 gy 0000 T 6,67

p — hodnota = 2 min{ Fy (zops) ;1 — Fy (xoBs)},
kde Fy(x) je distribucni funkce Studentova rozdéleni s 6 stupni volnosti.
p — hodnota = 0,005

Na hladiné vyznamnosti 0,05 zamitame nulovou hypotézu, parametr 3, je statisticky
vyznamny, nelze jej z modelu vypustit. (VSimnéte si, ze oba diléi t testy jsme mohli

provést rovnéz pomoci nalezenych intervalovych odhadu.)
A

11.7 Testovani rezidui

Dalsi informace o vhodnosti modelu a o tom, zda jsou splnény predpoklady o na-
hodné slozce €; u¢inéné pro klasicky linearni model, mtizeme ziskat pomoci testovani
rezidul e;. V tuto chvili tedy na rezidua pohlizime jako na konkrétni hodnoty na-
hodné slozky z regresniho modelu.
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11.7.1 Test normality rezidui

Ovéreni predpokladu, ze ndhodné chyby &; maji normalni rozdéleni, provadime po-
moci testu nulové hypotézy

Hy : rezidua maji normalni rozdéleni

vudi alternativé, ze tomu tak neni. Pti testu postupujeme standardnim zptsobem -
pouzivame testy dobré shody. Testové statistiky konstruujeme obvyklym zptisobem
- bud pouzijeme y3-test dobré shody, modifikovany Kolmogoroviiv-Smirnoviv test
nebo néktery z dalsich testii normality implementovanych ve statistickém softwaru.

11.7.2 Test nulovosti stredni hodnoty rezidui

Porovname-li graficky rezidua s ¢imkoli dalsim (pozorovanymi hodnotami, odhadnu-
tymi hodnotami, hodnotami regresoru), pak jsou rezidua ndhodné rozmisténa kolem
nuly. Byla-li ovérena normalita rezidui, lze k ovéreni nulovosti sttedni hodnoty rezi-
dui pouzit jeden z nejobvyklejsich testli ve statistice, jednovybérovy t test.

11.7.3 Test homoskedasticity rezidui

Podstatou tohoto testu je ovéreni, zda rezidua maji stejny konstantni rozptyl. Kon-
strukce celého testu je pomérné slozitou zalezitosti a proto tento test ani nebyva
bézné soucéasti komercnich statistickych paketi. Pro orientacni ovéreni homoske-
dasticity se ¢asto pouziva graf rezidui a odhadovanych hodnot Y; (angl. ,predicted
value“) zavislé proménné. Homoskedasticitni rezidua se systematicky nezvysuji ani
se systematicky nesnizuji spolu s rostoucimi odhadovanymi hodnotami }7;

Rezidua

Odhadované hodnoty zavisle proménné

11.7.4 Autokorelace rezidui

Podle dalsiho z predpokladii linearniho regresniho modelu by ndhodna slozka ¢; méla
mit charakter nekorelovanych nahodnych veli¢in. Na grafu rezidui a predpovidanych
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hodnot Y; se autokorelace projevi tak, ze se rezidua systematicky snizuji nebo zvy-
suji, resp. muzeme mezi rezidui a predpovidanymi hodnotami pozorovat nelinearni
zavislost.

Rezidua

Predpovidané hodnoty

P1i posuzovani predpokladu o nekorelovanosti rezidui se obvykle vychazi z autoko-
relac¢ni struktury prvniho radu:

€; = P1€i—1 + Uy,

ve které u; ~ N(0;1) a p; je nezndmy parametr, tzv. autokorela¢ni koeficient prvniho
radu. Analogicky bychom sestrojili autokorelacni strukturu druhého, tretiho radu
atd. Autokorelace prvniho fadu se vsak vyskytuje nejcastéji.

K testu se pouziva Durbinova-Watsonova statistika ve tvaru

n

Z(ei_ei—l)
Dy="2———— =2(1-71).

(VSimnéte si, ze Durbinovu-Watsonovu statistiku lze pouzit k odhadu autokorelac-
niho koeficientu p;.) Hodnoty této statistiky se pohybuji v intervalu (0;4). Pokud
je tato statistika rovna cislu 2, rezidua nevykazuji zadnou autokorelaci, hodnoty
Dy, mensi nez 2 znaci pozitivni autokorelaci a hodnoty vétsi nez 2 znaci autoko-
relaci negativni. Kvantily této statistiky je obtizné vyjadrit explicitné, proto pro
Durbintiv—Watsoniiv test statistické programy bézné neposkytuji u jinych testu ob-
vykly komfort, p — hodnotu. Pti rozhodovani lze pro hodnoty statistiky velmi blizké
dvéma spoléhat na intuici a povazovat rezidua za nekorelované. V praxi mizeme
zjednodusené postupovat podle schématu na obrazku.

Priklad 11.6. Provedte analyzu rezidui pro model z feseného ptikladu 11.1. @
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kladna autokorelace nekorelovana rezidua zaporna autokorelace

A

|
]
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|
»l
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[

ST 3

Durbinova-Watsonova statistika

Resend.

Rezidua verifikovaného modelu jsou vypoctena naptiklad v tabulce . Pro jejich tes-
tovani vyuzijeme statisticky software Statgraphics v.5.0. Nejdrive ovéfime normalitu
rezidui.

Hy: Rezidua maji normalni rozdéleni.
Hy Rezidua nemaji normalni rozdéleni.

p — hodnota > 0,10 (modifikovany Kolmogoroviv-Smirnoviv test, Statgraphics)

Na hladiné vyznamnosti 0,05 nezamitame nulovou hypotézu, predpoklad o normalité
rezidul mizeme povazovat za splnény.

Nyni mizeme pro ovéreni nulovosti stiedni hodnoty rezidui pouzit jednovybérovy ¢
test.

Hy: Ef(e)=0
Hai: E(e;)0

p — hodnota = 1,0 (Statgraphics)

Na hladiné vyznamnosti 0,05 nezamitame nulovou hypotézu, predpoklad o nulovosti
stfedni hodnoty rezidui mizeme povazovat za splnény.

Pro orientacni vyhodnoceni homoskedasticity a autokorelace rezidui pouzijeme graf
rezidui a predpovidanych hodnot zavislé proménné.

Rezidua jsou nahodné rozmisténa kolem nuly a nemaji zadny zifejmy vztah k pred-
povidanym hodnotam: ani se systematicky nezvysuji ani se systematicky nesnizuji
spolu s rostoucimi predpovidanymi hodnotami a neni zde ani naznak nelinearniho
vztahu.

Predpoklad homoskedasticity rezidui tedy povazujeme za splnény. Pfedpoklad o ne-
korelovanosti rezidui ovéiime alespon orienta¢né pomoci Durbinovy-Watsonovy sta-
tistiky.

Dy = 2,79
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Protoze pozorovana hodnota statistiky Dy, prekrocila hodnotu 2,6, musime oznacit
specifikaci modelu, méli bychom uvazovat o zarazeni dalsich vysvétlujicich promén-
nych do modelu.

Pozor! Poruseni predpokladi miuze zpisobit vychylenost odhadi rozptyli regresnich
koeficienti a tim i chybné urceni intervalovych odhadi regresnich koeficientui.
A

11.8 Multikolinearita

Pro jednoznacny odhad vektoru regresnich koeficientti vicendsobnych linedrnich mo-
delii je nezbytné, aby vysvétlujici proménné byly linearné nezavislé, tedy aby zadna
vysvétlujici proménnd nebyla linedrni kombinaci ostatnich regresorti. Tomuto poza-
davku lze vzdy vyhovét, pokud jsou data ziskdvana na zakladé planovanych experi-
menti. V praxi se vSak obvykle pracuje s daty, jez maji neexperimentalni charakter.
V takovych pripadech se v regresnim modelu témér vzdy vyskytuje jisty stupen mul-
tikolinearity, tzn., ze jeho vysvétlujici proménné jsou urcitym zptisobem korelovany.
Korelované vysvétlujici proménné poskytuji podobnou, resp. nadbytecnou, infor-
maci a pri statistickém zpracovani zpusobuji fadu obtizi, jez nartstaji se stupném
(intenzitou) multikolinearity.

11.8.1 Priciny multikolinearity
Mezi hlavni pri¢iny multikolinearity patii

e preurceny regresni model, tj. model obsahujici nadmérny pocet vysvétlujicich
proménnych,



322 Uvod do korelacni a regresni analyzy

e nevhodny plan experimentu, tj. nevhodné volba kombinaci hodnot vysvétlu-
jicich proménnych,

e fyzikalni omezeni v modelu nebo v datech, tj. vécné zdtivodnéna zavislost
vzajemné propojenych velicin.

11.8.2 Daisledky multikolinearity

e Multikolinearita zvysuje rozptyly odhadt, coz ma za nasledek:

a) SniZeni presnosti odhadi individudlnich hodnot, tj. rozsifeni predikénich
intervalt — viz kapitola 11.10.

b) Nizké hodnoty t; pro diléi ¢ testy. To zptisobuje, ze nékteré (nékdy dokonce
vSechny) regresni koeficienty se jevi statisticky nevyznamné i v pripadé ji-
nak velmi kvalitntho modelu. Muze tak dojit k paradoxu, kdy vysledek
celkového F' testu je statisticky vyznamny, ackoliv vysledky vSech dil¢ich
t testl jsou statisticky nevyznamné. (paradox - vyznamny F-test, nevy-
znamné vsechny diléi ¢-testy).

¢) Nestabilitu odhadi regresnich koeficientt, které jsou velmi citlivé i na malé
zmeény v datech a vykazuji obvykle vysokou variabilitu. Bodové odhady
regresnich koeficientl se pro opakované vybéry mohou podstatné lisit.

e Multikolinearita komplikuje rozumnou interpretaci individualniho vlivu jed-
notlivych vysvétlujicich proménnych.

e Multikolinearita rovnéz komplikuje a nékdy zcela znemoznuje identifikaci a
vyjadreni oddéleného pusobeni jednotlivych vysvétlujicich proménnych na za-
visle proménnou.
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11.8.3 Detekce multikolinearity

Pro zjistovani multikolinearity se v odborné literature uvadi rada pravidel a dopo-
rucent.
e Pii silné vzajemné linearni zavislosti vysvétlujicich proménnych se determi-
nant jejich korela¢ni matice malo lisi od nuly.

e Nizka hodnota nejmensiho charakteristického ¢isla korela¢ni matice indikuje
silnou korelaci vysvétlujicich proménnych.

e Index podminénosti korelaéni matice (tj. odmocnina poméru nejvétsiho a
nejmensitho charakteristického ¢isla) vétsi nez 30 ukazuje na existenci mul-
tikolinearity.

e Hodnoty jednoduchych korela¢nich koeficienti dvojic vysvétlujicich promén-
nych blizké 1 (v praxi vétsi nez 0,8) naznacuji multikolinearitu.

11.8.4 Moznosti odstranéni multikolinearity

e V pripadé preurceného regresniho modelu se snazime identifikovat a vypustit
nadbytecné vysvétlujici proménné.

e Je-li pricinou multikolinearity nevhodny plan experimentu, je mozné nedo-
statky napravit a poridit kvalitnéjsi data.

e Nejkomplikovanéjsi (a bohuzel i nejéastéjsi) piipad multikolinearity je zptiso-
ben fyzikalnimi zavislostmi v modelu. Vypusténi proménnych z modelu muze
vést k systematickym chybam a ani porizeni novych dat vétsinou nepomuze.
Jedinym rozumnym fesenim se ukazuje pouziti nelinedrniho regresniho mo-
delu. Popis tohoto modelu muzete najit napriklad v [29].

11.9 Korelacni analyza

Tésnost linearni zavislosti mezi zavisle proménnou a regresory posuzujeme pomoci
korelacnich koeficienti. Posuzovany vztah je tim silnéjsi a odhad regresni funkce tim
lepsi, ¢im vice jsou pozorované hodnoty vysvétlované proménné soustredéné kolem
odhadnuté regresni funkce, a naopak tim slabsi, ¢im vice jsou hodnoty y; vzdaleny
hodnotdm vyrovnanym.



324

Uvod do korelacni a regresni analyzy

11.9.1 Index determinace

P1i konstrukci miry ukazujici na silu zavislosti vychazime ze vztahu pozorovanych
a vyrovnanych hodnot. Jak jiz vime, pti aplikaci metody nejmensich ¢tverci plati
vztah

SSy =SS + SSe,

n
kde SSy = > (yi — 7)°  je celkovy soudet Ctverci,

i=1
no 2

SSy = Z ( P — y) je soucet ¢tvercth modelu a
Zil n N\ 2

SS. = Y e?= (y,; — Yi> je rezidudlni soucet ¢tverct.
i=1 i=1

Je zirejmé, Zze ¢im je model lepsi, tim vétsich hodnot bude nabyvat soucet ¢tverca
modelu a tim mensi bude rezidudlni soucet c¢tvercti. Vydélime-li rovnici SSy =
= 585 + 5SS, celkovym souctem ctvercii, pievedeme ji na tvar

SSy 5SS
S

1= 22Y 4 e
SSy  SSy

Oba zlomky jsou kladné, jejich soucet je roven jednicce, je tedy ziejmé, ze kazdy
ze zlomku nabyva hodnoty mezi nulou a jednickou. Bude-li model dobre vystihovat
zavislost vysvétlované proménné na regresorech, bude se hodnota prvniho zlomku
blizit k jednicce a hodnota druhého zlomku k nule. Bude-li model popisovat uva-
zovanou zavislost sSpatné, bude tomu naopak. Ukazuje se jako logické pouzit prvni
zlomek jako kritérium kvality modelu.

Oznacme tedy

58 . SS.

2
= — = 1 — =
R SSy S Sy

Zn: (yi

=1

.\ 2
(?Ji - Y%)
1=~
\2
-7
a nazveme jej indexem determinace.

Index determinace R? udévéa kvalitu regresniho modelu, pfesnéji feceno udavd,
kolik procent rozptylu vysvétlované proménné je vysvétleno modelem a kolik ztstalo
nevysvétleno. Tento index nabyva hodnot od nuly do jedné (teoreticky i véetné
téchto krajnich mezi), pfic¢emz hodnoty blizké nule znaéi Spatnou kvalitu regresniho
modelu, hodnoty blizké jedné znaci dobrou kvalitu regresnitho modelu, udava se
vétsinou v procentech.

Je-li R? = 1, pak SS, = 0, coZ znamena, Ze regresni model vysvétluje zavislost
vysvétlované proménné na regresorech tplné (tzv. dokonald linedrni zavislost). Na-
opak, je-li R? = 0, pak model nevysvétluje nic, tedy SS. = SSr, coZ nastane jen
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tehdy, kdyz by = -+ = by a by = 7 (napf. pro k = 1 je regresni piimka rovnobézna
s osou x v urovni by = 7).

POZOR! Vyjde-li nizkd hodnota indexu determinace, nemusi to jesté znamenat
nizky stupen zdvislosti mezi promennymi, ale muze to signalizovat chybnou volbu
typu regresni funkce.

Nevyhodou indexu determinace je skutecnost, ze ma tendenci nadhodnocovat po-
dil modelu na vysvétleni celkové variability zavisle proménné. Zavisi totiz na poctu
regresori a s rustem jejich poctu nartista i jeho hodnota. Proto se zavadi tzv. mo-
difikovany (adjustovany) index determinace Ridj, ktery je ,penalizovany® za
nadbytecény pocet vysvétlujicich proménnych.

SSe

TR -1
R, =10 g T Re
=1 EE 1 e )

Vsimnéte si, ze Rgdj < R?%. Rozdil je vyrazny, pokud je pocet pozorovani n jen o mélo

veétsi nez pocet regresort k. Naopak, pokud je n<k, pak se hodnota dej hodnoté
R? priblizuje.

V pripadé primkové regrese je odmocnina z indexu determinace rovna vybérovému
korela¢nimu koeficientu (\/ R? = r). V pripadé mnohonasobné linearni regrese je
odmocnina z indexu determinace rovna tzv. koeficientu mnohonasobné korelace

TY.¢1,20, ..., z, Ktery udavd miru linearni zavislosti mezi zavisle proménnou Y a
linearni kombinaci regresort xy, s, ..., Tg.

TY~x1,x27 o, mp — Y R?

Koeficient mnohondsobné korelace nabyva hodnot z intervalu (0; 1), pficemz hodnoty
1 dosdhne v pripadé, Ze existuje funkéni zavislost

Y = Bo+ Bifi(w1) + Bafo (w2) + -+ + Bifr () -

11.9.2 Parcialni korelacni koeficienty

V pripadé mnohonédsobné regrese, potrebujeme casto urcit také miru ,,¢isté“ zavis-
losti mezi zavisle proménnou a jednim z regresort, bez vlivu regresorii ostatnich.
Toto ndm umoznuji parcidlni (dilci) korelacni koeficienty. Parcidlni korelaéni koefi-
cient ve tvaru

;OY,xl-xQ,xg, ceey Tp
interpretujeme jako jednoduchy korelac¢ni koeficient mezi Y a x1 pti vylouceni vlivu

To, 3, ..., Tx. lento koeficient je definovan jako jednoduchy korelac¢ni koeficient
nahodnych slozek ! a 2 v regresnich rovnicich

Y = a;+aorg+ azws + - + g + &
1 = P+ Paxo + fBaszs + -+ Bray + €7
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Odhad téchto koeficientti je mozné pocitat riznymi zptusoby. Jednou z moznosti je
vypocet z odhadu korela¢ni matice vektoru nahodnych veli¢in Y, x3, 9, x3, ..., Tk,
kterd ma tvar

1 r(Y,ry) r(Y,xs) - r(Y,xp)
. r(z1,Y) 1 oo (2, )
rlonY) e 1

7 této matice pak urc¢ime odhad parcidlniho korelacni koeficient jako

‘TY,m’
TY,.Z‘lnl‘Q,Ig, ceey TR T ’ryy| ‘7’ ‘7
) x1,T2

kde |ry.,| je determinant matice r zmensené o prvni radek (V') a druhy sloupec
(.I‘l),atd.

Vedle parcialniho korelacniho koeficientu py 4. .20 2+. . ... =, bychom mohli uvazovat i
5 L1 L2,L3 s Lk
parcidlni korelacni koeficienty py u,.i 25, ..., 2> PYzs-e1,20.24, - .., axs - - - J€jich odhad

bychom obdrzeli obdobné jako ry ;.25 25,2 -

Koeficient parcialni korelace ma podobné vlastnosti jako obycejny korela¢ni koefici-
ent. Jsou-li splnény predpoklady linearniho regresniho modelu, pak je mozné testo-
vat hypotézy o nulovosti koeficientu parcialni korelace. Lze uzivat metodu z kapitoly
15.3.3 s tim rozdilem, ze testova statistika ma Studentovo rozdéleni s n — (k + 1)
stupni volnosti.

Vzhledem k vypocetni narocnosti je potésujici, ze vypocet parcidlnich korelac¢nich
koeficientu byva standardné vybavou béznych statistickych programi.

Priklad 11.7. Pomoci indexu determinace, resp. modifikovaného indexu determi-
nace, urcete kvalitu modelu nalezeného v reseném prikladu 11.1.

Resend.

V Tabulce Anova, kterou jsme ziskali jako soucast reseni prikladu 11.3, nalezneme
jak celkovy, tak i rezidualni soucet ¢tverci.

SS, =177,93; SSy =1500,12; n=8; k=1

Pak index determinace R? = 1 — %

Ry =1- togy (1- R?) = 0,862.

= 0,881 a modifikovany index determinace

Model vysvétluje vice nez 86 % celkového rozptylu zéavisle proménné, proto jej lze
oznacit za velmi kvalitni.
A
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11.10 Vyuziti ispésné verifikovanych regresnich
modela k predikci

Az dosud jsme studovali aspekty tykajici se pozice celé regresni funkce. Nyni se
zamérime na odhad ocekavané hodnoty zavislé proménné za dané irovné regresoru.

Ozna¢me Yy = Y (21,, T2, - - -, Tk,) 0dhadovanou hodnotu zavislé proménné y za
danych hodnot regresortu xi,xs, ..., x,. Nasledujici tivahy budeme prezentovat na

prikladu primkové regrese Y = by + bixg, v pripadé vicendsobné regrese bychom
postupovali obdobné.

Odhad Yy =Y (x0) je priblizné normalné rozdélen se stfedni hodnotou
E (i}o) = Bo + Bizo

a rozptylem

kde zy je dana hodnota regresoru .

Pro zajemce /@

Dikaz.

E (%) =F (bo + bll’o) =F (b()) + F (bl) Ty = 50 + 611‘0

Pro nalezeni rozptylu D (}/}0) pouzijeme upraveny predpis pro odhad zavislé pro-
meénné. Za by dosadime vztah by = y — b7 nalezeny metodou nejmensich ctverci
(kapitola).

Yy = bo +bixg =Y — T+ bizog =7+ by (z9 — 7)
D(%) = D@+bi(eo—7) = D@ +D(b) (w0 —7)° =

bt (=P — ot [ Ly e
5 @) > (2i-7)

i=1

3%
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Jak jiz vime, stfedni hodnoty a rozptyly regresnich koeficientti nedokazeme urcit
piesné (rozptyl o ndhodné slozky musime odhadnout pomoci statistiky s?), do-
kazeme je pouze odhadnout. Sttedni hodnotu F (5?()) odhadujeme

E(%) :bo—i‘blmo:%

a rozptyl D (5/}0) odhadujeme

-)
/N
=0
N———
1
V)
[\
_l_
s
o
|
s
o
1
(V)
Rl

11.10.1 Intervalovy odhad stredni hodnoty zavislé proménné
E (Yol|zo)

Protoze 