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Predmluva

Vyslednou podobu téchto skript ovlivnili mnozi z mych ucitelt, kolegt i studentii. Vsem jsem
jim upfimné vdécny. Specialné chci podékovat svému synovi Ondfejovi, ktery mi pomohl
s prepsanim rukopisu, a svému priteli Mgr. Petrovi Vodstréilovi, Ph.D.; ktery cely text
peclivé precetl a svymi pripominkami ho pomohl vylepsit.

Ctenaitim budu vdéény za shovivavost a sdéleni vSech piipominek.'

Dalsi v rdmci projektu Matematika pro inZenyry 21. stoleti pripravované vyukové materialy
lze najit na strankdch http://mi21.vsb.cz/. Podivejte se na né!

V Orlové, 2011 Jiri Bouchala

'Vgechny pfipominky (vyhrady, komentafe, doporuceni, v¥hruzky a dary) zasilejte (prosim) na moji
e-mailovou adresu: jiri.bouchala@vsb.cz
3
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PROSTORY (nad R)




Kapitola 1

Vektorovy (linearni) prostor




Vektorovy (linedarni) prostor 8 Py 5 5

VIRV
1849
Definice 1.1. Vektorovym prostorem nazyvame kazdou neprazdnou mnozinu X, na niz . =
jsou definovany operace %,* 4
+: X xX—>X Zri i
° )
Rx X — X
’ ZAPADOCESKA
N s s ’ s 7 ’ UNIVERZITA
splnujici nasledujici podminky: v Rz

1)Ve,ye X : x4+ y=y+ 2 (komutativita),

2) Va,y,z€ X : (x+y)+z=x+ (y+2) (asociativita vzhledem k ,+),
3) (e X)(Vre X): x+0==z (0...nulovy prvek),

4) Vxe X)(3(—x) e X): x4+ (—z) =0 ((—=x) ...prvek opacny k x),

5) Va,B €R)(Vx € X): a(fz) = (af)x (asociativita vzhledem k ,-“),
6) Vee X: 1.2z =ux,

(
(
(
(
(
(

(7) (Va, B €R) (Va,y € X) : ?oilii—;:)yﬂ)c z Zii%i’ (distributivita).

Cviceni 1.2. Dokazte, ze v kazdém vektorovém prostoru X plati:'
) A0eX)VzeX): z+0=uz,
ii) Ve X)(A(—z) e X): z+ (—x) =0,
i) Vee X: 0-2=0, Va e R: a-0=0,

!PiSeme nepiilis piesné vektorovy prostor X misto presnéjsiho vektorovyj prostor (X, +,).




Vektorovy (linedrni) prostor

iv)Vee X: (-1) -z = (—z),

V)Vz,y,2€ X: p+y=az+z2=y=2z),

) VaeR)(Vo,ye X): [(ax=ay A a#0) = z=y],
vii) Vo, BER) (Ve € X): [(ax =Pz A z#0) = a=f].

vi
Oznaceni: (—z) =: —x; =+ (—y) =1z —y.

Piiklady 1.3.

1) X = {1},
1+1:=1, a-1:=1 (e € R)

(X ... tzv. trividlni vektorovy prostor — obsahuje jediny (nulovy) prvek).

2) X =R" (n € N),
T4y = (1 + Y1, T2+ Y2, Tn + Yn), @ = (a1, g, ..., Ly
pro = (21, ..., &), 4= (W1, ..,yn) € R" a €R.
3) X =C((0,1)) ;== {f : R = R: [ jespojita na Df = (0,1)},
(f +9)(@) = f(z) + 9(z), (af)(z) = af(z)

pro f,g € C({(0,1)); a € R.
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&
S

R

-

4) X =1 (p=1) ... mnozina vSech redlnych posloupnosti (z,) takovych, v . 5
N /S
%,

STRAN®,
N 1 Q cg?
ze Y |zplP < oo, S
n=1
x4y = (zn +yn), azx:= (az,) o
ZAPADOCESK.

UNIVERZITA
V PLZNI

L

pro x = (), y = (yn) € ; a € R.
Poznamka a hezké cviceni: rozmyslete si, Ze plati
(Va,b € R) (Vp > 0): |a+bP < 2P (|al? + |b]P),

a proto

o0
> |znlP < o0

00 €9 o°
= =D lwn+ynl” 27 laal’ + 3 lynl?) < oo
2 lylP <oo | nm n=l "
n=1

5) X =1°°... mnozina vSech redlnych posloupnosti (x,) takovych, ze sup |z, | < oo,
neN

x4 y:= (T + yn), ax:= (ax,)

pro z = (x,), y = (yn) €1°; a € R.

'Definujeme 07 := 0.




Vektorovy (linedarni) prostor 11 Py o
R

&7
> &

STRAVY,
4 ““\‘\‘

&
S

-

£

Cviceni 1.4. Najdéte vektorovy prostor o 2, 3 a 4 prvcich. v .
=
%,

Definice 1.5. Bud X vektorovy prostor a bud Y < X. Pokud je Y wvzhle-
dem k operacim ,+“ a ,-“ definovanym na X vektorovym prostorem, nazyvame Y
vektorovym podprostorem X.

ZAPADOCESKA
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Cviceni 1.6. Dokazte, ze v kazdém vektorovém prostoru X plati:

0 #Y C X je vektorovim podprostorem X prdvé tehdy, plati-li

VaeR)(Vx,y€Y): z+yeY, arey.

Priklady 1.7.
1) Yi:={f €C(0,1)): f(0) =0} je vektorovym podprostorem C'((0,1)),

2) Yo:={f €C((0,1)) : f(0) =1} neni vektorovym podprostorem C((0,1)).




Vektorovy (linedrni) prostor

12
o
1849
Definice 1.8. Bud X vektorovy prostor.
AL\ A
B v . . 7 v s . ;. v W
e Rekneme, 7e prvky (vektory) z1,za,..., 2, € X jsou linedrné nezavislé, jestlize >
Yai,...,a, ER: [a1x1+agx2+...+anmn=0 = a1=a2=...=an=0].“
ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
(V opacéném piipadé nazyvame prvky xi,xa, ..., T, linedrné zivislé.) UG

e Rekneme, ze mnozina M C X je linedrné nezavisld, jestlize kazda jeji kone¢na podmno-
zina je tvorena linedrné nezavislymi prvky.

“Tzn. jestlize z rovnosti

a1x1 +asxre + ...+ apx, =0
(kde a1, ...,an € R) plyne, ze

Definice 1.9. Dimenzi vektorového prostoru X rozumime ¢islo

0, je-li X trividlni vektorovy prostor,

dim X := ¢ n € N, je-li n maximalni pocet linedrné nezavislych prvka v X,

00, existuje-li pro kazdé m € N m linearné nezavislych prvka v X.
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VRN
Cviceni 1.10. Urcete dimenzi téchto vektorovych prostoru: v =
> S
1) R® (n € N), 2>

2) C({0,1)),

el U
4) Y1:={f € C((0,1)) : f(0) =0},

5) Y ={feC(0,1)): f"€C((0,1)) A f"+ f=0}

6) YiNY,

N {feY: f(0)=f(1) =0}

Definice 1.11. Bud X vektorovy prostor a ) # M C X.
Mnozinu

LinM :={ajz1+...tapzn: n€N; a1, ..., ap €R; 1, ..., 2, € M}

nazyvame linedrnim obalem mnoziny M. Navic definujeme

Linf := {0} C X.

Cviceni 1.12. Dokazte (za situace z predchozi definice), ze
i) Lin M je vektorovym podprostorem X,

ii) Lin M je prunikem vsech vektorovych podprostori X obsahujicich M (tj. Lin M je
nejmensim vektorovym podprostorem X obsahujicim M ).
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Definice 1.13. Bud X vektorovy prostor. Rekneme, ze (kone&na!) mnozina " . C/
1}:’ IsTRAVY, g
D S
4 uNY

M:{.’L‘l,...,{En}CX

je bazi vektorového prostoru X, plati-li soucasneé: . dramnces
UNIVERZITA

V PLZNI

L

(1) mnozina M je linedrné nezavisla,

(2) LinM = X.

Cviceni 1.14. Bud X vektorovy prostor a n € N.
Dokazte, ze plati:

X md bdzi o n prvcich < dim X =n.
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Kapitola 2

Metricky prostor

Definice 2.1. Metrickym prostorem nazyviame kazdou neprazdnou mnozinu X, na niz
je definovano zobrazeni (tzv. metrika)

o: X xX —>R
splnujici podminky:
(1) Ve,y e X : o(z,y) 20, o(z,y) =0< z =y (... nezdpornost);
(2) Ve,y € X @ o(z,y) = o(y, ) (... symetrie);
(3) Vo,y,z € X : o(z,y) + o(y, z) = o(x, z) (... trojihelnikovd nerovnost).
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Priklady 2.2. ..
Y A\ oo /A
% 5

1) X =R" (neN), s>

&
S

-

o(z,y) ==/ (y1 —x1)2+ ...+ (yn — 2)? (... cukleidovsks metrika)
ZAPADOCESKA

A4

prox:(ml, ...,.’L‘n), ’y:(yl, ...,yn) € R™. v PLZNI
2) X = R",
o(z,y) == max{|ly1 — x1|, ..., |yn — x|} (... maximovd metrika).
3) X =R",

o(z,y) :==|y1 —x1| + ...+ |yn — zy| (... souctovd metrika).

4) X =R",
Vg —21)2+ ..o+ (yn — 70)?, existuje-li X € R takové, Ze
=Xy := (AY1, .., \Un)
o(z,y) :== nebo y = Az := (A1, ..., \xy,),

Va2 + ...+ 22 +/y} +... +y2 v ostatnich pifpadech

(... wpampeliskovd* metrika).
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5) 0 # X ... libovolnd mnozina, v l!!l 5
A DD és

%/
LS
KA oW
1, = #vy,

0, x =

2 Yy ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
v PLZNI

L

(... diskrétni metrika).

6) X = C((0,1)),

o(z,y) == sup |z(t) —y(t)| = max |z(t) —y(t)| (... supremova metrika)
te(0,1) t€(0,1)

pro z,y € C((0,1)).

7) X =C((0,1)),

o(z,y) \// ))2dt (... L? metrika).

Definice 2.3. Bud (z,,) posloupnost v metrickém prostoru X a bud = € X. Rekneme, Ze
posloupnost (z,) mé limitu = a piSeme z,, — x, plati-li

o(xp, ) — 0.
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Véta 2.4 (nutnd podminka konvergence).
Necht (xy,) je konvergentni posloupnost v metrickém prostoru X (tzn. Ze existuje x € X,
pro které x, — x). Potom plati tzv. Bolzanova — Cauchyho podminka:

(Ve >0)(Ing € N) (Vn,m € N; n,m 2 ng) : o(xn,zm) <.

Dikaz je vhodnym cvicenim.

Definice 2.5. Posloupnost (z,,) (v metrickém prostoru X), pro niz plati Bolzanova —
Cauchyho podminka, se nazyva cauchyovska.

Definice 2.6. Metricky prostor X se nazyva uplny, je-li v ném kazda cauchyovska po-
sloupnost konvergentni.

Cviceni 2.7. Pokuste se dokazat nasledujici tvrzeni.
1) R™ (n € N) s eukleidovskou metrikou je uplny metricky prostor.
2) Prostor X =R\ {0} s metrikou o(x,y) := |z — y| neni Gplny.
(Posloupnost (1) je cauchyovska, ale nemd v R\ {0} limitu.)

3) C'({(0,1)) se supremovou metrikou je tplny metricky prostor.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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xR
4) C((0,1)) s L* metrikou nenf tplny. v . 5
(Posloupnost (fy,), kde R %

&
S

-

STRANS,
(.\}
4'/4.“ = >
1 pro z € (0, %),
ZAPADOCESKA

UNIVERZITA
V PLZNI

L

fa(x):=<¢14+n—2nx prox € (%,%4—%)7
0 proz € (3 + 5,1),

je cauchyovska, ale nema v C((0,1)) limitu.")
Cviceni 2.8. Definujme pro kazdé n € N funkce f,, a g, na (0, 1) predpisy:

1—2nz, z € (0, 5), 2(z — 2n)
Jnle) = : 9n(7) = g
0, X € (%, 1>, e

Zjistéte, zda je posloupnost (f,), resp. (gn), cauchyovskd a zda m4 limitu v prostoru
1) C((0,1)) se supremovou metrikou,

2) C((0,1)) s L? metrikou.

!Nakreslete si obrazek s grafy funkei fi, fa, ... .
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Definice 2.9. Bud X metricky prostor s metrikou o, z € X a € € RT. Mnozinu
Uz,e) :={y € X : o(z,y) < e}

nazyvame e-okolim bodu z.
(Nezélezi-li ndm na ,poloméru® e, piseme kratce U(z) a mluvime o okoli bodu z.)

Definice 2.10. Bud X metricky prostor a M C X. Bod x € X nazveme

e vnitinim bodem M, existuje-li okoli U(x) takové, ze U(z) C M,

e vnéjsim bodem M, existuje-li okoli U(z) takové, ze U(x) N M = {;

e hrani¢nim bodem M, neni-li ani vnitfnim ani vnéjsim bodem M;

e izolovanym bodem M, existuje-li okoli U(x) takové, ze U(x) N M = {x};

e hromadnym bodem M, jestlize v kazdém jeho okoli lezi nekoneé¢né mnoho bodu
mnoziny M.

Navic znacme:

e int M ... mnozinu vSech vnitinich bodi M (tzv. vnittek M);

e ext M ... mnozinu vSech vnéjsich bodu M (tzv. vnéjsek M);

e OM ... mnozinu vSech hrani¢nich boda M (tzv. hranice M );

o M := MUOM ... tzv. uzévér M.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Definice 2.11. Mnozinu M C X, kde X je metricky prostor, nazveme " . =
2\ S
%,

O
%) <

STRAVY,
0"4' ““\‘\‘

-

e otevienou (v X), jestlize M = int M

e uzavienou (v X), je-li jeji doplnék, tj. mnozina X \ M, oteviend mnozZina.

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L

Cviceni 2.12. Bud M C X. Dokazte nasledujici tvrzeni:
i)
M je oteviend mnozina < [(Vm e M)3U(x)): Ux) C M] < M N oM =,

ii)

M je uzaviend mnozina < M =M & OM CM <

& [((VneN: Tn € M) A (xn—HceX)) = xeM};

iii)
M = ﬂ K = {z € X : exist. posl. (z,) v M takova, ze x,, — x};
McKcX
K je uzaviena
iv)

x € X je hromadnym bodem M < exist. posl. (z,,) v M \ {z} takova, ze z,, — .
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ZIRNA
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Cviceni 2.13. Dokazte, ze v kazdém metrickém prostoru X plati nasledujici tvrzeni tykajici . =
v /. Ve A <
se otevienych mnozin: <, S
/05'4' ““\Q’v
e () a X jsou oteviené mnoziny,
’ ZAPADOCESKA
e (libovolné) sjednoceni otevienych mnozin je oteviend mnozina, e

e prinik kone&né mnoha otevienych mnozin je oteviend mnozina;

i ,symetrickd“ tvrzeni tykajici se mnozin uzavienych:
e () a X jsou uzaviené mnoziny,
e (libovolny) prunik uzavienych mnozin je uzaviend mnozina,

e sjednoceni koneéné mnoha uzavienych mnozin je uzaviend mnozina.

Definice 2.14. Bud X metricky prostor s metrikou o. Rekneme, Ze operator (zobrazeni)
T: X —X
je kontraktivni na X, existuje-li ¢ € (0, 1) takové, ze

Yo,y € X o o(T(x),T(y)) < qo(z,y).
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VIR
Véta 2.15 (Banachova o pevném bodé). v 57
g R S
Bud oS
e X daplnyg metricky prostor,
e T: X - X kontraktiunt. D ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

Potom
NzeX: T(x)=m=z.

(Prvek z € X, pro ktery plati T'(x) = x, nazyvame pevnym bodem zobrazeni T'.)

Dikaz.

1) Existence. Nejdfive zvolme (a to libovolné) xg € X a definujme rekurentné posloupnost
(xn) v X:

VneN: z,:=T(2n 1) = Txn 1.

Protoze T je kontraktivni, plati pro kazdé n € N, zZe
0(zn, n-1) = 0(TTpn—1,TTn—2) = q0(Tn—1,Tn—2) = (T Tp—2,TTy_3) =
< *o(Tp—2,7n-3) < ... £ ¢"o(z1, 20).

Pomoci téchto odhadi (a trojihelnikové nerovnosti) snadno ovérime, ze
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1849
ro kazdé n,m € N, n > m, je
p b ) 7.] Y 7
D) S

0(Tn, Tm) S 0(Tn, Tn-1) + 0(Tn—1,Zn—2) + ... + 0(Tm41,Tm) <

§ (qn_l + qn_2 + e -I_ qm) Q(x]-? xO) é ZAPADOCESKA
g™ VT
é (qm + ...+ qn_2 + qn_l + .. ) Q(xl,x()) = Tq Q(IIZ‘l,.’I?O).
Odtud, protoze
qm
T o(z1,z9) — 0 pro m — oo,
—q

vyplyvé, Ze posloupnost (x,,) je cauchyovska. Existuje proto (X je dplny metricky pros-
tor) z € X takové, ze x, — x. Skutecnost, ze x je hledanym pevnym bodem 7', tj. ze
Tx = x, je primym dusledkem pozorovani:

¢ 0= 0Ty, Tx) < qo(xpn,z) -0 = Ta, — Ta;
—_—— —

—0

o, > = Tpy =1z, = 2.

2) Jednoznac¢nost. Predpoklddejme, Ze pro z,y € X je

z=Tx, y="Ty.
Pak, protoze T je kontraktivni, plati

o(z,y) = o(Tz, Ty) < qo(z,y),
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kde ¢ € (0,1), a proto g(x,y) = 0, neboli

T =y.

Pozorovani 2.16. Vsimnéme si, ze uvedeny dikaz obsahuje ndvod (mluvime nékdy
o metodé prosté iterace), jak pevny bod najit, a udava i chybu, jiz se pti jeho aproximaci
dopoustime:

e zvolime libovolné bod zp € X (tzv. nultou aproximaci),

e sestrojime posloupnost (zy,):
x1 =Txg, o =Tx1, x3=Tx0, ..., 2 =T2H_1, ... .

Pak (z,,) konverguje k hledanému pevnému bodu x a plati:'

n

q

Vn e N: o(zp,x) £ -

9(271, 270)~

'Rozmyslete si podrobné pro¢!

o

1849
v7
@ &
2 <
Cy, i ““\‘\

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI
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Priklad 2.17. Uvazujme okrajovou tlohu

{ —u(z) + g(u(z)) = f(z) pro z € (0,1),

u(0) =u(1) =0, @1)

kde f € C((0,1)) a funkce g : R — R je lipschitzovsky spojitd na R, tzn. ze

(3g 2 0) (Vt,s € R) = [g(t) —g(s)| = q|t — s].

Bud nyni v € C((0, 1)) libovolnd (pevné zvolend) funkce a hledejme funkei
u € C%((0,1)), ktera fesf linedrni okrajovou tlohu

{ —u"(@) = f() — g(v()) pro = € (0,1),

u(0) = u(1) = 0. 2.2)

Snadno(?) se lze piesvédéit, ze jedinym Fesenim je funkee

w(z) = /0 1 K(z,1) ( F(t) — g(v(t))) dt, (2.3)

kde
(I—x)tpro0<tsz <1,
K(x,t) :=

z(l—t)pro0Sz<t=1.

[IA

1Udélejte to!

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Definujeme nyni operator
T:C((0,1)) — C({0,1))
predpisem
1
Te) = [ K@.o(0)-g(e®))d (2.4)
tzn. (viz (2.2), (2.3) a (2.4)) ze
{ —(Tv)"(z) = f(z) — g(v(x)) pro z € (0,1),
(Tv)(0) = (Tw)(1) = 0.

Najit feSeni nasi dlohy (2.1) tedy znamend najit pevny bod operdtoru T, tj. funkci
u € C((0,1)) takovou, ze Tu = wu.

Uz vime, ze C((0,1)) se supremovou metrikou je Gplny metricky prostor. Najdeme-li
podminky, za nichz je operator T kontraktivni, najdeme podminky zarucujici existenci
pravé jednoho feseni tlohy (2.1) (viz Banachovu vétu o pevném bodé 2.15).

Potrebujeme odhadnout

o(Tu, Tv) = sup |(Tu)(x) — (Tw)(x)]-
z€(0,1)
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Protoze pro kazdé x € (0,1) plati

KTwuw—@wun:(Aﬂaao@@@»—g@@nddg

< [ K@) lol®) - g(ut)] @ <q [ o) - ult)lat <
0 ~>>—~— = ~~ 0

qv(t)—u(®)|

1
gq/ sup [o(z) — u(z)| dt =  o(v, u),
je
o(Tw, Tv) < qolu, v).

Zjistili jsme: je-li konstanta ¢ charakterizujici lipchitzovskou spojitost funkce g mensi
nez 1, je T kontraktivni operdtor, a proto existuje pravé jedno feseni okrajové ilohy (2.1).

Zaveér — podarilo se ndm dokézat nasledujici tvrzeni:

Je-li

e g lipschitzovsky spojitd na R s konstantou q € (0,1),

o [ €C((0,1)),
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VIRV
existuje v C((0,1)) prdavé jedno reseni ulohy v || 5
«234,/ IsTRANS 6?15'
(@) + g (u(z)) = £(z) pro z € (0,1),
u(0) = u(1) = 0.

L

ZAPADOCESKA
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Ukazme si konstrukei posloupnosti postupnych aproximaci (viz metodu prosté iterace
2.16):

e uy € C((0,1)) ...libovolna funkce,

e u; =Tugy ... TeSeni linedrni ulohy
—u(z) = f(z) — g(uo(x)) v (0,1),
u(0) =u(1) =0,
® up =Tu; ... feSeni linedrni tulohy
—u(z) = f(z) — g(wi(x)) v (0,1),
u(0) =u(1) =0,
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IR
® U1 =Tu, ... feSeni linedrni tlohy o I!,!I C/
o) IsTRavY g
—u(z) = f(x) — g(un(z)) v (0,1), x>
u(0) = u(l) =0,

L

ZAPADOCESKA
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Vlastné misto FeSeni nelinearni okrajové tlohy (2.1) hleddme posloupnost feseni 1inearnich
okrajovych tloh typu

{ —u(z) = F(z) v (0,1),
u(0) = u(1) = 0.
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Priklad 2.18. Dokazme pomoci Banachovy véty o pevném bodé
Picardovu — Lindel6fovu vétu:

Bud
o f, g—i : R%2 — R spojité na mnoziné
D={(z,y) €R*: |z —xzo| Sa A |y—yol S},

kde xg,yo € R; a,b € RT;

M= Wl L= max |5 (@y)|;
. R |f(z,y)l ax |7y (z,9)

o h € R takové, e h < a, hM <b, hL < 1.

Pak existuje prdvée jedno reseni Cauchyovy dlohy
{ y = f(z,9),
y(z0) = Yo,

na intervalu (xog — h, xo+ h).
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Diikaz. Predné si uvédomme, ze dand Cauchyova tloha je ekvivalentni s integralni rovnici

y(z) = yo + / F(t,y(t))dt.
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Nyni uvazujme metricky prostor C ((xo —h,xo + h>) se supremovou metrikou

o(y1,y2) = sup ly1(z) — y2()|
z€(xo—h, xo+h)

a definujme

X = {y € C’((xo —h,m0+h>) :y(x) — yo| £ b pro kazdé = € (xg — h,xo-l—h)}.

Prostor X s indukovanou metrikou
0= 0|

je zfejmé dplny metricky prostor (X je uzavienou podmnozinou tplného metrického
prostoru C((zo — h, zo + h))).

Ted definujme operator

T:X—)C(<3§0—h,l‘0+h>)

predpisem

(Ty)(z) ==yo + /x f(t,y(t))dt.

Zbyva dokazat (viz Banachovu vétu o pevném bodé 2.15), ze
(H)VyeX: Tye X (tj. T: X = X),

(ii) T : X — X je kontraktivni.
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Ad (i). Bud y € X. Pak pro kazdé = € (zg — h,zo + h) plati

[(Ty)(x) = yol =

ap
/ If(t,y(t))ldt’ < Mz — 2o < Mh < b
o

a proto Ty € X.
Ad (ii). (Vy1,y2 € X) (Vz € (xg — h,z9 + h)) :

[(Ty1) () = (Ty2)(2)| =

/ " F(tn(0) — £t a(t)) de] <

<

/ L|y1(t>—y2<t>|dt\ < Lho(yr, y2),

0
a proto

o(Ty1, Ty2) = qo(y1,y2),
kde g:=h L < 1.

Varovné priklady 2.19. Uvazujme R s eukleidovskou metrikou o(z,y)
mysleme si podrobné nésledujici tvrzeni.
1) Pro funkei 7' : R — R definovanou ptredpisem

T(x)=x+1

plati
Vl‘y@/ eER: Q(Tvay) = ’:E - y’ =1 Q(x?y)7

ale T nema pevny bod (tj. neexistuje x € R takové, aby T'(z) = z).

9

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

= |z —y| a roz-
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2) Pro funkci T': R — R definovanou predpisem
AL <l
NS,
z+ e_a:7 z > 0’ ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

Vr,y e R: o(Tz,Ty) = [Tz — Ty| < |z — y| = o(z,y),

plati

a presto neexistuje pevny bod funkce 7'

Cviceni 2.20. Ukazte, ze z Banachovy véty 2.15 o pevném bodé plyne tvrzeni:
fR—=R,
(Fg<1)(VzeR): |f() Sq

(Dokazte tvrzeni i pfimo — bez Banachovy véty.)

}:>EI!mER: flz)==.

Cviceni 2.21. Dokazte tuto specidlni verzi Brouwerovy véty o pevném bodé:

f: R =R je spojitd na intervalu (a,b),
Vz € (a,b) : f(x) € (a,b), = dz € (a,b) : f(zx)==
(a,b e R, a<b)

a vSimnéte si, ze dtsledkem je tvrzeni:
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$
=
$

-
z
g

f:R—=R, A\l
%’c,{ A u\\\‘é

Vo € (a,b) : f(z) € (a,b), |
Yo,y € {a,b) : |f(x) — f(y)| £ |z -y, = 3dz € (a,b) : f(z) ==z,

(a‘abeR, a<b)

a porovnejte ho s ptrikladem 2.19.
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Drikaz Cantorovy véty ponechme jako uzitecné cviceni ¢tenaram.

(Népovéda: zvolte pro kazdé n € N libovolné x, € M, a ukazte, Ze posloupnost (x,) je
cauchyovskd (a proto konvergentni) v X a Ze jeji limita x € X je prdvé onim hledanym

oo
jedingm prokem priniku (| My.)
1

n=

Definice 2.23. Bud X metricky prostor. Rekneme, 7e mnozina M C X je
o iidka, je-li int M = 0);

e 1. kategorie, je-li sjednocenim spocetné mnoha ridkych mnozin, tzn.

o
M = U M, , kde pro kazdé n € N je int M,, = 0;

)
n=1

e 2. kategorie, jestlize neni 1. kategorie.

Priklady 2.24. Uvazujme metricky prostor R s metrikou
o(z,y) := |z —yl.

Pak

1) kazda konecnd podmnozina {z1,x2,..., 2y} C R je fidk4,

2) mnozina N je Fidka,
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3) mnozina Q neni Fidka,

4) kazd4 (nejvyse) spocetnd podmnozina R je 1. kategorie (specidlné Q je 1. kategorie).

Véta 2.25 (Baireova). Necht X je dplng metricky prostor. Pak kaZdd neprdzdnd
otevrend podmnozina X je 2. kategorie. Specidlné: X je 2. kategorie.

Drikaz. Predpokladejme sporem, ze

) U C X je oteviend mnozina (2.5)

U= U M, , kde pro kazdé n € N je int M,, = 0. (2.6)

n=1

Diky (2.5) existuje a € U a ¢islo r > 0 takové, ze
Ula,r):=={z € X : po(z,a) <r} CcU(a,r) C{x € X : o(z,a) Sr}CU.
7 predpokladu int M; = ) plyne, 7e existuje bod a; € U(a,r) takovy, Ze

dist (a1, M7) := inf o(a1,z) >0

xe My

(to si rozmyslete podrobné!), a proto i kladné ¢islo 7 takové, ze

Uay,m1) N My =0, Ular,r1) C U(a,r), 0 <711 < g
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A dél postupujme analogicky: z predpokladu int My = @ vyplyvd, Ze existuje bod
ay € U(ay,r1) a ¢islo o tak, ze

U(CLQ,T’Q)QWQ=®7 U(CLQ,’I’Q) C U(al,r1)7 0< ro < %

Timto zpusobem lze sestrojit posloupnost neprazdnych uzavienych mnozin (U (@, rn)>,
pro které plati:

U>U(a,r) DU(ar,r1) DU(ag,m2) D ...,
Vn € N: Ulan,mm) N M, =0, (2.7)
diam U (an, ) < 21, — 0.
7 Cantorovy véty 2.22 vyplyva
[e.e]
Jre X: {z} = ﬂ Ulap,rn) C U.

n=1

Jenze: pro toto x mé soucasné platit

relU = D M, (viz (2.6)),

n=1

VneN: z ¢ M, (viz (2.7)).
A to je spor.
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Kapitola 3

Normovany linearni prostor

Definice 3.1. Normovanym linedrnim prostorem nazyvame kazdy vektorovy prostor X =
= (X, +, ), na némz je definovino zobrazeni (tzv. norma)

|-]: X =R
splnujici podminky:
(1) VzeX: ||z 20, |[z]| =0« 2z =0;
(2) (Vo € X) (Va € R) : [loz]| = |af - [J;
3) Vo,y € X o [lz +yll = [l + llyll-
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Je snadné nahlédnout: je-li X NLP,' je zobrazeni p: X x X — R definované predpisem

o(z,y) = llz -yl

metrikou na X. Méme tedy definovanou (tzv. silnou) konvergenci:

() ... posloupnost v NLP X, z € X

Zn = & & 0(tn, ) = ||2n — 2| = 0.

Definice 3.2. Normovany linedrni prostor X se nazyva Banachuv, jestlize je tiplny (vzhle-
dem k indukované metrice o(z,y) := ||z — y||).

Priklady 3.3. Uvazujme vektorové prostory definované v prikladech 1.3 a opatreme je
normou.

1) X = {1}, ||11] := 0 je Banachtv prostor.
2) X =R" (n € N) s eukleidovskou normou

lz|l = (@1, - oy )| == /22 + ... + 22

je Banachuv prostor.

Tuto zkratku asi nemusime vysvétlovat.
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a1 o
X

3) X =R" (n € N) s maximovou normou

el = (21, - o, @)l 7= max{fza], ..., [2n]}

je Banachuv prostor.

4) X =R" (n € N) se sou¢tovou normou
|zl = l|(z1, - -, zp)|| = |21| + ... + |20

je Banachuv prostor.

5) X = C((0,1)) se supremovou normou

[fIl:=sup |f(z)| = max [f(z)]
pro f € C((0,1)) je Banachiv prostor.

6) X =C((0,1)) s LP normou (1 < p < 00)

1

1= [ wpas)’

neni Banachuv prostor (ale je to NLP).

7) X =1P (1 £ p<o0)smnormou

ol = o= (3= )
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je Banachuv prostor.

8) X =1[°° s normou

[#]| = [|(zn) := sup |zx]
neN

je Banachuv prostor.

Véta 3.4. Bud (x,) posloupnost v Banachové prostoru X . Pak plati implikace

(o) (o]
Zl |zn]| <00 = ewxistuje nh_)rrc:o(wl L) len € X.
n= n—=

Diikaz. Definujme tzv. posloupnost édsteénych souétu (s,) predpisem

Sp =1 +To+ ...+ Ty

Pak pro kazdé m,n € N takové, ze m > n, plati
(o]

I$m = snll = [ @nt1 + Tns2 + - -+ Tll £ [@ngall + -+ 2wl £ D okl
k=n+1

o0 o0
Odtud, protoze z predpokladu Y |lzk|| < oo plyne > |lak|| — 0 pron — oo, snadno
k=1 k=n+1
odvodime, Ze posloupnost (s,,) je cauchyovska (v dplném prostoru X ), a tudiz konvergentni.
O
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Cviceni 3.5. Dokazte, ze v kazdém NLP X je norma spojitym funkciondlem, tzn. ze plati
implikace
Tn = = |z — ||z

Definice 3.6. Dva normované linearni prostory X a Y se nazyvaji izomorfnimi, existuje-li

zobrazeni (tzv. izomorfismus)
L:X—>Y

takové, ze
(1) L je linedrni

(tzn. (Vz,y € X) (Ve € R) : L(z +y) = Lz + Ly, L(ax) = aLz),

(2) L je vzéjemné jednoznacné (tzn. prosté a na);
(3) (kK €RY) (va € X): kllollx < |Lally < K Jollx.

Plati-li navic, ze kK = K = 1, nazyvame prostory X a Y izometricky izomorfnimi a zobra-
zeni L izometrickym izomorfismem X na Y.

Definice 3.7. Dvé normy |/-||; a |/-[|, na vektorovém prostoru X se nazyvaji
ekvivalentnimi, existuji-li konstanty k, K € RT takové, ze

Vz e X kllzlly = [lzfl; = Kl
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1849
Pozorovani 3.8. Jsou-li normy |- ||; a || - || ekvivalentni na X, plati ekvivalence v 5
- NS
& $
% <

[2n —2lly =0 & [lan -zl =0,

tzn.
ZAPADOCESKA
Tp — T = Tpn — . P> univerzima
VPLZNI

(vzhledem k || - ||;) (vzhledem k || - ||2)

Véta 3.9. Necht
e X je NLP,
e dimX =n e N.

Pak X je izomorfni s R" (s eukleidovskou normou,).

Diikaz. Bud {z1, ..., z,} néjaka baze X (viz 1.14).
Definujeme zobrazeni L : R™ — X predpisem

n
La=L(ag, ..., ap) = Zaixi.
i=1

Ukéazeme, ze L je izomorfismus.

e [ je zfejmé linedrni.
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AZIRINA
e L je prosté a na (to plyne — a rozmyslete si podrobné jak — z definice béze 1.13). . o7
R 5
e Va=(ag,...,a,) € R": rarS
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n n n n
Lo =1 2 asmill = 2 Nlewmall = 2 el - flaill = max{lzall, ..., flanll} - 2 Jodl = D
1= 1= 1= =

n
= max{lzll, - flznll} - 2 floll = max{liaall, .- l2nll} -0 -flof = Kol
i= ~-

Dokazali jsme, ze
(EIK € R+) (Vo e R") : ||Laf| £ Ko (3.1)

Zbyva ndm dokazat:
(3k € R+) (Vo e R™) . kllaf = || Lol
Uvazujme nyni funkci f : R®™ — R definovanou predpisem

f(@) := || Lall.

Funkce f je ziejmé spojita:"
Oy = = |lapg—a|| >0 =
= |lLam — Lol = [[L(am — a)|| = Kllam —af =0 =

= Lo, — La = ||Lan| = |[|[Lal| = flan) — f(a),

'"Rozmyslete si — s pomoci (3.1) a 3.5 — kazdou z nasledujicich implikaci!
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VIRV
a proto existuje (viz Weierstrassovu vétu)' v 57
min { f(¢) : [|¢]| = 1}. 2
Protoze L je prosté a L(0) =0, je f > 0 na mnoziné {§ eR™: €|l = 1}, a tudiz
. P Gnvenaa
ke min {£(&): i€l =1} > 0. D

Odtud jiz snadno plyne

Ya € RO, oo, O} 0l =llal -2 (725 [ =l £ (75 ) 2 #helL

[lee]

a proto taky
(Elk € R+) (Vo € R") : k|af £ || La]|.

Dokazali jsme, ze L je izomorfismus R™ na X.

Cviceni 3.10. Pokuste se dokézat nasledujici tvrzeni.

1) Kazdy normovany linedrni prostor kone&né dimenze je Banachuv.
2) Kazdé dvé normy v prostoru kone&né dimenze jsou ekvivalentni.

3) Kazdy podprostor kone&né dimenze NLP X je uzavieny v X.

!Ta mimochodem plyne z tplnosti R.
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Priklad 3.11. Uvazujme na vektorovém prostoru X = C((0,1)) dvé normy:

1
17l = sup £ @) £l = /0 (@) da.

z€(0,1)
Uz vime, ze X s normou || - ||; je Banachiv prostor a ze X s normou || - ||, neni Banachiv
prostor. Odtud jiz snadno plyne (rozmyslete si podrobné!), ze normy || -||; a || - ||, nejsou

na X ekvivalentni, a proto X nemé konec¢nou dimenzi.

Definice 3.12. Bud Y NLP a bud M C Y. Rekneme, 7ze M je hustou podmnozinou Y,
plati-li

Y =M :={y €Y : existuje posloupnost (x,) v M takova, 7e x, — y (v Y)}.

Priklad 3.13. Uvazujme NLP R. Pak Q je hustou podmnozinou R.
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Poznamka 3.15. Vyse uvedeny Banachtv prostor Y — tzv. ziplnéni X — je urCen az na
izometricky izomorfismus jednoznacneé.
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Kapitola 4 D

Prostor se skalarnim soucinem

Definice 4.1. Prostorem se skaldrnim soucinem nazyvame kazdy vektorovy prostor X =
= (X, +, ), na némz je definovino zobrazeni (tzv. skaldrni soucin)

() XxX—>R
splnujici podminky:

(1) Yy € X : =+ (z,y) je linedrni zobrazeni na X,
(2) Vo,y € X o (2,9) = (y,2),
B)VeeX: (z,2) 20, (z,2) =0& 2 =0.
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D4 se snadno dokazat: je-li X prostor se skaldrnim soucinem, je zobrazeni
I -] : X — R definované predpisem

]| =/ (2, 2)

normou na X.' MfiZeme proto prostory se skaldrnim souc¢inem vnimat jako specidlni pii-
pady NLP.

Definice 4.2. Prostor X se skaldrnim souc¢inem se nazyva Hilberttv prostor, jestlize je
iplny v indukované metrice

o(z,y) = lz —yll= v —y,z—y).

Priklady 4.3. Podivate-li se na normované linedrni prostory uvedené v 3.3, nebudete na-
sledujicimi priklady vibec prekvapeni.

1) X = R" se skaldrnim sou¢inem
n
(€,9) =151 + .. + Tl = > Tklk
k=1
(x: (1y ooy Tn), ¥y = (Y1, -+ Yn) GR”)

je Hilberttv prostor.

'Mluvime o normé indukované skaldrnim souc¢inem.
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2) X = [? se skaldrnim souc¢inem

0o
(.’E, y) = anyn
n=1

(*’E = (%n),y = (yn) € l2)

je Hilberttv prostor.

3) X = C((0,1)) se skalarnim soucinem

1
(f,9) == /O f(@)e(z) dz
(f.9 € C((0, 1))

neni Hilbertuv prostor.

Véta 4.4 (o Cauchyho — Schwartzové — Bunakovského nerovnosti).
Necht X je prostor se skaldrnim soucinem. Pak pro kazdé x,y € X plati

(@ 9) = V(@ 2) -V (y9) = [zl - [yl
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Dikaz. Bud z,y € X dano.

1) Je-li y = 0, plyne pfimo z vlastnosti skaldarniho souc¢inu, ze

a neni proto co dokazovat.

2) Je-li y # 0, plati pro kazdé ¢t € R:

0= (z +ty,x +ty) = (z,2) + 2t(z,y) + t* (1, ),
N

a proto prislusny diskriminant musi byt nekladny, t;j.

(2(2,))* - 4y, v)(z,7) £0.

Odtud jiz snadno vyplyva dokazovana nerovnost.
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Ukazali jsme si, ze skalarnim soucinem je vzdy indukovana norma. Neni vSak pravda,

ze kazda norma je indukovand néjakym skaldrnim soucinem.




Prostor se skalarnim soucinem 53 3 5 S

VIRV
Véta 4.5 (rovnobéznikové pravidlo). % -
R S
i) Necht X je prostor se skaldrnim soucinem. Pak pro indukovanou normu oS
1= )
ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
plati tzv. rovnobéznikové pravidlo: D v Rz
Vo,y € X |z +yl* + o — yl* = 2(ll® + lyll®). (4.1)

ii) Necht X je normovany linedrni prostor, v némz plati rovnobéznikové pravidlo (4.1).
Pak zobrazeni definované na X x X predpisem

1
(@) = 7 (le+yI* = ll= = )

je skalarnim soucinem na X, ktery indukuje danou normu.

Dikaz ponechme jako dobrovolné cviceni.
Piiklad 4.6. Uvazujme vektorovy prostor R? s maximovou normou
]| = [|(z1, z2)[| := max{|z1], |z2|}

a zvolme

z=(1,0), y=(1,1).
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Pak
J;+y:(27 1)a r—Yy= (Oa_l)a “7

lz+yl>+ [z —y|>=4+1=5,
2(]l#]1 + [lyl*) = 2(1 + 1) = 4, D D Lramoctsia

V PLZNI

a proto maximova norma || - || neni indukovand zadnym skaldrnim soucinem (viz vétu 4.5).

Umluva 4.7. A7 do konce kapitoly budeme symbolem ,,H“ rozumét Hilbertiiv prostor se
skalarnim sou¢inem (-,-) a indukovanou normou || - || = /(-, ).

Definice 4.8. Prvky z,y € H se nazyvaji ortogonalni, je-li

(z,y) = 0.

Systém {z, : v € I'} C H se nazyva ortogonalni, plati-li

Vi1 €T: m# 1 = (@y,2,) =0].

Systém {z, : v € I'} C H se nazyva ortonormalni, plati-li

0, je-li y1 7 72
(tzn. {z, : v € I'} je ortogonalni systém),
v717’72 gl ($717I72) =
L jelim =72
(tzn. Vy e T': ||lz4|| = 1).
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Pozorovani 4.9. .
“ IsTRavY, 7
) S
/c,m. ““\Qﬁ

i) Ortogondlni systém {x~ : v € I'} C H nenulovgch prvki je linedrné nezdvisly.

Diikaz. Bud z1, ..., x, libovolné navzajem ruzné prvky z {z, : v € I'} a bud o az
e €1 ks S
V PLZNI

L

oa1r1 + -+ apr, =0 =

= [Vie{l,...,n}: (alxl—i—---—l—anmn,xi):(O,xi):O] =

n
=>[Vi€{1,...,n}: Zak (g, ;) =ai(xi,xi)=0] =
k=1 v N
=0, #0
je-li k # 4
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ii) Necht {e1, ..., en} C H je ortonormdlni bize podprostoruY C H' a nechty € Y. Pak ‘_ 7
G <
N S

n n O $
Yy = (y7ek')ek7 “yH2 = Z ’(%‘%)’2- >
k=1 k=1
D ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
Diikaz. Je-li y € Y, existuji ¢isla ay, ... a, € R takova, ze VPN

n
= e
k=1

a proto pro kazdé j € {1,...,n} plati

n n
(y,5) = (Z ak%&j) = aler,ej) = aj,
k=1 k=1

neboli

n
y=> (y,er)ex
=il

Podobné snadné je dokazat tvrzeni tykajici se normy y:

n n n n n n
2 2 2
Iyl = [ D aner, > aje; | =D onajlen,e) =Y of =D |y en)l.
k=1 j=1 k=1 j=1 k=1 k=1
'Tzn. Ze {e1,...,en} je ortonormalni systém a soucasné Y = Lin {e1,...,e,}, neboli

My eY)(Bar,...,an €ER): y= Zakek.
k=1




Prostor se skalarnim soucinem

Zobecnénim tohoto pozorovani je nasledujici véta.




Prostor se skalarnim soucinem 58

Dikaz. Bud x € H dano.

Nejdiive si uvédomme, ze

n n n
||x—2akek\|2: x—Zakek,x—Zajej =
k=1 k=1 j=1

n n

n
=llzl* —2) awlz,er) + ) o) |(z )’ =
k=1

k=1 k=1
n n

2

= lzl® =D 1@, ex)> + D |(x,ex) — x|,
k=1 P

kde aj, ..., a, € R, bude nejmensi, bude-li

Z !(ac,ek) = ak‘2 =0,
k=1

to znamené, bude-li
Vke{l,...,n}: ar = (z,eg).

Zvolime-li proto
n

y=>Y (z,er)er €Y,

k=1
plati pro kazdé z € Y \ {y}, ze
Iz = 2] > [l = yll

ol
&7

S
<

‘ e 94 »
) STRAN
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&
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Navic plati (viz predchozi pozorovani 4.9) i tvrzeni ii).
Zbyva dokazat tvrzeni iii). Bud
n
Z = chej ey,
j=1
kde c1, ..., ¢, € R, zvoleno libovolné. Pak
n n
(fE -V, Z) = (iL‘ - Z(a;?ek)ekv chej) =
k=1 j=1
n n n
= ch [(.’L’,GJ) - Z(l’,ek)(ek,ej)] = ch [(.’I},ej) - ($,€j)] =0.
j=1 k=1 j=1
O

R
57

S
<

“ 2, 'S
) STRAN
% v
Ckj ““\‘\

&
S

=

2,

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L
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VIR
1849
Véta 4.11 (o Fourierovych rfadach). Necht
AL\ <2k
NI
{el, €, ..., €n, .. } oy oW
je ortonormdlni systém v Hilbertové prostoru H. onbotesk
Pak plati P vurverama
o
)Vee H: Y |(x,e,)]> £ ||z]|> ... tzv. Besselova nerovnost,
n=1
.s . . . n ozZNn. s . v
ii) Vo € H : ezistuje lim Y (z,ex)er = > (z,ex)ek ... tzv. Fourierova rada x,
N0 =1 k=1

o (ee)
iii) Va € H : [xz > (e,en)en & [zl = 3 [(x,en)P

n=1

... tzv. Parsevalova rovnost.

Diikaz.
Ad i). Z véty o aproximaci 4.10 vyplyva, zZe

(Vze H)(YneN): 0S alf’ = Y |z e,
k=1

a proto

Vo e H: Y |(z,e) < 2]l
k=1
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m

2\ IsTRAvY,
S Q\I5TRAY
TRA Q

Ad 11) Definujme posloupnost (s,) v H predpisem oS

n

Sp 1= Z(w,ek)ek.

k=1

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L

Pak pro m > n plati

m m
||5m_5n||2 = ( Z m ek €k, Z m » €k ek)

k=n+1 k=n+1
m oo
= Y l@wen)lP S D |(mer)f
k=n-+1 k=n+1

a navic (viz — jiz dokdzanou — Besselovu nerovnost)

o0

Z |(z,e)|> = 0 pro n — oo.
k=n-+1

Odtud plyne, Ze posloupnost (s,) je cauchyovska, a proto konvergentni v Gplném
prostoru H.

Ad 111) Staci si uvédomit, ze z véty o aproximaci 4.10 vyplyva

n
lz = sal® = ll2ll* = > I(z, ex) P,

k=1
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a proto .
“ IsTRavY 7
o o
/05'4' 5 “\“v

[ee)
(@,en)en & llz—sall® =0 & [l =) |(z,e).
k=1

M

n=1

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA

A4

V PLZNI

Definice 4.12. Ortonormalni systém
{61,62, daag en,...} CH

se nazyva ortonormalni bazi prostoru H, plati-li

Vee H: x= Z(x,en)en.

Cviceni 4.13. Definujme pro kazdé n € N posloupnost
e, :=0,0,...,0,1,0,0,...

(n-tym ¢lenem posloupnosti e, je ¢islo 1, ostatni ¢leny jsou nulové).

Dokazte, 7ze {e, : n € N} je ortonormaln{ baz{ Hilbertova prostoru /2.
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VRN
1849
Nésledujicimu prikladu plné porozumite, az se sezndmite s Lebesgueovym integralem
Lo 2 1 A\ T
a Lebesgueovymi prostory L=(£2). ) 7S
/0"‘ ““\‘\

Priklad 4.14. D& se ukézat, Ze systém funkci
1 1 ]_ ZAPADOCESKA
——, —cos(nzx), —=sin(nz) : n € N} D > UNVERZITA
v o sin(n)
je ortonorméalni bazi Hilbertova prostoru

L2(0,2) = O((0, 2m)). 02

Plati proto pro kazdou funkci f € L?(0,27) (a tedy i pro kazdou funkei f spojitou na
(0, 2m)), 7e

o
flz)= % + Y (ancos(nz) + by sin(nz)),
n=1
kde
1 2w
ap = — (x) cos(nx) dz, n € NU{0};
T Jo
1 21
b, = — (z)sin(nz)dz, n € N.
T Jo

1V tuto chvili pouze prozradme, ze prostor L?(0, 27) je ztplnénim prostoru C((0, 27)) uvazovaného s nor-
mou indukovanou skaldrnim souc¢inem

(f,9) = ! f(z)g(z)dz.

0
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7RIV
1849
o0
Pozor! Konvergenci fady Y ... zde rozumime konvergenci v normé prostoru L?(0,27), \C. 7
n=1 ) o
5
tzn. Ve o

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA

1

Hf(a:) - (% + Z (ak cos(kx) + b sin(kx))) H — 0 pron — oo.
k= L2(0,27) D

V PLZNI

Poznamka. Podobné se dd ukazat, ze kazdy ze systému

{% \/g cos(nz) : n €N},
{\/g sin(nz) : n € N}

je ortonormalni bazi Hilbertova prostoru L?(0, 7).

Véta 4.15 (Schmidtav ortonormalizaéni proces). Necht
{rn: neN}CH

je takovd mmnozina, Ze pro kaZdé n € N jsou prvky xi,x9,...,x, linedrné nezdvislé.
Pak existuje ortonormalni systém {e,: n € N} C H takovy, Ze

VneN: Lin{xi, ..., zp} =Lin{e1, ..., ep}.
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VIR
1849
Diikaz. Ovéite, ze staci polozit (viz vétu 4.10): ® o7
< S
n ‘:’4'/0“ ““\‘%“’0
. Tntl — O (Tn+1,©k) €k
1 = .
e := W, ent1 = knl pro kazdé n € N.
1
nes = 35 @nsr,ex) el D y s
k=1 V PLZNI
O

Véta 4.16. Necht Hilbertiv prostor H je separabilni (tzn. Ze existuje jeho hustd spocetnd
podmnozina). Pak existuje jeho — nejvySe spocletnd — ortonormdlni bdze.

Diikaz. Je-li dimenze prostoru H kone¢n4, je tvrzeni trivialni. Predpokladejme proto navic,
ze dim H = oco. Bud M hustou spoc¢etnou podmnozinou H, tzn.

M={xy,...,Tn,...} CH, M = H.

Ziejmé plati:

{z1,, ..., Tn,...} =Lin{z1, ..., zpn,...} = H.

Budeme-li z posloupnosti (x,) postupné vynechévat ty prvky, které jsou linedrni kombinaci
prvki predchézejicich, ziskdme posloupnost vybranou z posloupnosti (z,,) (zna¢me ji stejné)
takovou, ze Lin{xq, ..., ,...} = H a ze mnozina {x1, ..., Tp,...} je linedrné nezavisla.

Sestrojme nyni pomoci Schmidtova ortonormaliza¢niho procesu ortonormalni systém
{e1,€2, ..., epn,...} C H takovy, ze

Vn € N: Lin{zi, ..., z,} = Lin{ey, ..., ey},
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a proto
Lin{z1, ..., p,...} = Lin{ey, ..., ey,...} = H. (4.2)
Ukazme, ze {ej, e, ..., €y,...} je ortonormdlni bazi H, tzn. Ze pro kazdé x € H je
o0
x= Y (x,e,)e,. Bud x € H déno.
n=1
Pak existuje (viz (4.2)) posloupnost (y,) v H takovd, Ze
limy, = =z,
(Vn e N)(m, €N, my, 2n): y, € Lin{er,eq, ..., em,
Odtud a z véty o aproximaci 4.10 plyne
mn
0= |l2l* =D (= ex)® < [lz — yall> = 0 pro n — oo,
k=1
a tedy i Parselvalova rovnost
o0
lzl1* =) (=, ex)?,
k=1
a proto (viz vétu 4.11)
o0
7 = Z(m,en) €n.
n=1
O

ol
&7

S
<

‘ e 94 »
) STRAN
% v
0"4- ““\‘\

&
S

-

2,

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L




Prostor se skalarnim soucinem 67

Poznamka 4.17. Pojem ortonormalni baze lze zobecnit i pro nespocetné ortonormalni
systémy — uzitim tzv. zobecnénych fad. Pomoci Zornova lemmatu ' se pak dé dokazat, ze
kazdy Hilbertiv prostor ma& ortonormdlni bazi.

Priklad 4.18. Je zndmo, Ze mnozina vSech polynomu je husta v C'((—1,1)), a proto
iv L?(—1,1). Tzn.

Lin{L, 2,22, ..., a7, ]V = 121 1),
Odtud — protoze mnozina polynomt
{1,z,2%, ..., 2", ..} (4.3)

je linedrné nezavisla® — plyne, ze Schmidtovym ortonormaliza¢nim procesem ziskdme z (4.3)
ortonormalni bazi L?(—1,1) tvofenou (tzv. Legendreovymi) polynomy:

(25, YTz VI
4 4

27 2 0

(322 — 1), X2 (543 — 3z), }

Cviceni 4.19. Dokazte, ze ortonormalni systém {e,, : n € N} C H je bazi H pravé tehdy,
je-li aplny, tj. plati-li implikace

[te H A (w,e,) =0prokazdé neN|] = z=0.

1Zornovo lemma je jedno z tvrzeni ekvivalentnich s tzv. axiomem vybéru.
2A rozmyslete si pro¢!

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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VIRV
Véta 4.20 (Rieszova — Fischerova). Kazdy separabilnt Hilbertiv prostor nekonedné . 5
dimenze je izometricky izomorfni s 1. ) 4

/05'4' ““\Qk
Dusledek 4.21. Libovolné dva separabilni Hilbertovy prostory nekoneéné dimenze jsou D
izometricky izomorfni. > uvenzi

Drikaz. Bud H separabilni Hilberttv prostor takovy, ze dim H = oo, a bud
{en : n € N} ortonormalni baze H (ta, jak uz vime, existuje!).

Pak - -
VeeH: z=) (z,en)en, [z]>=_ |(z,en).
n=1 n=1

Definujeme zobrazeni L : H — 1% pfedpisem

Lz = ((z,en)).

Pak plati

e [ je linearni, protoze pro kazdé x,y € H a kazdé a € R plati

L(x + y) = (('r + y:en)) = (('rven) + (yaen)) = ((I7en)) + ((yaen)) = Lz + Ly,

L(azx) = ((ozx,en)) = (oz(a:,en)) = oz((x,en)) = alLuz;
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AZIRINA

e [ je prosté, protoze pro kazdé x,y € H plati ¢ 5
Lr =Ly = ((xaen)) = ((y7en)) = [Vn EN: (z,en) = (yaen)] = x>

:>[VneN: (w—y,en):O]:Mv—y:0:>ﬂ; D onnateent

e L je na, protoze pro kazdé () € [? existuje y € H : Ly = ()

(Bud’ (7,,) € [? ddno. Definujme posloupnost (y,,) v H piedpisem

n
Yn = Z TkCl.
k=1

Pak pro kazdé n,m € N, n > m, je

n 2 n o0
llyn — ym||2 = Z TrCk|| = Z xz = Z xz,
k=m+1 k=m+1 k=m+1

a navic
o
2
x, — 0 pro m — oo,
k=m-+1

a tedy (yn) je cauchyovska v H. Z tplnosti H pak vyplyva, ze existuje y € H takové, ze
Yn — y. Snadno lze nahlédnout, ze pro toto y pak plati

. g ]
Y= anen = Z(y,en)ena
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L]

a proto1
IsTRavY 7
<

®
Ly = (xn)) 5 4‘4‘/‘.,(4_ ““\"g
e [ je izometrie, protoze pro kazdé x € H ziejmé plati

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA

V PLZNI

oo
2 2
213 =Y (@, en)* = [ L]z
n=1

Dokézali jsme, Ze L je izometricky izomorfismus H na [2.

1Opét dobry divod k zamysleni.
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OPERATORY V NLP
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Kapitola 5

Spojita linearni zobrazeni

Definice 5.1. Bud X netrivialni NLP a Y NLP. Rekneme, Ze zobrazeni (operator)

f:X =Y mé v bodé zp € X limitu a € Y (a piSeme li_>m f(z) = a), plati-li pro kazdou
T—T0

posloupnost (x,) v X \ {z¢} implikace

o # Tn — o = f(z,) — a.




Spojita linearni zobrazeni 73 P S 0

2 TR
Definice 5.2. Bud X,Y NLP. Rekneme, 7e zobrazeni f : X — Y je spojité v bodé ‘.7
xo € X, plati-li pro kazdou posloupnost (z,) v X implikace ‘“‘:»,,/0 “é“
KA oW

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA

Tn = xo = f(xn) = flxo). | ¢ D

V PLZNI

Rekneme, 7e f je spojité na X, je-li spojité v kazdém bodé z € X.

“Neprehlédnéme: je-li navic prostor X netrivialni, je

f spojité v bodé zp & lim f(z) = f(zo).

T—x(

Definice 5.3. Bud X a Y normované linedrni prostory. Linedrni zobrazeni A: X — Y
se nazyva omezené, existuje-li nezaporné cislo k € R takové, ze

Ve e X : ||A@)lly = k-

Véta 5.4. Bud X,Y NLP. Necht A : X — Y je linearni zobrazeni. Pak nasledujici
turzend jsou ekvivalentni:

i) A je spojité v kazdém bodé x € X,
ii) A je spojité v 0,

iii) A je omezené.
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Diikaz.
i) = (ii) ...zfejmé.
ii) = iii). Nejdfive si rozmysleme, ze
A je spojité v 0 < [(Ve>0)(36>0) (Vo € X): [z —0| <é= ||[A(z) — A(0)] < 6},

(5.1)
a potom volme ¢ = 1 a dosadme do (5.1) (A je linearni) A(0) = 0. Dostaneme tak tvrzeni

(36> 0)(Vz € X): ||z <6 = |A(2)| < L.

Nyni polozme
k= 2
=5
Pak pro kazdé x € X plati:

ex=0 = [JA@)[ = [[AO)[ = 0] = 0= K0} = & ||z,

)

—f<i= HA(g W)H =3 L llA@) <1,
|||

a proto [|A()|| < 3llz]| = k

iii) = 1). Staci si uvédomit, ze

0 < [|A(zy) — A()]| = |A(zpn, — z)|| £ Kk ||z — || — 0, pokud z,, — =.

m

2\ IsTRAvY,
S Q\I5TRAY
TRA Q

%
Y, 5
70, i v “\Q‘v

L
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2 7ORS
Poznamka 5.5. Takze jsme vlastné dokazali, ze
A\ <2
R 5
spojity linearni operator = omezeny linearni operdtor. LS
Priklad 5.6. Uvazujme prostor X = C((0, 1)) s normou D e
V PLZNI
]| ;= sup |z(t)]
te(0,1)

a spojitou funkci
K: (0,1) x (0,1) = R.

Pak zobrazeni A: X — X definované na X predpisem

(Az)(t) = /O K(t, 5)z(s) ds

je spojité na X.
Diikaz. Protoze A je ziejmé linearni, stac¢i dokézat, ze A je omezené. To je ale velmi

snadné, protoze pro kazdé x € X plati

|Az[| = sup
te(0,1)

1
/ K(t,s)x(s)ds
0

1
< / K (2, 8)] - ()] ds <
te(0,1) Jo

s sup |K(4s)] - ol = E =],
(t,5)€(0,1)x(0,1)
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2\ IR
kde nezdporné realné konstanta

P v7

‘:’4'/ é"»\

k.= sup |K(t,s)| = max |K(t, )| AT
(t,5)€(0,1)x(0,1) (t,5)€(0,1)x(0,1)

nezavisi na volbé z € X. O [‘ p ZAravocesih

V PLZNI

Oznaceni a definice 5.7. Bud X a Y normované linedrni prostory. Symbolem £(X,Y)
zna¢me mnozinu vSech linedrnich zobrazeni X do Y spojitych na X.

Definujme pro kazdé A, B € L(X,Y) a a € R zobrazeni A+ B, aA € L(X,Y) predpisy
(A+ B)(z) := A(z) + B(z),
(aA)(x) == aA(x).

D4 se ukazat, ze spolu s témito operacemi je £(X,Y’) vektorovym prostorem.

Navic, zobrazeni || - || : £(X,Y) — R definované predpisem
[All == sup [|A(z)]ly
z e X
llzllx =1

je normou na L(X,Y).

Shrnuti:

‘ L(X,Y) je normovany linedrni prostor.




Spojita linearni zobrazeni 77 P S 0
IR

Definice 5.8. Bud X NLP. Prostor vsech spojitych linearnich funkcionalti na X, tzn. . o7

normovany linedrni prostor

X* = L(X,R) s
° )
S normou o
ZAPADOCESK
Al= sy 4@, o> sz
llzll 1

nazyvame dualnim prostorem k X.

Poznamky a tvrzeni 5.9.

)| Ae L(X,Y), BeL(Y,Z) = BoAec L(X,2)

(a navic |Bo Allzx.2) = 1Bllgviz) - 1Al x ) -

i) 4. X 5 Y, kde X a Y jsou NLP,

A je lineédrni na X, = A je spojité na X.

dim X < oo

Pozor! Tvrzeni neplati bez predpokladu dim X < oo, tj. je-li dim X = oc.
Jako protipriklad lze volit:

X = C'((0,1)),Y = C((0,1))
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(oba prostory se supremovou normou ||z|| ;= sup |z(¢)]),
te(0,1) T 7
> <

S
A: X =Y, Alx) =1,
Pak A je zfejmé linearni zobrazeni na X. Nyni uvazujme posloupnost (x,) v X, Pctaeeaa
jejimiz ¢leny jsou funkce definované predpisy UG

xn(t) :=1t".
Pak pro kazdé n € N plati

lznll = 1, [|Azn|l = sup |(Azy)(t)] = sup [nt" | =n,
t€(0,1) t€(0,1)

a proto A neni omezené na kouli

{reX: [z =1},

coz znamend, ze A neni spojité na X.

i) | x . NLP,

} = L(X,Y) je Banachtiv prostor.

Y ... Banachuv prostor

Specialné:

|X * je Banachuv prostor.

Diikaz uvedenych tvrzeni ponechme jako vyzvu a velmi vhodné cviceni ¢tenaitm.
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VIRV
Véta 5.10. Necht X je NLP a necht f : X — R je linedrni zobrazent na X.® Pak f v 7
je spojité na X prdavé tehdy, je-li N 4
x>
Ker f:={ze X: f(z)=0}
ZAPADOCESKA
(tzv. jadro zobrazeni f) uzavrenym vektorovym podprostorem X . D > UNIVERZITA

“Nékdy mluvime o linedrni formé na X.

Drikaz. Nejdiive si vSimnéme, ze plati implikace
r,yeKer f = 0= f(z)+ fy)=fle+y) = x+ye€Ker f,

aeRzxeKer f = 0=af(x) = flaxr) = ax € Ker f,

a proto (viz cviceni 1.6)

Ker f je vektorovim podprostorem X.

Zbyva nam dokéazat ekvivalenci

f je spojité na X < Ker f je uzaviena podmnozina X, tzn. Ker f = Ker f.

Dikaz ,=“ plyne pfimo ze spojitosti f, protoze

Ker foz, vz€eX = 0= f(z,) = f(z) = f(z)=0 = z € Ker f.
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Dtkaz ,«<“. Jeli f = 0, je tvrzeni ziejmé. Neni-li f = 0, existuje v € X takové, ze
f(v) # 0, a mizeme vzit

v e X.

1
f(v)
Pak

flu) =1 (5.2)
a navic

d:= inf —y|l > 0.
it fu—y]

(Nerovnost d > 0 mtzeme ovérit — diky predpokladu, ze jadro Ker f je uzaviené — sporem:
d=0 = [existuje posloupnost (y,) v Ker f takovd, ze ||u — y,| — 0] =
= Yy, > u = u € Ker f,
a to je spor s (5.2).)
Neni tézké zkontrolovat, ze pro kazdé x € X, pro néz f(x) # 0, plati

f@)u—=z
()
———

eKer f

[zl = 1f (@)u+z = f(z)ull = [f(2)] - lu— 12 [f(=@)]-d,

a proto
1
Vo e X : |f(@)| £ < all

Zjistili jsme, ze f je omezené, a tudiz spojité na X.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Véta 5.11 (o ortogondlni projekci v H-prostoru).

@:

Necht M je uzavreny vektorovy podprostor Hilbertova prostoru H.®
Pak
(Ve € H)(3'Pz € M) : ||z — Pz|| = inf ||z —y].
yeM

ZAPADOCESKA

> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Navic, pro (timto zpisobem definované) zobrazeni
P: H—->M

plati:
i) (Vxe H)(Vy e M) : (x — Px,y) =0, o

ii) Pe L(H,M),

81. strana ze 142

iii) Vz € H : ||Pz|]? + ||z — Pz||®> = ||=|%.

[=]
[£]
=]
[=]

d
i

(Zobmzem’ P se nazyvad ortogondlni projekce na M )

%To znamena: .
0#M=MC H,

(Vz,ye M)(Va €R): [z+yeM A azec M].

(Porovnejte vétu o ortogondalni projekci s vétou o aproximaci 4.10.)

Zavrit dokument

l Cels obrazovka/Okno
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Dikaz.

o Existence Pz.
Bud = € H ddno. Uvazujme posloupnost (y,) v M takovou, ze

1
d:= inf |z —y| S|z —yal <d+= 5.3
Jnf lz —yll = llz —yall <d+ - (5:3)

(takova existuje!). Pak pro kazdé m,n € N diky rovnobéznikovému pravidlu 4.5 plati:

lyn — ym”2 = |lyn — = — (ym — x)HZ =

= 2lyn = 2ll* + 2llym — 2> = llyn — 2 + ym — z[* =

_|_
= 2|lyn — 2ll? + 2 lym — o2 — 4 || L2 o <
——

eEM
1\° 1)° 4d 4d 2 2
§2(d+—) +2(d+—> —4d2:—+—+—2+—2.
n m n m n m
Odtud jiz snadno plyne, ze posloupnost (yy,) je cauchyovska v aplném prostoru H, a proto
dPx e H: y, — Px.
Zbyva ndam ukézat, ze bod Px ma pozadované kvality.

Protoze pro kazdé n € N je y, € M a M je uzavienad mnozina, je Px € M.
Navic, z konvergence y,, — Pz, spojitosti normy (viz 3.5) a nerovnosti (5.3) plyne

T—yp =2 —Px = |lx—y,|| — ||z — Pz|| = |z— Pz| =d.
——— —_—

—d

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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83 P oS

e Jednoznacnost Px.
Bud

|z = Pz = ||z — Poz|| = d,
kde Pyz, P,z € M. Potom (podobné jako pred chvili):

|Piz — Poz||? = |Piz —z+ 2z — Pox|? =

=2||Pz — ;E||2 +2||x— P233”2 —|Pix—z—x+ Pgm||2 =

2 <4d® - 4d? = 0,

= o +2d? — 4| TR g

—_—
eM

a proto Pix = Psx.

e Vlastnost i).
Bud x € H a y € M déano. Pak pro funkci

o(t) = llz — (Px —ty)|?: R—R
plati, ze
min ¢(t) = ¢(0).

teR

Odtud plyne: existuje-li ¢'(0), je ¢'(0) = 0.
Snadno zkontrolujeme, ze pro kazdé t € R je

¢(t) = (¢ — Pz +ty,z — Pr+ty) = ||z — Pa||* + 2t(z — Pz,y) + * |ly|l?,

&
S

R
57

S
<

( e 94 »
) STRAN
% D
4 ““\‘\

-

2,

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L
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R

&
S

-

a proto \ . o7
¢'(0) =2 (xz — Pz,y) = 0. NI

O
%) <

STRAVY,
0"4' ““\‘\‘

e Vlastnost ii).

Nejdfive dokaime, ze P je linearni: ZAPADOCESKA
UNIVERZITA

V PLZNI

L

Vr,y € H:

HP(x—i—y)—(Pm—i—PyzH2= (Pz+y)—(z+y)+ (z+y) — (Pz+ Py),z) =

='zeM

=—(z+y—Px+y),2)+(x— Pz,z)+(y— Py,2z) = 0,

[ J/

~~ ~

=0 =0 =0
a proto
P(z+y) = Pz + Py;

(Va e R) (Vx € H):

| P(ax) — aPx H2 = (P(az) — az 4+ ar — aPz,z) =
—_———

ozn.

='zeM

= — (az — P(az),2) + a(z — Pz,2) =0,

-0 =0
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R

&
S

=

a proto \ . o7
P(az) = aPx. N Y

»
STRAN (.\}
4,
70, i v “\"v

Zbyva dokazat, ze P je spojité, tzn. omezené: ZAPADOCESKA
UNIVERZITA

V PLZNI

L

Yz e H: |Pz|?> = (Pz — 2+ =z, Px) = — (x — Pz, Pz ) +(z, Pz) < ||| - || Pz,
eM
——— —
=0

a proto || Pz| < ||z
e Vlastnost iii).
Vo € H:

|Pz||? + ||z — Pz|® = (Pz, Pz) + (x — Pz,z — Pz) = (Px, Pz) + (z — Pz,z) =

= (Pz, Pz) + (z,z) + (—z, Px) = —(z — Pz, Px) + (x,x) = ||z|°.
-0
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Pozorovani 5.12. Bud H Hilbertiv prostor a bud y € H libovolny bod. Pak zobrazeni
A : H — R definované predpisem

Az = (z,y)
je lineérni a omezené (|[Az| = |Az| = [(z,y)| < ||l - |lyl])-
Je proto
Ae H*.
Navic plati
[All - = lyllg -

Dukaz rovnosti norem rozdélme na dvé ¢asti:

e je-li y =0, je

e je-li y #£0, je

IA] = sup |(z,y) < sup (llz]l - llyll) = llyll,

=<1 ll=f|=1

= [[All = llyll-

1
Al = ALY = (L) = — - |ly|2 =

<
57

S
<

( e 94 »
) STRAN
% D
4 ““\‘\

&
S

-

Q

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L
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VIRV
Je tedy — ve zfejmém smyslu —
HC H* R A
’*’0#4' ““\‘c}*
Nésledujici véta ukazuje, ze tuto inklusi lze i obratit.
ZAPADOCESKA
- . . ’ UNIVERZITA
Véta 5.13 (Rieszova o reprezentaci). D v pLzn

Necht H je Hilbertiv prostor a necht f € H*. Pak
(Fue H)Y(Vz e H): f(x)=(z,u).
Navic plati:

[fllg= = sup [f(x)] = [lullg -

llzll g =1

Dikaz.

e Existence u.

Je-li f =0, staci volit u = 0.

Predpokladejme proto navic, Ze pro néjaké v € H je f(0) # 0, a polozme

1
—

f(®)
Pak f(v) = 1. Jak uz vime (viz vétu 5.10), Ker f := {x € H : f(z) = 0} je uzavienym
podprostorem H, a proto existuje (viz vétu 5.11) ortogonadlni projekce

P: H — Kerf.
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VIRV
Nyni volme I!V!I
T “ IsTRAVY, 7
4 :=v — Pv. D 4
4'/4.“ >
Pak pro kazdé x € H plati
z = f(x)a+z— f(x)a,
H—/ ZAPADOCESKA
€ Ker f vz

a proto taky (viz vlastnost i) ortogonélni projekce z véty 5.11)

(z,@) = f(2)(@, ) + (v — f(2)8,0) = f(2)(@ @) + (v - Pv,x - f(2)a) = f(2) @]

N~

=0

Odtud ptimo plyne, ze staci volit

IS

()

e Jednoznacnost.
Necht u1,us € H jsou takové prvky, ze

Vee H: f(x)=(z,u1) = (z,u2).

Odtud plyne, ze
Ve e H: (x,u; —ug2) =0,

a proto (volime x = u; — ug)

(u1 — ug,uy — ug) = [Jug — ual|> =0

neboli u; = us.
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VIRV
1849
e Rovnost norem plyne piimo z pozorovani 5.12 uvedeného pred vétou. " 7
> 5
D /0"‘- ““\‘\‘
Takze jsme ukazali moznost ztotoznéni ——
’ UNIVERZITA
V PLZNI
H=H".

Poznamka a definice 5.14. Bud X normovany linearni prostor. Definujme

D4 se ukazat, ze zobrazeni (tzv. kanonické vnoreni)

S: X - X™

definované predpisem
(Sz)(f) == f(x)

je izometrickym izomorfismem X na S(X) C X**. Protoze izometricky izomorfni prostory
lze ztotoznit, je (po zminéném ztotoznéni)

X Cc X*.

NLP X se nazyva reflexivni, je-li S(X) = X**.
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Priklady 5.15.
i v@'r
) o

1) Protoze pro Hilbertuv prostor H plati H* = H, je

H™ = (H")" = H* = H. D oy

V PLZNI

Tedy: kazdy Hilbertuiv prostor je reflexivni.!

2) Prostory P, kde 1 < p < oo, jsou reflexivni.
3) Prostory I! a I*® nejsou reflexivni.

4) Prostor C'((0,1)) se supremovou normou neni reflexivni.

Tvrzeni 5.16.

i) Kazdy reflexivni prostor je Banachuv.
ii) Je-li prostor X reflexivni, je i kazdy jeho uzav¥eny vektorovy podprostor reflexivni.

iii) Je-li prostor X reflexivni, je i X* reflexivni.

'Rozmyslete si s pomoci Rieszovy véty, ze uvedené ztotoznéni H = H** je realizovidno pravé pomoci
kanonického vnoreni.
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Véta 5.17 (Hahnova — Banachova). % -
Necht M je vektorovym podprostorem (ne nutné uzavienym) NLP X a necht fyr € M*. 3:,* 4

Pak existuje f € X* takové, Ze

o Vx e M : f(x) = fM(l'), D ZAPADOCESKA

’ UNIVERZITA

V PLZNI

o [fllx- = Ilfarllae-

Disledek 5.18. Necht X je NLP a necht u € X \ {0}. Pak existuje f € X* takové, ze
o f(u) =ulx,

o [[fllx-=1.

Diikaz Hahnovy—Banachovy véty je nekonstruktivni a opird se o Zornovo lemma. Ukazme
si proto pouze, jak z této véty vyplyva uvedeny disledek.
Uvazujme vektorovy podprostor

M={)\u: XeR}
a zobrazeni fjp; : M — R definované predpisem
far(Auw) = AJul|.

Pak fus je zftejmé linearni:
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S Oau+ M) = far (A + A2)u) = (A1 + Xo)lul| =

= Mllull + Xellull = far(Mw) + far(Aow),

fu(adu) = al|u|| = a far(Au),
a protoze pro kazdé x = A\u € M navic plati:

|far(@)] = [ Ow)] = [Nlfull] = A [lull = Xl = ||z,
je
fae M* N |fmlla =1

Existence f € X* danych vlastnosti ted plyne ptimo z Hahnovy-Banachovy véty.
O

Pozorovani 5.19. Z dtsledku Hahnovy-Banachovy véty 5.18 vyplyva, ze v kazdém
netrividlnim NLP X existuje netrivialni spojitd linearni forma.

Dokonce plati, Ze prostor X* je tak ,bohaty“, Ze staéi k ,rozliseni bodi“. Reknéme to
presnéji.

Bud X NLP. Pak plati

(Vr,y € X, z#y) 3f € X*): f(x) # f(y).

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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VIR
Diikaz. Volme u :=x —y € X \ {0}. Pak existuje f € X* takové, ze f(u) = ||u||, a proto v 57
f() = fly) = fle—y) = f(v) = |lul = [z =yl # 0. Ly
O
D ’ ZAPADOCESKA
Toto pozorovani lze jesté zobecnit. o

Véta 5.20. Necht M je vektorovgm podprostorem (ne nutné uzavriengym) NLP X a nechtl
x € X je takové, Ze
d:= inf ||z —y| > 0.
inf 1oyl

Pak existuje f € X* takové, Ze

o f(z)=1,
e VyeM: f(y)=0,
o Ifll=3

Diikaz. Uvazujme vektorovy podprostor
N={y+Xx: ye M, e R}

(ie N je skutec¢né vektorovym podprostorem plyne z 1.6 a z rovnosti:
+ \z) + + Xoz) = + + M+ X))z, aly+Az) = (ay)+ (aN)x
(y1+M1z) + (g2 + Aox) = (Y1 +92) + (M +X2) 2, ay + Az) = (ay) + (@) )
eM €eR eM ER
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a zobrazeni fn : N — R definované predpisem

fn(y + Az) = A
Nejdrive ovérme, ze fn je linedrni:

In (g1 4+ Aiz) + (2 + Xox)) = fn (1 +v2) + (A1 + Ao)z) =

=1+ X = fn(yr + Mz) + fv(y2 + Aez),

fn(aly + ) = fn((ay) + (aX)z) = ad = af(y + Az).
Nyni ukdzeme, ze fy je omezené. Vlastné dokazeme:
1
Vae N |fw(2)l < 5l

Bud z =y + Az € N déno.

Je-li A # 0, je
Izl = 1AL |13+l = N fle = (=) | 2 1Al 4,
N——
eM
a proto )
()] =N £ < el
Je-li A =0, je

w2 =0 < 2]

&
S

57

S
<

‘ e 94 »
) STRAN
% v
Ckj ““\‘\

-

2,

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L
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IR
Zjistili jsme, ze
Y . 1 "7
fn eNT A | fnll = a4 oy
Ukazme, ze plati dokonce
J— 1 ZAPADOCESKA
HfN” - d D | 2 sn:’llvzsunlzm
Bud (y,,) posloupnost v M takovd, ze
| = ynll — d.
Pak
1= fn(@—yn) S SNl Nl = ynll = (S]] - d,
a proto
1
> =
4wl 2 <.
K dokoncéeni dukazu staci aplikovat Hahnovu—Banachovu vétu 5.17. O

Poznamka 5.21. Pripomenme si, ze v NLP X jsme definovali konvergenci posloupnosti
bodt nasledujicim zptisobem:

def
Tp > & ||z, — x| = 0.

S timto typem (tzv. silné) konvergence v aplikacich obvykle nevystac¢ime. Zavedeni dualniho
prostoru X* ndm umoznuje zavést dalsi typ (tzv. slabé) konvergence.
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2 TR
Definice 5.22. Bud (z,,) posloupnost v NLP X a bud = € X. Rekneme, 7e posloupnost ‘. 57
(x,) konverguje slabé k bodu x a piSeme x,, — z, plati-li ‘“‘:»,,/0 “é“
KA oW

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

Ve X" f(zn) — f(2).

Véta 5.23 (o slabé konvergenci). Bud X NLP. Pak v X plati:
i) kazdd posloupnost md nejuys jednu slabou limitu,
i) 2, > 2 = z, 1z,

iii) 2n, =2 = (GkeRT) (VneN): |lz,| <k

(tzn. (zy,) je omezend posloupnost),

iv) z, =~z = ||z| £ liminf ||z,|.?

“Srovnejte toto tvrzeni s jiz zndmym tvrzenim: x, — x = ||| = lim ||z,

Diikaz.
Ad i). Toto tvrzeni dokazme sporem. Predpokladejme, ze

$n4x, xn_\y’ ':L‘#y?
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2 TPRS
a vezméme f € X* takové, ze f(x) # f(y) (existence takového f je zarucena — viz 5.19). v 7
Pak plati ’5% ‘&5’
Chi uwS
flan) = f(@), fl@n) = fy), flz) # fy). >
A to je spor, protoze posloupnost realnych cisel ( f (a:n)) nemuze mit dvé rizné limity. D onnateent
’ UNIVERZITA

Ad ii). Predpokladejme, ze x, — =, a bud f € X* ddno. Pak pfimo ze spojitosti f plyne
f(@n) = f().
Ad iii). Dukaz tvrzeni, ze kazdd slabé konvergentni posloupnost je omezend, je kompli-

kovanéjsi. Je zalozen na principu stejnomérné omezenosti a ukizeme si ho pozdéji — viz
stranu 104.

Ad iv). Je-li z =0, je tvrzeni zfejmé. Je-li x # 0, existuje f € X* takové, ze ||f|| =1 a ze
f(x) =||z|| (viz 5.18). Z predpokladu z,, — z pak plyne:

|lz|| = f(x) =lim f(x,) = liminf f(x,) < liminf [ 7 ||acn||] = lim inf ||z, |.

=il

O

Cviceni 5.24. Dokazte, Ze v kazdém normovaném linedrnim prostoru X kone&né dimenze
plati:
Ty =T & Ty — 2.
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Priklady 5.25.

1) Bud {e, : n € N} ortonormaln{ systém v Hilbertové prostoru H.!

Pak
Yu € H : (en, U) — 0= (0, U) D ZAPADOCESKA

’ UNIVERZITA

(viz Besselovu nerovnost ve vété 4.11), a proto (viz Rieszovu vétu o reprezentaci 5.13) v ez

e, — 0.

Nyni ukazme sporem, Ze posloupnost (e,) neni v H siln& konvergentni.
Necht e, — x. Pak x = 0 (viz tvrzeni i) a ii) predchézejici véty 5.23), a proto

1= [lea] = l0] = 0.

A to je spor. ?

'Naptiklad:
H=1I e,:=0,00,...,0, 1 ,0,...,
~—

n-ty clen

nebo

H = L*(0,7), en(z) := \/gsin(nx).

2Mohli jsme postupovat i jinak: protoze
Vn,meN, n#m: |le,— em||2 = (en —em,en —em) = ”en”2 + ”e"L”2 =2,

neni posloupnost (e,) cauchyovskd, a proto ani konvergentn{ (viz vétu 2.4). _
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IR
1849

2) Uvazujme realné posloupnosti v @ o

rn D

e,:=0,0,0,...,0, 1 ,0,.... Crrg yw

n-ty ¢len
7 7 v v 17 o 7 ZAPADOCESKA
Da se ukazat, ze v kazdém z prostori I?, kde 1 < p < oo, plati P univenzima
’ ’ 2 V PLZNI
en — 0,

zatimco v prostoru I' posloupnost (e, ) viibec slabé nekonverguje. (D4 se dokonce ukézat,
7e v prostoru [! plati: x, - 1 & x, — x.)

Véta 5.26. Bud X normovany linedrni prostor. Pak

dim X < oo & 2z kaZdé omezené posloupnosti lze vybrat

stlné konvergentni podposloupnost.

Véta 5.27 (Eberleinova — Smuljanova). Bud X Banachiv prostor. Pak

X je reflexivni < z kaZdé omezené posloupnosti lze vybrat

slabé konvergentni podposloupnost.
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Cviceni 5.28. Uvazujme Banachiv prostor C((0, 1)) s normou ||z|| := sup |z(¢)| a v ném
te(0,1)
posloupnost (f,,) definovanou predpisy

1 —nz, z€(0,1),

n

fn(x) =
0, z € (,1).

Dokazte, ze (pFestoze posloupnost (f) je v C((0,1)) omezena) z posloupnosti (f,,) nelze
vybrat slab& konvergentni podposloupnost. (Odtud a z véty 5.27 jiz plyne, ze C'({0, 1))
neni reflexivni prostor.)

Véta 5.29. V libovolném Hilbertovée prostoru plati:

[z =z A |lzn] = lz]l] = 20— <.

Diikaz. Staci si rozmyslet, ze z predpokladi a z Rieszovy véty 5.13 plyne:

lzn — 2] = (&0 — 2,80 = @) = |zal® +]2]* =2 (2n,2) —0.
~—— ~——

— |l —(z,z)=|lz|]?
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VIR
Véta 5.30 (princip stejnomérné omezenosti). Necht X je Banachiv prostor, necht v 57
Y je NLP a necht G C L(X,Y). Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni: *::,* '3«5
Chq yw
i) sup{||L||: L€ G} < o0,
i) Ve € X+ sup (|l L€ G} < oo. D p gz

Diikaz. Implikace i) = ii) je piimym dusledkem jiz zndmého tvrzeni
Ve e X o ||Laf| < ||L]| - [|l]-

Dukaz tvrzeni ii)= i) je komplikovanéjsi, opird se o Baireovu vétu 2.25.

Definujme pro kazdé n € N mnozinu

M, :=({zeX: ||Lz| < n}.
Leg

Diky spojitosti normy i zobrazeni L je kazdd z mnozin {x € X : |[Lz| < n} uzaviena.
Odtud plyne, ze pro kazdé n € N je uzaviend i mnozina M, (viz cviceni 2.13). Navic:
predpoklad ii) nAm umoznuje tvrdit, ze

o0
X =J M,
n=1
a proto (viz Baireovu vétu 2.25)

Im € N : int M,, = int M,, # 0.
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VIRV
To znamend, ze existuji d > 0 a y € M,,, pro néz v 57
U(y,28) :={z € X : ||z —y| < 26} C M. 2
Bud nyni L € G ax € X, |z|| £ 1, zvoleny libovolné. Pak
P Gnvenaa
z:=y+6x €U(y,20) C Mp, D LY

a proto (viz definici mnoziny M, a skutecnost, ze z,y € M,y,):

(m+m):2—m.

0

z—y 1 1
ILall = [[L(=5) | < 5 (1221 + IZoll) < 5

Odtud a z definice normy v £(X,Y) jiz snadno plyne

2
sup {||L]| : Leg}éTmGR-

Véta 5.31 (Banachova — Steinhausova). Necht X je Banachiv prostor, nechtY je
NLP a necht (Ly,) je takovd posloupnost v L(X,Y), Ze pro kazdé x € X ezistuje

lim Lyx =: Lx.

Pak
LeL(X)Y).
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Drikaz. Linearita zobrazeni L je zrejmé, protoze pro vSechna z,y € X a a € R je .

‘- 9 7
2 &

STRAVY,
0"4' ““\‘\‘

L(zx +y) =lim L,(z + y) = lim(L,x + Lyy) = lim L,z + lim L,y = Lz + Ly,

L(ax) = lim L, (az) = lim(aLl,z) = alim L,z = alLz. B

L

Navic: predpokladame, ze pro kazdé x € X existuje lim L,x, a proto
Vo € X : sup{||Lnz| : n € N} < c0.
Odtud a z principu stejnomérné omezenosti 5.30 plyne
(3k eRY) (W eN): [La]l £k,

z ¢ehoz — diky spojitosti normy — snadno odvodime

(3k e RT) (Vo € X) : || Lz| = || lim Lyz|| = lim || Lya|| < k=]

Dokézali jsme, zZe linedrni zobrazeni L je omezené, a tudiz L € L(X,Y).
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Na zéveér této kapitoly splnime diive uvedeny slib a dokdzeme tvrzeni iii) véty 5.23, tj. .
. . .. “ 2 7
implikaci: D)

O
%) <

STRAVY,
0"4' ““\‘\‘

Tn — x = posloupnost (x,) je omezend.

ZAPADOCESKA
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Diikaz. Uvazujme kanonické vnofeni S : X — X** (viz 5.14). Pak

Vie X (Sza)(f) = flan) = f(z) = (Sz)(f),

a proto
VfeX*: sup {|(Szn)(f)|:n € N} < 0.

Odtud, z principu stejnomérné omezenosti 5.30" a skutecnosti, Ze kanonické vnotreni S je
izometrickym izomorfismem X na S(X), plyne

(3k € RT) (Vn € N) : ||Szp| = [|lzall S k.

!Pfipometime si, ze X* je tplny!
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Diferencialni pocet v NLP




Diferencialni pocet v NLP

Definice 6.1. Budiz
e X a Y normované linearni prostory,
o f: X Y,
e z € X vnitini bod Df,

e he X.

Existuje-li limita

nazyvame ji derivaci f v bodé x ve sméru h.

Existuje-li Dy, f(z) pro kazdé h € X, nazyvame zobrazeni
h — Dy f(x)

Gateauxovym diferencidlem f v bodé x.

Poznamka 6.2. Existuji zobrazeni, jejichz Gateauxtv diferencidl v daném bodé

e neexistuje,

e existuje, ale neni linedrnim zobrazenim,

ZAPADOCESKA
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e existuje a je linedrnim, ale ne spojitym zobrazenim.

Definice 6.3. Je-li zobrazeni
h— th(:L‘)

spojitym linedrnim zobrazenim X do Y (tj. patfi-li do £(X,Y)), nazyvame toto zobrazeni
Gateauxovou (slabou) derivaci f v bodé x a znacime D f(x).*

“Pro Gateauxovu derivaci (existuje-li) tedy plati:
Df(x) € L(X,Y),

Vhe X : (Df(z))(h) = Dnf(z) €Y.

Priklady 6.4.

1) Budte X a Y NLP a f: X — Y linedrni na X.
Pak

Ve, h € X : Dpf(x) = Aliin0 3 Ali£110 A\ = f(h),
€ AER

a proto

e neni-1i f spojité na X, neexistuje Gateauxova derivace f v Zadném bodéz € X
(viz priklad ii) na strané 78),

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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RN
e je-li f € L(X,Y), je Df(z) = f pro kazdé x € X. ‘_7
2) Uvazujme Banachuv prostor X = C((0, 1)), ||z| := sup |z(¢)|, a funkcional Ly
te(0,1)
f: X — R definovany predpisem D
e

Pak pro kazdé x, h € X plati

f(x+ ) — f(x)

Drf(z) = Ahino A - }iino A -
A ER A ER
1 1 1
= lim / 2x(t)h(t) dt + lim [ AR2(t)dt = / 2x(t)h(t) dt,
Aer 70 Aer 70 0

2

=0, protoze | [; Ah2(t) dt| < |A|-[|h|2

a protoze zobrazeni
1
h i Duf(z) = / 2w(t)h(t) dt
0

je ziejmé linearni a omezené (| fol 2¢(t)h(t)dt| < 2 |lz] - ||A]]), existuje pro kazdé
x € X Gateauxova derivace D f(z) a plati

1
Vhe X : (Df(z))(h) = /0 2w(t)h(t) dt.
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3) Bud X = C((0,1)) s normou ||z|| := sup |z(¢)| a bud funkciondl f : X — R definovin I!V!I

te(0,1) A\ vorns /2
~ . ’ :;,4' 4
predpisem QTS

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
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Pak pro kazdé z,h € X a A € R\ {0} plati!

L

fl@+Ah) — f(z)  [*sin(2(t) + Ah(t)) — sinz(t) B
A N / A di =

1
:/0 cos(§>\ dt—>/ cos t)dt pro A — 0.

Protoze navic zobrazeni

h— /0 cos (z(t))h(t)dt

1Stadi dvakréat aplikovat Lagrangeovu vétu o stfedni hodnoté:

o (Vt €(0,1)) (F&x(¢) lezici mezi x(t) a x(t) + Ah(t)):
sin (x(t) + Ah(t)) — sin (z(t)) = sin’ (Ex(£)) Ah(t) = cos (€x(t)) Ah(t);

/01 (cos (6x(t)) — cos (ac(t)))h(t) dt‘ < /01 )COS (6x(#)) — cos (x(t))‘ - |h(t)|dt £

1
S IIhII/0 |ex(t) — z(®)] dt < [[A]l - [A] - [|A]l = 0 pro A — 0.
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je linearni a omezené (| fol cos (z(t))h(t) dt| < ||A]]), je . o7
NS
D ’ ZAPADOCESKA

1
Ve,he X : (Df(2))(h) = /0 cos ((t)) h(t) dt.

Definice 6.5. Budiz
e X aY NLP,
o f: X Y,
e r € X vnittni bod Df.

Rekneme, 7e f mé v bodé x Fréchetiv (totdlni) diferencidl, jestlize existuje spojité
linearni zobrazen{ prostoru X do prostoru Y — budeme jej znacit f'(x) — takové, ze

o f@ ) = @) = (@) ()

h—0 IRl

=0.

Zobrazeni f'(x) € L(X,Y) se téz nazyvéa Fréchetova (silnd) derivace f v bodé z.

Pozorovani 6.6.

i) Z existence Fréchetovy derivace f v bodé x jiZ vypljvd jednoznacnost zobrazeni f'(x)
vyse uvedengch vlastnosti.
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Diikaz. Predpokladejme, ze L1, Ly € L(X,Y) a zZe

oy F@ T 0) = @) = Ln(h) _ (. f(@+h) = f(z) = La(h)

= =0.
h—0 |h]| h—0 IRl

Potom taky
fl@+h) = f(z) = Li(h) _ fl@+h)— f(x) = La(h)

0 = lim —
h=0 (IRl 1Al
i L2 = L)
h—0 Al

Bud nyni h € X libovolny bod.
e Je-li h =0, je ztejmé Lq(h) = La(h) =0 (L je linedrni).
e Je-li h # 0, uvazujme posloupnost

hy, := —h.
n

Protoze 0 # hy, — 0, plyne z (6.1), ze

La(hn) = Ly(hn) _ wlo(h) = 5L0(h) _ Lo(h) = La(h)
1Fen | Al 7] ’

a proto La(h) = Li(h).

ol
&7

S
<

( e 94 »
) STRAN
% D
0"4' ““\‘\

&
S

-

2,
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ii) f'(z) existuje = zobrazeni f je spojité v bodé x.

Dukaz.

r#x, >z = 0#z,—2x—>0 =

f(z + (@ — 2)) = f(2) = f'(@)(@n — 2)

= Tom — 2] -0 =
= flzn) = fl@) = f@)(xn—2) =0 = f(za) = f(2).

—0, protoze f/(z)eL(X,Y)

iii) f/'(z) existuje = Df(z) existuje a plati Df(x) = f'(x).
(Pozor!, neplati: Df(z) existuje = f’(z) existuje.")
Diikaz. Staci si uvédomit, ze pro kazdé h € X, h # 0, je

1Stadéi volit:
1, y=a*#0,
fiR2SR, f(z,y) =
0, jinde.
Pak
« Df(0) =0,

e f'(0) neexistuje (funkce f neni v 0 spojitd).

ol
&7

S
<

“ 9sTRANY,
% v
0"4- ““\‘\

&
S

-

2,
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AVIRINA
JEmm\
\: s 7
N f@ M) = =), e @ AR = f@) = F@OR)] Nkl
li fi(x)(h)|| = lim = AT
e A O A y lAllx
@+ AR = £(@) — @ OBy D s
= hm ° h =S V PLZNI
a proto
Vhe X : (Df(x))(h) = f'(z)(h).
J

Priklady 6.7.
1) Bud f € £(X,Y). Uz vime (viz ptiklad 1) na strané 107 a predchozi pozorovani): existuje-li
pro né&jaké x € X Fréchetova derivace f'(z), je f'(x) = f. A protoze pro kazdé z € X

plati
o JEHN =@ =) 0
h—0 1Al h—0 ||h|

0,
je
Vee X: fl(z)=f.

2) Uvazujme

X =C((0,1)), [|z]| := sup [z(t)],
te(0,1)

f:X = X, f(z)(t) :=sin (z(t)).
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Pak pro kazdé x € X existuje f'(x) a plati

0,1)) :
f'(z) € L(X, X),
fl(z)(h) € X

(F/(2) (W) (8) = cos (x(1))(2).
Diikaz. Bud z € X libovolny bod. Definujme zobrazeni L : X — X predpisem
(Lh)(t) = cos (z(t)) h(2).

(Vo € X) (Vh € X) (Vt € (

Méame dokézat, ze L = f'(x).
Zobrazeni L je zfejmé linedrni a omezené:

ILh|| = sup [(Lh)(t)| = sup |cos (x(t))h(t)| < |A]|.
te(0,1) te(0,1)

)

Navic pro kazdé h € X plati (je tfeba dvakrat pouzit Sikovné Lagrangeovu vétu o stfedni

hodnoté):

|f(z+h) — f(z) — Lh|| = sup |sin (z(t) + h(t)) — sin (z(t)) — cos (z(t))h(t)|

te(0,1)
= sup_|cos (£(t))h(t) — cos (z(t)) h(t)| < sup [IE®) - =(t)| - |h()]
te(0,1) t€(0,1)
< sup [[A(t)] - [h(®)]] = IRl
t€(0,1)

[IA
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2 R

a proto \ I!!I o7

i Hf(.%' + h) — f(l’) — Lh” —0 ’;@@ﬂsmmng

h—0 17l ’ Chg gy
Dokézali jsme, ze f'(z) = L.

— 0 D i
3) Uvazujme nyni
1
X = 12(0,1), |2 == / 22(8) dt,
0

f: X =X, f(z)(t) =sin (z(t)).

Pak existuje Df(0) a plati
Df(0) =14,

tzn.

Vhe X : (Df(0))(h) = Drf(0) = h,

ale
neexistuje f/(0).

(Porovnejte s predchozim piikladem — méme zobrazeni, pro néz derivace zavisi na
volbé prostoru!)

Naznak dikazu. Budte h € X a A € R\ {0} zvoleny libovolné. D4 se ukézat, ze
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VIRV
) " 2 ® IZVJI 2k
— i t X &Y
H fO+ k) = f0) hH = / (—Sm( ®) — h(ﬂ) dt — 0 pro A — 0, xS
A 0 A
tzn. ZAPADOCESKA
Vh e X th( ) h V PLZNI
a proto (zobrazeni h — Dy, f(0) = h pati{ do L(X, X)):

Df(0) = Id.

Zbyva nam dokazat, ze f'(0) neexistuje.

Protoze uz vime, ze D f(0) = Id, staci ukdzat, ze

o SO+ R) = £(0)

eni rovna 0.
lim, 7 neni rovn

Definujme nyni posloupnost (h,) v prostoru X predpisem

2m, 0S5t < 1,
hn(t) := )
0, 1<t<.
Pak
42
o = [ o= 55 o B
ale (Vyuzmm faktu, ze pro kazdé ¢t € (0,1) je sm ) _
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£ (0 + Pn) = f(0) = bl _ \/fol (sin (hn(t)) — hn(t)> dt lhall RS

140.
I:l D ’ ZAPADOCESKA

1P| 1P| .

Véta 6.8 (o derivaci slozeného zobrazeni).
Necht

o X.Y Z jsou NLP,

e f: XY g: Y Z,
e r € X, heX,

existuji ¢'(f(z)) a Dy f(x).

Potom existuje Dy(go f)(z) a plati

Dp(go f)(z) =g (f(x))(Dnf(x)).

Diusledek 6.9. Existuje-1i navic Df(z) resp. f/(z), je
D(go f)(x) =g (f(x)) o Df(x)

resp.

(go f) (@) =g (f(@)) o f(x).
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R
Priklad 6.10. Uvazujme ® .. =
X =C((0,1)),||lz]| := sup |z(t)],

te(0,1)

&
S

-

STRAVY,
0"4' ““\‘\‘
3

1
F: X SR, Flz) = ( / 2(t) dt) | ot
0

V PLZNI

L

Pak
F=gof,
kde .
fi X SR, flz)= /O (1) dt,
g: R=R, g(t) =13
Protoze

eVzeX: fl(z)=Ff
(f je zfejmé linearni a spojité — a viz priklad 1) na strané 113),

o Vre X: g’(f(ac)) = 3(f(w))2
(6. (Vo € X) (V¢ € R) = g/ (£())(t) = 3(f(@))"),

je
Vo€ X1 Fl(z) = (g0 f)(x) = ¢ (f(z)) o f'(x) = 3(f())?0 ,

tzn.

O\
2
2
~
S—
(O,
S
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Varovny priklad 6.11. Bud " .. 7

STRANS
f: R=R? f(z):= (z,2°), x>

&
S

=

1"7 y:$7

0, y # 2.
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g: R =R, g(z,y) := {

Pak (a to si rozmyslete podrobné!)

(g0 f)'(0) = D(go f)(0) =1d, tzn. Vh € R: (D(go f)(0))(h) = h,
Dg(f(0)) = Dg(0) =0,
Vh e R: (Df(0))(h) = (h,0),

tzn.

neplati D(g o f)(0) = (Dg)(£(0)) o Df(0).
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Véta 6.12.
Necht

e X aVY jsou NLP,
o f: X Y,

e Df: X — L(X,Y) je spojité zobrazeni v bodé x € X
(tzn. n — = D f(z,) — Df(2)).

Pak ezistuje f'(x) (a plati f'(x) = Df(x)).

Duisledek 6.13. Je-li navic zobrazeni D f spojité na oteviené mnoZiné G C X, existuje
na G Fréchetova derivace f’ a je na G spojita.!

Definice 6.14. Budte X NLP a f: X — R.

Rekneme, ze f ma v bodé x € X lokalni minimum resp. ostré lokalni minimum, existuje-li
e > 0 takové, ze

VyeU(z,e): f(x) = fy)
resp.

Vy € P(z,¢) = U(z,e) \ {z} : f(x) < f(y).

'Piseme f € C1(Q).

ZAPADOCESKA
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VIR
Poznamka 6.15. Skoro kazdému je jasné, jak je definované lokdlni maximum resp. . =
ostré lokaln{ maximum. SN 4
4'/0“. >
Véta 6.16 (Eulerova nutna podminka existence lokdlniho extrému). D > éﬁi{{:ﬁ“
Necht
e X je NLP,
o f: X =R,

o f md v bode x € X lokdlni extrém
(tzn. lokdlni minimum nebo lokdlni maximum),

e h € X je takové, Ze existuje Dy, f(x).
Pak

Dy f(x) =0.

Diikaz. Uvazujme funkci
g: R—=R, g(A) := f(z+ Ah).
Pak

e g mé lokdlni extrém v 0 (protoze f méa lokdlni extrém v x),

e existuje ¢'(0) (protoze existuje Dy, f(x)).
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VIR
1849
Odtud snadno plyne, ze ¢ C/
/ < Y
0=yg(0) = Dpf(x). 5N &
/05'4' ““\Qk
O
Al CESKA
D b e
Vsimnéme si, ze uvedend nutna podminka je zobecnénim znamého tvrzeni o lokdlnich v Pz

extrémech funkci z R do R. Ukazme si i zobecnéni tzv. postacujici podminky. K tomu ovsem
potrebujeme i derivace vyssich radu. Pro jednoduchost se omezime pouze na Fréchetovy
derivace.
Definice 6.17. Necht

e X aY jsou NLP,

e f: XY,

e [’ existuje na néjakém okoli bodu z € X (f': X — L(X,Y)).

Existuje-li Fréchetova derivace zobrazeni f’ v bodé z, nazyvame ji
druhou Fréchetovou derivaci f v bodé x a znac¢ime f”(x).

(Podobné lze definovat Fréchetovy derivace vyssich radu.)
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Poznamka 6.18. Pro vyssi derivace se situace stdva ponékud nepiehlednou, nebot .

“ 9 7
D (Y

fi XoY; s>
f/(x) S £(X7Y)a f/ X — ‘C(X7 Y)7 ZAPADOCESKA

UNIVERZITA
V PLZNI

L

f(z) € L(X,L(X,Y)), f": X = L(X,L(X,Y));

F"(x) € E(X,E(X,L(X,Y))), X o L(X,,c(x,.c(X, Y)));

D4 se vSak ukézat, ze vySe uvedené prostory C(X, L(X, Y)), L’(X, E(X, L(X, Y))), ...
Ize ztotoznit s prostory tzv. multilinedrnich zobragzeni.

Specidlné:

() € L(X,L(X,Y)) 2 L(X x X,Y).




Diferencialni pocet v NLP 124

Véta 6.19 (Lagrangeova postacujici podminka existence lok. extrému).
Necht

e X je NLP,
o f: X =R,

o v € X je kritickym bodem f (tzn. f'(z) =0),

o f" je spojitd ma néjakém okol% bodu x.
Pak plati:

i) ezistuje-li « € RT takové, Ze
Vhe X : (f'(z)(h))(h) = f"(x)(h, h) Z allh|?,
md f v bodé x ostré lokalni minimum;
ii) existuje-li o € RT takové, Ze
Vhe X : (f'(z)(h))(h) = f"(x)(h,h) S —allh|?,

md f v bodé x ostré lokalni maximum.

@:
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Snad hezké a urcité uzitec¢né priklady na zavér.
Priklad 6.20. Uvazujme okrajovou tlohu

—u’(z) = f(z) v (0,1),
u(0) = u(1) = 0.

(6.2)

Tato dloha muze popisovat (napt.) stacionarni rozlozeni teploty v tenké tyci, na jejichz
koncich udrzujeme nulovou teplotu:

u=u(x)... teplota v pfiéném Fezu,
f = f(x)...souvisi s tepelnymi zdroji uvnit¥ tyce.

Uvazujeme-li — fyzikalné& rozumny — pripad, kdy rozlozeni zdroji neni spojité —
napr.
1, z € (0, %),

fz) =

~1, z € (3,1),
neexistuje klasické FeSeni dané ulohy.

Je proto prirozené pojem feSeni zobecnit.
Naznacme, jak lze postupovat:
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Predpokladejme nejdiive, ze u je klasickym feSenim ulohy (6.2), tzn. ze
u € C%((0,1)),
Vo € (0,1): —u"(z) = f(x),
u(0) = u(1) = 0.

Pak pro kazdou funkci v € C1((0,1)) takovou, ze v(0) = v(1) = 0, plati

1 1
/ —u"(z)v(z) dz :/ f(x)v(x)dx
0 0
(oba (Riemannovy) integraly existuji — integrujeme spojité funkce).

Upravme integral na levé strané pomoci ,,per partes“:

1

1
/ —u"(z)v(z)dr =  [—d(z)v(z))} +/ o' (z)v'(z) dz.
0 —_— 0

=0, protoze v(0)=v(1)=0

Tedy — feSeni v musi pro kazdou vyse popsanou funkci v spliovat rovnost

/01 v (z)v'(z)dz = /01 f(x)v(x)da.

120 o
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(6.3)

Tento vztah, ve kterém se jiz nevyskytuje u”, lze vzit za zéklad definice tzv. slabého

feseni ulohy (6.2).

Mimochodem: velmi ¢asto je vysledkem fyzikalnich tivah (pomoci nichZ se snazime se-
stavit model — rovnici popisujici néjaky jev) pravé analogickd integralni rovnice“. K di-
ferencidlni rovnici se dostdvame za dodate&ného predpokladu hladkosti feseni (v nasem
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pifpadé: u € C?({0,1))). Definovat feSen{ daného problému pomoci té integralni rovnice je
tak v jistém smyslu prirozenéjsi a spravnéjsi.

Podstatnou je otazka, kde — tj. v jakém prostoru — mame Feseni naseho problému
hledat.

Nabizi se nam vektorovy prostor

Ca({0,1)) := {u € C1((0,1)) : u(0) = u(1) = 0}.

Funkce z tohoto prostoru splnuji okrajové podminky a spojitost jejich derivaci se ndm ,hodi*
pro existenci integréli v piislusné integralni rovnici (6.3).
Jakou vSak méme na C}((0,1)) zvolit normu? Zvolime-li normu

2]l :== sup |z(t)] + sup [2'(t)],
te(0,1) te(0,1)

ziskame sice Banachuv prostor, ale tato norma jisté neodpovidd ,duchu“ dané integralni
rovnice.

Ukazuje se uzite¢nym definovat na C3 ({0, 1)) takovyto skalarni sou&in (ten jiz indukuje
,Sikovnéjsi“ normu):

1
(u,v) :=/0 o' (z)v (7) dz. (6.4)

Piesvédéme se (pifmo z definice 4.1), 7e vztah (6.4) skute¢né definuje na C}((0,1))
skalarni soucin:

e Yo € CL({0,1)): uws fol u'(x)v'(x) da je linedrni zobrazeni,

e Vu,v € C3((0,1)) : fol o () (z) dx = fol V' (z)u/ () dz,
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VIRV
e Yu € C}((0,1)) : fol (u’(x))2dx 20, - 7
u=0 = fol (u'(:r))2 dz =0, g
fol (u’(x))2 dz = 0= v = 0= [u je konstantn{ + pfedp. u(0) = 0] = u = 0.
D b S
D4 se ukazat, ze C3((0,1)) s indukovanou normou

1
] = /0 ()

neni Uplny prostor.

Definujme Soboleviiv prostor I/VO1 2(0,1) jako ziplnéni prostoru C3((0,1)) vzhledem
k vyse uvedené norme.

Je tedy WOI’2(O, 1) Hilbertovym prostorem.

Navic se da ukéazat, ze

Wy2(0,1) € C({0,1))
a 7e pro kazdé f € L?(0,1) je zobrazeni

1
F(v) ::/0 f(x)v(x)dx

spojitym linedrnim funkcionilem na Wol’2(0,1).1

1ntegraly vystupujici v definici funkciondlu F € (WO1 ’2(0, 1)) a v dalsim jsou ovSem integraly Lebes-
gueovy; plné pochopeni tohoto a nésledujiciho prikladu tak bude mozné az pozdéji. Zvédavi Ctenari vSak
mohou nahlédnout uz ted do textu [1].
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Nyni pristupme k definici slabého feseni.

Definice 6.21. Bud f € L?(0,1). Funkci u € W01’2(0, 1) nazyvame slabym resenim
okrajové tlohy (6.2), plati-li

1 1
Yo e W01’2(0, 1): /0 u' (z)' () dw=/0 f(z)v(z)de.

Véta 6.22. At f € L?(0,1). Pak existuje prdvé jedno slabé reseni tlohy (6.2).
Ukazme si dva razné diukazy této véty.

*
Dikaz 1. Uz vime, ze zobrazeni v — fol f(z)v(z)dz je prvkem (Wol’2(0, 1)) . Existuje

proto (viz Rieszovu vétu o reprezentaci 5.13) pravé jedno
u € W01’2(0, 1) takové, ze

1 1
Yo e Wol’Q(O, 1): /0 o (z)v (z) dz = (u,v) = /0 f(z)v(x)dz.

Diikaz 2.
a) Existence slabého Feseni.

Definujme funkciondl J : WO1 2 (0,1) — R predpisem

1 1
J(u) ::%/0 (u'(x))zdaj—/o f(@)u(z) dz.
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RS
e ! ! "7
Yu,v € W01’2(O, 1): J'(u)(v) = / o (z)v'(z) dz — / f(z)v(z)de, 2 ““\‘é"»\
0 0
a proto
u je slabym FeSenfm tlohy (6.2) < J'(u) = 0. (6.5) D p Ziranocesua

Nyni si uvédomme, ze stali, dokazeme-li, ze J nabjva na VVO1 ’2(0, 1) svého minima,
tzn.
Jue Wy?(0,1): J(u)= inf  J(v).
veW, % (0,1)
Potom totiz J ma v bodé w i lokdlni minimum, a proto (viz Eulerovu nutnou podminku
6.16) J'(u) = 0 (a viz (6.5)).

Vsimnéme si, Ze z omezenosti zobrazeni v — fol f(z)v(z)dx plyne

1
Bk e ) (Y0 e Wo20,1) : (o) = 3ol - [ Flahol@)ds 2 ol = k- o],
0

2

DN |

a proto

. inf  J(v) :=d € R ... funkciondl J je zdola omezeny,
veEW,2(0,1)

o | lHlm J(v) = +oo ... funkcional J je slabé koercivni.
V||—00

Nyni uvazujme posloupnost (u,) na WO1 2(0,1) takovou, ze

J(up) — d
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(takovad existuje!). Tato posloupnost je jisté omezend (J je slabé koercivni), a proto v 57
(W01’2(0, 1) je Hilbertuv, a tedy reflexivni prostor — viz stranu 90) existuje "“::,/, 4

u € I/VO1 )2 (0,1) a posloupnost vybrana z posloupnosti (u,) — zna¢me ji stejné — takova, ze

Up — U ZAPADOCESKA
P univerzima
V PLZNI

(viz Eberleinovu-Smul janovu v&tu na strané 99).

A dal je to snadné: u,, — u, a proto

|lu|| < liminf ||u,|| (viz tvrzeni iv) véty 5.23),

/0 L @)un(e) dz — /0 ' F@)ue) de.

Navic predpoklddame, ze

1
d = lim J(uy,) = liminf J(u,) = lim inf [1||un||2 - / f(@)un(x) dx] =
2 0

1 1
_ liminf%HunHz —/0 f@)u(z) de %HUHQ - /O F@)u(z) dz = J(u),

a proto
Juw)=d= inf J(v).
vEWol’Q(O,l)

b) Jednoznaé¢nost slabého Feseni.

Budte uy,up € W, ?(0,1) slabé fedeni (6.2). Pak
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“ 2 7
%,

2 L ’ ’ STRANS &
lur —us2l|” = | (w1 —ug) (ug —ug)' do = S
0

&
S

-
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1 1
= / uy(uy — ug) dz — / uh(uy — ug) dz =

L

0 0
1 1

= f(ul—uz)dx—/ f(u1 —ug)dz =0,
0 0

a proto
Ul = ug.

Priklad 6.23. Uvazujme okrajovou ulohu

—u"(z) +ud(z) = f(z), z € (0,1),
u(0) =u(l) =0,

kde f € L?(0,1).

Slabym fesenim ulohy (6.6) nazyvdme funkci v € WO1 2(0,1) takovou, 7e

1 1 1
Y € W(}’Q(O, 1): /0 o' (z)v'(z) dz +/0 ud(2)v(x)de = /0 f(z)v(z)de.
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Tvrzeni 6.24. Existuje slabé feseni dlohy (6.6).

Dikaz jenom naznacime.

Bud
1

1 1 1
J(u) = 5/0 (u'(x))zdx—ki/o u4(x)dx—/0 f(z)u(z)dz

Pak pro kazdé u,v € Wy(0,1) plati:

o J'(u)(v) = 01 o (z)v'(z) do + fol ud(z)v(z) dx — fol f(z)v(x)dx, a proto

1
o J(v) = sllvl* + 5 [y v*

Navic se da dokazat, ze J je slabé zdola polospojity fukciondl, tzn.

(J C WE20,1) - R) .

u je slabym Tesenim (6.6) < J'(u) = 0;

(z)dz — [y f(z)v(z)dz 2 L]jv]|? =k - |||, a proto

J je zdola omezeny a slab& koercivni.

up, = u = J(u) < liminf J(u,).
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A zbyvajici ¢ast dukazu je stejna jako v pfedchozim prikladu. Najdeme posloupnost (u,)

ve Wol’2(0, 1) takovou, ze
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R
Tato posloupnost je nutné omezend (J je slab& koercivni), a proto z ni lze vybrat slabé " .. 7
konvergentni podposloupnost! (viz Eberleinovu-Smuljanovu vétu). Ziskdme tak posloupnost ’%-% G
(up) ve WOI’Q(O, 1) abod u € WOL2(0, 1) tak, ze

&
S

-

STRAVY,
4 ““\‘\‘

o J(up) — inf J(v) €R,
veW,?(0,1)
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L

® Uy, — u.
Odtud plyne (J je slab& zdola polospojity), ze

J(u) < liminf J(u,) =  inf  J(v),
veW,?(0,1)

Jw)= inf  J(v).
v€W01’2(0,1)

Funkcional J mé zifejmé v bodé w i lokdlni minimum, a protoze existuje J'(u), je

J'(u) =0

(viz Eulerovu nutnou podminku 6.16).

1Opét ji zna¢me stejné.
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