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Predmluva

Vazenym matematikim durazné doporucuji, aby dale nepokracovali ve ¢teni a vyuzili ke

vvvvv

.....

jsou urceny Vam. Tim chci Tici, Ze se Vam v textu pokusim vse podrobné vysvétlit a uka-
zat na jednoduchych prikladech. Také jsem se, alespon z pocéatku, nez se po matematické
strance trochu zocelite, snazil vyvarovat sdéleni typu ,dtkaz je trividlni a proto jej pone-
chame ¢tendri za cviceni,“ pripadné , s vyuzitim dobfe zndmé véty XY si ¢tenar snadno
odvodi, ze plati WZ.“ Pokud jsem se snad nékdy této zasady v ndvalu matematického tranzu
nedrzel, hluboce se omlouvam. Své cenné pripominky a kletby, prosim, posilejte na adresu
pavel.jahoda@vsb.cz.

V pripadé, ze béhem studia narazite na néjaky nepochopitelny problém, nejedna se

s nejvétsi pravdépodobnosti o projev Vasi dusevni ménécennosti, ale o projev autorova

zapominani véci, které pri studiu teorie ¢isel mohou délat i snazivému studentovi problémy.

Dalsi moznosti je také preklep prehlédnuty pri korekturach, i v tomto pripadé Vas prosim
3
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o zaslani upozornéni na pavel.jahoda@vsb.cz.

V Ostravé 28.8. 2011 Pavel Jahoda
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Co je dobré védét pred tim, nez
zacnete Cist prvni kapitolu
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Samoziejmé budeme predpokladat, ze ¢tenar je obeznamen s uCivem matematiky stredni
skoly. Zejména mu nesmi cinit obtize Upravy algebraickych vyraza, grafy elementarnich
funkei, elementarni vyrokova logika (logické spojky a, nebo, jestlize-pak, pravé tehdy kdyz)
a operace s mnozinami (prunik, sjednoceni, rozdil). Z vysokoskolské matematiky bude t¥eba
pripomenout si ucivo tykajici se posloupnosti, limit posloupnosti a rad.

Takze, pokud citite jisté obavy, ze tento pozadavek nespliujete, sdhnéte po své staré
ucebnici, nalistujte si danou kapitolu a vypocitejte vSechny priklady. Pokud tak neucinite,
budete se pti dalsim cteni jen trapit. Pfes snahu autora o vysvétlovani krok za krokem
Vam pak nezbyde, nez mu vérit misto toho, aby jste si vlastnim rozumem ovérili pravdivost
uvadénych tvrzeni.
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0.2. Matematické symboly v o

%
Hotovo? Tak mtzeme pokracovat. V textu se budou vyskytovat obvykle uzivané matema- o
tické symboly, napriklad:

N ={1,2,3,...} oznacuje mnozinu prirozenych cisel. D i éﬁi%".ﬂz::“
Z={..—3,-2,-1,0,1,2,3,...} oznacuje mnozinu celyjch cisel.

Zt =NuU{0} ={0,1,2,3,...} oznacuje mnozinu nezdpornyjch celyjch ¢isel.
Q= {g | p € Z,q € N} oznacuje mnozinu raciondlnich cisel.

R oznacuje mnozinu redinych cisel.

Symbol V znamend ,,pro kazdé.“

Symbol 3 znamend ,existuje.“
Symbol 4! znamena ,existuje pravé jedno.“
Par prikladt pro ilustraci.

1. Vx € A: x = 4 ¢teme ,pro kazdé x z mnoziny A plati, ze x = 4.“ Matematik tim
chtél fici, ze vSechny prvky mnoziny A jsou vétsi, nebo rovny Ctyrem.
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2. Ve e Adye A: x+y =0 ¢teme ,pro kazdé x z mnoziny A existuje y z A takové, ze
z +y = 0.“ Matematik tim chtél fici, ze at si vybereme jakykoli prvek z mnoziny A
(oznacime jej x), pak jsme k nému schopni v mnoziné A nalézt druhy prvek (oznacime
jej y) tak, ze jejich soucet bude roven 0.
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3. dla € A:Vr € A: x+a = x ,existuje pravé jedno a € A takové, ze pro kazdé
x € Aplati x +a = x.“ A co je tim mysleno? Mame libovolné vybrany prvek x
z mnoziny A a zajimé nds, jestli se v mnoziné A najde prvek a takovy, aby platilo
x + a = z. Uvedeny vyrok tvrdi, Zze takové a najdeme, ale pouze jediné, tzn. pokud je
b#a,be A, potom x + b # x.

Budeme samoziejmé pouzivat i dalsi obvykle zazité matematické symboly. Které, ze to
jsou? No tak pro jistotu: Obsah

7. strana ze 384

€ ...ndlezi (Naprf. x € A znamen4, ze prvek z nédlezi mnoziné A.)

[=]
[£]
=]
[=]

C ...podmnozina (Napf. A C B znamend, 7ze A je podmnozina mnoziny B, pri¢emz
muze nastat A = B.)

d
i

C ... Tento symbol byva nékterymi autory pouzivan se stejnym vyznamem jako pred-
chozi, my vSsak pomoci ného budeme znacit tzv. vlastni podmnozinu (Napt. A C B znamen4,
ze A je podmnozina mnoziny B, pricemz nemuze (!) nastat A = B.)

N ...pranik (Prunik danych mnoZin obsahuje jejich spoleéné prvky, napr. {1,3,5} N
N {2, 4, 5} = {5}) Zavfit dokument
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U ...sjednoceni (Sjednoceni danych mnozin obsahuje vSechny prvky téchto mnozin, . =
napt. {1,3,5} N {2,4,5} ={1,2,3,4,5}.) ‘*:;,* 4

A — B ...rozdil mnozin A a B (Mnozina A — B obsahuje ty prvky z A, které nepatii
do B napt. {1,3,5} — {2,4,5} = {1,3} ale pozor, {2,4,5} — {1,3,5} = {2,4}.) D | s

V PLZNI

#A ... pocet pruki konecné mnoziny A (Takto budeme znacit pocet prvku koneéné mno-
ziny A C N. Napfiklad pro A = {2,4,5} plati #4 = 3.)

N A = AtNAyn...N A, ... Pokud uvazujeme prinik vice mnozin, mizeme zapis
zkratit timto zplisobem (napt. v p¥ipadé n = 3 dostdvame N3_; A; = A3 N Az N A3.)

Ul A; = AiUAU...UA, ... Pokud uvazujeme sjednoceni vice mnozin, mizeme zapis
zkratit timto zplisobem (napi. v piipadé n = 3 dostavame U3_ | A; = A; U Ay U A3.)

> ... suma. Pomoci symbolu suma zkracujeme soucet nékolika ¢isel (napft. 24: % = % +
k=1
1,11 vz 1 1 1 1
+ 5 + 3 + ;- Pozor! Pokud se v textu vyskytne napt. zapis kzl E=patmtsat....je
[e.e] n
tim mysleno, ze Py Elg = nh_)ngo kz—:l Flg)

I] ... soucin. Pomoci tohoto symbolu zkracujeme soucin nekohka Cisel (napr Hk 1 % =

1111 I — 1
= {534 Pozor! Pokud sevtextu vyskytne napr zapis [[ o2, k2+1 =g 22+1 32+1 ey

je tim mysleno, ze [[,— . +1 = hm Hk 17 +1 =)
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A ...Je symbolem logické spojky a zdrover.

V ...Je symbolem logické spojky nebo.

= ...Je symbolem logické spojky jestlize - pak.

& ... Je symbolem logické spojky prdve tehdy kdyz.
A’ ... Oznacuje negaci vijroku A.

g(z) = O(x) ...Znamen3, ze existuje ¢ € R takové, ze

lg()]

lim sup ——— = ¢ = konst. < o0, (1)
T—00 Z

(kde = € R, nebo x € N.) To znamena, ze Ve > 03zy € R takové, ze pro kazdé x > x

@I ¢ 4 ¢ Pro poradek je tfeba Fici, ze znaménko rovnosti v zapise g(z) = O(x)

plati =~
neni znaménkem ekvivalence dvou funkei. Symbolem O(z) muzeme nahradit (oznacit) libo-
volnou funkci g(x) s vySe uvedenou vlastnosti. O(z) tedy nepredstavuje konkrétni funkci,

ale libovolnou (néjakou) funkci z t¥idy funkei spliujicich vlastnost (1).

g(x) = o(z) ... Znamena, ze
lim M =0,

r—o00 I
(kde z € R, nebo x € N.) To znamena, ze Ve > 03zy € R takové, ze pro kazdé x > z
platf |42)| < 0 +e.
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Hodnoty @ se pii x — oo blizi ¢islu 0.
g(x) = O(h(x)) ...Znamena, ze existuje c € R takové, ze

: l9(@)|
lim su
(kde = € R, nebo x € N.) To znamena, ze Ve > 03zy € R takové, ze pro kazdé x > z
plati % <c+e.
Nepfesné feceno, pro ,dostatecné velkd“ z muzeme tvrdit, ze funkce |g(x)| se chovd
podobné jako funkce h(x).

= ¢ = konst. < o0,

g(z) = o(h(x)) ...Znamena, zZe

g9()

limsup == =0,

(kde = € R, nebo x € N.) To znamena, ze Ve > 03zy € R takové, ze pro kazdé x > z
plati [£(3] < 0+e.

Hodnoty % se pii @ — oo blizf &fslu 0.

0.2.1. Cviceni

Vysledky, navody k feSeni a feSeni prikladi tohoto cviceni naleznete v odstavci 8.1.1.

1. Dokazte, ze —O(z) = O(x). 0
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2. Dokazte, ze O(x) + O(x) = O(x).
3. Dokazte, ze O(h(x)) + O(h(z)) = O(h(z)).
4. Dokazte, ze pro kazdé r € R plati r - O(z) = O(x).

5. Dokazte, ze pro f(n) = n%tl plati f(n) =0 (l)

n

6. Dokazte, ze In(z 4+ 1) = O(ln x).
7. Dokazte, ze 1 -In1 —1 = O(Inx).

8. Dokazte, ze —1 + 20(Inz) = O(1).

0.3. Zaklady matematiky, aneb axiomaticka vystavba mate-
matiky

vvvvv

matiky doporucuji skripta doc. Buriana [1].

Predstavte si, ze jste zakladateli védecké discipliny matematika. Neni tedy znamo jesté
viibec nic. Jste vSak vSemi mastmi mazani védatofi s ambiciéznim planem stvorit nejexakt-
néjsi a nejéistsi védu (v tom smyslu, ze naprosto presné formulujete pojmy, problémy i jejich
feseni, které musi byt provedeno na zékladé nezpochybnitelnych dikazi) ze vSech exaktnich
a Cistych véd!

1Ud4losti popisované v této kapitole jsou smyslené a podobnost s historickymi udélostmi a osobami je
Cisté zameérna.
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A prvni, co vas napadne, je nacmarat klackem do pisku ¢aru a vedle ni puntik. I zrodil . =
se prvni problém vasi skvélé védy! Reknete si, no tak takovéhle ¢are budu fikat primka SN 4

a takovému puntiku bod. A otdzka zni, kolik pfimek muzu vést bodem (puntikem v pisku)
tak, aby neprotinala zadanou pfimku (tu co jsem pred chvili na¢maral do pisku)?
Kolemjdouci Eukleides vam hned zac¢ne septat do ucha: ,Ale pane kolego, to je prece D p ZArsonteses

& v PLZNI

trivialni, jen jednu. Takhle, rovnobézné s tou zadanou

Obr. 1 Eukleides versus Lobacevskij

V tom klepe milému Euklidovi na rameno pan Lobacevskij a shovivavé fika: ,Ehm,
pane kolego, zd4 se, ze tak trochu neuvazené plicate!“ Chytne klacek a do pisku pri¢cméarne
jesté jednu ¢aru, kterd prochdzi danym bodem a zadanou piimku neprotind (viz obrazek 1)!
Fukleides se zamraci a pohorsené zahudi: ,,Délat si blazny z cloveka, kterému je o péknych
par set let vic nez vam! Chovate se jako détina, pane Lobacevskij! Vzdyt ta vase pfimka je _
néjaka kiiva, to neni zadnd primka!* _

12




»,No no, nic ve zlém, ale néjak si nevzpominam, ze by se reklo, co to vlastné primka je!
Tak pro¢ by nemohla byt trosicku kriva?“

A v tuto chvili se vSichni pfitomni hluboce zastydi. Takové plany jsme méli, jak tu
matematiku budeme poctivé a nanejvys presné budovat a formulovat a hned na zacatku
jsme toto predsevzeti porusili! Vzdyt nemame definici piimky, ani bodu! Takova ostuda! No
nic, hned to napravime. Takze, ehmmm, feknéme, ze primka je to, co md jen délku a ne
sirku, memd to konec a ani zacdtek a bod je to, co nemd Zddny rozmeér. Spokojen, pane
Lobacevskij?

.Eee, no ani ne.*

,,Coze?! Co zas?!“

,Ja jen, ze nemame definici pojmu jako rozmeér, délka, sirka, konec, zacdtek, to, ...,
takze tyto definice primky a bodu tak néjak nic nefikaji. A kdybychom se pokusili definovat
rozmeér, délku, sitku, konec, zacatek a to, byli bychom nuceni v definicich pouzit slova, které
zase neméame definované! TakzZe tudy asi cesta nevede.*

Frustrace, zmar a beznadéj. Tak to mizeme celé zabalit, presné vymezeni daného pojmu
pomoci definice neni z principu mozné! Kon¢ime, matematika nebude, prosté to nejde.

»onad to prece jen nebude tak zlé,“ prohodi opét shovivavé, ale uz i trochu namyslené
Lobacevskij. ,,Co kdybychom to provedli takhle. Vybereme si par, ne mnoho, pojm1, fikejme
jim zdkladni pojmy, které prosté definovat nebudeme, napriklad mnozina, bod, primka ...
a kazdy at si pod nimi predstavi co chce ... “

,Hriiza, anarchie, faaj!!!«

,2Panové, neprerusovat prosim! Takze, kazdy si pod nimi muze predstavit co chce, ale
tyto intuitivni predstavy je zadouci zhmotnit ve vyrocich, nazveme je axiomy, které popisuji
vztahy mezi témito zdkladnimi pojmy. Tim vlastné svym zptisobem charakterizujeme, co si
pod zakladnimi pojmy predstavujeme.*

13
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,No tak vezméte si tfeba nas tivodni problém. Chceme studovat vlastnosti bodi, primek
a jejich vzajemnou polohu v roviné. Zde pritomny vazeny kolega Eukleides si pod pojmem
bod predstavil jakysi mikroskopicky puntik a pod primkou jakousi absolutné rovnou neko-
necné tenouckou nitku, kterd prichazi z nekonec¢nych hlubin vesmiru a zase do nich odsvisti.
Tuto predstavu muzeme popsat nékolika axiomy, napriklad:

Ap: Pro kazdé dva ruzné body A, B existuje jedind primka p tak, ze A, B € p. (Tj.
Kazdymi dvéma ruznymi body A a B muzeme vést pravé jednu primku.)

Ag: Pro kazdou primku existuji dva rtizné body, které na ni lezi.

Ay Pro kazdé tii navzajem rizné body A, B, C existuje jedina rovina p tak, ze A, B, C € p.

E: Pro kazdou piimku p a bod A, ktery na ni nelezi, existuje jedind pfimka r takova, zZe
bod A lezi na r a zaroven se piimky r a p neprotinajil. “

Tato piedstava piimek a bodii (zazilo se pro ni oznaceni eukleidovskd geometrie %) neni
nijak Spatnd, naopak, a proto je Casto vyuzivana ve fyzice (nerelativistické), v technice
a jinde.

'Rikdme, 7e piimky r a p se protinaji pravé kdyz existuje bod A takovy, e A € r a A € p. Bod A pak
nazveme prusecikem primek r a p.

2Prvni korektni a ucelenou soustavu axiomi eukleidovské geometrie sestavil matematik David Hilbert
(x1862, 11943) ve své knize Grundlagen der Geometrie. Z ni jsme si také uvedené axiomy ,vypujéili.“
Hilbertova axiomatickd soustava eukleidovské geometrie obsahuje 20 axiomi. Nedefinovanymi pojmy jsou
bod, primka a rovina. Zékladnimi relacemi je incidence (lezi na, €), usporddani (bod A lezi mezi body B
a C, u(B,A,C)) a shodnost (je shodny, ). v
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Ale nyni si predstavme svét piimek a bodd, jak jej vidi clovék, ktery maluje stfedové
¢ary na vozovku. Rikejme mu Jarda (viz obr. 2). Ten mé kazdodenni pfedstavu trosku
jinou, omezenéjsi (bez urdzky) — nezajimaji jej vesmirné dédlky (alespor v pracovni dobé
ne), piimka se musi pékné drzet zemé. Predstavi si ji jako rovnou c¢aru, kterou namaluje
stétkou drzenou kolmo k zemi od vidim do nevidim. Pokud primhourime o¢i, muzeme fici,
ze Zemé je kulatd, a tak Jardovy primky nejsou nic jiného, nez kruznice se sttedem ve stiedu
Zemé a polomérem rovnym poloméru Zemé — tikejme jim hlavni kruznice. Tato predstava
neni o nic horsi, nez ta Eukleidova. Pro Jardu je dokonce mnohem vyhodnéjsi. Popisuje
totiz jeho problémy mnohem lépe, nez Eukleidovska geometrie. Netikame ji vSak Jardova
geometrie, ale je to jeden z modeli tzv. eliptické geometrie.

Bodem v tomto modelu rozumime dvojici bodt na povrchu koule, puntik namalovany
na zemi a puntik na opa¢né strané zemékoule tvoii jediny bod. (To mimo jiné znamend,
ze dvé ruzné primky modelu se protinaji v jediném bodé modelu — dvojici ,,puntik“ na
opac¢nych strandch zemékoule. Viz obrazek 3.)

A v ¢em se tyto dvé geometrie lisi? Pokud bychom tady méli seznam vsech axiomt Eu-
kleidovy geometrie (dejme tomu, Ze soustavu axiomu Eukleidovské geometrie tvori axiomy
A1, Ay, ... Ay a B, my jsme uvedli pouze A, A2, Ay, a E), mohli bychom ovéfit, ze vsechny,
az na jediny, plati i v Jardové modelu eliptické geometrie. Jedinou vyjimkou je axiom FE.
Jak to?

Predstavte si to tfeba na glébu — modelu zemékoule. Zadanou primkou p nechf je treba
Greenwichsky (nulty) polednik (vzpomente si, Jardovou pfedstavou pfimky je ¢dra nama-
lovand kolem Zemé, takze jde o kruznici na jejim povrchu a se stfedem v jejim stfedu)
a zadany bod A je dvojice bodu na povrchu Zemé, z nichz jeden lezi v Ostravé (ten druhy
je na opac¢né strané zemékoule). Dokazete najit néjakou hlavni kruznici zemékoule, ktera
prochazi touto dvojici bodu a pritom neprotind nulty polednik?

15
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Obr. 2 Jarda v praci

Hledate ... 7 Nu hledejte, ale ne moc dlouho, je to zbytecné, zddna takova neni. V elip-
tické geometrii plati axiomy Ai, As, ..., A, a axiom E*:  Pro kazdé dvé ruzné piimky p a ¢
existuje bod A tak, ze A € p a A € ¢q (fikdme, Ze piimky p a ¢ se protinaji v bodé A).“

Obdobné muzeme vytvorit takzvanou hyperbolickou geometrii. Ta je urCena axiomy
A1, As, ..., Ay a axiomem H: ,Pro kazdou primku p a bod A, ktery na ni nelezi, exis-
tuje vice nez jedna primka p* takovd, ze bod A na ni lezi a navic p* neprotind primku p (tj.

16
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Obr. 3 V Jardové modelu eliptické geometrie tvori puntik namalovany na zemi a puntik na
opacné strané Zemékoule spolecné jediny bod A. Takze piimky p a ¢ se protinaji v jediném
bodu.

d
i

p a p* nemaji zadny spolecny bod).“
Shrnme si tedy, jak je matematika jako véda budovana. V matematice pracujeme s né-
kterymi pojmy jako je bod, pfimka, mnozina a podobné. Presné vymezeni téchto pojmi
neexistuje, nejsou definovany. Muzeme si pod nimi predstavit v podstaté cokoli a proto se Zaviit dokument

jim 1ika zdkladni, nebo také primitivni pojmy. V zacatcich matematiky jako védy existo-
17

l Cels obrazovka/Okno




valy snahy vytvorit jejich definice, nicméné v nich se nutné vyskytuji dalsi pojmy, které by
bylo treba definovat a v téchto definicich by figurovaly dalsi pojmy, a tak bychom museli
pokracovat do nekonecna, coz evidentné nema smysl.

A¢ o samotnych nedefinovanych pojmech nerikdme nic (a vlastné pravé diky tomu)
muzeme si dovolit urcovat pozadavky na vztahy (relace) mezi nimi.

Vlastnosti téchto vztahti ur¢ujeme v takzvanych axiomech teorie. Ptikladem mtize byt
teorie euklidovské roviny. Nedefinovanymi pojmy jsou zde primka a bod. Primka a bod
mohou byt ve vzdjemném vztahu (relaci) ,lezi na“. Vlastnosti této relace jsou popsany
v soustavé aziomi (coz je mnozina vSech axiomu dané teorie). Naptiklad jeden z axiomu
riké, ze pro kazdé dva body A, B roviny existuje jedind piimka p roviny takové, ze bod A
lezi na p a zaroven bod B lezi na p. Pomoci dané matematické logiky potom na zakladé
axiomu formulujeme matematické véty (napt. z axiomu A; a As plyne, Ze plati ... ).

Na zdkladé zékladnich pojmu muzeme pomoci definic tvorit dalsi pojmy (napft. kolmice
na primku p v bodé A je primka ¢, pro kterou plati ... ).

Na soustavu axiomt matematické teorie klademe ovsem také jisté pozadavky. Zirejmé by
nemélo smysl, aby jeden axiom tikal : ,je to bilé*“ a druhy : ,je to Cerné.“ Proto je naprosto
prirozeny pozadavek, aby z dané soustavy axiomt nebylo mozné odvodit dvé kontradikto-
rickd tvrzeni (tzn. tvrzeni, kterd nemohou platit souc¢asné). Této vlastnosti soustavy axiomu
se Tika vnitrni bezespornost.

Pokud by z néjaké ( n — 1 ) — tice axiomu Aj,..., A,—1 plynulo tvrzeni zbyvajiciho
n-tého axiomu A,, (v tom piipadé fikdme, ze axiom A,, je logicky zdvisly na Ay, ..., Ap_1),
pak by jeho pritomnost v soustavé axiomu byla evidentné zbytecna. Proto od soustavy axi-
omu pozadujeme vzdjemnou logickou nezavislost jednotlivych axiomu. (Zavislost soustavy
axiomu je vSak mozno tolerovat, pokud se tak déje z didaktickych duvodu.) Matematic-
kou teorii potom nazveme mnozinu vsech vét, které byly na zdkladé dané soustavy axiomil
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a zakladnich pojmt odvozeny.

0.4. Matematické véty a jejich dikazy

Pojem matematickd véta neni definovan. Obvykle pod nim chapeme pravdivy vyrok, ktery
se tykd matematiky (lépe Teceno, matematickych problémii, nebot vyrok ,Danou hodinu
matematiky navstivilo 25 zak.” asi nebudeme za kazdou cenu prosazovat jako matematic-
kou vétu, prestoze se tykd matematiky a muze byt dost dobfe pravdiva).

Na matematické véty je kladen pozadavek, aby slo o pravdivé vyroky. To ovsem nebyva
vzdy na prvni pohled ziejmé. Jejich pravdivost je tedy tFeba dokazat! (plné v souladu s po-
zadavky formulovanymi na poc¢atku predchoziho odstavce). Tim méame na mysli, Ze je t¥eba
¢tenari podat podrobné vysvétleni, pro¢ povazujeme tuto vétu (vyrok) za pravdivou. Takze:

Ctenar ma plné pravo nevérit nicemu, pokud mu nebyl predloZzen dikaz.

Mnoho matematickych vét ma tvar: ,Pokud je pravdivy vyrok A, potom je pravdivy
vyrok B.” Napriklad:

Jestlize z € R, pak 22 >0.
S——" ——
A B

Formalné tak muzeme tuto matematickou vétu zapsat jako vyrok ve tvaru ,A = B. Jak
dokazat pravdivost takovéhoto a podobnych tvrzeni? Existuje vice moznosti. Mezi nejcas-
téjsi patii primy dikaz, neprimy dukaz, dikaz sporem, dikaz slabou matematickou indukci
a dukaz silnou matematickou indukci. Je dobré se predem seznamit s postupem u jednot-
livych metod dokazovani, aby si pozdéji ¢tendr zbytecné neldmal hlavu s tim, proc¢ a jak

o
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v dukazu postupujeme pravé tak ¢i onak.

0.4.0.0.1. Diukaz slabou matematickou indukci Predstavme si, ze mdme dokazat
vyrok

¥n € N plati PRI B “
n at{ rovnost — + — + - -- =
2 12 23 nn+1l) n+l
v(n)
tj. obecné vyrok ve tvaru
Vn e N:V(n).

Jen tak mezi nami, uvedeny vyrok je skutecné pravdivy. Jak to vsak ovérit? Mohli
bychom dosadit za n nejprve ¢islo 1 a zjistili bychom, ze vyrok V(1) je pravdivy, nebot pro
n = 1 dostavame

1
lati t — = ——.
plat{ rovnost = 1

V(1)

Pro n = 2 dostavame

latf LI N
all rovnost —— —_— = .
P 1223 2+1

V(2)

[

Vézeny ¢tendr si jisté sdm ovéri, ze i V(2) je pravdivy vyrok. To je sice prima, ale co
dal? Az do konce zivota bychom tak mohli pokracovat, ale nestihli bychom ovérit pravdivost
nekone¢né mnoha zbyvajicich vyroka V(3), 12/0(4), e
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Vidite, je tfeba se na chvili zastavit a vymyslet fintu, jak tento zadrhel prekonat. Snad
nam pomuze klasickd intuitivni reakce vétsiny lidi. Ti si, v pripadé ze ovéri platnost vyrokiu
V(1), V(2),V(3), V(4), ..., V(n), ¢asto pomysli: ,Je to jasné, pravdivy bude i nasledujici
vyrok V(n + 1) V matematice vSak nestac¢i vérit, je tieba dokazovat! Co kdyz zrovna
V(14438) neni pravda?! Proto dokdzeme, ze kdyz je pravdivy vyrok V(n), pak musi byt
pravdivy i (nasledujici) vyrok V(n + 1). Je jasné pro¢? Pokud ne, nezoufejte, uvidime za
chvili. Shriime si nejprve postup pri dokazovani matematickou indukeci.

e Nejprve dokdzeme platnost vyroku V(1) (pripadné V (m) pokud dokazujeme Vn € {m, m-+|}

+1,m+2,...}).

e Poté dokazeme pro libovolné pevné zvolené n platnost vyroku:

V(n) je pravda = V(n+ 1) je pravda.

e Pokud jsme uspéli v predchazejicich dvou krocich, muzeme si gratulovat, nebot jsme
tim dokézali pravdivost vyroku

Vn € N: V(n).

Porad jesté tapete, pro¢ by z prvnich dvou bodi mélo plynout, ze V(n) je pravda, at za n
dosadime jakékoli prirozené ¢islo? Pokud ne, blahopreji a mizete tento odstavecek preskocit.
Pokud ano, tak podivejte. V prvnim bodu jsme dokazali pravdivost V' (1). A v druhém kroku
jsme dokéazali, ze potom musi byt pravda i V(2). Pak, opét podle druhého bodu, musi byt
pravda V(3) (nebot uz vime, ze V(2) je pravda). Odtud analogicky odvodime, ze V(4) je
pravdivy vyrok (nebot ted uz vime, ze V(3) je pravda). A tak dile a tak dale. Jedna se
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1849
o jakousi ,Fetézovou reakci,” kterd probéhne postupné vsemi prirozenymi ¢isly n. Vysledkem
L dokézali divost V ¢ sakékoli Dii ¢ sl A 7
je, ze jsme dokézali pravdivost V(n), at je n jakékoli pfirozené ¢islo. ) 4

Zkusme provést dikaz motivacniho prikladu. To jest, dokdzeme pravdivost véty s>
Vn € N plati rovnost 1—12 + % +-- 4 n(nl-i- 1 = :L_ T D > éﬁ‘i{'{’ﬁ“
e Jiz drive jsme dokazali platnost vyroku V (1), nebot plati
1 1
1.(1+1) 1+1°
0

e Nyni pristoupime k takzvanému indukcénimu kroku. Spociva v tom, zZe pro libovolné
pevné zvolené n predpokladdme platnost vyroku V(n) - oznacujeme jej jako indukcéni
predpoklad - a dokdzeme, Ze potom platii V(n+ 1) (jde o stejny vyrok jako V' (n), jen
tam, kde bylo n, napiSeme n + 1).

Indukénim predpokladem tedy je, ze plati vztah

1+1+ N 1 n @)
1.2 23 nn+1) n+1°

/

V(n)

Snazime se dokézat, ze v tom pripadé plati také vztah

11 1 n+1

N - , 3

2 T T eI D D ) D+l ) | Zavit dokument |
250 [t |




o

&
S

To nebude nijak tézké. Levou stranu rovnice (3) muZeme rozepsat do tvaru " I!!I =
1 1 1 1 xS
it T ey T

~~ ~~

Podle (2) je tato ¢dst rovna ——

1 ZAPADOCESKA
n+1 (n+1)(n+2)

UNIVERZITA
V PLZNI

L

Odtud

n i 1
n+1l (n+1)(n+2)

n(n + 2) 1 _ n(n+2)+1

St Dn+2)  mrDm+2) i+ D +2)

n?+2n+1 (n+1)?2

C(n+1)(n+2) (n+1l)(n+2)

n+1 n+1

n+2) (n+1)+1

Dospéli jsme k pravé strané vztahu (3), ¢imz jsme ovérili jeho pravdivost.
e Tim jsme dokéazali pravdivost vyroku

Vn € N plati MRS T z
n atl rovinost —— — = c
PR RO 59 T 2 nn+1) n+l

23



0.4.0.0.2. Diukaz silnou matematickou indukci Princip silné matematické indukce ® =
je logicky ekvivalentni s principem slabé matematické indukce. Opét dokazujeme tvrzeni ve X '3«5

/0"4- ““\‘\
tvaru

e, € I € G D i

Postup pri silné matematické indukci je nasledujici.
e Nejprve dokazeme platnost vyroku V(1)1
e Poté dokdzeme pro libovolné pevné zvolené n > 1 platnost vyroku:
V (k) je pravda pro kazdé k € {1,2,...,n — 1}?> = V(n) je pravda.

To jest, predpokladdme, ze V' (k) plati pro vSechna prirozena k mensi, nez n a snazime
se dokazat, ze vyrok V(n) je potom také pravdivy.

e Jestlize jsme uspéli v predchézejicich dvou krocich, pak jsme tim dokazali pravdivost

vyroku
Vn € N: V(n).

0.4.0.0.3. Primy dukaz Tato metoda dokazovani je pomérné jednoducha. Vime-li, ze
virok A = B a také vyrok B = C je pravdivy, potom musi byt pravdivy i vyrok A = C.3

'P¥ipadné V(m) pokud dokazujeme Vn € {m,m +1,m+2,...}:V(n)

2P¥ipadné k € {m,...,n — 1} pokud dokazujeme Vn € {m,m+1,m+2,...}: V(n)

3Dikaz je mozné provést nésledovné. Ukdzeme pomoci pravdivostni tabulky, ze vyrok V =
=[(A= B)A(B=C)] = (A= C) je vidy pravdivy.

24




A prave tohoto faktu vyuziva metoda primého dikazu. Mame-li dokdzat pravdivost vyroku
A = B, snazime se najit vyroky Ay, As, ..., A, tak, abychom dostali posloupnost implikaci

A= A1 = Ay = A, = B.

Mame tim na mysli, ze dokazeme platnost vyroku A = A;, Ay = Ao, ..., A, = B.

Ukazme si to na prikladé. Mame dokazat vétu: ,Jestlize k nam domu prijede babicka
na navstévu a tatinek je doma, pak tatinek musi vyhledat lékarské osSetieni.” Vime pii tom,
ze nasledujici vyroky Vi, Vo a V3, jsou pravdivé:

V1 = ,Jestlize k nam prijede babicka na navstévu, vzdy s sebou priveze svého psa
Bobika.”

Vo = ,Jestlize je u nds doma Bobik a zaroven tatinek, pak tatinek dostane alergicky
zachvat.”

V3 = ,Jestlize tatinek dostane alergicky zachvat, pak tatinek musi vyhledat 1ékarské
osetteni.”

Predpokladem véty je

A =k ndm domu prijede babic¢ka na navstévu atatinek je doma .

A* A**
A|B|C|A=B | B=C | (A=B)AB=C) | A=C |V
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 0 0 0 1
1 0 1 0 1 0 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1
11010 0 1 0 0 1
01110 1 0 0 1 1
0 0 1 0 1 0 1 1
00710 0 1 0 1 1
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Méme dokézat, ze v pripadé pravdivosti A musi nastat
B = tatinek musi vyhledat 1ékatské oSetreni.

To jest, ovéfujeme platnost vyroku (A* A A**) = B. Ozna¢me A; = ,Tatinek dostane
alergicky zachvat.” Z predpokladu A* a z V; plyne, Ze u nds doma je Bobik. Pfedpoklad A**
tiké, ze je doma také tatinek. Podle V5 pak tatinek dostane alergicky zachvat. A tak jsme
odvodili platnost vyroku

A:>A1.

Daéle vime, ze V3 je pravdivy vyrok a snadno si rozmyslime, ze V3 = (41 = B). Dospéli
jsme tak k posloupnosti implikaci
A= A, = B.

Tim je dikaz pravdivosti vyroku A = B dokoncen.

0.4.0.0.4. Neprimy diikaz Nez zacneme objasnovat postup pri nepifimém dokazovani,
zkuste si uvédomit, ze nasledujici dva vyroky rikaji totéz.

o (véta) Jestlize den X je ¢tvrtek, pak popelafi v den X do 16:00 odvezou odpad z nasich
popelnic.

e (véta obménénd) Jestlize v den X popelari do 16:00 neodvezou odpad z nasich popel-
nic, pak den X neni ¢tvrtek.

Metoda nepiimého diikazu vyuziva skutecnosti, ze véta a jeji obménénd véta jsou logicky
ekvivalentni. Je tim mysleno, ze vyrok (Véta)2\ée tvaru A = B je pravdivy pravé tehdy, kdyz
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je pravdivy vyrok B’ = A’ (véta obménénd). Jesté jinak, vyrok (A = B) & (B’ = A') je
vzdy pravdivy. !

Miuzeme proto konstatovat, ze vyrok A = B tikd totéz, jako vyrok B’ = A’. A tak,
pokud dokdzeme pravdivost B’ = A’, musi byt pravdiva i véta A = B.

Pri neprimém dokazovani dané véty ve tvaru A = B vytvoiime vétu obménénou
(B" = A’) a tu dokazujeme. Ukazme si to na trividlnim piikladu. Dokdzeme vétu:

Jestlize n? 4 2n + 1 je sudé, potom n je liché &slo.
—_———

A B
Mohli bychom pouzit metodu primého dikazu, ale neprimy dukaz v tomto pripadé
predstavuje pohodlnéjsi cestu k vysledku. Vytvorime proto vétu obménénou:

Jestlize n je sudé ¢islo, potom n?+2n+1 je liché;*.
B A
a dokazeme ji metodou primého dukazu.
Jestlize n je sudé, pak n = 2k, kde k € N. Proto

n?4+2n+1=(2k)2+22k+1=2(2k>+2k) +1=2K +1,
kde K = 2k? + 2k € Z. Z toho plyne, Ze n? + 2n + 1 je liché &islo.

!Dikaz tohoto faktu miZzeme opét provést pomoci pravdivostni tabulky.

A|B|B |A|A=>B | B =A | (A=>B)s (B =A4)
1 1 0 0 1 1 1
110 1 0 0 0 1
0 1 0 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1

o

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

27. strana ze 384

5
"l

Zavrit dokument

I Cels obrazovka/Okno




0.4.0.0.5. Diukaz sporem Chceme-li dokazat platnost dané véty, staci ovérit, ze nemuze . 5
nastat jeji negace. Proto k dané vété (vyroku) V vytvoiime negaci V' a snazime se z ni X 4

odvodit néjaky vyrok S, ktery je nepravdivy (fikdme, ze jsme dospéli ke sporu). Zapséna s>
pomoci logickych spojek, metoda dikazu sporem vypadé nasledovné.
’ ZAPADOCESKA
e Dokézeme, ze vyrok V' = S je pravdivy. TEE T

e Ukazeme, ze vyrok S je nepravdivy.

A co z toho? Podivejme se na nize uvedenou tabulku.

VIivi|is| V=S8
1701 1
1100 1
0] 111 1
0] 1160 0

Z ni plyne, Ze tato situace miiZe nastat pouze v pifpadé, kdy vyrok V je pravdivy'. Tim
jsme dokézali pravdivost véty V.

Pro ilustraci dokazeme sporem vétu:

Necht n € N;n = 2. Pak ¢islo n! — 1 neni délitelné ¢islem m € {2,...,n}.

v

lviz druhy fadek tabulky. Pouze zde je V' = S pravda a S nepravda. Aviak v tomto piipadé je V pravda
- viz prvni sloupec druhy radek.

28



Negaci této véty je:
w5

Necht n € N,n = 2. Pak existuje m € {2,...,n} tak, ze m je délitelem ¢isla n! — 1. s>

e
Pokud by V' byla pravda, znamenalo by to, Ze existuje k € Z tak, ze D > 'Zj::,l'l“’:{“,n’ﬁ::“
n!—1=km,
kde m € {2,...,n}. Protoze n! = 2.--- .n, dostavame
(2.---.m.---.n) —1=km,

(2.---.m.---.n) —kom=1.

Vytkneme-li m, dostaneme vztah

m(ko — k) = 1,

kde ko = %‘ € N. To by ale znamenalo, ze

¢islo 1 je nésobkem ¢isla m, které patii do mnoziny {2,...,n}.

S

S je zjevné nepravdivy vyrok! Navic, k vyroku S jsme dospéli zcela korektné na zakladé
predpokladu, ze V' je pravdivy vyrok. Proto muzeme tvrdit, ze V' = S je pravdivy vyrok.
Podle vyse uvedeného to znamend, ze vyrok V (dokazovana véta) je pravdivy.
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0.5. Test ‘.7

V nésledujicim testu si mlzete overit své znalosti studiem kapitoly Co je dobré vedét pred s>
tim, nez zacnete cist prond kapitolu. Pozor! Mluvime-li v testu o délitelnosti, mame na mysli

délitelnost na mnoziné prirozenych cisel, ne na mnoziné celych cisel. Za kazdou spravnou —
odpovéd v dané otazce obdrzite jeden bod, za kazdou spatnou odpovéd jeden ztracite. i T

Spravna c¢iselnd odpovéd je hodnocena jednim bodem, nespravna nula body. Pro ukonceni
testu kliknéte na tlacitko Konec testu. Spravné odpovédi se objevi po kliknuti na tlac¢itko
Oprava testu. Spravné ¢iselné odpovédi se zobrazi tak, ze u dané otazky kliknete na tlacitko
Spravna odpoved. Pozor! Tato spravné ¢iselnd odpovéd na otdzku x-tou se zobrazi v rdmec-
cich u vSech otazek. Pro spravné c¢iselné odpovédi u jinych otézek je proto potfeba u nich
opét kliknout na tlacitko Spravna odpoved.

1. Symbolem Z oznacujeme mnozinu:

(a) Prirozenych ¢isel.
b) Kladnych celych ¢isel.
c¢) Celych ¢isel.

d) Racionélnich ¢isel.

P

e) Redlnych cisel.
2. Symbolem Q oznacujeme mnozinu:

(a) Prirozenych ¢isel.
(b) Kladnych celych ¢isel.
(c¢) Celych cisel.
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(d) Racionélnich ¢isel. .
(e) Reélnych ¢isel.
3. Symbolem N oznac¢ujeme mnozinu:

ZAPADOCESKA
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(a) Prirozenych ¢isel.

(b) Kladnych celych ¢isel.
(c
(
(

)
)

d) Racionalnich ¢isel.
)

L

Celych cisel.

e) Redlnych cisel.

4. Symbolem ZT oznaéujeme mnozinu:
(a) Prirozenych éisel.
(b) Kladnych celych ¢isel.
(c
(
(

)

) Celych ¢isel.

d) Racionélnich ¢isel.
)

e) Redlnych cisel.
5. Symbolem R oznac¢ujeme mnozinu:

(a) Prirozenych ¢isel.

(b) Kladnych celych éisel.
(c) Celych éisel.

(d)

(e)

e) Redlnych cisel.

Racionélnich ¢isel.
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10.

. Ktery z nasledujicich kvantifikdtora ¢teme ,existuje“?

. Kvantifikdtor 3! znamené:

. V§rokVn € N:n2 —-12=0

o

1849

. Ktery z nésledujicich kvantifikdtora ¢teme ,pro kazdé“? .
“ IsTRAVY, 7
%, S5
Yp
0&1 ““\‘\

(a) 3.
(b) V.
(c) 3N
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L

(a) 3.
(b) V.
(c) 3L

(a) Neexistuje.
(b) Existuje.
(c) Existuje pravé jedno.

(a) neni pravdivy.

(

b)

(c) éteme ,Pro kazdé pfirozené ¢islo n plati, Ze n? — 1 je vét$i, nebo rovno nule.“
(d)

Vyrok 3In e N:n? —1 <0

je pravdivy.

¢teme ,Existuje pfirozené ¢islo n takové, ze n? — 1 je vétsi, nebo rovno nule.“

(a) ¢teme ,Pro kazdé prirozené ¢islo n plati, Ze n? — 1 je mensi, nebo rovno nule.“
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11.

12.

13.

14.

1849
(b) ¢teme ,Existuje piirozené &islo n takové, Ze n? — 1 je mensi, nebo rovno nule.“ " 5
; o 2 = g
(¢) neni pravdivy. D) &

/05'4' ““\Qk
(d) je pravdivy.
Verk Vz € REly eR: .’132 + y2 =1 D ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
(a) tik4, ze soucet dvou druhych mocnin libovolnych redlnych ¢isel = a y je roven 1.

(b) tik4, ze kdyz si vyberu libovolné redlné ¢islo z, existuje k nému alespon jedno reélné
¢islo y takové, ze soucet druhych mocnin ¢isel x a y je roven 1.

(c) je pravdivy.

(d) neni pravdivy.

Vyrok 3z c RIyc R: 22 +¢y? =1

(a) tik4, ze soucet dvou druhych mocnin libovolnych redlnych ¢isel = a y je roven 1.

(b)
(c) je pravdivy.
(d)

Negaci vyroku ,Existuje bilé auto.“ je vyrok

iiké, Ze existuje dvojice redlnych éisel x a y spliwujicich rovnost 2 + y% = 1.

neni pravdivy.

(a) VSechna auta jsou cerné.

(

b)
(c¢) Neexistuje bilé auto.
(d)

Negaci vyroku ve tvaru ,3z € A: 2?24+ x —1 > 0.“ je virok
33

Existuje cerné auto.

Vsechna auta maji tu vlastnost, ze nejsou bila.




15.

16.

17.

(a)Vxe A:z?2+z—1<0.
b)IzcA: 22+ —-1<0.
(c) Vo € A: neplati rovnost 22 +z — 1 > 0.
(d)vVzeAd:z2+z—-150.

ZAPADOCESKA
~ v, o s v, v ; ’ UNIYERZITA
Ozna¢me mnozinu muzu pismenem M a mnozinu zen pismenem Z. Vyrok ,dz € MVy € Z : xaysDA budeu mit

je vyrok

(a) ktery tikd, ze existuje muz, jenz bude mit chytré déti s jakoukoli Zenou.

(b) jehoz negace ikd, ze ke kazdému muzi najdeme Zenu (vime, Ze existuje), s niz
nebude mit chytré déti.

(c) ktery fiké, ze existuje muz a zena, ktefi spolu budou mit chytré déti.

(d) jehoz negace Tik4, ze existuje muz, jenz bude mit s kazdou Zenou hloupé déti.

Necht A a B jsou vyroky. Potom

(a) AN B je vyrok, ktery fiké, ze alespon jeden z vyroku A a B je pravdivy.
(b) AN B je vyrok, ktery fiké, ze pouze jeden z vyroku A a B je pravdivy.
(¢) AN B je vyrok, ktery rika, ze vyroky A a B jsou oba pravdivé.

(d) AN B je vyrok, ktery rikd, ani jeden z vyroku A a B neni pravdivy.

Necht A a B jsou vyroky. Potom

(a) AV B je vyrok, ktery fiké, ze alespon jeden z vyroku A a B je pravdivy.
(b) AV B je vyrok, ktery fiké, ze pouze jeden z vyroku A a B je pravdivy.
(¢) AV B je vyrok, ktery rika, ze vyroky A a B jsou oba pravdivé.
(d) AV B je vyrok, ktery 1ikd, ani jeden z vyroku A a B neni pravdivy.
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(e) A = B jevyrok, ktery rikd, ze vyrok B je pravdivy pouze, kdyz vyrok A je pravdivy. v 5
= g
NI

(f) A = B je vyrok, ktery iikd, ze v piipadé kdy vyrok A je pravdivy také vyrok B

pravdivy.
ZAPADOCESKA
18. Necht A a B jsou vyroky a A" a B’ jejich negace. Potom P vurverama
J YITOXY J€) g
(a) negaci vyroku A A B je vyrok A’ A B'.
(b) negaci vyroku A A B je vyrok A’V B'.
(¢) negaci vyroku AV B je vyrok A’V B'.
(d) negaci vyroku AV B je vyrok A’ A B'.
(e) Negaci vyroku A = B je vyrok AN B'.
(f) Negaci vyroku A = B je vyrok A = B'.

19. Necht A ={1,2,3,4} a B = {3,4,5}. Vyberte pravdivé vyroky

(a) Prunikem mnozin A a B je mnozina, kterou zna¢ime AU B a plati AU B = {3,4}.
(b) Prunikem mnozin A a B je mnozina, kterou zna¢ime ANB a plati AUB = {1, 2, 3, 4}.

(c) Prunikem mnozin A a B je mnozina, kterou zna¢ime AN B a plati AN B = {3,4}.

(d) Prunikem mnozin A a B je mnozina, kterou zna¢ime A U B a plati AU B =
=1{1,2,3,4,5}.

20. Necht A ={1,2,3,4} a B = {3,4,5}. Vyberte pravdivé vyroky

(a) Sjednocenim mnozin A a B je mnozina, kterou zna¢ime AUB a plati AUB = {3,4}.
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21.

22.

23.

(b) Sjednocenim mnozin A a B je mnozina, kterou zna¢ime AN B a plati AN B =
= {17 27 37 4}'
(c¢) Sjednocenim mnozin A a B je mnozina, kterou zna¢ime ANB a plati ANB = {3,4}.

(d) Sjednocenim mnozin A a B je mnozina, kterou zna¢ime A U B a plati AU B =
={1,2,3,4,5}.

Necht A = {1,2,3,4} a B = {3,4,5}. Vyberte pravdivé vyroky

(a) A— B={-2,-2,-2,4}
(b)) A—B={1,2}=B-A
(c) A—B={1,2} aB— A= {5}
(d) A— B ={1,2,3,4,-3,—4, -5}

Necht A ={1,2,3,4} a B = {3,4,5}. Vyberte pravdivé vyroky

(a) A— B ={-2,-2,-2,4}
(b)A—-B={1,2}=B—-A
(¢c) A—B={1,2} a B— A= {5}
(d) A— B={1,2,3,4,-3,—4, 5}
Ozna¢me A; = {i,i+ 1,7+ 2} pro kazdé i € N. Potom plati (dokoncete tak, aby vznikl
pravdivy vyrok)
(a) A1 ={2,3,4}
(b) A1 ={1,2,3}
(C) Ay = {27374}
36
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(d) U?:l ={1,2,3,4,5}
() Nizy = {3}
() U2, =N-{1}

24. Vypoctéte a vysledek napiste do ramecku.

3
> -1) =

=1

25. Vypoctéte a vysledek napiste do ramecku.

S (1) 4 1) =

=2

26. Vypoctéte a vysledek napiste do ramecku.
3 0
[[ia(i+1) =

27. Vypoctéte a vysledek napiste do ramecku.
3 .
i (CD)'+1) =

Pocet spravné a tplné zodpovézenych otazek:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:
37
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Kapitola 1

Délitelnost na mnoziné celych cisel

Obsah

39. strana ze 384

1.1. Definice a zakladni vlastnosti

[=]
[£]
=]
[=]

S pojmem délitelnosti jste se jisté setkali jiz na stiedni skole!. Vzpomenete si? Déli trojka
Sestku? A déli trojka pétku? Jisté jste na prvni otdzku odpovédéli kladné a na druhou
zaporné. Ale jak jste na to vlastné prisli? Zrejmé jste zkusili nejdiive podélit Ssestku trojkou
a pak pétku trojkou. V prvém pripadé je vysledkem prirozené ¢islo (6 : 3 = 2, tj. déleni
beze zbytku), ale v druhém piipadé vysledkem neni pfirozené ¢islo (5:3 = 1,666...). To
vas dovedlo ke spravnym odpovédim. Mohli bychom vsak tyto tvahy preformulovat.
Trojka déli sestku, protoze sestka je nasobkem trojky. Trojka nedéli pétku, protoze pétka
neni nasobek trojky. To je intuitivni navod, jak definovat délitelnost na mnoziné celych cisel

d
i

IDélitelnost budeme studovat na mnoziné celych &isel Z. To pro nase potieby bude stacit. Slo by to oviem Zaviit dokument

obecnéji, tieba na libovolném oboru integrity (Z,+,.). Viz [0], kapitola VIII.
39
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Z. Obecné muzeme Tici, ze celé ¢islo a déli celé ¢islo b pravé tehdy, kdyz b je ndsobkem a. . o7
A co to znamend, ze b je nasobkem a? Symbolicky tuto skutecnost zapisujeme 3k € Z X 4

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

takové, ze b = k-a“ (naptiklad prob=6aa =3 je k=2 tj. 6 =2:3).

Obr. 1.1 Délitelnost sedmickou.Cislo 8 neni délitelné ¢islem 7, &slo 35 ano.

Nyni uz snad nebude problém s pochopenim néasledujici definice.
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Definice 1.1. (a déli b) Necht a,b € Z. Rikdme, ze a déli b (nebo také a je délitel b, nebo
b je nésobek a), pravé tehdy, kdyz existuje k € Z tak, ze

o

b = ka.

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Skutecénost, ze a déli b symbolicky zapiseme a | b.

Priklad 1.2. Procvi¢me si pojem délitelnosti na konkrétnich prikladech.

e Naleznéte vsechny délitele cisla 12.

Reseni : Délitelé &isla 12 jsou &isla 1, —1, 2, —2, 4, —4, 6, —6, 12 a —12. o

e Naleznéte vSechny délitele ¢isla 0.
41. strana ze 384

[=]
[£]
=]
[=]

Reseni : Celé ¢slo a je délitelem &sla 0 prave kdyz existuje celé &islo k takové, Ze
0 = k-a. Vsimnéte si, ze v pripadé, kdy zvolime za k nulu, obdrzime 0 = 0-a a tato
rovnost plati pro libovolné a € Z! Déliteli ¢isla 0 jsou proto vsechna cela ¢isla.

d
i

Pozor! Vidime, Ze nula je délitelna i sama sebou, nebot je délitelna libo-
volnym celym cislem. Ale jen ve smyslu Definice 1.1! Neznamena to, ze by
byl definovan zlomek %!!!

e Naleznéte vSechna ¢isla, ktera jsou délitelna ¢islem O.

Zavrit dokument

Resenti : Celé ¢islo a je délitelné nulou, pravé kdyz a = k- 0. To ovSem znamena, ze

a = 0. Zjistili jsme tak, ze nulou je déliltlelné pouze ¢islo nula. l Cels obrazovka/ Okno




Definici mame za sebou a ted néjaké zakladni vlastnosti délitelnosti v Z. Zkuste si ‘_ =
nejprve sami rozmyslet odpovédi na nasledujici otazky. ’5% 4

P D
Déli dané celé cislo sebe sama? Kdyz vime, ze a déli b a také b déli ¢, mizeme tvrdit, ze >
a déli ¢? Plati, ze kdyz a déli b, pak také b déli a? Kdyz a déli b, znamen4 to, ze a déli také
nasobky b (tj. ¢isla ve tvaru nb)? Kdyz ¢islo a déli m a také a déli n, musi a délit m + n? D p Zirasocesta
.. V PLZNI

Odpovédi na tyto a nékteré dalsi otazky nyni zapiseme symbolicky a dokazeme jejich
pravdivost.

Lemma 1.3. Plati:
1) Pro kaZdé a € Z plati, Ze a | a.
2) Pro kazdé a,b,c € Z plati, Ze kdyz a | b a zdroven b | ¢, pak také a | c.

3) Neplati, ze kdyz a € Z deli b € 7, pak také b déli a. Jinak teceno, existuji a,b € Z
takové, Ze a | b a zdrover b nedéli a.

4) Pro kazdé a,b € Z plati, Ze |a] = |b] < (a |b A b|a).

5) Pro kazdé a,b,c € Z plati: ab|c= (a|c N b]|c).

6) Necht a,m,n € Z, potom plati: (a | m A a|n)=a|(m+n).
7) Pro kazdé a,b,n € Z plati: a | b = a | nb.

8) Pro kazdé a,b € Z — {0} plati: a | b= |a|] < |b|.

Dikaz. adl) Pro kazdé a € Z plati, ze a = 1-a. Protoze 1 € Z, muzeme podle Definice 1.1
psét a | a.
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ad2)

ad3)

ad4)

Pro kazdé a, b, c € Z plati, ze kdyz a | b a zéroven b | ¢, pak existuji ki, ks € Z takové,
ze b = kja a zaroven ¢ = kob. Z téchto dvou rovnosti (prvni dosadime do druhé)
dostavame ¢ = kskia. Soucin dvou celych ¢isel je opét celé ¢islo, a tak ¢ = koki1a = ka,
kde k = kok; € Z. Podle Definice 1.1 to znamend, ze a | c.

I Dokazujeme, Ze neplati, ze kdyz a € Z déli b € Z, pak také b déli a. Jinak feceno,
existuji a,b € Z takové, Zze a | b a zaroven b nedéli a. Vezméme napiiklad a = 5
a b= 10. Vidime, ze a | b, ale b nedéli a.

Pokud a,b € Z a |a|] = |b|, potom a = +b. Potom (a | b A b | a), nebot b = £1-a
aa==xl1-b.

Nyni dokazeme obracenou implikaci. Pfedpokladdme, ze (a | b A b | a). Podle Definice
1.1 v takovém pripadé existuji k1, ko € Z takové, ze b = k1a a a = kob. Pokud do prvni
rovnosti dosadime za a vyraz kb (druhd rovnost), pak dostdvame vztah

b = k1kob

Vv

obecném oboru integrity (Z, +,). Tj. dokazujeme, Ze existuji a,b € Z takové, ze a | b a zaroven b nedéli a.

Délitelnost v Z definujeme analogicky jako v Z, a tak a | b znamend, ze existuje k € Z takové, ze b = ka.
Naopak, b nedéli a znamenad, ze neexistuje zadné k € Z takové, aby b = k-a. Najdeme v Z takové a a b?

V kazdém oboru integrity existuje nulovy a jednotkovy prvek (a jsou navzdjem rizné). Oznacéme je Oz
a 1z. Navic, kdyz nulovy prvek vyndsobime libovolnym prvkem ze Z, vysledkem je opét nulovy prvek. Takze
Oz~1z = Oz. TO znamené, ie 1Z | Oz.

Kdyby mélo platit 0z | 1z, muselo by existovat k € Z takové, ze 1z = k-0z. Jak ale vime, k-0z =0z, a to
by vedlo ke tvrzeni 1z = 0z. To je spor s tim, ze 1z # 0z. Z toho plyne, Ze zddné takové k € Z neexistuje,
a tak 0z nedéli 1.

Nasli jsme tak a =1z € Z a b= 0z € Z spliujici a | b, ale b nedéli a.
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adb)

ad6)

ad7)

e Za predpokladu, ze b # 0 odtud dostdavame 1 = kiko. Vime, Ze ki, ko € Z.
Polozme si otazku, ¢emu musi byt rovno k; a ¢emu k2? Soucin kterych dvou
prirozenych cisel je roven 17 Jsou pouze dvé moznosti, a to k1 = ko = 1, nebo
k1 = ko = —1. Z prvni z vyse uvedenych moznosti pak plyne, ze b = kija = 1-a = a
aa=kb=1-b=0.Tj. a =>b.Z druhé z vyse uvedenych moznosti pak plyne,
zeb=kia=—-1-a=—-aaa=kb=—-1-b=—b. Tj. a = —b. V obou ptipadech
pak plati |a| = |b].

e Za predpokladu, ze b = 0 dostavdme primo z predpokladu (a | b A b | a) tvrzeni
0] a. To jest, a = k-0 =0. Odtud |a| = |b] = 0.

Necht a, b, c € Z. Jestlize ab | ¢, potom (podle Def. 1.1) musi existovat k € Z takové, ze
¢ = kab. Oznacme k] = ka a k5 = kb a dosadme do predchazejici rovnosti. Obdrzime
vztahy

c=kib a ¢ = k3a.

To znamena, ze ¢ je nasobek ¢isla a a zaroven je nasobek ¢isla b. A tak, podle Definice
1.1, mizeme Fici, ze a | ¢ A b|c.

Jestlize a | m a také a | n, pak m je nasobek a a také n je nasobek a. To jest, existuji
ki, ko € Z, takové, ze m = kia, n = ksa. Potom

m+n = kia + kaa = (k1 + ko)a = ka, (1.1)

kde k = k1 + ko € Z. Z rovnosti 1.1 miizeme usoudit, ze ¢islo m + n je nasobek ¢isla
a, a tak a | m + n.

Pro kazdé a,b,n € Z plati: a | b = b = ka, kde k € Z = nb = nka = k*a, kde

k* =nk € Z = a | nb.
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ad8) Pro kazdé a,b € Z — {0} plati: a | b = b = ka, kde k € Z — {0}. To znamen4, Ze
|b| = |k||a|]. A protoze k € Z — {0}, musi platit |k| = 1. A tak

@:

|b] = [k[la] = 1-|a] = |a].
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Priklad 1.4. Pokud vam snad neni zcela jasny vyznam symbolickych zapist v Lemmatu
1.3, prostudujte si nize uvedené piiklady a poznamky.

adl) Bod 1) tvrdi, Ze kazdé pfirozené ¢islo déli samo sebe, napt. 5 | 5, 10 | 10, .. ..

ad2) Rozmyslete si konkrétni pfipad, kdy a = 3, b = 12 a ¢ = 24. Vidime, ze 3 | 12
a zaroven 12 | 24. Bod 2) tik4, Ze v tom piipadé také musi platit, ze 3 | 24 (a jak si Obsah
snadno ovérite, opravdu je tomu tak!). Obdobné, 5 | 10 a zéroven 10 | 100 000. Z toho

. L 45 st 384
miZeme usuzovat na to, ze 5 | 100 000. ki

[=]
[£]
=]
[=]

Této vlastnosti se rika tranzitivnost, tj. mizeme tici, ze relace a déli b, je tranzitivni.

d
i

ad3) V dikazu jsme uvedli piiklad a = 5 a b = 10. Vidime, Ze a | b, ale b nedéli a. Urcité
dokazete sami nalézt i dalsi priklady (napf. a =3 ab =12, neboa=4ab=16,...).

adb) Pro kazdé a,b,c € Z plati: ab | ¢ = (a | ¢ A b| ¢). Zkusme tvrzeni ovéfit alespon
na jednom piikladu. (Pozor! Ovéfeni na jednom ptikladu neni dikaz, nebot zbyvé
nekone¢né mnoho pripadi, které neovérime! Jde jen o lepsi pochopeni tvrzeni, pokud
si jesté nejste stoprocentné jisti jeho vyznamem.) Tak tedy slibovany piiklad. Vezméme
a=>5b="7 ¢c=5.72="70. Evidentné je ¢islo 70 nasobkem ¢isla 5.7 = 35, a tedy
5.7 | 70. Tvrzeni bodu 5) iké, ze potom musi platit 5 | 70 a také 7 | 70. Je to tak? £aviit dokument

X ya il
(J asne ze Je-) I Cels obrazovka/Okno
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ad6)

ad7)

ad8)

1.2.

Necht a, m,n € Z, potom plati: (a | m A a|n)=a|(m+n). K éemu tohle vyuzit?
Vezméme a = 6, vime, ze 6 | 36, a také 6 | 66. Potom si muzeme byt jisti, ze ¢islo
6 deli ¢islo 102 = 36 4 66. Trivialni? No jisté, ale mohli bychom uvazovat i soucet
mnohem vétsich ¢isel, a délit toto velikdnské ¢islo ¢islem 6 (abychom ovérili, ze tento
soucet je opét délitelny ¢islem 6) by se nam tfeba nemuselo chtit. A my ted uz vime,
ze by to stejné byla jen ztrata casu - vime uz, jak by to dopadlo.

Vime, ze ¢islo a déli ¢islo b, bod sedmy Lemmatu 1.3 tvrdi, Ze potom ¢islo a déli také
nasobky ¢isla b, tj. ¢isla ve tvaru nb. Naptiklad, vime, ze ¢islo 7 déli ¢islo 21. Mizeme
si proto byt jisti tim, ze ¢islo 7 déli také ndsobky ¢isla 21, tj. ¢isla ve tvaru n21 (napf.
21, 42, 63, 84, ...).

Kazdy kladny délitel a kladného ¢isla b je mensi, nebo roven ¢islu b. Tj. kdyz a | b,
pak a < b.

Nejvétsi spolecny délitel

Uvazujme ¢&isla a = 24 a b = 36. Kterymi celymi ésly jsou obé délitelna? Cisla a a b nejsou
prilis velka, takze nebude problém ovérit u vsech c¢isel, kterd jsou v absolutni hodnoté mensi,
nebo rovny 24 (jiné ¢islo nemuze byt délitelem éisla a = 24), zda déli jak a = 24, tak b = 36.
Timto zptisobem dojdeme k tomu, ze hledanymi ¢isly jsou:

41,42 +3, +4 +6, +12.

Nu a kdyz z téchto cisel vybereme to nejvétsi, tedy 12, nalezli jsme nejvétsiho spole¢ného
délitele ¢isel @ = 24 a b = 36. Skutecnost, ze d = 12 je nejvétsim spole¢nym délitelem cisel
a =24 a b= 36 se obvykle zapisuje gcd(24, 3466) =12.

@:
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Obecné, ged(a, b) znaci nejvetsi spolecny délitel ¢isel a a b (z anglického greatest common
divisor). V literatufe je téZ mozno setkat se s oznacenim (a,b) misto ged(a, b).

No a to by k nejvétsimu spoleénému déliteli stacilo a zbytek odstavce vénujeme fotbalu
.... Ne! Samozrejmeé, ze by to nestacilo! Jestlipak prijdete na to, pro¢ tato informace pro
nas neni dostatecna? Premyslite?! Premyslejte!

Tak co, mame? Pokud ano, gratuluji, pokud ne, nevadi. Tak podivejte. Vynoruji se
pochybnosti. Existuje viibec pro kazdou dvojici celych ¢isel nejvétsi spoleény délitel? Kdyz
ano, je jediny, nebo jich muze byti vice riuznych? Navic, zkuste vyse uvedenym postupem
najit nejvétsiho spoleéného délitele ¢isel a = 14892 a b = 36 138. Ze se vam do toho nechce?
Ani se nedivim. Kontrolovat 14 892 ¢isel, zda déli a = 14892 1 b = 36 138, neni prilis efektivni
postup, ze? Chceme proto také najit néjaky lepsi zpusob urcovani ged(a, b).

A protoze hodlame resit problém korektné, je tfeba zacit definicemi.
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Definice 1.5. (Spolecny délitel) Spoleénym délitelem (nebo zkrdcené jen délitelem) ¢isel
ai,...,a, € Z nazgveme kazdé d € Z splnujici

5
"l

d|a1,...,d|an.

Vidime, ze ¢isla £1, 42, 43, +4, +6,+£12 z tvodniho prikladu jsou spolecnymi déliteli
¢isel a = 24 a b = 36. Jak tusime (uz podle ndzvu), nejvétsim spoleénym délitelem ma
byt ¢islo 12. VSimnéte si, ze vsichni ostatni délitelé (£1, £2,+3, +4, +6) déli také ¢islo 12.
Pro¢ tomu tak je, na tomto misté resit nebudeme, ale neni to ndhoda. Inspirovani témito
intuitivnimi predstavami definujeme nejvétsiho spoleéného délitele nasledovné.
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Definice 1.6. (Nejvétsi spolecny délitel) Nejvétsim spoleénym  délitelem  éisel v 5
ai,...,an € Z nazveme kazdé d € Z spliujici podminky: ’5% 4

/0‘,‘1. ““\Qk
1) d=0
~ ZAPADOCESKA
2) Cislo d je spoleénym délitelem ¢isel ay, ..., ap, tj. d| ay,...,d | ay. D > 3'11";";}":
3) Jestlize d* je délitelem ¢isel ay, .. ., an, potom d* | d.
Fakt, ze d je nejvétsim spolecnym délitelem cisel aq,...,a,, budeme znacit d =
= ged(a, ..., an).
Nejvétsim spolecnym délitelem c&isel aq, ..., a, je tedy ten z nezapornych spolec¢nych

délitelna, kterého vsichni ostatni déli.

Definice 1.7. Rikdme, Ze celd ¢isla a a b jsou nesoudélnd pravé kdyz ged(a,b) = 1.
V opaéném pripadé, kdy ged(a, b) # 1 fikdme, Ze jsou soudélna.

Poznamka 1.8. e Podminky prvni a tfeti v Definici 1.6 zajistuji, ze ¢islo ged(aq, . .., an )}
je opravdu nejvétsi mezi vsemi spolecnymi déliteli ¢isel aq, ..., a,. Toto neplati pouze
v pripadé, kdy a1 = - -+ = a, = 0 - podrobnéji viz Priklad 1.9.

e Vsimnéte si, ze z Definice 1.6 je okamzité patrnd rovnost ged(a, b) = ged(b, a). Jinak
feceno, nezalezi na poradi, v jakém uvidime c¢isla a a b.

Priklad 1.9. Vytesime par prikladd, abychom plné porozuméli definici nejvétsiho spolec-
ného délitele.
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1. Ovéfte podle definice, ze ged(8,12) = 4. % -
ReSeni : Dokazeme, ze ged(8,12) = 4. 2 4

(@) 420
(b) 48 a také 4 | 12 D o

V PLZNI

(c¢) Spoleénymi déliteli ¢isel 8 a 12 jsou ¢isla £1, £2, +4. Vsechna tato ¢isla jsou
déliteli ¢isla 4.

Proto cislo 4 splnuje vsechny podminky z Definice 1.6 na to, aby bylo nejvétsim
spole¢nym délitelem cisel 8 a 12.

2. Urcete ged(4,0) a dokazte, ze ¢isla 4 a 0 maji pravé jednoho nejvétsiho spolec¢ného
délitele.
ResSeni : Podle Definice 1.6 musi byt ged(4,0) nezdporné &slo a musi byt spoleénym
délitelem cisel 4 a 0. Nezaporni délitelé ¢isla 4 jsou ¢isla

1,2,4.

Nezapornymi déliteli ¢isla 0 jsou ¢isla (viz Priklad 1.2)
0,1,2,3,4,...

Nezapornymi spolecnymi déliteli ¢isel 4 a 0 jsou proto ¢isla z mnoziny
D ={1,2,4}.

Nejvétsim spolecnym délitelem cisel 4 a 0 je ten prvek z mnoziny D, ktery je délitelny
vSemi prvky z D (potom bude samoziegmé délitelny i ¢isly k nim opacnymi). Tuto




podminku spliiuje pouze ¢islo 4, protoze je délitelné ¢éislem 1, 2 i 4. Jednicka neni
délitelnd dvojkou a ¢tyfkou a dvojka zase neni délitelnd ¢tyrkou. Proto ged(4,0) = 4
a zadné jiné ¢islo nemiize byt nejvétsim spoleénym délitelem cisel 4 a 0.

. Dokazte, ze ged(a,0) = a pro kazdé a > 0 a ukazte, ze ¢isla a a 0 nemaji zadného
jiného nejvétsiho spolecného délitele.

ResSeni : Reseni tohoto piikladu je zobecnénim ptedchoziho feSeni. Mnozina vsech
nezdpornych spolec¢nych délitelu cisel a a 0 je rovna mnoziné D vSech nezapornych
déliteli ¢isla a > 0. Do D jisté patii i samotné ¢islo a a to je délitelné vsemi prvky z D
(svymi déliteli). Spliuje tak i tfeti podminku z definice nejvétsiho spoleéného délitele.
Proto je a = ged(a, 0). Vsechna ostatni ¢isla z D jsou v absolutni hodnoté mensi nez
la| a jsou ruznd od nuly, a tak nejsou délitelnd ¢islem a € D. Proto nemohou byt
nejvetsim spoleénym délitelem ¢isel a a 0 (nespliovaly by tfeti podminku z definice
nejvétsiho spolecného délitele).

. Dokazte, ze ged(0,0) = 0 a ukazte, ze ¢isla 0 a 0 nemaji zddného jiného nejvétsiho
spole¢ného délitele.

ResSeni : Mnozina viech nezédpornych déliteld ¢isla 0 je mnozina
Nu{o}={0,1,2,3,...}.
Mnozina v8ech nezapornych spoleénych délitelt ¢isel 0 a 0 je proto opét mnozina

D=NU{0}={0,1,2,3,...}.

Pouze nula je délitelnd vSemi ¢isly z mnoziny D. Libovolné jiné ¢islo z mnoziny D,
oznac¢me jej n, neni délitelné vétsim ¢islem nez je samo, napiiklad ¢islem n + 1. Ale
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n + 1 jisté také patii do D. Proto n # 0 nemuze byt ged(0,0). Pouze nula vyhovuje
vSem podminkam z definice nejvétsiho spolecného délitele ¢isel 0 a 0, zadné jiné cislo
je nesplnuje.

Jsme pripraveni rozptylit jednu z vyse uvedenych pochybnosti. Dvé cela ¢isla nemohou
mit nékolik riznych nejvétsich spoleénych déliteli.

Véta 1.10. Necht a,b € Z. Jestlize existuje jejich nejvétsi spolecny délitel ged(a,b), pak
je jeding.

Drikaz. Priiklad 1.9 ukazuje, ze Véta 1.10 je splnéna v pripadé, kdy jedno, nebo obé z c¢isel
a a b jsou rovny nule. Uvazujme proto a, b # 0.

Predpokladejme, ze d; = ged(a,b) a také dy = ged(a,b). Protoze a,b # 0, musi byt
di,dy 2 1. Cislo d; je podle predpokladu nejvétsim spoleénym délitelem ¢isel a a b. Podle
Definice 1.6 jej proto musi délit vSichni ostatni délitelé ¢isel a a b, tedy i ¢islo da. Dostavame
dy | di. Z Lemmatu 1.3 bodu 8.) pak plyne

dy < dy (1.2)

Analogickou tivahu mtiZeme provést i pro do. Cislo do je podle piedpokladu nejvétsim
spole¢nym délitelem ¢isel a a b. Podle Definice 1.6 jej proto musi délit vSichni ostatni délitelé
¢isel a a b, tedy i ¢islo dy. Dostéavame dy | do. Z Lemmatu 1.3 bodu 8.) pak plyne

dy < dy (1.3)

Spojenim nerovnic (1.2) a (1.3) obdrzime nerovnosti do < dy < dy. To ovSem znamend, Ze
dy = ds.

Ol
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Definice 1.11. (Celd éast) Celou ¢asti redlného ¢isla r nazveme celé ¢islo z splnujici:
2S<r<z+1.
Celou ¢ast redlného ¢isla r budeme znacit [r].

Pér ptikladua pro ilustraci: [3,14] = 3; [2,6] = 2; [7] = 7. Pozor u zapornych ¢isel! Podle
definice [—6,51] = —7; [-3,01] = —4; ... protoze —7 < —6,51 < —6; —4 < —3,01 < =3 ....

Ze zakladni a stfedni skoly si jisté vzpomenete na déleni se zbytkem. Napriklad 26 : 4.
Typicka spravna odpovéd, jakou chce slyset pani ucitelka, je ,,26 : 4 = 6, zbytek 2.“ V pod-
staté tim neni mysleno nic jiného, nez ze 26 = 6-4+2. Zvidavejsiho zacka by moznd napadlo,
jestli to je jediné reseni. Pani ucitelka by jej jisté, a zcela spravné, ujistila, ze ano. My se
ujistime podanim dikazu.

Véta 1.12. Pro kaZdé a,b € N, b 2 a existuje prdvé jedno q € N a prdvé jedno r € N,
0 < r < a takové, Ze
b=qa+r.

Dikaz. Nejprve dokézeme, ze pro kazdé a,b € N, b 2 a existujig e Nar e N0 r <a
takové, ze
b=gqa+r.
Ukdzeme, ze hledané g je rovno celé ¢asti redlného éisla %, tj. g = [%] Podle Definice
1.11 musf celé &fslo g = [2] spliiovat:

<)
A
ISERS

<q+1,
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qa £ b < qa+ a,
0<b-—gqa<a. (1.4)

Oznacime-li r = b — ga, potom evidentné b = qa + r, r € Z a podle vztahu (1.4) plati
0 < r < a. Tim jsme dokézali, ze hledana ¢isla ¢ a r existuji. Nyni ukdzeme, Ze to jsou
jedind cisla g a r s pozadovanymi vlastnostmi.
Predpoklddejme, ze b = ga +r, kde 0 S r < a a také b = qra+7r1, kde 0 S < a
(a snazime se nyni dokézat, ze nemohou existovat dvé riznd reseni, to jest, ze musi platit
g=qi ar=ry). Potom
qa +71r = qa+ry,

qa—qa=r1 -,
alg—q)=r—r. (1.5)

Pokud by r1 # r, mizeme bez ijmy na obecnosti predpokladat, ze tfeba r1 > r. Potom
r1 —r =k € N. A protoze a > r1, musi platit a > r; — r = k. Ze vztahu (1.5) plyne, ze

alg —q) = k.

Predpoklad ¢ — ¢ = 0 vede ke sporu, nebot pak by bylo k = r; —r = 0, ale my predpokla-
déame, ze k € N, a tudiz k& # 0. Dal$i moznosti je ¢ — ¢1 # 0. To by ale znamenalo, Ze ¢islo
a déli ¢islo k. A to je znovu spor! Nemuze nastat a | k, nebot a > k (viz Lemal.3). Tak ¢i
onak jsme dospéli ke sporu, a tak nemuze nastat rq # r.

Pokud r1 = r, plyne z (1.5), ze
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O x>
Nyni jsme jiz vybaveni k tomu, abychom dokéazali odvodit pomérné efektivni zptsob
hledani nejvétsiho spole¢ného délitele dvou cisel, ktery je zndm jako Fukliduv algoritmus . P Iarapocesch
Ukazme si jej nejprve na prikladeé. v PN

Priklad 1.13. Vratime se k ivodnimu problému. Dejme tomu, Ze mame nalézt nejvétsiho
spole¢ného délitele ¢isel a = 14892 a b = 36 138. Prvnim krokem je podélit vétsi ¢islo tim
mensim a urcit zbytek. Takze:

b= q1a + 11,

36138 =2-14892 + 6354.
Nyni provedeme totéz s ¢isly a = 14892 a r; = 6 351:

a = qar1 + 12,

14892 = 2 - 6354 + 2184.
Dalsi krok provedeme s ¢isly 1 = 6351 a ro = 2184:
T1 = q3r2 + 13,

6354 =2 - 2184 + 1 986.

A jak dlouho takto budeme pokracovat? Dokud nedojdeme k poslednimu nenulovému
zbytku. Takze:

ro = q41r3 + T4,
54
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1086 = 10 - 198 + 6. LG

$

2184 =1-1986 + 198.

(B

T4 = Q675 + 76,
198 =33-6 +0.

Poslednim nenulovym zbytkem bylo ¢islo 5 = 6. Potom si mtizeme byt jisti, ze ged (14 892, 36 138) :I_
= 6. A proc¢ si mizeme byt jisti? To si ukdzeme v dukazu nasledujici véty, ktera obecné

popisuje Euklidav algoritmus. _

Korektnost postupu Euklidova algoritmu dokazeme. Budeme k tomu potrebovat nasle- ....

dujici lemma. - -

Lemma 1.14. Neexistuje nekonecnd klesajici posloupnost prirozengch cisel.

Diikaz. Dikaz provedeme sporem. Pfedpokladejme, ze {k,}2; je nekonecnd klesajici po-
sloupnost prirozenych ¢isel. To jest

ki>ko>ks>--->k,>...

Uvazme, ze kazdy nésledujici ¢len této posloupnosti je alespon o jednicku mensi, nez jeho
predchudce. Proto ko < k1 — 1, k3 < kp — 2.... Obecné k; < ky — (i — 1). Dosazenim za
i = k1 + 1 obdrzime kg, 11 < 0. To je spor, n5e5bot’ predpokladame, ze ¢islo ki, +1 € N. ] _




Véta 1.15. (Eukliduv algoritmus) Necht a,b € N, b 2 a. Jestlize a = b, potom ged(a, b) =
= a. Jestlize b > a, potom existuje n € NU{0} tak, Ze existuji cislar_1 = b, ro = a, ¢; € N,
r; € NU{0} pro j=1,...,n+1 takové, Ze pro kaZdé i = —1,...,n— 1 plati

Ti = QiqoTit1 + Tige, 0 S e < 1y,

a=1r9>>rpy =0.

Nejvétsim spolecnym délitelem cisel a a b je pak cislo ry, (posledni nenulovy zbytek, pripadné
rn =10 = a), tj. ged(a,b) = 7y,

Diikaz. Existence ¢isel ¢; € N, r; € NU{0}, j = 1,...,n + 1 takovych, ze pro kazdé
i=-1,0,...,n— 1 plati

Ts = QigoTiv1 + Tit2, 0 S 1m0 < i

okamzité plyne z Véty 1.12. Ze nakonec dojdeme k néjakému nulovému zbytku (r,.; =
= 0) plyne z toho, Ze nemuze existovat (nekone¢nd!) klesajici posloupnost prirozenych ¢isel
(zbytku) r; > 0. (viz Lemma 1.14.)

Zatim jsme tak ukazali, Ze vyse uvedenym postupem - Euklidovym algoritmem - vzdy
nakonec dojdeme k néjakému poslednimu nenulovému zbytku r, (ptipadné r, = r9 = a,
dalsi zbytek 7,41 uz bude roven nule). Zbyva dokazat, ze ged(a, b) = r,. Ukazeme, ze ¢islo
7y, spliiuje podminky kladené na nejvétsiho spoleéného délitele ¢isel a a b (viz Definice 1.6).
To jest, ze plati podminky:

1) r, 2 0.

1) Cislo r,, je spoleénym délitelem ¢isel a,5%, tj. rn | a7y | D.
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2) Jestlize d* je délitelem c¢isel a, b, potom d* | r,.
Prvni podminka je jisté splnéna. Plyne to okamzité z nerovnosti 0 < r;40 < 7;41 pri
t=m—2%
A co druhéd podminka? Vime, ze pro i = —1,0,...,n — 1 plati

Ti = Qi+2Ti+1 + Tit2. (1.6)

Takze pro ¢ = n — 1 obdrZime rovnici
Tn—1 = Gn+1"n + Tn4l = qni1-Tn, (1.7)
nebot r, 11 = 0. Z rovnosti (1.7) plyne, Ze 7, | 7,—1. Déle (pokud n > 0), podle (1.6) plati:
Tn—2 = Gn'n—1+ 'n = Gndn+17n + Tn = (Gnn+1 + 1)7n. (1.8)

Z rovnosti (1.7) a (1.8) plyne, ze ry, | Th—1 a Ty, | Tn—2. Dale (pokud n > 1), podle (1.6)
plati:

Th—3 = qn-1Tn—2+Tn_1 = Qn—l(QnQn—H‘i‘l)rn‘i‘Qn—l—lrn == (Qn—l(QnQn-i—l‘i‘l)‘i‘Qn—l-l)rn- (1-9)

Z rovnosti (1.7), (1.8) a (1.9) plyne, Ze 7y, | rn—1, Tn | Tn—2 a 7y | rn—3. Analogicky bychom
mohli pokracovat dédle. Dosli bychom tak k poznatku, ze

Tn | Tny, Tn | m—1, -+, T'n | To, T'n | r—1.

Vzhledem k tomu, Ze jsme oznacili 7o = @ a b = r_1, je dokazana platnost druhé podminky
Tn | a,ry | b.
57
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Nakonec ukazeme, ze je splnéna i tret{ podminka. Predpokladejme, ze d* je délitelem
¢isel @ a b, tj. d* | a a d* | b. Chceme dokézat, ze potom d* | ry,.

Vyjdeme z rovnice r_1 = qi1r9 + 71, tj. b = qra + r1.

Pokud n = 0, pak r,, = 9 = a. Podle predpokladu d* | a a tak d* | r,.

Pokud n > 0, pak jednoduchou tpravou dostaneme

r1 =b— qa. (1.10)

Podle predpokladu d* | a, d* | b a Lemmatu 1.3 bod 6) musi platit d* | r;.
Z rovnice a = gor1 + 12 (pokud pokud n > 1) jednoduchou tpravou dostaneme

ro = a — qori. (1.11)

Z predchoziho vime, Ze d* | a a d* | r1. Pak podle Lemmatu 1.3 bod 6) musi platit d* | rs.

Analogicky bychom z rovnic r; = gjy2.7i+1 + rit2 a predpokladu d* | r;, d* | r;41 dospéli
k zavéru, ze d* | ri+2, a to pro vsechna i = —1,0,...,n — 2. Takze v pfipadé i = n — 2
obdrzime vztah d* | rp,.

O]

Poznamka 1.16. Z predchozi Véty 1.15 plyne, ze pomoci Euklidova algoritmu jsme schopni
nalézt nejvétsiho spole¢ného délitele libovolnych dvou prirozenych c¢isel. Z definice nejvét-
stho spole¢ného délitele celych cisel ovsem okamzité plyne, ze pro kazdé a,b € Z plati

ged(a, b) = ged(|al, |b]).

Navic ged(a,0) = a pro a € Z (viz Priklad 1.9). A tak muzeme tvrdit, Ze jsme schopni
pomoci Euklidova algoritmu nalézt nejvétsiho spolecného délitele libovolnych dvou celych
¢isel.

58
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Pomoci Euklidova algoritmu jsme jiz schopni nalézt nejvétsiho spole¢ného délitele dvou " 5
celych ¢isel. Jak vSak nalézt nejvétsiho spolecného délitele tti, ctyr a vice celych ¢isel? Postup N 4

si ukdzeme nejprve na piikladé, pak jej formulujeme obecné jako vétu. s>
Priklad 1.17. Naleznéte nejvétsiho spolecného délitele cisel 32, 84, 24, tj. hleddme d = R
= gecd(32,84,24). Hodnotu d uréime jako d = ged(ged(32,84),24). Nejprve Euklidovym P vurverama
algoritmem ur¢ime d; = ged(32,84) a pak d = ged(dy, 24).

84=2-32+20

32=1-204+12

20=1-12+4

12=3-440

Proto d; = ged(32,84) = 4. Déle hleddme d = ged(d1, 24) = ged(4, 24).

24=6-4+0
Proto d = ged(dy,24) = ged(4,24) = 4.

Priklad 1.18. Naleznéte nejvétsiho spoleéného délitele ¢isel 147, 84, 245, 63, 112, tj. hle-
ddme d = ged(147,84,245,63,112). Budeme postupovat obdobné jako v predchézejicim
prikladé. Hodnotu d urc¢ime jako

d = ged(ged(147,84,245,63),112) = ged(ged(ged(147,84,245),63),112) =

= ged(ged(ged(ged(147,84),245),63),112).
59




Nejprve Euklidovym algoritmem uréime d; = ged (147, 84) v 57

147 =1-84 463

84=1-63+21
ZAPADOCESKA
63=3-21+0 D > TLITEAT)
Proto d; = ged(147,84) = 21. Déle hleddme da = ged(dy, 245) = ged(21, 245).

245=11-21+14
21=1-14+7
14=2-740
Proto dy = ged(21,245) = 7. Déle hleddme d3 = ged(ds, 63) = ged(7,63).

63=9-7+0
Proto ds = ged(7,63) = 7. Déle hleddme d = d4 = ged(ds, 112) = ged(7,112).

112=16-740
Proto d = ged (147,84, 245,63,112) = dy = ged(ds, 112) = ged(7,112) = 7.

Véta 1.19. (O existenci nejvétsiho spolecného délitele.) Necht aq,...,a, € Z, n = 2.
Potom ged(ay, ..., ayn) existuje a plati

ged(a, ..., a,) = ged(ged(ai, - .., an—1),an).

60



Dikaz. Dukaz provedeme indukci podle n. V pripadé n = 2 dokazovand véta 1ika, ze
ged(ag, ag) existuje a plati ged(ag,az) = ged(ged(ay), az). Existence ged(aq,az) je podle
Véty 1.15 a Poznamky 1.16 zarucena - nejvétsiho spolec¢ného délitele dvou celych ¢isel vzdy
umime najit. Snadno ovéfime, ze ged(ay) = a1. Véta 1.19 je tedy pro n = 2 pravdiva.

Nasleduje indukéni krok. Predpoklddame pravdivost véty pro n = r — 1 a snazime se
na zékladé tohoto predpokladu dokézat pravdivost véty pro n = r. Predpokladédme tedy, ze
ged(aq, ..., ar,—1) existuje (to ndm bude stacit). Dokdzeme, zZe plati

ged(ay, ..., a,) = ged(ged(as, ..., ar—1),ar).

Ozna¢me d = ged(ay, .. .,a,—1) a D = ged(d, ar) = ged(ged(ay, - .., ar—1), ar). UkdZeme,

ze ¢islo D je nejvétsim spolecnym délitelem éisel ay, . .., ar—1, ar, tj. D = ged(aq, - .., ar—1,a,) =|j
= ged(ay, ..., ap).

Aby tomu tak bylo, muselo by ¢islo D délit ¢isla aq,...,a,_1,a,. Je tomu tak?

Oznadili jsme D = ged(d, a, ), proto D | d a zaroven D | a,. Protoze d = ged(ay, ..., ar—1)
musi ¢islo d délit ¢éisla aq,...,a,—1. A protoze D | d, musi D také délit ¢isla aq,...,a,—1
(viz Lema 1.3 bod 2)). Ovérili jsme tak, ze D déli ¢isla ay,...,a,—1,a, (prvni podminka

z Definice 1.6 ).
Zbyvé dokazat, ze kdyz ¢islo d* déli éisla aq, . .., ar—1, ar, pak d* také déli ¢islo D (druha
podminka z Definice 1.6 ).
Protoze d* déli ¢isla aq,...,a,—1, musi délit i jejich nejvétsiho spolecného délitele, tj.
d* | d. Navic, podle piedpokladu také plati, Ze d* | a,. Cislo d* tak musi délit i nejvétsiho
spole¢ného délitele ¢isel d a a,, ale tim je pravé ¢islo D, tj. d* | D.
O

Nyni uz umime pro libovolnou n-tici celych ¢isel nalézt jejich nejvétsiho spolec¢ného
délitele. Takze bychom uz kone¢né mohli b%t1 spokojeni? Musim vas zklamat, porad jesté
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ne! Nalezli jsme feseni problému - umime najit ged(aq, ..., a,) - ale musime se jesté ujistit,
ze je to feseni jediné. (Teoreticky je tu zatim moznost, ze bychom jinym postupem, nez jsme
uvedli, mohli najit i jiného nejvétsiho spoleéného délitele danych ¢isel. Ukazeme, ze k tomu
nemuze dojit.)

Véta 1.20. (O jednoznaé¢nosti nejvétsiho spoleéného délitele) Pro libovolnd pevné zvolend
cisla ay, ... an € Z, n € N existuje pravé jedno d € N takové, Ze

d =ged(ay, ... ap).

Diikaz. Predpokladejme, ze d = ged(aq, ..., a,) a také k = ged(aq, ..., a,). Dokizeme, ze
potom d = k (z toho plyne, ze nemohou existovat dva ruzni nejvétsi spoleéni délitelé cisel

Aly.- -, an).
Podle predpokladu je ¢islo k£ nejvétsi spolecny délitel ¢isel aq, . . ., a,. Potom podle druhé
podminky v Definici 1.6 plati, Ze ¢islo k déli ¢isla aq, . . ., a,. Podle tfeti podminky v Definici

1.6 potom musi platit, ze ¢islo k déli nejvétsiho spolecného délitele téchto cisel, a tim je,
podle predpokladu, také ¢islo d. Proto k | d.
Analogicky (zéménou k za d a d za k) bychom mohli dokézat, ze d | k. Dospéli jsme
k zavéru, ze k | d a zaroven d | k. Podle Lemmatu 1.3 bod 4) z toho plyne, ze |k| = |d|. Ale
k a d jsou nejveétsi spole¢ni délitelé a ti jsou vzdy nezaporni. Proto k = d.
O

Ted uz znédme vse, co je treba k urcovani ged(aq, ..., a,). Pokud by ndm slo jen o to,
mohli bychom tuto kapitolu ukoné¢it. Nicméné dokazeme i dalsi vlastnosti ged(aq, ..., ay),
které pouzijeme pozdéji.
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Lemma 1.21. Necht a,b € N. Potom existuji ¢isla xq,yo € Z takové, Ze ged(a,b) = xpa + v o7
+ yob. N A

Diikaz. Definujme A = {za+yb € N | z,y € Z}. Do mnoziny A tedy patii prirozena ¢isla
ve tvaru za + yb. Ozna¢me! d = xga + yob nejmensi prvek mnoziny A.
Dokézeme, 7ze d = ged(a,b). Cislo d € A C N. Proto d > 0. Prvni podminka z Definice D
1.6 je splnéna.
Vezméme libovolny pevné zvoleny prvek za+yb € A. Cislo d je nejmensi prvek mnoziny
A, a tak za + yb = d. Potom, podle Véty 1.12, existuji ¢isla g € N, r € Z, 0 < r < d takové,
ze

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA

V PLZNI

ra+yb=qd+r. (1.12)

Protoze d = zga + yob, mizeme psat

za + yb = q(xoa + yob) + r

za + yb = qxroa + qyob +r

(x —qwo)a+ (y —quo)b =7

Oznacime-li x1 = x — qxg, Y1 = ¥ — qYo, pak

16+ y1b=r

!Uvazovana mnozina A C N je jisté neprazdnd, mé proto také sviij nejmensi prvek.
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Miuze ¢islo x1a + y1b = r byt prirozené cislo? Nemiize! Kdyby ano, pak by muselo
(vzhledem ke svému tvaru) patfit do mnoziny A. Ale r < d a d je nejmensim prvkem *% '3«5
mnoziny A! To je spor! Takze 0 < r < d a navic r neni pfirozené ¢islo. V tom piipadé >
existuje jedind moznost, a to r = 0. Vzhledem k rovnici (1.12) plati

[‘ e
xra + yb = Qd V PLZNI

Cislo za + yb € A bylo libovolné zvolené, proto muzeme ¥ici, ze d déli libovolny prvek
z mnoziny A. Do mnoziny A patri také ¢isla a a b, nebot a = 1l.a +0.b a b = 0.a + 1.b.
Odtud dostéavame d | a a zaroven d | b (druhd podminka z Definice 1.6 je splnéna).

Nyni dokézeme, ze Cislo d splnuje i tfeti podminku z Definice 1.6. Predpokladejme, ze
d* | a a také d* | b. Potom a = k1d*, b = kod*, kde ki, ko € Z. Dosadime-li do vztahu

d = zoa + yob,
obdrzime
d = zok1d* + yokgd*,
d= (CEokl i yokg)d*.
Proto d* | d.

O

Predchozi lemma 1ika, ze nejvétsiho spolecného délitele dvou prirozenych cisel a a b
muzeme vyjadrit ve tvaru ged(a,b) = xoa + yob. Zobecnime toto tvrzeni i pro libovolnou
dvojici celych ¢isel a a b.
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Lemma 1.22. Necht a,b € Z. Potom existuji ¢isla x,y € 7 takové, Ze ged(a,b) = za + yb. % -

Diikaz. V pripadé b = 0 plati ged(a, b) = ged(a,0) =a=1-a+0-b. V piipadé a = 0 plati oS
ged(a,b) = ged(0,0) =b=0-a+1-b (viz Priklad 1.9).

Déle uvazujme a,b # 0. V takovém piipadé |al,|b|] € N. Podle Lemmatu 1.21 existuji enoseent
7o, Yo € Z takové, ze [‘ P uwvenzima

ged(lal, [b]) = molal + yolb].
Uvazme, Ze existuji’ x,y € Z spliujici zg|a| = za a yo|b| = yb. Proto
ged(a, b) = ged(|al, [b]) = za + yb.
O

Uvazujme ¢islo k, které déli soucin cisel ab. Déle predpokladejme, ze ¢isla a a k jsou
nesoudélnd, tj. ged(a, k) = 1. Dokdzeme, ze v takovém piipadé musi k délit ¢islo b. Pro
ilustraci uvedme konkrétni piiklad, kdy k& = 3, ab = 5 - 6 = 30. Evidentné 3 déli ¢islo 30
a ged(b, 3) = 1. Potom nelze jinak, nez ze 3 | 6 (a vidime, Ze je tomu opravdu tak).

Lemma 1.23. Necht k,a,b € Z. Jestlize k | ab, ged(k,a) =1, potom k | b
Diikaz. Jestlize ged(k,a) = 1 potom podle Lemmatu 1.22 existuji cela ¢isla z,y € Z takové,
ze

ged(k,a) =1 = zk + ya.

Rovnici vynasobime ¢islem b a obdrzime vztah

b = zkb + yab.

ICsloz =zoproa>0axz=—zoproa<0;y=1yo prob>0ay=—yo pro b < 0;
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Podle predpokladu & | ab, proto musi existovat ko € Z takové, ze ab = kok. A tak " 5
b = zkb + ykok, xS

b= (a:b + yko)k (113) > ZAPADOCESKA
Cislo xb + yko € Z, potom z rovnice (1.13) a Definice 1.1 plyne, Ze & | b. O v Pz

Predpoklddejme, ze hledame spolecného délitele Cisel 24 a 88. Snadno odhadneme, ze
obé ¢isla jsou nasobky ¢isla 4, nebot 24 = 4 -6 a 88 = 4 - 22. Potom ged (24, 88) muZeme
urcit jako ¢tyrnasobek ged(6,22). Tj.

ged(24,88) =4 - ged(6,22) = 8.
Toto tvrzeni si mizeme dovolit na zakladé nasledujiciho lemmatu.
Lemma 1.24. Jestlize a,b, c € Z, potom ged(ca, cb) = |c| - ged(a, b).

Dukaz. V ptipadé ¢ = 0 je tvrzeni lemmatu pravdivé, nebot ged(0,0) = 0. Déle uvazujme
¢ # 0. Podle Lemmatu 1.22 existuji cela Cisla z,y € Z takova, ze

ged(ca, ¢b) = xca + ycb,

ged(ca, cb) = c(xa + yb) = Y|c||za + yb|. (1.14)
Dokézeme, ze ged(a,b) = |xa + yb|. To nebude tézké, nebot z (1.14) okamzité plyne, ze

(Icllwa +yb[) | ca A ([ellza +yb]) | cb.

"Uvaite, ze ged(ca, cb) je nezdporné &islo.
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Existuji tedy ¢isla ki, ko € Z takové, ze
kiclza + yb| = ca N kaclra + yb| = cb,

ki|lxa+ybl = a A kalxa+ yb| = 0.

A tak (|za + yb|) | a, (Jza + yb|) | b (coz je druhd podminka toho, aby ged(a, b) = |za +
+ yb| - viz Definice 1.6, prvni podminka |xa + yb| = 0 je evidentné splnéna).

Nyni ovéfime platnost tfeti podminky z Definice 1.6. Predpoklddejme, ze d* | a, d* | b.
Potom existuji ¢isla mq, mo € Z takové, ze mid* = a, maod* = b. Proto

za + yb = xmyd* + ymad®,

za + yb = (xmy + yma)d*.

Odtud dostavame d* | (|xza + yb|) (tfeti podminka v Definici 1.6). Tim jsme dokazali, ze
ged(a, b) = |za + yb|. Ze vztahu (1.14) dostéavame

ged(ca, cb) = |c| ged(a, b).

1.2.1. Cviceni

Vysledky, navody k feSeni a feSeni prikladi tohoto cviceni naleznete v odstavci 8.2.1.
1. Dokazte, ze pro kazdé r € R plati: 2r — 1 — 2r < [2r] — 2[r] < 2r — 2(r — 1).

2. Dokazte, ze Vo € R a Vp, k € N plati [%} = [ﬂk], kde n = [x].
- P
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3. Dokaite, ze pro kazdé z € RT a p € N plat{ 1 [ﬁ} < o

4. Naleznéte celd ¢éisla xg a yo tak, aby ged(36,14) = 2936 +1y15. Tj. vyjadiete nejvétsiho
spolec¢ného délitele ¢isel 36 a 14 jako jejich linedrni kombinaci.

5. Naleznéte nejvétsiho spolecného délitele ¢isel 2328 a 3 581

1.3. Kanonicky rozklad prirozeného cisla

Mezi prirozenymi ¢isly se najdou takova, kterd jsou, co se tyce délitelnosti, ponékud vzpurna,
nebot se nenechaji podélit jen tak nécim, nebo nékym. Uvazujme, jakym pfirozenym cislem
je dané prirozené Cislo n délitelné. Urcité ¢islem 1, nebot n-1 = n a také ¢islem n ze stejného
divodu. A jinak? A jinak si nemuzeme byt jisti. Tfeba uz zadnym pfirozenym cislem. Jako
v pripadé ¢isla n = 7. Je délitelné prirozenymi ¢Cisly 1 a 7 a to je vSe. Jisté uz tusite, je rec
o prvocislech. Takze, pro formu, uvedeme jejich definici.

Definice 1.25. (Prvocislo) Prvocislem na mnoziné N nazveme libovolné p € N, p = 2
pravé kdyz pro kazdé a € N plati

a|lpe(a=1 Va=p).

(Vsimnéte si, Ze cislo 1 nepovazZujeme za prvocislo.)
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Definice 1.26. (Cislo slozené) Cislem slozenym nazveme na mnoziné N libovolné s € N,
s = 2, pro které plati
s = didy,

kde dl,dg € N, dy > 1, do > 1.

Vsimnéte si, ze prirozené ¢islo vétsi, nebo rovné dvéma, je bud prvocislo, a nebo ¢islo
slozené. Tento poznatek formulujeme jako lemma a dokazeme jeho pravdivost.

Lemma 1.27. Cislo n = 2 je slozené c¢islo pravé tehdy, kdyz neni prvocislo.

Diikaz. Musime dokézat, ze ¢islo n = 2 je slozené ¢islo pravé tehdy, kdyz neni prvodéislo.

Nejprve predpokladejme, ze n = 2 je slozené ¢islo. Podle Definice 1.26 n = dyds, kde
di,dy € N, dy > 1, dy > 1. To, podle Definice 1.1, znamen4, Ze dy > 1 déli ¢islo n. Navic ds
nemuze byt rovno n, protoze pak by n = dide = din, a to by znamenalo, Ze di = 1, coz je
spor. Potom ale n nemuze byt prvocislo (viz Definice 1.25).

Nyni dokazeme, ze v pripadé, kdy n neni prvocislo, musi byt n ¢islem slozenym. Pokud
n neni prvocislo, musi existovat néjaky délitel ¢isla n, oznacme jej ds, ktery je rizny od n
iod 1, tj. do # n, a také do # 1. Podle Definice 1.1 mizeme psiat n = k.ds a nic nebrani
tomu, abychom oznacili k = dy. A tak dostavame n = dyds. Mize byt di; rovno jedné?
V tom ptipadé by platilo n = 1 - dy = do, coz je spor s tim, ze do # n. Zjistili jsme tedy,
ze n = didsa, kde di a dy jsou prirozené cisla ruzna od jedné. A tak di > 1 a do > 1. Podle
Definice 1.26 musi byt n ¢islo slozené (a to jsme chtéli dokazat).

O

Prvocisla funguji jako zdkladni stavebni jednotky, z nichz se pomoci operace nasobeni
tvori ostatni prirozena cisla. Ukazeme si, ze kazdé prirozené ¢islo, vétsi, nebo rovné dvéma,

69

o

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

69. strana ze 384

5
"l

Zavrit dokument

I Cels obrazovka/Okno




muzeme napsat jako sou¢in prvocisel (nebo je samo prvoéislo). Napiiklad 2 = 2, 3 = 3,
4=2-25=56=2-3, ... ,140=2-2-5-7, ... .

Navic dokazeme, ze dané prirozené c¢islo mizeme rozlozit na soucin prvocisel pouze
jedinym zpusobem (az na poradi prvocisel, tj. n = 2-3-5an = 3-2-5 povazujeme
za totozné rozklady prirozeného ¢isla n). Takovému rozkladu fikdme kanonicky rozklad
prirozeného cisla.

Lemma 1.28. KaZdé prirozené ¢islo n 2 2 je rovno soucinu prvocisla a prirozeného cisla.
Tj. Vn € N dp, k € N, kde p je prvocislo takové, Ze

n = pk.

Dikaz. Dukaz provedeme silnou indukci. Pron = 2 = 2-1 je tvrzeni dokazovaného lemmatu
jisté pravdivé.

Predpokléddejme, ze tvrzeni je pravdivé také pro vSechna prirozend cisla vétsi, nebo rovna
¢islu 2 a mensi nez nez n. Dokazeme, Ze potom je tvrzeni lemmatu pravdivé také pro n.

Nejprve uvazujme pripad, kdy n je prvocislo. Potom je situace jednoducha, staci zvolit
p=mnak=1,aevidentné n = pk.

V ptipadé, ze n neni prvocislo, musi byt ¢islem slozenym (viz Lemma 1.27). A tak, podle
Definice 1.26, existuji prirozend cisla p1 a k1, které jsou vétsi nez 1, takové, ze

n = pi1k;.

Je tak zfejmé, ze 2 < p; < n. Podle predpokladu proto miuzeme ¢islo p; napsat ve tvaru
p1 = pko, kde p je prvocislo. A tak

n = pkok1 = pk,

kde k = kok; je prirozené ¢islo. -0 O
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Vratme se k pavodnimu problému. Dokazeme, ze kazdé slozené ¢islo je mozné rozlozit
na soucin prvocisel. Napiiklad 50 = 2-5:5 = 2:52 a podobné. Takovému rozkladu piirozeného
¢isla n tfikame kanonicky rozklad prirozeného c¢isla n.

Véta 1.29. (O kanonickém rozkladu) Kazdé prirozené cislo vétsi neZ jedna lze napsat
jako soucin prvocisel. To jest, pro kazZdé prirozené cislo n # 1 existuji prvocisla p, - .., Ds
takovd, Ze

n=pi---Ps.

Dikaz. Dukaz provedeme silnou indukci. Pro n = 2 je tvrzeni dokazovaného lemmatu jisté
pravdivé (p; =2, s =1).
Predpokléddejme, ze tvrzeni je pravdivé také pro vSechna prirozend cisla vétsi, nebo rovna
¢islu 2 a mensi nez nez n. Dokdzeme, Ze potom je tvrzeni lemmatu pravdivé také pro n.
Pouzijeme Lemma 1.28. Podle néj kazdé prirozené ¢islo n 2 2 mizeme napsat ve tvaru

n = pk,
kde p je prvocislo a k € N.
e Nejprve uvazujme pripad, kdy k£ = 1. Potom n = p = p;.

e V priipadé, ze k > 1 z rovnosti n = pk plyne, ze 2 < k < n. Podle indukéniho
predpokladu je potom mozné napsat ¢islo k jako soucin prvocisel. A tak n = pk =
=p1Ds.

Ol
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Dusledek 1.30. Pro kazdé prirozené ¢islo n # 1 existuji navzajem rizna prvocisla py, . . ., pmlil

a Cisla aq, ..., a., € N takova, ze
_ ] (0%

Drikaz. Tvrzeni Duisledku 1.30 plyne okamzité z Véty 1.29. Staci si uvédomit, ze mezi pr-
vocisly pi, ..., ps mohou byt nékterd stejna. Ty, kterd jsou stejnd, oznac¢ime stejné, vynaso-
bime a napiSeme ve tvaru mocniny (napf. u pipapspsps = 2-2-3-5-5 mizeme preznacit na
pipep3 = 22-3-52). O

Priklad 1.31. Naleznéte kanonické rozklady prirozenych ¢isel 112, 238, 17 a dalsich, které
si zajisté vymyslite sami.
Resent:
112 = 256 = 2-2-28 = 2.2.2.14 = 2.2.2.2.7 = 2*.7
238 =2-119 =2-7-17
17=17

Ukazali jsme si, ze kazdé prirozené c¢islo kromé jednicky mizeme napsat jako soucin
prvocisel (v pripadé, ze je toto ¢islo samo prvocislem, bereme to jako specidlni piipad:
p = p1). Mohli by jsme si poloZit otdzku, zda to muzeme udélat pouze jednim zpisobem,
nebo jestli dané ¢islo n lze rozlozit na soucin prvocisel vice zptsoby.

Napiiklad, vime, ze 1100 = 11-100 = 11-10% = 11-52-22. Nékdo nam vsak mize tvrdit, Ze
také plati 1100 = 61-32-2. Mize mit pravdu? Nasledujici Véta 1.33 - byvéa oznacovana jako
»Zakladni véta aritmetiky. - ¥ika, Zze ani ndhodou! Nemohou existovat dva rtuzné kanonické
rozklady téhoz prirozeného éisla! (Navic 61-3-3-2 = 183-3-2 = 549-2 = 1098, takze tésné
vedle ;).)
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Nejprve vSsak musime dokdzat Lemma 1.32, které budeme potiebovat v dikazu Veéty
1.33. Toto lemma tika, ze kdyz prvocislo p déli soucin ¢isel, musi p délit alespon jedno
z téchto Cisel.

Lemma 1.32. Necht p je prvocislo, s € N. Jestlize p | (a1---as), potom p déli alespon
jedno z éisel ay,...,as, tj.plar V---Vp|as.

Drikaz. Dikaz provedeme matematickou indukci. V pripadé, kdy s = 1 je véta evidentné
pravdiva. Mizeme proto pristoupit k indukénimu kroku.

Predpokladame, ze kdyz p | (a1 ---ay), potom p déli alespon jedno z ¢isel aq, ..., an.
Musime dokézat, ze kdyz p | (a1 - - anan+1), potom p je délitelem alespon jednoho z ¢isel

A1y -y Qp,s Ap41-
Jestlize p | (a1 - - - anan+1), mohou nastat dvé moznosti.

e Bud p | an41, potom p je délitelem alespon jednoho z ¢isel aq,. .., ap, Gpi1-

e A nebo p nedéli a, ;. Potom ged(p, an+1) = 1. Podle Lemmatu 1.23 z predpokladu
pl(a1---anany1) plyne, ze p | (a1 -+ - ap).

Indukeni predpoklad rika, ze potom p déli alespon jedno z ¢isel aq, ..., a,.

Dokézali jsme, ze mohou nastat dvé moznosti. Bud p | an4+1, nebo p déli alespon jedno
z Cisel aq, ..., an. To jest, p déli alespon jedno z ¢isel aq, ..., an, Ani1- O
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Véta 1.33. (O jednoznac¢nosti kanonického rozkladu - Zékladni véta aritmetiky) Pro kazdé
prirozené c¢islo n # 1 existuje prave jeden kanonicky rozklad na soucin prvocisel. Tj. pokud
Dly--vsDPmyqls-- - qs jSou prvocisla (nemusi bijt navzdjem riznd) a plati

n=pi1-Pm=4d1" (s, (1-15)

potom m = s a pro kaZdé i € {1,...,m} existuje j; € {1,...,s} takové, Ze p; = gj,.

Drikaz. Podle predpokladu véty

P1ePm =q1° Qs (1.16)
Z rovnosti (1.16) dostédvame
p1l(qr---qs)
Podle Lemmatu 1.32 pak p; je délitelem alespon jednoho z ¢isel g1, ..., gs. To jest, existuje
¢, € {a1,...,qs} takové, ze p1 | gj,. Podle definice prvocisla (viz Defeinice 1.25) to znamena,
ze p1 = q;, (p1 je prvocislo, a tak p; # 1!).
Pi#i vhodném preindexovani! &isel q1,. .., qs tak z (1.16) dostévame

pip2: - Pm = P142 " (s-

P2 Pm=q2 s

Pokud vyse uvedeny postup provedeme m-krat, zjistime, ze pro kazdé i € {1,...,m} existuje
Ji € {1,..., s} takové, Ze p; = g, a nakonec obdrzime rovnost
1= qs—m " (s-

!Cislo q;, = p1 preznaéime na ¢; a naopak.
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7 toho plyne, ze s = m. O

Zobecnéni Véty 1.33 pro cela cisla vypada nasledovné.
Véta 1.34. Pro kazdé celé ¢islo z # 1 existuji prvocisla py,...,pm aj € {—1,0,1} takovd,
ze

Z=jp1- " Pm-

Tento rozklad na soucin je, az na poradi cinitelu, jednoznacnyg.

Pokud zname kanonické rozklady pfirozenjch! éisel a a b, je jednoduché nalézt jejich
nejvétsiho spoleéného délitele. Ukédzeme si to na konkrétnim prikladé.

Piiklad 1.35. Vezméme a = 2352113 a b = 245174, Hleddme d = ged(a, b). Uvazujme, jak
musi vypadat kanonicky rozklad ¢éisla d? Obecné d = p{* - - - p4». Potfebujeme zjistit o jaka
prvodisla pi, ..., p, konkrétné jde. Cislo d mé byt délitelem (a to nejvétsim moznym) ¢isel
a=2%5%113 a b= 215174
Ktera cisla déli a? Ze vztahu
a=2%5%11°

je zrejmé, zZe jen ta, kterd maji ve svém kanonickém rozkladu pouze néktera z prvocisel
2, 5a 11. 2 A to s mocninami, které nepfevysuji mocniny téchto prvoéisel v kanonickém

'Hledani nejvétsiho spoleéného délitele celych &fsel a,b # 0 lze prevést na hledini Hled4ni nejvétsiho
spole¢ného délitele prirozenych ¢isel, nebot ged(a,b) = ged(|al, |b])

2No jen uvazte, miize tieba &islo m = 7-5-11 délit a = 2%-52-113? Kdyby tomu tak bylo, znamenalo by to,
7e a = km, kde k € N. Odtud a = 23-52.11% = k-7-5-11. To by znamenalo, 7e 7 | 23.52.11%. Podle Lemmatu
1.32 pak musi 7 délit alespon jedno z ¢isel 2, 5 a 11 to je spor! Obecné bychom timto zpusobem snadno
dokézali, Ze ¢islo m = pm1, kde m1 € N a p je prvoéislo riizné od 2, 5 a 11, nemitize délit a = 23-52-113.
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rozkladu éisla a. (Tj. &isla ve tvaru 281 -582.11% kde 0 < by £3,0<ky <2,0<7r3 <3)) v 57
2, &

¢ xr v1s %“N m\\“"&
Ktera cisla déli b? Ze vztahu
b=2"50.7
. v . R , .’ , . , v , N ZAPADOCESKA
je zrejmé, zZe jen ta, ktera maji ve svém kanonickém rozkladu pouze néktera z prvocisel 2, 5 P univerzita
V PLZNI
a 7. A to s mocninami, které neprevysuji mocniny téchto prvocisel v kanonickém rozkladu

¢isla b. (Tj. éisla ve tvaru 27-572.7% kde 0 <r; £4,0<r; <1,0<r3 < 4.)

Cislo, které ma délit a i b, musi spliiovat obé tyto podmimky. Takze musi mit ve svém
kanonickém rozkladu pouze nékterd z prvocisel 2, 5. A to s mocninami, které neprevysuji
mocniny téchto prvocéisel v kanonickém rozkladu ¢isel a a b. Jde tedy o ¢isla ve tvaru 2™1.5™2,
kde 0 £ mq £ 3,0 < my < 1. A které z téchto ¢isel je nejvétsi? Prece

ged(a,b) = 23-5% = 40.

Priklad 1.36. Urcete nejvétstho spolecného délitele ¢isel

a) a=345%.72 b=2%4547
b) a =5311%2 b = 23.5%.7.11*
c) a=>5%72 b=2311%

Navod k feseni nam dal predchozi priklad. Sepiseme do soucinu pouze ta prvocisla, ktera
se vyskytuji v kanonickém rozkladu a i b. Pak k nim pfipiSeme mensi z mocnin, které se
u nich vyskytly v kanonickych rozkladech a a b.

ad a) a =3*53.72 b = 24.5*.7, potom gcd(%b) = 57



ad b) a= 53112 b = 23.5*.7.11%, potom ged(a,b) = 53-112 - =
2, &

ad c) a =572 b=2311% potom gcd(a,b) = 1 xS
Postup pouzity ve vysSe uvedenych prikladech muzeme formulovat jako lemma. D enoseent
’ UNIVERZITA
Lemma 1.37. Nechta,be N, a=p{*---pS ab =p[f1 . -pﬁ”, kde pro kazdéi € {1,...,n} oLt

plati, Ze p; je prvocislo a oy, 5; € NU{0}. Potom
gcd(% b) _ prlnin{ahﬁl} . .pznin{an,ﬁn}.

min{ai,81} min{an,Bn}
... pn

Diikaz. Cislo Dy
spolecného délitele ¢isel a a b.

vyhovuje vSem podminkam kladenym na nejvétsiho

e Cislo prlnm{al’ﬁl} - -pﬁlm{a”’ﬁ"} je jisté veétsi nez nula.

min{a1,581} min{an,Bn}
e pn

e Cislo Dy je jisté délitelem c¢isla a i b.

e Kazdy spolecny délitel ¢isel a a b ve svém kanonickém rozkladu mize obsahovat pouze
prvocisla p1, ..., pn. Navic se p; v tomto kanonickém rozkladu muze vyskytovat nanej-
vys$ v mocniné min{«;, f;}. Proto je kazdy spolecny délitel ¢isel a a b délitelem cisla
pmin{alzﬁl} pmin{a’nzﬁ’n}

! e .

O]

Pomoci kanonickych rozkladi snadno dokazeme nasledujici lemma, které budeme po-
tfebovat v podkapitole 2.3.
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Lemma 1.38. Pro kazdé ¢islo n € N ewistuji a,b € N takové, Ze n = ab a ¢islo b ve
svém kanonickém rozkladu obsahuje prvocisla pouze s mocninou rovnou jedné, mebo nula
(tj. b=q1---qr, kde q1,...,qr jsou navzdjem riznd prvocisla, nebo b =1).

Diikaz. V pifpadé n = 1 plati n = 12-1. Podle Diisledku 1.30 pro kazdé p¥irozené ¢islo n # 1
existuji navzdjem razna prvocisla py,...,pn, a ¢isla aq, ..., an, € N takova, ze

Néktera z cisel aq,...,a, mohou byt sudd a néktera lichd, nebo jsou vSechna suda,
nebo jsou vsechna licha.

V pripadé, ze jsou vsechna suda, existuji 51, ..., Bm € N takova, ze a1 = 2061, ...,0m =
= 26,. Potom

2
'I’L:plﬁl---pgnﬂm:(pfl---pgm)2:a2' 1 :(I2b.
=b
=Qa -

V pripadé, ze vSechna ¢isla i, ..., ay,, jsou lichd, existuji f,..., B, € NU{0} takov4,

zeay =261+ 1,...,am =28y, + 1. Potom

_2B1+1 2Bm+1 _ (. B m )2 _ 2
n=pit T gt = (- p )2 pr e py = .
=@ =b
V pripadé, ze néktera z ¢isel oy, . . . , a;y, jsou sudé a néktera lichd, mizeme zvolit oznaceni
tak, ze o, ..., a5 jsou sudd a asiq, ...,y jsou lichd. Takze existuji S, ..., Bn € NU {0}
takova, ze a1 = 201,...,as =205 a asr1 = 28511+ 1, ..., am = 26, + 1. Potom
2 s 2 s +1 m p— m J—

=a =b
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1.3.1. Cviceni
e

, , v v , v v ;N o v , Q %,
Vysledky, navody k feSeni a feSeni prikladii tohoto cviceni naleznete v odstavci 8.2.2. x>

1.

2.

1.4. Nejmensi spolecny nasobek

Na tento pojem si pravdépodobné také vzpomenete ze stiedni skoly. Zkuste najit nejmensi
spolecny nasobek cisel a = 4 a b = 6. Spravna odpovéd zni 12. Je to nejmensi nezdporné
¢islo, které je délitelné jak cislem a, tak ¢islem b. Snadno bychom vypozorovali, ze vSechny

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA

V PLZNI

Naleznéte kanonicky rozklad cisla 196. D

Naleznéte kanonicky rozklad &isla (196)3.

. Naleznéte kanonicky rozklad ¢isla (567)%(196)3.
. Naleznéte kanonicky rozklad ¢isel (180)2, (250)3 a urdete ged((180)2, (250)3).

Naleznéte kanonicky rozklad ¢isla 99 221.

spoleéné nasobky ¢isel a =4 a b = 6 jsou nasobky ¢isla 12 (spoletnymi nésobky ¢isel a = 4
a b= 6 jsou napiiklad 12, 24, 48, ...).

Intuitivni predstavu pojmu nejmensi spolecny ndsobek uz mame, a tak uvedeme jeho
definici.
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Definice 1.39. (Nejmensi spolecny ndsobek) Necht a,b € Z. Potom nejmensim spoleénym
. o . DR . A\ <2k
nasobkem ¢isel a a b nazveme ¢islo n(a,b) € Z spliujici podminky D) 7S
/0"4- ““\‘\
1.) n(a,b) 20
ZAPADOCESKA
2.) a|n(a,b) a zéaroven b | n(a,b) P uwvenzima

(tj. n(a,b) je spoleénym nasobkem ¢isel a a b).

2.) Jestlize a | n a zéroven b | n, potom n(a,b) | n

(tj. ¢islo n(a,b) musi délit vSechny spoleéné nasobky ¢isel a a b).

Jak najit nejmensi spole¢ny nésobek danych cisel a a b? Muzeme vyuzit toho, ze jiz
umime najit ged(a, b) a nasledujici véty.

Véta 1.40. Necht a,b € Z — {0}. Potom plati

|ab|
b) = ————.
n(a,b) ged(a, b)
Dikaz. Dokéazeme, Ze ¢islo % splnuje podminky z Definice 1.39.
o % > 0, protoze |ab| > 0 a také ged(a,b) > 0.

e Vime (viz definice ged(a,b) - Definice 1.6), ze ged(a,b) | a a zaroven ged(a,b) | b.
Existuji tedy k1, ke € Z—{0} takovd, ze a = ki -ged(a,b) a b = kg -ged(a, b). Oznacme
|ab]
o , (1.17)
8§cd(a, b)




Potom, podle predchoziho,
|ab] _ |ki| - ged(a, b) - [b]

ged(a, b) ged(a, b) e 1o o (L E)
kde k] € Z a zaroven
|ab] |a||ka| - ged(a, b) .
o ged(a, b) ged(a, b) [kzllal 2% ( )

kde k5 € Z. Z (1.18) a (1.19) plyne, Ze z je spolenym nasobkem ¢isel a a b, nebot
a |z (podle (1.19)) a zaroven b | x (podle (1.18)).

Zbyva dokazat, ze x je také nejmensim spolecnym nasobkem ¢isel a a b. To jest, kdyz n
je spoleény nasobek ¢isel a a b, potom z | n. Pro n = 0 je tento pozadavek jisté splnén.
Predpokladejme proto, ze a | n a zaroven b | n, kde n # 0. Odtud n = mia = mab, kde
mi,mg € Z. Podle Lemmatu 1.22 ged(a,b) = xoa + yob, kde xo,yo € Z. S vyuzitim
téchto vztahu a (1.17) muzeme psét

|abl
z = ——
ged(a, b)
lab] = xged(a,b)
lab] = z(xpa + yob)
|mimaabl = x|zemimaa + yomimab|
n? = xz|zogman + yomin|
In| = =x|zoma + yorm|

o (1.20)
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Z (1.20) plyne, Ze x | n a to jsme chtéli dokdzat.
O

Priklad 1.41. Pomoci Véty 1.40 urcete n(a,b), kde a = 238, b = 21. Nejprve Euklidovym
algoritmem urc¢ime ged(a, b).
938 = 11-21 4 7,
21 =3-74+0.
Poslednim nenulovym zbytkem je 7, proto ged(a,b) = 7.

|ab| 938-21 4998
b) = - - = 714.
neb) = i) " zd@s T - 7

Nejmensi spoleény délitel nasobek a a b mtizeme najit také pomoci kanonického rozkladu
(obdobné jako ged(a, b), viz Priklad 1.36).

P¥iklad 1.42. Pomoci kanonického rozkladu éisel a a b uréete n(a,b), jestlize a = 32-5%,
b = 2°.33.72. Nésobky ¢&isla @ maji tvar 32-5% ki, kde k; € N. Nésobky ¢&sla b maji tvar
25.33.72.ky, kde ky € N. Spoleény nésobek ¢isel a a b musi mit tvar

25.33.5%.72. k3, kde k3 € N.
A které z téchto ¢isel je nejmensi? Ptece to, kde k3 = 1. Takze n(a,b) = 25-33.5%.72,

Piiklad 1.43. Pomoci kanonického rozkladu &isel a a b uréete n(a, b), jestlize a = 22-53.73,
b = 32.5%.72. Podle predchoziho piikladu je postup nésledujici.
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Nejprve sepiSeme do soucinu vSechny prvocisla, které se vyskytuji v kanonickych roz-
kladech c¢isel a a b. Pak k nim pripiSeme nejvyssi mocniny, které se u nich vyskytly v kano-
nickych rozkladech ¢isel a a b.

a =22.5%.7°
} = n(a,b) = 22.32.5*.73
b=232.5%72

Postup pouzity ve vysSe uvedenych prikladech muzeme formulovat jako lemma.

Lemma 1.44. Nechta,b € N, a =pi" ---pi» a'b =p’f1 . -pﬁ", kde pro kazdé i € {1,...,n}
plati, Ze p; je prvocislo a a;, f; € NU{0}. Potom

n(a’ b) _ pinax{ahﬁl} . 'p?ax{an,ﬁn}‘

max{a1,81} ‘pmax{an,ﬂn}
n

Diikaz. Cislo p;
spole¢ny nésobek cisel a a b.

vyhovuje vSem podminkam kladenym na nejmensi

e Cislo p je jisté vétsi nez nula.

max{oi,81} max{cn,Bn }
1 PR pn

max{a1,61} .pgax{an,ﬁn}

e Cislo p; je jisté nasobkem ¢isla a i b.

e Kazdy spolecny nasobek c¢isel a a b ve svém kanonickém rozkladu urcité obsahuje
také prvocisla pq,...,pn. Navic se p; v tomto kanonickém rozkladu musi vyskytovat
nejméné v mocniné max{cy, 5; }. Proto je kazdy spoleény nasobek ¢isel a a b ndsobkem

&sla le‘IlaX{Oll,;Bl} . 'pgax{an,ﬁn}‘

Ol
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V predchézejicich tfech prikladech jsme si ukazali dva postupy urcovani hodnoty n(a,b).
Postup vyuzivajici kanonickych rozkladi je velmi elegantni, ale ma velkou slabinu. Pokud
nejsou zadany kanonické rozklady, pak je musime nejprve najit. Neni problém? Ale je!
U ,velkych* ¢isel je to znaény problém (vyuziva se toho v soucasnych metodach sifrovani -
jak uvidime pozdéji). Jen zkuste nalézt kanonicky rozklad ¢isla 22048 — 1.

Proti tomu pri prvnim postupu urcime jen soucin ab a nalezneme Euklidovym algo-
ritmem hodnotu ged(a, b). Pak tyto dvé hodnoty podélime. Z vypocetniho hlediska nejde
o zvlast naroc¢né operace.

7 toho duvodu je tieba rici, Ze postup z Prikladu 1.41 je v praxi efektivnéjsi.

1.4.1. Cviceni
Vysledky, navody k feSeni a feSeni prikladii tohoto cviceni naleznete v odstavei 8.2.3.
1. Naleznéte nejmensi spolecny nasobek ¢isel 198 a 55.
2. Naleznéte nejmensi spoleény nasobek cisel 198, 55 a 65.
3. Dokazte nasledujici tvrzeni. Nejmensim spolecnym nasobkem dvou navzajem nesou-

délnych prirozenych ¢isel je soucin téchto cisel.

1.5. Test

V nasledujicim testu si miizete overit své znalosti tykajici se délitelnosti na mnoziné ptiro-
zenych ¢isel. Pozor! Mluvime-li v testu o délitelnosti, mame na mysli délitelnost na mnoziné
prirozenych ¢isel, ne na mnoziné celych cisel. Za kazdou spravnou odpovéd v dané otazce
obdrzite jeden bod, za kazdou Spatnou OdpS()zféd jeden ztracite. Spravnd ciselnd odpovéd

o

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

84. strana ze 384

5
"l

Zavrit dokument

I Cels obrazovka/Okno




je hodnocena jednim bodem, nespravna nula body. Pro ukonceni testu kliknéte na tlacitko
Konec testu. Spravné odpovédi se objevi po kliknuti na tlacitko Oprava testu. Spravné ¢i-
selné odpoveédi se zobrazi tak, ze u dané otazky kliknete na tlacitko Spravna odpoved. Pozor!
Tato spravna c¢iselnd odpovéd na otazku x-tou se zobrazi v rdameccich u vsech otazek. Pro
spravné c¢iselné odpovédi u jinych otazek je proto potfeba u nich opét kliknout na tlac¢itko
Spravna odpoved.

1. Vime, ze 7 | 224 a také 7 | 175. Potom plati (oznacte pravdivé vyroky):

(a) 7| 224 + 175.
(b) 74224 4+ 175.
(c) 7] a224 + b175, kde a, b jsou libovolna prirozend cisla.
(d) 7k | 224 4+ 175 pro libovolné k € N.
2. Vime, ze 6 | a a 24 | b. Potom pro libovolné a,b € N plati (oznacte pravdivé vyroky):

(a) 6| a+b.
(b) 24 | a+b.
3. Vime, Ze a | b a b | 286. Potom plati (oznacte pravdivy vyrok):
(a) Nelze rozhodnout, zda a | 286.
(b) a | 286.

4. Uvazujme délitelnost na mnoziné prirozenych ¢isel. Pro libovolnd a,b € N (vyberte
moznosti dokonceni tak, aby vznikly pravdivé vyroky):

(a) nejvétsi spolecny délitel existuje vzdy.
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(b) nejvétsi spoleény délitel mize a nemusi existovat — zdlez{ na hodnotach ¢isel a a b.
(c¢) nejvétsi spolecny délitel existuje pouze v pripadé, ze obé z ¢isel a a b jsou suda.
(d) nejvetsi spoleény délitel existuje vzdy a je urcen jednoznacné hodnotami ¢isel a a b.

. Pomoci Euklidova algoritmu urcete ged(328,434). Vysledek napiste do ramecku.
ged(328,434) =

. Vime, ze 6 | ab. Potom pro kazdé a,b € N plati (oznacte pravdivy vyrok):
(a) 6 | a a zaroven 6 | b.

(b) 6| a, nebo 6 | b.

(c) Jestlize 6 | a, pak ged(6,b) = 1.

(d) Jestlize ged(6,a) =1, pak 6 | b.

. Vime, ze ged(a, b) = 3. Urcete ged(5a, bb). Vysledek napiste do ramecku.
ged(5a, 5b) =

. Necht jsou dana ¢isla a,b € N, jejichz ¢iselnou hodnotu vsak nezndme. Vime vsak, ze
ged(a, b) = 5. Potom urcité plati (oznacte pravdivy vyrok):

(a) ged(3a,4b) = (3 +4)5 = 35.

(b) Hodnota ged(3a, 4b) zavisi na hodnotéch ¢isel a a b, proto ji nelze ze zaddni urcit.
(c) Hodnota ged(3a, 4b) je urcité ndsobkem éisla 5.

. Kanonicky rozklad (vyberte moznosti dokonceni tak, aby vznikly pravdivé vyroky):

(a) existuje pro vsechna n € N — {1}.
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10.

11.

Pocet spravné a tplné zodpovézenych otazek:

Ziskané body:

o

2 TR
(b) pro dané n € N — {1} muze a nemusi existovat. ||
, . . « N 17 Me e o . . v Y IsTRAVS 7
(c) pro dané n € N — {1} existuje a az na poradi ¢initelt je jednoznaény. R Y
Ki y\S

Uréete nejvétsiho spolecného délitele ¢isel 23-32-11% a 21-52.11-13. Vysledek napiste do
ramecku.

ged(23-32.114,21.52.11-13) =
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Pomoci kanonického rozkladu ¢isel 560 a 329 urcete soucet jejich nejvétsiho spole¢ného
délitele a nejmensiho spolecného nasobku. Vysledek napiste do ramecku.
ged (560, 329) + n(560,329) =

Procento tspésnosti:
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Kapitola 2
Mnozina prvocisel

V této kapitole se budeme podrobnéji vénovat mnoziné prvocéisel (viz Definice 1.25). Budeme
ji oznacovat P. Pokud nebude feceno jinak, pak pod pojmem ,¢islo“ budeme rozumét
prirozené cislo. Malymi tiskacimi pismeny, pokud nebude feceno jinak, budeme v této
kapitole oznacovat prirozena cisla. Pokud malé tiskaci pismeno pouzijeme pro oznaceni
celého, nebo jiného ¢isla, bude to uvedeno.

Ptirozené vyvstavaji otazky jako ,Kolik je prvocisel?“ Ukazeme, ze prvocisel je neko-
necné mnoho. Prirozenych ¢isel je také nekoneéné mnoho. Muzeme fici, jak velkou Cést
prirozenych ¢isel tvori prvocisla? V Kapitole 3 uvidime, ze z jistého thlu pohledu tvoii jen
zanedbatelnou cast.

Daéle bychom se mohli zajimat o rozlozeni prvocisel na ¢iselné ose. Nejmensim prvocislem
je cislo 2. Nasleduje prvocislo 3. Tretim prvocislem je ¢islo 5 . ... Dokéazete najit sto tireti
prvocislo?
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Bohuzel nezndme zadny predpis, jak urcit n-té prvocislo. Pokusime se alespon o odhad

poctu prvocisel mensich, nebo rovnych danému n € N. '5% éf
Také rozhodnuti, zda dané ¢islo je prvocislo, neni u ,,velkych“ ¢isel nijak snadné. Kritéria L

prvociselnosti sice existuji, ale nejsou prilis vhodné pro praktické pouziti. To matematikim

nedava spat a mnozina prvocisel je neustdle intenzivné zkoumana. p ZAeavocescs

V PLZNI
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2.1. Zakladni vlastnosti

Véta 2.1. (Euklidova prvoéiselnd) Prvocisel je nekonecné mnoho.

Drikaz. Dikaz provedeme sporem. Predpoklddejme, Ze existuje jen konec¢né mnoho prvocisel
a to Cisla
p1<p2<--<pn
Potom kazdé ¢islo vétsi nez p, musi byt slozené ¢islo, v jehoz kanonickém rozkladu (viz
Véta 1.29) se vyskytuje nékteré z prvocisel p1,po, ..., p,. To znamend, ze kazdé ¢islo vétsi
nez p, musi byt délitelné alespon jednim z prvocisel pi,p2,...,pn. Vezméme tieba cislo

pip2 -+ pp + 1. Ztejmé plati pips - - - pyn + 1 > p,. Proto musi existovat p; € {p1,p2,...,pn}
takové, ze

pip2 - Pn + 1 = pik,
kde k € N. Evidentné % = m € N. Proto
mp; + 1 = pik,

1 = pi(k —m). (2.1)

Z (2.1) plyne, ze p; | 1. To je ale spor, nebot prvocislo p; je vétsi nez 1. Predpoklad, zZe
prvocisel je koneéné mnoho, je tedy chybny. Musi jich proto byt nekonec¢né mnoho. O

Dokazali jsme, ze prvocisel je nekonecné mnoho. Ted se budeme zajimat o to, jak jsou
rozloZena na ¢iselné ose. Nemuze byt treba kazdé paté prirozené ¢islo prvocislem? Nesmysl!
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Obr. 2.1 Posloupnost prvocisel roste nade vsechny meze.

Cislo 5 je prvoéislo, ale 2-5, 3-5, 4-5 ... uz evidentné prvoéisla nejsou, nebot jde o &sla
slozena.

A co takhle ¢isla ve tvaru 5k + 2, kde k£ € N U {0}? Bereme tedy na ¢iselné ose zase
kazdé paté cislo, ale zacneme od disla 2. Ze zacatku to vypada nadéjné 5-04 2 = 2, coz
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je prvocislo, 5142 = 7, coz je zase prvocislo! Ale uz tfeti pokus néds vyvede z omylu

5-2+2 =12, a to prvocislo neni. Takze ne vSechna pfirozena ¢isla ve tvaru 5k + 2 jsou
prvocisla! Néktera vsak ano, vSimnéme si:

2=5-0+2
7T=51+2
17=5-3+2
37=5T4+2

MiZeme se ptat, kolik prvocisel je v posloupnosti prirozenych ¢isel ve tvaru 5k + 27 Je
jich nekonecné mnoho. Také prvocisel ve tvaru 5k + 3 je nekoneéné mnoho, i ve tvarech

6k+1, 134k +5, ... (vSimnéte si, ged(5,2) = 1, ged(5,3) = 1, ged(6,1) = 1, ged(134,5) = 1,

...). Obecné o tom pojedndvd véta z pera pana jménem Johann Peter Gustav Lejeune
Dirichlet. Uvedeme ji bez dukazu.

Véta 2.2. (Dirichletova prvociselnd) Necht a,b € N, ged(a,b) = 1. Potom ezistuje neko-
necné mnoho prvocisel p ve tvaru
p=ak + b,

kde k € N. Navic, rada prevracenych hodnot téchto prvocisel diverguje. Tzn.
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Poznamka 2.3. Pozadavek ged(a,b) = 1 uvedeny ve Vété 2.2 je dulezity! Pokud by
ged(a,b) = d > 1, potom a = dk; a b = dky. Predpokladejme, Ze prvocislo p muzeme
psat ve tvaru p = ak + b, kde k£ € N. Po dosazeni dostdviame p = dk1k + dko a odtud
p = d(k1k + k2). To by znamenalo, ze d | p, pficemz 1 < d < p. To je spor, nebot p je
prvocislo!

Miuzeme proto Tici, ze prvocislo nikdy nemuze mit tvar p = ak+0b, kde a,b,k € N,
ged(a, b) > 1.

Priklad 2.4. Pomoci predchozi Véty 2.2 a k ni se vztahujici Poznamky 2.3 muzZeme urcit,
jakou cifrou muze koncit zapis prvocisla v desitkové soustavé. Napriklad obvykly zapis
n = 524 vlastné znamena, ze n = 51024210+4, obdobné 2125 = 2103411024-210+5. Obecné,
pouzivame-li desitkovou soustavu, pak ¢islo zapsané pomoci cifer ve tvaru a, ...asa1a9 je
rovno a,10"™ + - - - + a910% + a110 + ay.

Vidime, ze ¢islo zapsané v desitkové soustavé ma tvar

anl0™ 4 - + a10? + @110 + ag = 10 (@, 10" 1 + - - + @210 4 a1) +ag = 10k + ag,
&

kde ag je posledni cifra v desitkovém zapisu a samozrejmeé vSechny cifry a; patii do mnoziny
{0,1,...,9}.
Podle Véty 2.2 a Poznamky 2.3 miize byt ¢islo!

Gy .. .aza1a9 = 10k + ag, kde k = 1

prvocislem pouze v pripadé, ze ¢isla 10 a ag jsou navzajem nesoudélnd, to jest, kdyz
ged(10, ag) = 1. Plati to pouze pro ap = 1, ap = 3, ag = 7, nebo ag = 9.

1 7ye v . v v . 2 g v, “ixs .
Vsimnéte si, ze uvazujeme nyni jen cisla vétsi, nebo rovna 10.

@:
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To znamen4, ze ¢islo n = 10, jehoz posledni cifrou v desitkové soustavé je 1, 3, 7, nebo
9 mize (ale nemusi!) byt prvocislo. Cisla n > 10, konéici na 0, 2, 4, 5, 6, nebo 8 nemohou
byt prvocisla.

Takze, brano podle posledni cifry, napriklad

o

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

e 24 nemuze byt prvocislo,

A4

e 11,13,17 mohou byt prvocisla (a také jimi jsou)

e 27 muze byt prvocislo (ale neni, nebot 27 = 3-9)

e 135 nemize byt prvocislo

e 109 muze byt prvocislo (a také jim je) Obsah

e 121 muze byt prvocislo (ale neni, protoze 121 = 11-11). e o S

Jak uvidime pozdéji (v Kapitole 3) vyloucili jsme tak ,,60% prirozenych ¢éisel z pode-
zieni, ze jsou prvocisly.

Dokéazete si rozmyslet, jak by to dopadlo, kdybychom obdobné pouzili zépis ve dvojkové
soustavé (cifry jsou jen 0, nebo 1)7 Spravna odpovéd je, ze Cisla ve tvaru 2k + 1, kde k € N
mohou (ale nemusi) byt prvocisla a ¢isla ve tvaru 2k 4+ 0, kde £ € N — {1} nemohou byt
prvocisla. Neni to nijak zasadni zjisténi. Jisté uz jste slysSeli, nebo si sami rozmysleli, ze
kromé ¢isla 2 jsou vSechna prvocisla licha. Vyloucili jsme tak ,jen 50% prirozenych ¢isel.

Obecny pripad, kdy za zaklad ciselné soustavy vezmeme ¢islo n vyfesime ve Cviceni
6.1.1.

5
"l

Zavrit dokument

Daéle ukazeme, Ze se prvocisla nevyskytuji na ¢iselné ose jako ¢leny aritmetické posloup-

nosti. Véta 2.2 tika, ze néktera prvocisla uri:lte tvori vybranou posloupnost aritmetické l Cels obrazovka/ Okno




posloupnosti {ak + b}72,, kde ged(a,b) = 1. To jest, ze mezi ¢isly ve tvaru ak + b, kde
ged(a, b) = 1, je nekoneéné mnoho prvocisel. Nicméné dokazeme, Ze ne vSechny cleny této
posloupnosti jsou prvocisla - dokonce existuje nekoneéné mnoho ¢isel ve tvaru ak + b, které
nejsou prvocisly.

o
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Véta 2.5. Necht a,b € N. Potom plati.

1.) Jestlize ged(a,b) = 1, pak nekoneéné mnoho éleni aritmetické posloupnosti {ak +
+ b}, patri do mnoZiny prvocisel a nekonecné mnoho (jinygch) clent aritmetické
posloupnosti {ak + b} | nepatri do mnoziny prvocisel.

2.) Jestlize gcd(a,b) = d = 2, pak cleny aritmetické posloupnosti {ak + b}7° , nepatri do
mnoziny prvocisel. Obsah

95. strana ze 384

Dukaz.
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[=]

ad 1.) Jestlize ged(a,b) = 1, pak, podle Véty 2.2, existuje nekoneéné mnoho ¢lent aritmetické
posloupnosti {ak +b}72 |, které patif do mnoziny prvocisel. Ukazeme, Ze existuje také
nekone¢né mnoho prvku této posloupnosti, které prvocisly nejsou.

d
i

Nejprve uvazujme piipad b = 2. Potom pro k = bn, kde n € N, ¢islo ak + b neni
prvocislem, nebof v tom pripadé

ak +b=abn+b=">b(an+1).

Vidime, ze v ptipadé kdy k = bn, je k-ty ¢len posloupnosti {ak+0b}72 | ¢islem slozenym. Zaviit dokument
Nemtize proto byt prvoéislem. Cisel k ve tvaru k = bn je nekoneéné mnoho, nebot
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za n si muzeme zvolit libovolné prirozené ¢islo. Proto také nekoneéné mmnoho c¢lenu
posloupnosti {ak + b}, neni prvocislem.

Zbyva provérit pripad, kdy b = 1. Dokézeme, Ze nekone¢né mnoho ¢lent posloupnosti
{ak + 1}72 | neni prvocislem.

Nejprve sporem dokézeme, ze existuji cleny posloupnosti {ak + 1}72,, které nejsou
prvocislem. Predpoklddejme proto, ze vSechny prvky této posloupnosti jsou prvocisla.
Vynéasobime-li

(aky + 1)(aky + 1),

obdrzime ¢islo slozené (podle pfedpokladu jde o sou¢in dvou prvocisel). Ale

(akl + 1)(@](72 + 1) = a2k1k2 +aki +ake+1=a (aklkg + k1 + kg) +1=ak + 1.

keN

Vidime, ze ¢islo (aki + 1)(aka + 1) je také clenem posloupnosti {ak + 1}32,, ale
neni prvocislem! To je spor s predpokladem, Ze vSechny Cleny této posloupnosti jsou
prvocisla.

Znamena to, ze musi existovat cleny posloupnosti {ak +1}72 , které nejsou prvocisly.
Mozné je jich ale jen kone¢né mnoho, ne? Ne! A dokazeme to!

Opét sporem. Predpokladejme, ze existuje jen koneé¢né mnoho prvka posloupnosti
{ak + 1}3°,, které nejsou prvocisly. Uréité existuje nejvétsi z nich!. Oznacéme jej
Smaz = akg + 1. Potom pro kazdé k1 € N plati
Smaz(ak1 + 1) = (ako + 1)(ak1 + 1) = a (akok1 + ko + k1) +1 = ak + 1.
ke N

"Kone¢na mnozina pfirozenych ¢sel mé maximum.

o
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Muzeme proto tvrdit, ze ¢islo spaq(ak + 1) je také prvkem posloupnosti {ak + 1}32
a je evidentné ¢islem slozenym, nebot Syq; = ako +1 2 2 a také ak +1 = 2 (viz
Definice 1.26). Navic

ak + 1= spaz(aks +1) 2 Smaz-2 > Smaz-

To je ovsem spor s predpokladem, ze nejvétsim slozenym cislem, které je prvkem
posloupnosti {ak + 1}72; je ¢islo sy

ad 2.) Jestlize ged(a,b) = d 2 2, pak ¢leny aritmetické posloupnosti {ak + b}7° | nepatii do
mnoziny prvocisel. Tuto skutec¢nost jsme dokazali v Poznamce 2.3.

O]

P1i hledani pravidelnosti ve vyskytu prvocisel jsme zatim nebyli ispésni. A nyni doka-
zeme vysledek, ktery také ukazuje na jistou nepravidelnost ve vyskytu prvocisel. Mame na
mysli nepravidelnost v tom smyslu, ze se prvocisla na ¢iselné ose nevyskytuji ani priblizné
v konstantnich ,rozestupech.“

Zamysleme se, jak velkd ,mezera“ muze byt mezi dvéma po sobé jdoucimi prvocisly.
Treba rozdil — ,vzdalenost“ —mezi 5 a 7 je 7 — 5 = 2. Rozdil mezi 13 a 17 je 17 — 13 = 4,
atp. Muze byt rozdil mezi po sobé jdoucimi prvocisly libovolné velky? Ukazeme, ze ano.

Véta 2.6. Necht p1 < pa < ... je posloupnost vSech prvocisel. Pro kaZdé n € N existuji
prvocisla px a prr1 takové, Ze

Pk+1 — Dk 2 M.

97
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1849
Diikaz. Uvazujme libovolné pevné zvolené prirozené ¢islo n a ¢islo m = (n+1)!4 1. Protoze . =
R S

(n+1)!'=12----n-(n+1), e
je ¢islo (n + 1)! délitelné ¢isly 2, 3, ..., n, n+ 1. A tak
> T
(’I’L-l— 1)' V PLZNI
m+1:(n+1)!+1+1:(n+1)!+2:2< . +1) — 9k, kde k> 1.
—_——
=k1€N

Potom m + 1 je ¢islo slozené a nemtze byt prvocislem. Obdobné

!
m+2=(n+1)!+3=3(<n+ ) +1)=3k2, kde kg > 1.
koeN
!
m+3=(n+ 1) +4=a( "I 1) S aky, ke ks > 1
kseN
1!
m+n:(n+1)!+n+1:(n+1)<(nil) +1)=(n+1)kn, kde k, > 1.
n
kneN
Tim jsme dokazali, ze ¢isla m+ 1, m+2, ..., m + n jsou ¢isla slozend. A tak ani jedno

z nich nemuze byt prvocislo.
Nyni jiz staci jen najit vhodné py a pr4+1. Oznacme pg nejvétsi z prvocisel, ktera jsou
mensi, nebo rovna m (takové urcité existuji, nebot m = 3). Tzn.

Pk = max{p9€8 P|p < m}.



Znamena to, Ze mezi p, a m nejsou zadna prvocisla (pokud m je prvoéislo, pak m = py).
Déle vime, ze m+1, m+2, ..., m+n také nejsou prvocisla. Proto prvocislo px1 nasledujici
po pr musi byt vétsi, nez m + n. Dostavame tak nerovnosti

A

PkSm a  pry = m+n.

Odtud pgy1 — px = n.
]

Nakonec uvedeme vétu sice méné obecnou, nez je Dirichletova prvociselnd véta, ale na
rozdil od od ni ji dokdzeme. Konkrétné dokazeme, ze fada prevracenych hodnot prvocisel
diverguje.

Véta 2.7. Necht {p;}:2,, je posloupnost vSech prvocisel. Potom

1
L
i=1 Pi
o
Dikaz. Dikaz provedeme sporem. Predpoklddejme, Ze fada % konverguje. Prolistujete-li
i=1""

néjakou slusnéjsi ucebnici matematické analyzy, najdete tam informaci, ze v takovém pri-
padé musi existovat libovolné maly (zvolme si tfeba mensi nez %) zbytek této fady'. Jinak

17Zbytek fady znamend, Ze neséitdme viechny &leny fady, ale prvnich k ¢lent vynechdme. Takze zbytkem

o0
fady > i jetada > i.
i=1 i=kt1
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1849
feCeno, musi existovat néjaké k takové, ze
ey
%, <

0 rn V
1 1 i s
>, <3 (2.2)
imhog1 Dl
> ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
Oznac¢me P = pipsy...pr a uvazujme cisla ve tvaru D v pLzNI
kn=14+nP=14+npip2...pg.

At zvolime jakékoli n, nemutze byt ¢islo k, délitelné ani jednim z prvocisel p1, po, ..., pPk.

Predpoklad, ze néjaké p; déli k, by, stejné jako v dikazu Fuklidovy prvociselné Véty 2.1,
vedl ke sporu - k nepravdivému tvrzeni, ze p; déli jednicku. Proto muzeme tvrdit, ze vsichni
prvociselni délitelé Cisel ve tvaru 1 4+ nP jsou mezi prvo¢isly pr11, pr+2, - - -

Nyni zvolnéme tempo a pro dobré pochopeni véci nasledujicich prostudujme nasledujici
poznamku. Poté budeme pokracovat v dikkazu Veéty 2.7.

Poznamka 2.8. Stejné jako v predchazejicim dikazu Véty 2.7 oznac¢me k, = 1+nP = 1+
+ npip2 ... pr. Zjistili jsme, ze vsichni prvociselni délitelé c¢isel ve tvaru 1 + nP jsou mezi
prvolisly pg+1, Pk+2, - .. Uvazujme dvé sumy

T

1 < (1)
ZHnPaZ(ZE) : (2.3)

n=1 m=1 \i=k-+1

Jaky je mezi nimi vztah? Tvrdim, Ze libovolné ¢islo H# je mozné najit mezi s¢itanci souctu

m
o0 o0 1
s (54)"
m=1 \i=k+1
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Ukazme si na prikladé. Pokud by platilo k& = 3, potom k, = 1 +nP =1+ npipsp3 =
=1+n2-3-5 =1+ n30. Zvolme si néjaké n, tfeba n = 3. Potom

T 1 11
1+nP 14330 91 713
Vidime, Ze vsichni prvociselni délitelé ¢isla ks = 91 = 7-13 jsou opravdu mezi prvocisly
pys =17, ps =11, pg = 13, ... Najdeme ¢islo H# = % mezi s¢itanci souctu

> (fj 1 )m? (24)

m=1 \i=a Pi

Ale ano, uvazujme piipad m = 2. Potom

o) 2 2
Zl D -
— p; \7 11 137

- -

- + .
7 T I111 1p1-13 ' 13.7 ' 1311 ' 13-13

ol
/Emm\
&7

S
<

( e 94 »
) STRAN
% D
0"4' ““\‘\

&
S

-

2,
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k
Obecné v ptipadé ky, = py''pi? - - pio;’“ zvolime m = ) «yj. Potom ¢islo ki je jisté jednim
. n
J=1
ze sCitanca souctu, ktery dostaneme po umocnéni vyrazu
k

K 1 J;lak
(=)

i=k+1
kde K zvolime tak, aby K 2 max{pi,,Dis,-..,Di,}

Nyni muzeme pokracovat v dikazu Véty 2.7. Z vySe uvedené Poznamky 2.8 je zrejmé,

pi

m
o0 (e.)
ze kazdy ze zlomku H# se vyskytuje v souctu > > l) . Proto pro kazdé r € N
m=1 \i=k+1

plati

S vyuzitim (2.2) dostdvame

o0
. 1\m . 2 Q2 2 2. 2 1 . 1 2
Protoze ) : (5) je soucet geometrické fady s prvnim clenem 3 a kvocientem 3, plati
m=

T
1 11

<= = il. 2.7
2_311+np—21 i @7)
"= 102
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Nerovnost (2.7) plati pro libovolné r € N. Proto dochdzime k zavéru, ze

[IA

=1

1. 2.
2 5P (28)
n=1

o0
. > 2 < 5z 1 . . 7 24 -8 52 .
To je ovsem spor! Dokdzeme, ze fada » Tnp Je divergentni. Staci si uvédomit platnost
n=
nasledujicich nerovnosti

o0

> 1 > 1 1 1 1 1
Zl—i—nP_;n—i-nP 7;1+Pn 1+P;n & (29}

n=1

[o.¢]

Posledni rovnost v (2.9) plyne z divergence fady . % (coz snadno ovéfime pomoci inte-
n=1

gralniho kritéria divergence rady).

O

2.1.1. Cviceni

Vysledky, navody k fesSeni a feSeni prikladi tohoto cviceni naleznete v odstavci 8.3.1.

1. Necht {p,}5°, je rostouci posloupnost vSech prvocisel. Dokazte, ze pro kazdé n € N
plati: p, > n.
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2.2. Eratosthenovo sito

Jiz dlouhd 1éta se lidé snazi najit néjaky zpiisob, jak snadno a rychle rozhodnout, zda dané
¢islo je, ¢i neni prvocislo. U ,malych® ¢isel to neni tak velky problém. Zjistujeme naptiklad,
zda ¢islo 29 je prvocislo. Evidentné staci uvazovat nasledovné. Je ¢islo 29 ndsobkem dvojky?
Neni! Je nasobkem trojky? Neni! Je nasobkem ¢tyrky? Neni! A tak déle, az dojdeme k tomu,
ze ¢islo 29 neni, kromé jednicky, ndsobkem zadného ¢isla mensiho nez 29. Proto nemitze jit
o &slo slozené. Cislo 29 je proto uréité prvoéislo.

Vyse uvedeny postup muzeme jesté ponékud zjednodusit. Nemusime projit vSechna ¢isla
od dvojky po 28. Staéi projit prirozena ¢isla od 2 do v/29. Jak to? Ale to je jednoduché!
Predpokladejme na chvili, ze ¢islo 29 je slozené. Existovaly by tak ¢isla ki, ke > 1 spliujici
rovnost 29 = k1ko MiiZe mit ¢islo 29 wsechny své délitele vétsi nez v/29? Pokud ano, pak by
platilo

29 = kiks > v/29v/29 = 29.

To je ovSem spor, nebot nemiize platit 29 > 29. A co jsme tim zjistili? No, pokud ¢islo 29
néjaké délitele ma, pak alesponi jeden z nich musi byt mensi, nebo roven v/29.

V nasem ptipadé proto stacilo zjistit, zda ¢islo 29 je ndsobek néjakého prirozeného ¢isla,
které lezi mezi Gislem 2 a /29 = 5, 4. Takze, je 29 nasobek dvojky? Ne! Je nasobkem trojky?
Neni! Je nasobkem ¢tyrky? Neni! Je nasobkem pétky? Ne! Uz z toho mizeme dojit k zavéru,
ze 29 je prvocislo.

Svoje pozorovani formulujeme nasledovné.

Lemma 2.9. Jestlize k = kiko, pak k1 < VE, nebo ky < Vk.

Drikaz. Dukaz provedeme sporem. Predpokladejme, ze k = kiko a zaroven ki > Vk a kg >
> k. Potom plati
k= kiko > ViV = k.
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A to neni pravda! Jisté neplati k > k. Proto je chybny nas predpoklad. Cislo k jisté miizeme
napsat ve tvaru k = kiko. A tak musi byt nepravdivy predpoklad, ze k1 > vk a také
ko > k. Pravdivé je jeho negace, k1 < vk, nebo ko < Vk. O

Postup muzeme jesté ponékud zjednodusit. Predpokladejme, ze ¢islo k& méa kanonicky
rozklad
k=pi'p® - pa"s
kde aj,a9 -y €N
Mohou byt vSechna prvoéisla v kanonickém rozkladu ¢éisla k vétsi nez vk? Mizeme to
na chvili pfedpokladat a uvidime, ze v pripadé, kdy k je slozené ¢islo, dojdeme ke sporu.
Tak hura do toho! Pokud k je slozené ¢islo, jsou dvé moznosti

e n > 1, to jest, existuji alespon dvé riuzna prvocisla p; a ps ktera déli ¢islo k.

V tom pripadé
k= p{ips? - pon = pips > ViV = k.

To je spor! Neni pravda, ze k > k. Proto v tomto pripadé musi byt nepravdivy nas
predpoklad.

e n =1, to jest, existuje jen jedno prvocislo p; které déli ¢islo k.

V tom pfipadé k = p{*. Aby k bylo skuteéné ¢islo slozené, musi byt o = 2. Potom
k=p 2 p?> (VE)? =k

To je spor! Neni pravda, ze k > k. Proto také v tomto pripadé musi byt nepravdivy

predpoklad.
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Tim jsme dokézali nasledujici tvrzeni

Lemma 2.10. Necht k je ¢islo slozené. Potom existuje prvocislo p, p < Vk, které je déli-
telem cisla k.

Vratme se k nasemu piikladu, kdy jsme zjistovali, zda je ¢islo 29 prvocislo. Pokud by
to bylo éislo slozené, muselo by byt podle Lemmatu 2.10 délitelné néjakym prvocislem
z intervalu (2,v/29). Jedn4 se o prvocisla 2, 3 a 5. Cislo 29 neni nésobkem ani jednoho
z nich. Proto neni ¢islem slozenym, ale je prvocislem. Tento postup je proti predchozimu
jednodussi v tom, ze jsme nemuseli kontrolovat, zda je 29 nésobkem ¢isla 4.

V dalsich dvahach vyuzijeme nasledujici trividlni dasledek Lemmatu 2.10.

Dusledek 2.11. Necht k je cislo sloZené. Potom existuje prvocislo p, p < k, které je
déelitelem cisla k. To jest, kaZdé sloZené cislo k je ndsobkem néjakého prvocisla p, které je
mensi, nez k.

A nyni se vratme k samotnému nadpisu podkapitoly. Copak zZe to pan Eratosthenes
prosival ve svém situ? Inu vzal si hromadu prirozenych cisel a prosil z nich vSechna cisla
slozena. Co mu v situ zbylo? Nu? Ano spravné, prvocisla! A jakpak to délal? Pokusme
se zrekonstruovat jeho myslenkové pochody v den, kdy nutné potreboval najit vsSechna
prvocisla mezi jednickou a stovkou. S trochou fantazie to mohlo byti néjak takto. Ten den
jej postihl velky zachvat lenosti a nechtélo se mu kontrolovat jedno ¢islo po druhém. Pidil
se proto po jednodussim zpusobu hledani prvocisel!

Nejprve si viechna ¢isla sefadil do tabulky. Cisla podezield z toho, Ze jsou prvoéisla
napsal modfe. Jen o jedni¢ce védél, Ze to neni prvocislo. Proto je napséna ¢erné (viz obrazek
2.3). A co dél? Nasleduje dvojka. Zna¢né podezielé ¢islo!

A opravdu, dvojka je prvocislo, nebot je délitelna jen jednickou a sama sebou. Obarvime
ji na cerveno! Vsechny ostatni ndsobky dvojﬁ%%jsou ale jisté cisla slozena. Muzeme je proto
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z tabulky vyskrtnout, ¢i obarvit je na cerno. Jak je komu libo, my zde budeme prebarvovat.

Pak se podivejme na nejmensi modré ¢islo. Je jim ¢islo 3 ( viz obrazek 2.4 ). Muze jit
o slozené ¢islo? Kdepak, podle Disledku 2.11 by musela byt néjakym nasobkem prvocisla,
které je od néj mensi - to by ovsem byla ndsobkem dvojky a tudiz by uz byla ¢erné, ne modra!
Takze trojka je prvocislo a z tabulky mizeme vyskrtnout vSechny jeji nasobky (obarvime
na ¢erno - obréazek 2.5).

A tak pokracujeme stale dal. Jak? No v tuto chvili je nejmensi modré ¢islo ¢islo 5. Kdyby
to bylo ¢islo slozené, muselo by byt ndsobkem dvojky, nebo trojky. Ale neni jim, protoze
je zatim modré! Takze ¢islo 5 je prvocislo. Obarvime jej na Cerveno a vyskrtneme vSechny
nasobky ¢isla 5 (obrazek 2.6 ).

Obdobné dopadneme prvocislo 7 a vyskrtneme jeho nésobky (obrézek 2.7). Ppresnéji
jen tii jeho nasobky, a to ¢isla 49, 77 a 91, nebot ostatni byly vyskrtnuty uz diive.

V nésledujicim kroku Eratosthenes objevil, ze ¢islo 11 je prvocislem. Ale co to? Kdyz se
jal vyskrtavat z tabulky ndsobky ¢isla 11 (¢isla 22, 33, 44, 55, 66, 77, 88 a 99), zjistil, ze uz
jsou vSechny pry¢ (jsou ¢erné uz na obrazku 2.7).

I hluboce se zamyslel. Jak se stalo, ze nebylo co vyskrtnout? Po chvili se blazené usmal
a zbyvajici modré c¢isla prebarvil na ¢erveno.

Pro¢ to udélal? Uvazoval asi néjak takhle. Které nasobky ¢isla 11 by v tabulce byly
jesté modré, kdyby tam tedy jesté néjaké byly? Urcité ne ty nasobky jedenactky, které jsou
také nasobky nékterych prvocisel mensich, neZ je sama jedenactka (ty uz prece obarvil na
¢erno!). V modré barvé je proto néjaké ¢islo, které je ndsobkem jedendctky a také néjakého
prvodisla, které je vétsi, nebo rovno 11. Takze nejmensi nasobek jedenactky, ktery by jesté
mohl byt v modry je ¢islo 11-11, ale to je ¢islo 121. A to uz v tabulce neméame! Proto uz
nebylo co vyskrtnout!

107

o

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

107. strana ze 384

5
"l

Zavrit dokument

l Cels obrazovka/Okno




Ale to je prece bajecné. Nebylo co vyskrtnout, protoze ¢islo 11-11 presahlo ¢islo 99. No
a? Co je na tom bajecného? Tak podivejte. Jaké bude dalsi prvocislo? Kouknem do tabulky
(obrazek 2.8). Nejmensi ¢islo v modrém je ¢islo 13. Je to proto prvoéislo. Které nasobky
¢isla 13 jesté nejsou vyskrtnuty? Obdobna tivaha jako u jedendctky. Nejmensi z nich je ¢islo
13-13. Ale kdyz 11-11 bylo vétsi, nez 99, pak 13-13 jisté také!

A stejné tomu musi byt u dalSich prvocisel, které se jesté v tabulce skryvaji! Nebude jiz
co vyskrtavat! Takze vSechny zbyvajici modré Cisla se prebarvi na ¢erveno. A jsme hotovi
(obréazek 2.9)!

Nakonec poznamenejme, ze Eratosthenovo sito je algoritmus pomérné efektivni pro hle-
déni ,malych“ prvocisel, fadové do 10000 000. Slozitost tohoto algoritmu je O (N loglog N),
kde N je horni mez rozsahu ,prosivanych® ¢isel. Pro identifikaci vétsich prvocisel existuji
jiné testy prvociselnosti. Nékteré jsou pravdépodobnostni, funguji tak, ze urcuji pravdépo-
dobnost s jakou je zkoumané ¢islo prvocislo, jiné jsou deterministické. Ty s jistotou (pokud
néco jako jistota existuje) urcuji, zda je zkoumané ¢islo prvoéislo. Velkym hitem je naptiklad
AKS test, jehoz matematické zéklady polozili v roce 2002 M.Agrawal, N.Kayal a N.Saxena.
Dosahli slozitosti O(log'? n), kde n je testované ¢islo. Algoritmus AKS byl poté jesté vylep-
Sovan a v roce 2005 C. Pomerance a H.W. Lenstra Jr, dosahli slozitosti O(log®n). To uz je
ale jina kapitola . ...

108

@:

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

108. strana ze 384

5
"l

Zavrit dokument

I Cels obrazovka/Okno




2.3. Prvociselna funkce a prvociselna véta

Zjistili jsme, ze prvocisel je nekonecné mnoho. Kolik jich vsak miize byt v kone¢né podmno-
ziné prirozenych c¢isel? Nebo si polozme otazku, kolik je prvocisel mensich, nebo rovnych
deseti, dvaceti, nebo obecné néjakému ¢islu x7 Pocet ¢isel mensich, nebo rovnych danému
¢islu x se obvykle oznacuje m(z). Napriklad pocet prvocisel mensich nez 10 je 7(10) = 4,
nebot jen ¢tyfi prvocisla jsou mensi, nebo rovny 10. Jsou to ¢isla 2, 3, 5 a 7.

Kazdému redlnému ¢islu z tak muzeme jednoznacéné priradit hodnotu ().

Definice 2.12. (Prvociselnd funkce) Funkci 7 : R — N U {0}, danou pro kazdé z € R
predpisem
m(x) =#{p P |p <z},

nazyvame prvociselnou funkei.®

“Vidime, ze mw(z) rovnd se po¢tu prvocisel mensich, nebo rovnych x. Symbol #A oznacuje pocet prvka
mnoziny A. Viz zavedené oznaceni #A v odstavci 0.2.

Bohuzel nemame k dispozici zadny predpis, do kterého by stacilo dosadit ¢islo x a vy-
sledkem by byla hodnota m(x) (alespon pro vSechna z = 2 ne). Dokazeme ale chovani této
funkce alespon priblizné odhadnout (viz podkapitola 2.4 a Lemma 2.13), pfipadné zndme
chovani funkce 7(z) pfi  — oo (viz Véta 2.14 ).

Poznamenejme, ze funkéni hodnoty funkce 7 na mnoziné (1, co) jsou uréeny jejimi funké-
nimi hodnotami na mnoziné N, nebot Vz € R, z € (n,n+ 1), kde n € N, plati n(x) = m(n).

Lemma 2.13. Pro kazdén € N plati
1
(n) > nn

= 2In2°
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Diikaz. Jestlize n = 1, pak podle Definice 2.12 je m(n) = 7(1) = 0. A evidentné plati
0= 2L —0.
= 2In2

Nyni uvazujme piipad n = 2. Oznac¢me p; < ps < ... rostouci posloupnost vSech
prvocisel. Protoze n 2 2, musi existovat néjakd prvocisla, kterd jsou mensi, nebo rovna
¢islu n. Kterd to jsou a kolik jich je? Podle Definice 2.12 jich je pravé m(n), takze to musi
byt prvocisla p1,pa, ..., Pr(n)-

Déle uvazujme libovolné m takové, ze 1 < m < n. Takovych ¢isel m je presné n. My
vSak jejich pocet (z prozatim zéhadnych divodi) pouze znacéné nepfesné odhadneme. Podle
Lemmata 1.38 pro ¢islo m existuji a, b € N takové, ze m = a?b a ¢islo b ve svém kanonickém
rozkladu obsahuje prvocisla pouze s mocninou rovnou jedné, nebo nule. Je jasné, ze tato
prvocisla musi byt mensi, nebo rovna n (jinak by muselo platit m < n < a?b = m, coz je
nesmysl). Takze

b=p"p3 Py s (2.10)

(68 @iy @ e 00 0 Qi € {0,1}. Jednoduchou kombinatorickou tivahou' dospé&jeme k tomu,
7e Gisel b ve tvaru (2.10) je celkem 27(™),

Nyni odhadneme, kolik riznych ¢isel a mize maximalné existovat takovych, aby byly
splnény predpoklady 1 < m < n, m = a?b. Z rovnosti m = a?b plyne m = a? Odtud

vm 2 a. A protoze n = m, plati /n = /m. A tak

Vn 2 a. (2.11)

Piirozenych ¢&isel a splitujicich (2.11) je celkem [/n]. Takze &isel a, spliujicich m = a2b,
1 < m < n, je nejvyse /n. Podle predchoziho mame nejvyse 27 moznosti pro hodnotu

"Méme celkem 7(n) pozic (exponentil) a na kazdé z nich mize byt &islo (exponent) 0, nebo 1. Jedna se
o variace m(n)-té tfidy ze 2 prvku. Téch je (),
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VIRV
&isla b. Proto &slo m = a?b nemiize nabyvat vice nez /n- 27 hodnot. Ale my vime, kolika . o7
hodnot muze nabyt ¢islo m a to z nerovnosti 1 < m < n. Je jich celkem n. Dostavame tak '5% 4

nerovnost

n < m-2m™,
Odtud D -, B
\/ﬁ g 27T(n)7 v PLZNI

Invn <n2™™),
Innz < m(n)In2,

1
3 Inn £ 7m(n)n2,

Lemma 2.13 poskytuje dolni odhad hodnoty 7(n). Napiiklad

In 500

m(500) 2 515

= 4,48,

Muzeme proto tvrdit, ze prvocisel mensich nez 500 je nejméné 5. Jak vidno, jde ve
své nepresnosti o dost ubohy odhad. Nicméné nam mize slouzit k elegantnimu dukazu
Euklidovy prvociselné vety (Véta 2.1):

(2.12)




Vime, Ze lim 22
’ =G 2In2

= 00. Z nerovnosti (2.12) pak plyne nh—{%o m(n) = co. To ovSem znamena,
ze prvocisel je nekone¢né mnoho.

Vyznamnym vysledkem v teorii ¢isel je takzvand prvociselnd véta. Popisuje chovani
funkce mw(z) pfi © — oo. Prvociselnd véta je velice uziteéna pro odvozovéani dalsich teore-
tickych vysledki. Také ndm umoznuje odhadnout hodnotu m(z) v ptipadé, ze = je ,velké*
kladné ¢islo. V takovém pripadé je pocet prvocisel nepresahujicich dané x € R ,srovnatelny

s ¢islem . Dikaz prvociselné véty zde pro jeho naro¢nost nebudeme provadét.

Véta 2.14. (Prvociselna véta) Plati rovnost

Poznamka 2.15. Pokud funkce f a g splnuji podminku
f(=)

)

)

pak tuto skutecnost symbolicky zapisujeme f(z) ~ g(x). V duchu této symboliky muzeme

podle Véty 2.14 psat
(2) ~
m(x) ~ —.
Inx
Ale pozor! Tento zapis neni mozné interpretovat tak, ze pro ,velkd“ x jsou hodnoty
e

m(z) a 5 ,témer” stejné. Informuje nds pouze o tom, Ze jejich pomér se blizi jedné. To
neni totéz? Ne, neni! Ukazme si na jednoduchém piikladé. Uvazme, ze
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To znamend, ze 2 + = ~ x2. Ale viimnéme si, ze 22 + z a 22 se lisi pravé o x. Takze

pii @ — oo se rozdil hodnot 22 + z a 22 blizi nekoneénu! Nicméné v jistém tihlu pohledu
miizeme ¥ici, Ze vzhledem k velikosti hodnot 22 +  a 22 je jejich rozdil ,zanedbatelny.“

Pri studiu prvocisel je jednim ze zakladnich cild naseho zkoumani umoznit jejich iden-
tifikaci mezi ostatnimi prirozenymi ¢isly. Predstavme si, Ze mame najit vSechna prvocisla
mensi nez 100 000. Dokézali byste si s takovym problémem poradit?

Asi by to nebylo zrovna jednoduché a urcité byste uvitali pomocnou ruku ve formé
informace, kolik takovych prvocisel priblizné je. S pomoci prvociselné véty odhadneme, ze
prvoéisel mensich nez 100000 je néco kolem 8 686.

To nédm ale ke $tésti nemiize stacit. Jde jen o pomérné mlhavou informaci. Uréité by byl
uzite¢ny odhad, kolik je hledanych prvocisel nejméné a kolik nejvyse. Urcitym navodem,
jak k nému dojit, jsou Cebysevovy nerovnosti o kterych pojednava podkapitola 2.4. Ale, jak
uvidime, ani ty nejsou pro hledani ,velkych“ prvocisel prilis efektivni.

2.3.1. Cviceni

Vysledky, navody k feseni a feSeni prikladii tohoto cviceni naleznete v odstavci 8.3.2.

1. Odhadnéte, kolik prvocisel je mensich, nebo rovnych ¢islu n = 1000, n = 10000,
n = 1000 000.

2. Odhadnéte, kolik procent ¢isel mensich, nebo rovnych ¢islu n = 1000, n = 10000,
n = 1000000 tvofi prvocisla.

3. Dokazte, ze pro kazdé x € R, x = 2 plati n(z) < x — 1.

1 ;100000 -
Nebot 55005 = 8686
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2.4. CebysSevovy nerovnosti

V predchozim textu jsme se seznamili s prvociselnou vétou. Ta iika, ze srovname-li hodnoty
prvociselné funkce s hodnotami funkce f(z) = =, pak se pii x — oo tyto dvé cisla sobé
blizi. Zminéné pozorovani provedli jiz pan Johann Carl Friedrich Gauss a Adrien-Marie
Legendre, kdyz studovali tabulku hodnot téchto funkei pro z < 10°. Pravdivost prvociselné
véty vsak neuméli dokazat.

V roce 1851 pan Pafnutij Lvovi¢ Cebysev odvodil odhady prvoéiselné funkce, nerovnosti
svirajici funkci 7(x) shora i zdola. Jednalo se o odhady ponékud presnéjsi, nez jaké v této
podkapitole budeme vydavat za CebySevovy nerovnosti a jejich dikaz je o to naroénéjsi.
Diky tomu vSak byl schopen dokézat, Ze le @) _ 1, za piedpokladu, 7e tato limita
existuje. Jeji existenci se mu vSak dokazat gepogdgfcﬂo.

Dtikaz prvociselné véty si tak na pazby svych pusek mohli vyryt az v roce 1896 panové
Jacques Salomon Hadamard a Charles-Jean Etienne Gustave Nicolas de la Vallée Poussin

vvvvvv

Riemanna, které spojovaly teorii ¢isel s komplexni analyzou.

Dikaz prvociselné véty zalozeny ¢isté na technikach a vysledcich z oblasti teorie ¢isel
(ponékud zavadéjicim zpusobem se takto provedeny dukaz oznacuje jako elementdrn?)
podali az v roce 1949 panové Atle Selberg a Paul Erdés.

Vratme se viak k panu Cebysevovi. CebySevovy nerovnosti jsou odhady poc¢tu prvoéisel
neprevysujicich dané n € N (tj. odhady hodnot m(n)) a odhady hodnot n—tého prvocisla
Pn- )

Prvni Cebysevova véta rika, ze existuji kladné konstanty ci, co € R takové, ze pro kazdé
x € R,z = 2 plati

T < n(x) < T
c1— z Cco—.
1lnx T 2lnac
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MiZzeme to interpretovat tak, Ze hodnoty 7(x) souvisi s hodnotami =. Jestlize si véc ‘_. =
predstavime graficky, znamena to, ze hodnoty 7(x) jsou ,uvéznény“ v pasu ohrani¢eném R 7 Y
grafy funkef c11> a cogr=- s>
Bez znalosti prvociselné véty! (viz Véta 2.14) by to vsak nebyla zadna velkd vyhra,

nebot toto vézeni neni prilis tésné. Zminovany pas se s rostoucim n rozsifuje nade vsechny p ZAravocises
meze. Snadno se o tom piesvédéime? v PN

lim | copt —cips | = lIim % (c2 —c1) H im g —c1) =

n—o0 1V L n—oo MM N —~ n—oo 5,

>0

= lim n(ca —¢1) = 0.
n—o0

Druhé Cebysevova véta Fikd, ze existujf kladné konstanty kq, ks € R takové, ze pro kazdé
n 2 2 plati
kinlnn < p, < kanlnn.

Toto tvrzeni je diisledkem prvni CebySevovy véty. Jde o odhad intervalu, v némz se
s jistotou nachézi n-té prvocislo. Velikost tohoto intervalu vsak s rostoucim n také roste
nade vSechny meze, nebot

lim (kgnlnn — kinlnn) = lim (ke — k1)nlnn = oco.
n—00 N—00 N’

>0

'Ta fik4, Ze se hodnoty 7 () nejen drzi mezi hodnotami Ciy.5 a Coy., ale dokonce, Ze se s rostoucim

x € R velmi bliz{ hodnoté .

2P¥i vypoctu limity pouzijeme I’ Hospitalovo pravidlo, coz na pifslusném misté naznaéime symbolem 1’
H nad rovnitkem.
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Cebysevovy véty predstavuji velice hezky teoreticky vysledek. Bohuzel, jak jsme vidéli,
s rostouci hodnotou n ztraci na uziteénosti. Odhady jsou stéle méné presné. Nicméné Ce-
bysevovy véty budou jesté uzitec¢né i jinak. Pouzijeme je v dikazu Bertrandova postuldtu
(viz podkapitola 2.5).

@:
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Poznamka 2.16. Ve vyse uvedenych Cebysevovych nerovnostech se objevily blize neurcené
konstanty c¢; a co. Pokud bychom chtéli pro konkrétni zz € R odhadnout hodnotu 7 (z), byl by
to problém. Z nize uvedenych texti této podkapitoly vsak lze vycist o néco méné elegantni,
le¢ konkrétnéjsi odhady hodnoty m(z). Jsou to nerovnosti

€T In4 x
In2)— — — -1 2(In4)— . 2.1
(In )lm o <m(z) <2(ln )ln$+\/5 (2.13)

Obsa
Pomoci prvocéiselné véty jsme odhadli, ze prvocisel mensich nez 1 000000 je priblizné 72 382 il

(viz podkapitola 2.3). ! Pomoci nerovnosti (2.13) dochdzime k tomu, ze 116. strana ze 384

[=]
[£]
=]
[=]

1000000 In 4 1000000
. ~ 1 < 7(1000000) < 2(Ind)—— "
1000000 1000000 - < ) < 2 4) 3 500000

(In2) + /1000 000,

d
i

50170 < w(1000000) < 201 686.

Zatim jsme tedy schopni fici, ze prvocisel mensich nez 1000000 je nejspis néco kolem
72 tisic, ale urcité vice nez 50170 a méné nez 201 686.

Zbyva jediné, a to Cebysevovy véty dokézat. Budeme k tomu potfebovat nasledujici

lemmata.
Zavrit dokument

1 p 1000000 -
Nebot 1000000, = 79389 41

Celd obrazovka/Okno
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Lemma 2.17. Pro kazdé prirozené cislo k platit
2k +1 i
< 4",
)

Drikaz. Dikaz provedeme pomoci elementarnich ivah a odhadu.

suda cisla licha ¢isla
2%+1\  (2k+1)! (24 - -(2k)).(3-5- ---f(2k+13)
(k:+1) CENE+DY T (12 k)12 - (k4 1))

7 kazdého c¢isla v levé zavorce v cCitateli vytkneme ¢islo 2 a obdrzime

(2k:+1) 2k(1-2

2k E)(3:5- - -(2k+ 1))
k+1 (1-2-

k) (12 - (k+1))

_ 2F(3.5- - (264 1)) _ 2F(4-6- --- -(2k +2))

B (1-2- - (k+1)) (1-2- - (k+1))
Opét vytkneme z ¢isel ze zavorky v Citateli (je tam k sudych ¢isel, takze pred zavorkou bude
2F). A tak

(2k+1) 26(4-6- -+ -(2k+2))  28.2F(2.3- ... (kK +1)) ook _ 4k
k+1 (1-2----(k+1) (@2 ----(k+1) o

1Obecné, (}) (¢teme ,n nad k) je tzv. kombinaéni éislo a plati (}) = (n_”ik'),k,
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Lemma 2.18. Pro kazZdé prirozené cislo k plati v 57
= g
5 &

% Q
H p < 4% >
peP
k+1<p<2k+1
ZAPADOCESKA
2](}—‘,—]_ ’ UNIVERZITA
Drikaz. Uvazujme kombinacni ¢islo K = ( brl ) Jak znamo, kombinacni ¢isla jsou prirozena v

c¢isla, takze K € N. Dale plati

B <2l<:+1) 2k+1)!  (k+2)(k+3)---(2k+1)
k+1

TR+ 1) ! ‘
Odtud
(k+2)(k+3)---(2k+1) = K-k

Vsechna prvocisla p spliujici k+1 < p < 2k+1 se vyskytuji v sou¢inu (k+2)(k+3)--- (2k+
+ 1). Proto vSechna prvoéisla p, kde k +1 < p < 2k + 1, déli ¢islo K -k!.

Vsimnéme si, ze p, kde k+1 < p < 2k + 1, nemuze délit ¢islo k! (nebot k! je soucin ¢isel
mensich, nebo rovnych éislu k).

Proto, podle Lemmata 1.23, musi vSechna ¢isla p, kde k +1 < p < 2k + 1, délit ¢islo K.
Soucin vSech prvodisel p, spliujicich k +1 < p < 2k + 1, pak musi také délit ¢islo K. A tak

2k+1
<K=
H Pk (k+1)'

peP
k+1<p<2k+1
Podle Lemmata 2.17 je (2}5:11) < 4k, O
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Lemma 2.19. Pro kaZdé prirozené céislo n = 2 plati ¢ 57
< S
NI

H p<4" Zri e
peEP,p<n
Drikaz. Dukaz provedeme silnou matematickou indukci podle n. Nejprve proto ovérime . ZArAootEsis
2 UNIVERZITA
platnost tvrzeni pro n = 2. A opravdu, v pLzni

I p=2<4=1s.
pePp<2

Indukénim predpokladem je, Ze tvrzeni lemmata je pravdivé pro vsechna m < n, tj.

predpokladame, ze
H p < 4™ pro vSechna m < n.
pEP,p<m

Na zakladé tohoto predpokladu dokazeme, ze plati také HpeIP,pgn p < 4™

Mohou nastat dvé moznosti. Cislo n je bud sudé, a nebo liché. Probereme oba tyto
pripady.

Pokud je n sudé, pak n = 2k. V piipadé, ze k = 1 je tvrzeni lemmata pravdivé (pripad
n = 2 jsme jiz ovérili). V pripadé, Zze k = 2, nemize byt Cislo n = 2k prvocislem (jedné se
o ¢islo slozené!). Proto vSechna prvodisla spliujici podminku p < n spliuji také p < n — 1.

A tak
II »= II »

pEP,p=n pEP,p=n—1

H p<4rL

pGP,pén—fl 9

Podle indukéniho predpokladu plati




Odtud dostavame

H p= H p<4vt < qn,

ePps<n peP
pEP,p< .

Takze, pokud je n sudé, pak je tvrzeni lemmata pravdivé.
Zbyvé provérit pripad, kdy n je liché. Potom n = 2k + 1, kde k = 1 a diky indukénimu
predpokladu a Lemmata 2.18 muzeme psat

II »= 1II »= (Hp) < 11 p) < 42F1 —yn,

< ep cp P
PEP,p=n pgpzk-u p§k+l k+1<pp§2k+1
<abt <ab
podle ind. predp. podle Lemmatu 2.18
O
Disledek 2.20. Pro kazdé redlné ¢éislo x = 2 plati
H p < 4%
pEP,p<x
Diikaz. Kazdé redlné x = 2 mizeme psat ve tvaru x = [z| + &,, kde [z] € N, [z] = 2,

0 e, <1.
Prvoéisla p spliujici p £ x evidentné také splnuji p < [z] (takova prvocisla p existuji,
nebot [z] = 2). Proto, podle Lemmata 2.19 a protoze [z] < z, plati

H p= H p <4l <47
peP,p<x peEP,p<x]

—_————
podle1 éﬁmmatu 2.19
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Lemma 2.21. Necht n,p € N. Potom pocet prirozengch cisel ve tvaru p-m, kde p-m < n, >

m € N, je roven [%} .

Driikaz. Nejprve pripomerime, Ze [x] je oznaceni pro celou ¢dst realného ¢isla x (viz Definice D [y
1'11). V PLZNI

Pokud n < p, pak ¢isla ve tvaru p-m, kde p-m < n (m € N), evidentné neexistuji.
A opravdu. V tomto piipadé je 0 < % < 1, a tak % =0.
V ptipadé n 2 p éisla ve tvaru p-m, kde pm < n, existuji (minimalné jedno: p-1). Dejme
tomu, Ze c¢isla ve tvaru pm, kterd jsou mensi, nebo rovna n, jsou ¢isla
p']ﬂ p27 SR A 101

(jejich pocet je tedy roven my). Potom p-(mg + 1) jiz musi byt vétsi nez n. Dostavame
nerovnosti
pmo = n < p-(mo+1).

Odtud n
mo é E <mg + 1.

Podle Definice 1.11 je mg = [%]

Lemma 2.22. Necht n € N. Potom n! = Hpep’pgn p®) | kde

n
0= 5[5
keN,pk<n
121




Diikaz. Lema 2.22 tiké, ze v kanonickém rozkladu ¢isla n! = 1-2- ... .n jsou zastoupena
vSechna prvocisla p < n, a to s exponentem «(p).

Protoze n! je soucin ¢isel mensich, nebo rovnych n, je zfejmé, ze v jeho kanonickém
rozkladu mohou vystupovat pouze prvodisla p < n.

Uvazujme, ¢emu je roven exponent a(p). K jeho hodnoté mohou prispivat ¢isla vysky-
tujici se v soucinu 1-2---- - n, kterd maji tvar p-m. !

Kolik ¢isel ve tvaru p-m se vyskytuje v soucinu 1-2-----n? Jsou to ty, které splnuji
p-m < n. Téch je podle Lemmata 2.21 celkem [%} a kazdé z nich prispiva k hodnoté a(p)
alespon ¢islem 1.

Cislem 1 piispivaji k hodnoté a(p) ty ¢isla, kterd maji tvar p-m < n, ale nemaji tvar

p?-m. Téch je podle Lemmata 2.21 celkem [%} — []% .
Cislem 2 prispivaji k hodnoté a(p) ty éisla, kterd maji tvar p?-m < n, ale nemaji tvar
p3-m. Téch je podle Lemmata 2.21 celkem |2 | — |,
P P

Cislem k prispivaji k hodnoté a(p) ty cisla, kterd maji tvar p¥-m < n, ale nemaji tvar

pFtt.m. Téch je podle Lemmata 2.21 celkem L% — #}

Pokud p*® > n, pak se pFo.m jiz nevyskytuje v soucinu 1-2---- -n, a tak k hodnoté

a(p) nepiispiva. Odpovidd to tomu, Ze v tom pifpadé je éisel p*0-m < n celkem L%] =0.

Uvazme, 7e nékters z ¢isel ve tvaru p-m mohou mit i tvar p?-m (p2~m = p-p-m = p-m™). Déle, néktera

z &sel ve tvaru p?-m mohou mit i tvar p*-m (p3~m =ppm = p-m*). A tak dale. Samozfejmé se ale
v tvahdch staéi omezit jen na tvary p*.m, kde k € N, p* < n.
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STRAVY,
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&
S

-

Oznacime-li k; é&slo spliiujici podminku p¥t < n a zaroven p*1 ! > n, pak plati . .
R
%,

o= B+ (- 2D -]

Odtud pomoci vytykani dostavame

ZAPADOCESKA
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alp) = [g} +(2-1) L%} +(3-2) L%} +---+(k1—(k:1—1)).[i],

kEN,pk<n

Disledek 2.23. Necht n € N. Potom n! = [] p*®) = [oep p®®), kde

£ 5]

1

123 EE=EEn




o

R
57

O
%) <

STRAVY,
0"4' ““\‘\‘

&
S

-

Diikaz. Podle Lemmata 2.22 je n! = Hpe]P p<n p*?) kde a(p) = 3 [%} ¢ .
o keEN,pk<n b :2;, X

Pro kazdé ko € N takové, ze p*0 > n ziejmé plati [1%] = 0. Proto

> [5-Z[5-2[E]

keN,pk<n keN k=1

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
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Pro p > n evidentné plati [#] = 0 pro kazdé k € N. Proto pro p > n je a(p) =
_ n

= > [17} = 0. A tak se v soucinu HpeIP’ p*®) yyskytuji s nenulovym exponentem pouze
keN

prvocisla p < n. Odtud dostéavame

[T »® =]]»®.

pePp<n peP

Lemma 2.24. Necht n € N. Potom

we 50) = 3 ([2] -2 []) B
124 =




Diikaz. Pfipomenme, ze hodnota kombinac¢niho ¢isla je dana vztahem I!,!I
Y IsTRANS, 7

%, W
T o T! 470#4' ““\‘\"&
s sl(r — s)!

() - e - Gt _ oo

UNIVERZITA
— — . V PLZNI
n I2n—n)!  nln!l  (n!)?

Podle Véty 2.22 a Disledku 2.23 muzeme psét

Proto

L

a1(p)
(2n> (2n)! pr%l\,"p '

n = (n!)2 = T (2.14)
(H p<n pa2(p)>
peN
kde an(p) = 3. [2] @ calp) = 3 [ 3]
Z dtukazu Dusledku 2.23 je patrné, ze [[,<. p® = [[p<2n p*2'P). Dosadime do vztahu

peEN peEN

(2.14) a obdrzime

2n Hp%&? e Hp%&? e (p)—202(p)
_ p _ P a1 (p @2(p
( >_ 2_H<2 p2a2(p Hp Hp
p==n pEN peN
0
>

peN

kde B(p) = ai1(p) — 2a2(p) = = ([12)_71} —2 [ ])

O
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Lemma 2.25. Necht n € N, n = 2. Potom . =
2n > ﬁ ﬂ%“m u“\“"&
n 2n

Dikaz. Dukaz provedeme pomoci elementarnich tiprav a nerovnosti. D

(2n> o (2n)! (2n)! LB o o D

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA

V PLZNI

n)  nl(2n—n)! T nlnl (1-2----- n)(1-2-----n)

Soucin v citateli mizeme preusporadat tak, ze nejprve vynasobime suda ¢isla a pak liché.

Proto
2n\ (24 2n)(3-5- - -(2n — 1))
<n> B (1-2---n)(1-2- - n) )
Sudych cisel v citateli je celkem n a z kazdého mtizeme vytknout ¢islo 2 pred zavorku
(celkové proto vytkneme 2™). A tak

(2n> _ 27(1-2- -+ -n)(3-5---- - (2n —1))
n (1-2-----n)(1-2 ..... n) ’

Lichych ¢isel v citateli (jsou v pravé zavorce) je celkem n — 1 a plati 3 > 2, 5 > 4, ...,
2n —1 > 2(n —1). Odtud dostavame odhad

n

B, L oo o) (B oo (2n— 1)) . 2”(1'2""'71)(2‘4 """ (Q(N—l))>
B (1-2-----n)(1-2----- n) (1-2----n)(1-2----- n) )
V pravé zavorce v Citateli je celkem n—1 a z kazdého miizeme vytknout ¢islo 2 pred zévorku
(celkové proto vytkneme 2"~1). Proto

omy  2°(12 e m) (24 @0 =1))  gn(1.9. )20 (12— 1))
( ) = (1-2----n)(1-2--- - n) B (1-2-----n)(1-2----- n) )

n
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Pouhym kracenim ve zlomku vpravo obdrzime odhad
2n\ _ 2m.2n7t g%
>— =
( n ) n 2n

Nyni odvodime horni odhad hodnoty 7 (z).

Véta 2.26. Pro kazdé x = 2 plati
53
2(In4)— .
7(z) < 2(In )lnx +Vz

Diikaz. Ztejmé plati nasledujici nerovnosti

> =T0» II »2 II » .15

pEP peP pEP p€EP

pSw pSVzT  JT<psw Vz<psw
N—— ~——
podle Disledku 2.20 >1

Uvazme, kolik prvocisel p spliiuje nerovnosti v/z < p < z. Od poctu prvodisel mensich
nez = je tieba odedist pocet prvocisel mensich nez /x. TakZze mezi /x a x je celkem
7(z) — 7(y/z). Navic, kazdé z téchto prvocisel spliiuje p > \/z. Proto

H p > (vVa)m@-m(Va) > (\/z)T@)-va) (2.16)
A

nebot! 7(\/z) < /7.

'Prvoéisel mensich, nez 1/ je méné nez /z (nebo rovno). Jinak fe¢eno, 7(v/z) < v/x.
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Z (2.15) a (2.16) dostavame
4% > (/z) @ =vE),

Odtud! dostavame

In(4%) > In(Va)m@=vo),
In(4%) > (m(z) - Va)In (Vaz),
1
z(In4) > (m(z)— \/5)5 Inz,
x
2(1n4)m > (w(z) — V).
Nésleduje dolni dohad hodnoty ().
Véta 2.27. Pro kazdé redlné x = 2 plati
T 2In2

m(x) > 1_1 2— o -1

Diikaz. 7 Lemmat 2.24 a 2.25 plyne, ze pro kazdé n € N plati

2
I] »°® = (2”) il
et n 2n
ppzéN

1 P¥irozeny logaritmus je rostouci funkce. Tj. v p¥ipadé a > b plati Ina > Inb
128
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o0
kde B(p) = > ([Z—Z} -2 [ﬁ] ) Oznacime-li m,, prirozené ¢islo takové, ze ‘-7
k=1 2 &
p"r < op < pett (2.18)

. . o s
=3 (5] -S(F =) e

1
nebot pro k£ > m,, plati [i—ﬁ] =0= [ﬂk]

V prikladé 1. ze Cviceni 1.2.1 jsme dokézali (viz feseni piikladu v Kapitole 8), Ze

VreR:—1=2r—1-2r <[2r] = 2[r] <2r —2(r — 1) = 2.

2n n
“1< |2 —2|=] <2,
{p’“] {p’“]

2n n
0< H 5 [_
= | pF pk

Z (2.19) a (2.20) dostdvame odhad hodnoty 5(p).

Ozo‘mp§5(29):§ < [2_2] -2 [ﬂk] ) S 1mp=my (2.21)

Proto muzeme psét

jinak feceno

} <1. (2.20)

p p

0< a zaroven <1
129 | et obrazova) Okno |




Z (2.18) a (2.20) pak plyne, ze pro kazdé p < 2n plati
pP®) < pe < op, (2.22)

Pouzijeme-li (2.17), (2.22) a fakt, ze pocet prvocisel p splijicich p < 2n je roven m(2n),
pak obdrzime nerovnosti

22n
o < H pP®) < H P < (2n)7CM,
p=2n p<2n
peEN peN
tj.
2271 (2n)
— < (2n)" 2.23
< (2n) (2.23)

Postveme-li na (2.23) logaritmus, ziskdme

22n
In o < In (2n)"C"),

n

In 2% —1n (2n) < 7(2n)In (2n),

T 2%
W —1< 7T(2n),
2n
Ty 12— 1< 720) (2.24)
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Nasim cilem ovSem neni odhad hodnoty m(2n), ale odhad 7(x). Provedeme proto substituci.
Pro & 2 2 plati, ze [%] € N. Proto si mize dovolit provést substituci n = [%]. A tak z (2.24)
dostavame

jn2—1<n(2 [g] ). (2.25)

Plati 2 [£] < 22 = &, proto (2 [£]) < n(x) a tak z (2.25) plyne

2 5] 2 [5]
w(x)>}n(22[%])1n2—1gﬁln2—1. (2.26)
nebot In (2[%])§1nx

A protoze 2 [%] = 2 (% — 1), musf podle (2.26) platit

2(Z2 -1 2In2
W(m)>£ln2—1:iln2— n — 1.
Inz Inz Inz

Nynf jiz disponujeme znalostmi postac¢ujicimi pro dikaz prvni Cebysevovy véty.

Véta 2.28. (Prvni Cebysevova) Ewistuji redlné konstanty cy,co > 0 takové, Ze pro kazdé
x 2 2 plati

z < () < z
co— < 7w(x co—.
Tz Ing
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Dukaz. Vyjdeme z tvrzeni vét 2.26 a 2.27. Ty tikaji, ze pro kazdé x = 2 plati . =

21n2 N,
T -2 -1 < n(x) <2(ln4)i+\/5. >
Inz Inz Inz
Qe oy 1 1 D b oo
xr n nr a5 nxr V PLZNI
—(In2 — - — — ([ 2In4d+ — | . 2.27
lnm(n x x)<ﬂ($)<lnm( . +\/§> (2:27)

Vzhledem k tomu, Ze lim 222 =0, lim 22 = 0 a také lim 2Z = 0,! musi existovat
z—oo T n—oo T 300 VT

¢islo zg € R, zg > 2 takové, ze pro kazdé x > z( jsou splnény nerovnosti

2In2 1 1 1 |
- < ZIHQ a zéroven e < 1 In 2 a zaroven ey < In4. (2.28)
x

VT

Takze, podle nerovnosti (2.27) a (2.28), musi pro kazdé x > z( platit

T 1 1 @ 2In2 Inzx
a také
x Inz T
— 4+ — — 4 4) . .
m(z) < o <2ln + \/5) <1z (2In4 +1n4) (2.30)

Z nerovnosti (2.29) a (2.30) dostdvame pro kazdé = > xo odhad

8 =

1 ’
s . . . .1 P I'H .. .
1S vyuzitim 'Hospitalova pravidla: lim 22 = lim = =0 a také lim BZ = lim r = lim 2% =
n—oo ¥ n—oo 1 00 VE T —00 %m7§ T—00 22
=0.
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z (1 x
—| =In2 —(31n4).
Inz\ 2 . Safe) < lnw(3vdn )
2
dy

Dokazali jsme tak, ze existuji redlné konstanty dq,ds > 0 takové, Ze pro kazdé x > xg
plati

T T
—d < 7m(zr) < —ds. 2.31
Inz ' (z) Inz 2 ( )
A co piipad, kdy = < z¢ (priemz uvazujeme z = 2)? Definujme m(z) = Wdl
a mg = sup{ﬂ(x;’—lnxdl}.l Potom pro kazdé = < 1z plati m(z) < mgo a jisté najdeme
x<x0
prirozené ¢islo k takové, ze
@ <1
- )
Evidentné pak pro kazdé v = 2, x < xg plati
m(x m
( ) é; __9 <i 1
k k
Odtud ;
x
L,
m(x)Inz k
————
k
Yme = sup {W”lnwdl} je supremum mnoziny {lenxdl | z € R, £ zo}. Pfipomenime, Ze supremum
z<zg

neprazdné mnoziny M je redlné ¢islo, nebo +oo, které je vétsi, nebo rovno vsem prvkum mnoziny M a navic,
v jeho libovolné malém okoli nalezneme néjaky prvek z M. Kazda mnozina redlnych ¢isel ma své supremum.
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X d1 <
Inz k
Cislo k € N a d; > 0, proto pro kazdé z > 2 plati ﬁ‘fg < 5di. A tak z nerovnosti
(2.31) a (2.32) muzeme usoudit, ze pro kazdé x € R, x = 2 plati

m(x). (2.32)

T d1
2 . 2.33
o x <T@ (2.33)
Oznacime-li ¢; = %1, pak z (2.33) plyne, Ze existuje redlnd konstanta ¢; > 0 takova, ze
pro kazdé x € R, = = 2 plati

z
— . 2.34
ln$61 < mw(x) (2.34)

Odhad shora dokon¢ime obdobné. Definujme M (x) = ——&—dg a My = 1nf {ﬂ(x msd2}

@
Potom pro kazdé = < x plati M (x) = My a jisté najdeme prirozené ¢islo K takove, ze

1 < K- M.
Evidentné pak pro kazdé v = 2, x < xg plati

1< K-My< K-M(x).
Odtud .
1< WK -do,
W

7(z) <1@K do. (2.35)
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Cislo K € N a dy > 0, proto pro kazdé = > 2 plati = K-dy 2 =dy. A tak z nerovnosti
(2.31) a (2.35) muzeme usoudit, ze pro kazdé z € R, z = 2 plati
(z) < —K-d (2.36)
m(r) < — K-ds. .
Inz 2
Oznacime-li ¢ = K -dg, pak z (2.36) plyne, Ze existuje redlnd konstanta cp > 0 takovd, ze
pro kazdé x € R, x = 2 plati
7

m(z) < et (2.37)

Tim jsme dokézali tvrzeni prvni Cebysevovy véty, nebot z (2.34) a (2.37) plyne existence
redlnych konstant c1,co > 0 takovych, ze

z < (@) < T
—c m(x —0Co.
ln:x1 lna:2

O
Véta 2.29. (Druha CebySevova) Necht p1 < pa < -+ < pp < --- je posloupnost viech
prvocisel. Potom existuji kladné konstanty k1, ke € R takové, Ze pro kazdé n = 2 plati
kinlnn < p, < kanlnn.
Diikaz. Vyjdeme ze znalosti prvni CebySevovy véty, tj. Véty 2.28. Podle ni existuji redlné
konstanty c1,co > 0 takové, ze vztah

cli <m(x) < czi (2.38)
Inz 135 Inz
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plati pro kazdé x = 2. Musi tedy platit také pro libovolné x = p,, n = 2. Dosadime-li
x = pp, do (2.38), obdrzime

DPn Pn
¢ T pn < m(pn) < ¢ T pn (2.39)

Prvocisel mensich, nebo rovnych n-tému prvocislu p, je evidentné celkem n. Proto
m(pn) = n. A tak z (2.28) plyne vztah

c1 Pn p < c2 Pn (2.40)
In p, In p,

Nerovnost vpravo muzeme prevést na tvar
1
pn > —nlnp,
C2

Déle vyuzijeme toho, Ze n-té prvocislo p, je ur¢ité vétsi nez n. Symbolicky zapsano p, > n
(viz Cviceni 2.1.1 priklad 1. a jeho feseni v Kapitole 8). Protoze logaritmus je rostouci
funkce, musi platit In p,, > Inn. Proto

1 1
pn > —nlnp, > — nlnn (2.41)
C2 C2
~—
k1

Levou nerovnost v (2.40) muzeme prevést na tvar
1
Pn < C—nlnpn (2.42)
1

a také
nln py,

136"

(2.43)

<
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Nyni uvazme, ze lim
T—00
xo 2 3 takové, ze pro kazdé p, > xg plati

Inp,

V/Pn

Spojenim nerovnosti (2.43) a (2.44) dostdvame pro kazdé p, > zo

< C

In nln
Pn ¢ < DPn :

\/Pn DPn
In p, < nlnp,

VPn Pn

1 n

<
v Pn Pn
VPn <N

pn<n2

Inp, < Inn?.

Z (2.42) a (2.45) plyne, Ze pro kazdé p, > zp a k € N plati

1 1 2
pn < —nlnp, < —nlnn? = —nlnn < Znlnn.

C1 C1 C1
1 A T . . . lng VH . L . 2
S vyuzitim I’'Hospitalova pravidla: lim F% = lim —=r = lim - =0.
z—o00 VT T—»00 %w_f T—00 2
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ln—;” = 0.! To podle definice limity znamend, Ze existuje zg € R, .
“ IsTRaNY, 7
D £
/0"4- ““\‘\

(2.44)
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(2.45)

(2.46)




Zbyvéa prozkoumat piipad, kdy p, < x, tj. pfipad kdy 2 £ n < 7(xg). Definujme
m(n) = Clinnlnn pro kazdé n € {2,...,m(zo)} a

mgzmin{ nlnn|2§n§7r(:c0)}.

C1Pn
Potom plati mg < m(n) a jisté existuje k € N takové, ze 1 < k-myg. Potom pro kazdé
n €{2,...,m(xo)} plati

1 < k-mp < k-m(n),

1< nlnn,

C1Pn

2k
Pn < En Inn. (2.47)

Z nerovnosti (2.46) (plati pro p, > x¢) a (2.47) (plati pro 3 < p,, < x¢) plyne nésledujici
odhad platny pro kazdé p, = 3
2k
Pn < — nlnn. (2.48)
c
—
ko
Ze vztahu (2.41) a (2.48) plyne existence ¢isel ky, ko > 0 takovych, ze pro kazdé p, = 3,
tj. pro n = 2 plati
kinlnn < p, < kanlnn.

138
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AZIRINA
2.4.1. Cviceni ||
“ IsTRAVY, 7
/. z v v ’ v v ’ v/ o v ’ . W
Vysledky, navody k feSeni a feSeni prikladii tohoto cviceni naleznete v odstavci 8.3.3. xS

1. Pomoci Lemmata 2.22 naleznéte kanonické rozklady éisel 7! a 20!.

ZAPADOCESKA
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L

2. Obdobné jako v Poznamce 2.16 odhadnéte, kolik je prvocisel mensich, nebo rovnych
1 000.

3. Pokuste se vylepsit odhad 7(z) < 2(In4)% 4+ /2 uvedeny ve Vété 2.26.
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2.5. Bertranduv postulat ‘.7

Bertranduv postulat je vysledek popisujici jistou (byt nevalnou) pravidelnost ve vyskytu s>

prvodisel. Rikd, Ze mezi ¢slem n € N, n > 1 a &slem 2n vzdy existuje prvoéislo. Napifklad

zvolime n = 21. Miizeme si pak byt jisti, Ze existuje prvocislo p spliiujici 21 < p < 42.1 IR
Zbytek této podkapitoly vénujeme dikazu Bertrandova postulatu. Pro ten budeme po- > TEE T

trebovat nasledujici lemmata.

Poznamka 2.30. V dalsim textu této podkapitoly budeme pouzivat oznaceni

-2 ([5]-2)

k=1
Lemma 2.31. Pro kazZdé n > 1 plati
H PP < (Qn)(\/ﬁ—l e

p€eP
p<V2n

Diikaz. Uvazujme p € P, p < v/2n. Nejprve zjistime, pro kterd k € N je [2—"] =0 (V tom

oF
pripadé je také [1%] =0, nebot 0 < L%} < [120—2])
Snadno si rozmyslime, ze [12?—’,}} = 0 v pripadé, ze ]20—’,} < 1. A kdy je ]20—’,} < 17 No urcité
v pifpadé, kdy 2% < 1, nebof p = 2. A tak
2n  2n

p_k<2_k<1'

1Snadno ovéfime, 7e je jich dokonce pét. Jsou to prvoéisla 23, 29, 31, 37 a 41.




Hleddme tedy k € N takové, aby platilo

2n
ok < 1,
o < 28,
In(2n) < In2k,
In(2n) < k In2,
In (2n)
k =5, 2.49
~ In2 ( )

Muzeme si tak byt jisti, ze v pfipadé, kdy k spliiuje nerovnost (2.49), musi platit

3)- Bl

In (2n)

A tak v ptipadé k > =5

je

Odtud dostédvame rovnost

=2 ([F]-=[]) - & (=[]

Jak vime z piikladu 1. Cviceni 1.2.1 (viz jeho feSeni v Kapitole 8), plati 0 < |27 —2 |2
P P
< 1. Proto

[IA
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o2 2n n In (2n)
< = = = <
k=1
Ze vztahu (2.50) plyne, ze
n (2n n(2n ™ \/ﬁ
[ PPP< [ ps < ((van) "z SJ) v
p€eP peP
pSV2n p<V2n
n2n\ 7T V2 n2n \ 7T \/T
—] ((2”)%111&22 ) ( n) = ((27’[/) 21.1312> ( n) .

Jak vime z ptikladu 3. Cviceni 2.3.1, je m(v/2n) < v/2n — 1. Z (2.51) pak plyne

H pﬁ(P) < ((271) 211‘1131712>7r(\/27n) _ (2n)w(\/ﬁ ln2g < (Qn)(‘/%_l) s

peP
pSV2n

Lemma 2.32. Pro kazZdé n > 1 plati

p€EP
\/2n<p§%n

Dikaz. Nejprve odhadneme hodnotu 5(p) = io: ([z—ﬁ] -2 [ﬂk]) .
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o

AZIRINA
Uvazujeme v/2n < p. Proto Pro kazdé k = 2 plati " I!V!I 7
’é}. Isranst IS
2>

2
2n = (\/2n> <p? <ph.

Odtud dostéavame pro kazdé k = 2 nerovnosti

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA

A4

2n < pk v PLZNI
2n
— < 1
pk
(2.52)
a navic ”
n n
0s—<—<1
—pk TPk
Muzeme proto Tici, ze pro k = 2 je [i—’,}} =0= [# Proto
00 1
2n n 2n n 2n n
w0 =3 (5] -2 5]) -2 (-2 5]) - (5] -2 3]
2 ; P P ; p P p p
Jak uz vime (viz piiklad 1. Cviceni 1.2.1), je 0 < [2?”} -2 [%] < 1. Proto
0= A(p) £ 1 (2.53)
Diky (2.53) a Dusledku 2.20 dostdvame
IIT < I »< p <45 (2.54)
peP peP peP
Van<p<in Van<p<in pS2n

—_———
podle Diisledku 2.20 _
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Lemma 2.33. Pro kazZdé n > 1 plati

H pPe) =1,

p€eP
%n<p§n

Diikaz. Podle Lemmata 2.24 pro kazdé n € N plati

I] »#® = (2:) (2.55)

pEP
p<2n

Proto existuje K € N takové, ze

[+ -k [ »%— <2n) _ (@) _ (n+1)(n+2)---(2n) (2.56)

n nln! 1-2:3----n

p€EP pEP
pS2n %n<p§n

Uvazujme prvocisla p splnujici

2
3" <p<n (2.57)
V soucinu 1-2-3- - - - -n se pak urcité vyskytuje prvocislo p. Z toho plyne, ze
1.2:3-----n=p-s, kde s € N. (2.58)

Nyni obratme pozornost na ¢itatele v (2.56), tj. sou¢in (n+1)(n+2) - - (2n). Které nasobky
prvodisla p se v ném vyskytuji? Cislo 1p uréité ne, nebot p < n < n+ 1. Cislo 2p ano, nebot
z (2.57) dostdvame

2
n<2-n<2p< 2n.
3 144
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o

2\ TR S
Néasobek 3p, ani zadny vétsi ndsobek p se v soucdinu (n + 1)(n + 2)--- (2n) nevyskytuje, = || B
nebot :;% o S
2 22>
Z V},/'ée uvedeného plyne7 ze D ZAPADOCESKA
(TL + 1)(77/ + 2) 000 (2n) =p-r, kde ng(’r‘,p) = 1. (259) V PLZNI

Jednoduchou upravou (2.56) obdrzime

(1-2:3-----n)K H pﬁ(p):(n+1)(n-|—2)---(2n).

pEP
Zn<psn

S vyuzitim (2.58) a (2.59) pak
p-sK H p?®) = p.r kde ged(r,p) = 1.

p€EP
§n<vsn

sK H pP®) = kde ged(r,p) = 1. (2.60)

peP
%n<p§n

Cislo 7 nenf délitelné prvoéislem p, kde %n < p < n.Z (2.60) pak plyne, Ze pro prvocisla
p, kde §n<p§njeﬁ(p)20. A tak

H pﬁ(p): H =1

p€EP pEP

Zu<psn §n<psn

O
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Lemma 2.34. Pro kazZdé n > 1 plati ® I!,!I =
’é}. Isranst IS
H pﬁ(l?) — H . ""/cm mm“'é
peEP p€EP
n<p<2n n<p<2n

L

&
S

ZAPADOCESKA
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Diikaz. Uvazujeme-li n < p < 2n, pak pro k = 2 evidentné plati

[\

n 2n

<

5)- )
=53] -2]-)

2n
Opét vyuzijeme piikladu 1. Cviceni 1.2.1, podle néjz je 0 < {—} -2 [—] < 1. Navic 27" =1
p p

e
A
A

< 1.

’Bwl 3
]

Proto pro k = 2 je

A tak

a £ <1. Proto

p
~—~— =
>1 =0

To znamena, ze




H pP®) = H .

peP peP
n<p<2n n<p<2n

O
Véta 2.35. (Bertranduv postuldt) Pro kazdé n > 1 existuje prvocislo p takové, Ze
n<p<2n.
Diikaz. Oznac¢me
H pP®) = H pP®) H pP®) H pP®) H pP®) = A(n)B(n)C(n)X (n).
pEP peP peP peP pEP
p<2n p<V2n \/%<p§%n %n<p§n n<p<2n
-~ 4 -~  \ N —
A(n) B(n) C(n) X(n)
(2.61)
Podle Lemmatu 2.24 a 2.25 pro kazdé n = 2 plati
H pP®) = 2n > ﬁ (2.62)
n 2n
peP
p<2n
Vzhledem k (2.61) a (2.62) muzeme psat
22n
A(n)B(n)C(n)X(n) > T (2.63)
n
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m

Lemata 2.31, 2.32, 2.33, resp. 2.34 rikaji, ze

%
Y, 5
70, i v “\Q‘v

(2n)(V2r-1 ‘?ff > A(n)
B(n)
C(n) ) D s
né’pefzn (TL) V PLZNI

Na tomto misté uz muzeme ftici, ze se dale budeme snazit dokazat, ze pro n > ng plati
X (n) > 1. V tom pripadé je od néjakého ng mezi n a 2n jisté néjaké prvocislo (viz posledni
vztah v 2.64). Poté dokdzeme, Ze to plati i pro n < nyg.

Z (2.63) a (2.64) plynou nerovnosti

H p=X(n)> ﬂ ! ﬁ ! >
s 2n A(n)B(n)C(n)  2n A(n)B(n)
n<p<2n
ﬁ 1 _ 2% > 1
2n ((2n)VEDRR)(45)  ((2n) V2R (23 T
92n 22n—én
" () BEVEORE) 23 () VIORE
93n
= o (2.65)
'Protoze pron = 2 je 1 < n2n _
[cets ctazevea/ Okne |
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Provedeme substituci 2* = v/2n, tj. z = 12"1?1’5 Tak obdrzime

93n 9%
= X n > = z =
I »=xw (2n)(V2RERE  (222)%

peP
n<p<2n
_ 932827222 _ 9L (27-62%) _ 9¥22(2°—622) (2.66)
. . . V2n . SIONSE SIS D E
Uvazme, 7e pron > 1 jea = 273 > 1. Potom X(n) je urcité vétsi nez jedna pokud
27 — 622 > 0, nebot z (2.66) dostdvame odhad
[] p=Xn)>23" 76" — (=65, (2.67)
peP
n<p<2n

Musime proto zjistit, kdy je 2% — 622 > 0. Nebude to nijak obtizné. Snadno ovéiime, ze na
intervalu (7, 00) je funkce g(z) = 2% — 622 rostouci ! a g(9) = 26 > 0.
Takze pro kazdé z = 9 je g(z) > 0. Proto muzeme ¥ici, ze X (n) > 1 (viz 2.67) pro kazdé

n € N splnujici
Von =27 > 927

on > 218

'"Derivace funkce g(2) je g'(2) = 2°In2 — 122. Pokud ¢'(2) = 2°In2 — 122 > 0, je g(2) rostouci. Pro
hledani z spliiujicich ¢'(z) = 2°In2 — 122 > 0 vyuZijeme druhou derivaci g(z), tj. g”(2).

Pokud ¢”(z) = 2%(In2)? — 12 > 0, pak je ¢’(2) rostouci funkce. Snadno ovéiime, Ze v pifpadé z = 5 je
g"(z) = 2°(In2)? — 12 > 0. Takze na intervalu (5,00) je g’(z) rostouci funkce a plati ¢'(6,95) = 2,3 > 0.
Proto pro kazdé z = 7 je g'(z) > ¢’'(6,95) > 0. To znamend, Ze na intervalu (7,00) je g(z) urcité rostouci
funkce.
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n > 27 = 131072.
- ‘-7
< >

To ovSem znamend, ze tvrzeni véty je pravdivé pro kazdé n = 131072 (tj. hledané ng = xS
= 131072 - viz vyse).
Zbyva dokazat, ze pro kazdé n € N, 1 < n < 131072 existuje prvocislo p spliujici
n < p < 2n. Vyuzijeme existence nasledujicich prvocisel D > éﬁi{r«?ﬁﬁ“

2,35,7, 13, 23, 43, 83, 163, 317, 631, 1259, 2503, 4993, 9973, 19937, 39 869, 79699,
159 389.
Oznaéme tyto prvocisla (ve stejném poradi) qi,qa,...,q19. VSimnéte si, ze pro kazdé
i€{1,2,...,18} plati!
qi+1 < 2¢;-

Navic pro kazdé n € N, 1 < n < 131072 existuje ¢; a ¢;+1 takové, ze
G S n < g1 <2q < 2n.

7 toho je patrné, ze pro kazdé n € N, 1 < n < 131072 existuje prvocislo ¢;+1 splnujici

n < giy1 = 2n.
Cislo 2n uréité neni prvodislo, a tak

n < gi+1 < 2n.

'Kazdé z téchto prvoéisel je mensi nez dvojnasobek predchizejiciho.
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2.6. Dalsi vlastnosti

Zde odvodime vlastnosti mnoziny prvocisel, které vyuzijeme v Kapitole 3. Proto bude sesta-
vat pouze z lemmat, jejichz konkrétni pouziti v teorii ¢isel bude ¢tenafi objasnéno pozdéji.
(Pokud nemaéte radi prekvapeni, pak se autor omlouva za snizenou ¢tivost této podkapitoly.)

4
Dokézete urcit soucet ¢éisel Y 1 = 1+ 3+ %+ 12 Nic tézkého, ze? Zvlaste, je-li po ruce
k=1
kalkulacka. Ale zkuste urcit
1000000

L _ +1+ +
E 1 2

1
1000000°
k=1
Asi to bude horsi. Nebo ne? Od ¢eho mame vypocetni techniku! Ale i ta ma své limity

a i ona se zacne psychicky hroutit, pokud po ni budeme chtit uréit soucet »_ % pro stale
k<zx
vétsi a vétsi x. A co kdybychom po ni chtéli néjaky, pomérné jednoduchy, predpis, jak urcit

hodnotu 1
fl@) =" 2

k<zx

a nedali ji ZAdny konkrétni névod, jak na to!

V blizké budoucnosti zfejmé zalostné zklame. Proto nezbyva, nez dat prostor starému
dobrému lidskému intelektu a dokéazat nasledujici lemma. Neurc¢ime pomoci néj hodnotu
flz)=> % presné, ale ziskame s jeji pomoci pomérné slusny odhad, jak se tento soucet

k<zx
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chovd pfi x — oo. Zjistime, ze pro ,velkd“ z je hodnota f(z) = > % priblizné rovna
k<x
Inx + .

Lemma 2.36. Pro kaZdé x € R, x = 1 plati
f(as)—zl—lnx-i- +0 =
- — k - ’Y T 9
kEN

kde v € (0,1) je takzvand Eulerova konstanta (jeji pribliznd hodnota je 0,577215).!

Dikaz. Pripomeneme-li si definici Riemannova integralu, jsou pro kazdé k € N zrejmé

nerovnosti
1 k+1 1d 1
— < —dt < —,
k+1 /k t k
z nichz jednoduchymi tpravami dostaneme
1 AR 1 1
0< - — —dt< - — ——. 2.68
% /k P | (2:68)

Proto pro kazdé n € N plati

0<> 1—/kﬂldt <> oL (2.69)
=k S ot =\k k+1) ‘

'Tj.f(z) = ¥ L =Inz+v+g(z), kde g(z) = O (). To znamena, ze limsup 22 = konstanta. Odtud
k<x

1
T— 00 Eg

lim |g(z)| = lim 2181 — 0. A tak O (1) = o(1). Tj. pro ,velki“ z dostavime odhad f(z) = 3 1 =

1
T—00 z—o0 T T K<z k

= Inz + v+ zanedbatelné malé cislo. O (%), viz téz podkapitola 0.2.
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Protoze
Z l__l — 1_1 + 1_1 N l_ 1 —E—L (270)
E k+1/) \1 2 2 3 n n+1) 1 n+1 :

dostavame z (2.69) pro kazdé n € N

1 k+11 1
== —dt 1-— . 2.71
0< Z (k /k t ) < n+1 271)
k<n
Oznamey = > (% - fkkH %dt). Vyuzijeme-li srovnévaciho kritéria, pak je z (2.69), (2.70)

k<oco
a (2.71) zfejmé, zZe tento soucet fady opravdu existuje a plati

0< —Z 1—/k+11dt <lim (1- 1 ) =1
T= k i t n—00 n+1)

k<oco

Tj. 0 < v < 1. Podle vyse uvedeného oznaceni je

FE LT[ S G ) e

k=n+1

/

~
oznacme f(n)
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STRANS,
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Nyni odhadneme hodnotu f(n). Vzhledem k ( 2.68 ) je f(n) > 0 pro kazdé n € N a navic l

oo k+1 oo
o = 8 (1-Tha) < 5 (-#)-
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|
S
A
—+|=
—
|
3
—+|=
[\
N—
+
/N
4
=+~
[N}
|
g
=+~
w
———
+
+
/N
3
+‘H
3
|
N
+
-
+
=
——
_|_
|

T 11 _
= lim <n+1 k+m+1) = el
7

Proto f(n) = O (). Dosadime-li do (2.72), musi pro kazdé n € N platit
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o

RN
k+1 “ I;,:,;I 7
=% (4 T1ar) o) =
k<n k
k+1 i
-2 -z (Tha)row-
k<n k<n k
. n—i—l1 1
= < — dt+0 (=) =
kzg:nk o1 G (2.73)

Il
Bl
|
=
3
_l’_
N>
|
=
=
|
=
3
_l’_
Q
—~

=
S—
Il

Uvazme, ze

 —Ipntl . 1 . 1\"
lim 7 " = lim —nh(l4+—-)=1lm —In(1+— = —Ilne=—1.
n n—00 n

n—oo = n—o0
n
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Proto je —In %t = O (1). Dosadime-li do (2.73), obdrzime vztah!
1 1
fy:ZE—lnn-i-O(E).
k<n
A odtud jednoduchou tpravou? odvodime, ze pro kazdé n € N plati

1 1
Z—:lnn+’y+0(—).
k n

k<n

T7

- OspaN™ N
‘}:’ STRAY $
2, <S>
Sk g\
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L

(2.74)

My vsak potfebujeme dokézat, ze pro kazdé = € R plati % =nz+~v+0 (%) To nebude

k<zx

!Je tieba si uvédomit, ze —In 21 + 0 (1) =0 (£)+0 (£) = O (2), nebot O (£) neni konkrétni funkce
(posloupnost), ale symbol zastupujici funkci (posloupnost) spliiujici uré¢itou podminku (viz podkapitola 0.2).

2Uvaite, 7e —O (%) =0 (l)

n
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tézké. ozna¢me n = [z] a e, = x — [z]. Potom evidentné 0 < ¢, < 1 a podle (2.74) plati’ v I!!I 5
A IsTRANS g
Z% = X %:Z%=lnn+’}’+0(%): 22
k<zx k<[] k<n

L
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= nnthe-hety+0(}) =
= Inz—(nz—Infz]) +7+0(3) =

= Inz—(In([z]+¢&)—In[z]) +7+0 (%) =

(2.75)
= mz-m{= 1 y10(L) =
= lnx—ln(l+%>+7+o(%):
=0(3)
= mr+q9+0(})
O

Obdobnym zptsobem odhadneme hodnotu ) Ink=Inl+1Imn2+---+1Inz].

k<z

Ex

l[z]) < zli)n(;loln (1+ ﬁ)x = 1. Proto In (1+ [%]) =0(3)
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Lemma 2.37. Pro kaZdé x € R, x = 2 plati
Zlnk =zlnz -2+ O(lnx)
k<zx

Dikaz. 7 definice Riemannova integralu a vlastnosti funkce f(¢) = Int plyne, Ze pro libo-
volné k € N, k = 2 jsou splnény nerovnosti

k k+1
/ lntdt§lnk§/ In ¢ dt.
k—1 k

Oznacime-li [x] = n, pak musi platit
n k n n k+1
Z(/ lntdt) meng(/ lntdt>. (2.76)
k=2 k-1 k=2 k=2 K

Protoze In1 =0, je >, Ink= ) Ink= ) Ink. A tak z (2.76) plyne odhad
k< k=1 k=2

n n+1
/ lntdt§21nk§/ Intdt.
1 2

k<zx

n n+1
/ Intdt <> Ink< / In ¢ dt. (2.77)
1

1 k<x

Z (2.77) dostavame

n n+1 n n+1
O§Zlnk—/ lntdt§/ lntdt—/ lntdt=/ In¢dt. (2.78)
1 1 1 n

<
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R

&
S

-

Funkce Int je rostouci a na intervalu (n,n + 1) nabyvéa kladnych hodnot. A tak plati (viz ..
o ’ . “ 2 7
Cviceni podkapitoly 0.2) o 73

STRAVY,
0"4' ““\‘\‘

n+1
/ Intdt Eln(n+1) <In(z+1) =O(lnz). (2.79)
n ZAPADOCESKA

UNIVERZITA
V PLZNI

L

Z (2.78) proto plyne

Zlnk—/ Intdt = O(Inz)
1

k<z

Zlnk:/ Intdt + O(lnz) (2.80)
1

k<zx

Uvazme, ze n < x < n+ 1 a tak, podle (2.79), musi platit

T n+1
0= / Intdt < / Intdt = O(lnz). (2.81)
n n

Z (2.80) a (2.81) vyplyva (viz téz cviceni Podkapitoly 0.2), ze
n

> Ik = /lntdt—i—O(lnm) =
~—~
k=x podle (2.80) 1

=/lntdt— /lntdt +O(lnzx) =
1 n

=0(In ai)g)é)dle (2.81)



o

VIR
Y A\ 5”.‘1‘ 2k
5 S
= /ln tdt+ O(lnz) +O(lnz) = x>
1 :O?ﬁlx)
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L

=zlnzr—z—(1.In1-1)4+0(Inzx) =
—_———
O(lnz)

=zlnz -2+ O(lnz).

O
Lemma 2.38. (Mertensova prvni véta) Necht z = 2. Potom plati
1
Z Ll O(1).
pSw p
peP
Diikaz. Ozna¢me n = [z]. Podle Dusledku 2.23 plati
[n
n! = p*?) kde a(p) = [—] . 2.82
[T, ke ot = 3[4 o

p<n k=1

Navic pro kazdé x e R, pe P a k=1,2,... plati (viz Cviceni 1.2.1)

51-B1
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Proto (podle (2.82) a (2.83)) je v pfipadé n = [z] splnéna rovnost
[z
nl = l_Ipoc(P)7 kde a(p) = Z L?] .
psn k=1
Uvazme, ze

Inn! =1In(1-2---n) =ln1+1n2—|—~~+lnn=Zlnk

k<n

In Hpa(p) _ Zlnpa(p) — Za(p) Inp = Z (Z [%]) In p.

p=n p=n pEn p=n

Z (2.84) plyne, ze

Inn! =In H pc®)

pEn
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A tak, podle (2.85) a (2.86) musi platit

Y k=Y (i L%D In p.

k<n p<n \k=1

%
Zlnk:Z Z [_k] Inp.
k<n pn \ ken LP
k<
Zlnk:Z([E]-l-[% -l-[%]-l- )lnp
— Z\lp p p
Z [—] lnp:Zlnk—Z ([%} + [%} +--->lnp.
p<n k<n p<n p p
AEAN —121k—12 "l S+ ) (2.87)
- ’ np = — n - e e np. .
p=n k=n pEn
Podle Lemmatu 2.37 je > Ink = zlnz — 2 + O(Inz). Dosadime-li do (2.87), obdrzime
k<n
1 x 1 1 x x
EZ [;] Inp = ;(xlnm—m—i—()(lnx))— EZ ([?] + L?] +-~-)lnp,

p=n p<n
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%; [f—)] lnpzlnx—l—i-%()(lna:)— %Z ([1%] + L%] —|—...)lnp.

p=n

Protoze —1 + 1O(Inz) = O(1) (viz Cviceni 0.2.1) miizeme psat

p=n p=n

v (5] )

v
ozna¢me A

Nyni odhadneme hodnotu A ! .

(e

pEn

A

IA
VRS
| —
.
ool =
A
N————
=3
=
IA

2
v \P7 P
1 1
< Z (—+—2+~~-) Inp =
— \p P
p=n

Vv
soucet geometrické rady

Inp = Ink
= Lp-pslme-p - 2

viz 2.6.1 Cviceni

i
[\

LPrvni nerovnost plyne z toho, Ze % [%] < pik, viz Cviceni 1.2.1
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A tak A = O(1). Dosazenim do (2.89) obdrzime (O(1) — O(1) = O(1))

iz E] Inp = Inz + O(1) (2.91)

p=n

Jak vime, dané ¢islo (napf. «) je souc¢tem jeho celé a zlomkové ¢asti (tj. a = [a] + {a}).
proto.

1 1
;ZEIHPZEZ

p=n p=n

H gyt %z {g} np. (2.92)

Z (2.91) pak plyne

1 x 1 95
— —Inp=Inz+0O(1) + — {—}ln . 2.93
>3 2 UREM AL (293)

pEn pEn

oznacme B

Dokézeme, ze B = O(1) (pfipomenme, ze n = [x]).

B = %Z{%}lnp§§21np§%21nx:

pPEN v pEn pSx
<1
(2.94)

1 1
= —|lnz+hz+---+Inz | =—-n(z)nz.
x -

~~ x
7 (xz)- krat
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Podle Véty 2.28 (Cebysevova) existuje ca € Rt takové, Ze

x
m(x) < 2

Tzn. 1
—m(z)Inz < ca.
x

Ze vztahu (2.94) tak dostdvame

1 x
B:—E —slnp <
T {P}np_@

p<n

A proto B = O(1). Dosazenim do (2.93) obdrzime rovnost

lz:Elnp:11r1:c+O(1)-|-O(1).
T D N —

pen ~o(1)

Kracenim x a protoze n = [z], dostavame dokazované tvrzeni Lemmatu

1
Z]_,hlp =Inz+ O(1).

p=x
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2.6.1. Cviceni I!,!I

( OspaN™ 7
«é. 'STRA {s

/. z v v ’ v v ’ v/ o v ’ . 4, W
Vysledky, navody k feSeni a feSeni prikladil tohoto cviceni naleznete v odstavci 8.3.4. x>

1. Dokazte, ze Z k(l;gﬂkl) = O(1). (Navod: Dokazte existenci ¢isla ¢ € R takového, ze enoseent
UNIVERZITA

V PLZNI

L

Z k(lfclkl < ¢ = konst. € R. Pouzijte myslenku integralniho kritéria konvergence
rady Integrujte per partes.)
2. Dokazte, ze pro kazdé n € N plati
1
ZE =In(n+1) +v+g(n),
k<n

kde v € (0,1) je Eulerova konstanta, a g(n) je funkce spliujici pro kazdé n € N
nerovnosti

< g(n) <0.

n+1
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2.7. Test

V nésledujicim testu si mlizete ovérit své znalosti tykajici se mnoziny prvocisel. Za kazdou
spravnou odpovéd v dané otdzce obdrzite jeden bod, za kazdou Spatnou odpovéd jeden
ztracite. Spravnd ciselnd odpovéd je hodnocena jednim bodem, nespravna nula body. Pro
ukonceni testu kliknéte na tlacitko Konec testu. Spravné odpovédi se objevi po kliknuti na
tlacitko Oprava testu. Spravné ciselné odpovédi se zobrazi tak, ze u dané otazky kliknete na
tlacitko Spravna odpoved. Pozor! Tato spravna ¢iselnd odpovéd na otazku x-tou se zobrazi
v rameccich u vsech otézek. Pro spravné c¢iselné odpovédi u jinych otazek je proto potieba
u nich opét kliknout na tlacitko Spravna odpoved.

1. Vyberte pravdivé vyroky:
(a) Prvocisel je nekonecné mnoho.
b) Nejvétsi existujici prvoéislo je 21237931 _ 1. VSechna vétsi ¢isla jsou ¢isla slozend.
¢) Prvocisel ve tvaru 5k — 3,kde k£ € N je nekone¢né mnoho.

(§]

f

(b)
(c)
(d) Prvocisel ve tvaru 6k — 3,kde k£ € N je nekone¢né mnoho.
(e) Cislo 12k 4 4 je pro libovolné k € N ¢islo slozené.

()

C
Necht a,b € N jsou dand cisla. Prvocisel ve tvaru p = ak + b, kde k € N existuje
nekoneéné mnoho pravé tehdykdyz ged(a, b) = 1.

2. Necht {p;};2,, je posloupnost vSech prvoéisel. Potom plati (dokoncete tak, aby vznikl
pravdivy vyrok)
(a) i L neexistuje.
= P
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Il
e

(b)
(c)

1849
%) &

- = o0.

2
3|~

oo
(d) Dodnes neni znamo, zda ]% konverguje a pokud ano, pak k ¢emu.
i=1""
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A4

. Hodnota prvoéiselné funkce m v bodé = vyjadiuje(dokoncete tak, aby vznikl pravdivy
vyrok)

(a) Soucet vsech prvoéisel mensich, nebo rovnych ¢islu .

(b) Pocet vSech prvocisel mensich, nebo rovnych ¢islu x.

(c) Prameér ze vSech prvocisel mensich, nebo rovnych ¢islu .

. Urcete hodnotu 7(34). Vysledek napiste do ramecku.
m(34) =

. Prvni CebySevova véta Fiké, Ze existuji kladné konstanty c1, co € R takové, ze pro kazdé
x € R,z = 2 plati:

(a) e1 22 < 7(z) < cpl22.
(b) (z)
(c) a2 < m(z) < o
(d) (z)

. Prvociselna véta 1ika, ze :

x T
Clm < m(x <02m.

T Inx
Clm <mr) < CQT.
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7. Vyberte pravdivé vyroky (vezméte v tivahu Bertrandav postulat):

(a) Pro kazdé n € N existuje v mnoziné {n,n + 1,...,n + 10°} néjaké prvocislo.

(b) Existuji n € N takové, ze se v mnoziné {n,n + 1,...,n + 10} vyskytuje n&jaké
prvocislo.

(c) Existuji n € N takova, 7e se v mnoziné {n,n+1,...,n+10%} nevyskytuje ani jedno
prvocislo.

(d) Existuji n € N takova, ze vSechna ¢isla z mnoziny {n,n + 1,...,n + 10} jsou
prvocisla.

(e) Pro kazdé n € N existuje v mnoziné {n,n + 1,...,2n} néjaké prvocislo.

(f) Existuji n € N takovd, ze se v mnoziné {n,n+1,...,2n} vyskytuje néjaké prvocislo.

Pocet spravné a tuplné zodpovézenych otizek:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:
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Obr. 2.2 Eratosthenovo sito na prvocisla
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Obr. 2.3 Eratosthenovo sito na prvocisla - dvojka v podezreni!
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Obr. 2.4 Eratosthenovo sito na prvocisla - dvojka odhalena jako prvocislo a jeji ndsobky

vyskrtnuty!
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Obr. 2.5 Eratosthenovo sito na prvocisla - trojka odhalena jako prvocislo a jeji nésobky

vyskrtnuty!
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Obr. 2.6 Eratosthenovo sito na prvocisla - pétka odhalena jako prvocislo a jeji nésobky

vyskrtnuty!
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Obr. 2.7 Eratosthenovo sito na prvocisla - sedmicka odhalena jako prvocislo a jeji ndsobky

vyskrtnuty!
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Obr. 2.8 Eratosthenovo sito na prvocisla - jedenactka odhalena jako prvocislo a jeji ndsobky

vyskrtnuty!
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Obr. 2.9 Eratosthenovo sito na prvocisla - prvocisla mensi, nez 100
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Kapitola 3

Hustoty mnozin

Co je to hustota mnoziny? Vyznam tohoto pojmu si predvedeme na konkrétnim prikladé.

Uvazujme mnozinu vSech sudych pfirozenych ¢isel. Jak husté jsou jeji prvky rozlozeny
v mnoziné vSech prirozenych ¢isel? Vazeny Ctenar si jisté dokaze odpovédét sam. Sudé ¢islo
je kazdé druhé mezi vSsemi prirozenymi Cisly. To nas vede k intuitivnimu zavéru, ze sudé
¢isla tvori 50% vsSech prirozenych ¢isel.

Dalsi priklad? Uvazujeme vSechny nasobky ¢isla 3. Na c¢iselné ose predstavuji kazdé treti
pfirozené &islo. Dochézime intuitivné k zdvéru, ze ndsobky trojky tvoii 33, 3% piirozenych
¢isel. !

U ostatnich mnozin A C N si mizeme polozit obdobnou otazku, a to jak velkou cast
mnoziny vSech prirozenych ¢isel tvori. A presné to by méla vystihovat hustota mnoziny A.

Zpusob1, jak tento pomér odhadnout, je vice, a tak existuji riizné hustoty mnozin. My se

1Vidime, 7e nasobki trojky je v jistém smyslu méné nez sudych &fsel, a¢ obé mnoziny jsou nekonecné!
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v dalsim textu budeme zabyvat asymptotickou, logaritmickou a Schnirelmannovou hustotou ® =
mnoziny A C N. “‘% 4

/05'4' ““\Qk
Definice 3.1. V dalsim textu bude symbol A(n) oznacovat pocet prvki mnoziny A C N,
které jsou mensi, nebo rovny n, tzn. D 2APADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
An)= > 1
acA,as<n

Naprtiklad, je-li A mnozina vSech lichych éisel, pak pravé ¢tyti prvky z A jsou mensi,
nebo rovny 7. Proto je v tomto pripadé A(7) = 4.

3.1. Asymptoticka hustota

Zamysleme se, jak uréit pomér poc¢tu prvkia mnoziny A C N ku pocétu prvk mnoziny N.
Pokud je A koneCnd mnozina, je to trividlni. Pocet prvkia A je zanedbatelny vzhledem
k poctu prvka N.

Co vSak v pripadé, kdy je mnozina A nekoneéna? Tento pomér nemuzeme urcit jako
podil dvou é&isel’, ale mizeme se k nému limitné priblizovat! Jak? Pro libovolné n € N
muzeme urcit pomér

A(n)

n
Ten oznacuje (viz Definice 3.1) pomér poctu prvka mnoziny A ku poctu prvki mnoziny

L 2 neni definovano!
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L]

N, ale uvazujeme pouze ty prvky z A a N, které jsou mensi, nebo rovny n.! Pokud chceme

v v v o v v v o v ’, “ 7
odhadnout pomér poc¢tu vsech prvka mnoziny A ku poc¢tu vsech prvkt mnoziny N, musime N e &
Y v g . >
zvétsovat n nade vSechny meze. To jest, hleddme hodnotu (0
lim A(n) » ZAPADOCESKA
: UNIVERZITA
n—oo 1 v PLZNI

'Pocet prvkit mnoziny A, které jsou mensi, nebo rovny n je A(n). Pocet prvkd mnoZiny N, které jsou
mensi, nebo rovny n je n.
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Obr. 3.1 Suda a licha ¢isla si rozdéluji mnozinu ptirozenych ¢isel.
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Jak vime z matematické analyzy, limita dané posloupnosti nemusi nutné existovat, ale
ur¢ité existuje limes superior a limes inferior dané posloupnosti. A tedy i posloupnosti
dn = @. Proto asymptotickou hustotu mnoziny A definujeme nasledovné.

Definice 3.2. (Asymptotickd hustota) Necht A C N. Horni asymptotickou hustotou®
mnoziny A nazyvame ¢islo

d(A) = limsup M

n—00 n

Dolni asymptotickou hustotou mnoziny A nazyvame ¢islo

d(A) = liminf 2.
n—00 n
Jestlize d(A) = d(A), pak hodnotu
d(A) = d(A) = d(A) = lim —~.

nazyvame asymptotickou hustotou mnoziny A.

“Pripomenme, ze limes superior posloupnosti d,, znac¢ime limsupd, a jednd se o nejvétsi hromadny

n—o0
bod posloupnosti dn,. Napifklad, vezmeme-li posloupnost —1 + 2,0+ 2,1+ 2, -1+ 2,0+ 3,1+%,...,—
—14 %, 0+ %, 14+ %, ..., pak hromadnymi body této posloupnosti jsou body 0, 1 a —1, nebot v jejich

(i libovolné malém) okoli se nachdzi nekoneéné mnoho prvku dané posloupnosti. Proto je limes superior
této posloupnosti rovno 1 a limes inferior (nejmensi hromadny bod posloupnosti) je rovno —1.

Uvedeme nékteré vlastnosti asymptotické hustoty mnoziny (tyto vlastnosti budou do-
182
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kézdny v rdmci cviceni). A C N.

1. Pro kazdou mnozinu A C N existuje jeji horni a dolni asymptoticka hustota d(A),
respektive d(A), ale nemusi existovat asymptotickd hustota d(A).

@:

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

2. Pro kazdou mnozinu A C N plati, ze 0 = d(A4) = d(A) = 1.

A4

3. Existuji mnoziny, jejichz asymptotickd hustota spliuje d(A) = 1 a presto A # N.
Jde napriklad o mnoziny typu A = N — K, kde K je neprazdna kone¢na podmnozina
mnoziny prirozenych cisel.

4. Existuji nekoneéné mnoziny, jejichz asymptoticka hustota spliuje d(A) = 0. Napiiklad

mnozina A = {n? | n € N}, nebo mnozina vsech prvoéisel. S
Sa.

5. Pridame-li, nebo odebereme-li z dané mnoziny A konecny pocet prvku, pak asympto-
tickd hustota vysledné mnoziny je stejnéd jako asymptotickd hustota mnoziny A. Tj.
pokud A, K C N, K je konecna mnozina, pak d(AUK) = d(A) a také d(A—K) = d(A).

183. strana ze 384

5
"l

Priklad 3.3. Naleznéte asymptotickou hustotu mnoziny A = {4k — 1 | k € N}.
Resent:

Podle zadéni mnozina A obsahuje ¢isla 3, 7, 11, 15, .... Abychom ur¢ili d(A), musime
znét A(n). Tj. musime uréit, kolik prvki mnoziny A je mensich, nebo rovnych n. Jinak
feceno, hledame odpovéd na otazku, pro kterd k € N plati

Zavrit dokument

4k —1 < n.

Celd obrazovka/Okno
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Upravami této nerovnosti dostavame
4k <n+1,

1
4+ . 3.1
; (3.1)
Pokud si situaci predstavime na ¢iselné ose, je zfejmé, ze ¢isel k € N splnujicich nerovnost

3.1) je praveé [2 4+ 1.1 Proto
( 111

k<

~1 3

kde 0 £ &, < 1 pro kazdé n € N.
Odtud dostéavame

A T - 11 - 1
d(A) = lim ﬂ: lim atg—én _ lim (__1___5_):__
n

n—oo n n—00

Vysledek miizeme interpretovat tak, ze c¢isla ve tvaru 4k — 1, kde £ € N tvori jednu
¢tvrtinu vsech prirozenych cisel.

Nyni pomoci diive nabytych védomosti dokézeme, ze asymptotickd hustota mnoziny
vSech prvocisel je rovna nule. Znamena to, ze prvocisel je mezi vSemi prirozenymi ¢isly
zanedbatelné mélo.

Véta 3.4. Necht P je mnozina vsech prvocisel. Potom d(PP) = 0.

Hx] je celd ¢ast Gisla x.
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Diikaz. Podle Definice 2.12 a 3.1 je P(n) = m(n). Navic podle prvni Cebysevovy véty existuje
co > 0 takové, ze pro kazdé n = 2 je

n
m(n) 2
Proto .
0<d(P) <d(P) = 1171111_)50ng < nlﬁoo 2711“" = nlﬁnolo lrcl_zn =0,
0<d(P) <d(P) <0
Proto

O

Déle dokazeme, ze ne u kazdé mnoziny A C N muzeme urcit jeji asymptotickou hustotu.
Je to dédno tim, ze pro nékteré mnoziny A limita lim % neexistuje. V takovém piipadé
n—o0

fikdme, Ze mnozina A nemd asymptotickou hustotu, nebo ze d(A) neexistuje.
Véta 3.5. Ewistuji mnoziny A C N takové, Ze asymptotickd hustota d(A) neexistuje.

Napriklad mnoZina prirozenych cisel, které ve svém dekadickém zdpisu zacinaji cifrou 1
nemd asymptotickou hustotu.
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Diikaz. Pro kazdé prirozené ¢islo k existuje m € NU {0} takové, ze k muzeme zapsat ve

tvarut

k=a,10" + -+ +a110 + aog,

kde ap,...,a1,a0 € {0,1,...,9}, am # 0.2 Oznaéme A mnozinu piirozenych é&isel k tako-
vych, ze
E=110"+---+ a110 + ap.

Tj. jde o mnozinu
A={1,10,11,...,19,100,101,...,199,1000,1001,...,1999,...}.

Nejprve uréime A(10 — 1), A(102 — 1), A(10% — 1), ..., A(10™ —1).

A(10-1)=1
A(102 —1) =1+ 10
A(10% — 1) = 1 + 10 + 100 (3.2)

A(10™ —1)=1+10+100 + - - - 4 10™~!
Nynf uréime A(2.10 — 1), A(2.10% — 1), A(2.103 — 1), ..., A(2.10™ — 1).
!'Napiiklad k = 3637 = 3.10° 4+ 6.10% + 3.10 + 7.

2V dekadickém zépisu k pak piSeme k = am, - - - a1ao. Napiiklad k = 2.10% 4 1.10% + 0.10 + 3 zapisujeme
jako k = 2103.
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A(2.10-1)=1+10
A(2.102 = 1) = 1+ 10 + 100
A(2.103 — 1) =1+ 10 + 100 + 1000 (3.3)

A(2.10m —-1)=1+10+ 100 + --- + 10™
Z (3.2) a (3.3) dostavame pro kazdé m € N platnost vztahii!

mo -
A(lOm—l):1+10+100+...+10m—1:;101—12 1? -1

0-1
(3.4)
mAl 10+ 1
A(210™ —1)=1+10+100 + --- + 10™ = Zl 10071 = —
1=
Pokud by asymptotické hustota d(A) existovala, pak by muselo platit?
A A(10™ —1 A(2.10m -1
d(A) = tim A _ oy AWML, ARLOT D) (3.5)
n—oo N m—oo  10™ — 1 m—oo  2.10™ — 1
To ovsem neplati, nebot
. Agom—1) L
T LT g (39)
'Pro souéet geometrické fady a; = a1¢*~" plati vztah XT: ag = qr:ll. V nasem pripadé je a1 = 1

=il 4
a g = 10.
2Jak znamo, jestlize posloupnost realnych &isel konverguje, pak jeji vybrana posloupnost konverguje k téze

hodnoté.
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Vidime, Ze (3.6) a (3.7) je ve sporu s predpokladem (3.5). Z toho plyne, ze asymptoticka
hustota d(A) neexistuje.

-l 11010m—1 110 5
= hm —_—— = ——— = .

- @@ 7 = - - = — — — >
m—oo  2.10™m — 1 m—o0 2.10m —1 m—o0 9 2.10™m — 1 92 9 (3'7) s>

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
l:l V PLZNI

Nakonec poznamenejme, ze asymptotickou hustotu lze pouzit nejen k charakterizaci
,velikosti® mnozin, ale také pti zkoumani vlastnosti aditivnich bézi, r-hustych mnozin a po-
dobné.

3.1.1. Cviceni

Vysledky, navody k feSeni a feSeni prikladi tohoto cviceni naleznete v odstavci 8.4.1.

1.

Ovéite, ze pro kazdou mnozinu A C N existuje jeji horn{ a dolni asymptotické hustota
d(A), respektive d(A), ale nemusi nutné existovat asymptotickd hustota d(A).

. Dokazte, Ze pro kazdou mnozinu A C N plati, ze 0 < d(4) = d(4) = 1.

. Dokazte, ze existuji mnoziny, jejichz asymptoticka hustota spliiuje d(A) = 1 a presto

A # N. (Jde naptiklad o mnoziny typu A = N — K, kde K je neprazdnad konecnd
podmnozina mnoziny prirozenych ¢isel.)

. Ovéite, ze existuji nekonecné mnoziny, jejichz asymptotickd hustota spliuje d(A) = 0.

(Naptiklad mnozina A = {n? | n € N}, nebo mnozina viech prvoéisel.)
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5. Pridame-li, nebo odebereme-li z dané mnoziny A konec¢ny pocet prvki, pak asympto-
tickd hustota vysledné mnoziny je stejnd jako asymptotickd hustota mnoziny A (za
predpokladu, ze d(A) existuje). Tj. pokud A, K C N, K je konefnd mnozina, pak
d(AUK) =d(A) a také d(A — K) = d(A). Dokazte.

6. Dokazte, ze neexistuje asymptotickd hustota mnoziny A = U,en{6"+1,6"+2,...,2.6" }}}

3.2. Logaritmicka hustota

Vv

Jak jsme vidéli v predchézejici podkapitole, je ,nejprirozengjsi“ charakterizovat velikost
mnoziny A C N pomoci asymptotické hustoty. Velkou slabinou ovSem je, ze tuto hodnotu
nejsme schopni urcit u libovolné mnoziny A C N.

Déle uvidime, ze logaritmicka hustota tento nedostatek neodstranuje zcela (existuji mno-
ziny, které nemaji ani logaritmickou hustotu). Nicméné kazdd mnozina, kterd ma asympto-
tickou hustotu, mé také logaritmickou hustotu (a jsou si rovny) a hlavné, existuji mnoziny,
které nemaji asymptotickou hustotu, ale logaritmickou hustotu maji.

Mizeme proto Tici, ze zavedenim logaritmické hustoty jsme rozsitili nase schopnosti
charakterizovat velikosti mnozin A C N. Pojem logaritmické hustoty je zobecnénim pojmu
asymptotické hustoty mnozin.

A jaka je myslenka logaritmické hustoty? U asymptotické hustoty jsme se snazili urcit
limitu poméru po¢tu prvki mnoziny A (mensich, nebo rovnych n) ku po¢tu prvi mnoziny
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N (mensich, nebo rovnych n). Tj. hledali jsme hodnotu I!!I

: A\ UDY A ’
% &,
Q <&
> 1 g yw
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=3
=
I
=
e
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I
=3
e
| EM

)_‘-

V PLZNI

U logaritmické hustoty srovnavame velikosti souctu prevracenych hodnot prvki z A a N.
Tj. hleddme hodnotu

mmM
ISh L

lIAM
3>

0(A) = lim

n—oo

Pl
IIAM
=

S odkazem na znalosti z matematické analyzy mizeme Fici, Ze tato limita nemusi nutné

> 1
acA e
asn

existovat, ale urcité existuje limes superior a limes inferior posloupnosti 6,, = > T Proto

k
keN
k<n

logaritmickou hustotu mnoziny A definujeme nasledovné.
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Definice 3.6. (Logaritmickd hustota) Necht A C N. Horni logaritmickou hustotou mno- . 5
Ziny A nazyvame ¢islo %&/ 4

x4
a
acA
< . a%” ZAPADOCESKA
(S(A) = lim sup - P univerzima
n—00 7 v PLZNI
keN
k<n

Dolni logaritmickou hustotou mnoziny A nazyvame c¢islo

> a
acA

0(A) = liminf =
2

1
n—oo =
k
keN
k<n

Jestlize 5(A) = 6(A), pak hodnotu

SQM
Q=

IAM
B S

5(A) = 3(A) = §(A) = lim

n—oo

> o
IAM
=

nazyvame logaritmitickou hustotou mnoziny A. V ptipadé, ze §(A) # J(A) iikdme, 7e 6(A)
neexistuje, nebo ze A nemé logaritmickou hustotu.

Ctenéfe mozna napadla otdzka, pro¢ se v nazvu logaritmické hustoty vyskytlo slovicko
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yogaritmicka, “ kdyz v jeji definici neni po logaritmu ani stopy. Odpoveéd skryva néasledujici . @ =
lema!l. 2\ 5

Lemma 3.7. Necht A CN a §(A) existuje. Potom plati

ZAPADOCESKA
E 1 E 1 P univerzima
a a V PLZNI
acA A
a=n n

aec
< <
0(A) = lim —— = lim =
n—o00 Z % n—oo Inn
keN
k<n

Diikaz. Podle Lemmatu 2.36 (viz téZ pozndmka pod carou k Lemmatu 2.36) pro kazdé
rz €R, z 21 plati

1
Zgzlnn—i—”y—i—o(l),

k<n
keN

kde v je takzvana Eulerova konstanta (jeji ptibliznd hodnota je 0,577 215). Proto?

n
1Jde o to, Ze soudet > % pti velkych hodnotach n nabyva hodnot ,,témér stejnych“ jako funkce Inn + -,
k=1

kde v = 0,577 215 je konstanta (a tedy pro velkd n také zanedbatelnd polozka). Hodnotu sou¢tu pevracenych

hodnot éisel patiicich do mnoziny A, > %, proto muzeme porovnédvat s hodnotou Inn. Cim hustéjsi“ je
a€A
a<n

mnozina A (tzn. jen ,malo“ pfirozenych ¢isel do ni nepatii), tim vice se k sobé tyto dvé hodnoty blizi
2Vyuzijeme toho, 7e pokud lim f(n)g(n) = §(A) € R a lim g(n) =1, pak lim f(n) = §(A).
n— oo n—oo n—oo
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> 4 > 4 AN\
acA acA 4'/0 = {3’
KA oW
. a§n a§n
5(A) = lim = lim —=" =
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=
IAM
32

—1

>
a€A
_ i | = Inn _
n—oo | Inn Inn+v+o(1)

n—oo Inn

O

Nyni ukazeme, ze kazda mnozina, kterd ma asymptotickou hustotu ma i logaritmickou
a jsou si rovny.

Véta 3.8. Necht A C N. Potom plati

d(4) < 5(4) £ 3(4) £ d(A).
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Diikaz. Vezméme libovolné m,n € N, n > 1 a m < n. Potom plati’ . I!!I o7
e\ G AN
%, S5
y 1o yAR-AG-D
a k -
a€A k=m
mZas<n ZAPADOCESKA

UNIVERZITA
V PLZNI

L

A(m)—A(m—-1) A(m+1)— A(m)

+A(n—17)l:;1(n—2) N A(n)—:(n—l) _

A (4 e ()
+--~+A(n—1)(ﬁ—%)+#=

- _A(mm_l) A(m)m(m1+1)+A(m+1)( +1)1(m+2)+
+ +A(n—1)(n_11)n+A7(1”):

_ Al) Am—1) = AK) 1

= Tw T om Tk kel 6

1Vgimnéte si, ze pokud &islo k patif do mnoziny A, je A(k)—A(k—1) = 1, pokud ne, je A(k)—A(k—1) = 0.
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1849
Oznaéme Q,, = {@,Mmm—fll),...} a supremum! této mnoziny ozna¢ime sup %.
k>m ‘- 7

Potom z (3.8) plyne, Ze pro kazdé m,n € N, m < n plati xS
n—1
Z 1 A(n)_A(m—l)+ Alk) 1 _ o
-~ a n m k k+17~ > inerzima
ma;z§n k=m V PLZNI
A(n) Am-1) ‘X2 (k) 1
< = e —
- n m + kg: :;m E k+1
A Alm—1 A L
AW Ao AR g
" kzm k k=m+1 k
A(n)  A(m —1) A(k) 1
< - SN 3.9
S T T T A (59)
Proto (viz (3.8)) pro libovonné m € N a pro vSechna n = m plati

Z 1+A(m—1)_A(n)<SupA(k Z%’

= a m n k>m ]
mZasn

Zl_ Z 1+A(m—1)_A(n) < swp A(k)
aca & aca @ m n kzm k=1
as<n aS<m—1

!P¥ipomefime, e k supremu mnoziny se svou hodnotou prvky této mnoziny mohou libovolné blizit, ale _
nikdy nemohou byt vétsi! _

195




n
Celou nerovnici podélime vyrazem > % a obdrzime tak pro libovonné m € N a pro
k=1

vSechna n = m nerovnost

a€A a€ A(m—1) A(n)
a<n aS<m—1 — A(k‘)
n - no + nm 1 - nn R é lfgp 7 (310)
FoOXk YE  LE B
k=1 N k=1 k=1 k=1 ,

—0 pri n—oo

Pifi n — oo pak podle definice horni logaritmické hustoty pro libovonné m € N z (3.10)
dostavame' .
PO

acA

sy a=n A k;

0(A) = lim sup i < sup ( ) (3.11)
k=1 b

A protoze vztah (3.11) je splnén pro kazdé m € N, plati také

0(A) £ lim <sup %) (3.12)

NgE

=
1
8

'Uvaite, Ze pro dané m jsou > La W konstanty, pro kazdé n € N je 0 < # <1la
acA
aS<m—1

£l
Il
a8

pfi n — oo.
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Ve Cviceni 3.2.1 je dokdzdno (viz Teseni),

Proto

Zbyva dokézat,ze d(A) < 0(A). Oznaéme symbolem inf

A +1
= {&m) Amtl) |y
acA
m<as<n
A tak
S L2
acA @
mZasn

7e

= lim sup
k—o0

A(h)

57
S

T\ ISTRAYY
%) Q
/05'4' 5 “\Qﬁ

A(k) A(k)

lim
m—r0o0

sup
k>m

0(A) < limsup

k—o0

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L

= d(A). (3.13)

Alk)

= infimum mnoziny @, =

k=m

Ze vztahu (3.8) pak plyne, ze pro kazdé m,n € N, m < n plati

1 An) Am-—1) AR 1
a n m +I§n k k+17~
An) Am—1) 2 A®Kk) 1
> - f — =
- n m +k:ka1§m kE k+1
_ An) Am-1) . Ak — 1
= = =t 2 3
k=m+1
(3.14)
An) Am—-1) . Ak)1 ., Alk) <1
- fNT D - 1
. o+ nf = kzzjlk it = kZ:lk (3.15) | Zavit dokumen |
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A(m—1) Ak) <
Ozna¢me c¢(m) = —="— — kl£lf 22 Y 1. Pii tomto znaceni miZzeme (3.15) prepsat
=0 k=1

do tvaru!

1 > 1 _ A(n) LAk &K1
- — > 7 _ ZAPADOCESKA
Z a a = n + C(m) + k}gﬁl k} k . ’ sn:’llvzsunlzm

a€A a€A k=1
as<n a<m

Tato nerovnice je splnéna pro libovolné m € N a pro libovolné n € N, n > m. Obé jeji
n

strany podélime % a obdrzime tak?

k=1
Y Xt
ac€A a a A
agn (IE’:?L nn) +C(m) > g f A(k) 3 16
s S —hazpt S (3.16)
> > % > % a
k=1 k=1 k=1
—— —————
—0 pfi n—o0 —0 pii n—oo
Pfi pevné zvoleném m a n — oo z (3.16) dostavame
T @
ac
0(A) = liminf S 2 inf (k)
n—o00 k=zm k

m
Pro dané m jsou W i inf % M % konstanty.
kzm k=1

23 L ac(m) jsou pro dané m konstanty, navic 0 < # <1 pro kazdé n € N. _

acA
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Tato nerovnost plati pro kazdé m € N. A tak, pfi m — oo dostavame

5(A) > lim (inf %) .

m—00 \ k2m

Obdobné jako ve Cviceni 3.2.1 bychom mohli dokézat, ze

lim (inf %) = lim inf$ = d(A).

m—oo \ k=m k—o0

Z (3.17) pak plyne
5(A) 2 d(A).

Spojenim nerovnic (3.13) a (3.18) obdrzime dokazované tvrzeni!

d(4)

A

6(A)

A

3(4)

A

a(A).

(3.17)

ZAPADOCESKA
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(3.18)

O

Véta 3.9. Necht A C N. Jestlize existuje asymptotickd hustota mnoziny A, pak existuje

i logaritmickd hustota mnoziny A a plati

Widy plati 5(A) < 3(A).
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Diikaz. Tvrzeni této véty je dusledkem Véty 3.8. Jestlize existuje asymptotickd hustota
mnoziny A, znamend to, Ze se jeji horni a dolni asymptotickd hustota rovnaji a jejich
spoleénd hodnota je rovna d(A), tj.

d(A) = d(A) = d(A).
Véta 3.8 i1k, ze d(A) < §(A) < §(A) < d(A). V tomto piipadé! proto plati
d(A) S JA S GA S d(A).

A proto neni jind moznost, nez ze se rovné také horni a dolnf logaritmicka hustota a jsou
rovny d(A). Podle definice logaritmické hustoty je vSak jejich spole¢nd hodnota rovna 6(A).
Proto musi platit d(A) = §(A).

O

V predchozi podkapitole vénované asymptotické hustoté jsme vidéli, ze existuji mnoziny,
které nemaji asymptotickou hustotu. Jako priklad byla uvedena mnozina prirozenych cisel,
které ve svém dekadickém zapisu zacinaji jednickou. Z nasledujici véty plyne, ze logaritmicka
hustota této mnoziny existuje a je rovna log;,2 = 0, 301.

Mnozinu prirozenych ¢isel, které ve svém dekadickém zépise zac¢inaji ¢islem ¢ € {1,2,...,9}}

oznac¢me M.. Tj.

M.={c10/ +a;_1.10° " + ... +a1.10 +ag | j e NU{0},a;_1,...,a1,a0 € {0,1,...,9}}.

Véta 3.10. Pro kazdé c € {1,2,...,9} plati
c+1
5(Mc) = logy ( c ) 0
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7RIV
Diikaz. Potfebujeme urcit hodnotu limity (viz Lema 3.7) " 5
R S
Z 1 %/"ﬁ u\\\‘“&

a
a€Mc

a<n

(M) = lim .
L g D - S

V PLZNI

Je proto tfeba urc¢it hodnotu souc¢tu % v zavislosti na n.

ac€Mc
as<n

Mnozina M, obsahuje piirozend &isla ve tvaru c.107 + (13'_1.103'*1 + - 4+ a1.10 + ag.
Uvazujme, kterd piirozens ¢isla a patif do mnoziny M, a spliuji podminku 107 < ¢ < 107F1,
Nejmensi takové ¢islo a je rovno ¢.107 a nejvétsi je rovno ¢.107 +9.10°~1 4 ... +9.10+9 =
= (¢ +1)107 — 1. A vSechna pfirozend ¢isla mezi nimi také patii do mnoziny M,. Proto,
oznac¢ime-li pro kazdé j =0,1,...

Li= > é (3.19)

) ac€Mc .
107 <a<107t1

je
L= 1o > 1o > L (3.20)

. . a . a : a
¢.107<a<(c+1)107 -1 a<(c+1)107 -1 ase109 -1

Pro kazdé n € N plati (viz Cvi¢en{ 2.6.1) > & =In(n+1)+~v+g(n), kde  je konstanta,

asn
a g(n) spliiuje nerovnosti —%H < g(n) < 0. Proto _
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Li = In((c+1)107) —In(c.10’) + g((c + 1)107 — 1) — g(e.107 — 1),

e+ 110 .
Lj = IH<TOj + a(j),

L = In (Ct1)+a(]’), (3.21)

kde

——(C“l)loj < g((e+D10V —1) < 0,
(3.22)
0 < —g(cltV —1) <

c.107 "

A tak a(j) = g ((c+1)107 — 1) — g(c.10? — 1) splituje pro kazdé j = 0,1,... podminku

1 ) 1

ICES T () < o7 (3.23)

Nyni uz muzeme snadno odhadnout hodnotu souc¢tu ) % Pro dané n jisté existuje

ac€EMc
as<n

Jin € N takové, ze

109 < n < 101 (3.24)
Podle (3.19) a (3.24) plati
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Jn—1 Jn+1
> I Z - < Z L, (3.25)
= “ffff

dosazenim (3.21) do (3.25) obdrzime

<y é<h+l (m(ctl) ol ))

< ey
iM%
N
=
VR
(@}
o |+
—_
N———

_|_

o)
—~
o

N———

IA

aaeé’\ic 7=0
Jn—1 Jn—1 Jnt1 Jn+1
c+1 c+1
| ) < - .
Yo () + X a)s 3 L< 3 m(SH) + X e
]:0 ]:O aEMc

aén I

. c+1\ = | c+1\
gnln(—— )+ a() < Y - <(n+2)n — )+ > alj). (3.26)
=0 acnte i=0

S vyuzitim (3.23) dostaneme odhady

= o | © ~10

)2 2. oD = .= 3.27
jgo ali) 2 ; (c+1)107 = Jgo (c+1)107  9(c+1) (3:27)

: int1 jn+1
In In 00
1 1 10
IE P S = 2
Z ai) = Lo 100 = Z 10/~ 9¢ (3.28)
=0 =0 993 =0

( OspaN™ 7
«é. 'STRA {s
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Pouzijeme odhady (3.27) a (3.28) v nerovnostech (3.26) a obdrzime

c+1 10 1 c+1 10
jn | — < - in +2)1 —.
J n( c ) 9(c+1)_Za<(]+)n( c )+90

ac€Mc
asn

Z nerovnosti (3.24) uréime hodnotu jy,

10 < n < 100+
In10/» < Inn < In10/n+L,

jnIn10 £ Inn < (jn+1)In10,

A
5
3

Jn mio < Jntl

Inn

To znamend, ze j, = [ ]. Z nerovnosti (3.29) plynou nésledujici odhady:
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o

AZIRENA
A\ EE Sl
2w [ty I LS
ac 5 C
e Jnln (=) —
lim inf == =  lim i = G2,
n—o0 Inn n—oo Inn ZAPADOCESKA
. 1 UNIVERZITA
_ o () 10
n—oo  Inn n—oo 9(c+1)Inn
-0
1 1
n—00 Inn
In (&L
- 11(1 100)‘ Gt
a;\:/f % 1 10
lim sup L 1 Un +2)In (57) + 5 =
n—00 nn = n—oo Inn
jn +2)In (<L 1
n—00 Inn n—oo 9clnn
=0
1 1
([l ram(e)
n—00 Inn
In (&L
_ (&) (3.31)




Proto
> >
In (<21) = e m(e=)
< lim inf <1 < £
10 = noe Innm = mbeel Inm = Inl0
To znamena, ze
> a > & > s
s = e’ ()
lim inf lim sup — = lim — = e
n—oco  In n—ooo Inmn n—oo Inn In 10
A tak (viz Lema 3.8)
3 1
oy e () et
( C)_nl—>nolo Inn  Inl0 0810 /e
O
3.2.1. Cviceni

Vysledky, navody k feSeni a feSeni prikladii tohoto cviceni naleznete v odstavci 8.4.2.

1. Naleznéte logaritmickou hustotu mnoziny prirozenych cisel, které ve svém dekadickém
zapisu zacinaji ciframi 11. Tzn. jde o mnozinu A = {11,110, 111,
...,119,1100,1101,...,1199,... }.

2. Naleznéte logaritmickou hustotu mnoziny A = UjeN{Gj +1,6/ +2,...,2.67}.
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M=00 \ k>m k—o00

3. Necht A C N. Dokazte, ze lim (sup @) = lim sup @

3.3. Schnirelmannova hustota

Asymptotickou i logaritmickou hustotou dané mnoziny A se snazime vystihnout pomér ve-
likosti mnoziny A a velikosti mnoziny prirozenych ¢isel N. Schnirelmannova hustota, kterou
se budeme v této Casti textu zabyvat, ma ponékud jiny vyznam. Predvedeme na konkrétnim
prikladeé.

Uvazujme mnozinu A, kterd obsahuje vSechny prirozené ¢isla, kromé ¢isla 2. Tj.

A=1{1,3,4,5,...}.

. st 4 p : " p
Prozkoumejme posloupnost ¢isel % Pokud se omezime pouze na prvnich n pfirozenych
¢isel!, pak toto ¢islo udava pomér poétu prvki mnoziny A mezi témito éisly ku poétu viech

téchto ¢isel. U vyse uvedené mnoziny A tak dostavame

1Tim je minéno na &isla 1,2,. .., n.
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(3.32)
A tak, oznac¢ime-li R = {@ | n € N}, je zfejmé, zZe
123
R=41,-,-,-
{ ) 27 37 4’ }
! A@n) 1
n
inf —= = —. 3.33
711IEIN n 2 ( )
Posledné uvedena hodnota ing %") vyjadiuje, k jaké nejmensi hodnoté se priblizily (¢i
ne
ji dosahly) hodnoty # pro vSechna n € N. U ndmi zvolené mnoziny A jsme zjistili (viz

rovnice (3.32) a (3.33)), ze mezi Cisly 1,2, ...,n je nejméné jedna polovina ¢isel patiicich do
mnoziny A (tento krajni pfipad nastal pro 750?3 2.




Cislo inlfN @ tedy svym zptisobem také charakterizuje velikost mnoziny A. Rikejme mu
ne

Schnirelmannova hustota mnoziny A. Nejde vsSak, tak jako u asymptotické a logaritmické
hustoty, o pokus o odpovéd na otdzku, jak velkou ¢ast z prirozenych ¢isel tvori mnozina A.
Jde o odpovéd na otézku, jakou nejmensi ¢ast z ¢isel 1,2, ..., n tvori prvky mnoziny A (a to
pro vSechna mozn4 n).

Z toho také plyne, mozna na prvni pohled ponékud zarazejici, vlastnost Schnirelmannovy
hustoty. Spoc¢iva v tom, ze kdyz do dané mnoziny A nepatri ¢islo 1, pak jeji Schnirelmannova
hustota je rovna nule (viz nasledujici Lema 3.12). A to i v pripadé, Ze mnozina A obsahuje
treba vSechny zbyvajici prirozena ¢isla. Nicméné na tom vlastné neni nic zarazejicitho, nebot
mezi ¢isly 1,...,n pro n = 1 neni ani jeden prvek z mnoziny A. Proto je Schnirelmannova
hustota mnoziny A nutné rovna 0.!

Dost bylo ivodu, pristupme k definici Schnirelmannovy hustoty.

Definice 3.11. (Schnirelmannova hustota) Necht A C N. Schnirelmannovou hustotou
mnoziny A nazyvame ¢islo
A
o(A) = inf ﬂ

neN n
Zakladni vlastnosti Schnirelmannovy hustoty shrnuje nasledujici lema.
Lemma 3.12. Necht A C N potom plati:
1. Schnirelmannova hustota o(A) existuje pro kazZdou mnozinu A C N.

2. Pro kaZdou mnozinu A C N plati 0 < o(A) < 1.

LA stoji za poviimnuti fakt, ze asymptotickd i logaritmicka hustota této mnoziny je rovna 1.
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3. Plati, Ze 0(A) = 1 prdvé tehdy, kdyz A = N. % l!!l -
4. Jestlize 1 ¢ A, pak o(A) = 0. %m- ““\@@

5. Pro kazdé n € N plati, Ze A(n) = no(A).
ZAPADOCESKA

A4

Diikaz. 1. Jak bylo jiz nejednou feceno, mnozina realnych ¢isel ma vzdy své infimum. v Rz
A tak musi existovat i a
n
o(A) = inf Q,
neN N
nebot symbolicky zapis in]fv # neznamena nic jiného, nez infimum mnoziny {# |ne N}I
ne

2. Pro kazdou mnozinu A C N a pro kazdé n € N plati!

3. Nejprve dokazeme implikaci:

RS oo

210




To ovSsem neni nikterak slozité. Podle predpokladu je A = N. Proto pro kazdé n € N
{ = A\ <2
plati A(n) =n. A tak D A

rre >
4 0&1 ““\‘\
{_n) |ne N} = {1}.

n

ZAPADOCESKA
Proto | 2 sn:’llvzsunlzm\
A(n)

U(A):rlfelg n =1

Nyni provedeme diikaz opacné implikace, tj.

(0(4) =1) = (A=N).

Dokézeme vétu obménénou (viz Nepfimy dukaz v kapitole 0.4 ). To jest, dokdzeme
pravdivost ekvivalentniho tvrzeni:

(A£N) = (o(A) £1).

Podle predpokladu je A # N. Znamend to, Ze néjaké prirozené ¢islo, oznacme jej k,
nepatri do mnoziny A. Proto je pocet prvki mnoziny A, které jsou mensi, nebo rovny
k, nejvyse roven k — 1. Symbolicky zapsano,

Ak) S k—1.
A tak
AW k-1 1, (oot
k k k
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Infimum mnoziny je mensi (nebo rovno), nez jeji libovolny prvek. Proto

o) = g A < A

neN n
Trividlnim dusledkem je, ze o(A) # 1.

4. Je ztejmé (viz vyse), ze {# | n € N} C (0,1). Proto!

0< inf A (3.34)
neN N

Podle predpokladu 1 ¢ A. Potom A(1) =0, a tak

AQ)
- =

Podle definice infima mnoziny musi platit, ze vSechny prvky mnoziny R = {# |neN }I

musi byt vétsi, nebo rovny infimu mnoziny R. A protoZe jednim z prvki R je @,

muzeme tvrdit, Ze
A Al
inf ﬂ < L =0. (3.35)
neN n 1

Z nerovnosti (3.34) a (3.35) pak plyne

0 < inf Al

<0.
“neN n T

nfimum mnoziny R = {% | n € N} nemize byt mensi, nez 0, nebot na infimum mnoziny je kladen
pozadavek, aby se v jeho libovolné malém okoli vyskytoval néjaky prvek z této mnoziny. To nesplnuje zadné

¢islo mensi nez 0, protoze vSechny prvky mnoziny R jsou vétsi, nebo rovny 0.
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To ovSem znamend, ze

3.4. Test

Za kazdou spravnou odpovéd v dané otézce obdrzite jeden bod, za kazdou spatnou odpovéd
jeden ztracite. Spravna ciselnd odpovéd je hodnocena jednim bodem, nespravné nula body.
Pro ukonceni testu kliknéte na tlac¢itko Konec testu. Spravné odpovédi se objevi po kliknuti
na tlac¢itko Oprava testu.

1. Pro kazdou mnozinu A C N plati:
(a) Horni asymptoticka hustota mnoziny A je definovéna vztahem d(A) = lim sup #.
n—o0
(b) Horni asymptoticka hustota mnoziny A muze, ale nemusi existovat.

(c) Horni asymptotickd hustota mnoziny A existuje uréité, ale nemusi existovat jeji
dolni asymptoticka hustota.

(d) Dolni asymptotickd hustota mnoziny A existuje urcité, ale nemusi existovat jeji
horni asymptoticka hustota.

(e) Horni i dolni asymptoticka hustota mnoziny A existuje.
2. Vyberte pravdivé vyroky:

(a) Asymptotickd hustota mnoziny A existuje pro libovolnou mnozinu A C N.
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(b) Existuje mnozina A C N, kterd nema asymptotickou hustotu (neni pro ni defino-
vana).
c) Jestlize asymptotickd hustota mnoziny A existuje, pak d(A) = h_)m A(n).
n—oo
A

Jestlize asymptotickd hustota mnoziny A existuje, pak d(4) = lim Al)

)
d) n—oo M
)
)

e) Jestlize existuje horni i dolni asymptotickd hustota mnoziny A, pak existuje i d(A).

(

(

(

(f) Jestlize se horni asymptotickd hustota mnoziny A rovna dolni asymptotické hustoté
mnoziny A, pak d(A) existuje.

. Vyberte pravdivé vyroky:

(a) Pro kazdou mnozinu A € N plati d(4) € (0, 1).

(b) Pro kazdou mnozinu A € N, takovou, Ze existuje jeji asymptotickd hustota d(A),
plati 0 £ d(A) < 1.

(¢) Pro kazdou mnozinu A € N plati 0 < d(A) < d(A) < 1.

(d) Jestlize d(A) =1, pak A =N.

(e) Jestlize A =N, pak d(A) = 1.

(f) d(A) = 1 préve tehdy, kdyz A = N.

. Necht P je mnozina vsech prvoéisel. Potom plati (vyberte pravdivy vyrok):

(a) d(P) neexistuje.

(b) d(P) = 1.

(c) d(P) =0.

. Rovnost d(A4) = % plati napriklad pro mnozinu (dokoncete tak, aby vznikl pravdivy

vyrok):
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P 0.
b) A= {k8 | k € N}. NS

(a)

(b)

(¢) vSech nésobku ¢isla 6.

(d) vSech nésobku ¢isla 6 kromé ¢isel 12 a 24.

(e) D

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

e) A= {6k—3|keN}.

. Necht A; = {1,10,11,...} je mnozina vSech ¢isel, jejichz dekadicky zapis zacind ¢islem
1. Potom plati (vyberte pravdivy vyrok):

(a) d(A1) neexistuje.

(b) d(A1) = g5-

(c) d(Ay) =0.

. Necht Ag = {2,20,21,...} je mnozina vsech ¢isel, jejichz dekadicky zapis za¢ina ¢islem

2. Potom plati (vyberte pravdivy vyrok):

(a) d(As2) neexistuje.

(b) d(A2) = 15-
(c) d(Az) = 5.
(d) d(Ag) = 0.
. Pro kazdou mnozinu A C N plati:
% &
acA

(a) Horni logaritmicka hustota mnoziny A je definovina vztahem §(A) = lim sup ag—"l—

X,
n—oo heN k

k<n
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1849
(b) Horni logaritmicka hustota mnoziny A muze, ale nemusi existovat. v 5
, R 29 . . 052 2. o "y p = S
(¢) Horni logaritmickd hustota mnoziny A existuje urcité, ale nemusi existovat jeji dolni ) &

logaritmicka hustota. s>
(d) Dolni logaritmicka hustota mnozZiny A existuje urcité, ale nemusi existovat jeji horni

logaritmick4 hustota. D P Inaooseskh
(e) Horni i dolni logaritmickd hustota mnoziny A existuje. e

9. Vyberte pravdivé vyroky:

(a) Logaritmickd hustota mnoziny A existuje pro libovolnou mnozinu A C N.

(b) Existuje mnozina A C N, kterd nemd logaritmickou hustotu (neni pro ni defino-
vana).
1

aeN—A &
(c) Jestlize logaritmicka hustota mnoziny A existuje, pak 6(A) = lim LGl—
1
agA e
(d) Jestlize logaritmickd hustota mnoziny A existuje, pak §(A) = lim “=—.
n—00 kZE:N %
k<n

(e) Jestlize existuje horni i dolni logaritmické hustota mnoziny A, pak existuje i §(A).
(f) Jestlize se horni logaritmickd hustota mnoziny A rovna dolni logaritmické hustoté
mnoziny A, pak §(A) existuje.
10. Vyberte pravdivé vyroky:

(a) Pro kazdou mnozinu A € N plati §(A) € (0,1).
216




(b) Pro kazdou mnozinu A € N, takovou, ze existuje jeji logaritmickd hustota 6(A),
(0< < A <l
plati 0 = 0(A) < 1. D) 73

(c) Pro kazdou mnozinu A € N plati 0 < §(A4) £ 6(A) £ 1. s>
(d) Jestlize 6(A) =1, pak A = N.

(e) Jestlize A = N, pak §(A) = 1. D > ““
(f) 6(A) =1 prave tehdy, kdyz A = N.

11. Necht P je mnozZina vSech prvocisel. Potom plati (vyberte pravdivy vyrok):

(a) 6(P) neexistuje.

(b) 6(P) = 1.

(c) (P) = 0, protoze v piipadé, kdy mnoziny ma asymptotickou hustotu, pak existuje
i jeji logaritmickd hustota a jsou si rovny. A, jak zndmo, asymptotickd hustota
mnoziny P je rovna nule.

12. Necht A; = {1,10,11,... } je mnozina vsech ¢isel, jejichz dekadicky zapis za¢ina ¢islem
1. Potom plati (vyberte pravdivy vyrok):

(a) d(A1) existuje.

(b) d(A1) neexistuje.

(c) 0(Aq) existuje.
) 6(A1)

(d) 0(A1) neexistuje.

13. Vyberte pravdivé vyroky:

(a) Jestlize pro mnozinu A € N existuje jeji logaritmickd hustota, pak existuje i jeji
asymptotickd hustota.
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(b) Jestlize pro mnozinu A € N existuje jeji asymptotickd hustota, pak existuje i jeji % -
logaritmick4 hustota. '5% 4

Qe
(¢) Pro mnozinu A € N existuje jeji asymptotickd hustota pravé tehdy, kdyz existuje e
jejl logaritmicka hustota.
ZAPADOCESKA
14. Necht A je mnozina takovd, ze d(A) = 0,5. Potom (dokoncete tak, aby vznikl pravdivy D Vo

vyrok):
(a) 6(A) =0,5.

(b) 0(A) existuje, ale jeji konkrétni hodnota zdvisi na volbé mnoziny A. Muze proto
nastat 0(A) # 0, 5.

(¢) 4(A) muze, ale nemusi existovat v zavislosti na volbé mnoziny A.

(d) 0(A) neexistuje.

Pocet spravné a tplné zodpovézenych otazek:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:
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Kapitola 4 D

Kongruence na mnoziné celych
Cisel

4.1. Relace kongruence na mnoziné celych cisel

Vratme se k ivaham o déleni se zbytkem. Na zdkladni skole jsme se naucili, ze kdyz podélime
¢islo 11 cislem 4, je vyjde 2 se zbytkem 3. Neznamend to nic jiného nez fakt, ze

11 =2-44 3.

Co kdyz k ¢islu 11 pri¢teme ¢tytku, bude zbytek po déleni ¢tyimi stejny? No?! No jisté,
nebot
15=3-4+3.
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Chcete dalsi priklad, no prosim, pricteme jesté ctyrku a vidime, ze
19 =4-4+ 3.

Opét stejny zbytek po déleni! Nyni uz je snad jasné, ze vSechna celd ¢isla, kterd mtzeme
zapsat ve tvaru
z=Fk4+3, kde k € Z,

davaji pti déleni ¢islem 4 zbytek 3. VSechna tato ¢isla tvori mnozinu, kterou pozdéji
nazveme zbytkovou tfidou modulo 4.

Proto, pokud délime ¢&islem 4, rozpadéd se mnozina celych ¢isel na ¢tyfil zbytkové t¥idy
modulo 4, které budeme oznacovat nasledovné:?

= {k4|keN}

= {k4+1|keN}
{k-4+2]|keN}

= {k4+3|keN}

wl N = Ol

(4.1)

Vyse uvedené tvahy provedené na konkrétnim prikladé mizeme zobecnit. VSechna c¢isla
z € 7 ve tvaru
z=km+a, kde k € Z,0 £ a < m,

!Mitizeme obdrzet pouze zbytek, 0, 1, 2, nebo 3 a zadny jiny!
2Navic kazdé celé &islo patif pravé do jedné z téchto t¥id. Tj. nemtize patfit do dvou rtiznych zbytkovych
t¥id zdroven - viz Véta 1.12.
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davaji pii déleni éislem m zbytek a. Maji tedy néco spole¢ného (jsou v relaci). Rikéme,
7e jsou navzajem kongruentni modulo m.

Uvazme, co se stane, kdyz od sebe odecteme dvé ¢isla z; a zo patiici stejné zbytkové
tridy? No pokud opravdu z; a zo patfi do stejné zbytkové tridy, musi mit tvar z; = kym+a
a zg = kom + a. Jejich rozdilem je pak z1 — z9 = (k1 — k2)m = km, kde k € Z. Vysledkem je
tedy cislo délitelné ¢islem m. A naopak, pokud je rozdil dvou celych cisel délitelny ¢islem
m, musi tato ¢isla patfit do stejné zbytkové tiidy modulo m.! Nyni uz snad bude ziejmy
vyznam nasledujici definice.

Definice 4.1. (Kongruence na mnoziné Z) Necht z,a € Z, m € N. Cisla z a a jsou
kongruentni modulo m, pravé kdyz z — a = km, kde k € Z. Znacime

z = a(mod m).

Definici méame za sebou. Nyni dokazeme, Ze relace kongruence na Z, tak jak jsme ji
definovali, je relace ekvivalence na mnoziné Z. Cesky to znamend, ze kongruence ma tii
vlastnosti. Za prvé, kazdé celé ¢islo je kongruentni samo se sebou (jde o relaci reflexivni
). Za druhé, kdyz a je kongruentni s ¢islem b, pak také b je kongruentni s a (jde o relaci
symetrickou ). A za treti, kdyz a je kongruentni s ¢islem b a b je kongruentni s ¢islem ¢, pak
a je také kongruentni s ¢islem ¢ (jde o relaci tranzitivni).

'Dokazte! Viz cviceni.
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Véta 4.2. Relace kongruence modulo m je relaci ekvivalence na mnozine celyjch cisel. To . =
jest, pro kazdé a,b,c € Z a pro kazZdé m € N plati: :3:,* ‘&5’
/0"4- ““\‘\

1. a = a(modm),

9 o= sl = b= e, D b s

V PLZNI

3. (a =b(modm) A b= c(modm)) = a = c(modm).
Diikaz. 1. Pro kazdé a € Z plati a — a = 0 = 0-m. Podle Definice 4.1 to znamena, ze
a = a(modm).

2. Jestlize a = b(modm) potom (viz Definice 4.1) je a — b = km, kde k € Z. A tak
b—a=—km = k*m, kde k* € Z. Podle Definice 4.1 to znamena, ze b = a(modm).

3. Predpokladejme, ze a = b(modm) A b = ¢(mod m). Z definice kongruence dostavame

a —b = km
b—c = kam

}:>1 a—c= (k1 —ky)m=km, kde k € Z. (4.2)

Z Definice 4.1 a (4.2) plyne, ze a = ¢(modm). O

A¢ jsme jiz nékolikrat pouzili pojem zbytkova tfida modulo m, pracovali jsme s nim
zatim jen intuitivné - neuvedli jsme definici tohoto pojmu. Tento hruby nedostatek nyni
odstranime.

1Staéi sedist uvedené dvé rovnice.
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Definice 4.3. (Zbytkovd trida) Necht r € Z, m € N. Potom zbytkovou tfidou modulo m " =
nazveme mnozinu N 4

Tm ={2z€Z|z=r(modm)}.

ZAPADOCESKA

’ UNIVERZITA

V pripadé kdy je jasné, ze jde o ZbytkOVOll tridu modulo m, pouzijeme misto oznaceni T'm
) ) )
pouze oznaceni T.

V PLZNI

7 Definice 4.3 a Véty 4.2 je zfejmé, ze v pripadé, kdy ¢islo k patii do zbytkové tridy 7
modulo m (tj. k = r(modm)), pak k =7, nebot

km= {2€Z|z=k(modm)}={2€Z|z= r(modm)}/ =Tm.

[z = k(modm) Ak =r(modm)] = z=r(modm)
proto ky, C 7, navic

[z =r(modm) Ak =r(modm)] = 2z=k(modm)

proto k., O Ty

Tak naptiklad, uvazujme zbytkové tridy modulo 5. Potom plati

0=5=10=T5=...,
T—6=T1=T6=...,
2=7=T12=TI=...,
3-8=T3=T8=..., o ]
1-9=-T4=T0=
| el orazorka/ ke |
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Jinak fec¢eno, nezélezi na vybéru reprezentanta dané zbytkové ttidy.
A jesté uvedeme v soulad Definici 4.3 s motivaci uvedenou v tivodu této podkapitoly.

o

Lemma 4.4. Pro kaZdé r € Z, a pro kazdé m € N plati

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

Tm={2€Z|z=r(modm)} ={km+r|kecZ}

A4

Drikaz. Dukaz tohoto lemmatu plyne piimo z definice relace kongruence na Z. Podle ni
kazdé ¢islo z splnuje kongruenci z = r(mod m) pravé tehdy kdyz z — r = k.m a to nastane
pravé tehdy kdyz z = km +r. Proto ¢islo z patii do mnoziny {z € Z | z = r(mod m)} pravé
tehdy kdyz patii do mnoziny {km +r | k € Z}. Proto {z € Z | z = r(modm)} = {km +
+r|kezZ}. O

Obsah
Kazda relace ekvivalence na dané mnoziné rozklada tuto mnozinu na takzvané tridy

ekvivalence. Jedna se o mnoziny obsahujici navzdjem ekvivalentni prvky. V nasem pripadé 224. strana ze 384
relace kongruence modulo m rozklddd mnozinu Z na tridy ekvivalence, které nazyvame
zbytkovymsi tridami modulo m .

Toto tvrzeni formulujeme jako vétu.

5
"l

Véta 4.5. OznacmeT ={z € Z|z=r(modm)}, pror =0,1,...,m — 1. Potom
1. 2=,

2. Jestlize ri,r9 € {0,1,...,m — 1}, r1 # ro, pak 71 N7y = 0.

Zavrit dokument

Drikaz. 1. Dtkaz tvrzeni Z = U;”;Ola okamzité plyne z Véty 1.12. Podle ni pro kazdé

z € Z a pro kazdé m € N existuje pré\é%i'edno k€Z apravé jednor e N, 0 < r <m l ot sty ol




takové, ze
z=km+r.

Tuto rovnost upravime na tvar z — r = km. To ovSem, podle Definice 4.1, znamena,
ze z =r(modm). A tak z € T.

Mizeme proto tvrdit, ze pro kazdé z € Z existuje zbytkova tfida 7 do niz patii. Libo-
volny prvek mnoziny celych cisel Z je tedy také prvkem sjednoceni mnozin U;n:_ol .
Symbolicky zapsano,

m—1
zc | Jr (4.3)
r=0

Navic, pro kazdé 7, kde r = 0,1,...m — 1, plati 7 C Z. Musi proto byt splnén vztah
m—1

z2 | (4.4)
r=0

Z platnosti (4.3) a (4.4) pak plyne

m—1
z=Jr
r=0
. Provedeme dukaz sporem. Predpoklddejme, Ze r1 # 79 a zdroven 7y N7y # (.
ProtoZe 71 N7y # (), musi existovat celé ¢islo 2 € 71 N Ty To jest, 2 € T1 a zaroven
z € T9. Proto
r1 = z(modm),

z = r§§r5nod m). (4.5)
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Z tranzitivnosti relace kongruence (viz Véta 4.2) pak plyne " 5
< <
R 5

%/
r1 = ro(mod m). (4.6) Ly
Podle predpokladu je 0 S 7y S m —1 a také 0 < ro < m — 1. Proto D onnateent
’ UNIVERZITA
é Tl é i — 1, V PLZNI
—(m—-1) = —-rp2 = 0 (47)

Sectenim nerovnic v (4.7) obdrzime
—(m-1)<ri—rn<m-1 (4.8)

Z definice relace kongruence na Z a (4.6) plyne, ze existuje k € Z spliujici rovnici

r1 —ro = km. (4.9)

Tvrzeni (4.8) a (4.9) mohou byt obé pravdivd pouze v pripadé, ze k = 0. Potom
(viz (4.9)) plati ;1 — 9 = 0, coz je ekvivalentni tvrzeni r; = ry. To je ovSem spor
s predpokladem 71 # ro.

Predpoklad u¢inény na zacatku je proto nepravdivy. Pravdiva je jeho negace: Jestlize
r1 # 19, pak T1 NTo = ().
O

Z Véty 4.2 plyne, ze mnozina celych ¢isel Z se rozpada na celkem m zbytkovych tiid
modulo m. Jde o mnoziny 0,1,...,m — 1.
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Véta 4.6. Necht a; = bi(modm) a az = ba(modm). Potom v 5

1. a1 + a2 = by + bay(modm), 2y
2. ajaz = biba(modm),

> Cuvenan
3, ap — ap = bl — bz(mod m) v PLZNI

Dukaz. 1. Predpokladejme, Ze a; = bj(modm) a az = ba(mod m). Potom, podle Definice
4.1 existuji ¢isla k1 a ko takové, ze

al — b1 = klm a ag — bQ = kgm.

Sectenim téchto dvou rovnic obdrzime

(a1 + a2) — (b1 + b2) = (k1 + ko) m.

=keZ

To, podle Definice 4.1 znamen4, ze a; + as = by + by(mod m).

2. Jak jsme zjistili vyse, predpoklady a1 = b;(mod m) a ay = ba(mod m) fikaji, Ze existuji
Cisla k1 a ko tak, ze

a] — b1 = klm a as — bQ = ka.
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Proto v. ..@ ,7
& A,

ajay = (klm + bl)(kigm + b2) = ""/0“ ““\sx"s’
= biby + k1k2m2 + k1boam + bi1kom =
= biby + m(kikam + k1bay + b1ko) = D s
= biby + mk. VPN
(4.10)

A tak ajag — biby = km, kde k € Z. Z Definice 4.1 pak plyne

ajag = byba(mod m).

3. Predpokladejme, Ze a; = bj(mod m) a ag = by(mod m). Relace kongruence je reflexivni

(viz Véta 4.2), a tak —1 = —1(modm). UZijeme vyse dokdzanych bodu této véty.
Protoze ag = be(modm) a —1 = —1(mod m), plati, podle druhého bodu, ze —ay = —
—by(modm). A protoze a; = bj(modm) a —az = —be(modm), plati, podle bodu

prvniho, ze a; + (—a2) = by + (—b2)(modm). To jest, a; — az = by — ba(mod m).
O

Jak je mozné vyuzit poznatky Véty 4.2 a 4.67 Predvedeme na konkrétnim piikladé.

Priklad 4.7. Vezméme a = 3284, b = 2333 Jaky zbytek dava a + b po déleni ¢islem 2
a jaky zbytek dava ab po déleni ¢islem 37

Resent: Piiklad bychom mohli vyfesit ,hrubou silou,” to jest, se¢ist a a b, vynésobit a
a b a pak délenim prislusnym déislem zjistit, jaky déavaji zbytek. Nicméné méame elegant-
néjsi reseni, nebot nebudeme muset délit tak velka ¢isla, jakda bychom obdrzeli pri séitani
a nasobeni ¢isel a a b. Nebudeme muset ¢isla a a b ani s¢itat ani nasobit.




Uvazme, ze 3284 = 0(mod 2) (3284 je sudé, a tak po déleni ¢islem 2 dostaneme zbytek
0) a 2333 = 1(mod 2) (je to ¢islo liché). Proto, podle Véty 4.6 plati

3284 +2333 =0+ 1(modc),

3284 + 2333 = 1(modc).

Znamens to, Ze éislo 3284 + 2333 patii do zbytkové tifdy 1 modulo 2, tzn. éislo a + b
dava po déleni ¢islem 2 zbytek 1.

Obdobné u soucinu ab. Zjistime, do jakych zbytkovych tifid modulo 3 patii ¢isla a a b.
Miuzeme od nich postupné odecitat ¢i pric¢itat ndsobky ¢isla 3 (tim dostaneme ¢islo mensi,
ale patrici do stejné zbytkové tiidy), az dojdeme k ¢islu mensimu nez 3.

3284 =3284—-3300=—16 = —16 + 18 = 2(mod 3)
Obdobneé,
2333 =2333 —2100 = 233 = 233 — 210 = 23 = 2(mod 3).

Obé¢ ¢isla, 3284 a 2333, patii do zbytkové t¥idy 2 modulo 3 (plyne to z tranzitivnosti
relace kongruence a vyse uvedenych kongruenci. Viz Véta 4.2). Proto, podle Véty 4.6 plati

32842333 = 2-2(mod 3),

3284 -2333 = 4(mod 3),
3284 -2333 = 1(mod 3).

To znamend, ze kdyz podélime ¢islo 3284 - 2333 cislem 3, dostaneme zbytek 1. Jinak
feCeno, C¢islo 3284 -2333 (= 7661572) patfiQ(%g zbytkové tiidy 1 modulo 3.
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Piimym diisledkem Véty 4.6 je skutecnost, ze kongruence mizeme, obdobné jako rovnice,
,nasobit ¢islem.” Formulujeme tento poznatek jako vétu a dokazeme jej bez pouziti Véty
4.6.

Véta 4.8. Necht a = b(modm), ¢ € Z. Potom ac = be(modm).
Dikaz. Podle predpokladu je a = b(modm). A tak, podle definice relace kongruence, exis-

tuje k € Z takové, ze a — b = km. Pokud obé strany rovnice vynasobime ¢islem ¢, ziistane
rovnost zachovana. To jest, plati rovnost

ca—cb= _ck m.
~~
=k1EZ
Z definice relace kongruence pak dostdvame ca = cb(mod m). O

Véta 4.9. Necht ac = be(modm) a ged(m,c) = 1. Potom a = b(modm).

Diikaz. Z tvrzeni ac = be(mod m) plyne existence celého ¢isla k takového, ze
ac — bc = km.
Vytknutim obdrzime
c(a —b) = km. (4.11)
To znamend, ze ¢islo ¢ déli ¢islo k.m. A protoze ged(m, c¢) = 1, musi ¢islo ¢ délit ¢éislo k

(viz Lema 1.23). Cislo k proto mfizeme pséat ve tvaru k = cky, kde k; € Z. Dosazenim do

(4.11) obdrzime
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o) = oy |
Posledni rovnice je ekvivalentni s tvrzenim a = b(modm) (viz Definice 4.1). D > gﬁigﬁzﬁi“
O
Priklad 4.10. Predpokladejme, ze celé ¢islo x splnuje kongruenci
3z = 15(mod 7). (4.13)

Protoze (3,7) = 1, muZzeme kongruenci ,podélit” ¢islem 3. Obdrzime
x = 5(mod 7).

Je proto ziejmé, ze kongruenci (4.13) spliiuje kazdé = € 57, tzn. kazdé celé ¢islo ve tvaru
z=k-7+5 (viz Lema 4.4).

4.1.1. Cvicdeni

Vysledky, navody k fesSeni a feSeni prikladi tohoto cviceni naleznete v odstavci 8.5.1.

1. Dokazte nasledujici tvrzeni. Pokud je rozdil dvou celych ¢isel délitelny ¢islem m, musi
tato ¢isla patrit do stejné zbytkové tiidy modulo m.
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4.2. Linearni kongruence

Zajisté by jste bez vétsich problémt vytesili linearni rovnici 3z = 6. Obdobné bychom se
mohli zamyslet, pro ktera celd &isla = plati 3z = 5(mod 7).! Nebo obecné, hledejme vechna
x € Z spliujici vztah

azr = b(mod m), (4.14)

kde a, b jsou dané celd ¢isla, a # 0.

Matematicky Fe¢eno, linedrni kongruenci s nezndmou x nazveme vyrokovou funkei (4.14)
definovanou na mnoziné Z.

Ukézeme, ze kdyz celé ¢islo 21 vyhovuje vztahu (4.14), pak také vSechna celd ¢isla patiici
do zbytkové tiidy Z1 (tj. celd ¢isla xo ve tvaru xo = x1 + km, kde k € Z) vyhovuji vztahu
(4.14).

Véta 4.11. Necht a,b,x;1 jsou celd ¢isla a plati azq = b(modm). Potom pro kazZdé x4 € Z,
kde 1 = xo(modm), plati axs = b(modm).

Diikaz. Predpokladejme, ze x1 = xo(modm). Podle Véty 4.8 mizeme vyndsobit obé strany
kongruence ¢islem a. Obdrzime tak kongruenci

azr1 = axz(modm). (4.15)

'Pak fikéme, ze Fesime linedrn{ kongruenci 32 = 5(mod 7)
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Navic, podle predpokladu Véty je

azr1 = b(modm). (4.16)
Podle Véty 4.2 je relace kongruence tranzitivni. A tak z (4.15) a (4.16) plyne, ze

azg = b(modm).

O]

Rozmysleme si podrobné vyznam Veéty 4.11. Priklad s ¢isly?

Tak tedy vezméme kongruenci 2z = —2(mod 3). Dosadme za z ¢islo 2. Bude kongruence
= —2(mod 3) splnéna? Ale ovSem, nebot 4 — (—2) = 6 = 2.3 (vzpomerite na definici relace
kongruence).

Podle Véty 4.11 bude kongruence splnéna také v pripadé, ze za x dosadime libovolné
jiné &islo patiici do zbytkové t¥idy 23. To jest, ¢isla ..., —1,2,5,8,....
Zkusit? No prosim, tak tfeba 2.5 = —2(mod 3). Plati tato kongruence? Jisté, 10 — (—

—2) =12 =423,

A tak dochédzime k definici reseni linedrni kongruence.

Definice 4.12. (Resend linedrni kongruence) Necht jsou déna celd ¢isla a,b a xq. Jestlize

arg = b(modm), potom zbytkovou t¥idu Zg,, nazveme Tfesenim linedrni kongruence
ax = b(mod m).

Ale dost prikladtl. Naskyté se otazka, kolik riiznych feseni méa dand linedrni kongruence.!

1Dvé &isla patiici do téze zbytkové t¥idy nepovazujeme za rtizns feSeni! Jednim FeSenim je celd zbytkova
trida.
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Véta 4.13. Necht ged(a,m) = 1. Potom linedrni kongruence ax = b(modm) md jediné
resend.

Dukaz. Nejprve ukdzeme, ze existuje alespon jedno reseni kongruence
azr = b(modm), (4.17)

kde ged(a,m) = 1.
Podle predpokladu je ged(a,m) = 1. A tak existuji ¢isla zg,yo € Z spliujici rovnost
(vizLema 1.22)
axg +myo = 1.

Tuto rovnici vynasobime cislem b.
abxg + mbyy = b,
abrg — b= —mbyy.
Oznac¢me bxg = x1 a —byy = k, potom
ary —b=km.

Podle definice relace kongruence to znamend, ze ax; = b(mod m). Mizeme proto tvrdit,
ze zbytkova t¥ida Z71,, je FeSenim linedrni kongruence (4.18).
Nyni ukazeme, ze jde o jediné feseni. Predpoklddejme, ze

azr1 = b(mod m) (4.18)
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2 TORS

a také
azg = b(modm). (4.19) ““::,%k \“‘f

()
Dokazeme, ze v tom piipadé z1 a xs patii do stejné zbytkové tiidy modulo m, tj.
71 = ro(modm). Prostym odectenim kongruenci® obdrzime

D o

axi — axy = 0(mod m), e

a pri¢tenim axy k obéma strandm kongruence dostaneme
azr) = axz(modm). (4.20)

Podle predpokladu je (a,m) = 1. Mizeme proto kongruenci (4.20) podélit ¢islem a (viz
Véta 4.9). Odtud =1 = zo(mod m).
Ol

Déle objasnime fesitelnost linedrni kongruence ax = b(mod m), kde ged(a, m) je néjaké
prirozené ¢islo d (predchozi véta fesila jen pripad d = 1).

Véta 4.14. Necht a,b € Z, ged(a, m) = d. Linedrni kongruence
ax = b(modm) (4.21)

ma Tesend pravé tehdy, kdyz d | b. V pripadé, Ze d déli ¢islo b, md linedrni kongruence
(4.21) prdvé d resend.

'To opravdu miizeme udélat. Podle Véty 4.8 miizeme obé strany kongruence (4.19) vyndsobit minus
jednickou a takto upravenou ji podle Véty 4.6 muZzeme pri¢ist ke kongruenci (4.18).
2




Diikaz. Pripad, kdy ged(a,m) = d = 1 je jiz dokdzén (viz Véta 4.13). Proto déle budeme
predpokladat, ze d > 1.

Nejprve dokazeme pravdivost implikace: ax = b(mod m) ma feseni = d | b.
Predpokladejme, ze Tg je FeSenim kongruence ax = b(mod m). Potom

axg — b = km, (4.22)

kde k € Z. Podle predpokladu véty je ged(a,m) = d. Proto a = da; a m = dm;, kde
ai,my € Z. Dosazenim do (4.22) obdrzime

dall’o —b= kdml,

d(alxg — kml) =b. (4.23)

Rovnost (4.23) znamend, ze d | b.

Nyni dokdzeme pravdivost implikace: d | b = ax = b(mod m) ma prévé d ruznych feseni.
Predpokladejme, ze d | b. Potom b = dby, kde b; € Z. Protoze d = ged(a, m), je a = day,
m = dmy, kde ged(ar,mi) = 1. Proto (viz Véta 4.13) ma kongruence

a1z = by (modmy) (4.24)
pravé jedno feSeni. Reknéme, Ze timto FeSenim je zbytkova t¥ida T0m, - Znamena to, Ze

ayxg = by (modmy),
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1849
v7
a1zo — by = kmy, ) 4

kde k € Z. Posledné uvedenou rovnici vynasobime ¢islem d a obdrzime

dall‘o — dbl = kdml, D ZAPADOCESKA
P> univerzima

V PLZNI

axg — b= km. (4.25)

Rovnost (4.25) je ekvivalentni tvrzeni
axo = b(mod m)
Znamena to, ze zbytkova tfida Ty, je feSenim kongruence (4.21).
Zbyvéa dokazat, ze v pripadé, kdy feseni kongruence (4.21) existuje, tj. v ptipadé d | b,

existuje pravé d navzijem ruznych zbytkovych tiid modulo m, jejichz prvky spliuji (po
dosazeni za x) kongruenci (4.21).

Jak jsme ukézali vyse, existuje zbytkova tiida o modulo mq, kterd je fesenim kongruence
a1z = bj(modmy). Podle Véty 4.11 muzeme za x v kongruenci a;z = b;(modm;) dosadit
libovolné ¢islo ze zbytkové t¥idy Tg modulo my, a obdrzime pravdivy vyrok. Zbytkova trida
Zom, obsahuje cela ¢isla ve tvaru xg 4 jmi, kde j € Z. A tak musi pro kazdé j € Z platit

ay(zo + jmy) = by (modmy).

J

Podle definice relace kongruence existuje celé ¢islo k takové, ze

ai(xo + gm1) — by = kmg.
1(0]5%71 1



1849
Tuto rovnici vynasobime ¢islem d
A\ <2
R S

. _ . %ﬂ" >
daq (x() + jml) db1 = kdmq, 4 v

ZAPADOCESKA
CL((L‘O + ]ml) —b= km, D > sn:’llvzsunlzm

COZ znamena, ze

a(xo + jmy) = b(mod m). (4.26)

7Z (4.26) plyne, ze pro libovolné j € Z je zbytkova tiida xg + jm; Fesenim kongruence
ar = b(modm). Cisla j jsou celd ¢&isla a téch je nekoneéné mnoho. Znamena to, Ze jsme
nasli nekoneéné mnoho feseni kongruence ax = b(modm)? Ale vibec ne! Ve skutecnosti
jsme jich nasli praveé d. Jak to?

Cisla j nabyvaji nasledujicich tvart a v kazdém z uvedenych tvart je jich nekoneéné
mnoho':

j=rd+0,

j=rd+1,

j=rd+2,
j=rd+(d-1),

! Mnozina celych &isel se rozpadé na d zbytkovych t¥id modulo d. Viz Véta 4.5.
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kde r € Z. v o
A tak pro zbytkovou t¥idu xg + jm; modulo m nastavaji (a urcité nastanou vsechny) ’5% 4

. an 2 o q OS>
nasledujici moznosti: K WY
j=rd+0 = x9+jmi=x9+rdm; =2x9+rm=7=g S
M |
=m V PLZNI

j=rd+1 = xz9g+jmiy =x9+rdmi+mi=x9+rm+miy=x9+m

=m

j=rd+2 = xz9+jm1 =x9+rdmi+2m; =x9+rm+ 2mi = xg + 2my
=m

j=rd+(d-1) = xo+jmi=x0+7rdmi+(d—1)m;3 =z¢+ (d—1)my

=m

Kazda ze zbytkovych tiid zg + jm; modulo m, kde j € Z, tedy predstavuje jednu ze
zbytkovych t¥id

7o, To + m1, To +2ma, ..., 20 + (d — 1)m;.

A tyto zbytkové tfidy jsou navzajem ruzné, nebot 0 < m; < 2my < --- < (d— 1)m; <
<dmi; =m.

Prokézali jsme, ze zbytkové t¥idy Zg, xo + m1, xo + 2my ..., xo + (d — 1)my jsou FeSe-
nimi kongruence ax = b(mod m) (je jich d). Zbyva dokazat, ze zadn4 jind feseni kongruence
ax = b(mod m) neexistuji.
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Predpokladejme, 7Ze zbytkova t¥ida 77 je, stejné jako Tp FeSenim kongruence axz = b(mod m)
Tzn. V

axi = b(modm) s>
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A tak existuje celé cislo ky takové, Ze D
ary —b=km,

dalazl — dbl = kldml,

a1xr1 — b1 = klml.

Posledné uvedend rovnice znamené, ze

arxy = by (modmy). _
g

MiuzZeme proto tvrdit, Ze zbytkova tfida Z1 modulo m; je feSenim kongruence a;x = by (mod m1
Jak jsme vidéli vyse, zbytkova tfida Tg modulo m je také FeSenim kongruence ayz = by (mod m;).Jj ....
Ale tato kongruence m4 jen jediné feseni, nebot ged(aj,mi) = 1 (viz Véta 4.13 ). A tak
musi platit

x1 = xo(modmy).

To jest, musi existovat j € Z takové, ze ©1 — g = jmi. A tak

r1 =x9+ Jjmy.

210 EE=EEn




Ale my jiz vime, ze zbytkova trid xg + jmi modulo m, kde j € Z, tedy predstavuje
jednu z nésledujicich zbytkovych tiid (modulo m):

Zg, o + mq, $0+2m1,.‘.,x0+(d—1)m1. (427)

Tim jsme ovérili, ze libovolné feseni kongruence ax = b(modm) je jednou ze zbyt-
kovych t¥id (4.27). Jinak feCeno, jind feSeni neexistuji. Dokazali jsme tak, Ze kongruence
ar = b(mod m) ma pravé d feSeni. O

Tak jsme urcili kdy a kolik feseni ma zadand linearni kongruence. Zbyva uz jen vymyslet
néjaky postup, jak spolehlivé a co nejsnadnéji tato feseni nalézt. Okamzité se nabizi dosadit
za x do kongruence ax = b(modm) postupné vSechna celd ¢isla od 0 do m — 1 a zjistit,
kterd vyhovuji. Tento postup je vSak pro velkd m pomérné pracny. V nasledujici poznamce
popiseme efektivnéjsi zplisob reseni linearnich kongruenci.

Poznamka 4.15. Je zadana linedrni kongruence ax = b(modm). Postup pii jejim feSeni
muze byt nasledujici.

1. Uréime ¢islo d = ged(a, m) (Euklidav algoritmus).
2. Rozhodneme o Tesitelnosti zadané kongruence.

e Kongruence nema reseni < d nedéli b.

e Kongruence ma d ruznych reseni < d déli b.

3. V pripadé, kdy d déli b, podélime vSechna ¢isla (tj. ¢isla a, b, m) v zadané kongruenci
azr = b(modm) ¢islem d. Obdrzime tak kongruenci

a1x = bi(modmy), 4.28
1 2411( 1) (4.28)
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kterd mé jediné feseni, nebot ged(ai, my) = 1.
4. Nalezneme celd c¢isla xg a yg tak, aby
xoa1 + yom1 = ged(a,my) =1 (4.29)

Takova ¢isla existuji, viz Lemma 1.22. Ur¢it je muzeme zpétnym vyjadienim ged (a1, m1)R}
z Euklidova algoritmu. Rovnici (4.33) vynasobime ¢islem b;. Dojdeme tak k rovnosti

zobiar + yobimi = by (4.30)

5. Misto b; dosadime do (4.32) ¢islo xobiai + yobima (viz (4.33)). Obdrzime tak kongru-
ence
a1z = zobiaj + yoby mi (modmy),
—~
=0
a1z = zobrai(mod my),
x = xoby (mod my).

Nalezli jsme tak ¢islo x; = zpb; (vyhovuje kongruenci (4.32))

6. VSechna feseni zadané kongruence ax = b(modm) pak jsou zbytkové tiidy

x1, xl—i—ml,x1+2m1,...,x1+(d—1)m1. (431)

A ted by to chtélo konkrétni priklad. Takze hura na to.

Priklad 4.16. Vyfteste linedrni kongruenci 646z = 68(mod 782).
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1. Urc¢ime &islo d = ged (646, 782). Euklidiuv algoritmus: ® o7

S
782 - 1 ‘ 646 + 136 ’ ZAPADOCESKA
646 = 4.-136+ 102 (L)
136 = 1-102+ 34

102 = 3-34+0

Proto d = ged (646, 782) = 34.

2. Rozhodneme o Tesitelnosti zadané kongruence.

Zadana kongruence ma 34 riznych reseni, protoze d = 34 déli 68.

3. Podélime vSechna ¢isla v zadané kongruenci 646z = 68(mod 782) ¢islem 34. Obdrzime
tak kongruenci

19z = 2(mod 23), (4.32)
kterd ma jediné feseni, nebot ged(19,23) = 1.
4. Nalezneme celd ¢isla zg a yg tak, aby
2019 + 1923 = ged(19,23) =1 (4.33)

Takova ¢isla existuji, viz Lemma 1.22. Uréit je mizeme zpétnym vyjadienim ged(19, 23)J}
z Euklidova algoritmu. Provedeme prozti)gnejprve Eukliduv algoritmus:




23 = 1-19+4

19 = 4-4+43
= 1-3+1
3 = 1:340

(4.34)
(4.35)
(4.36)

Odtud dokazeme vyjadrit ged(19,23), tj. ¢islo 1, jako linedrni kombinaci (soucet na-
sobk) ¢isel 19 a 23. Z rovnice (4.36) vyjadiime ¢islo 1.

Z rovnice (4.35) vyjadiime ¢islo 3 = 19 — 4 - 4 a dosadime do (4.37).

Z rovnice (4.34) vyjadiime ¢islo 4 = 23 — 19 a dosadime do (4.38).
1=(23—19) — (19 — 4- (23 — 19))

Odtud

1=4-3

1=4—(19-4-4)

23— 19— 19+4- (23 — 19)
23-2.19+4-23—4-19
5-23—6-19
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Rovnici (4.40) vynasobime ¢islem 2. Dojdeme tak k rovnosti v 57

=10-23—12-19. (4.41) et
5. Misto ¢isla 2 dosadime do (4.32) ¢islo 10 - 23 — 12 - 19 (viz (4.41)). Obdrzime tak
kongruence b TAmootese
192 =10 23 —12-19(mod 23),
<~

=0
192 = —12 - 19(mod 23),

x = —12(mod 23),
x = 11(mod 23),

Nalezli jsme tak ¢islo z; = 11, které vyhovuje kongruenci (4.32).

6. VSechna TeSeni zadané kongruence 646x = 68(mod 782) pak jsou zbytkové t¥idy mo-
dulo 782

11, 11+ 23, 11 + 46, ...,11 + (34 — 1)23.
To jest, zbytkové tiidy

_17827 3_47827 W7827 o009 77_70782-

4.2.1. Cviceni

Vysledky, navody k feSeni a feSeni prikladi tohoto cviceni naleznete v odstavci 8.5.2.

1. Naleznéte vSechna Feseni linedrni kongruence 14z = 5(mod 23).

2. Naleznéte vSechna teSeni linearni kongruence 3z = 15(mod 6).

3. Naleznéte vSechna feseni linedarni kongruence 32z = 10(mod 46).
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4.3. Fermatova - Eulerova véta

Fermatova - Eulerova véta je vyznamny vysledek teorie ¢isel. Ma nejen teoretické, ale, jak
uvidime pozdéji, i praktické vyuziti a to pri Sifrovani. Nez budeme moci pristoupit k sa-
motné formulaci a dikazu Fermatovy - Eulerovy véty, budeme se muset vyzbrojit radou
poznatku. Takze méjte trpélivost!

Nejprve uvazujme néjaké konkrétni m a zbytkovou tridu @ modulo m. Napriklad vez-
méme zbytkovou ti{du 4 modulo 6. Je ziejmé, ze ged(4,6) = 2. A jaky je nejvétsi spoleény
délitel ostatnich ¢isel patiicich do zbytkové t¥idy 4g a ¢isla 67 VSimnéme si nékolika ¢isel
patticich do 4¢ Vidime, Ze ¢isla 4, 10, 16 i 22 maji vSechny stejny nejvétsi spolecny délitel
s ¢islem 6 a je jim ¢islo 2. Je to ndhoda? A jak to bude u ostatnich ¢isel ze zbytkové tiidy
447

V nasledujicim Lemmatu 4.17 ukazeme obecné, Ze to ndhoda neni. Uvazujeme-li kon-
krétni m a zbytkovou tfidu @ modulo m, pak vSechny cisla pattici do zbytkové tfidy maji
stejny nejveétsi spolecny délitel s ¢islem m a je jim ¢islo ged(a, m).

Lemma 4.17. Necht gcd(a,m) = d. Potom pro kazZdé x € ap, plati ged(x,m) = d.
Dikaz. Uvazujme libovolné z € @,,. Jak vime (Lemma 4.4), muzeme ¢islo z zapsat ve tvaru
x =km+ a. (4.42)

Ukézeme, ze ¢islo d = ged(a, m) je spoleénym délitelem éisel m a x.
Protoze d = ged(a,m), je d délitelem ¢isla m i ¢isla a. Z toho plyne, ze m = kid
a a = kaod, kde ki, ko € Z. Dosazenim do (4.42) obdrzime

x = kkid + kod. (4.43)
246
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To vSak znamend, Ze
x = (kki + k2)d (4.44)
—
k3€Z

a ukazali jsme tak, ze d je délitelem ¢isla m i ¢isla x. Je vSak d nejvétsim spole¢nym délitelem
¢isel m a x? Sporem dokdzeme, Ze ano.

Predpokladejme, ze ¢islo D, D > d je nejvétsim spolecnym délitelem c¢isel m a x, to jest
D = ged(x,m). To by znamenalo, ze m = 21D a x = z3D. Dosazenim do (4.42) obdrzime

29D =kz1 D + a. (4.45)

Odtud a = 29D — kz1D = (23 — kz1)D. To by ovSem znamenalo, ze ¢islo D je délitelem
¢isla a a také musi byt délitelem ¢isla m (protoze D = ged(x,m)). Cislo D by pak bylo
spolecnym délitelem cisel a a m. Ale to je spor, protoze D je podle predpokladu vétsi, nez
nejvetsi spolecny délitel ¢isel a a m!
Znamend to tedy, ze ¢islo d = ged(a, m) je nejvétsim spolecnym délitelem cisla x a m.
To jest,
d = ged(a,m) = ged(xz, m).

O]

Z Lemmatu 4.17 pak plyne, ze kdyz je ¢islo a nesoudélné s cislem m, pak také vSechny
¢isla ze zbytkové tiidy @, jsou nesoudélna s ¢islem m.

Nyni zavedeme pojem redukovany systém zbytkovych trid. Nejde o nic slozitého, jen ze
systému vsech zbytkovych trid modulo m odstranime zbytkové tridy, které obsahuji cisla
soudélna® s éislem m.

1To jest ¢&isla, jejichZ nejvétsi spoleény délitel s &islem m je vétsi nez 1.
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Definice 4.18. (Redukovany systém zbytkovijch trid) Redukovanym systémem zbytkovych " 5
tTid modulo m nazveme systém mnozin ’5% 4

Ry, ={am | a € Z,gcd(a,m) = 1}

e
Poznamka 4.19. Podet zbytkovych tiid v redukovaném systému zbytkovych tiid modulo D oo
m je rovno poctu prirozenych ¢isel mensich, nebo rovnych ¢islu m, ktera jsou s m nesoudélna.
Toto ¢islo znacime ¢(m). Napiiklad ¢(6) = 2, nebot mezi ¢isly 1, 2, 3, 4, 5, 6 jsou jen dve,
ktera jsou s ¢islem 6 nesoudélnd (jsou to ¢isla 1 a 5).
Funkce ¢(m), kterd ¢islu m pfirazuje pocet prirozenych ¢isel mensich, nebo rovnych m
nesoudélnych s m, se nazyva FEulerova funkce. Blize se s ni seznamime v podkapitole 6.1

Daéle dokazeme, ze vynasobenim dvou ¢isel nesoudélnych s ¢islem m obdrzime opét ¢islo
nesoudélné s m.

Lemma 4.20. Necht a,b € Z. Jestlize ged(a, m) = ged(b, m) = 1, potom ged(ab, m) = 1.

Diikaz. Podle predpokladu véty je ged(a, m) = ged(b, m) = 1. Podle Lemmatu 1.22 existuji
T1,Y1, X2, Yy2 € Z takové, ze

ar1+my; =1 a také bxo +mys =1

Odtud
(az1 +myy) (bxa + my2) = 1

ax1bxo + axymys + myi1brs + myimys = 1

abxy o + m(az1ys 54%151‘2 +yimy2) = 1



Vidime, ze existuji z,y € Z takové, ze abxr + my = 1. Jestlize d = ged(ab, m), pak ab = kid
a m = kod, kde k1, ko jsou néjaka celd cisla a plati

abr +my = 1
kidr + kody = 1

d(kiz + kay) = 1

7 posledni rovnosti vyplyva, ze ¢islo d déli jednicku. Proto d muze byt jen 1, nebo —1. Ale
d = ged(ab, m) a nejvétsi spolecny délitel dvou celych ¢isel je z definice nezdporny. Proto
d = ged(ab,m) = 1. O

Disledek 4.21. Disledek Lemmatu 4.20 je nésledujici. Jestlize @, a by, jsou zbytkové
tridy, které patii do redukovaného systému zbytkovych tiid modulo m, pak také zbytkova
t¥ida ab,, patii do redukovaného systému zbytkovych tiid modulo m.

Jednoduse a elegantné je tento poznatek mozno matematicky zapsat nasledujicim zpt-
sobem

Y @y bm € Ry @ abym, € Rp.

Priklad 4.22. Nyni provedeme jedno malé, ale snad zajimavé pozorovani. Vezméme si
zbytkové t¥idy modulo 8 :

0,1,2,3,4,5,6, 7.
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Vyskrtneme ty zbytkové tiidy, které obsahuji ¢isla soudélna! s ¢islem 8 a ztistane ndm
redukovany systém zbytkovych tiid modulo 8:

Rg = {T, 3,5, 7}.
Vybereme si libovolnou z téchto zbytkovych tiid. Tfeba 3. Do to této zbytkové t¥idy patii
napiiklad ¢islo ti (fikame, Ze je jejim reprezentantem). Vyndsobme postupné ¢islo 3 repre-

zentanty vSech zbytkovych tiid z Rg, to jest napriklad ¢isly 1, 3, 5 a 7. Do jakych zbytkovych
trid budou patrit vysledky? Jednoduse to zjistime z nasledujicich kongruenci

1.3 = 3 = 3(mod8)
33 = 9 = 1(mod38)
53 = 15 = 7(modg) (4.46)
7-3 = 21 = 5(mod8)

Vsimnéme si ¢isel na pravych stranach uvedenych kongruenci! Jsou zde opét reprezen-
tanti vsech zbytkovych trid z Rg, tj. ¢isla 3, 1, 7 a 5.

Nédhoda! Nahoda? Nu coz, zkusme totéz ale misto trojky budeme nasobit tieba ¢islo 5.
Obdrzime kongruence

15 = 5 = 5(mod8),
3.5 = 15 = 7(mod83),
55 = 25 = 1(mod8), (4.47)
75 = 35 = 3(mod8).

Jak vidno, na pravych strandch kongruenci jsou opét reprezentanti vSech zbytkovych
ttid z Rg, tj. ¢isla 5, 7, 1 a 3. Uvidime, zZe se o ndhodu nejedna. Naopak, jde o schwerpunkt

!Jsou to zbytkové tiidy 0, 2, 4, a6, protoze ged(0,8) = 8, ged(2,8) = 2, ged(4,8) = 4 a ged(6,8) = 2.
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dikazu Eulerovy véty! Ukazme si na konkrétnim prikladu, Ze na pravych stranidch nemohou
vyjit dvé stejna cisla. Nemiize ndhodou 3-5 vyjit stejné jako 2-57 Potom by muselo platit

3-5 = 2-5(mod38). (4.48)

Cislo 5 patii do redukovaného systému zbytkovych tifd modulo 8, to znamend, ze
ged(5,8) = 1 a muzeme proto v kongruenci (4.48) kratit ¢islem 5. Obdrzime vztah

3 = 2(mod8). (4.49)

To je ovSem spor, ¢isla 3 a 2 jisté nejsou kongruentni modulo 8, nebot jde o navzijem
rizné ¢isla mezi 0 a 8. Obecné pro kazdé 71,73 € Rg, 71 # T2 musi platit

T1'58 ;é T2'58.

Pravé proto jsou vsechna ¢isla na pravych strandch kongruenci (4.47) navzajem ruznd.

Déle si vSimnéme, ze kongruenci (4.47) je presné tolik, kolik je zbytkovych t¥id v Ry,.
Podle Poznamky 4.19 je jich ¢(8) = 4. Navic, podle Véty 4.6, muzeme c¢isla na levych
a pravych strandch kongruenci vynasobit. Z (4.47) pak plyne

1-3-5-7-5* = 5.7-1-3(mod8),
(4.50)
1-3.-5-7-5¢®) = 5.7.1-3(mod8),

Cislo 1-3-5-7 je s ¢islem 8 (podle Lemmatu 4.20) nesoudélné. Proto miiZeme obé strany
kongruence (4.50) podélit ¢islem 1-3-5-7 (Véta 4.9). Vysledny vztah ma tvar

5¢®) = 1(mod 8). 4.51
25(I ) (4.51)
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Obdobné bychom z kongruenci (4.46) mohli odvodit vztah
3¢®) = 1(mod 8). (4.52)
Vztahy (4.51) a (4.52) zobecnuje Fermatova - Eulerova véta.
Véta 4.23. (Fermatova - Eulerova) Necht ged(a,m) = 1. Potom
a?™ = 1(mod m).

Dikaz. Oznac¢me (viz 4.19) prvky redukovaného systému zbytkovych tiid modulo m nésle-
dovné

R’m = {H,T_Q, ooo 7T4p(m)}7

kde 1 < r; < m pro vSechna i € {1,2,...,¢(m)}.

Podle predpokladu véty je ¢islo a nesoudélné s m a také vSechna ¢isla r;, i € {1,2,...,o(m)}|}
jsou nesoudélnd s m. Proto, podle Lemmatu 4.20, je ¢islo ar; nesoudélné s m. A tak mizeme
tici, ze ar; je nékterd ze zbytkovych tiid z R,,. Nevime v tuto chvili kterd, ale to nevadi,
ozna¢me ji z;, kde 1 < z; £ m pro vSechna i € {1,2,...,¢(m)}.

Dostavame tak soustavu kongruenci

ar; = zi(modm),
ary = z(modm),
2 2( ) (4.53)
aTg(m) = Zp(m)(modm).
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Jejich vynasobenim obdrzime
a?™piry - “Tio(m) = 2122 * * * Zp(m) (Od T0). (4.54)

Cisla 21, 22, . . ., Zy(m) ha pravych strandch kongruenci (4.53) jsou navzdjem rtiznd, nebot
ze vztahu
z; = zj(mod m)

okamzité plyne
ar; = arj(modm)

a odtud*
r; = rj(modm).

Pro 7; # r; proto dostdvdme z; # z;. Je tedy ziejmé, Ze kazdé z ¢isel z; je rovno
nékterému z ¢isel 74, kde i € {1,2,...,¢(m)}. Proto

riro - - Tgo(m) = 2129 """ zgo(m) (455)
Dosadime z (4.55) do (4.54) a obdrzime tak
TirY - r(p(m)a‘p(m) = 1% > > * Figim) (modm). (4.56)

Cislo ri7g - - To(m) J€ Jisté s Cislem m nesoudélné, nebot vsechna cisla 71, 7o, ..., Ty(m)
jsou s m nesoudélné. Muzeme proto v kongruenci (4.56) kratit ¢islem 77y - - - To(m)- Odtud

a?™ = 1(mod m).

'gcd(a,m) = 1, v dané kongruenci proto mizeme kratit &islem a.
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Poznamka 4.24. Muzete si klast otazku, jak vypada situace v pripadé, kdy predpoklad
Fermatovy - Eulerovy véty ged(a, m) = 1 neni splnén. Nebylo by presto tvrzeni Fermatovy
- Eulerovy véty pravdivé?

Ukézeme protipiiklad! Uvazme pripad, kdy m = 6, a = 4. Potom ¢(m) = ¢(6) = 2,
nebot z Cisel 1, 2, 3, 4, 5, 6 jsou jen dvé nesoudélna s ¢islem 6. Navic plati

a?™ = 4906 — 42 — 16 = 4(mod 6).

Vidime, 7e v tomto p¥ipadé neni splnéno a?("™) = 1(mod m).

V pripadé, ze m = p, kde p je prvocislo, dostavame specialni ptipad Fermatovy - Eulerovy
véty, ktery je znam jako Mald Fermatova véta.

Véta 4.25. (Mala Fermatova) Necht p je prvocislo a ged(a,p) = 1. Potom

a’~! = 1(modp). (4.57)

Diikaz. Mala Fermatova véta je piimym dusledkem obecnéjsi Fermatovy - Eulerovy Véty
4.23. Podle ni, v pripadé, ze ged(a, p) = 1, musi platit
a?®) = 1(mod p). (4.58)
Nyni si sta¢i jen uvédomit, ze ¢(p) je pocet ¢isel nesoudélnych s ¢islem p, které vybirdme
z mnoziny {1,2,...,p — 1,p}. Ale p je prvocislo, proto jsou vSechny ¢isla z této mnoziny
s p nesoudélna — kromé jediného, a to ¢isla p. Proto ¢(p) = p — 1. Nyni jen sta¢i dosadit za
©(p) do kongruence (4.58). Obdrzime touzebné ocekavany vztah

a?~! = 1(modp).
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Poznamka 4.26. Muzete si klast otdzku, zda je predpoklad ged(a, p) = 1 v Malé Fermatové
vété nutny. V pripadé obecnéjsi Fermatovy - Eulerovy Véty 4.23 predpoklad ged(a,m) = 1
nutny byl, jak jsme vidéli v Poznamce 4.24. U specialniho tvrzeni by vsak mozna nebyl
nepostradatelny, ne?

Ne! Pozadavek ged(a,p) = 1 v Malé Fermatové vété nutny opravdu je. Uvazme, Ze p je
prvocislo. Potom v pripadé, kdy ged(a,p) # 1, je jedind moznost ged(a,p) = p. Znamend
to, Ze a je nasobkem c¢isla p. Proto

a = 0(mod p),

a odtud
a?~! = 0(mod p).

Tvrzeni Malé Fermatovy véty by bez predpokladu ged(a, p) = 1 nebylo pravdivé. Nékdy ale
byva Mala Fermatova véta formulovana ve tvaru, kde se obejdeme bez tohoto predpokladu:

Véta 4.27. (Mald Fermatova) Necht p je prvocislo. Potom
a? = a(mod p).

Tvrzeni v tomto tvaru je pravdivé jak v pripadé ged(a,p) = 1 (plyne pak primo z Malé
Fermatovy véty, vynasobime-li kongruenci (4.57) ¢islem a), tak v pripadé ged(a,p) # 1. To
jest, v pripadé ged(a, p) = p, kdy kongruence

p =
a’? = _a (modp)
=0 =0
rikd jen to, ze
0 = 0(mod p).
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4.3.1. Cviceni

o

Vysledky, navody k feSeni a feSeni prikladii tohoto cviceni naleznete v odstavci 8.5.3.

1. V Poznédmce 4.24 bylo ukazéno, Ze kongruence a?(™ = 1(mod m) nemusi byt splnéna

v pripadé, kdy ged(a,m) # 1. Existuji néjakd ¢isla a a m, takova, ze ged(a,m) # 1 D p ZAPaboceskh
a pritom plati (™) = 1(modm)? oo

2. Pomoci Fermatovy véty naleznéte x € {0,1,...,6} spliujici kongruenci z = 232%(mod 7).J]

3. Pomoci Fermatovy véty naleznéte = € {0, 1,2} spliujici kongruenci 5z = 1(mod 3).

4. Pomoci Fermatovy véty naleznéte z € {0, 1,2} spliujici kongruenci
222 + 52 + 1 = 0(mod 3). Obsah
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V nasledujicim testu si mtzete ovérit své znalosti tykajici se relace kongruence na mnoziné
celych cisel. Za kazdou spravnou odpovéd v dané otdzce obdrzite jeden bod, za kazdou
Spatnou odpovéd jeden ztracite. Spravna c¢iselnd odpovéd je hodnocena jednim bodem,
nespravnd nula body. Pro ukonceni testu kliknéte na tlac¢itko Konec testu. Spravné odpovedi
se objevi po kliknuti na tlac¢itko Oprava testu. Spravné c¢iselné odpovédi se zobrazi tak, ze
u dané otazky kliknete na tlacitko Spravna odpoved. Pozor! Tato spravna ¢iselna odpovéd na
otazku x-tou se zobrazi v rdmeccich u vsech otazek. Pro spravné ¢iselné odpovédi u jinych

otazek je proto potfeba u nich opét kliknout na tlacitko Spravna odpoved.
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. Symbolicky zépis 122 = 13(mod 11) vyjadiuje, ze (dokonéete tak, aby vznikl pravdivy
vyrok)

(a) ¢islo 122 a 13 davaji pti déleni ¢islem 11 stejny zbytek (coz ve skute¢nosti neplati).
(b) ¢islo 122 dava pri déleni ¢islem 11 zbytek 13 (coz ve skutec¢nosti neplati).

. Urcete hodnotu ¢isla « € {0,1,...,5} tak, aby platilo 2 = 28(mod 6). Vysledek napiste
do ramecku.
xTr =

. Zbytkova ti{da 2 modulo 3 (zna¢ime téZ 23) je mnozina (dokoncete tak, aby vznikl
pravdivy vyrok)
(a) {z €Z | z=2(mod 3)}.

(b) {2}
(c) {3k +2| k€ Z}.

. Necht a,b,c € Z jsou libovolna celd ¢isla. Potom plati (dokoncete tak, aby vznikl
pravdivy vyrok)

(a) a = b(mod 3) = ca = cb(mod 3).

(b) ca = cb(mod 3) = a = b(mod 3).

(¢) 2a = 2b(mod 3) = a = b(mod 3), nebot ged(2,3) = 1.

. O linearni kongruenci 3z = 2(mod 16) mtzeme fici, ze (vyberte pravdivé tvrzeni s ko-

rektnim zduvodnénim):
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(a) M4 jediné feSeni, nebot vSechny linedrni kongruence maji jediné reseni.
(b) M4 jediné feseni, nebot ged(3,16) = 1.

(c) M& nekone¢né mnoho feseni, nebot ged(3,2) = 1.

(d) Nema4 feseni, nebot 16 neni prvocislo.

. O linearni kongruenci 3z = 6(mod 15) muzeme Fici, ze (vyberte pravdivé tvrzeni s ko-
rektnim zduvodnénim):

(a) M4 jediné feSeni, nebot vSechny linedrni kongruence maji jediné reseni.
(b) Ma t¥i feseni, nebot ged(3,15) = 3 a ¢islo 6 je délitelné ¢islem 3.

(¢) M4 nekoneéné mnoho feseni, nebot ged(3,6) = 3.

(d) Nema4 feseni, nebot 15 neni prvocislo.

. O linearni kongruenci 3z = 2(mod 15) muzeme Fici, ze (vyberte pravdivé tvrzeni s ko-
rektnim zduvodnénim):

(a) M4 jediné feseni, nebot vsechny linedrni kongruence maji jediné reseni.
(b) M4 t¥i feseni, nebot koeficient u z je roven 3.

(¢) M4 nekoneéné mnoho feseni, nebot ged(3,2) = 1.

(d) Nemé feseni, nebot ged(3,15) = 3 a ¢islo 2 neni délitelné ¢islem 3.

. Urcete x1, 22 € {0,1,...,5}, 21 # =2 splnujici kongruenci 2z = 28(mod 6). Hodnotu
1 + xo napiste do ramecku.
1+ X2 =

. Redukovany systém zbytkovych t¥id modulo 12 (dokoncete tak, aby vznikl pravdivy
vyrok)
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c) je systém zbytkovych t¥id Ria = {@12 | a € Z,ged(a,m) = 1}.
d) je systém zbytkovych tiid Ri2 = {Gi2 | a € {1,2,...,11},gcd(a,m) = 1}. D

(a) tvori ZbytkOVé tf‘idy Glg,Tlg, N ,ﬁlg,. “ 7
(b) tvo¥i zbytkové t¥idy T12,512, 712 & 1110. N4
(c)

(d)

ZAPADOCESKA
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10. Véta Fermatova — Eulerova rikd (vyberte vyrok):

(a) Necht ged(a,m) = 1. Potom a#™~1 = 1(modm).
(b) Necht ged(a, m) = 1. Potom a¥(™ = 0(mod m).
(¢) Necht ged(a, m) = 1. Potom a¥™ = 1(modm).
(d) Necht ged(a, m) # 1. Potom a#™ = 1(modm).

11. Mald Fermatova véta (dokoncete tak, aby vznikl pravdivy vyrok)

(a) Tik4 : Necht ged(a,p) = 1. Potom a?~! = 1(mod p).

(b) ¥k4 : Necht p je prvoéislo a ged(a,p) = 1. Potom a?~! = 1(mod p).
(c)

(d)

¢) je zobecnénim Fermatovy — Eulerovy véty.
d) je specidlnim piipadem Fermatovy — Eulerovy véty.

Pocet spravné a tplné zodpovézenych otazek:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:
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Kapitola 5

Operace na 7y,

V algebre se zavadi obecné pojmy inverzni prvek a neutralni prvek. Jejich vyznam objasnime
nejprve na konkrétnich prikladech a poté definujeme pojem inverzniho a neutralniho prvku
pouze pro nas konkrétni pripad.

Takze nejprve par prikladi. Vzdy budeme potfebovat néjakou mnozinu a na ni defi-
novanou operaci. Nejprve néco ze zakladni skoly. Vezméme mnozinu vsech celych ¢isel Z.
A operaci scitani celjjch cisel. Neutralnim prvkem vzhledem ke séitani celych cisel je ¢islo
0, nebot at vezmu jakékoli ¢islo z € Z, a pri¢tu k nému nulu, viibec nic se nestane, to jest
a+0 =0+ a = a (pfesné to pozadujeme od neutralniho prvku). Inverzni prvek k ¢islu
a € Z je to ¢islo x € Z splnujici rovnost a + x = x + a = 0. To jest, seCtenim prvku
a jeho prvku inverzniho vzhledem ke s¢itani musi vyjit neutralni prvek vzhledem ke scitani.
Piiklad s konkrétnimi ¢isly:

3+ (-3)=0.
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Proto ¢islo —3 je prvkem inverznim k ¢islu 3 vzhledem ke scitani celych ¢isel. Obdobné ¢islo
—5 je prvkem inverznim k ¢islu 5 vzhledem ke scitani celych cisel a tak dale.

Nicméné nemusime se omezit pouze na operaci sc¢itani celych cisel. Jako dalsi priklad
vezméme operaci nasobeni celych ¢isel. Neutralnim prvkem vzhledem k nasobeni celych ¢isel
je ¢islo 1, nebot pro libovolné a € Z platia-1=1-a = a.

Dokazete nalézt prvek inverzni k prvku —1 vzhledem k nasobeni celych ¢isel? No ano,
vyborné, je jim samo ¢islo —1, nebot (—1) - (—1) = 1. Vyndsobenim prvku a jeho inverze
vzhledem k nasobeni musi vyjit prvek neutralni vzhledem k nasobeni. Dokazeme najit prvek
inverzni vzhledem k nasobeni celych ¢isel k prvku 37 Ne, nenajdeme! Neexistuje celé éislo
x, které by spliovalo x - 3 = 1. Takové x sice zname, je jim ¢islo %, ale to neni cislo celé! Je
to ¢islo racionalni. Proto mtzeme fici, ze ¢islo 3 nema inverzni prvek vzhledem k nasobeni
celych cisel. Ale ma inverzni prvek % vzhledem k nésobeni raciondlnich ¢isel (trojka je celé,
ale i raciondlni ¢islo).

Nu a jakou my si zvolime mnozinu a operaci pro dalsi zkoumani? Oznac¢me Z,, mnozinu
vsech zbytkovych tfid modulo n. To bude mnozina naseho zdjmu. A operace? Budeme
nasobit zbytkové tfidy. To jde? Ale ano, fantazii se meze nekladou, klidné mizeme vymyslet
nasobeni prasatek v chlivku. Stacilo by definovat, které prasatko mé vyjit pokud vynésobime
Pasika s Marenkou, které vyjde po vynasobeni Aleska s Karlem a tak dal. My se ale vratme
k nasobeni zbytkovych tiid. V definici popiSeme jak na to.

Definice 5.1. Operaci - : Zy, X Z,, — Zy, (nésobeni zbytkovych t¥id modulo n) definujeme
pro kazdé a,, b, € Z, predpisem B -

Q- by, = aby,
Pro jednoduchost budeme misto zapisu @, - by, pouzivat zapis Gnbp. V pripade, kdy je jasné,
ze jde o zbytkové tridy modulo n, budeme zapis a, - b,, zkracovat na ab.
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Jak vidno z Véty 4.6, nezélezi na vybéru reprezentantii ze zbytkovych tiid @ a b, proto
je nase definice nasobeni zbytkovych tiid modulo n korektnil.

Podle definice 3-4 =12 =0, 2-5 = 10 = 4 a tak ddle. VSechny moZné souciny v Zg muzeme
znazornit v Tabulce 5.1. Pro prehlednost zapisu v tabulce pro oznaceni zbytkové tridy @
pouzijeme pouze a. Naptiklad misto 2 napiSeme pouze ¢islo 2. Chceme-li v tabulce nalézt
soucin zbytkovych tiid 3 a 4, staci se podivat na ¢islo, které je v fddku nadepsaném ¢islem
3 a v sloupci nadepsaném ¢islem 4. Je jim ¢islo 0, coz znamené, Ze 3 -4 = 0.

Tab. 5.1 Tabulka nasobeni v Zg.

(e}l Hen)l Fen) Nen) Nen) Nen) Nan)
Y| W N = O] -
=INN O INOIN
WO W O|WwW oW
| ol | o i
=N W | U O Ot

Uk | WINHFHO

Vybér reprezentantii by obecné vzato mohl byt problém. UkaZeme si na konkrétnich &slech. Vezméme
zbytkové t¥{dy modulo 5. Podle Definice 5.1 plati 3545 = 125. My vSak vime, Ze 35 = 85 a také 45 = 95. Potom
ale 3545 = 8595 = 725. Dospéli jsme tak zdanlivé ke dvéma riznym vysledktim 3545 = 125 a 3545 = 725.
Problém by nastal, kdyby 125 # 725. My ale diky Vété 4.6 vime, Ze kdyZ 3 = 8(mod 5) a také 4 = 9(mod 5),
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pak 3-4 =8-9(mod5). To jest, 12 = 72(mod 5). To ale znamend, ze 125 = 725. A opravdu, 125 = 725 = 25.
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Veéta 5.3. Operace - : Ly, X Ly — L, nasobeni zbytkovych trid modulo n, je komutativni. . =
To jest, pro kazdé ay, b, € Z, plati :3:,* 4

an'bn=l_7n' n

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
Diikaz. Dikaz je zalozen na komutativnosti operace nasobeni celych ¢isel. Potom oo

n - by = ab, = ba, = by, - Gy.
O

Poznamenejme, ze v Tabulce 5.1 se komutativnost nasobeni zbytkovych tiid projevi
v jeji symetricnosti podle diagonaly. Déle definujeme neutralni prvek vzhledem k nasobeni
zbytkovych trid.

Definice 5.4. Neutrdlnim prvkem vzhledem k operaci - : Z,, X Z,, — Z, (nisobeni zbyt-
kovych t¥id modulo n) je zbytkova tiida iy € Zy splijici pro kazdé @,, € Z, rovnosti

gy, © T, = iy

Zbytkova tiida 4, z Definice 5.4, jez mé byti neutrdlnim prvkem vzhledem k nasobeni
zbytkovych tiid, je ponékud zahadna. V tuto chvili nevime konkrétné, ktera to je. Odhalme

jejl totoznost!

Véta 5.5. Neutrdlnim prokem vzhledem k operaci - : Zp, X Ly, — Ly, (ndsobeni zbytkovijch

trid modulo ) je 2bytkovd trida 1, € Z,.
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Drikaz. Dikaz je zalozen na poznatku, ze ¢islo 1 je neutrdlnim prvkem vzhledem k operaci
nasobeni celych c¢isel. Potom je zrejmé, ze pro kazdé @, € Z, jsou splnény rovnosti

O

Konecné se dostavame k definici pojmu inverzniho prvku vzhledem k nasobeni zbytko-
vych t¥id.

Definice 5.6. Zbytkovou tfidu Z,, nazveme inverznim prvkem k prvku a, vzhledem k ope-
raci nasobeni zbytkovych trid modulo n, pravé kdyz plati

T - Gn = L.

Znadime T, = @, '. V piipadé, kdy je jasné, Ze jde o zbytkové tiidy modulo n, budeme
73pis T, = @, ' zkracovat na T = a _'. Zbytkovou tiidu @, ! téZ nazyviame multiplikativni

inverzi k a,.

Definici médme za sebou. Vyvstava problém jak k zadané zbytkové tridé najit jeji inverzi?
A existuje ke kazdé zbytkové tiidé inverze?

Priklad 5.7. Zjistime, které zbytkové ttidy modulo 9 maji vzhledem k nasobeni inverzi.
Prozkoumejme Tabulku 5.2, kde je popsano nasobeni zbytkovych tiid modulo 9.
Je z ni patrno, ze
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Zjistili jsme tak, zZe inverzi vzhledem k ndsobeni v Zg maji pouze zbytkové tiidy 1, 2, 4, 5,
7 a 8, nebot nikdy jindy pfi nasobeni zbytkovych tiid modulo 9 nevyjde ¢éislo 1. VSimnéme
si, ze ged(1,9) = 1, ged(2,9) = 1, ged(4,9) = 1, ged(5,9) = 1 a také ged(7,9) = 1. Proti
tomu ged(0,9) =9 > 1, ged(3,9) =3 > 1, ged(6,9) = 3 > 1. V dalsim textu ukazeme, ze
to neni nahoda.

Daéle si vSimnéme, ze ty zbytkové tridy, k nimz existuje inverzni prvek, maji jediny
inverzni prvek.

Véta 5.8. Zbytkovd trida T,, € Z, je multiplikativni inverzi zbytkové tridy @, € Z, prdvé
tehdy, kdyz
ax = 1(modn).

Dikaz. Tvrzeni Véty 5.8 je piimym dusledkem Definice 5.6 (definice inverzniho prvku),
nebot rovnost T, - @, = 1, je splnéna pravé tehdy (viz Definice 5.1) kdyz Ta,, = 1,. To je
ovsem ekvivalentni s tvrzenim ax = 1(modn). O
Véta 5.9. Zbytkovd trida a, € Z, md multiplikativni inverzi prdve tehdy, kdyz

ged(a,n) = 1.

Pokud multiplikativni inverze existuje, pak je jedind.
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Diikaz. Podle Véty 5.8 ma zbytkova tiida @, € Z, multiplikativni inverzi z, € Z, pravé
tehdy, kdyz
ax = 1(modn). (5.1)

Kongruence (5.1) m4 vsak feSeni pravé tehdy, kdyz ged(a,n) = 1 a toto Teseni je jediné (viz
Véta 4.14). 0
5.0.1. Cviceni

Vysledky, navody k feSeni a feSeni prikladi tohoto cviceni naleznete v odstavci 8.6.1.

1. Véta 5.5 1ikd, ze neutrdlnim prvkem vzhledem k operaci nasobeni zbytkovych trid
modulo n je zbytkova ti¥ida 1,. Nemfize ale roli neutralnftho prvku hrat i jind zbyt-
kova tfida ze Z,7 Dokazte, Ze ne, Ze existuje pouze jediny neutralni prvek vzhledem
k operaci nésobeni zbytkovych t¥id (Definice 5.1).

2. Dokazte, ze ke kazdému prvku v Z, — {0, } existuje jeho prvek inverzni (vzhledem
k nasobeni) pravé tehdy, kdyz n je prvocislo.

3. Vytvorte tabulku nasobeni zbytkovych tiid modulo 7.

4. Pomoci tabulky nasobeni v Z7 vyfeste linedrni kongruence 3z = 2(mod 7) a —5z = —
—2(mod 7).

5. Pomoci tabulky ndsobeni v Z7 naleznéte inverzni prvek (vzhledem k nésobeni zbyt-
kovych t¥id v Z7) ke zbytkové t¥idé 47.

6. Pomoci tabulky ndsobeni v Z7 naleznéte inverzni prvek (vzhledem k nasobeni zbyt-

kovych t¥id v Z7) ke zbytkové tiidé 572.67
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7. Naleznéte inverzni prvek (vzhledem k ndsobeni zbytkovych t¥id v Z7) ke zbytkové
t¥{dé 47 pomoci Fermatovy-Eulerovy véty (Véta 4.23).

8. Naleznéte inverzni prvek (vzhledem k nédsobeni zbytkovych tiid v Z;) ke zbytkové
ti{dé 57 pomoci Fermatovy-Eulerovy véty (Véta 4.23).

5.1. Test

V nésledujicim testu si muzete ovérit své znalosti tykajici se operaci sc¢itani a nasobeni
zbytkovych tiid. Za kazdou spravnou odpovéd v dané otazce obdrzite jeden bod, za kazdou
Spatnou odpovéd jeden ztracite. Spravna ciselnd odpovéd je hodnocena jednim bodem,
nespravna nula body. Pro ukonceni testu kliknéte na tlacitko Konec testu. Spravné odpovedi
se objevi po kliknut{ na tlac¢itko Oprava testu. Spravné Ciselné odpovédi se zobrazi tak, ze
u dané otazky kliknete na tlacitko Spravna odpoved. Pozor! Tato spravné ¢iselnd odpovéd na
otazku x-tou se zobrazi v rdmeccich u vsech otazek. Pro spravné ¢iselné odpovédi u jinych
otazek je proto potfeba u nich opét kliknout na tlacitko Spravna odpoved.

1. Vyberte pravdivé vyroky

(b) 97 + 37 = 87
(c) 57 +37 =15
(d) 57 —|—§7 = —67
(e) 57 + 37 = E7
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. Vyberte pravdivé vyroky
e/
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. Multiplikativn{ inverzi ke zbytkové ti{dé 25 je zbytkovd tfida (vyberte spravnou odpovéd
se spravnym zduvodnénim ):

(a) 35, nebot 25 + 35 = 05

(b) 35, nebot §5 . 35 = 65 = T5

. Multiplikativn{ inverze ke zbytkové t¥idé 65 (dokoncete tak, aby vznikl pravdivy vyrok):
(a) je zbytkova t¥ida 4g

(b) je zbytkova t¥ida Tg

(¢) neexistuje, protoze ged(6,8) # 1

. Vyberte pravdivé vyroky

(a) Pro kazdé n € N plati: Kazda zbytkova tiida v Z, méa multiplikativni inverzi.

(b) Kazda zbytkova tfida v Zs ma multiplikativni inverzi.

(¢c) Kazd4 zbytkova tiida v Zs — {05} ma multiplikativni inverzi.

(d) Pro kazdé prvoéislo p plati: Kazda zbytkova t¥ida v Z, — {0,} ma multiplikativni
inverzi.
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(e) Kazda zbytkova t¥ida v Z, — {0,} ma multiplikativn{ inverzi pravé tehdy, kdyz p je I!V!I

® wasds
prvodislo. N4
LT

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L

Pocet spravné a tplné zodpovézenych otazek:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:
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Aritmetické funkce

Obsah

Jako aritmetické funkce oznacujeme ty redlné, ¢i komplexni funkce, jejichz definiénim obo- 271. strana ze 384
rem je mnozina prirozenych ¢isel. Za aritmetickou funkci tak vlastné mtzeme povazovat
libovolnou posloupnost realnych, nebo komplexnich ¢isel. Nicméné zajimavé pro nas budou
v dalsim textu jen nemnohé z nich.

Napftiklad nas bude zajimat, kolik riiznych délitelt ma ¢islo 6. Snadno zjistime, ze déliteli
Sestky jsou ¢isla 1, 2, 3 a 6. Jsou tedy celkem ¢tyti. Jak ale jisté tusite, bude nas zajimat, jak
urc¢it pocet délitelt obecné pro néjaké c¢islo n. Pouzijeme standardni matematickou fintu.
Oznacme pro kazdé prirozené ¢islo n pocet jeho délitelu jako og(n). Vytvorili jsme tak
funkeil, kterd ¢islu n p¥itazuje pocet jeho déliteli og(n). Zbyva jiz jen drobnost - prozkoumat
vlastnosti této funkce a pravym splnénim snu by byl objev néjakého jednoduchého predpisu?

5
"l

LA jiz jsme uréili i jednu z jejich nekoneéné mnoha funkénich hodnot: oo (6) =4 :) ! Zaviit dokument
2Je tu samoziejmé moznost projit viechna Gisla mensi, nebo rovna n a zjistit, kterd jsou déliteli ¢isla
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umorznujiciho urcit hodnotu og(n) pro zadané n.

Podobné miizeme definovat funkci o1, kde o1(n) oznacuje soucet déliteld! é&isla n. Na-
semu zdjmu se ovSem jako prvni bude tésit takzvand Eulerova funkce ¢, kde p(n) oznacuje
pocet ¢isel mensich, nebo rovnych n, kterd jsou s n nesoudélna.

6.1. Eulerova funkce
Nejprve uvedeme definici Eulerovy funkce

Definice 6.1. (Eulerova funkce) Eulerova funkce ¢ je ddna predpisem

o(n)=#{ke{l,2,...,n} | ged(k,n) = 1}.

To jest, p(n) je pocet ¢isel mensich, nebo rovnych n, kterd jsou s n nesoudélna.

Poznamka 6.2. Vzhledem k tvrzeni Lemmatu 4.17 muzeme tvrdit, Ze ¢(n) ma téz vyznam
poctu zbytkovych tfid modulo n, které obsahuji ¢isla nesoudélna s n. To jest, pocet prvku
redukovaného systému zbytkovych tfid modulo n je roven ¢(n).

Nyni si polozme otézku, jak urcit hodnotu ¢(n) pro zadané n. VSimnéme si, ze v pripadé,
kdy n je rovno néjakému prvocislu p, je to jednoduché. S prvocislem p jsou nesoudélna
vSechna ¢isla mensi nez p a je jich p — 1. Napriklad s prvocislem 5 jsou nesoudélna ¢isla 1,
2, 3 a 4. Proto ¢(5) = 4 Tento nas prvni objev mizeme zformulovat nasledovné.

n. Nicméné tento postup je pracny a neuspokojuje nasi potrebu nalézt néjaké vychytrale jednoduché feseni
zadaného problému.
'Napiiklad 01(6) = 1+2+ 3+ 6 = 12.
272
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Véta 6.3. Pro kazdé prvocislo p plati
e(p)=p—1L
Jak vSak uréime ¢(n) v pripadé, ze n neni prvocislo? Pro tento ucel je mozné vyuzit
znalosti kanonického rozkladu ¢isla n. Nez tak ale ucinime, vydame se ve studiu zdanlivé

jinym smérem. Prostudujme nejprve jeden konkrétni priklad.

Priklad 6.4. Uvazujme dvé nesoudélnd cisla, napriklad 4 a 3. A dale vypoc¢téme vSechna

¢isla ve tvaru a4 + b3, kde za a budeme dosazovat ¢isla z mnoziny {0,1,...,3 —1} azab
¢isla z mnoziny {0,1,...,4 — 1}. Pro prehlednost uvedeme vysledky v tabulce
a\b 0 1 2 3
0 0-44+0-3= 0-4+1-3= 0-4+2-3= 0-443-3=
0 3 6 9
1 1-4+0-3 = 1-441-3 = 1-44 2.3 = 144 3.3 =
4 7 10 13
5 24+0-3= 2-441-3= 2:4+42-3= 2:443-3=
8 11 14 17

Nic zajimavého? Mozna na prvni pohled, ale zkuste si urcit, do jakych zbytkovych trid
modulo 4-3 = 12 obdrzené vysledky patfi. Tabulka pak bude vypadat takto:
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a\b 0 1 2 3

o | 04+03= [ 04+13= | 0:4+23= | 0:4+33=
0 3 6 9

| | T4+03= | T4+13= | 14+23= | 14+33=
4 7 10 1

, | 24+03= | 24+13= | 24+23= | 2:4+33=
8 11 2 5

Uz je to prekvapivéjsi? V tabulce se objevily vsechny zbytky modulo 12. Kazdé ze
zkoumanych ¢isel ve tvaru a4+b3, kde za a budeme dosazovat ¢isla z mnoziny {0,1,...,3—1}
a za b ¢isla z mnoziny {0,1,...,4—1} tak patii do jiné zbytkové t¥idy modulo 12. A protoze
takovych cisel je pravé 12, jsou tato Cisla reprezentanty vsech zbytkovych trid modulo 12.

Vysledek predchoziho prikladu neni ndhodny. Zobecnime jej pro libovolna nesoudélnd
¢isla m a n (v Prikladu 6.4 bylo m =4 a n = 3.).

Lemma 6.5. Necht jsou ddna ¢isla m, n, kde gcd(m,n) = 1. Potom

{am +bnmn |a€{0,1,...,n—1},b€{0,1,...,m —1}} = Zp,

Dikaz. Co ze to vlastné mame dokazat?! Vytvorme vsechna ¢isla ve tvaru am + bn, kde m
a n jsou zadand nesoudélnd ¢isla. Kolik takovych cisel je? To je jednoduché! Za a dosazujeme
¢isla z mnoziny {0,1,...,n—1}. Mame proto n moznosti pro a. Obdobné, za b dosazujeme
¢isla z mnoziny {0,1,...,m — 1}. Mdme proto m moznosti pro b. Mdme tak mn moznosti
jak zvolit dvojici ¢isel (a, b).

Celkovy pocet ¢isel v pozadovaném tvaru am + bn je tedy mn. Vidime, ze je jich praveé
tolik, kolik je zbytkovych tiid modulo mn, to jest prvki mnoziny Z,,. Cisla v uvazovaném
tvaru am + bn by tak moznéd mohly patrit kQa%(Eé do jiné zbytkové tiidy modulo mn. Ale je
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N/ v

tomu skutecné tak? Patii ¢isla am + bn kazdé do jiné zbytkové tiidy modulo mn? Cilem je
ukézat, ze ano, ze pro riuzné dvojice (a,b) vychazeji ¢isla am + bn, kterd nejsou kongruentni
modulo mn.

Vezmeme dveé ¢isla aym +bin a agm + ban a zjistime, kdy jsou kongruentni modulo mn.
Resime proto kongruenci

aim + bin = agm + bayn(mod mn). (6.1)

Podle Definice 4.1 (relace kongruence) vztah (6.1) znamend, ze existuje k € Z takové,

(axm + bin) — (agm + ban) = kmn.

Po tpravé obdrzime
m(a; —ag — kn) = n(by — by)

Cisla m a n jsou nesoudélnd, musi proto platit, Ze
m | (by — b1) a zaroven n | (a; — ag — kn). (6.2)
Vztahy (6.2) muzeme zapsat ve tvaru

by = b1 (modm) a zaroven a; = ag + kn (modn).
=0

Odtud
by = bi(modm) a zéroven a; = az(modn). (6.3)

Cisla by, by patif do mnoziny {0,1,...,m — 1}. Maji-li byt kongruentni modulo m, jak
je uvedeno v (6.3), neni jind moznost, nez ig jgou si rovny.
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Také cisla ag,a1 € {0,1,...,n — 1}. Proto, maji-li byt kongruentni modulo n, jak je
uvedeno v (6.3),musi si byt rovny.

Dospéli jsme tak k zavéru, ze a1 = ao a také by = by. A to jsme potiebovalil Pro¢? Tak
si to shrnme. Dokéazali jsme implikaci

aym + bin = agm + byn(mod mn) = (a1, b1) = (az, ba). (6.4)

Vyrok logicky ekvivalentni s (6.4) je véta obménénd (viz metoda nepiimého dikazu
0.4.0.0.4). A tak muzeme ¥ici, Ze pro ruzné dvojice (a1,b1) # (az,bs) patii ¢isla aym + bin
a agm + baon do ruznych zbytkovych t¥id. A to jsme chtéli dokazat.

O

Vysledek je to pékny, coz o to, ale k ¢emu nam bude?! Vydrzte, vcas se dozvite! Udélame
jesté jednu odbocku, a to k definici multiplikativni funkce.

Definice 6.6. (Multiplikativni funkce) Aritmetickou funkci f nazveme multiplikativni
funkci, pravé kdyz pro kazdé m, n, kde ged(m,n) = 1 plati

f(mn) = f(m)f(n).

Celkem snadno zjistime, ze ne kazda funkce je multiplikativni. Vezméme naptiklad arit-
metickou funkci danou predpisem f(n) = 3n. Muzeme zvolit napiiklad m = 2, n = 3, coz
jsou nesoudélnd ¢isla, ale

£(2:3) = £(6) = 3-6 = 18 # f(2)f(3) = 3-2:3:3 = 54.

Existuji ale néjaké funkce, které multiplikativni jsou? Ano, tusite spravné! Dokézeme,
Ze nami zkoumanad funkce ¢ je multiplikativni.
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Véta 6.7. Eulerova funkce ¢ je multiplikativni. To jest, pro kazdé m, n, kde ged(m,n) = 1
plati
p(mn) = p(m)e(n).

Diikaz. Uréime hodnotu ¢(mn). Vyuzijeme poznatku Lemmatu 6.5. To fikd, ze do kazdé
ze zbytkovych trid modulo mn patti praveé jedno z cisel ve tvaru am + bn, kde m a n jsou
zadand nesoudélnd ¢isla, a € {0,1,...,n—1}, b€ {0,1,...,m — 1}. Zjistime, kolik z téchto
Cisel je nesoudélnych s ¢islem mn. To jest, zajima nés, kdy plati

ged(am + bn,mn) =1 (6.5)
Rovnost nastane pravé tehdy, kdyz plati!
ged(am 4+ bn,m) = 1 a zaroven ged(am + bn,n) =1 (6.6)
Déle uvazme, Ze rovnosti (6.6) nastanou pravé tehdy, kdyz plati
ged(bn,m) =1 a zéroven ged(am,n) =1 (6.7)
Protoze ged(m,n) = 1 (pfedpoklad véty), nastanou rovnosti (6.7) pravé kdyz
ged(b,m) =1 a zaroven ged(a,n) =1 (6.8)

Dospéli jsme tak k zavéru, ze ¢islo am + bn je nesoudélné s ¢islem mn (rovnost 6.5) prave
kdyz b je nesoudélné s m a a je nesoudélné s n (rovnosti 6.8). Takovych ¢isel b nalezneme

!Je nutné a postacuje, aby am + bn bylo nesoudélné jak s m, tak s n.
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v mnoziné {0,1,...,m — 1} pravé p(m) a ¢isel a nesoudélnych s n nalezneme v mnoziné
{0,1,...,n — 1} pravé p(n). Pocet dvojic ¢isel a a b, kde ged(b,m) = 1 a ged(a,n) =1 je
proto roven p(m)e(n).

Existuje proto pravé ¢(m)p(n) ¢isel am+bn, kde a € {0,1,...,n—1}, b€ {0,1,...,m—
— 1}, kterd jsou nesoudélnd s mn. Existuje proto prave o(m)p(n) zbytkovych trid modulo
mmn, které obsahuji ¢isla nesoudélna! s mn. Jinak feceno, pocet prvki redukovaného systému
zbytkovych t¥id modulo mn je roven p(m)p(n). Podle Poznamky 6.2 to ale znamen4, ze

p(mn) = p(m)p(n).
O

Vyborné, tak jsme dokazali, ze Eulerova funkce je multiplikativni! Svétovy mir tento
vysledek asi nezajisti, ale my jsme jiz pripraveni najit predpis pro nalezeni hodnoty ¢(n)
v pripadé, ze zname kanonicky rozklad ¢isla n. Dokonce bude stacit jesté méné, a to znalost
vSech prvocisel, ktera déli n a cisla n samotného.

Véta 6.8. Necht n > 1 an = pi"lpgr"---pgk, kde p1, p2, ..

prvocisla. Potom
k
1
o(n) =nH (1 — —) .
i=1 pi

., D jsou mavzdjem ruznd

1Jsou to pravé ty zbytkové tifdy, které obsahuji &islo v uvazovaném tvaru am + bn, které je nesoudélné
s mn. Viz Lemma 4.17
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Diikaz. Nejprve zjistime, jaka je funkéni hodnota Eulerovy funkce v néjaké mocniné prvo-
¢isla. To jest, hleddme p(p®), v ptipadé, ze p je prvocislo, a € N. Zjistujeme pocet priroze-
nych ¢isel mensich, nebo rovnych p®, nesoudélnych s p®. Udélame to tak, ze od poc¢tu vsech
prirozenych ¢isel mensich, nebo rovnych p® odecteme pocet ¢isel soudélnych s p©.

Ktera cisla jsou ale soudélna s p®? No jen ty, kterd ve svém kanonickém rozkladu maji
prvocislo p. Jde tedy o vSsechny nasobky prvocisla p, které jsou mezi jednickou a p®:

1p,2p,...,p" 'p=p™.

Vidime, ze takovych ndsobki je pravé p®~!. Proto

_ 1
o(p*) = p® — p> 1 = p* <1 - p) ) (6.9)
Nyn{ vyuZijeme Vétu 6.7, kterd fikd, ze funkce ¢ je multiplikativni. Cisla p{*p§? - - - p* 7"
a pZ’“ jsou zcela jisté nesoudélnd, nebot p1, po, ...
podle Véty 6.7 miuzeme psat

, Pk jsou navzdjem ruzna prvocisla. Proto
p(n) = QP P5? - - p*) = P07 PY? - - Pt e (R*)- (6.10)

Obdobné p'p3?---p 57 a pp' jsou zcela jisté nesoudélna. Proto podle Véty 6.7
a predchozi rovnosti (6.10) mizeme psat

(Capae?] (e P e%)

o(n) = p(PPps? - Pt )e(r*) = e P32 - - prrs ) (PhE 1" e (PR®).-

Stejnym zpusobem mizeme pokracovat dal a dal az dospéjeme ke vztahu

o(n) = e )p(P3?) - - plpp*) = [ [ ). (6.11)
279 =
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Podle (6.9) je ¢(p") =" (1 = 5; ) dosasenim do (6.11) obdrzfme v 37
p(n) = pi* (1 - l) Py’ <1 - i) o (1 _ i) 2>
! D1 2 P2 k D )
[l p Lo

(p(n)=ni1f[l(1_pli).
0

Priklad 6.9. A opravdu to funguje? Zkusme a potéSme se vysledkem. Tak tieba ¢(24)7
Nejprve to zkusme hrubou silou. Mezi ¢isly 1 az 24 najdeme ¢isla nesoudélnd s 24. Jsou to
¢isla

1,5,7,11,13,17,19, 23

a je jich celkem 8. Proto p(24) = 8.
Nyni to zkusme s vyuzitim Véty 6.8. Nalezneme kanonicky rozklad ¢isla 24.

24 = 3.8 = 3.23.

Proto (p1 =3, p2 = 2)

1 1 21 1
2)=24(1--)(1-2) =242 =24_ 8.
#(24) ( 3)( 2) 32 73

Zézrak! Zazrak? Ne! Vzdyt jsme to dokézzgéi!




DluZno poznamenat, ze Véta 6.8 umoznuje jednoduse urc¢it ¢(n) jen v pripadé ,,malych* ® o7
Cisel, nebo u ,velkych“ n, jejichz kanonické rozklady zname. Je tomu tak proto, ze nalezeni SN '3«5
kanonickych rozkladi ,,velkych® ¢isel je ,velky“ problém. s>
6.1.1. Cviéeni D > lzjﬁll’c::zi.;::n

V PLZNI

Vysledky, navody k Teseni a feSeni prikladii tohoto cviceni naleznete v odstavci 8.7.1.

1. Vyreste Priklad 2.4 pro libovolnou ¢iselnou soustavu. Kolik procent prirozenych ¢isel
muzeme vyloucit v pripadé pouziti ¢iselné soustavy o zakladu n?

2. Jaké n je tfeba v predchozim ptikladé zvolit, abychom maximalizovali procento pri-
rozenych ¢isel u kterych muzeme vyloucit podezieni z prvociselnosti?

3. Ozna¢me nj = Hf 1 Pi, kde {p;};2, je posloupnost vSech prvocisel. Déle oznacéme
=1-T1 <1 - —) Dokazte, ze hm ap-100% = 100%. To jest, dokazte, ze

_>
postupem popsanym v Fesenich predchozich prikladi je mozné pri volbé dostatecéné
velkého ny vyloucit z podezreni, ze jde o prvocisla, libovolné velké procento ¢isel.

6.2. Funkce sigma

V tvodu této kapitoly jsme jiz zminili funkce og a 1. V této podkapitole nejprve uvedeme
definici funkce o, pro libovolné « € R.
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Definice 6.10. (Funkce o,) Funkce o, je ddna pro kazdé a € R predpisem v 5
2, &

4‘*/ - Q
Oq (n) = Z d”, T
dn
’ ZAPADOCESKA
kde d = 1. To jest, 0,(n) je soucet kladnych délitela ¢isla n umocnénych na a. e

Poznamka 6.11. Poznamenejme, ze i v této kapitole se budeme drzet nasledujici amluvy.
Malymi pismeny budeme oznacovat ¢isla z mnoziny prirozenych ¢isel. Pokud tomu bude
jinak, napiiklad uvazujeme-li ¢isla z mnoziny celych cisel, bude to uvedeno. Proto zapis

v Definici 6.10
oa(n) = Z -,
dln

oa(n) = Z d*.

d|n,d=1

znamena totéz co

Pro jednoduchost a vzhledem k vySe popsané imluvé budeme i nadéle pouzivat zapis »
dn
misto zapisu
dn,d=1
V Definici 6.10 jsme nedefinovali jedinou funkei, ale nekoneéné mnoho rtznych funkei.
Pro kazdé a dostavame jinou funkci. V pripadé, kdy zvolime a = 0 dostavame:
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Definice 6.12. (Funkce o) Funkce o( je ddna predpisem

oo(n) = Zdo = Zl.

dln dln
To jest, og(n) je soucet jednicek. A kolik téch jednicek je? No prece tolik, kolik je délitelu
¢isla n. Proto op(n) je rovno poé¢tu délitelu ¢isla n.

Priklad 6.13. Vzhledem k imluvé popsané v Poznamce 6.11 plati

o0(6) = d®=1°+2043"+6"=1+1+1+1=4,
d|6

Nebot cisla 1, 2, 3 a 6 jsou jedinymi déliteli cisla 6.

Jak urc¢it hodnotu og(n) pro dané n? V pripadé, kdy zndme kanonicky rozklad ¢isla n
to neni nic tézkého.

Véta 6.14. Necht n = pi*p5?---p*, kde p1, p2, ....px jsou navzdjem riznd prvocisla.
Potom pro kazdé n > 1 plati

oo(n)=(a1+1)(a2+1)---(ak+1).

Pron =1 plati op(1) = 1.

Piiklad 6.15. Diky Vété 6.14 mizeme tvrdit, ze ¢islo n = 34-55.73 ma
oo(n) = (1+4)(146)(1+3) =5-7-4 = 140

riznych kladnych déliteli.
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Diikaz. Dokazme nyni tvrzeni Véty 6.14. Cislo 1 m4 jediného délitele (a to éislo 1). Proto
oo(l) = 1.

Déle uvazujme n > 1. Dukaz je v tomto ptipadé kombinatorické povahy. Necht tedy
n = p{'ps? - pr¥, kde pi1, pa, ... ,pk jsou navzajem rizné prvocisla. Otazka zni, kolik mé
¢islo n = p*pg? - - - pp* ruznych délitela? Uvazme, ze kazdé ¢islo d, d = p{'ps? - - - pi*, kde
g €{0,1,...,a0}, c2 € {0,1,..., a2}, ..., ek € {0,1,...,a}, je délitelem ¢isla n a zZadni
jini délitelé ¢isla n neexistuji. A kolik takovych ¢isel d je? Pro volbu ¢; mame (ag + 1)
moznostit. Obdobné pro volbu ca mame (ag + 1) moznosti. A tak déle. Celkovy pocet
moznosti jak zvolit hodnotu koeficientti ¢1, ¢a, ... ,ci je proto roven

(al—i—l)(ag—i—l)---(ak—i—l).

Nyni si uz jen staci uvédomit, ze pro rtuzné volby hodnot koeficienti ¢y, co, . . . ,ci dostavame
ruzné délitele ¢isla n. Proto

oon)=(a1 +1)(ag+1)--- (o +1).

7 Véty 6.14 plyne, ze funkce ¢ je multiplikativni
Véta 6.16. Funkce oq je multiplikativni. To jest, pro kazdé m, n, kde gcd(m,n) =1 plati

oo(mn) = oo(m)oo(n).

'Nebot ¢1 € {0,1,...,a1}.
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Diikaz. Vezméme dvé ¢isla m, n, kde ged(m,n) = 1. Zcela jisté je mozné tyto dvé éisla
napsat ve formé kanonického rozkladu. Reknéme

m :pllnpgtz”_pgr an— q11q§2---qfs-
Odtud s vyuzitim Véty 6.14 dostavame
oo(m) = (a1 +1)(ag+ 1)+ (ar + 1) (6.12)
a
oo(n) = (B1+1)(B2+1)--- (B +1) (6.13)
Protoze ¢isla m a n jsou nesoudélna (ged(m,n) = 1), jsou jisté prvocisla pi,pa,...,pr
aq,qo,...,qs navzijem ruzna. Proto
mn = pyips? - pirayt ey g
je kanonicky rozklad ¢isla mn. Podle Véty 6.14 plati
oo(mn) = (a1 +1) (a2 +1)---(as +1) (B +1) (B2 +1) -~ (Bs + 1). (6.14)

Srovnanim (6.12), (6.13) a (6.14) zjistime, ze

oo(mn) = op(m)oo(n).
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Piiklad 6.17. Cisla 4 a 7 jsou nesoudélna, pricemz oo(4) = 3 (1, 2 a 4 jsou vsichni kladni
delitelé ¢isla 4) a 0p(7) = 2 (1 a 7 jsou vsichni kladni délitelé ¢isla 7). Diky Vété 6.16
muzeme tvrdit, ze ¢islo n = 4-7 = 28 ma

00(28) = 0¢(4)o0p(7) =3-2=6

raznych kladnych déliteld. A opravdu, ¢isla 1, 2, 4, 7, 14 a 28 jsou jedini kladni délitelé ¢isla
28.

Nyni se vratme k Definici 6.10, kde jsou definovany funkce o,. Zvolime-li & = 1, obdrzime
definici funkce o7.

Definice 6.18. (Funkce 01) Funkce o7 je ddna predpisem

o1(n) =) d.

dn

To jest, o1(n) je soucet vSech kladnych délitela ¢isla n.

Priklad 6.19. Déliteli ¢isla 10 jsou ¢isla 1, 2, 5 a 10. Proto

o1(n) =Y d=1+2+5+10=18.
din

Obdobné jako u funkce og si mizeme polozit otazku, zda je mozné néjakym zptisobem
ur¢it hodnotu o1(n) ze znalosti kanonického rozkladu ¢isla n. Odpovéd déva nésledujici
véta.
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Véta 6.20. Necht n > 1 a n = p{'p5?---pi*, kde p1,pa,...,pr jsou navzdjem riznd
prvocisla a oy, o, .. .,ar € N. Potom
oy B () ()
o1(n) = :
p1—1 p2—1 pr—1

Priklad 6.21. Drive nez Vétu 6.20 dokdzeme, ukazeme si, jak s jeji pomoci vytesit Priklad
6.19. Hleddme soucet délitelt ¢isla 10. Kanonicky rozklad éisla 10 mé tvar 10 = 215!, Proto

22 1521
N——

3 6

Diikaz. Dukaz Véty 6.20 zac¢ind obdobné jako Dikaz Véty 6.14. Necht n = p{'p3? - - - pp*,
kde p1, p2, -..,pr jsou navzajem ruzna prvocisla. Uvazme, ze kazdé cislo d,

C1,.C2

d=pi'p3? - pF,

kde ¢; € {0,1,...,a1}, ca € {0,1,..., a0}, ..., ¢ € {0,1,..., a4}, je délitelem ¢isla n

a zadni jini délitelé ¢isla n neexistuji. Soucet vSech délitela ¢isla n, tj. hodnotu o1 (n), proto
dostaneme roznasobenim zévorek na pravé strané nasledujici rovnosti:

oi(n) = (+p+pi+---+p") L+p2a+ps+--+p52)

o (Lt pr+ i+ +per)
(6.15)
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Nyni vzpomenme na vzorec znamy jiz od stfedni skoly. Pro a € N plati v 5
R S

P =1 = (=D +p+p" 4+,

z ¢ehoz plyne

)

2 a ’ ZAPADOCESKA
p_]_ :(1+p+p 4+ +p ) ‘Llu:lLvZE"nlzm\

Pak je jiz zfejmé, Ze rovnici (6.15) muzeme prepsat do tvaru

(p?l‘Fl _ 1) <pg¥2+1 _ 1) (pzk‘f‘l _ 1)

p1—1 p2—1 pr— 1

Obdobné jako u funkce oy dokdzeme, ze i funkce oy je multiplikativni.

Véta 6.22. Funkce o1 je multiplikativni. To jest, pro kazdé m, n, kde gcd(m,n) =1 plati

o1(mn) = o1(m)oy(n).

Dikaz. Vezméme dvé ¢isla m, n, kde ged(m,n) = 1. Zcela jisté je mozné tyto dvé cisla
napsat ve formé kanonického rozkladu. Reknéme

an= q’flq262 q?s

Qo

m :p?lpg‘Q o .pr
Odtud s vyuzitim Véty 6.20 dostavame

G-y 5D o
p1—1 odg 1 pr—1

o1(m) = (6.16)




a
(qfﬁ-l . 1) (qu-i-l . 1) (qsﬁs-i-l . 1) “7

o1(n) = e 6.17 %1, & &
=0T et gs — 1 G
Protoze ¢isla m a n jsou nesoudélnd (ged(m,n) = 1), jsou jisté prvocisla p1,pa, ..., pr
a qi,qo,. . .,(Js navzajem raznd. Proto D ek
V PLZNI

mn = ppst P ey gy gl

je kanonicky rozklad ¢isla mn. Podle Véty 6.14 plati

(p?1+1 _ 1) (p32+1 _ 1) ( gr-‘rl _ 1)

oi(mn) = p— P A — (6.18)
(@ -1 (" -1 (@ -1
g1 —1 g2 —1 gs—1

Srovndnim (6.16), (6.17) a (6.18) zjistime, Ze

o1(mn) = o1(m)o1(n).

6.2.1. Cviceni
Vysledky, ndvody k reseni a reseni priklada tohoto cviceni naleznete v odstavci 8.7.2.

1. Dokazte, ze ¢islo p je prvocislo pravé tehdy, kdyz og(p) = 2.

2. Dokazte, ze oborem hodnot funkce o éisegmnoiina N.



3. Dokazte, Ze hnH_l)gf oo(n) = 2. Y7
D S

o < . 9 Yp
4. Dokazte, ze limsup og(n) = co. ZxTS
n—oo

ZAPADOCESKA
6 . 3 . TeSt D > UNIVERZITA
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V nésledujicim testu si mizete ovérit své znalosti tykajici se relace kongruence na mnoziné
celych cisel. Za kazdou spravnou odpovéd v dané otazce obdrzite jeden bod, za kazdou
Spatnou odpovéd jeden ztracite. Spravna ciselnd odpovéd je hodnocena jednim bodem,
nespravna nula body. Pro ukonceni testu kliknéte na tlacitko Konec testu. Spravné odpovedi
se objevi po kliknuti na tlac¢itko Oprava testu. Spravné c¢iselné odpovedi se zobrazi tak, ze
u dané otazky kliknete na tlacitko Spravna odpoved. Pozor! Tato spravna ¢iselnd odpovéd na
otazku x-tou se zobrazi v rdmeccich u vsech otazek. Pro spravné c¢iselné odpovédi u jinych
otazek je proto potfeba u nich opét kliknout na tlacitko Spravna odpoved.

1. Necht ¢ je eulerova funkce, potom (dokoncete tak, aby vznikl pravdivy vyrok)

(a) ¢(n) je rovno poctu ¢isel z mnoziny {1,2,...,n}, kterd jsou s ¢islem n nesoudélna.
(b) ¢(n) je rovno souctu ¢isel z mnoziny {1,2,...,n}, kterd jsou s ¢islem n nesoudélnd.
(c) p(8) = 4.

2. Rovnost ¢(n) =n — 1 (dokoncete tak, aby vznikl pravdivy vyrok)

(a) plati pro kazdé sudé ¢islo n.
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(b) plati pro kazdé liché ¢islo n.
; 1 " A\ <2k
(c) plati pro kazdé prvoéislo n. R <

S
(d) neplati pro zddné prirozené ¢islo n.
. Rikdme, Ze aritmeticka funkce f je multiplikativni, pravé tehdy, kdyz (dokonéete tak, p ZhraoocEsch
UNIVERZITA
aby vznikl pravdivy vyrok) vRLzN

(a) pro kazdé m,n € N plati f(mn) = f(m)f(n).

(b) pro kazdé m,n € N plati f(m +n) = f(m) + f(n).

(¢) pro kazdé m,n € N, kde ged(m,n) = 1, plati f(mn) = f(m)f(n).

(d) pro kazdé m,n € N plati f(mn) =mf(n).

. Funkce f, ktera je dand pro kazdé n € N predpisem f(n) = n?(dokoncete tak, aby
vznikl pravdivy vyrok)

(a) je multiplikativni.

(b) neni multiplikativni.

. Eulerova funkce ¢ (dokoncete tak, aby vznikl pravdivy vyrok)
(a) je multiplikativni.
(b) neni multiplikativni.

. Funkce oq je ddna pro kazdé n € N piedpisem og(n) = >_d° = >_ 1, kde d € N, proto
din din
(dokoncete tak, aby vznikl pravdivy vyrok)

(a) 00(8) = 4.

291



(b) o0(8) = 15.
(¢) oo(n) je rovno poctu prirozenych ¢isel, kterd déli ¢islo n.
(d) op(n) je rovno souctu prirozenych ¢isel, kterd déli ¢islo n.
7. Funkce o1 je déna pro kazdé n € N predpisem o1(n) = > d, kde d € N, proto (dokonéete
dln
tak, aby vznikl pravdivy vyrok)

(a) 01(8) = 4.

(b) 01(8) = 15.

(¢) o1(n) je rovno poctu prirozenych ¢isel, kterd déli ¢islo n.
(d) o1(n) je rovno souctu pfirozenych ¢isel, ktera déli ¢islo n.

aq Q2

8. Necht n >1an=p]'py*--- pg’“ je kanonicky rozklad ¢isla n. Potom (dokoncete tak,
aby vznikl pravdivy vyrok)

(8) p(m) =nIThy (1- 2).
oy B () ()

- p-l p2—1 pr—1
o(m) =nITE, (1-2):
(d) oo(n) = (a1 +1) (a2 +1) -+ (o +1).

(pf““—l) (p§2+1—1) (p;“k“_1)

(€) o1(n) = *Frg =1 " =T
(f) o1(n) = (1 + 1) (g + 1) -+ (o + 1).

—
@]

L,
Q

9. Oznacte pravdivé vyroky.
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a) Funkce og neni multiplikativni

(a)

(b) Funkce o¢ je multiplikativni
(¢) Funkce o1 neni multiplikativni
(d)

d) Funkce o; je multiplikativni

Pocet spravné a tplné zodpovézenych otazek:

Ziskané body:

Procento tspésnosti:

293

o

1849
"7
& &
%, <
Ckj ““\‘\

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

L




Kapitola 7 an;;zm
Aplikace teorie Cisel v kryptografii

Ac¢ se muze zdat, ze celd teorie Cisel je jen v praxi nepouzitelné hrani s ¢isly, neni tomu tak.
I pro vysledky nasich hratek s Cisly se nasly aplikace. Predevsim v kédovani a Sifrovani.
Napftiklad takové ¢arové kody. Nejde jen o to pridélit urc¢itému druhu zbozi ¢islo. Co kdyz
se néjakym rizenim osudu jedno z ¢isel smaze, nebo pfi zpracovani dojde k chybé a dvé cisla
si vymeéni pozici? Je mozné tyto chyby detekovat a opravit? Obdobné otézky vyvstavaji pti
pouzivani kédu ISBN pro identifikaci knih. Nejvice se ale teorie ¢isel vyznamenala v Sifro-
vani. S jeji pomoci je dnes mozné velice dobfe ochranit soukromi{ v komunikaci (naptiklad

mezi zdkaznikem a bankou).
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7.1. Sifrovani s verejnym klicem

Predstavme si hypotetickou situaci. Z1j Gargamel pochytal vechny malé Smouliky a zaviel
je do svého hradu, pouze Tatka Smoula unikl. Tatka Smoula dlouho uvazoval, jak své
Smouliky vysvobodit. Zjistil, Ze existuje pouze jedina ttékova cesta z jinak tGtékuvzdorného
a nedobytného hradu. Pomoci svého postovniho holuba by mohl Smoulikiim piedat zpravu
s planem tutéku. Hrozi vSak nebezpedi, ze Gargamel zpravu zachyti a posledni slabinu svého
hradu odstrani. Smoulici by pak jiZ nikdy nemohli byti vysvobozeni. Tatka Smoula se ptesto
rozhodl poslat zpravu Koumékovi, ale je tieba ji zaSifrovat!

Pro tyto prilezitosti se jako neocenitelny jevi Sifrovaci systém s nasledujicimi vlastnostmi

e Kazdy Smoula (a tedy i Tatka Smoula) vi, jak poslat Kouméakovi Sifrovanou zpravu.
Koumék zverejnil svij verejny kli¢ - zptsob, jak zpravu pro néj zasifrovat.

e Pouze Koumdk (Gargamel ne a ani Tatka Smoula by to neumél!) umi takto zaSifrova-
nou zpravu desifrovat. Pouze on disponuje svym soukromym klicem, kterym odemkne
tajemstvi zasifrované zpravy.

Nastésti Smoulové tak tizasnym Sifrovacim systémem disponuji! Je jim RSA algoritmus.

7.2. Algoritmus RSA

Nézev algoritmu RSA vznikl z po¢atecnich pismen jmen jeho objeviteli,! jimiz byli padnové
Rivest, Shamir a Adelman. Jednd se o kryptosystém pracujici s verejnym klicem. Odolnost

!Pro piesnost je tieba uvést, ze zmitiovani pAnové jsou prvnimi, kdo sviij objev RSA algoritmu z roku 1976
publikovali. Nicméné Britska bezpec¢nostni sluzba GCHQ (Government Communications Headquarters) tento
Sifrovaci systém objevila pravdépodobné jiz v roce 1973. Americkd NSA dokonce tvrdi, ze myslenka RSA
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sifrovani pomoci RSA algoritmu je zaloZena na nasi neschopnosti rozlozit velké ¢isla na
soudin prvocisel, nebot tato tloha je nesmirné vypocetné niaro¢na. A jak to funguje?

Nejprve pro Koumdaka vytvorime vefejny a soukromy klic. Vezméme dvé prvocisla p
a ¢. Jejich vyndsobenim obdrzime n = pq. Podle Véty 6.7 a Véty 6.3 plati p(n) = ¢(pq) =
= p(p)e(q) = (p—1)(¢—1). Vybereme Sifrovaci exponent e € N tak, aby platilo ged(e, p(n)) =
= 1. Dvojice ¢isel (e, n) bude tvorit Koumdakuv verejny kli¢ - budou (a musi) jej znat vsichni,
kdo mu chtéji poslat Sifrovanou zpravu.

Koumékovym soukromgm klicem bude dvojice éisel (d,n), kde d € {1,...,p(n) — 1}
a spliiuje kongruenci

e-d = 1(mod¢(n)) (7.1)

Takové ¢islo d urcité existuje a je jediné - tvrdi to Véta 4.13.

Postup pri Sifrovani je pak nasledujici. Text prevedeme na sekvenci ¢isel. Kazdé ¢islo m
z této sekvence musi spliiovat podminku m < n. Cislo m pak zasifrujeme jeho umocnénim
na e mnodulo n. To jest, zasifrovany text m je ¢éislo ¢ € {0,...,n — 1} spliujici kongruenci

¢ =mf(modn). (7.2)

Tatka Smoula posle Koumékovi v dopise ¢slo ¢. Koumék pouzije sviij soukromy kli¢
d tak, ze obdrzené cislo ¢ umocni na d a k vysledku nalezne jeho zbytek po déleni cislem
n. Jaké ¢islo obdrzi? Tusite spravné, bude to ¢islo m, které uz jen znovu prevede do Feci
pismen. Plyne to z nasledujicich kongruenci

ji byla znama jiz v 60-tych letech 20. stoleti. Obé zminované organizace ovSem sviij objev z pochopitelnych
davodu tajily az do doby, kdy byl vefejné zndm vinou pana Rivesta, Shamira a Adelmana.
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k
& = (m®)d = md = mPe+l = (m‘p(")) -m = m(mod n). (7.3)

Treti z vysSe uvedenych kongruenci plyne z toho, ze ed = 1(mod p(n)) ( viz (7.1)). Proto
ed = kp(n)+1, kde k € Z. Posledni kongruence je splnéna s jistotou - vyuzijeme-li Eulerovu
vétu - pouze za predpokladu ged(m,n) = 1, potom m#™ = 1(modn) ( viz Véta 4.23).

Co se vsak stane, kdyz ged(m,n) # 17! Pro ,velké“ hodnoty ¢isel n, p a ¢ je tato si-
tuace velice nepravdépodobna. Uvazme, ze n = pq. Proto mezi ¢isly 0,1,...,n — 1 jsou
s Cislem n soudélna jen ta, kterd jsou nasobkem c¢isla p, nebo ¢. Proto desifrovini muze
selhat pouze v piipadé, pokud Tatka Smoula posle &slo ¢ = 1p,2p,..., (¢ — 1)p, nebo
c=1q,2q,...,(p—1)q. Jde tedy o p+ g — 2 raznych ¢isel z n = pq ¢isel. Klasicka pravdépo-
dobnost takové udélosti je potom rovna é + % — %. Pro ,velké“ hodnoty p a g se hodnota
této pravdépodobnosti blizi nule.

Tak s timto vysvétlenim se mozna v nékterych publikacich spokoji (viz [3]). Nés by vsak
cekaly bezesné noci. Co kdyz RSA algoritmus selze pravé v okamziku bankovni transakce
po které by na nasem konté méla pristat tuénd suma penéz?! Pro klid své duse dokazeme,
ze se tak nestane. Budeme potifebovat néasledujici lemma.

Lemma 7.1. Necht p,q jsou dvé navzdjem nesoudélnd cisla. Potom pro kazZdé k € N plati
p"?#PDF! = p(mod pg).
Dikaz. Podle predpokladu véty je ged(p,q) = 1. Podle Véty 4.23 pak plati
99 = 1(mod q).
Umocnénim obou stran kongruence ¢islem k¢(p) obdrzime

pFeP2(@) = 1(mod ¢). (7.4)
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Z definice relace kongruence na Z snadno odvodime, Ze v pripadé platnosti vztahu a = b(mod m)|j " 5
plati také pa = pb(mod pm). Z kongruence (7.4) pak plyne "*:,»,* 4

Zhi ywa
p-p?P)?@) = p(mod pq)
ZAPADOCESKA
a odtud (funkce ¢ je multiplikativni, proto ¢(p)¢(q) = ¢(pq) - viz Véta 6.7) D > TLITEAT)
PP+ = p(mod pg).

O]

Poznamka 7.2. Vsimnéme si, Ze Lemma 7.1 mé v predpokladech pouze to, ze ged(p, q) = 1.
To bude splnéno i pokud je zaménime, nebot ged(p, ¢) = ged(q, p). A tak musi platit nejenom
vztah pF*PD+! = p(mod pq), ale i vatah ¢"**PD+1 = g(mod pq).

Pomoci Fermatovy - Eulerovy véty (Véta 4.23), Lemmatu 7.1 a Pozndmky 7.2 odvodime,
ze i v pripadé, kdy sifrovana zprava je nasobek ¢isla p, nebo g, bude RSA fungovat tak jak
ma.

Necht tedy m = zp"¢°, kde ged(z,pq) = 1. Potom Sifrovand zprava je ¢ = m®(mod pq).
Desifrovanou zpravu bychom méli dostat jako m = ¢%(mod pq). A opravdu
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(m®)%(mod pq) "7

=
/05'4' ““\Qﬁ
& = med(mod Pq)
’ ZAPADOCESKA
Cd = (Zprq-S)kap(pq)—i-l (Il'lOd pq) sn:’llvzsunlzm
= (7.5)
cd = Z’“P(ZNI)-H(pkgo(pq)—l—l)r(qkw(pq)—&-l)s(modpq)
= zprgt (mod pq)
¢ = m(modpq)

Priklad 7.3. Vytvorte pro Kouméka jeho vefejny a soukromy kli¢ pro RSA algoritmus!

Reseni: Pro jednoduchost vezmeme dvé pomérné mals prvoéisla p = 31 a ¢ = 37. Potom
n = 31 -37 = 1147. Prvni ¢ast verejného klice mame. Zbyva najit ¢islo e € {1,...,¢(n)}
tak, aby ged(e, p(n)) = 1. Protoze

o(n) = (31 -37) =30 - 36 = 1080,

hleddme e € N v intervalu (1,1080). Jeho hodnotu zvolime ndhodné, naptiklad vezméme e =
= 11, ale musime, nejlépe pomoci Euklidova algoritmu, ovérit, zda ged(e, p(n)) = ged(11, 1080) =|j
=1.
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1080 = 98-11+42
(7.6)
11 = 5-2+1.

Vidime, Ze nejvétsim spolecnym délitelem ¢isel e = 11 a ¢(n) = 1080 je ¢islo 1. Muzeme
proto pouzit e = 11 jako Sifrovaci exponent. Verejny kli¢ médme hotov, je jim dvojice ¢isel
n=1147ae=11.

Nyni nalezneme soukromy kli¢ d € {1,...,p(n)} tak, aby vyhovoval kongruenci

e-d = 1(mod p(n)). (7.7)
V nasem piipadé do (7.7) dosadime ¢ = 11 a ¢(n) = 1080. Resime tak kongruenci

11 d = 1(mod 1080). (7.8)

K vyfeseni této kongruence vyuzijeme zpétné vyjadreni ged(11,1080) z rovnic Euklidova
algoritmu (7.6).
Z posledni rovnice (7.6) dostavame

1=11-2-5. (7.9)
Z prvni rovnice (7.6) vyjadiime 2 = 1080 — 98 - 11 a dosadime do (7.9). Obdrzime
1=11— (1080 — 98- 11) -5 = (—5) - 1080 + 11 - 491
Odtud plyne, ze 11 -491 =5 - 1080 + 1. Proto
11 - 491 = 1(mod 1080).

Ze srovnéni s (7.7) je jasné, ze hledany soulgroogny kli¢ je d = 491.
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Priklad 7.4. Pomozte zaSifrovat Tatkovi Smoulovi jeho genidlni plin k ttéku! Vzkaz je
uréen pro Kouméka, jehoz vefejny kli¢ je n = 1147, ¢ = 11 a text zpravy zni: ,UTECTE
DVERE NEJSOU ZAMCENE*.

Reseni: Nejprve prevedeme vzkaz na sekvenci &sel, kterd jsou mensi, nez n = 1147.
Vidime, Ze sta¢i napsat vzkaz jako sekvenci trojcifernych ¢isel! Miizeme postupovat nasle-
dovné. Kazdy ze znaku vzkazu (pismena i mezery) nahradime jednoznaéné dvojcifernym
¢islem. Vzniklou posloupnost ¢isel rozdélime na trojéisli.

u|T|E|C|T]|E D| V| E

R
S S O O I e O e I I S R S R O
10 |11 [ 12|13 | 11|12 | 14|15 | 16 | 12 | 17

N|IE|J| S| O] U Z| AIM|C|E|N|E
A A N A I T A A A A U A A R
18112192021 |10 |14 (22|23 24|13 | 12| 18| 25

Slovo ,UTECTE* tak piedstavuje sekvence trojéisli 101 112 131 112. Zasifrujeme tato
¢isla pomoci verejného klice n = 1147, e = 11.

Nejprve potiebujeme nalézt zbytek po déleni &isla (101)° = (101)!! ¢éislem n = 1147.
Hleddme tedy c € {1,...,1147} spliujici kongruenci

c = (101)" (mod 1147)

'Kazdé tojciferné &islo ABC' < 1000 < 1147 = n.
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Umocnénim (101)!! bychom dostali pomérné velké &slo. Miizeme postupovat chytieji. . =
= g
R S

2 %7 R
(101)2 = 10201 = 1025(mod 1147). (7.10) S
Proto ZAPADOCESKA
(101)* = (1025)% = 1050625 = 1120(mod 1147). (7.11) P uwvenzima
A tak
(101)® = (1120)% = 1254400 = 729(mod 1147). (7.12)

Z kongruenci (7.10), (7.11) a (7.12) pak plyne

c=(101)" = (101)% - (101)? - 101 = 729 - 1025 - 101 = 75469 725 = 566(mod 1147).
Text 101 zasifrujeme jako 566. Obdobné zjistime, zZe

(112)" = 630(mod 1147),

(131)"" = 671(mod 1147)

(112)"" = 630(mod 1147).

Slovo ,UTECTE“ = 101 112 131 112 proto zaSifrujeme jako 566 630 671 630. Obdob-
nym zpusobem je mozné zasifrovat i zbytek zpréavy.

Priklad 7.5. Pomozte Koumékovi desifrovat vzkaz od Tatky Smouly :
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I%I
’;\a 7
%

O
%, <

STRAVY,
4 ““\‘\‘

&
S

-

,» 566 630 671 630 ... “. .

Reseni: Koumék pouzije sviij soukromy kli¢ ¢ = 191 a hodnotu n = 1147. Hleddme
v mnoziné {1,...,1147} &isla kongruentni s ¢isly 5667, 630*7", 671", 630" ... modulo
1147. To jest, hledame ? v kongruencich

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L

(566)""" = ?(mod1147)

(630)""" = ?(mod1147)
671)"" = ?(mod 1147) (7.13)

(630)""" = ?(mod1147)

Z vypocetniho hlediska neni vyhodné umocnovat ¢isla Sifrovaného textu rovnou na 491.
Budeme postupovat obdobné jako v Prikladé 7.4. Pfedvedeme postup nazorné na kongruenci
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(566)""" =?(mod 1147).
(566)>
(566)*
(566)"
(566)'6
(566)32
(566)%4
(566)'28

(566)256

Odtud

<=1l <l <=l <=l <ll<Il<I

320356
3432
6552
472
10622
3432
6552

472

o

IR
ey

% 2V
343(mod 1147) s
655(m0d 1147) D ZAPADOCESKA
47(mod 1147)
1062(mod 1147)

(7.14)

343(mod 1147)
655(mod 1147)
47(mod 1147)
1062(mod 1147)

(566)""" = (566)250 128643248241 — 1062.47.655 - 343 - 47 - 343 - 566(mod 1147). (7.15)
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Odtud jiz snadno ur¢ime hledanou hodnotu.

1062 - 47

593 - 655

729 - 343

1-47

47 - 343

63 - 566

Proto

49914

388415

= 593(mod 1147),

729(mod 1147),

250047 = 1(mod1147),

47

16121

35658

47(mod 1147),

63(mod 1147),

= 101(mod 1147)

(566)""" = 101(mod 1147).

Stejnym zptisobem zjistime, ze

(630)*!

(671)"" =

(630)"" =

3

112(mod 1147)
131(mod 1147)

112(mod 1147)

05

R
57

S
<

‘ e 94 »
) STRAN
% v
Ckj ““\‘\

&
S

-
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(7.16)

(7.17)

(7.18)




Z (7.17) a (7.18) plyne, Ze zpravu ,, 566 630 671 630 ... “ desifrujeme jako ,, 101 112 131 112
... “. Této sekvenci ¢isel nakonec pritradime prislusna pismena

10 [ 11|12 | 13 | 11 | 12
[ I N I
U|T|E|C|T]|E

7.3. Test

V nasledujicim testu si muzete ovérit své znalosti tykajici se RSA algoritmu. Za kazdou
spravnou odpovéd v dané otdzce obdrzite jeden bod, za kazdou Spatnou odpovéd jeden
ztracite. Spravna ¢iselna odpovéd je hodnocena jednim bodem, nespréavna nula body. Pro
ukonceni testu kliknéte na tlacitko Konec testu. Spravné odpovédi se objevi po kliknuti na
tlacitko Oprava testu. Spravné ¢iselné odpovédi se zobrazi tak, ze u dané otazky kliknete na
tla¢itko Spravna odpoved. Pozor! Tato spravné ¢iselnd odpovéd na otdzku x-tou se zobrazi
v rameccich u vsech otazek. Pro spravné c¢iselné odpovédi u jinych otazek je proto potieba
u nich opét kliknout na tlacitko Spravna odpoved.

Vite, ze verejny kli¢ pro RSA algoritmus sestéva z ¢isel n = 55 a e = 3. Zasifrujte text
m = 12. Do ramecku napiste zasifrovany text c.
C =

Vite, ze vefejny kli¢ pro RSA algoritmus sestava z ¢isel n = 55 a e = 3. Dokazete
prolomit Sifrovani RSA algoritmem? Naleznéte prislusny soukromy kli¢: n = 55 a d =7.

Do ramecku napiste cislo d.
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1849
d=
AL 7
N S

/05'4' ““\Qk
3. Necht vetejny kli¢ pro RSA algoritmus sestava z ¢isel n = p1ps a e a soukromy kli¢ pro
RSA algoritmus sestavé z éisel n a d. Cisla e a d mohou byt
ZAPADOCESKA
| 2
) libovoln4 celd ¢isla. D Ve

(a

(b) libovoln4 cela ¢isla spliujici kongruenci ed = 0(mod p(n)).
(c) libovolnd celd ¢isla spliujici kongruenci ed = 1(mod p(n)).
(d) libovolna cela ¢isla splnujici kongruenci ed = 1(modn).

(

e) libovolna celd ¢isla spliujici kongruenci ed = 1(mod(p; — 1)(p2 — 1)).

4. Necht verejny kli¢ pro RSA algoritmus sestéava z ¢isel n = 11-17 = 187 a e a soukromy
klic pro RSA algoritmus sestava z ¢isel n = 11 - 17 = 187 a d. Které z nasledujicich
dvojic ¢isel e a d to mohou byt?

(a) e=T7,d=23.
(b) e =47, d = 4.
(c)e=23,d=T.

Pocet spravné a tplné zodpovézenych otazek:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:
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Kapitola 8 D

Vysledky cviceni

8.1. Co je dobré védét pred tim, nez zacnete cist prvni kapi-
tolu

8.1.1. Vysledky Cviceni 0.2.1
Cviceni k podkapitole Matematické symboly.

1. Dokazte, ze —O(z) = O(x).

Resenti:

Co ze to mame dokézat? Vezméme néjakou funkci g, kterd je O(z). Co to znamend?

Jestlize o funkci g Fekneme, Ze je O(x), znamena to, Ze existuje ¢ € R takové, ze
308




T7
lim sup lg(@)| = ¢ = konst. < 0. (8.1) %, £
95

T—00

ZAPADOCESKA

kterou muzeme oznacit libovolnou funkci ¢ spliujici vztah (8.1). Dokazovana rovnost P univenzma

—O(z) = O(x) tedy fika, ze kdyz funkce g je O(x), pak funkce —g je také O(x).
To je jisté pravda. Predpokladejme, Ze funkce g je O(x). Potom plati vztah (8.1) a pro
funkci —g plati

Symbol O(z) tedy nepfedstavuje zddnou konkrétni funkci, ale je to , nélepka, © D

V PLZNI

lim sup m = lim sup
T—00 x T—00

= ¢ = konst. < .

lg(2)|

Proto funkce —g muze také dostat , nalepku “ O(x).

. Dokazte, ze O(z) + O(z) = O(x).

Reseni:

Méjme funkce f a g, které jsou O(z). Dokazujeme, ze funkce f+ g je také O(x). Podle
predpokladu f a g jsou O(z). Proto

imenp F@ 9@ @) o] @] @]
T—00 Z T—00 x T—00 x _T00 x
:c:;oo :c;;oo
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3. Dokazte, ze O(h(x)) + O(h(z)) = O(h(z)). ‘.7

Reseni:

>
Méjme funkce f a g, které jsou O(h(z)). Dokazujeme, ze funkce f+ g je také O(h(x)). npatesrh
Podle predpokladu f a g jsou O(h(z)). Proto P uwvenzima
. [f(@) +9(=)] .. [f (@) +1g(=)] . f@)] . l9()]
lim sup ~————= < limsup ———"——" < limsu +limsup =—— < o0
ac—)oop h(x) - ac—>oop h(.’L‘) B :c—)oop h(.’I}) \a:—)oop h(«T)
:cgoo :c;;oo

4. Dokazte, Ze pro kazdé r € R plati r - O(z) = O(z).

Reseni:

Méjme funkci f, kterd je O(z) a ¢islo r € R. Dokazujeme, 7Ze funkce r- f je také O(x).
Podle ptredpokladu, f je O(x) a r < oo. Proto

lim sup M = lim sup m = |r| limsupM =c< o0
T—00 Z T—00 T—00 x
=caS00

5. Dokazte, ze pro f(n) = %H plati f(n) = 0O (l)

n

Resenti:
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lim sup M = lim sup |"J1r1| = lim sup " im =1 < 00 %”ck- “\‘&\
n—00 n n—00 n n—oo T+ 1 n—oon + 1 (L
6. Dokazte, ze In(z + 1) = O(Ilnz). APADOEESK
Reéeni: V PLZNI
1
1 v =T
lilrnsupM = lim [In(z +1)] T im :Hl'l = lim =1< o0
oS Inx T—00 Inx T—00 Z z—oo x4+ 1
7. Dokazte, ze 1-In1 —1 = O(Inx).
Resent:
1-In1-1 1
limsupu =lim —=0<
T—00 Inzx z=oo Inx
8. Dokaite, ze —1 + 10(Inz) = O(1).
Resent:
—1+4+310(nz 1 O(l
limsup| gi (n2)l :—1+limsupﬂll(ﬂ:—l<oo _
T—00 T—00 T nxr
v [t |
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8.2. Délitelnost na mnoziné prirozenych cisel ‘_7
2 s
5 S

%,
8.2.1. Vysledky Cviceni 1.2.1 x>
Cviceni k podkapitole Nejuetsi spolecny delitel.
ZAPADOCESKA
1. Dokazte, ze Vr € R: 2r —1 —2r < [2r] — 2[r] < 2r — 2(r — 1). D Lo

Resent:
Jednoduchou tpravou mizeme zadané nerovnosti prevést na tvar
—1<[2r] -2[r] < 2.

Platnost téchto nerovnosti snadno dokédzeme, uvédomime-li si, ze kazdé r € R miizeme
pséat ve tvaru r = [r] + ¢, kde 0 £ ¢ < 1. Proto

[2r] — 2[r] = [2[r] + 2¢] — 2[r] = 2[r] + [2¢] — 2[r] = [2¢].
Evidentné plati:
[2¢] = [2.0] = 0.

A také
[2¢] < [2.1] = 2.

Proto 2r — 1 —2r=—-1<[2r] = 2[r] < 2=2r — 2(r — 1).
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2. Dokazte, 7ze Vx € R a Vp, k € N plati [ﬁ} = [1%], kde n = [z]. ‘.7

Reseni:
Oznatme z —n =z — [z] = ¢, € (0,1), m; = [%} amg = [ﬂk] Cilem je dokézat, ze
~ P p ZAPADOCESKA
my = mgy. Cisla m; a my spliuji nerovnosti m; < ﬁ <mi+1lamg=S 1% <mg+1 D > Ve
Odtud - n
m1§—k<m1+1 a také —mgz—ﬁ>—m2—1

Odtud dostavame

mi—mg—1 <

mi —ma

A
5

< mi—mg+1

To ale znamena, ze cela Cast Cisla ;—i je rovna cislu mq — mao, to jest,

Ex
— | = m1 — may. 8.2
[p’“} (82)
Uvazme, ze 0 < e, <1lap=1. Proto 0 < ;—Jf < % Odtud je jasné, ze
Ex
=0 8.3
[p’“} (8:3)

Srovnanim (8.2) a (8.3) zjistime, ze m; — mgy = 0.

313 EE=EEn




3. Dokaite, ze pro kazdé z € RT a p € N plat{ 1 [}%} < #.

Resent:

Oznaéme z — [z] = ¢, € (0,1). Potom
1|z 1x le, < 1
z | pk =

4. Naleznéte celd ¢isla xg a yo tak, aby ged(36,14) = 2936 + yol4. Tj. vyjadiete nejvét-
stho spole¢ného délitele cisel 36 a 14 jako jejich linedrni kombinaci.

Resent:

Nejprve pomoci Euklidova algoritmu nalezneme ged(36, 14).

36 = 2-14+8 (8.4)

14 = 1-846 (8.5)

8 = 1:6+2 (8.6)
= 3.240

A tak jsme zjistili, Ze ged(36,14) = 2. Nyni budeme postupovat opacnym smeérem.
Nejprve z rovnice (8.6) vyjadiime ged(36,14), tj. ¢islo 2.

2=8-6 8.7
314 ®.7)
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Poté z rovnice (8.5) vyjadiime zbytek 6 (6 = 14 — 8) a dosadime do (8.7). Obdrzime
2=8— (14— 8). (8.8)
Z rovnice (8.4) vyjadiime zbytek 8 (8 = 36 — 2.14) a dosadime do (8.8). Obdrzime
2= (36—2-14) — (14 — (36 — 2 14)). (8.9)
Posledné uvedenou rovnici uz jen staci upravit.

= 36—-2-14-14+36—-2-14
= 2-36-5-14

Muzeme proto psat 2 = ged(36,14) = 2 - 36 — 5 - 14. Hledand ¢isla tedy jsou zg = 2
a Yo = —>H.

. Naleznéte nejvétsiho spolecného délitele ¢isel 2328 a 3 581

Resent:
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Pouzijeme Euklidiv algoritmus

3581 =
2328
1253
1075
178

7
=

Proto ged(2328,3581) = 1.

8.2.2. Vysledky Cviceni 1.3.1
Cviceni k podkapitole Kanonicky rozklad.

1. Naleznéte kanonicky rozklad ¢isla 196.

Resent:

196 =2-98 = 2.2.49 = 2272,

-2328 +1253
-1253 +1075
-1075 + 178
178 + 7
25-7+3
2-3+1
3-140

S = ==

2. Naleznéte kanonicky rozklad ¢isla (196)3.

Reseni:

(196)3 = (227%)3 = 2676,
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3. Naleznéte kanonicky rozklad ¢isla (567)%(196)3.

Resent:

(567)% = (3 - 189)2267% = (3% . 63)22075 = (3% . 21)22076 = (3. 7)22676 = 263878,

4. Naleznéte kanonicky rozklad ¢isel (180)2, (250)% a uréete ged((180)2, (250)3).

Reseni:

(180)2 = (9-20)2=(9-4.5)2=(32.22.5)2 = 23452,
(2503 = (10-25)% = (2-5%)3 =23.5°,

Proto ged((180)2, (250)3) = 2352 = 8 - 25 = 200.

5. Naleznéte kanonicky rozklad cisla 99 221.

Resent:
99221 = 313 - 317.

8.2.3. Vysledky Cviceni 1.4.1

Cviceni k podkapitole Nejmensi spolecny ndsobek.
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1. Naleznéte nejmensi spolec¢ny nasobek cisel 198 a 55.

Reseni:

Proto n(198,55) = 213251111 = 90 - 11 = 990.

2. Naleznéte nejmensi spolec¢ny nasobek cisel 198, 55 a 65.

Reseni:

Proto

198
95

198
95
65

n(198, 55, 65)

3-66=3-3-22=3-3-2-11=2'3%11!

511,

3.66=3-3-22=3-3-2-11 =2'3%11!

511,
5-13 = 5131,

2max{1,0,0}3max{2,0,0} 5max{0,1,1} 1 1max{1,1,0} 13max{0,0,1}

213251111131 =

12 870.
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1849
3. Dokazte nasledujici tvrzeni. Nejmensim spoleénym nasobkem dvou navzdjem nesou- . 5
v1. s o RN TR S0 A2 s 2 S
délnych prirozenych ¢isel je soucin téchto Cisel. ) 4

Reseni: Snazime se dokazat implikaci: gcd(a,b) = 1 = n(a,b) = ab. To ale okamzité D
> e

plyne z Véty 1.40, ktera rika, ze

V PLZNI

n(a,b) = labl| ~ ab
" ged(a,b)  ged(a,b)’

Po dosazeni ged(a, b) = 1 obdrzime

n(a,b) = ab.

8.3. Mnozina prvocisel

8.3.1. Vysledky Cviceni 2.1.1

Cviceni k podkapitole Zdkladni vlastnosti.

1. Dokazte, ze pro kazdé n € N plati: p, > n.

Reseni:

Toto tvrzeni je pomérné zrejmé, nicméné z cvicnych duvodt provedeme jeho detailni
dikaz. Muzeme si jej nejprve rozmyslet na nékolika konkrétnich prikladech. Evidentné
plati:

pp=2>1, p2=3>2,319p3=5>3, py=7>4 atd.



Diikaz provedeme matematickou indukci. Pro n = 1 a n = 2 je tvrzeni pravdivé " =
(viz vyse). Muzeme proto pristoupit k indukénimu kroku. Predpokldddme pro n = 2 *::,* 4

rn D
platnost nerovnosti p, > n a musime dokézat, ze pak také plati p,+1 > n + 1. s
Vezméme prvocislo p,, kde n = 2. Pouze p; = 2 je sudé prvocislo a kazdé dalsi je
liché. Takze p, musi byt liché ¢islo a za nim nasledujici ¢islo p, + 1 je tedy sudé ¢islo D P Inaooseskh
v vz v o v /. vz . v . 7 v V PLZNI
vétsi nez 2. Proto p, + 1 nemiize byt prvocislo. Z toho je zfejmé, ze

DPnt+1 > pPn+1

Indukénim predpokladem je, Ze p, > n. A tak
DPntl >Pn+1>n+1.
8.3.2. Vysledky Cviceni 2.3.1
Cviceni k podkapitole Prvociselnd funkce a prvociselnd véta.

1. Odhadnéte, kolik prvocisel je mensich, nebo rovnych ¢islu n = 1000, n = 10000,

n = 1000 000.
Resent:
Pomoci prvociselné véty odhadujeme:
m(1000) = 200 = 144,76  skutecnost: 168
m(10000) = 9900 = 108574 skutecnost: 1229
7(1000000) = P0000. = 7238241 skute¢nost: 78498
320 [ cot e/ Ot




2. Odhadnéte, kolik procent ¢isel mensich, nebo rovnych ¢islu n = 1000, n = 10000,
_ > o A <l
n = 1000000 tvori prvocisla. ) 4

/0‘,‘1. ““\Q’v
Resent:
Podle ptredchoziho prikladu odhadujeme D > e
”(110%%0) = 11436706 = 0,14476 skutecnost: 0,168
moooo) = LeT _ 10874 skutetnost: 0,1229
T(000000) = 0887 = 0,07238241  skutecnost: 0,078 498

3. Dokazte, ze pro kazdé x € R, x = 2 plati n(z) < = — 1.

Reseni:
Pocet prirozenych ¢isel mensich, nebo rovnych z je roven [z] a alespon jedno z nich
neni prvocislo (a to ¢islo 1). Proto 7(z) < [z] —1 Sz — 1.

8.3.3. Vysledky Cviceni 2.4.1

Cvic¢eni k podkapitole Cebysevovy nerovnosti.

1. Pomoci Lemmatu 2.22 naleznéte kanonické rozklady cisel 7! a 20!.

Resenti:
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Zminéné lema ¥ké, Ze pro kazdé n € N plati n! = [ cp <, PP, kde

)= ¥ |5

kEN,pk<n p

Musime proto najit vSechna prvocisla p spliujici p < n. V piipadé n = 7 jsou to
prvocisla 2, 3, 5 a 7.

Nyni ur¢ime, jaké mocniny budou mit tato prvocisla v kanonickém rozkladu ¢isla 7!.

a2)= Y, [%]=1[3]+[E]=035+[1,75]=3+1=4

keEN2k<T
@)= ¥ [F=[F=23=2,
keN,3k<7
(8.10)
o= T [F-[F-14-1
kEN,5F<7

o= 3 [E]=[=n=t

keN,7Tk<T

Potom
n= [ p*® =2t325.7"
pEP,pT

V pripadé n = 20 postupujeme analogicky. Prvocisla mensi nez 20 jsou 2, 3, 5, 7, 11,
13, 17 a 19. Pak urc¢ime hodnoty Oé(p)i322

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI




o@= (8] [%]+ B+ 3]+ [#] -8
keN,2k<20

o®)= T [H =[]
keN,3k<20

o= % [B)-[#]-4
keN,5k<20

Odtud
200= [ p*® =2%3%5%7211" 13" 17" 19"
pEP,p<20

. Obdobné jako v Poznamce 2.16 odhadnéte, kolik je prvocisel mensich, nebo rovnych
1 000.

Resent:
Dosadime z = 1000 do nerovnost{ (In2);Z — 24 — 1 < 7(2) < 2(lnd){% + V7
a odhadu 7(z) ~ ;=. Obdrzime

99,14 --- < 7(x) < 432,99.. ..

m(x) ~ 144,76 . ..
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Coz interpretujeme tak, ze prvocisel mensich, nebo rovnych 1000 je néco kolem 145
a z nerovnosti je patrné, ze jich je alespon 100, ale nejvyse 432. Poznamenejme, ze ve
skutecnosti je jich 168.

. Pokuste se vylepsit odhad 7(x) < 2(In4)= + /2 uvedeny ve Vété 2.26.
Resent:
Dukaz Véty 2.26 se odvijel od nésledujiciho rozdéleni sou¢inu [ ] yer p

[Mo-10» 11 »

p€EP pEP pEP
pSw pSVzT  T<psw

Najdeme jiné rozdéleni tohoto soucinu. Hledejme h € (0,1) takové, aby rozdéleni

soucinu
[Ir=117» II »

peP peP peEP
pSz p<zh  zh<p<a

vedlo k co nejlepsimu odhadu 7 (z) pro dané z. Analogicky jako v dikazu Véty 2.26
vyjdeme z nerovnosti
w(z)—zh
RS

. hﬂ'(x)ffr(zh)
>1Ie=1]r I] »z ]I pé(l‘)

peP peP peP peP
pSx p<azh zh <p<a zh<p<a

324

v

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI




i
Odtud mame 4* > (xh)rr(m) *" a stejnymi tpravami jako v dikazu Véty 2.26 dojdeme ‘-7
k nerovnosti N

In4 =x h Zhi ywa
— = h). 8.11
n(@) < T2 42 = g(a, h) (3.11)
Hledejme minimum funkce g(z, h) pro pevné zvolené = (hleddme tedy minimum funkce s
g(h), x povazujeme za konstantu). Z rovnic vrLzn

dg(x, h) In4 =z h
_—_—m — — l =
oh W2 mg O mr=0

plyne, 7e pro dané z je odhad (8.11) nejlepsi!, spliiuje-li h rovnici

In4 x h
V dikazu Véty 2.26 bylo zvoleno h = % Vidime, ze to nemusi vést k nejlepsimu
odhadu, jaky jsme timto zptsobem schopni odvodit.

Vezméme konkrétni priklad 2 = 1000. Potom h spliujici podminku (8.12) je pfiblizné
rovno 0,62418. V tom piipadé je
In4 =z h In4 1000

i £ _ 10000:62418 - .
@) < Sz T = 06228 m1ooo T 1O 396,086

(Srovnej s predchozim odhadem m(x) < 432,996 v prikladu 2. )

2
LOvéite, ze % > 0, tj., ze g(h) opravdu nabyvéd svého minima pro dané z = 2 !
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8.3.4. Vysledky Cviceni 2.6.1 - (] s
Cviceni k podkapitole Dalsi viastnosti (mnoziny prvocisel). %0“ ““\sx"@

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

1. Dokazte, ze Ink_ — O(1). (Ndvod: Dokazte existenci &sla ¢ € R takového, ze
 Fk=1)

L

Z k(lfclkl < ¢ = konst. € R. Pouzijte myslenku integralniho kritéria konvergence

rady Integrujte per partes.)
Resent:

Snadno se piesvédéime, ze Vk € N,k = 2 plati nerovnost k(k — 1) = k2, nebot

2
Vk € N,k = 2 jisté plati

k-2 >0 |k
K2—2k =2 0 | +k?
2k -2k = k2 |:2
k2—k > ik?
k(k—1) = 12
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Proto

(8.13)

ZAPADOCESKA
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Obr. 8.1 Soucet ploch S je jisté mensi, nez plocha pod kfivkou y = f(z) na intervalu
(1, 00).

7Z definice Riemannova integralu plyne!, Ze

Integrél |, * f(z) dz vyjadiuje plochu pod grafem funkce f(x) (a nad osou z) na intervalu (1, c0), zatimco
> f(k) predstavuje soucet ploch obdélnikd uvnitf této plochy (viz obr.8.1)
k=2
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VRN
/AT
= Ink 7 I AN/l
% 5
d 2= < / 2—; da. (8.14) 2y
k=2 =1
A tak, podle (8.13) a (8.14), plati nerovnost D UNERZTA
00 (e¢]
Ink Inz
— < 2——dz. 8.15
Zk(k—l)—/ 22 7 (8.15)
k=2 =1
Oznac¢ime-li u = Inx, v/ = #, pak v/ = %, v= _71 a integraci per partes! dostdvime

1 —Inz]™ 1
[5a = |2 [T e
1 T T 1 1 X

(8.16)
(—lnm 1 ) —Inl 1
= lim - = — —— | =
Z—>00 x T 1 1
—— ——
So(VH) =0 =0
= 1.

'Podle vzorce [u.v'dz =u.v — [u vdz.
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Podle (8.15) to znamen4, Ze v I!!I 5
R
. Ink T nx -
0§Zm§2-/?dx:2:konst.eﬂ%. (8.17) [‘

= w1 o

Proto
Ink
lim su — | < 2.
roee |2 (k= 1)

To (viz definice O(1) v podkapitole 0.2) znamend, ze

= Ink
> wo — 0w
k=2

. Dokazte, ze pro kazdé n € N plati

1
Dz =@+ 1)+7+g(n),
k<n

kde v € (0,1) je Eulerova konstanta, a g(n) je funkce spliujici pro kazdé n € N
nerovnosti

< g(n) <0.
n +3bhg




Resent:
Vyjdeme z dikazu Lemmatu 2.36, konkrétné ze vztahu (2.72), ktery rika, ze

1 k+11 0 1 k-l—ll
= - — —dt - — —dt ). .
) kz(k Lo )+kZ (AL G

=n+1

2

~=
ozna¢me f(n)

1

A navic je zde dokdzano, ze f(n) < pro kazdé n € N, a je zfejmé, ze 0 < f(n).

n+1
Proto
1
0< f(n) < e
1
i < —f(n) <O.

Oznacime-li g(n) = —f(n), pak podle vyse uvedeného pro kazdé n € N plati

1

Jednoduchou tipravou! vztahu (8.18) obdrzime rovnici

!Secteme integraly, tzn. S (f:“ %dt) = ff"’l 1dt.
k<n
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=2

k<n

Odtud

I

|

ol
IIA
3

=

ol
IIA
3

| =

By
IIA
S

kde (viz vyse) —n+r1 < g(n) <0.

8.4. Hustoty mnozin

8.4.1. Vysledky Cviceni 3.1.1

1 n+1 1
- — —dt .
[ e

n+1 1
’y—i—/ —dt — f(n)
Lt
n+1 1
7+/ —dt + g(n)
1 t
v+In(n+1)—1Inl +g(n)
=0

v+ In(n+1) 4+ g(n),

Cviceni k podkapitole Asymptotickd hustota.
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1. Overte, ze pro kazdou mnozinu A C N existuje jeji horni a dolni asymptotické hustota . =
d(A), respektive d(A), ale nemusi nutné existovat asymptotickd hustota d(A). ’5% '3«5
/0"4- ““\‘\

Reseni:
ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

Dukaz tohoto tvrzeni naleznete v uéebnicich matematické analyzy. Je tam (alespon
musi existovat. Ve Vété 3.5 je popsana mnozina prirozenych ¢isel, kterd neméa asympto-

tickou hustotu. Ale kazda posloupnost ma své limes inferior (a) lim(e)s superior. A tak
A(l) A(2

musi existovat i limes superior a limes inferior posloupnosti ==, ==, .... Tj. existuji
hodnoty
= A(n
d(A) = lim sup (n)
n—00 n
a

d(A) = lim inf A(n)

n— oo n

2. Dokazte, ze pro kazdou mnozinu A C N plati, ze 0 = d(A) = d(A) = 1.

Resent:
Cisel mensich, nebo rovnych n, které patii do mnoziny A je nejvyse n a nejméné 0.

Symbolicky zapsano
0= A(n) < n.
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Odtud dostavame pro kazdé n € N odhady
A(n)

0s——=<1
==, =
Proto A i
0 < liminf n < lim sup (n) <1
n—00 n n—00 n

Podle definice horni a dolni asymptotické hustoty mnoziny A to znamend, ze 0 <

< d(4) < d(4) 1.

3. Dokazte, Ze existuji mnoziny, jejichz asymptotickd hustota spliiuje d(A) = 1 a presto
A # N. (Jde naptiklad o mnoziny typu A = N — K, kde K je neprizdna konecnd
podmnozina mnoziny pfirozenych ¢isel.)

Resenti:

Dokéazeme, ze mnozina A = N— K, kde K je neprazdné koneénd podmnozina mnoziny
prirozenych ¢isel ma asymptotickou hustotu rovnu 1. Predpokladejme, ze mnozina K
méa celkem k prvka, tj.

K ={ni,na,...,ng}.

Proto pro kazdé n > n;, plati!
A(n) =n—k.

"Mezi &isly 1,2, ..., n pouze &sla ni, na, . . ., ng nepatii do mnoziny A. Tzn. mezi &sly 1,2, ..., n je celkem
n — k Cisel, které patii do mnoziny A.
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b A k k v7
d(A) = lim ﬂ =l e R B 2 =il RO A
~—

n—oo n n—soo n n—soo n n—soo n Zrg ywis
=1 —0
4. Ovérte, ze existuji nekoneéné mnoziny, jejichz asymptotické hustota splituje d(A) = 0. D [y
(Napifklad mnozina A = {n? | n € N}.) Lo

Reseni:

Mnozina A obsahuje druhé mocniny piirozenych éisel, tj. A = {12,22,32 ... }. Abychom]]
mohli uréit d(A), musime znat zavislost A(n) na n, jinak feceno, musime védét, kolik
prvkd mnoziny A je mensich, nebo rovnych danému n.

Predpokladejme, zZe je jich celkem m. To znamen4, ze predpokladdme A(n) = m a plati

P<22<...<m?<n<(m+1)>2

Musfme uréit hodnotu m v zévislosti na n. Z nerovnosti m? < n < (m +1)2 plyne, Ze

Vm? < vn < /(m+1)2,

m<yvn<m+1.

Proto m = [{/n].! Znamen4 to, Ze pro kazdé n € N jsou splnény nerovnosti

Viz Definice 1.11.
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o< A0 _ Vil  vn (8.21) “7

n  n n sy
a evidentné plati
1 ZAPADOCESKA

lim @ = lim — = 0. D > ‘Llu:llvzsunlzm

n—oo N n—00 /N
Proto z (8.21) plyne

A
d(a) = 1im A g
n—oo N

5. Pridame-li, nebo odebereme-li z dané mnoziny A konec¢ny pocet prvki, pak asympto-
tickd hustota vysledné mnoziny je stejnd jako asymptotickd hustota mnoziny A (za
predpokladu, ze d(A) existuje). Tj. pokud A, K C N, K je kone¢nd mnozina, pak
d(AUK) =d(A) a také d(A — K) = d(A). Dokazte.

Reseni:

Podle predpokladu je mnozina K konec¢na. Predpokladejme, ze mé k prvka. Mnozina
A — K je mnozina A, ze které jsme odebrali ty jeji prvky, které patii také do mnoziny
K (obsahovala-li jaké). Je proto zfejmé, Ze odebereme nejméné 0 a nejvyse k prvki.
Tzn. pro kazdé n € N existuje k,, takové, ze!

(A= K)(n) = A(n) — kn,

(A — K)(n) je poéet prvki mnoziny A — K, které jsou mensi, nebo rovny n.
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Proto % <

>
- - hpn A n
d(A—K) = lim A-K)n) . AR) =k, . AlR) k_:d(A)_
n—00 n n—o0 n n—oo N n—oo n D ZAPADOCESKA
_"0 | 2 umvznozn:

Vztah d(A U K) = d(A) obdrzime analogicky, sta¢i si uvédomit, ze (AU K)(n) =
= A(n) + ky, kde 0 < k,, < k.

. Dokazte, Ze neexistuje asymptotickd hustota mnoziny A = U,en{6"+1,6"+2,...,2.6"} |}
Resent:

Podle zadani je

A = {6+1,6+2,...,26}U{62+1,62+2,...,2.62}U

(8.22)
u{63+1,62+2,...,2.63}u---
Z toho je patrné, ze pro kazdé n € N, n > 2 plati
A(6™) £ 2.6 a zéroven A(2.6") > 2.6" — 6" (8.23)
Pokud by existovala asymptotickd hustota d(A), muselo by platit
A(6™ 2671 2 1
d(A) = lim A _ oy A6 o, 26 =S — (8.24)
n—oo n n—eme 6™ n—oo 6.6"~ 6 3




a zaroven

d(A) = lim A _ gy AREY 5, 2606

n—oo N n—oo 2.6 T n—ooo  2.6™

_ % (8.25)

| =

Z predpokladu, ze asymptotickd hustota d(A) existuje, jsme dospéli k vyroku (viz
(8.24) a (8.25)), Ze d(A) < % a zaroveni d(A) = 1. To je spor! Proto d(A) nemiize
existovat.

8.4.2. Vysledky Cviceni 3.2.1
Cviceni k podkapitole Logaritmickd hustota.
1. Naleznéte logaritmickou hustotu mnoziny ptirozenych ¢isel, které ve svém dekadickém

zépisu zacinaji ciframi 11. Tzn. jde o mnozinu A = {11,110, 111,
...,119,1100,1101,...,1199,...}.

Resent:
Jak vidno,

A = {11,110,111,...,119,1100,1101,...,1199,...} =

o
— U {11.107,11.107 + 1,...,11.10/ + 10/~ — 1} . (8.26)
j=0
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R
Oznacéme ..
]. “ 2, 7
L 5 = E E o 4;,/ <

STRAVY,
Ckj ““\‘\*’

&
S

-

. aeA .
11.109 <a<11.107+1

Potom (viz (8.26)) plati

1 1
11.100 -1

11.109 £k<11.1094105—1—1 k<11.1094109-1—1 k<

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L

e

Nyni vyuZijeme toho, ze pro kazdé n € N plati (viz Cvideni 2.6.1) > L = In(n +
k<n

+ 1) + v + g(n), kde v je konstanta, a g(n) splituje nerovnosti —n+_1 < g(n) < 0.

Proto

L; = In(11.107 + 10971 + v + g(11.107 + 1071 - 1) —
—In(11.107) — y — g(11.107 — 1) =

11.107 + 1071
= In| ———
11.10
—g(11.107 — 1) =

) +g(11.107 +10°71 — 1) —

1 .
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-

<
kde a(j) = g(11.107 + 107! — 1) — g(11.107 — 1). Navic (viz Cvicen{ 2.6.1) - | o
1 , 1 NS

NS
~TTi r 1ot <20 < o

STRAVY,
4 ““\‘\‘

A protoZe {gr 5=t < Tr.1g7» Plati nerovnosti D OERZTA
V PLZNI
1 1
_ < a(f) < y 8.28
1w <20 < 1o (8.28)

Uvazujme libovolné pevné n € N. Jisté existuje j, € N takové, ze 11.107» < n <
< 11.10’»*!, Hodnotu j, uréime snadno:

11.107» <n < 11.104nH1

In (11.107")

A

Inn < In (11.1077+1)

In11 + j, In(10)

[IA

Inn <In11+ (jn + 1)In(10) (8.29)

JnIn(10) <Inn—-Inl1l < (j,+ 1)In(10)

jo  SlplEll g1

A tak existuje jedind moznost, a to'

. |lnn—Inll
= T m@oy |-

2] oznacuje celou &ast Cisla .
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A7 RN
Protoze 11.107» < n < 11.10*!, plati odhady ‘. I!,!l o7
A IsTRaVS, {5’
Jn—1 1 Jnt1 %%i m\\“"‘:v
L. < Z . .
Z J_ZG<ZLJ (8.30)
7=0 acA 7=0
agn ZAPADOCESKA

L

UNIVERZITA
V PLZNI

Vyuzijeme (8.27) a (8.28) a obdrzime tak

Jn—1 Jn—1 1 Jn—1 1

L, = In(1+-—]— .
Z i = Z n< +110) 11.107
J=0 J=0

v

<

ol 1 > 1
> 1 — | - - =
= Z N <1 + 110) Z 11.107
7=0 7=0
1 10
= Galn(14—)— . 31
J”n( +110) 99 (8:31)
Obdobné
Int1 Int+1 Jnt+1 1
>r o< >
j=0 =0 =0

7=0 7=0

1 10
= JyIn(1+— —. .32
]nn( + 15 ) T 59 (8.32)



o

R

“ 9 7
%,

»
STRAN (.\}
4,
70, i v “\"v

&
S

Pomoci (8.31) a (8.30) a Véty 3.10 odhadneme dolni logaritmickou hustotu mnoziny
A:

-

jin—1
E% Jn

€
<

Qe

3>
L1
S

lim inf
n—00 nn

ZAPADOCESKA
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W,
F =
e
50
3
1V

v

| dn 1 10
e || G (1 * 110) 991n 7
—

—0
lnnzln)ll] 1
In(10
—  lim - n(1+-—)=
noo  Inn n( * 110)
In (1 + 1)
In10 (8:33)
Analogicky bychom mohli (pomoci (8.32) a (8.30)) odvodit nerovnost
> a
a€cA @ 1
aln 1n (1 + _)
g < 110
11TILlls01C1)p = mio (8.34)
7 (8.33) a (8.34) plyne
(8.33) a (8.34) ply "




o

R

“ 2 7
%,

»
STRAN (.\}
4,
70, i v “\"v

&
S

—
=
—
—
—
==
o
S—
Q9
IAM
N
Q=
Q=

a€A 1
2% In (1 + 135)
<l = < 110
- l,lfiso‘ip Inn — In 10

< liminf —=
n—oo In

1
a%A e

A tak existuje limita lim “—— a plati (viz Véta 3.8)

n—o0

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
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L

;A% 1

S+ ) |
lim —— = 110/ — 1+ — | =4(A).
oo lnn In 10 ng( +110> o4)

2. Naleznéte logaritmickou hustotu mnoziny A = UjeN{6j +1,67 +2,...,2.67}.

Reseni:

Reseni je obdobné jako v predchozim pifkladu. Definujme

1
Li= > - (8.35)
acA
6J<a<6it1
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Potom (viz Cviceni 2.6.1)

Lj:.Z

- T Lot
B k k-
k<2.67 k<6i
1 11 1
= 5ot 2 FTeT 2 5T
k<2.67—1 k<67—1
-1 ) ‘
- = 3 Jj ] _ J
= 36 +1n2.6" + ¢(2.6" — 1) — In6’ — g(6
2.6 1 .
= In(Z-) - — 4926 —1 1) =
0 (%) - 5 + 28~ - 9@ - 1)
= In2+a(y),
kde a(j) = —555 +9(2.67 — 1) — g(67 — 1) a plati (viz Cviceni 2.6.1)
L T T |
261 2.6/ d 260 | 6
1 : 1
o a(j) < 5.6

1) =

(8.36)

- 0, N I,
) STRAN
2 TRA &

%/
) Y
LTS

L

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI




Uvazujme libovolné n € N a najdéme j, € NU {0} tak, aby 6/» < n < 6/n+1l, % I!!I -
’é}. Isranst IS
6 < n < @t 2 u“\“"é

jnln6 = lnn < (jo+1)Iné6

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L

Inn
In6

A

e < (Un+1)

Proto 1
nn
= |22 8.37
j [M} (8:37)

Plati nerovnosti 67» < n < 6/7+1, Ze vztahu (8.35) proto plyne, Ze

jn 1 ]n+1
YLy s Z L;.
] ac€A

=0 agn

Daéle vyuzijeme (8.36) a obdrzime tak

Y (m2+a() £ Y2 <Y (n2+a()),
i 27 =
Jn—1 Jn—1 Jnt1 Jn+l
Y m2+ Y ag) Z Zan-l—Z | Zaviit dokument |
=0 =0 agA
341" | et obracouka/ Ok |




1849
Jn—1 Jn+1 Y7

Jnln2 + Z Z < (n+2)In2+ Z 7)- xS

g =
Ze vztahu (8.37) pak plynou nerovnosti D > éﬁi{r«?ﬁi“
Jn—1 Jn+1 1
jnln2—26]_ZA (4n + 2) ln2+22.6j’
agn
=~ 1 1 =~ 1
=Y ="
6 1 ) 3
Jnln2 — H < Z_;E < (]n+2)ln2+g,
agn
Nyni dosadime za j, - viz (8.37)
Inn 6 1 Inn 3
— | ln2--=-=< — — 2| In2+ —. 8.38
[hm}n 5_a€ZAa<([ln6]+)n+5 (8:38)
ﬂ§n

Diky nerovnostem (8.38) muzeme odhadnout horni a dolni logaritmickou hustotu mno-

ziny Al

1Uvidime, #e horni a dolni logaritmické hustota se rovnaji. A tak existuje i logaritmické hustota mnoziny

A a je rovna téze hodnoté.
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Nejprve odhadneme zdola dolni logaritmickou hustotu. Protoze

Inn 6 1
P — =< _
VneN: [1116}1112 P = E .

a€A
asn

musi platit

1
1 6 2624 @
22l n2 -2 asn
lim [1116]—5 < lim inf =
n—o00 nn n—oo nn
Limitu vlevo v nerovnosti (8.39) uréime snadno:!
] g — O iz o 9
lim [ln6] 5 lim [ln6] — lim -2 =
n—00 Inn n—oco Inn n—oo lnn
=0
1
I (BR —ep)In2 _
n— 00 Inn
I Innln?2 . epln2
= lim — lim =
n—ooIn6lnn n—oo Inn
=0
_ In2
~ In6’

1Cislem €,, oznaéme zlomkovou ¢ast &isla 11?1—” A tak pro kazdé n € N plati 0 < e, < 1.

6
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Dosadime-li (8.40) do (8.39), obdrzime

1
In2 a%q '
< . . :n
In6 = lim inf Inn (8.41)

Obdobné, (viz nerovnosti (8.38))

1 Inn 3

Vn e N: E E < ([m] —1—2)1112—1-5,
a€A
as<n

proto musi platit
>
A

a€ Inn 3

asn Th R + 2 1n2 + =
lim sup = < lim (& +2) 2, (8.42)
nooo Inn n—»00 Inn

ISl

Limitu vpravo v nerovnosti (8.42) uré¢ime snadno:

I 3 1
g (mEl+2m2+5 . [R]In2
n—00 Inn n—oo  Inn
21n 2 3
4 lim 222 lim 5 =
n—oo Inn n—oo Inn
=0 =0
In2

- (8.43)

o

R
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<
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Dosazenim (8.43) do (8.42) obdrzime . I!!I o7
Z é %/"M' ““\‘,‘é
an In2

li — < —. 8.44
l,rff;ip Inn ~ In6 ( )

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA

V PLZNI
Spojenim nerovnosti (8.41)

L

a (8.44) obdrzime

In2 EEA o In2
—= <liminf — < limsup =<2
n6 n—oo Inn n—ooo Inmn In6

Z 1

€A
. e a2
Proto mtzeme tvrdit, ze existuje limita lim

Sn .
Tan @ J€rovia

>
acA
as<n

lim _In2
n—oo Inn  In6’
Podle Véty 3.8 to znamena, ze
In2
A)=—.
o(4) In6

m—oo

3. Necht A C N. Dokazte, ze lim (sup (k)> = lim sup =~ A(k)

k=2m k—o0
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Reseni:

A(K)

Uvazme, ze sup —~ je supremum mnoziny
k>m

)

_ [A(m) A(m+1) A(m+2)
Qm_{ m m+1 = m+2 ’}

a lim sup %k) je nejveétsi hromadny bod mnoziny

k—00

a tedy i mnoziny @, (mnozina @, vznikne odebranim pouze koneéné mnoha prvku
z mnoziny @, a tak musi mit stejné hromadné body?).

Supremum mnoziny @, je bod (¢islo), ktery je (kromé jiného) vétsi, nebo roven libo-
volnému bodu mnoziny @,,. Hromadny bod mnoziny @, je limitou néjaké posloup-
nosti prvkl z Q.,,, proto i on je mensi, nebo roven supremu mnoziny @Q.,,. Symbolicky
ZapPsano:

Vm € N : sup % 2 lim sup % (8.45)

k=m k—o0

"Hromadny bod mnoziny @ si miZete pfedstavit jako puntik na redlné ose, kolem kterého se ,hromadi“
prvky (¢isla) z mnoziny @ a to tak, ze v libovolné malém okoli tohoto bodu vzdy najdeme nekoneéné mnoho
prvkia z mnoziny Q. Proto, odebereme-li z mnoziny @) koneény pocet prvki, nic se nezméni - hromadny bod
zustane hromadnym bodem.
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Oznacime-li s = lim sup %, pak podle (8.45) musi pro kazdé m € N platit

A %/"H s
k
sup Alk) _ 520,
kzm
- ’ ZAPADOCESKA
a tak v PLZNI
Ak Ak
sup Alk) _ s = |su Alk) _ s (8.46)
k>m k k>m k

Cislo s je nejvétsi hromadny bod mnoZiny . Znamend to, Ze pro libovolné £ > 0

2
existuje jen konecné mnoho prvki mnoziny @ vétSich nez s + 5.
Abychom vSechny takové prvky odstranili, staci zvolit dostatecné velké m (oznac¢me
jej mo) tak, aby mnozina Q,,, tyto prvky neobsahovala!. (Mnoziny Q,,, kde m = mq
pak takové prvky také neobsahuji.) Symbolicky zapsdno?:

A
V&>03moEN:Vk§m0:$

A

i €

s+ =.

2

Prvky vSech mnozin @, kde m = mq spliuji, ze jsou mensi, nez s+ 5. A tak suprema
téchto mnozin mohou byt nejvyse rovna s+ 5 a urcité jsou mensi, nez s+e. Symbolicky
ZaPsSano:

'Nezajimé nés konkrétni hodnota &isla mo, staci ndm ke Stésti védomi, Ze takové mo urdité existuje!
2Tento zapis znamend, Ze pro dané € najdeme @, neobsahujici prvky, které by byly vétsi, & rovny s+ o
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Ak
Ve > 03dmg € N:Vm 2 mg : sup ) < s+e,
po drobné tpravé nerovnosti dostaneme
Ak
V5>03m0€N:Vm§m0:supQ—s<s
k>m k
a s vyuzitim (8.46)
Ak
Ve > 03dmg € N:Vm 2 my : supﬁ—s <e
k>m k

Tvrzeni (8.47) je ekvivalentni (viz definice limity posloupnosti) s tvrzenim

lim <sup A(k)) =s

Nyni si staci jen vzpomenout, ze lim sup % = s.

k—o00

8.5. Kongruence na mnoziné celych cisel

8.5.1. Vysledky Cviceni 4.1.1

Cviceni k podkapitole Relace kongruence na grlcnoiiné célych cisel.
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1. Dokazte nésledujici tvrzeni. Pokud je rozdil dvou celych ¢isel délitelny ¢islem m, musi . 5
tato ¢isla patrit do stejné zbytkové tiidy modulo m. ) 4
Resent:

D b e
V PLZNI

Uvazujme cisla x1,xo € Z jejichz rozdil je délitelny c¢islem m. To jest, existuje k € Z
takové, ze

1 — 9 = km
Mame za tikol dokazat, ze x1 a xo v takovém pripadé patti do stejné zbytkové tiidy mo-
dulo m. To nastane, pokud z1 = z3(modm). Ale pravdivost vztahu z; = z9(modm)

okamzité plyne z Definice 4.1 :). Ta 1ika, ze

x1 = x2(modm) & 1 — o = km

8.5.2. Vysledky Cviceni 4.2.1

Cviceni k podkapitole Linedrni kongruence.

1. Naleznéte vsechna Feseni linedrni kongruence 14z = 5(mod 23).

Resent:
Jde o linedrni kongruenci ax = b(modm), kde a = 14, b = 5 a m = 23, ged(a,m) =
= ged(14,23) = 1. Podle Véty 4.14 muzeme tvrdit, ze Feseni bude jediné.
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Jak jej nalézt? Existuje jen dvacettri riznych zbytkovych tiid modulo 23, a tak by
nebyl problém vzit jednu po druhé a vyzkouset prostym dosazenim do kongruence,
ktera vyhovuje. Nicméné tento postup je vhodny jen pro mald m. Proto, z cviénych
divodi, najdeme Feseni postupem uvedenym v dikazu Véty 4.14.

Nejvétsim spolecnym délitelem cisel 23 a 14 je ¢islo 1. Postupem uvedenym ve Cviceni
1.2.1 vyjadiime ged(23, 14) jako linedrni kombinaci ¢isel 23 a 14. To jest, potfebujeme
nalézt cela Cisla xg a yg tak, aby 1 = 2¢23 + yo14.

Nejprve pouzijeme Euklidav algoritmus.

923 = 1.14+9 (8.48)
14 = 1945 (8.49)
— 15+4 (8.50)
— 1441 (8.51)
= 4140
Z rovnice (8.51) vyjadiime ged(23,14), tj. ¢islo 1.
1=5-14 (8.52)

Z rovnice (8.50) vyjadiime zbytek 4 (4 = 9—5) a dosadime do rovnice (8.52). Obdrzime

1=5-(9—5). (8.53)
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Z rovnice (8.49) vyjadiime zbytek 5 (5 = 14 — 9) a dosadime do rovnice (8.53).
Obdrzime
1=14—9—(9— (14— 9)). (8.54)

Z rovnice (8.48) vyjadiime zbytek 9 (9 = 23 — 14) a dosadime do rovnice (8.54).
Obdrzime
1=14— (23— 14) — ((23 — 14) — (14 — (23 — 14))). (8.55)

Tuto rovnici jesté upravime:

1 = 14-23+14— (23— 14) + (14 — (23 — 14))

1 = 14—-23+14—-23+14+14—-23+14
1 = -3.23+ 5 .14 (8.56)
=x0 =Yo

V zadané kongruenci 14z = 5(mod 23) potiebujeme vyjadiit ¢islo 5 pomoci linedrni
kombinace ¢isel 14 a 23. Proto rovnici (8.56) vyndsobime ¢islem 5. Obdrzime tak
rovnost 5 = —15.23 4 25.14. Dosadime do zadané kongruence:

14z = 5(mod23)
14z = —-15. 23 + 25  .14(mod23)
<> <~
=0(mod23) =2(mod 23)
14z = 2.14(mod 23)
x = 2(mod?23) (8.57)
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Z (8.57) plyne, ze hledanym Fesenim kongruence 14z = 5(mod 23) je zbytkova trida

- A <k
203 D) 7S
& Cy, i ““\‘\

. Naleznéte vsechna FeSeni linedrni kongruence 3z = 15(mod 6).

(B

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA

A4

Reseni:

V PLZNI

Pridrzime-li se oznac¢eni uzivaného ve Vété 4.14, pak fesime linearni kongruenci ax = b(mod m),|j
kde a = 3, b = 15 a m = 6. Protoze ged(a, m) = ged(3,6) = 3 déli ¢islo b = 15, ma
tato kongruence pravé tfi ruznd reseni.

Jak je nalézt?

Vsechna ¢isla vyskytujici se v kongruenci 3z = 15(mod 6) podélime ¢islem ged(a, m) =
= ged(3,6) = 3. Obdrzime tak kongruenci z = 5(mod 2). Ta m4 jiz jen jediné feSeni
(nebot ged(1,2) = 1). A evidentné jim je zbytkova trida

Tgy = ba.
Resen{ zadané kongruence 3z = 15(mod 6) pak dostaneme tak, Ze pfi¢itaime nasobky

¢isla 2. Vime, ze TeSeni jsou pravé tii, proto hledana reseni najdeme jako

Z'_067 o + 267 o + 46'

56, b + 26, b + 4.

Tzn., jde o zbytkové tiidy 56, T a 9. Tento vysledek jesté miizeme upravit. Jde
o zbytkové tiidy 5g, 1g a 3¢.

355



3. Naleznéte vSechna feseni linedrni kongruence 32z = 10(mod 46). . =

. Zrg ywis
Reseni:

Budeme postupovat obdobné jako v predchozim prikladu. Nejprve vSechna cisla vy-

skytujici se v kongruenci 32z = 10(mod 46) podélime nejvétsim spoleénym délitelem D P Inaooseskh
¢isel 32 a 46, tj. ¢islem 2. Obdrzime Lo

162 = 5(mod 23).

Nalezneme feSeni této kongruence (bude jediné, nebot ged(16,23) = 1). Budeme po-
stupovat stejné jako v prvnim piikladé tohoto cvic¢eni. Nejprve Euklidovym algorit-
mem nalezneme ged (23, 16).

23 = 1.16+7 (8.58)

16 = 2742 (8.59)

7 = 32+1 (8.60)
= 2140

Z rovnice (8.60) vyjadiime ged(23,16), tj. ¢islo 1.
1=7-32 (8.61)

Z rovnice (8.59) vyjadiime zbytek 2 (2 = 16 — 2.7) a dosadime do rovnice (8.61).
Obdrzime

1=7—3.(16 — 2.7). 8.62
o ) (8.62)




Z rovnice (8.58) vyjadiime zbytek 7 (7 = 23 — 16) a dosadime do rovnice (8.62).
71 ‘- 7
Obdrzime 2 &

xS

1= (23— 16) — 3.(16 — 2.(23 — 16)). (8.63)
Odtud dokazeme vyjadrit ged(23,16), tj. ¢islo 1, jako linedrni kombinaci (soucet na- esaeens
SObkﬁ) Cisel 23 a 16. | 2 sn:’llvziunlzm

1 23 — 16 — 3.(16 — 2.(23 — 16))

1 = 23—-16-3.16+6(23 — 16)

1 = 23—-16—-3.16+6.23 —6.16

1 = 7 .23— 10 .16 (8.64)

—~— —~

=x0 =Y0

V fesené kongruenci 16z = 5(mod 23) potfebujeme vyjadrit ¢islo 5 jako linedrni kom-
binaci ¢isel 23 a 16. Proto vynésobime rovnici (8.64) ¢islem 5. Obdrzime tak

5 = 35.23 — 50.16.

Po dosazeni do 16x = 5(mod 23) fesime kongruenci

16z = 35.23 — 50.16(mod 23)

16z = 35. 23 — 50  .16(mod23)
<= <~
=0(mod 23)  =4(mod 23)
16z = —4.16(mod 23)
= —4 d23 8.65
28 ) G O ]
=19(mod 23)
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MuZeme proto tvrdit, Ze 1923 je FeSenim kongruence 16z = 5(mod 23). Vsechna fesen{ . =
zadané kongruence 32z = 10(mod 46) proto dostaneme jako "*:,»,* 4
E46 , 19 4 2346.

e

To jest, hledanymi feSenimi zadané kongruence 32z = 10(mod 46) jsou zbytkové t¥idy D v RLZNI
1946 a 4246.

8.5.3. Vysledky Cviceni 4.3.1

Cviceni k podkapitole Fermatova - Fulerova véta.

1. V Poznamce 4.24 bylo ukézéno, ze kongruence a?(™) = 1(mod m) nemusi byt splnéna
v pripadé, kdy ged(a,m) # 1. Existuji néjaké cisla a a m, takova, ze ged(a,m) # 1
a pfitom plati a®(™ = 1(modm)?

Resent:
Z4dna takova ¢isla a a m neexistuji. Dokazeme to sporem. Pfedpokladejme, 7e ged(a, m) =I
=d > 1 a plati

a?™ = 1(mod m). (8.66)

Podle definice kongruence je vztah (8.66) ekvivalentni s tvrzenim
a?™ — 1 = km, (8.67)

kde k je néjaké celé cislo.
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Protoze ged(a,m) = d, existuji ¢isla a; a m; tak, ze a = da; a m = dm;. Dosazenim
71 “ 7
do (8.67) obdrzime N 73

d?m ™ _ 1 = kdm,
a po jednoduché uprave D
a (@ =1af™ — kmy ) = 1. (8.68)

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA

V PLZNI

Z rovnice (8.68) pak plyne, Ze d je délitelem ¢isla 1. To je ovSem spor s predpokladem
ged(a,m) =d > 1.

Ukézali jsme tak, ze v ptipadé, kdy ged(a, m) = d > 1, nemiize nastat ™ = 1(modm).J]
. Pomoci Fermatovy véty naleznéte x € {0, 1, ..., 6} spliujici kongruenci z = 232%(mod 7).J]
Resent:
Protoze ged(2,7) = 1, plati 2¢(7) = 26 = 1(mod 7). Proto

x =238 = 23294 = (26)%9% = 15494 = 24 = 16 = 2(mod 7).

Resenim je tedy &islo z = 2.

. Pomoci Fermatovy véty naleznéte x € {0, 1,2} spliujici kongruenci 5z = 1(mod 3).
Reseni:

Hledané ¢islo z jisté nepati{ do zbytkové t¥idy 0, nebot po dosazeni bychom obdrZeli
0 = 1(mod3) (a to neni pravda). Proto = € {1,2}. A tak gcd(z,3) = 1. Podle
Fermatovy véty je 22 = 1(mod 3). Vynasobenim obou stran zadané kongruence ¢islem

x obdrzime kongruenci
5 22 = z(mod3).
~~

=l359




Odtud je jasné, ze 5 = z(mod 3) a tak x = 2.
1 (mod3) v7
5 S

4. Pomoci Fermatovy véty naleznéte x € {0, 1, 2} splitujici kongruenci 22245241 = 0(mod 3).Jj 2y
Reseni:
Hledané &islo x jisté nepatif do zbytkové tiidy 0, nebot po dosazeni bychom obdrZeli p ZhraoocEsch
UNIVERZITA
1 = 0(mod 3) (a to neni pravda). Stejné jako v predchozim prikladé pak musi platit, v pLzni

7e 22 = 1(mod 3). Dosazenim do zadané kvadratické kongruence obdrzime 2 + 5z +
+1=0(mod3). A tak

5x = —3(mod 3),
5z = 0(mod 3),
x = 0(mod 3).

To by ovSsem znamenalo, ze x = 0. Tuto moznost jsme vSak vyloucili. Z toho plyne,
ze zadand kongruence nema reseni.

8.6. Operace na 7,

8.6.1. Vysledky Cviceni 5.0.1
Cviceni ke kapitole Operace na Z,,.

1. Véta 5.5 tiké, ze neutrdlnim prvkem vzhledem k operaci nasobeni zbytkovych tiid
modulo n je zbytkova tiida 1,. Nemfize ale roli neutralniho prvku hrat i jina zbyt-
kova trida ze Z,7 Dokazte, Ze ne, Ze existuje pouze jediny neutralni prvek vzhledem
k operaci nésobeni zbytkovych tiid (Definice 5.1).
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Resent: v o
Podle Véty 5.5 je 1, neutrdlnim prvkem vzhledem k nésobeni na Z,. A tak vime, *::,* 4

ze neutralni prvek vzhledem k nésobeni na Z, existuje. Pfedpokladejme nyni, zZe
€1, a také €3, jsou neutrdlni prvky vzhledem k nésobeni na 7Z, (a ukdzeme, ze ve
skutecnosti jde o tentyZ prvek a ne o dva ruzné). Podle definice neutralniho prvku, D p ZArsonteses

V PLZNI

musi platit:
€1p = €162, = €2y

Prvni rovnost nastane, nebot €3, je neutralni prvek a druhé rovnost plati, nebot e,
je neutralni prvek. Odtud vidime Ze nemohou existovat dva rtizné neutralni prvky.

2. Dokazte, Ze ke kazdému prvku v Z, — {0,} existuje jeho prvek inverzni (vzhledem
k ndsobeni) pravé tehdy, kdyz n je prvocislo.

Resent:
Uvazme, ze Z, —{0,} = {1,,2,,...,n — 1,}. Podle Véty 5.9 maji vSechny zbytkové
tiidy z Z, — {0, } multiplikativni inverzi pravé tehdy, kdyz

Va € {1,2,...,n—1} : ged(a,n) = 1. (8.69)

Kdyz n je prvocislo, je vyrok (8.69) jisté pravdivy. Pokud m neni prvocislo, je n
jisté délitelné néjakym éislem a, které splnuje nerovnosti 2 < a < n. Potom by ale
ged(a,n) = a # 1. Pro n, které neni prvocislo tedy (8.69) neni pravdivy vyrok. Proto
(8.69) je pravda praveé tehdy, kdyz n je prvoéislo.

3. Vytvorte tabulku nasobeni zbytkovych tiid modulo 7.
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2
Resent: I!!I
Viz tabulka 8.1. *«% """“““5
@E
Tab. 8.1 Tabulka nésobeni v Zr.

ZAPADOCESKA
~Jol1[2[3[4]5]6 [‘ vz
0/0|0]0O|]0O|JO]|O]O
1(0(1|2[3|4|5]6
2/0(2|4]6|1[3]5
3|0|3[6|2|5|1]|4
410|415 |12|6]3
5/0(5|3[1|6|4]2
6| 0|]6|5|4|13[|2]|1

4. Pomoci tabulky nésobeni v Z; (Tabulka 8.1)vyfeste linedrni kongruence 3z = 2(mod 7)|}
a —5x = —2(mod 7).

Reseni:

e Resime kongruenci 3z = 2(mod 7). V Tabulce 8.1 nalezneme multiplikativni in-
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verzi ke zbytkové tiidé 3 - je to zbytkova t¥ida 5. Proto: v -
= g
NI

3z = 2(mod7) |5

5-3z = 10(mod?7)
SN~~~ D ’ ZAPADOCESKA

=il UNIVERZITA

V PLZNI

x = 3(mod7)

Resenim zadané kongruence je proto zbytkové tiida 3r.
Zkouska: 3z =3-3 =9 = 2(mod 7).

e Resime kongruenci —5x = —2(mod 7). To je ekvivalentni feSeni kongruence
2z = 5(mod 7). V Tabulce 8.1 proto nalezneme multiplikativni inverzi ke zbyt-
kové ti¥idé 2 - je to zbytkovd tiida 4. Proto:

—5r = —2(mod7) |47

2 = 5(mod7) |4

S
()
8
Il

20(mod 7)

IR

x = 6(mod7)

Resenim zadané kongruence je proto zbytkova tiida 67.

Zkouska: —bx = —-5-6=2-6=12=5= —2(mod 7).
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e Pomoci tabulky ndsobeni v Z7 naleznéte inverzni prvek (vzhledem k nésobeni . =
zbytkovych tiid v Z7) ke zbytkové ti{dé 4. %,* &43

Reseni:

7 Tabulky 8.1 plyne, 7e D p Ziosostem

V PLZNI

47 - 27 =17.
Proto je zbytkovéa 27 inverznim prvkem ke zbytkové tiidé 47 vzhledem k nisobeni
zbytkovych trid v Z7.

e Pomoci tabulky ndsobeni v Z7 naleznéte inverzni prvek (vzhledem k nésobeni
zbytkovych tiid v Z7) ke zbytkové ti{dé 5.
Resent:

Z Tabulky 8.1 plyne, ze
5737 =15.

Proto je zbytkova 37 inverznim prvkem ke zbytkové t¥idé 57 vzhledem k ndsobeni
zbytkovych trid v Z7.

e Naleznéte inverzni prvek (vzhledem k nésobeni zbytkovych t¥id v Z7) ke zbytkové
tiidé 47 pomoci Fermatovy-Eulerovy véty (Véta 4.23).
Resent:

Fermatova - Eulerova véta fiké, ze 49(7) = 4% = 1(mod 7) (podminka gcd(4,7) =
= 1 je splnéna). To ovem znamend, %e 4 - 4°> = 1(mod 7). Proto je hledanym

inverznim prvkem zbytkové t¥ida 4%7. A protoZe
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45 =42424=2.2-4=2(mod7),
je ziejmé, ze se jednd o zbytkovou t¥idu 27.

e Naleznéte inverzni prvek (vzhledem k nésobeni zbytkovych t¥id v Z7) ke zbytkové
ti{dé 57 pomoci Fermatovy-Eulerovy véty (Véta 4.23).
Resent:

Fermatova - Eulerova véta ¥iké, ze 59(7) = 5% = 1(mod 7) (podminka gcd(5,7) =

= 1 je splnéna). To ovSem znamend, Ze 5 - 5° = 1(mod 7). Proto je hledanym
inverznim prvkem zbytkova tiida 5%7. A protoze

5°=5%525=4.-4.5=2-5= 3(mod7),

je zfejmé, Ze se jednd o zbytkovou t¥idu 3.

8.7. Aritmetické funkce

8.7.1. Vysledky Cviceni 6.1.1

Cviceni k podkapitole Fulerova funkce.

1. Vyteste Priklad 2.4 pro libovolnou ¢iselnou soustavu. Kolik procent prirozenych cisel
muzeme vyloucit v pripadé pouziti ¢iselné soustavy o zakladu n?
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Reseni:

Pomoci Véty 2.2 a k ni se vztahujici Poznamky 2.3 mtzeme urcit, jakou cifrou miize
koncit zapis prvocisla v ¢iselné soustavé o zakladu n. V takové soustave zapis z = 325
vlastné znamena, ze z = 3n% + 2n + 5, obdobné 2125 = 2n3 + 1n? + 2n + 5. Obecné,
pouzivame-li ¢iselnou soustavu o zékladu n, pak ¢islo zapsané pomoci cifer ve tvaru
Qpy - - - A20100 je TOVNO Apyn'™ + -+ - + a2n2 —+ a1n + ag.

Vidime, ze ¢islo zapsané v ¢iselné soustavé o zakladu n ma tvar
2 —il
amn™ + -+ aan” +an+ag =n(apn™ " + -+ agn + a1) +ap = nk + ao,

k

kde ag je posledni cifra v ciferném zapisu a samoziejmé vsechny cifry a; € {0,1,...,n—
-1}
Podle Véty 2.2 a Poznamky 2.3 muze byt ¢islo

Z=ap...a2a109 = nk + ag, kde k = 1
(Vsimnéte si, ze uvazujeme nyni jen ¢isla vétsi, nebo rovnd n) prvocislem pouze v pii-
padé, Ze ¢isla n a ag jsou navzdjem nesoudélnd, to jest, kdyz ged(n,ag) = 1.
To znamena, ze ¢islo z 2 n, jehoZ posledni cifrou v soustavé o zdkladu n je ag,
kde ged(n,ap) = 1 muze (ale nemusi!) byt prvoéislo. Ostatni ¢isla nejsou prvocisla.
Takovych cifer je mezi ¢isly 1,2,...,n — 1 (téchto hodnot muze nabyvat ag) celkem
p(n).
7 podezreni, ze jsou prvocisly, jsme tak vyloucili vSechna ¢isla k ve tvaru

k = nk + ap, kde ged(n,ag) > 1.
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Vyluéujeme proto vSechna ¢isla ze zbytkovych tiidy ag modulo n, kde ged(n, ag) > 1. . =
Téch je celkem n — p(n) (vSechny zbytkové tiidy minus ty z redukovaného systému *::,* 4

zbytkovych t¥id modulo n). Qx>
Na zékladé vysledku Kapitoly 3 mizeme ponékud nepresné fici, ze jsme vyloucili
- e
= ln) g (3 ) s (I
n n

prirozenych cisel z podezieni, ze jsou prvodcisly.

. Jaké n je treba v predchozim piikladé zvolit, abychom maximalizovali procento pri-
rozenych Cisel u kterych mizeme vyloucit podezreni z prvociselnosti?

Reseni:

Predem reknéme, ze odpovéd na otazku neni zcela jednoznac¢na. Prostudujeme-li pred-
chozi priklad, je zfejmé, ze hledame c¢islo n tak, aby hodnota %%n) byla co nejvétsi.
Uvazme, ze

n — p(n) p(n)

n n

Ulohu proto mizeme pieformulovat. Hleddme n tak, aby hodnota %") byla co nejmenéi.l

Vyuzijeme Vétu 6.8. Podle ni pro n = p{*p3? - - - pi*, kde p1, pa, ..., pi jsou navzdjem
riznd prvocisla, plati

n n L
367 =
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o

VRN
Hleddme proto n = p'p5? - - - pp* takové, aby hodnota souc¢inu % I!,!I -
’é}. Isranst IS
b 1 %/"n' m\\‘“&
11 (1 — —_) (8.70)
i1 bi

L

ZAPADOCESKA
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byla co nejmensi. VSimnéme si, ze hodnota soucinu (8.70) nezavisi na hodnotach v

exponentl ag, s, . .., qr v kanonickém rozkladu n. Uvazujme proto co nejmensi n. Je
jim n = p1ps - - - p. Jaké zvolit k? To jest, kolik prvocisel by mélo byt v kanonickém

vV,

splnény nerovnosti

2 = p
L o> (8.71)
2 T p '
o1
2 7 p
1 1
1-- < 1-—
2 pi
o 1
2 - Di
A odtud snadno domyslime, Ze
1 1
- <1-—x<1
2 Pi




Chceme-li co nejmens{ soucin (8.70), mél by proto mit co nejvice ¢initelil. To jest, k
by mélo byt co nejvétsi. Jaké prvocisla p; vSak zvolit? Malé? Velké? Snadno odvodime,

Ze pro p; < py plati

pi < pI
1 1
— > N
Di pbr
1 1
_ < P
Di br
1 1
1-— < 1—-——
Di br

Je tedy v nasem zajmu, aby prvocisla p; byla co nejmensi. Zvolime proto p; = 2,
p2 =3, .... To jest, posloupnost p; je posloupnost vsech prvocisel — nebudeme zadné

preskakovat.

Nalezenymi adepty pro zéklad ¢iselné soustavy jsou proto nésledujici ¢isla (uvedeme

!'Nésobime-li kladné é&islo z kladnym &islem a = 1 — i, které je mensi nez jedna, dozajista bude vysledek

mensi, nez x.
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1849
i kolik procent ¢isel vylou¢ime z podezteni, Ze jde o prvocisla) . =
2 N
R 5

ni =2 = vylouéime (1— (1-— %)) -100% = %-100% Ry
ny =2:3 = vyloudime (1—(1—1)(1-1))-100% = 2-100% D aAPADoESKA
’ UNIVERZITA
. 3 1 11 V PLZNI
ng =2-3-5 = vyloudime (1 Z];Il - E‘)) +100% = 75-100% (8.72)
k k
np = [[pi = vyloutime (1 H 1 - 17)) 100% = ax-100%
i=1 i=1 '

S rostoucim k roste . Méli bychom za zéklad ¢iselné soustavy proto zvolit co nejvétsi
ng. Posloupnost ¢isel ng vSak evidentné roste nade vSechny meze. Nemizeme proto
vybrat nejvétsi ¢islo ng. Vzdy musime zvazit, s jakou nejvyssi hodnotou ny a tim
padem i oy se spokojime.

. Oznaéme ng = Hf 1 pi, kde {pi};2, je posloupnost vSech prvocisel. Déle ozna¢me
=1- H <1 - —) Dokazte, Ze hm ay-100% = 100%. To jest, dokazte, Ze

postupem popsanym v FeSenich predchoz1ch prikladu je mozné pri volbé dostatecné
velkého ny vyloucit z podezteni, ze jde o prvocisla, libovolné velké procento ¢isel.

Reseni:
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Nagim cilem je dokazat, ze hm ar =1, kde ap, = 1 — Hle (1 — pl) To je logicky
k—o00 i
ekvivalentni s tvrzenim, ze

fim T (1 - l) ~0. (8.73)

k .
—oo. i

Rovnost (8.73) nyni dokédzeme. Pro libovolné prvocislo p; snadno ovérime pravdivost
néasledujicich nerovnosti

(8.74)
pi—1)(pi+1) < pipi

Di pi+1°

Proto pro kazdé k € N plati

1=

g<1——)zﬁl( )<i1jl(pﬁ1):m (11+L><k1" (8.75)
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A tak

<
“ IsTRavY 7
k k %) &
1 1 1 S yWS,
0 < 1lim ian (1 — —) < lim supH (1 — —) < lim , (8.76)
k—oo - i k—oo 1 pi oo kg
: V23 ZAPADOCESKA
=1 D UNIVERZITA
V PLZNI
k
pokud limita lim — L existuje. My viak vime Ze ano! Podle Véty 2.7 plati lim . L =
k—o0 1 k—o00,—1 pi
i=1 Pi
= 0. Proto ]
klim k =0.
—00
>i
i=1 Di
Dosazenim do 8.76 obdrzime

k

1
< lim inf 1——
0—5&2.3}_1( )

i
Proto

k
1
< lim sup | I (1 — —) <0.
k—oo 3 Di

k
1
lim (1 — —) =0.
k—o0 paiy Di

) nasobime samé kladné cisla.

(8.77)

'Nebot v sou¢inu []F_, (1 -1
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8.7.2. Vysledky Cviceni 6.2.1 - AR s
Cviceni k podkapitole Funkce sigma. ‘}'%,,4- ““\««9\

&
S

-

1. Dokazte, ze ¢islo p je prvocislo pravé tehdy, kdyz op(p) = 2.
ZAPADOCESKA
UNIVERZITA

Resent: unvER

L

Je zfejmé, Ze p je prvocislo pravé tehdy, kdyz mé pravé dva délitele (¢islo 1 a p). Jinak
feceno, p je prvocislo pravé tehdy, kdyz og(p) = 2.

2. Dokazte, ze oborem hodnot funkce oy je mnozina N.
Resent:
Uvazme, ze plati

n=1 = op(n)=1(délitelé n : 1)

n=2 = oo(n)=2(délitelén :1,2)

= op(n) = 3( délitelé n : 1,2,2?)

n=2""1 = ogy(n)=m(delitelé n :1,2,...,2m1)

3. Dokazte, ze lin_l)inf oo(n) = 2.
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Reseni:

Nejprve si vSimnéme, ze
VneN;n>1:00(n) =2, (8.78)

nebot kazdé pfirozené cislo n > 1 méa alesponn dva rtizné délitele, a to ¢isla 1 a n.
Podle prvniho prikladu tohoto cviceni navic vime, ze pro posloupnost vsech prvocisel

{pi}2, plati

Vi e N:og(pi) = 2. (8.79)
Proto
lim og(p;) = 2. (8.80)
12— 00

Z rovnice (8.80) plyne, zZe ¢islo 2 je hromadnym bodem posloupnosti {og(n)}52 ;.
Z (8.78) pak plyne, ze 2 je nejmensim hromadnym bodem posloupnosti {og(n)}5° ;.
Symbolicky zapsano

lim inf o (n) = 2.

n—oo

. Dokazte, Ze lim sup og(n) = oo.
n—oo

Resent:
Uvazujme posloupnost ¢isel {28}2° . Jak jsme vidéli vyse, 0¢(2¥) = k + 1. Proto

lim 0¢(2F) = lim k+1 = oo. (8.81)

k—o0 k—o0

374

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI




&
S

=

R
Z (8.81) vidime, Ze oo je hromadnym bodem posloupnosti {og(n)}> ;. Zadny vétsi l.
s 00 2 o v v . o NN/ " 9sTRANY, 7
hromadny bod posloupnost {o¢(n)}>2; mit nemuze. Nekonecéno je proto nejvétsim N 7S
hromadnym bodem posloupnosti {og(n)}° ;. Symbolicky zapsdno x>

lim sup o¢(n) = oo.
n—oo
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