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Kapitola 1

Exploracni analyza proménnych -
resené priklady

Priklad 1.1. Nize uvedend data predstavuji ¢astecny vysledek pozorovani zaznamenany pri
pruzkumu zatizeni jedné z ostravskych kiizovatek, a sice barvu projizdéjicich automobili.
Data vyhodnotte a graficky zndzornéte.

cervena, modra, zelend, modrd, cervend, zelena, cervend, cervend, modra, zelena, bild, cer-
vena

Reseni. Je zfejmé, ze se jednad o kvalitativni (slovni) proménnou a vzhledem k tomu, ze
barvy automobili nema smysl serazovat, vime, ze se jednd o proménnou nominalni. Pro
jeji popis proto zvolime tabulku ¢etnosti, uré¢ime modus a barvu projizdéjicich automobila
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Tab. 1.1: Tabulka rozdéleni cetnosti pro pozorované barvy automobill T7
5 &

TABULKA ROZDELENi CETNOSTI 22
Barvy Absolutni cetnost Relativni ¢etnost
projizdéjicich 2APADOCESKA
automobilii 1 Pi D > uwverzim
Zervend 5 5/12=0,42
modra 3 3/12=0,25
bila 1 1/12=0,08
zelena 3 3/12=0,25
Celkem 12 1,00

znazornime prostrednictvim histogramu a vysecového grafu.
Modus = ¢ervend (tj. v zaznamenaném vzorku se vyskytlo nejvice ¢ervenych automobili)
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Poéet automobill
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Barvy automobilii W éervend Emodra Obild Ezelend

Obr. 1.1: Pozorované barvy automobilti - his-  Obr. 1.2: Pozorované barvy automobilii - vy-
togram seCovy graf
Celkem bylo pozorovano 12 automobilt. A
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Priklad 1.2. Nasledujici data predstavuji velikosti tricek prodanych prii vyprodeji firmy
TRIKO.

@:

S, M, L, S, M, L, XL, XL, M, XL, XL, L, M, S, M, L, L, XL, XL, XL, L, M

ZAPADOCESKA
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V PLZNI
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a) Data vyhodnotte a graficky znézornéte.
b) Urcete kolik procent lidi si koupilo tricko velikosti nejvyse L.

Resent.
ad a) Ziejmé se jednd o kvalitativni (slovni) proménnou a vzhledem k tomu, ze velikosti
tricek lze seradit, jde o proménnou ordindlni. Pro jeji popis proto pouzijeme tabulku
cetnosti pro ordindlni proménnou, v niz varianty velikosti tricek budou serazeny od Obsah

nejmensi po nejvétsi (S, M, L, XL) a modus.
9. strana ze 159

L]

Tab. 1.2: Tabulka rozdéleni ¢etnosti prodejnosti tricek podle velikosti

[=]
(=

TABULKA ROZDELENi CETNOSTI \Il III
. o Absolutni ¢etnost | Relativni ¢etnost Kufn IR Kumulavtivni Gl
Velikosti tricek cetnost Cetnost
n; Pi m; Fi
S 3 3/22=0,14 3 3/22=0,14
6/22=0,27 3+6=9 9/22 =041
L 6 6/22=0,27 9+6=15 15/22 =0,68
XL 7 7/22=032 | 15+7=22 22/22=1,00
Celkem 22 10 J - | @ o I Cels obrazovka/Okno
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Modus = XL (nejvice lidi si koupilo tri¢ko velikosti XL)

Graficky vystup bude tvorit histogram, vysecovy graf a Lorenzova krivka. Jelikoz 7“% éf

nechceme pouzivat Paretiv princip, Paretiv graf vytvaret nebudeme. >

Graﬁcky VS’Stllp: ZAPADOCESKA
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V PLZNI
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ad b) Na tuto otdzku ndm dé odpovéd relativni kumulativni ¢etnost pro variantu L, ktera
urcuje jakd ¢dst prodanych tricek byla velikosti L a nizsich. Tj. 68% zdkazniku si

koupilo tricko velikosti L a mensi.
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AZIRINA
Priklad 1.3. Ucitel matematiky na gymnaziu prirazuje jednotlivym vysledkim studenti . 5
véhy nésledujicim zptisobem. '5% 4
XxTS>
Véaha
Zkouseni a diléi testy 1 S
Opakovaci testy 2 umiveRziTA
Kompozice 3
U studenta Masarika ma ucitel za 1. pololeti zdznam:
Zkouseni: 2
Diléi testy: 3,2,1,3
Opakovaci testy: 2,3, 1
Kompozice: 3,2

Urcete vyslednou primérnou znamku studenta.

Resend. Jde o klasicky pifpad uziti vazeného primeéru, kdy viznam jednotlivych zndmek je
ocenén jejich vahami.

k
Z:L‘mi
7= 11 +Tang + ... F TN =]
n+ng+...+ng

k
> M
i=1

2:143-142-1+1-143-1+2-243-241-2+3-3+2-3 38 .
1+1+14+14+14+24+2+24+3+3 17

T= %)
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Vzhledem k tomu, ze vazeny prumeér znamek studenta Masarika je 2,2, mél by tento student . I!V!I o7
na pololetni vysvédceni dostat z matematiky 2.
/0[(4' ““\‘\
A
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Priklad 1.4. Totozné soucastka se vyrabi na dvou automatech. Starsi z nich vyrobi 1 kus . o7
kazdych 6 minut, novy kazdé 3 minuty. Jak dlouho trva v primeéru vyroba jedné soucastky? '5% e éf
/0"4- ““\‘\

L
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Resend. Jde o typickou tlohu o spole¢né praci. Pro urcéeni primérné doby trvani vyroby
soucastky proto pouzijeme harmonicky prameér.

_ n
T = =

2
=4 [min]
T3

|

1
T;

m:

Vyroba jedné soucastky trva primérné 4 minuty.
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AZIRIN
Priklad 1.5. Ptedloni byla vyse ro¢niho platu zaméstnance ve firmé 200 000 K¢, loni 220 " 5
000 K¢ a letos 250 000 K¢. Jaky je primérny koeficient ristu jeho platu? SN '3«5
/0"4- ““\‘\
Reseni. Koeficient riastu k; je podil dvou hodnot kladné proménné.
. o s
Tt—1

kde z; ... hodnota proménné x v aktudlnim obdobi t,
Z¢—1 ... hodnota proménné x v predchozim obdobi t — 1.

Casto se koeficient ristu uvadi v procentech, pak hovorime o relativnim priristku oy.

or = (ke — 1) - 100 = 24— T 100 [%)
Tt—1

Plat [Kc] | Koeficient rastu | Relativni pFirtistek [%]
predloni | 200 000

220000

loni 220000 | —— = 10,0%
200000 100 °
250 000

letos 250000 | ———— =1,136 13,6%
220 000

Koeficient ristu predstavuje relativni zménu, pro vypocet priméru proto pouzijeme geo-
metricky prumeér.
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o

k; =+/1,100-1,136 = 1,118

Plat zaméstnance béhem poslednich tfech let rostl primérné o 11,8% rocné.
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Priklad 1.6. Nésledujici data predstavuji vék hudebnika vystupujicich na prehlidce de-
chovych orchestrii. Proménnou vék povazujte za spojitou. Urcete primér, shorth a modus
véku hudebnik.

22 82 27 43 19 47 41 34 34 42 35

Reseni. a) Urceni praméru:

V tomto pripadé jednoznac¢né pouzijeme aritmeticky prumér (proménnda vék nepfedstavuje
ani ¢ast celku ani relativni zménu).
n
> Ti
=1 22+82+4+27+43+19+47+41+34+34+42+ 35
no 11

Primérny vék hudebnika vystupujiciho na ptehlidce dechovych orchestrt je 38,7 let.

xr =

= 38,7 let

Prohlédnete si jeste jednou zadand data a promyslete si nakolik je prumeérny vék reprezen-
tativnd statistikou daného vgbéru (pozor na odlehld pozorovani).

b) Urceni shorthu:

N&s vybérovy soubor ma 11 hodnot, z ¢ehoz vyplyva, ze v shorthu bude lezet 6 z nich
(rozsah souboru je 11 (lichy pocet hodnot), 50% z toho je 5,5 (5,5 hodnoty se Spatné urcuge,
%?) a nejblizi vys prirozené &islo je 6 — neboli: [%1 = [51=15,5] =6).

A dalsi postup?

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI
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e Hodnoty proménné sefadime.

e Urcime délky vSech 6-ti ¢lennych intervald, v nichz 1 < ;41 < ... < Tjys

pro i =1,2,...,n—5.

e Nejkratsi z téchto intervalii prohldsime za shorth

(délka intervalu = x;45 — ;)

Originalni data Serazena data Délky 6-ti ¢lennych intervali
22 19 16 (=35-19)
82 22 19 (=41-22)
27 27 15(=42-27)
43 34 9 (=43 -34)
19 34 13 (=47 -34)
47 35 47 (= 82 —35)
41 41
34 42
34 43
42 47
35 82

Z tabulky je zfejmé, Ze nejkratsi interval ma délku 9, ¢emuz odpovida jediny interval:

(34;43).

Shorth = (34;43), coz muzeme interpretovat napf. tak, ze polovina hudebniku je ve véku
34 az 43 let (jde pritom o nejkratsi interval ze vsech moznych).

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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&
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¢)Urcéeni modu: l

“ 9 7
2 &

STRANS,
TS

=

Modus je definovan jako stied shortu.

34 +43
2

T =

= 38, 5 let ZAPADOCESKA
UNIVERZITA

V PLZNI

L

Modus = 38,5 let, tj. typicky vék hudebnika vystupujiciho na této prehlidce dechovych
orchestri je 38,5 let.
A
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Priklad 1.7. Pro data z reseného prikladu 1.7 urcete
a) vsechny kvartily,

b) interkvartilové rozpéti,

c) MAD,

d) zakreslete empirickou distribu¢ni funkei.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

Reseni. ad a)Nasim tikolem je urcit dolni kvartil x0,25, medidn x5 a horni kvartil zg 7s.

Budeme dodrzovat postup doporuceny pro urcovani kvantild, to znamena — data seradit a
pritadit jim poradi. Vysledek prvnich dvou bodu postupu ukazuje Tab. 1.3.

Tab. 1.3: Pfifazen{ poradi hodnotdm proménné

Originalni data Seiazena data Poradi
22 19 1
82 22 2
27 27 3
43 34 4
19 34 5
47 35 6
41 41 7
34 42 8
34 43 9
42 47 10
35 82 11
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A miuzeme prejit k bodu 3, tj. stanovit poradi hodnot proménné pro jednotlivé kvartily a
tim i jejich hodnoty.

:p=0,25n=11= 2,=11-0,25+0,5 = 3,25,
27T+ 34

Dolni kvartil je tedy primérem prvki s poradim 3 a 4. xg 25 = = 30,5 let,
tj. 25% hudebnikt vystupujicich na ptrehlidce dechovych orchestru je mladsich nez 30,5 let

(75% z nich ma 30,5 let a vice).

Medidn zo5: p=0,5n =11 = 2, =11-0,5+0,5 = 6 = xo5 = 35 let,
tj. polovina hudebnikt vystupujicich na prehlidce dechovych orchestrti je mladsich nez 35
let (50% z nich ma 35 let a vice).

Horni kvartil zg75: p=0,75;n =11 = 2, =11-0,75+ 0,5 = 8,75
42 + 43

= 42,5 let, tj. 75%
hudebnikt vystupujicich na ptehlidce dechovych orchestru je mladsich nez 42,5 let (25%
z nich ma 42,5 let a vice).

Horni kvartil je tedy primérem prvki s poradim 8 a 9.z 75 =

ad b) Interkvartilové rozpéti IQR: IQR = z¢ 75 — 2925 = 43 — 27 = 16.
Jak jiz bylo zminéno, prakticka interpretace IQR neexistuje.
ad ¢) MAD Chceme-li urc¢it tuto statistiku, budeme postupovat presné podle toho, co

skryva zkratka v ndzvu — medidn absolutnich odchylek od medidnu. Provedeni uvedeného
postupu ukazuje Tab 1.4.

@:

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI
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VRN
Tab. 1.4: Postup pii vypoctu statistiky MAD ‘-7
Absolutni hodnoty Setazené absolutni hodnoty 2y
Origindlni | Sefazena | odchylek sefazenych dat odchylek setazenych dat od
data x; data y; od jejich medianu jejich medianu D J. srmotess
[y, = x| M; v pLZNI
22 19 16 =[19-35| 0
82 22 13=[22-35 1
27 27 8 =[27 - 35| 1
43 34 1=[34-35 6
19 34 1=[34-35] 7
47 35 0=[35-35 8
4l 41 6=|41-35 8
34 42 7 =42 -35 12
34 43 8 =[43-33| 13
42 47 12 =47 -35| 16
35 82 47 =[82 -39 47
0,5=35
MAD = My,

p=0,5n=11=2,=11-0,5+0,5=6= Mys =8,
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VIRV
(MAD je median absolutnich odchylek od medidnu, tj. 6. hodnota sefazeného souboru ab- " 5
solutnich odchylek od medidnu).MAD = 8. N 4
/05'4' ““\Q’c
ad d) Zbyva posledni kol — sestrojit empirickou distribuéni funkci. Pfipomenme si
proto jeji definici a postupujme podle ni. . ZArAootEsis
vz

0 pro x < x;
J
s QF(@ pro zj <z Swjp, 1S jSn—1
1=
1 pro r, < x

Do tabulky si zapiseme sefazené hodnoty proménné, jejich cetnosti, relativni cetnosti a
z nich odvodime empirickou distribuc¢ni funkci.

Z definice emp. dist. funkce F(z) tedy plyne, Ze pro vsechna x mensi nez 19 je F(z) rovna
nule, pro x vétsi nez 19 a mensi nebo rovna 22 je F(z) rovna 1/11, pro x vétsi nez 22 a
mensi nebo rovna 27 je F(z) rovna 1/11 + 1/11, atd. Pro = > 82 je F(z)=1. Shrneme do
Tab. 1.6.
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Tab. 1.5: Postup vypoctu empirické distribu¢ni funkce

Originalni Sefazené | Apsolutni Cetnosti | Relativni Cetnosti | Empiricka
data x; hodnoty | seiazenych hodnot | sefazenych hodnot | dist. funkce
Xi n; Di Fx)
22 19 1 1/11 0
82 22 1 1/11 1/11
27 27 1 1/11 2/11
43 34 2 2/11 3/11
19 35 1 1/11 5/11
47 41 1 1/11 6/11
41 42 1 1/11 7/11
34 43 1 1/11 8/11
34 47 1 1/11 9/11
42 82 1 1/11 10/11
35
Tab. 1.6: Empirické distribu¢n{ funkce
X (~os19) (19;22) (22,27) (27;34) (34:35)
F(x) 0 111 211 311 511
x (35,41) (41;42) (42;43) (43;47) (47;82) (82;00)
F(x) 6/11 711 8/11 9/11 10/11 Tun

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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F(x)
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Obr. 1.3: Empirickd distribu¢ni funcke-graf
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2 TORS
Priklad 1.8. Firma vyrabéjici tabulové sklo vyvinula méné nakladnou technologii pro zlep-
o : A . . ) S A\ <l
Seni odolnosti skla vici zaru. Pro testovani bylo vybrano 5 tabuli skla a rozfezdno na po- N 7S
lovinu. Jedna polovina pak byla osetfena novou technologii, zatimco druha byla ponechana >
jako kontrolni. Obé poloviny pak byly vystaveny zvysujicimu se pisobeni tepla, dokud ne-
praskly. Vysledky jsou uvedeny v Tab. 1.10. Porovnejte obé technologie pomoci zakladnich D p ZArsonteses

V PLZNI

Tab. 1.7: Tavna teplota skla pfi pouZiti staré a nové technologie

Mezni teplota (sklo prasklo) [°C]
Stara technologie Nova technologie
Xi Yi
475 485
436 390
495 520
483 460
426 488

charakteristik explora¢ni statistiky (pruméru a rozptylu, popt. smérodatné odchylky).

Reseni. Nejprve se pokusime porovnat obé technologie pouze za pomoci prumeéru. Vzhledem
k tomu, Ze proménna , mezni teplota“ nevyjadruje ani ¢ast celku ani relativni zmény, volime
priamér aritmeticky.
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VIRV
Primeér pro starou technologii vychazi v 57
. «}:’4'/ - '3‘5
20T 475 4436 + ..+ 426 o
=2l — - =463 [°C]
n 5 > ZAPADOCESKA
Pramér pro novou technologii: Ve

n

2% 4854300+ ... 4+ 488
n o 5

Na zékladé vypoctenych pruméra bychom mohli fici, Ze novou technologii doporucujeme,

ponévadz mezni teplota je pfi nové technologii o 6°C vyssi.

= 469 [°C]

Y=

A jaky zavér vyvodime, doplnime-li k zdkladnim informacim miry variability?

Stara technologie:

Vybérovy rozptyl:

n
L 2
2 ;(% ?) (475 — 463)% + (436 — 463)2 + ... + (426 — 463)2 . o2

Vybérova smérodatna odchylka:

475 — 463)% + ... + (426 — 463)?
:\/( 75 — 463) 4-5_1+( 64697 . 3 o0
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Nova technologie:

Vybérovy rozptyl:

=0 (485 — 469)% + (390 — 469)% + ... + (488 — 469)?

S, = =

L n—1 o—1

Vybérova smérodatna odchylka:

= 2384 [°C?]

(485 — 469)% + ... + (488 — 469)%

49[°C].

Vybérovy rozptyl (vybérova smérodatna odchylka) vysel pro novou technologii mnohem
vyssi nez pro technologii starou. Co to znamend? Podivejte se na grafické zndzornéni namé-

fenych dat na Obr. 1.4.

<
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Teplota

600

300

Mezni teplota

°
$ °
°
8
°
Stara Nova

Technologie

Obr. 1.4: Srovnani technologii teplot pro starou a novou technologii

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA

V PLZNI

Mezni teploty pro novou technologii jsou mnohem rozptylenéjsi, tzn. ze tato technologie
neni jesté dobte zvladnuta a jeji pouziti nAm nezaruci zkvalitnéni vyroby. V tomto ptipadé
miuze dojit k silnému zvyseni, ale také k silnému snizeni mezni teploty — proto by se méla

nova technologie jesté vratit do vyvoje.

Zduraznéme, ze tyto zavéry jsou stanoveny pouze na zakladé explorac¢ni analyzy. Pro roz-

hodnuti takovychto pripadu nam statistika nabizi exaktnéjsi metody (testovani hypotéz),

S nimiz se seznamite pozdéji.

A
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Kapitola 2

Statistické setreni - resené priklady
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Kapitola 3

Vybérové charakteristiky - resené
priklady

Priklad 3.1. Zivotnost elektrického holiciho strojku EHS mé exponencidlni rozdéleni se
stredni hodnotou 2 roky. Urcete pravdépodobnost, ze prumérnd zivotnost 150 prodanych
holicich strojktt EHS bude vyssi nez 27 mésica.

Resent.
X... zivotnost i—tého holictho strojku EHS

1 1 1
Xi—>Ea:p(§) :>E(Xi):,uX:X: 2 roky éAzirok_ljD(Xi)zag(:—:

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
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= 4 r1ok?

X... primérna zivotnost 150-ti strojki EHS

150
> X

- £ 1
x=2L_—-_N'x
150 150 &

150

Nebot testovany vzorek holicich strojki byl dostatecné velky (150 strojki), byly splnény
— 2
predpoklady CLV a tudiz plati, e X ~ N (u ¥, "TX)

= 4
V nasem ptipadé: X~N|2,—
PHp ( 150)
Nyni, kdyz zndme rozdéleni primérné zivotnosti 150 holicich strojkti EHS, miizeme feseni
dokon¢it (27 mésici = 2,25 roki):

2,25 -2
4

150

P(X>225)=1-F(2,25)=1—9 =1-®(1,53) =1—0,937 = 0,063

Pravdépodobnost, ze prumérna zivotnost 150 prodanych holicich strojki EHS bude vyssi
nez 27 meésicu je 0,063.
A
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Priklad 3.2. Dlouhodobym prizkumem bylo zjisténo, ze doba potrebna k objeveni a od-
stranéni poruchy stroje mé stfedni hodnotu 40 minut a smérodatnou odchylku 30 minut.
Jaka je pravdépodobnost, ze doba potiebnd k objeveni a opraveni 100 nezavislych poruch
neprekroci 70 hodin?

Resent.
X;... doba potrebna k objeveni a odstranéni i—té poruchy

Vime, Zze E(X;) = px = 40minut a D(X;) = 0% = 30? minut?, pficem? rozdélenf ndhodné
veli¢iny X; nezname.

Necht ndhodné veli¢ina X modeluje celkovou dobu do objeveni sté poruchy.

100

X=> X
=1

Na zékladé CLV vime, Ze soucet n ndhodnych veli¢in se stejnym rozdélenim (nemusime
védét jakym), stejnymi stfednimi hodnotami a stejnymi rozptyly muzeme aproximovat nor-
mélnim rozdélenim s parametry nux a nag(. (Vzhledem k tomu, ze n > 30, pfedpoklddame
predpoklady CLV za splnéné.)

100
X = X;~ N (100- 40,100 - 30%)
i=1
Nyni jiz neni problém uréit hledanou pravdépodobnost (nesmime jen zapomenout na uzivani
stejnych jednotek, v nasem pripadé minut (70 h = 4200 minut).

ZAPADOCESKA
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R

4200 — 4000
P (X < 4200) = F(4200) =0 (—) = <I>(0, 67) = 0,749 A\ Ia!‘%l 7.
1/90000 % STaR &{\
i yw

Pravdépodobnost, ze doba potiebna k objeveni a opraveni 100 nezavislych poruch nepie-
kroci 70 hodin, je 0,749.

ZAPADOCESKA
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Priklad 3.3. Vyletni ¢lun ma nosnost 5000 kg. Hmotnost cestujicich je ndhodnd veli¢ina
se stfedni hodnotou 70kg a smérodatnou odchylkou 20 kg. Kolik cestujicich mize ¢lunem
cestovat, aby pravdépodobnost pretizeni ¢lunu byla mensi nez 0,0017

Resend.

Necht X; je ndhodna veli¢ina popisujici hmotnost jednotlivych cestujicich,
kde F(X;) = px = 70kg a D(X;) = 0% = 20%kg? = 400 kg?.

Oznac¢me X nahodnou veli¢inu modelujici celkovou hmotnost vsech cestujicich. Na zakladé
CLV (pfedpoklady CLV povazujeme za splnéné (n > 30)) lze tvrdit, ze

X =) X;~N(n-70,n-400).
i=1

Clun mé nosnost 5000 kg. Pravdépodobnost jeho pretizeni mé byt mensi nez 0,001, coz
zapiseme
P(X > 5000) < 0,001.

Po dosazeni:

ZAPADOCESKA
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1 — F(5000) < 0,001
1-— & (w) < 0,001
1v/400n
0,999 <q)(5000—70n)
1v/400n

5000 — 70n

60/n L ——mnes—
vn 1v/400n

3600n < 490012 — 7000007 4+ 25000000
0 < 49n? — 7036n + 250000

Reseni kvadratické nerovnice je n € N: (n < 64,5) U (n > 79).

Je tedy zfejmé, Ze clunem muze cestovat maximélné 64 osob.

R

\C
«é:’ 0

&
S

-

<2k

S
<

STRAVY,
4,
/ckj ““\Qﬁ

L
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Piiklad 3.4. Firma Edison vyrabi zirovky Ed. Zivotnost téchto Zarovek je priimérné 5
let se smérodatnou odchylkou 6 mésicti. Pro ovéfovani kvality vyroby bude testovano 20
zarovek. Jaka je pravdépodobnost, Ze pri tomto testu bude zjisténa smérodatnd odchylka
zivotnosti vyssi nez 7 mésicti?

Resend.

Jak jiz vite, vybérovd smérodatnd odchylka S je ndhodnd veli¢ina. Je zrejmé, ze nedoslo-li
k zddné zméné pri vyrobé zarovek Ed, tj. stiedni zivotnost téchto zarovek p je stile 5 let
a smérodatnd odchylka zivotnosti u je 6 mésici, pak vybérova smérodatnd odchylka S se
bude pohybovat ,,kolem* 6 mésict.

Vime, ze bude testovano 20 zarovek Ed a mame zjistit, jaka je pravdépodobnost, ze bude
zjisténa vybérova smérodatnd odchylka zivotnosti S vysSsi nez 7 mésicti.

P(S>T7)=?
Protoze nezname rozdéleni nahodné veli¢iny S, vyuzijeme znalosti rozdéleni nahodné veli-
_ 24
¢iny (n-1)5% 012)5 .

Predpokladejme, ze Zivotnost zZarovek Ed podléhad normalnimu rozdéleni. (Ovéreni
toho, zda testovany vzorek je vybérem z normalniho rozdéleni se naucite provadét v kapitole
14)

;9 N ;. v (n—1)52 2
Z vlastnosti x*- rozdéleni vite, ze “—x— — x;,_;-

@:
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_1y@2
Zavedeme-li substituci X = %, kde n = 20 (pocet testovanych zarovek) a ¢ = 6 [mésic|,

_1\Q2
tj. X = (20 621 ) %, pak ndhodn4 veli¢ina X mé y2- rozdéleni s 19 stupni volnosti, coz

znacime
X =2
X19-

Je-li 1952 pak je ziejmé, 7e (S > 7) & (X > %) tj. (X > 25,86).

Této ekvivalence vyuzijeme pri urc¢eni hledané pravdépodobnosti.

P(S>7) = P(X > 25,86) = 1 — Fys (25,86) = 0,134,

kde F2(x) zna¢ime distribu¢ni funkei ndhodné veliciny s x%- rozdélenim s v stupni volnosti.
(Pro uréeni Fxfg (25,86) lze pouzit statisticky software, MS Excel, tabulky...).

Pravdépodobnost, ze pri testu 20 zarovek bude zjisténa smérodatna odchylka zivotnosti
vétsi nez 7 mésicu je priblizné 0,134.
A
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VIRV
1849
Priklad 3.5. Odvodte distribu¢ni funkci a hustotu pravdépodobnosti ndhodné velic¢iny X, . =
7’ 7’ v 7’ . 7’ v . A
kterd ma y2- rozdéleni s jednim stupném volnosti. ) ‘&5’
/0"‘ ““\‘\
Resend.
Al CESKA
> uvenzim
7 definice y?-rozdéleni je zfejmé, Ze ndhodna velicina X, kterd mé y?-rozdéleni s jednim VPN

stupném volnosti je rovna kvadratu ndhodné veliciny Z, kterdA méa normované normalni
rozdéleni.
X =27
Z = N@0;1) = X — x3

N&ahodna veli¢ina X je funkci ndhodné veli¢iny Z a proto budeme pii hledani jeji distribuc¢ni
funkce déle postupovat jiz zndmym zpusobem (pouze vezmeme v tivahu, Ze ndhodna velic¢ina
s rozdélenim x? nabyvd pouze nezdpornych hodnot).

prox > 0:
Fz) = P(X<a2)=P(Z?<z)=P(—/2<Z<1)=2(J5)— 0 (1) =
N
2 _2
= @h5%ﬁ1—@hgﬂ=%ﬂ¢@—l=35; e Tdt — 1=

0

VT

2 2
_ Vtx/géa—l
T

0
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prox < 0:
F(z) = 0

Hustotu pravdépodobnosti pak ur¢ime jednoduse jako derivaci distribu¢ni funkce.

proxz > 0:

) = dl;iw):2,%.(;3(\/5):%.@(\/5):%&3

prox < 0:

fo) = == =0

Hustota pravdépodobnosti ndhodné veliciny X je tedy

1
fl@) =  Voma

0, z < 0.

e_%, z >0

IXI
;:é:’a 7

STRAVY,
4,
/01(4' ““\Qﬁ

&
S

=
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Piiklad 3.6. Vratme se k fesenému piikladu 8.4. Firma Edison vyrabi zarovky Ed. Zi-
votnost téchto zarovek je primérné 5 let se smérodatnou odchylkou 6 mésicti. Uvedené
informace specifikujeme: Zarovky jsou vyrabény na dvou linkach. Pfedpokladejme, Ze obé
linky maji srovnatelné parametry, tj. ze praumérné zivotnost a variabilita zivotnosti zarovek
Ed vyrobenych ve firmé Edison nezédvisi na tom, na jaké lince byly vyrobeny. Pro ovéfeni
kvality vyroby bude testovana zivotnost 20 zarovek z linky 1 a 30 zarovek z linky 2. Jaka
je pravdépodobnost, ze u vzorku z linky 1 bude zjistén vice nez dvojnasobny rozptyl oproti
rozptylu zjisténému u vzorku z linky 27

Resend.

Ozna¢me S? rozptyl Zivotnosti zjistény u vzorku z linky 1 a S rozptyl Zivotnosti zjistény
u vzorku z linky 2.

2
Hled4dme pravdépodobnost, ze S7 > 253, tj. pravdépodobnost, ze %1; > 2.
2

2
P(Sf>2S§):P<%>2) =7
2

Za predpokladu, ze oba vzorky jsou vybérem z normaélniho rozdéleni (ovéfovat tento
predpoklad se naucite v kapitole 14), plati

—5 7 Fn1-1,n2—2'
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Dle zadani pfedpokladame, Ze rozptyl zivotnosti zarovek vyrobenych na jednotlivych linkach
je stejny, tj.

Pak

V naSem piipadé bude testovano 20 zarovek z linky 1 (n; = 20) a 30 zarovek z linky 2
(n2 = 30), proto

S? .
r <S_é ” 2) =1- FF19,29(2) = 0,045,
2
kde FFf,, ,(x) oznacuje distribuéni funkci ndhodné veliciny s Fisher-Snedecorovym rozdé-
lenim s n stupni volnosti pro Citatele a m stupni volnosti pro jmenovatele. (Hodnotu dis-
tribu¢éni funkce tohoto rozdéleni Ize urcit pomoci statistického software, pomoci MS Excel
nebo lze pro uréeni priblizné hodnoty této funkce pouzit prislusné tabulky.)

Pravdépodobnost, ze u vzorku z linky 1 bude zjistén vice nez dvojnasobny rozptyl oproti
rozptylu zjisténému u vzorku z linky 2 je ptiblizné 0,045.
A
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Kapitola 4 D

Uvod do teorie odhadu - FeSené
priklady

Priklad 4.1. Méjme ndhodny vybér (Xi, Xo,...,X,) z normélniho rozdéleni se stfedni
hodnotou p a koneénym rozptylem o2. Jako odhad rozptylu o2 se ¢asto vyuziva statistika
S?, kterou zndme pod nazvem vybérovy rozptyl.

R > (X - X)?
=1

n—1

Dokazme, ze tento odhad je
a) nestranny,

b) konzistentni.
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RN
Resend.
esend ‘.7
ada) S
Nejprve odvodime vztah > (X; — X)? = Y2(X; — p)? — n(X — p)?, ktery vyuzijeme pii
=1 =1 ZAPADOCESKA
dukazu nestrannosti odhadu. D UMIVERZITA
n 5 n _ _ 9
_Z:I(Xi —p)? = 21 (Xi = X)+ (X —p))
1= =
n _ - = 2
= Z:l (X=X +2(X; — X)(X —p) + (X — )
= 2(G-RP+2X - ) D (K= K) + DX -
n _ _
= Y (X;i—X)?2+0+n(X — p)?
i=1
— (X - X (X — )

s
[
L

Déle si pfipomefime, Ze rozptyl populace o rozsahu N je ddn vztahem o2 = D(X) =
=F ((X - ,u)2) a rozptyl vybérového priméru lze uréit dle vztahu D(X) =

E((X-EX)") =E((X-w).
Dukaz:

Odhad je nestranny pravé kdyz

E(S?) = o
EE=EEn
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VIR
1 _ 1 - _
B(S?) = B(-=7> (Xi=X)" | = = B X_(Xi— @) —n(X —p)* | = "7
nT i " i=1 ens o
— ! E zn:(X~—u)2 - E((X —p)?) =
no1\ & n—1 D o
1 ¢ 2 e v 2
- n—lZE((Xi_’u))_n—lE((X_#)):
i=1
2
_n _n —_712_710'__”—12_2
B n_1D(X) n—lD(X)_n—la n—ln_n—la -

Vybérovy rozptyl S? je proto nestrannym odhadem rozptylu o2.

Poznamka: Mimochodem, prdavé jsme ukdzali, pro¢ neni viybérovy rozptyl definovdn jako

n _
% S (X — X)2. (Takto definovansgj vijbérovyj rozptyl by nebyl nestrannym odhadem rozptylu.)
i=1

adb)

Odhad S? je konzistentni, pokud se s rostoucim rozsahem vybéru zpfesiuje, k ¢emuz dochazi
pokud

e lim E(S?) = o2,

n—oo

e lim D(S?%) =0,

n—oo

Dukaz:
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2 7ORS
Pro prvni é4st ditkazu vyuzijeme nestrannosti odhadu S? odvozené v bodé a) této tilohy. . o7
lim E(S%) = lim o2 = o? Crg gw
n=00 n—oo
Pro druhou ¢st diikazu vyuzijeme znalosti vlastnosti rozdéleni x?(kap. 8.8.1). D 2APADOCESKA
—1)s?
Jeli X = % pak X — x2_, a D(X) = 2(n — 1).
2 2 2
(n—1)s? 9 o2 . o? o
X=— = X, pak D(S7) = D(X) = 2(n—1) =
= =8 = ——=X,pak D(§%) = | — ) D(X) = — (n—1)
_ 204
T n-—1
) 4
lim D(S?) = lim —— =0
n—00 n—oon — 1
n —
Timto jsme dokézali, ze S? = —- >°(X; — X)? je nestrannym konzistentnim odhadem

=1

rozptylu o?.

3

Zéjemci se mohou pokusit dokazat, ze odhad S? = % (X; — X)? je nejen vychyleny, ale

=1
ze taktéz D(S?) > D(S?).
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Piiklad 4.2. Utvar kontroly podniku Edison testoval Zivotnost zarovek. Kontrolofi vybrali

z produkce podniku ndhodné 50 zarovek a dosli k zévéru, ze prumérna doba zivota (presnéji Y 7
fe¢eno vybérovy prumér doby zivota) téchto 50 Zarovek je 950 hodin a prislusna vybérova
smérodatnd odchylka doby zivota je 100 hodin. Se spolehlivosti 95% urcéete intervalovy

odhad stredni zivotnosti zarovek firmy Edison. (Predpokladejte, ze Zivotnost zarovek lze D p ZArsonteses

V PLZNI

modelovat normalnim rozdélenim.)
Resent.

Chceme najit 95% intervalovy odhad stfedni hodnoty Zivotnosti zarovek firmy Edison, pfi-
¢emz nezname smérodatnou odchylku zivotnosti téchto zarovek. Mame k dispozici informace
pochazejici z vybéru o rozsahu 50 zarovek, tj. rozsah vybéru je vyssi nez 30. Zivotnost za-
rovek 1ze modelovat normalnim rozdélenim. Jde tedy o intervalovy odhad stfedni hodnoty
norméalniho rozdéleni pro zndmé o, kde smérodatnou odchylku zivotnosti ¢ odhadneme
vybérovou smérodatnou odchylkou s.

spolehlivost intervalového odhadu 1 —a =0,95

= hladina vyznamnosti a=1-0,95=0,05
= 5 =20,025;1—- 5 =0,975

= 20,975 = 1,96 (viz Tabulka 1)

Vybérovy soubor: Z = 950 hodin
s = 100 hodin
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S
<

n = 50
“ IsTRANY
% v
0"4- ““\‘\

&
S

-

n=230=0=s

Q

Zjisténé hodnoty dosadime do predpisu pro meze oboustranného intervalového odhadu
strfedni hodnoty se spolehlivosti 0,95. 2APADOCESKA

UNIVERZITA
V PLZNI

L

_ o _ (o}
n e <IE - %21,%,1" + %Zlg>

100 100
€ {950 — —= -1,96;950 + — - 1,96 ) hodin
g < V50 V50 >

1 € (922, 3;977,7) hodin

Stredni zivotnost zarovek firmy Edison se se spolehlivosti 0,95 pohybuje v rozmezi 922 hodin

18 minut az 977 hodin 42 minut.
A
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Priklad 4.3. Obchodni retézec TETO si v dubnu 2006 zadal studii tykajici se poc¢tu za-
kazniki v prodejné TETO Poruba v péatek odpoledne (od 12:00 do 18:00) hodin. Pfedpo- Y 7
kladejme, ze sledovany pocet zakaznikii ma normalni rozdéleni. Po jednom meésici sledovani s>
prodejny jsme ziskali idaje uvedené v tabulce 4.1.

[‘ e

Tab. 4.1: Poéet zédkaznikti v TETO Poruba

Datum Pocet zakazniki v TETO Poruba
(12:00-18:00) hodin
2.5.2006 3756
9.5.2006 2987
16.5.2006 3042
23.5.2006 4206
30.5.2006 3597

a) Zamyslete se nad duvody, které vyzkumnika vedly k analyze vybéru o malém rozsahu
(mnohem méné nez 30 hodnot) a jaké jsou dusledky volby vybéru o malém rozsahu.

b) Urcete pro managment fetézce TETO intervalovy odhad stfedniho poctu zakazniku
v prodejné TETO Poruba v patek odpoledne (se spolehlivosti 95%).

Resend.




Uvod do teorie odhadu - fesené priklady 50

ada) Pro ziskdni vybéru o rozsahu minimélné 30 hodnot bychom museli danou prodejnu
sledovat minimalné 30 patku (tj. déle nez pul roku), coz by vedlo jak k zvyseni fi-
nan¢ni narocnosti studie, tak k vysoké ¢asové naroc¢nosti pruzkumu. 7 téchto divodu
byl zvolen mensi rozsah vybéru (n = 5) odpovidajici mési¢nimu sledovani prodejny.
Nevyhodou malého rozsahu vybéru je nizkd presnost odhadu (pomérné siroky inter-
valovy odhad).

adb) Uréujeme intervalovy odhad stfedni hodnoty s nezndmou smérodatnou odchylkou a
malym rozsahem vybéru, proto pro jeho vypocet pouzijeme predpis
S

_ S _
<£E — %tl—%v T+ \/ﬁtl_g>

spolehlivost intervalového odhadu 1 —a=0,95

hladina vyznamnosti a=1-0,95=0,05

5 =20,025;1—-5 =0,975

to,975 = 2,78 (viz Tabulka 2, mame 4(=5-1) stupné volnosti)

Vybérovy soubor:
5

Xy
- 2 42 + 42
z— =il _ 3756 + 2987 + 3042 + 4206 + 3597 —3517.6
5 5
Z(:EZ _53)2 2
= _ (3756 — 3517,6)2 + ... + (3597 — 3517,6) _ L e
n—1 4
= s =511,1

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI
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n=>5

Zjisténé hodnoty dosadime do predpisu pro meze intervalového odhadu stiedni hod-
noty se spolehlivosti 0,95.

s _ s
73S <$ - %tl—%ax + %t1—3>

511,1 511,1
LE <3517,6 — 22, 78:3517,6 + ——— - 2,78>
NG V5

W € (2882,2;4153,0)
Se spolehlivosti 0,95 se stfedni navstévnost TETO Poruba v patek v odpolednich hodinach

bude pohybovat v rozmezi 2882 az 4153 zdkazniku.
A

ol
&7

S
<

‘ e 94 »
) STRAN
% v
0"4- ““\‘\

&
S

-

2,
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IR
Priklad 4.4. Automat vyrabi pistové krouzky o daném praméru. Pii kontrole kvality bylo " 5
nadhodné vybrano 80 krouzki a vypoctena smérodatna odchylka jejich primeéru 0,04 mm. %,/ '3«5
Urcete 95% levostranné intervalové odhady rozptylu a smérodatné odchylky priméru pis- >
tovych krouzku. (Predpoklddejte, ze prumér pistovych krouzku lze modelovat pomoci nor-
malniho rozdéleni.) D > ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

Resend.

Vzhledem k tomu, Ze nasim tkolem je urcit levostranné intervalové odhady rozptylu a

smérodatné odchylky normalniho rozdéleni, vyuzijeme vztahy uvedené v kapitolach 77 a
7?7

(n—1)s?

Levostranny intervalovy odhad rozptylu normalniho rozdéleni je
Tl—a

Spolehlivost intervalového odhadu: 1 —«a = 0,95 = xo95 = 100,7  (Tabulka 3,
pocet stuptiu volnosti je n — 1, tj. 79)

Vybérovy soubor: 52 = (0,04)? mm? = 0,0016 mm?
n = 80

Po dosazeni:
(80 — 1)0,0016

= 0,001
T 0,0013

S 95% spolehlivosti je rozptyl priméru pistovych krouzkt vétsi nez 0,0013 mm?.
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=

Jednoduchou tipravou pak ziskdme 95% levostranny intervalovy odhad smérodatné odchylky . l

normalniho rozdéleni. N
0,0013 = 0,035

S 95% spolehlivosti tedy muzeme tvrdit, ze smérodatna odchylka priméru pistovych krouzku

je vetsi nez 0,035 mm.

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L

A
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Priklad 4.5. Pii kontrole data spotreby urcitého druhu masové konzervy ve skladech pro-
duktt masného primyslu bylo ndhodné vybrano 320 z 20 000 konzerv a zjisténo, ze 59 z nich
mé proslou zaruéni lhutu. Stanovte se spolehlivosti 95% intervalovy odhad podilu konzerv
s proslou zaruc¢ni lhitou.

Resend.

Vybérovy soubor n = 320,

59
— 22 - 0,018,
P= 3%
9
= 60,
p(1—p)
n 320
—=—= 16.
N 20000 0,016
Rozsah vybéru je dostate¢né velky (n > 30,n > ]ﬁ) a nepievysuje 5% rozsahu populace

(# < 0,05). Intervalovy odhad podilu (relativni Cetnosti) konzerv s proslou zarucni lhiitou

lze tedy stanovit jako
p(l—p p(l—p
<p—zlg\%l———lmr+agV—L——l>
n n

Spolehlivost intervalového odhadu: 1 —a = 0,95
= Hladina vyznamnosti: a=1-0,95=0,05

« «
= —=0,025;1— - =0,975
9 ) ’ 9 ’

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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R

&
S

=

= 20,975 = 1,96 (viz Tabulka 1) .
“ 9 7

ISTRAVS, A
4'/0“. . “\"8‘
Po dosazeni:

0,018(1 — 0,018 18(1 — 0.01
<0,018—1,96\/’ Son );0,018—1—1,96\/0’08( 0’08>>

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L

320 320
(0,138;0,222)
S 95% spolehlivosti muzeme tvrdit, Ze mezi masovymi konzervami se v daném skladu nachézi

mezi 13,8% a 22,2% konzerv s proslou zaruc¢ni lhitou.
A
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2 TORS
Priklad 4.6. Vybérovym Setfenim bychom chtéli odhadnout primérnou mzdu pracovniki
urc¢itého vyrobniho odvétvi. Z vycerpavajiciho Setieni, které probihalo pred nékolika mésici, Y 7
vime, ze smérodatnd odchylka mezd byla 750,- Ké. Odhad chceme provést s 95% spolehli- s>
vosti a jsme ochotni pripustit maximalni chybu ve vysi 50,-K¢é. Jak velky musime provést
vybér, abychom zajistili pozadovanou presnost a spolehlivost? D p ZhraoocEsch
V PLZNI

Resend.

Chceme odhadnout rozsah vybéru pro intervalovy odhad stfedni hodnoty, zndme-li smé-
rodatnou odchylku o (vycerpavajici Setfeni = zkouméani celého zakladniho souboru (popu-
lace)).

Dle tabulky ?? je doporuceny rozsah vybéru

- 2
>
n = VA .
(Amax 2)

Ze zadani vime, ze

o =750 K¢

Aae =50K¢E

l1-a=0,95=a=0,05=1-%5=0,975, 20,975 = 1,96 (viz Tabulka 1)

Rozsah vybéru proto odhadneme jako

750 N2 | Zovt dokumen |
7@(—-1,96) , tj. n = 864, 4. (ot sommmiov]

50
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Chceme-li dosdhnout pripustné chyby ve vysi maximalné 50,- K¢, musime pro nalezeni
intervalového odhadu pramérného platu se spolehlivosti 95% provést vybérové Setfeni na

vybérovém souboru o rozsahu minimalné 865 pracovniku.
A

L]

{ A\ UDY A ’
@ &
2 <
Ckj ““\‘\

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA

V PLZNI
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2 TORS
Priklad 4.7. Diskety dvou velkych vyrobct - DISK a EMEM byly podrobeny zkousce . =
kvality. Diskety obou vyrobcii jsou baleny po 20 kusech. Ve 40 baliccich firmy DISK bylo *% '3«5
nalezeno 24 vadnych disket, ve 30 baliccich EMEM bylo nalezeno 14 vadnych disket. Se s
spolehlivosti 0,95 urcete intervalovy odhad rozdilu relativnich ¢etnosti (procent) vadnych
disket v celkové produkei firem DISK a EMEM. D p Zirasocesta
Resent.

Uvédomte si, ze ze zadani prikladu jste ziskali informace o podilech vadnych disket v na-
hodnych vybérech z celkové produkce firem DISK a EMEM. Vasim tikolem je odhadnout,
jak se lisi podil vadnych disket v celkové produkci téchto dvou vyrobct.

Oznacme si procento vadnych disket v produkei firmy DISK 7p a procento vadnych disket
v produkci firmy EMEM 7g.

Z vybérového Setfeni vime, ze bylo testovano 800 (= 40 - 20) disket firmy DISK, pficemz 24
z nich bylo vadnych.

zp = 24 o4
np = 800 }:pl’_goo_o’ogo’

tzn., ze mezi testovanymi disketami firmy DISK bylo 3,0% vadnych disket.

Obdobné lze ukézat, ze mezi 600 (= 30 - 20) testovanymi disketami firmy EMEM bylo 14,
tj. 2,3% vadnych:
Irp = 14

14
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Vime, ze v testovanych vybérech se ukazaly kvalitnéjsi diskety EMEM. (Testovany vzorek
disket EMEM obsahoval o 0,7% (= 3,0% — 2,3%) méné vadnych disket nez vzorek disket
DISK.) Pokud byly vybéry provedeny skute¢né ndhodné, je ziejmé, ze se v celkové produkei
firem DISK a EMEM bude rozdil mezi podilem vadnych disket pohybovat ,kolem* 0,7%.
V jakém rozmezi lze rozdil mezi podilem vadnych disket obou firem ocekavat nam ukaze
intervalovy odhad.

e Oba vybéry maji rozsah vétsi nez 30,
e lze predpoklddat, ze rozsahy jednotlivych vybéru nepiekrocily 5% celkové produkce
firem,
9 9 9

« 2 1309 np> ,
pp(1 —pp) P op(1=pp) pe(1 — pE)

=39 =>ng > ———,
pe(1 —pE)

proto lze se spolehlivosti 1 — a stanovit oboustranny intervalovy odhad rozdilu relativnich
¢etnosti stanovit jako

<PD — DE) — Zlg\/p(l - D) (nlD + nlE> ;(pp — PE) + Zlg\/P(l —p) <nlD + nlE)>

Zvolime-li 1 — a = 0,95, pak 1 — § = 0,975. Za pomoc{ Tabulky 1 nebo statistického
softwaru urc¢ime piislusny kvantil normovaného normélniho rozdéleni: zg 975 = 1, 96.

zp+rp  24+14 38
np+ng 8004600 1400

Dale uréime p = = 0,027.

@:

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4
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Po dosazeni zjistime, Ze se spolehlivosti 95% se rozdil podilu vadnych disket DISK a EMEM
(mp — mp ) nachézi v intervalu

(0,007 — 0,017; 0,007 + 0, 017) ,

(—0,010;0,024) , tj. (—1,0%;2,4%).

Jakou informaci jsme ziskali? Pokud by diskety firem DISK a EMEM byly stejné kvalitni,
pak by podily vadnych disket v jejich produkcich byly stejné, neboli rozdil v podilech vad-
nych disket v jednotlivych produkcich by byl 0.

mp =7g, tj. tp — 7 = 0.
Ukézali jsme, ze intervalovy odhad rozdilu podilu vadnych disket obsahuje 0.
0 € (—0,010;0,024)

Se spolehlivosti 95% lze tedy tvrdit, Ze diskety obou vyrobct jsou stejné kvalitni. Zamyslete
se nad tim, jak by musel vypadat nalezeny intervalovy odhad, abychom mohli tvrdit, ze
diskety firmy 5M jsou kvalitnéjsi. Ale to uz jsme se dostali k testovani hypotéz, jimz se
budeme zabyvat v kapitole 10.

A

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI




Kapitola 5

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

Testovani hypotéz, princip - resené

priklady

Priklad 5.1. Vysku asijskych hybridi lilif 1ze modelovat ndhodnou veli¢inou s normélnim
rozdélenim N (100; 144); tzn. pramérnd vyska p tohoto druhu lilif je 100 cm a smérodatna

odchylka vysky o je 12 cm. Skupina 100 kust téchto lilii byla péstovana za priznivéjsich

podminek, aby se zjistilo, zda se vyska zvysi.

a) Urcete kritickou hodnotu prumérné vysky tohoto vzorku, pii jejimz prekroceni bude
mozno se spolehlivosti 0,95 tvrdit, ze nové péstebni podminky vedly ke zvysSeni stiedni

vysky asijskych hybrida lilif.

b) Pramérnd vyska testovaného vzorku lilif je 102,5 cm. Ovérte klasickym testem, zda lze se
spolehlivosti 0,95, resp. 0,99, tvrdit, ze nové péstebni podminky vedly ke zvyseni stfedni
vysky asijskych hybrida lilif.
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¢) Prumeérna vyska testovaného vzorku lilif je 102,5 cm. Ovéfte ¢istym testem vyznamnosti,
zda lze se spolehlivosti 0,95, resp. 0,99, tvrdit, ze nové péstebni podminky vedly ke
zvyseni stfedni vysky asijskych hybrida 1ilii.

d) Nacrtnéte prislusnou operativni charakteristiku.

Reseni. Ze zadani tlohy je zfejmé, ze mame rozhodovat o stfedni hodnoté vysky rostliny,
pricemz smérodatnou odchylku vysky lze povazovat za znadmou.

ada)
V této casti ilohy mame zadanu spolehlivost testu 1 —a = 0,95 a tim i pravdépodob-
nost chyby I. druhu a = 0,05. Pokud by byly nové péstebni podminky tac¢inné, mélo
by dojit ke zvyseni primérné vysky lilii p. Nulovou a alternativni hypotézu proto

stanovime ve tvaru
Hy: p =100,
Hy: p>100.

V dalsim kroku bychom méli najit vhodné testové kritérium 7'(X), tzn. vybérovou
charakteristiku, kterda ma vztah k nulové hypotéze a jejiz rozdéleni za predpokladu
platnosti nulové hypotézy zname.

V tomto piipadé lze jako testové kritérium zvolit primérnou vysku 100 lilif X g9, ktera

ma, dle centralni limitni véty, za predpokladu platnosti nulové hypotézy Hy, norméalni
2 144
rozdéleni se stredni hodnotou ¢ = 100 cm a rozptylem EA 100 = 1,44 [cmz].
n
7;(X ) = X0
X100 — N(lOO, 1, 44)

o
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2 TORS
Podle tvaru alternativni hypotézy je zrejmé, ze v neprospéch nulové hypotézy budou " =
vypovidat vysoké hodnoty primérné vysky zkoumaného vzorku lilii. Kritickou hod- "‘::,/ '3«5
notu X, prumérné vysky uréime z podminky uvedené v zadani. Pravdépodobnost, >
ze prumeérnd vyska zkoumaného vzorku prekroci kritickou hodnotu Xy, tj. pravdeé-
podobnost chyby I. druhu, ma byt 0,05. D p ZhraoocEsch
V PLZNI

P (X100 > Xprit) = 0,05

OznacmeF5 () distribuéni funkci ndhodné velic¢iny X 100 za predpokladu platnosti Hy.
Pak .
1-— Fy (Xk'm't) = 0, 05.

Postupnymi tpravami ur¢ime X ;..

Fx (_Ykm:) =0,95
Xt — 100
P (’f”t—> =0,95

V4
Xgrit — 100

1.44 = 20,95

Xprit — 1
’“”tl—\/’_MOO = 1,645 (viz Tabulkal)

Xprie = 102,0cm, tj. W > 102,0cm

Kriticky obor W je pro tento test vymezen hodnotami pramérné vysky X oo vyssimi
nez 102,0 cm. Tzn., bude-li primérna vyska 100 rostlin vyssi nez 102,0 cm, miizeme
na hladiné vyznamnosti 0,05 zamitnout nulovou hypotézu ve prospéch alternativy a
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tvrdit, ze nové péstebni podminky vedly ke zvyseni stredni vysky asijskych hybrida
lilii.

o

adb)
Klasicky test provadime tak, ze ovérime, zda prislusna vybérova charakteristika, resp.
pozorovand hodnota vhodného testového kritéria, lezi v kritické oblasti W, resp. v kri-
tické oblasti testového kritéria W*, urceného pro prislusnou spolehlivost testu.

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Nulova a alternativni hypotéza byly stanoveny ve tvaru

Hy: p =100,

Hy: p>100.
Obsah

Pro spolehlivost testu 0,95 (hladinu vyznamnosti 0,05) byl v otazce a) stanoven kriticky
obor W > 102,0 cm. Je zlfejmé, ze prumérna vyska X199 = 102,5 cm sledovaného
vzorku lilif lezi v kritickém oboru W.

64. strana ze 159
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Se spolehlivosti 0,95 1ze tedy tvrdit, ze zamitame Hy ve prospéch H 4, tzn., ze nové
péstebni podminky vedly ke zvyseni stfedni vysky asijskych hybrida lilii.

Chcete-li o spravnosti nulové hypotézy rozhodnout s jinou spolehlivosti, musite urcit
znovu kriticky obor W. Mate-li rozhodovat se spolehlivosti 0,99, pak pravdépodobnost
chyby I. druhu «, tj. pravdépodobnost prekroceni kritické hodnoty primeérné vysky
X4 Pii platnosti nulové hypotézy Hy, je 0,01.

Zavrit dokument

P (X100 > Xkrit) = 0,01

I Cels obrazovka/Okno
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adc)

2 TPRS
Oznacme Fx(x) distribucni funkci ndhodné veliciny X100 za predpokladu platnosti v 5
Hy. Pak B RS
1 — P (Xkrat) = 0,01
Postupnymi tpravami uréime X j,.
> T
) V PLZNI
F (Xgrit) = 0,99

Xirit — 100
o) =0,99
( V1,44 ) ’

7krit — 100 o
T,a2 0%
Xrit — 1
’“”;—4400 = 2,326 (viz Tabulkal)

X it =2 102, 8 cm, tj. W > 102, 8 cm

Pro spolehlivost testu 0,99 (hladinu vyznamnosti 0,01) je zfejmé, Ze prumérna vyska
X100 = 102,5 cm sledovaného vzorku lilii nelezi v kritickém oboru W.

Vsimneéte si, Ze rozhodnuti o vysledku testu je vdzdno ma zvolenou spolehlivost testu,
tj. na zvolenou pravdépodobnost chyby I. druhu a. Zvyseni spolehlivosti testu z 0,95
na 0,99 vedlo k rozsiteni oboru prijeti V (zizeni kritického oboru W), tzn., Ze k zamit-
nuti nulové hypotézy bylo zapotrebi zjistit ,extrémnéjsi“ hodnoty prislusné vyberové
charakteristiky — v nasem pripadé vyssi prumernou vysku sledované skupiny lilii.

Rozhodnuti v ¢istém testu vyznamnosti je provadéno na zakladé p-hodnoty.
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VRN
Nulova a alternativni hypotéza byly stanoveny ve tvaru . =
R 5
Ho: p=100,
Hy: p>100.
Jako testové kritérium 7'(X) jsme zvolili primérnou vysku Xigg sledovaného vzorku D P IATaDOCESKA
lilif, kterd ma v pripadé platnosti nulové hypotézy rozdéleni v

X100 — N (10051, 44)
Pro dany tvar alternativy je
p-hodnota =1 — Fy (zoBs)

kde xpps je pozorovand hodnota prumérné vysky lilif (102,5 cm) a Fy(z) je distribu¢ni

funkce testového kritéria v piipadé platnosti nulové hypotézy. V nasem piipadé je Fy(z)

distribuéni funkei rozdéleni N (100; 1,44).

102,5 — 100
V1,44

Je ztejmé, ze nulovou hypotézu Hy lze zamitnout na hladiné vyznamnosti 0,019 a

vyssich, tj. se spolehlivosti 0,981 a nizsi.

p-hodnota = 1 — F (102,5) =1 — & ( ) =1-10,981 = 0,019

Se spolehlivosti 0,95 Ize tedy tvrdit, ze zamitame Hy, tzn., Ze nové péstebni podminky
vedly ke zvyseni stredni vysky asijskych hybridu lilii.

Se spolehlivosti 0,99 lze tedy tvrdit, Ze nezamitdme Hy, tzn., Ze nové péstebni pod-
minky nevedly ke zvysSeni stiedni vysky asijskych hybrida lilii.
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.
Operativni charakteristika je zavislosti pravdépodobnosti chyby II. druhu 8 na kon- Y7

krétnich hodnotéch alternativy (pfi pevné zvolené hodnoté «). Abychom mohli nacrt-
nout operativni charakteristiku, stanovime si proto hodnoty pravdépodobnosti chyby
II. druhu () pro nékolik rtznych hodnot specifikovanych v jednoduché alternativé D p ZAravocises
(napft. 100,5 cm; 101,0 cm; 101,5 cm; 102,0 cm; 103,0 cm a 104,0 cm).

V PLZNI

Pripomente si, ze pravdépodobnost chyby II. druhu je
P(T(X) € V7 |Ha) = B,
kde V* oznacuje obor prijeti.

Zvolime-li pravdépodobnost chyby I. druhu a = 0,05, pak k nezamitnut{ nulové hy-
potézy dojde tehdy, neprekroci-li priomér X199 hodnotu 102,0 cm (viz tloha a), tj.

P (7100 < IOQ,O‘HA) = ,8

Nulovou a jednoduché alternativni hypotézy stanovime ve tvaru

Hy: p=100,
Hy, o opo= i, Vi=1,2,...,6

kde p; = 100, 5; o = 101, 0; uz = 101, 5; ug = 102, 0; us = 103, 0; ug = 104, 0.

Je zrejmé, ze plati-li H,, pak

7100 — N (Mi; 1,44) .
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Oznaéme Fy,, distribu¢n{ funkci ndhodné veli¢iny X109 za predpokladu platnosti H 4. . =
= g
) S

Po dosazeni dostaneme

- 102,0 — 100, 5 D > T
B(m) = P(Xi0<102,0/Hya,) = Px, (102,0) = <1>( N ):
= ®(1,25) = 0,894
— 102,0 — 101,0\
6(”2) = P (X100 < 102>0|HA2) = FYA2(10270) - (I)< \/m ) -
= ®(0,83) =0,798
- 102,0 —101,5\
B(us) = P (X0 <102,0|Ha,) = Fx, (102,0) = <I>< TH )_
= ®(0,42) = 0,662
_ 102,0 — 102,0
ﬂ(,u4) = P (X100 < 102,0|HA4) = FYA4 (102,0) = ( \/—4 ) =
= ®(0,00) =0,5
_ 102,0 — 103,0
B(us) = P (X0 <102,0/Hya;) = FYA5(102,0) = @( T ) =
= ®(-0,83) = 0,202
_ 102,0 — 104,0
B(ue) = P (Xio0<102,0Ha,) = FYA6(102,O)= <I>( Nawr ):

= ®(—1,67) = 0,050
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B 095
0,80

Operativni charakteristika

0,60
0,40
0,20

0,00
100
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Kapitola 6 D

Jednovybérové testy
parametrickych hypotéz - resené
priklady

Priklad 6.1. Hmotnost kulecnikové koule 1ze pokladat za ndhodnou veli¢inu s rozdélenim
N(u,0?). Hodnotime-li kvalitu sady kuleénikovych kouli, nezélezi ani tak na tom, kolik
presné jednotlivé koule vazi, jako na tom, aby byly stejné tézké. Za kvalitni se povazuji koule,
jejichz smérodatna odchylka hmotnosti neptekracuje 2 gramy. Pii zkousce deseti nahodné
vybranych kouli znacky KULKOUL byly zjistény nésledujici hodnoty jejich hmotnosti [g]:

170 176 168 170 173 169 168 170 170 170

Ovérte, zda lze koule znacky KULKOUL povazovat za kvalitni.
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Resent. % o
Meétitkem kvality kuleénikovych kouli je smérodatnd odchylka jejich hmotnosti. Chceme-li 3:,* 4

testovat smérodatnou odchylku, prevedeme dany problém na test rozptylu. Za kvalitni se s>
povazuji koule, jejichz smérodatna odchylka o hmotnosti neprekracuje 2 g, tj. koule, jejichz
rozptyl hmotnosti o2 nepiekracuje 4 ¢°. D p Zirasocesta
Budeme testovat nulovou hypotézu
Hy: o2=4.
10 10
> (zi—1)? 2 T
Rozptyl s hmotnosti n = 10 testovanych kouli uréime jako s? = e, kde z = =—.
10
-
_ ; Y 170+ 176 + ... + 170
I = = =170,3¢g
n 10
10 .
Ti— T
5 2.2( i = %) _ (170 —170,3)% + (176 — 170,3)* + ... + (170 — 170, 3)*
T o1 T 10— 1 -
= 53¢°

Zajimé nas, zda rozptyl hmotnosti kouli piekracuje 4 g?. Vzhledem k tomu, ze vybér neni
v rozporu s timto oc¢ekévinim (vybérovy rozptyl s? je vétsi nez testovand hodnota rozptylu
(4 g?)), zvolime alternativni hypotézu ve tvaru

Hy: o2>4.
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1849
Pro test o rozptylu normélniho rozdéleni pouzivame testové kritérium . 5
= N
5N &

2 O <
S 0&1 ““\‘\
T(X)= ;(n —1).
majici v pripadé platnosti nulové hypotézy x? - rozdéleni s n — 1 stupni volnosti. Jelikoz D [
v zadani prikladu je uvedeno, ze l1ze predpoklddat normalitu hmotnosti kule¢nikovych kouli, o

nemusime normalitu ovérovat.

Pozorovana hodnota testového kritéria je

5,3
zops = T(X)|a, = 7(10 —1)=11,88.

Vzhledem k tvaru alternativni hypotézy uréime p-hodnotu podle vztahu

p-hodnota =1 — Fy(zops), (viz tab. 77?)

kde Fy(x) je distribu¢ni funkce x? - rozdéleni s 9 stupni volnosti.
p-hodnota =1 — Fy(11,88) = 0,22 (viz vybrana_rozdeleni.xlsx),

p-hodnota je vetsi nez 0,05. Na hladiné vyznamnosti 0,05 nezamitame nulovou hypotézu,
rozdil mezi predpoklddanym populaénim rozptylem o3 a zjisténym vybérovym rozptylem
(s?) je statisticky nevyznamny (zpiisobeny ndhodnym kolisdnim). Nelze tedy tvrdit, Ze
rozptyl hmotnosti kule¢nikovych kouli je vétsi nez 4 g2. Sadu kuleénikovych kouli znacky
KULKOUL lze oznacit za kvalitni.

A
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2 TORS
Priklad 6.2. Inteligencéni kvocient (IQ) popisuje inteligenci jednotlivce v pomeéru k ostatni
R . o . ) y . A\ <l
populaci, pricemz za stfedni hodnotu se povazuje IQ 100 bodi. Je zndmo, ze IQ mé nor- N 7S
malni rozdéleni. Pii testu inteligence, kterého se zicastnilo 10 ndhodné vybranych studenti >
posledniho ro¢niku vybérové skoly ASNEM, byly naméreny nasledujici hodnoty 1Q.
ZAPADOCESKA
65 98 103 7 93 102 102 113 80 94 D > Ve

Ovérte ¢istym testem vyznamnosti hypotézu, Ze na skole ASNEM je stfedni hodnota 1Q
studentu zavérecného roc¢niku skoly ASNEM podpriamérna.

Resent.
Budeme testovat nulovou hypotézu

HO : m = 100.

Primérné IQ 10 testovanych studentt je

10

;x"_65+98+...+94

=92 7.
n 10 92,7

T =

Zjisténé prumérné 1Q (92,7) je mensi nez testovand hodnota (100), coz je v souladu s oce-
kévanim, ze 1Q studenti bude nizsi nez 1Q dospélé populace. Alternativni hypotézu proto
zvolime ve tvaru

Ha: < 100.
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Pro jednovybérovy t test, tj. test o stfedni hodnoté normélniho rozdéleni s neznamym
rozptylem, pouzivime testové kritérium

T(x) = =L,

majici v pripadé platnosti nulové hypotézy Studentovo rozdéleni s n — 1 stupni volnosti.
Jelikoz je v zadani prikladu uvedeno, ze lze predpoklddat normalitu IQ, nemusime normalitu
overovat.

Proto, abychom mohli ur¢it pozorovanou hodnotu testového kritéria, musime nejdrive vy-
pocitat vybérovou smérodatnou odchylku s.

_ \/(65—93)2+(98—133_)i+...+(94—93)2 = 14,5

Pak

92,7 — 100
zops =T(X)|u, = T5v 10 = —1,59.

Vzhledem ke tvaru alternativni hypotézy uré¢ime p-hodnotu podle vztahu
p-hodnota = Fy(xoBs),

kde Fy(z) je distribu¢ni funkce Studentova rozdéleni s 9 stupni volnosti.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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p-hodnota = Fy(—1,59) = 0,073 (viz vybrana_ rozdeleni.xlsx)

p-hodnota je vétsi nez 0,05. Na hladiné vyznamnosti 0,05 nezamitdme nulovou hypotézu,
nelze tedy tvrdit, Ze stfedni hodnota IQ studenti zavére¢ného roéniku skoly ASNEM je
podprumérnéa. Jinak feceno, rozdil mezi predpokladanou stredni hodnotou IQ a pozorova-
nym pramérnym IQ je statisticky nevyznamny.

A

o

1849
v7
@ &
2 <
Ck, i ““\‘\
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VRN
Priklad 6.3. U 10 ndhodné vybranych osob byly zjistény nasledujici doby ¢ekani [den] na v 57
preventivni prohlidku u pani zubarky Hrozné. %,* ‘&43
/0"‘ ““\‘\

65 98 103 77 93 102 102 113 80 94

ZAPADOCESKA
Pani zubatka Hrozna tvrdi, Ze polovina pacienti ¢eka na provedeni preventivni prohlidky D > UNIVERZITA
méné nez 90 dnu od objednani. Ovérte Cistym testem vyznamnosti tvrzeni pani zubarky
Hrozné.
Resend.

Ukéazeme si feseni pomoci obou vyse zminénych testl hypotéz o medianu. Prvni krok, tj.
stanoveni nulové a alternativni hypotézy, je v obou pripadech stejny.

Data sefadime a uréime vybérovy median.

65 7 80 93 94 98 102 102 103 113

94 + 98
o5 = ;r =96

Budeme testovat nulovou hypotézuu
Ho 5 .’IJ075 =90
vici alternativé

Hy @ zop5 > 90 (vybérovy soubor ukazuje na to, Ze je mozné, ze tvrzeni doktorky
Hrozné nemusi byt pravdivé).




Jednovybérové testy parametrickych hypotéz - resené priklady 77

Medidnovy (kvantilovy) test

Oznac¢me Y pocet pozorovani v ndhodném vybéru o rozsahu 10, kterd jsou mensi nez tes-
tovana hodnota medidnu, tj. 90. Testové kritérium 7'(X) = Y m4 za predpokladu platnosti
nulové hypotézy binomické rozdéleni Bi(10;0,5). Pozorovand hodnota testového kritéria
zops = 3 (ve vybéru jsou 3 hodnoty mensi nez 90).

Protoze nulové rozdéleni je rozdéleni diskrétni a v neprospéch nulové hypotézy svédéi nizké
hodnoty testového kritéria, uréime p-hodnotu jako pravdépodobnost, Ze testové kritérium
nabude hodnoty nejvyse rovné pozorované hodnoteé.

3
10
p-hodnota = P(T(X) < 3|p,) = > (k)o 5%(1 - 0,5)10 — k = 0,17
k=0
Vzhledem k pozorované p-hodnoté (0,17) nulovou hypotézu nezamitame.
Jednovybérovy Wilcoxoniv test

Pokud by median rozdéleni byl x5, = 90 dnii, pak jsou ndhodné veli¢iny ¥; = X; — 90
rovny
—25 8 13 —-13 3 12 12 23 —10 4.

Seradime je vzestupné podle jejich absolutnich hodnot, ¢imz ziskame
3 4 8 —10 12 12 —-13 13 23 — 25.

Jednotlivym hodnotdm prifadime potradi. Nejnizsi hodnoté y; je prifazena hodnota 1, nej-
vyssi hodnoté y; je pritazena hodnota n. Pokud soubor obsahuje nékolik pozorovani se

@:

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

77. strana ze 159

5
"l

Zavrit dokument

I Cels obrazovka/Okno




Jednovybérové testy parametrickych hypotéz - resené priklady 78 P S 0

IR
stejnou absolutni hodnotou, je témto hodnotam pritazeno tzv. pramérné poradi. Napr. po-

. o ) S IR A\ 7
zorovani -13 a 13 maji stejnou absolutni hodnotu, v sefazeném souboru maji poradi 7 a 8, D 7S
proto je obéma témto hodnotam piitazeno prumérné poradi 7,5.) >

Vi 3 4 8 -10 12 12 -13 13 23 -25, D s
i 1 2 3 4 5,5 5,5 7.5 7.5 9 10 o

Testové kritérium ma tvar

T(X) =min(S*;57), kde St =Y R*;, 87 =) R*,.
Y;20 Y;<0

Uréime pozorovanou hodnotu testovaciho kritéria.

st= 3 1t =14243+55+55+7,5+9=335

Y20

s = Z T+i=4+7,5+1()=21,5
v <0

rops = min(sT;s7) = 21,5

Kritickd hodnota jednovybérového Wilcoxonova testu pro hladinu vyznamnosti 0,05 wo(0, 05)
je 8 (viz tabulka T6). Pozorovand hodnota (21,5) je vétsi nez kritickd hodnota (8), proto
nulovou hypotézu nezamitame.
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ZIRNA
Povazovali-li bychom rozsah vybéru za dostatecny (to bychom vsak méli délat pouze v pii- " =
padé, ze n > 30), mohli bychom jako testové kritérium pouzit "*:,»,* ‘&5’
/0"‘ ““\‘\

T(X)= w
S(S+) ’ D ’ ZAPADOCESKA

kde E(S*) = in(n+1),D(S*) = $yn(n + 1)(2n + 1). Testové kritérium m4 pii platnosti
nulové hypotézy normované normalni rozdéleni N(0;1)

1 1
E(S%)=qn(n+1)=7-10-11=27,5

1 1
D(§%) = gzn(n+1)(2n +1) = 57 -10- 1121 = 96,3

Lo _st—B(ST) _33,5-27,5
OBS = D7) = 563

p-hodnota =1 — ®(zpps) =1 — ®(0,61) = 0,27

=0,61

I pfi tomto piistupu k testu (pfipomenme, ze vzhledem k nizkému rozsahu vybéru je zde
tento pristup uveden jen pro demonstraci postupu) jsme dosli k zévéru, ze nezamitdme

nulovou hypotézu.
A
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Priklad 6.4. U 100 pojisténych aut bylo zjisténo, ze 18 aut je starsich nez 7 let. Podle
predpokladu a odhadu pojistovny nemd podil aut starsich 7 let prekracovat 25%. Ovérte,
zda je podil aut starsich nez 7 let skutecné nizsi nez 25%.

Resend.

Na ziakladé vybéru Xi, Xo,..., X190 (100 pojisténych aut) chceme ovérit predpoklad, ze
podil aut starsich 7 let (7) je roven 0,25 (7). Pfipomerime si, Ze v nulové hypotéze testujeme
vzdy ,rovnost“. Tvrzeni, jehoz pravdivost chceme ovérit, uvadime obvykle v alternativé.

Podminkou pro pouziti statistického testu je, aby rozsah vybéru byl dostateény, tj. aby byla
splnéna podminka

9 9
n>———, tj. n > 60,98 (: 1818).
p(l—p) m(l—ﬁ)

Abychom mohli ovérit odhad, ktery uvadi pojiStovna, musime mit k dispozici vysledky
vybérového sSetieni o rozsahu alespon 61 pojisténych aut. Toto je splnéno. V analyzovaném
vybéru 100 pojisténych aut bylo zjisténo 18 aut starsich nez 7 let, tzn.

_ 8 018
P=F0 ="

Nulovou hypotézu stanovime ve tvaru

Hy: @w=0,25.

Vybérova relativni cetnost p aut starsich nez 7 let je mensi nez pravdépodobnost mg odha-
dovana pojistovnou, proto alternativu volime ve tvaru

o
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Hy: 7<0,25.

Testovym kritériem je statistika

2,

T(X) =
(1l — )
kterd ma v pripadé platnosti nulové hypotézy normované normélni rozdéleni N (0;1).

Stanovime pozorovanou hodnotu testové statistiky a na zakladé tvaru alternativy vypoc-
teme p-hodnotu.

- 0,18 — 0,25
Tops = ——0 _\/n=—_ 20 /100 = —1,617

mo(1 — o) /0,25(1 — 0, 25)
p-hodnota = Fy(—1,617) = ®(—1,617) = 0,053

Na hladiné vyznamnosti 0,05 nulovou hypotézu nezamitame, nelze tedy tvrdit, ze podil
aut starsich 7 let je nizsi nez 25%. (VSimnéte si, Ze pokud bychom se spokojili s vySsi
pravdépodobnosti chyby I. druhu (napf. 0,06), nulovou hypotézu bychom zamitli a bylo by
mozné prohlésit, ze podil aut starsich 7 let je nizsi nez 25%.)

A
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resené

Priklad 7.1. Predpokladejme, Ze obsah nikotinu v cigaretdch méa normélni rozdéleni. Ta-
bakova firma TAB prohlasuje, Ze jejich cigarety maji nizsi obsah nikotinu nez cigarety NIK.
Pro ovéreni tohoto prohlaseni bylo ndhodné vybrano z produkce TAB 20 krabicek cigaret
(po 20 kusech) a v nich bylo zjisténo prumérné 42,6 mg nikotinu (v jedné cigareté). Vybé-
rova smérodatna odchylka obsahu nikotinu v testovanych cigaretdch TAB byla 3,7 mg. Ve
25 krabickach (po 20 kusech) cigaret NIK bylo zjisténo prumeérné 48,9 mg nikotinu na ci-

garetu. Vybérova smérodatné odchylka obsahu nikotinu v testovanych cigaretach NIK byla
4,3 mg. Ovérte tvrzeni firmy TAB ¢istym testem vyznamnosti.
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Resend.

Chceme porovnavat stiedni obsah nikotinu v cigaretdach TAB a NIK, smérodatnou odchylku
obsahu nikotinu v cigaretdch nezname, lze predpoklddat, ze neni stejna. Predpoklad nor-
mality je splnén, predpoklad o shodé rozptyli obsahu nikotinu v cigaretach TAB a NIK
vyvratime F-testem.

2
. 2 _ 2 g 9TAB _
Hy: of,5 =0y 1neboli o= 1

Hy: o345 <0%x (545 =3,7% je mensi nez s, = 4,3%)

2 2

3:2PAB 52TAB 3,72

o s 4,32 .

_ %TaB _ SNik 432 -

TOBS = & = = =0,74

NIK TAB

ag 0'2

NIK 'Hy NIK '"Hy

p-hodnota = Fy(0,74),

kde Fy(z) je distribucni funkce Fisher-Snedecorova rozdéleni s npap — 1 = 399 stupni
volnosti pro Citatele a nyrx — 1 = 499 stupni volnosti pro jmenovatele.

p-hodnota = 0,0008

Nulovou hypotézu zamitame, predpoklad o rtznosti rozptyld byl potvrzen. Pro ovéreni
shody stfednich hodnot proto zvolime Aspinové-Welchiv test.

Ho: pras = pNik
Hy: prap < pnix  (Trap = 42,6 je mensi nez Tyrx = 48,9)

ZAPADOCESKA
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Testové kritérium
X714 — YNiK) — (U1aB — UNIK)

T(X,Y) = (

82 82
TAB NIK

nNTAB NNIK

mé za predpokladu platnosti nulové hypotézy Studentovo rozdéleni s v stupni volnosti, kde

2 52 2 3,72 432)?
(Baz+iue) (NK) (%0 + %%
v = -
1 (S%AB )2 nnik — 1 \nnik 1 (ﬂ 2
nrap—1 \nraB 399 00
1 /4,322
= (322} ~gg3
499 ( 500 )
_ (FraB —Znik) — (braB — pnik) (42,6 —48,9) - (0)
5% ap $XrK 3,72 4,32
+ 200 T 500

NTAB NNIK
p-hodnota = Fy(—23,6),

kde Fy(x) je distribu¢ni funkce Studentova rozdéleni s 893 stupni volnosti.

p-hodnota = 0

Zamitdme nulovou hypotézu (na hladiné vyznamnosti 0,05), tvrzeni firmy TAB lze povazo-

vat za pravdivé.
A
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Priklad 7.2. Mame dvé skupiny studentt. Prvni (kontrolni), v niz jsou studenti vyucovani
tradi¢nimi metodami, a druha, v niz jsou studenti vyucovani experimentalnimi metodami.
V nasledujicich tabulkéich je uvedeno bodové hodnoceni vybranych student u zkousky. Na
zékladé srovnani medianu rozhodnéte, zda studenti vyucovani experimentalnim metodami
dosahuji lepsich vysledki nez studenti s klasickym vyucovanim.

Vybér z prvni skupiny (klasickd vyuka)
60 49 52 68 68 45 H7 52 13 40 33 30 28 30 48

Vybér z druhé skupiny (experimentalni vyuka)
38 18 68 84 72 48 36 92 6 54

Resend.

Oznacme x1, 9, ..., 15 vybér studenti, kteti absolvovali klasickou vyuku a y1,y2, ..., Y10
vybér studentt, ktefi absolvovali vyuku experimentdlni. (Oznaceni vybéra bylo provedeno
v souladu s pozadavkem, aby ny = ns.)

Budeme testovat nulovou hypotézu
Ho: 205 =905,
VUci proti alternativé Hq @ o5 < Y05 (f075 =48, 705 = 51)

Nyni vypoc¢teme pozorovanou hodnotu testové statistiky. Nejdiive pritadime poradi hodno-
tam z obou vybéri sefazenym podle velikosti.

ZAPADOCESKA
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Skupina | Y| X [ Y [ X | X | X [ X[Y |Y[X|X|[ X [ Y |[X| X [ X [Y|X[X|X|[X]|Y[|[Y[]Y]Y

Vysledek | 6 |13 |18 {28 | 30 | 30 ({33 (36|38 (40 |45| 48 | 48 |49| 52 | 52 |54|57|60|68|68|68|72|84|92

Poradi 1(2|3|4]|55|55|/7|8|9|10|11|125|12,5|14|155|155|17 (1819|2121 |21|23|24|25

Rozsah prvniho vybéru n; = 15, rozsah druhého vybéru ny = 10.

Nyni uréime:
soucet poradi prvniho vybéru 73 =2+4+---+21 =181,5,
soucet poradi druhého vybéru 1o =1+3+---+ 25 = 143,5.

Pak Uy = ning + M — Ty = 88,5,Us = ning + M — Ty = 61,5. Pro kontrolu
numerické spravnosti vypoctu lze ovérit, ze Uy + Uy = nina.

T(X,Y) = min (Uy,Us) = 61,5

Kritickd hodnota uvedena v tabulce T'7 je 39. Protoze pozorovand hodnota testové statistiky
61,5 > 39, na hladiné vyznamnosti 0,05 nezamitdme nulovou hypotézu, ze zplisob vyuky
nema vliv na studijni vysledky.

Kdybychom pro ilustraci pouzili postup pro velka ny a no, pak bychom dostali

(min (Ul, Ug) — %

) = —0, 748, p-hodnota = ®(—0, 748) = 0, 23.

T(X,Y) =
\/ﬁnm (n1 +no + 1)

Je zrejmé, ze ani pfi tomto pristupu bychom nulovou hypotézu nezamitli.

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI




Dvouvybérové testy parametrickych hypotéz - resené priklady 87

Priklad 7.3. Byly testovany magnetofony od dvou vyrobcti — SONIE a PHILL. Firma
SONIE prohlasuje, Ze jejich magnetofony maji nizsi procento reklamaci. Pro ovéreni tohoto
prohlaseni bylo dotazovano nékolik prodejcti magnetofonti a bylo zjisténo, ze z 300 proda-
nych magnetofoni firmy SONIE bylo v pribéhu zaruéni doby reklamovano 10 vyrobku a
z 440 prodanych magnetofonii firmy PHILL bylo v zaru¢ni dobé reklamovano 18 vyrobk.
Otestujte pravdivost prohlaseni firmy SONIE ¢istym testem vyznamnosti.

Resend.

Chceme porovnavat podil reklamovanych vyrobkt u obou firem. Volime tedy test homoge-
nity dvou binomickych rozdéleni. Nejdtive ovérime, zda pro provedeni testu mame k dispo-
zici vybéry dostatecného rozsahu.

Oznacme relativni ¢etnost reklamovanych magnetofoni SONIE pg a relativni ¢etnost rekla-
movanych magnetofoni PHILL pp.

10 18
=— =0,033 =— =0,041.
])E; E;()() ) ) Z)}) 4l11()
Pro splnéni vyse uvedenych kritérii zarucujicich korektnost testu musi byt testovano alespon
m = 280 magnetofont firmy SONIE a m = 230 magnetofoni firmy PHILL. To

je splnéno (ng = 300, np = 440).
Budeme testovat nulovou hypotézu

Hy: wng=mp

ZAPADOCESKA
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viuci alternative Hy :  7wg < 7p.
(Uvédomte si, pro¢ byla zvolena alternativa v tomto tvaru.)

Pozorovana hodnota testového kritéria je

__(ps—pp)—(rs—7p) _ (0,033—0,041)—(0) _
TOBS = \/ps(l—ps) pp(1—pp) - \/0,033(170,033) 0,041(1—0,041 =0,54.
<+ 300 + 440

Nulové rozdéleni testového kritéria je normované normalni a alternativa je ve tvaru mg < 7p,
proto

p-hodnota = ®(—0,54) = 0, 290.

Na hladiné vyznamnosti 0,05 nezamitame nulovou hypotézu (p-hodnota > 0,05), tvrzeni
firmy SONIE o niz$im procentu reklamaci tedy nelze povazovat za opravnéné.
A
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VRN
Priklad 7.4. Predpokladejme, Ze ojeti prednich pneumatik [mm] podléhd normalnimu roz- " =
déleni. U 6 aut bylo zjisténo ojeti prednich pneumatik (viz tabulka). *::,* '3«5
/0"4- ““\‘\
Prava | 1,8 | 1,0 /122|109 1,5]| 1,6
Leva | 1,5|1,1[2,0[1,1] 1,414 p Zirasocesta
V PLZNI

Vs

Ojizdéji se leva a prava pneumatika stejné?

Resent.

Je zrejmé, ze mame k dispozici pary zavislych pozorovani, proto pristoupime k parovému ¢
testu. Nema smysl porovnavat primérné ojeti pravych a levych pneumatik. Budeme zjisto-
vat, jaka je stredni hodnota rozdilu ojeti pravé a levé pneumatiky.

Oznac¢me X; ojeti i-té pravé pneumatiky a Y; ojeti i-té levé pneumatiky. Pak D; = X; — Y;
udava rozdil v ojeti pravé a levé pneumatiky u i-tého automobilu.

Prava X 1,8 1,0 {22]09 |1,5] 16
LevaY LS|L1 |20]1,1 |14]14
Prava-Leva D | 0,3 |-0,10,2]-0,2|0,1]0,2

Rozdil v ojeti pravé a levé pneumatiky [mm] ma normdlni rozdéleni. Proto lze pro srovnani
ojeti prednich pneumatik pouzit parovy t test.

Ozna¢me p = E(D). Budeme testovat nulovou hypotézu
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H(): ,u=0

Pramérny rozdil ojeti pravé a levé pneumatiky je

S 0,34(—0,1)+402 -
= L = 0,08,

Zjistény prameérny rozdil v ojeti pneumatik (0,08) je vétsi nez testovand hodnota (0). Vybér
ukazuje na to, ze by se mohly pravé pneumatiky ojizdét vice nez levé. Alternativni hypotézu
proto zvolime ve tvaru Hy : p > 0.

Pro péarovy t test pouzivame testové kritérium 7'(D) = ES_—;\/H majici v pripadé platnosti
nulové hypotézy Studentovo rozdéleni s n — 1 stupni volnosti.

|2 (4=
i i\/(0,3—0,08)2+~-+(0,2—0,08)2 = 0,19

1
SD = n1 61

NgE]

Pak zops = T(D)|y, = %75°V6 = 1,05.
Vzhledem k tvaru alternativni hypotézy urc¢ime p — hodnotu podle vztahu
p-hodnota =1 — Fy (zops),

kde Fy(z) je distribuéni funkce Studentova rozdéleni s 5 stupni volnosti.

p-hodnota = Fy(1,05) =1 — Fp(1,05) = 0,17 (viz vybrana rozdeleni.xlsx)
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p-hodnota je vétsi nez 0,05. Na hladiné vyznamnosti 0,05 nezamitdme nulovou hypotézu, . I!V!I o7
ktera 1iké, ze pozorovany rozdil v ojeti pneumatik neni statisticky vyznamny. Nelze tvrdit,
x>

ze se predni pneumatiky ojizdéji rizné.
A
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Kapitola 8

Vicevybeérové testy parametrickych
hypotéz - resené priklady

Priklad 8.1. Pri sledovani kvality pénového polystyrénu (EPS) byla sledovdna hustota
EPS [kg/m3] ¢tyt rtiznych vyrobei A, B, C, D. Hustota byla stanovena pro 7 produktii
kazdého z vyrobci. Vysledky byly vepsany do nize uvedené tabulky.

Vyrobce Objemova hmotnost EPS [kg/m’] Primér | Vybérovy rozptyl
[kg/m3] [kgz/mé]
A 14,3 13,0 | 17,6 | 16,9 | 16,1 | 20,0 | 18,4 | 16,61 5,73
B 19,1 122,5121,2 (21,0203 |17,4]22,7| 20,60 3,52
C 19,7 16,8 | 15,8 [ 20,1 | 18,2 | 18,6 | 18,9 | 18,30 2,36
D 13,2 |12,6 | 12,9 | 13,7 | 17,3 | 11,2 | 15,0 | 13,70 3,83
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X

&
S

-

Ovérte homoskedasticitu objemové hmotnosti EPS jednotlivych vyrobet. .

Y 9STRAVY, 7
&, N
7, é‘x

. TS

.,

Resend.

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

Mame 4 nezavislé vybéry. Je treba testovat hypotézu

L

L2 2 2 2
Hy:0f =05 =03 =0}
proti alternativé, ze se alespon jedna dvojice rozptyla lisi
HA : —|H0.

Bartlettuv test

k
1
2 L 2 _
Sp_n_k;(”z 1)si = 3,86,
k
1 1 1
C=1- — =1,069.
a(k —1) (n—k ;ni— ) ’
1 k
Tops = — [(n —k)lnsy — Y (n;—1)In sfl = 1,106.
=1

p-hodnota = 1— Fy(1,106), kde Fy(z) je distribu¢ni fuknce x? rozdéleni s 24 stupni volnosti.
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-hodnota =1
P v7
N S

Protoze p-hodnota = 1 nelze zamitnout nulovou hypotézu. Protoze nemame informaci o nor-
malité jednotlivych vybéru, provedeme Leveneuv test. (Barttletuv test je citlivy na poruseni

normality ' ) ZAPADOCESKA
P univerzima
V PLZNI

Leveneuv test

Necht Zij = |X” — X1|

Vyrobce Z;j [kg/m’] Priimér Z;
[kg/m’]
A 23136[1,0[03]05][34]1,8 1,8
B 1,5119/06]04]03][32]2,1 1,4
C 14[15/25]1,8/0,1]03]0,6 1,2
D 05]1,1/08[00/[36/25]13 1,4
Pak
= k n; Z
Z=Y 5 =2 =1,46,
i=1j=1 T
k _ =
SSzp=>.ni(Z; — Z)* = 1,63,
=1
SSze =YY (Zij — Z;)? = 31,34,
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SSzp
k—1
ZTOBS = G5, = 0,42.

Ze
n—k

p-hodnota= 1 — Fy(0,42),

kde Fy(z) je distribuéni funkce Fisherova-Snedecorova rozdéleni s 3 stupni volnosti v ¢itateli
a 24 stupni volnosti ve jmenovateli.

p-hodnota = 0,74

Protoze p-hodnota = 0,74, nelze homoskedasticitu zamitnout ani na zakladé Leveneova
testu.

Vzhledem k vyvazenosti tiidéni 1ze pro ovéfeni homoskedasticity pouzit rovnéz Hartleytuv a
Cochranuv test.

Hartleyuav test

Hartleytv test je zaloZzen na testové statistice

max 822

min s?

Fmam =

Pozorovand hodnota xops = 2,43(= 5,73/2,36). Pozorovana hodnota neprekrocila kritic-
kou hodnotu hg05(4,6) = 10,4 (tabulka T8), proto na hladiné vyznamnosti 0,05 nezamita
homoskedasticitu ani tento test.

Cochranuv test

ZAPADOCESKA
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Tento test pouziva testovou statistiku

max 812

Cripiors = 0=+
e s%+...+s%

Pozorované hodnota zops = 0,37(= 5,73/(5,73+3,52+2, 36+3, 83)). Pozorovana hodnota

nepfrekrocila kritickou hodnotu ¢g05(4,6) = 0,56 (tabulka T9), proto na hladiné vyznam-

nosti 0,05 nezamitame nulovou hypotézu.
A

R

\C
«é:’ 0

&
S

=

<2k

S
<

STRAVY,
4,
/01(4' ““\Qﬁ

L
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VIRV
Priklad 8.2. Rozdélte celkovy rozptyl zavisle proménné z motiva¢niho piikladu (vysledky
e o . - : o . AL <l
prijimaciho Fizeni z matematiky vSech 20 studenti) na variabilitu mezi skupinami a varia- D) 7S
/0"‘ ““\‘\

bilitu uvnitt skupin.

2 o 0 ZAPADOCESKA
Resem. D P univerzima
V PLZNI

Diléi vypocty zaznamename do tabuly.

Skupina
Gymnézium | SPS | OU

1 2 3

55 52 | 47

54 50 | 53

58 51 | 49

61 51 | 50

52 49 | 46

60 48

53 50

65
Rozsah 8 5 7 n =20
Pramér X; 573 | 506 | 490 | K=Yk, 3 =527
X, - %) 4,6 2,1 | -3,7
n(X, - X)° 16562 | 22,05(95,83 | Bk n (X, — X)° = 2835
Vybérovy rozptyl Siz 20,5 1,3 | 53
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AZIRINA
Celkova variabilita je ddna celkovym souc¢tem ¢tverctt SSt, resp. celkovym rozptylem M .St. . o7
%"% u“\“"&\
k Uz =
SSr =3 > (Xi — X)? = (55—-52,7)2+ ... + (50 — 52, 7)% = 464, 2
i=1j=1 D ZAPADOCESKA
SSt 464, 2
MSy = = — =24,4
= 1T -1 b

Variabilita mezi tfidami je ddna souctem ¢tverci mezi t¥idami SSp, resp. rozptylem mezi
tridami M Sp.

k —

SSp = > ni(X; — X)? =283,5
i=1
SSp  283,5
MSp = =" 14
SB= 1T 31 8

Variabilita uvniti t¥id je dana rezidudlnim souctem ctverci SSe, resp. rezidualnim rozptylem

=1
SS.  180,7
MS, n—k_20—3_10’6
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Priklad 8.3. Dokoncete analyzu rozptylu pro motiva¢ni priklad.
Resent.

7 predchéazejiciho feseného prikladu prevezmeme veskeré diléi vysledky, urc¢ime pozorova-
nou hodnotu testového kritéria a ur¢ime p-hodnotu. Postupné vyplnujeme tabulku analyzy
rozptylu.

MSp 141,8

- —=5%_ 133
TOBS = e T 10,6 ’

p-hodnota= 1 — Fy(xpops) = 1 — Fy(13,3),

kde Fy(x) je distribuéni funkce Fisherova-Snedecorovo rozdéleni s 2 stupni volnosti v ¢itateli
a 17 stupni volnosti ve jmenovateli.

p-hdonota = 0,0003 (viz vybrana_ rozdeleni.xls)

Na hladiné vyznamnosti 0,05 zamitame nulovou hypotézu o shodé stiednich hodnot. Lze
tedy tvrdit, ze typ absolvované stiedni skoly ma vliv na vysledek prijimaci zkousky z ma-
tematiky.

Pripomenme si, ze vysledek analyzy rozptylu nam pouze rika, Ze prameéry nejsou stejné.
Je tfeba provést dalsi analyzu, abychom zjistili, jak se lisi. Absolventi, jakého typu stredni
skoly maji statisticky vyznamné lepsi (resp. horsi) sanci na lepsi vysledek? Odpovéd na tuto
otazku nam da tzv. post hoc analyza neboli mnohonasobné porovnavani.

A
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AZIRINA
v7
Analysis of Variance 2 ““\@&
Source Sum of Squares Df  Mean Square F-Ratio  P-Value
P Gnvenaa
Between groups 283.,5 2 141,75 13,34 0,0003 D v PLZNI
Within groups 180,7 17 10,63
Total (Corr.) 4642 19

Obr. 8.1: Ukazka vystupu metody ANOVA (software Statgraphics)

Priklad 8.4. Provedte post hoc analyzu pro data z motivac¢niho prikladu.

Resent.

Vysledkem analyzy rozptylu bylo zamitnuti nulové hypotézy, zajima nas tedy odpovéd na
otazku ,,Absolventi, jakého typu stfedni skoly maji statisticky vyznamné lepsi (resp. horsi)
Sanci na lepsi vysledek?

Pripomenme si pottebné diléi vysledky ziskané v pribéhu analyzy rozptylu.




Vicevybérové testy parametrickych hypotéz - resené priklady 101 P S 0

VRN
Skupina
Gymnazium | SPS | OU A\
1 2 3 A U
Rozsah 8 5 7 n =20
Prameér Xi 57,3 50,6 |1 49,0 X = Z{.;l 27;1% = 52,7 D > lz‘ﬂ‘z{{zcl::n
MS, = 10,6

Testujeme Hy : pur = py vuci alternative Ha @ puy # 1.

Fisherovo LSD

Nulovou hypotézu zamitdme pokud |Z; — Z 7| = LSDyy, kde LS Dy uréime jako

1 1
LSDrj=t1_a(n—k)\/MSer/] — + —.
2 ny nyg

ti_a(n—k) =togr5(17) = 2,1 = LSDy; = 2,1y/10,6, /- + L = 6,837, /L + ;L

% — x| | LSDy,
Gymnazium — SPS’ 6,7 3,898
Gymnézium — OU” 8,3 3,539
SPS - OU 1,6 | 4,003

Fisherovo LSD identifikovalo jako statisticky vyznamné rozdily mezi prumérnym hodnoce-
nim absolventd gymnézii a SPS a gymnazii a OU. Lze tedy tvrdit, Ze absolventi gymnézi
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maji statisticky vyznamné vyssi primérné vysledky nez studenti SPS a OU, jejichz pri- . =
2 5
) S

mérné vysledky jsou srovnatelné.

>
Bonferroniho metoda
ul o b
ulovou hypotézu zamitdme, pokud v pLzNI
- S 1 1
|Zr —Z5] 2t _ar(n—k)/ MSey |/ — + —
2 nr ny
kde a* je upravend hladina vyznamnosti, o® = %
2
a* = & =00 = 10,0167, t, o (n— k) = togg165(17) = 2,65
(2) (2) 2

tar(n — k) MSey /- + 7- = 2,65(/10,6, /- + - = 8,628, /L + L

| X — x]| Kritickd hodnota
Gymnazium — SPS™ | 6,7 4,919
Gymnéazium — OU 8,3 4,465
SPS - OU 1,6 5,052

Bonferroniho metoda poskytla stejné vysledky jako Fisherovo LSD.

Scheffého metoda
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Nulovou hypotézu zamitame, pokud
t < )
> &

11 s>
|Zr — Zg| 2 VMSer| Fi_o(k—1,n—k)(k—1) (— + —),
ny  ny
ZAPADOCESKA
kde Fi_o(k—1,n—k)(k—1) je (1 — ) kvantil Fisher-Snedecorova rozdéleni s k — 1 stupni D P uwvenzima

volnosti v Citateli a n — k stupni volnosti ve jmenovateli.

Fi_o(k—1,n—k) = Fygs(2,17) = 3,59

\/M_Se\/Fl—a(k Ln—k)(k—1) (n% + %) = \/m\/3,59 2 (% + %) =

= 8,72\/@

nr ny

| X — % Kritickd hodnota
Gymnéazium — SPS | 6,7 4,973
Gymnézium — OU 8,3 4,515
SPS - OU 1,6 5,108

Rovnéz Scheffého metoda identifikovala ,,Gymnazium* jako skupinu, ktera se statisticky
vyznamné lisi od ostatnich.

Nebot rozsahy jednotlivych vybéri nejsou stejné, nelze pro post hoc analyzu pouzit Tukeyho
metodu.

Tukey HSD
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Nulovou hypotézu pak zamitame, pokud

kde go(k,n

1
|Zr — 27| 2 go(k,n— k)M ( )7

do(k,n — k) = qo,05(3,17) = 3,63 (viz tabulka T10)

ok, n— b)VITS [4 (£ + 1) =3,6310,6\/3, /(& + 2) = 8,357, /(£

njy

— k) je a kvantil studentizovaného rozpéti, ktery je tabelovan.

| X — f]| Kritick4 hodnota
Gymnazium — SPS” | 6,7 4,764
Gymnazium — OU” 8,3 4,325
SPS - OU 0,4 4,893

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

Vysledky post hoc analyzy ziskané metodou Tukey HSD jsou v souladu s vysledky ziskanymi
pomoci Fisherova LSD, resp. pomoci Bonferroniho metody.

A




Vicevybérové testy parametrickych hypotéz - resené priklady 105 P S 0

AZIRINA
Priklad 8.5. Analyzujte data z motiva¢niho piikladu pomoci Kruskalova-Wallisova testu. " 7
’é}. Isranst IS
Resent.

ZAPADOCESKA
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L

Chceme testovat hypotézu o shodé medidant
Hoy: Zosg = T055p5 = L0500
viuci alternative, ze Hy neplati.

Vsech n pozorovanych hodnot sefadime do rostouci posloupnosti a uréime jejich poradi R;.
Tato poradi usporddame do tabulky a ur¢ime tzv. soucty poradi pro jednotlivé vybéry
T;.
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Data

Gymnézium | SPS | OU
1 2 | 3
55 52 | 47
54 50 | 53
58 51 [ 49
61 51 |50
52 49 | 46
60 48
53 50
65

Pof‘adi Rl]
Gymnéazium | SPS | OU
1 2 3
16 11,5 2
15 7 13,5
17 95 | 45
19 95 7
11,5 45 1
18 3
13,5 7
20
Rozsah vybéru n; 8 5 7 |n=3F.n
Soucty poradi T; 130 42 38 k T, =210
=t 1625 | 8,40 | 543
Ti2 l 72
- 2112,5 |352,8(206,3 Zﬁ‘:ﬁ =2671,6
i 13

k T’L — n(n2+1) — 20é21 = 210.
=il

2.

Vsimnéte si, ze

12

Pozorovand hodnota zops = —3(n + 1) + T GEEN)

ko
S L —133.
i=1 "

p-hodnota = 1 — Fy(13,3), kde Fy(z) je distribuéni funkce x? rozdéleni s 2 stupni volnosti.

p-hodnota = 0,001

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI




Vicevybérové testy parametrickych hypotéz - resené priklady 107

Zamitame nulovou hypotézu o shodé medidant. Proto provedeme post hoc analyzu. Protoze
analyzujeme vybéry o rizném rozsahu, pouzijeme pro post hoc analyzu Dunnové test.

Jestlize

1 1 1
tr—tj| 24— | —+ — +1)z1_
It il 2 \/12 (n; nJ)n(n J71-ar,

pak se medidny I-tého a J-tého vybéru statisticky vyznamné lisi.

Z1_ar = 21— = Z_005 = 20,9833 = 2,13 (viz vybrana_ rozdeleni.xls)

(2) ®)

\/ﬁ (& +&) nln+ 121 z\/l—g (+L)20 212,13 =8634, /(L + L)

|t, — t]| Kriticka hodnota
Gymnazium — SPS” 7,85 4,922
Gymnazium — OU” 10,82 4,469
SPS - OU 2,97 5,056

Na zakladé post hoc analyzy lze na hladiné vyznamnosti 0,05 tvrdit, ze absolventi gymnazii
mayji statisticky vyznamné vyssi primérné vysledky nez studenti SPS a OU, jejichz primérné
vysledky jsou srovnatelné.

A
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AZIRIN
Priklad 8.6. Pii vyzkumu byla sledovana srde¢ni frekvence 6 hraci basketbalu v pribéhu . 5
utkdn{. Prumérné hodnoty srdeéni frekvence [tep/min] v jednotlivych ¢tvrtindch utkéni byly %,/ '3«5
zaznamenany do tabulky 8.3, kterou zde pro prehlednost znovu uvedeme. >
Srde¢ni frekvence [tep/min] I ——
= g P> univerzima
Cislo hrace Sy D VPN
1 2 3 4
1 163 | 166 | 177 | 183
2 160 | 170 | 180 | 180
3 189 | 180 | 188 | 190
4 182 | 180 | 183 | 185
5 170 | 175 | 177 | 190
6 153 | 169 | 166 | 180

Zjistéte, zda se srde¢ni frekvence (tep) hracu meéni v pribéhu utkéni.

Resent.

Chceme porovnat srdecni frekvenci hract v jednotlivych ¢tvrtindch utkani. Pro kazdého
hrace mame c¢tverici pozorovani, je tedy zfejmé, ze chceme analyzovat shodu trovné ve 4
zavislych vybérech. Pro takovouto analyzu je urcen Friedmaniv test, kterym vysSetiime,
zda se tep v prubéhu utkdni méni jen ndhodné nebo zda se do jeho zmén promita néjaky
systematicky vliv casu.

Chceme testovat hypotézu

Hy : xo5, = T05, = %055 = Z0,5,4
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vuci alternativé
HA . —|H().

U kazdého sledovaného hréce nahradime zjisténé vysledky jejich poradim (viz tabulka 8.4).

Tab. 8.1: Tabulka poradi

Pof’adi R”
x Ctvrtina
Cislo hrace
1|2 3 4
1 1] 2 3 4
2 1| 2 3,5 3,5
3 311 2 4
4 2|11 3 4
5 1| 2 3 4
6 1| 3 2 4
R =YY" Ry;|9|11|165|235

Pocet sledovanych objekti m = 6, pocet porovnavanych skupin k& = 4. Protoze min (k;m) >
> 5 1ze nulové rozdéleni testové statistiky

o 12

= mk(E 1) 2 omlE+ D)

2
=il

J

aproximovat rozdélenim x? s k — 1 stupni volnosti. Proto p-hodnota= 1 — Fy(zops), kde
Fo(z) je distribuéni funkee x? rozdéleni s k — 1 stupni volnosti.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
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VIRV
_ 12 2 2 2 2\ _ _
ToBS = (9° 4+ 11+ 16,5+ 23,5°) —3-6-(4+ 1) = 12,65 = 57
6-4(4+1) o\ 4
>
p-hodnota= 1 — Fy(12,65) = 0,0005 (viz vybrana_rozdeleni.xlsx)
Na hladiné vyznamnosti 0,05 zamitdme nulovou hypotézu. Lze tedy tvrdit, Ze v pribéhu D > gﬁi{{ﬁﬁ“
utkdni dochazi ke zménam srdecni frekvence hracu.

Post hoc analyza

Vypocteme rozdily mezi soucty poradi |R, — Rs| pro vSechny dvojice r < s a srovname je
s prislusnou tabelovanou kritickou hodnotou 11,5 (viz tabulka T13).

|Rr_Rs|

12| 3 4

~ 12175145
_ 155125

= 7

AW |[—

Kritickou hodnotu prekracuji |R; — R4| a |Ry — Ry4|. Tim je prokdzan signifikantni rozdil
mezi srdecni frekvenci v 1. a ve 4. ¢tvrtiné a v 2. a ve 4. ¢tvrtiné.
A
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Kapitola 9

Testy dobré shody - resené

priklady

Priklad 9.1. Bylo provedeno Setieni mezi zenami starsimi 15 let. Mezi 246 nahodné oslove-
nymi zenami bylo 80 (32,5%) svobodnych, 110 (44,7%) vdanych, 30 (12,2%) rozvedenych a

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

26 (10,6%) ovdovéljch. Je zndmo (viz Cesky statisticky tiad), Ze v CR je mezi zenami star-
$imi 15 let cca 24,8% svobodnych, 49,0% vdanych, 12,6% rozvedenych a 13,6% ovdovélych.

Lze provedeny vybér oznacit za reprezentativni?

Resend.

Chceme zjistit (na hladiné vyznamnosti 0,05), zda je vybér reprezentativni, tj. zda lze od-

chylky mezi zjisténymi a ocekdavanymi Cetnostmi jednotlivych kategorii oznacit za ndhodné.
Nulovou hypotézu proto formulujeme:
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VRN
1849

Hp: Provedeny vybér je vybérem z populace, v niz jsou relativni cetnosti
jednotlivych variant dany tabulkou 9.1. Y 7

4'/0“. . “\"3’

Tab. 9.1: Oc¢ekavané relativni ¢etnosti jednotlivych kategorif rodinného stavu zen starsich 15 let

B , _ b s

Stav svobodna | vdand | rozvedena | ovdovela OGELT

relativni Cetnost 7y, 0,248 0,490 0,126 0,136

Alternativu stanovime jako negaci nulové hypotézy.

Hy: —Hp, tj. provedeny vybér neni vybérem z populace, v niz jsou relativni
¢etnosti jednotlivych variant dany tabulkou 9.1.

Jako testové kritérium pouzivame nahodnou veli¢inu

k
> (0i — Ey)?

E; ’

ktera ma v pripadé platnosti nulové hypotézy a za predpokladu, ze provadime dostatecné
velky vybér, priblizné y? rozdéleni s k — 1 stupni volnosti.

Empirické ¢etnosti O; jsou dany v zadani piikladu, ocekavané Cetnosti E; (tj. zastoupeni
zen v jednotlivych kategoriich oc¢ekavané v piipadé platnosti nulové hypotézy) uréime jako

E’i = TL?TZ'O,
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VRN
kde n je rozsah vybéru, v nasem pripadé 246. Naptiklad: pokud by platila nulova hypotéza, . =
pak by v uskutec¢néném vybéru mélo byt £ = 246-0, 248 = 61 svobodnych Zen. Pozorované %,/ '3«5
a oCekavané Cetnosti jednotlivych variant jsou uvedeny v tabulce 9.2. >
Tab. 9.2: Pozorované a ocekdvané Cetnosti jednotlivych kategorii rodinného stavu Zen starsich 15 > ZAPADOCESKA
et R

Stav svobodna | vdana | rozvedend | ovdovéla
pozorované Cetnosti O; 80 110 30 26
ocekavané Cetnosti E; 61,0 120,5 31,0 33,5

Pfedpokladem pro pouziti x2- testu dobré shody je, aby ocekavané cetnosti E; byly vétsi
nez 5. Je ziejmé, ze tento predpoklad lze povazovat za splnény.

Pozorovana hodnota testového kritéria

4
0. — E:)?
;( i~ B (80 — 61,0)? N (110 — 120,5)> (30 — 31,0)?
€T = =
OBS E; 61,0 120,5 31,0
(26 — 33,5)2

s~ 5%

Vsimnéte si, Ze ¢im veétsi jsou odchylky pozorovanych a ocekdvanych cetnosti, tim vétsi je
pozorovand hodnota rops. Cim vétsi je pozorovand hodnota xppg, tim silnéjsi je vypovéd
vybéru proti nulové hypotéze.

Piedpoklad testu je splnén, p-hodnota = 1 — Fy(zops), kde Fy(x) je distribu¢ni funkce x?
rozdéleni s 3 (=4-1) stupni volnosti.
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p-hodnota = 1 — Fy(8,53) = 0,036 (viz vybrana_ rozdeleni.xls) % -

p-hodnota < 0,05, proto na hladiné vyznamnosti 0,05 zamitame nulovou hypotézu ve pro-
spéch alternativy. Vybér nelze oznacit za reprezentativni.

A
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Priklad 9.2. Vyrobni firma odhaduje pocet poruch urc¢itého zafizeni béhem dne pomoci Po-
issonova rozdéleni se stredni hodnotou 1,2. Zaméstnanci zaznamenali pro kontrolu skutecné
pocty poruch celkem ve 150 dnech (vysledky jsou uvedeny v tabulce 9.3). Ovéite Cistym
testem vyznamnosti, zda lze pocet poruch daného zarizeni béhem dne skutecné modelovat
pomoci Poissonova rozdéleni s parametrem At = 1, 2.

o

ZAPADOCESKA
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A4

Tab. 9.3: Pozorované ¢etnosti poc¢tu poruch béhem dne (za 150 dni celkem)

X; — pocet poruch béhem dne 0|1 |2 |3 |4avice
O;— pocet dni, v nichZ byl pozorovan pocet poruch x; | 52 | 48 | 36 | 10 4

< , Obsah
Resend.

115. strana ze 159

Definujeme-li si ndhodnou veli¢inu X jako pocet poruch daného zarizeni béhem jednoho
dne, pak nulovou a alternativni hypotézu formulujeme ve tvaru:

5
"l

Hy: Pocet poruch daného zafizeni béhem jednoho dne (ndhodnd veli¢ina X)
mé Poissonovo rozdéleni s parametrem At = 1,2, neboli vybér pochézi
z Poissonova rozdéleni s parametrem At = 1, 2.

Hy4: —Hy, tj.neni pravda, ze pocet poruch daného zarizeni béhem jednoho dne

mé Poissonovo rozdéleni s parametrem At = 1, 2.

Poissonovo rozdéleni mé pouze jediny parametr At. Tento parametr je specifikovan v nulové
hypotéze, tzn. jde o iplné specifikovany test (pocet odhadovanych parametru h = 0). ZEL Gl

I Cels obrazovka/Okno
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Poissonovo rozdéleni je rozdélenim diskrétnim, proto pro kazdou variantu x; vypocCteme
pravdépodobnost m,, ze se ndhodna veli¢ina X s pravdépodobnostni funkeci P(z) odpo-
vidajici nulové hypotéze bude realizovat variantou x;. (Empirické ¢etnosti 0; jsou dény
v zadéani piikladu.)

Plati-li nulovd hypotéza, pak ma ndhodnd veli¢ina X (pocet poruch daného zafizeni bé-
hem jednoho dne) Poissonovo rozdéleni s parametrem At = 1,2. Pravdépodobnostni funkce
Poissonova rozdéleni je ddna vztahem

. oo SIS 12)T _ PR A7 . .
V nasem pripadé P(z) = %e L2 Nyni miizeme uréit oéekdvané pravdépodobnosti o,

Napriklad: Oc¢ekavand pravdépodobnost o, , Zze béhem jednoho dne nedojde k zddné poruse
(pocet poruch bude 0) je

7o, = P(X =0) = P(0) =

Obdobné: .
Mo, = P(X =1) = P(1) = 1:2e-12 = 0, 361,

T, = P(X =2) = P(2) = ¢
oy = P(X =3) = P(3) = 12212 — 0, 087,

ZAPADOCESKA
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Ocekdvané Cetnosti pak ur¢ime podle vztahu E; = nm,, kde n je rozsah vybéru (v naSem
pripadé n = 150). Naptiklad: plati-li nulovd hypotéza, pak by béhem 150 dni v cca E; =
= 150- 0,301 = 45, 2 dnech nemélo dojit k zadné poruse.

Tab. 9.4: Pozorované ¢etnosti poc¢tu poruch béhem dne (za 150 dni celkem)

X; — pocet poruch béhem dne 0 1 2 3 4 avice
O;— pozorovana Cetnost 52 48 36 10 4
Ty,— pozorovana pravdépodobnost | 0,301 | 0,361 | 0,217 | 0,087 | 0,034
E;— ofekavana ¢etnost 452 | 542 | 32,6 | 13,1 5,1

Vsechny ocekavané cCetnosti F; jsou vétsi nez 5, tudiz rozsah vybéru je dostateény proto,
abychom mohli pouzit testovou statistiku

k
> (0; — Ey)?
G=%2
E;
5
2, (0—E)? (52—45,2)2 (4—5,1)2
Pozorovana hodnota zppg = =* yor =5 .t 51 =313

Testové kritérium G méa x? rozdéleni s 4 = (k— 1 — h) stupni volnosti. (Pocet variant k = 5,
pocet odhadovanych parametru A = 0.)

p-hodnota = 1 — Fy(zops), kde Fy(z) je distribucni funkce x? rozdéleni s 4 stupni volnosti.

ZAPADOCESKA
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p-hodnota = 1 — Fy(3,13) = 0,54 (viz vybrana_ rozdeleni.xls)

p-hodnota> 0,05, proto nezamitdme nulovou hypotézu, tzn. nemame namitek proti pouziti
Poissonova rozdéleni s parametrem 1,2 pro odhad poc¢tu poruch daného zarizeni béhem

jednoho dne.
A

o

1849
"7
R S
%, <
Ck, i ““\‘\
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2 TORS
Priklad 9.3. Na déalnici byly v prubéhu nékolika minut méfeny c¢asové odstupy [s] mezi v 57
prujezdy jednotlivych vozidel. Zjisténé hodnoty téchto odstupi jsou uvedeny v tabulce: SN '3«5
/0"4- ““\‘\

25 68 50 98 40 23 42 19 87 7,7 59 53 84 36 09,2
43 26 130 54 86 42 29 1,5 18 1,6 59 83 52 69 5,1 D

ZAPADOCESKA
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13 64 65 57 36 48 40 73 249 106 150 53 40 33 6,0
46 16 19 1,5 11,1 43 55 21 29 30 38 1,0 1,5 86 44
68 52 30 80 40 47 73 23 19 19 46 64 53 39 24
12 62 43 26 27 20 08 37 69 28 43 49 41 45 44
11,9 90 56 48 28 21 43 10 1,6 25 22 13 18 16 38
31 1,6 49 1,8 39 34 16 45 58 69 18 26 68 25 19
31 108 1,6 20 49 112 16 22 38 1,1 18 14

V PLZNI

Overte Gistym testem vyznamnosti, zda lze casové odstupy mezi vozidly modelovat pomoci
nahodné velicinu s norméalnim rozdélenim.

Resent.

Necht je ndhodné veli¢ina X definovana jako Casovy odstup mezi priujezdy jednotlivych
vozidel.

Nulovou a alternativni hypotézu formulujeme ve tvaru:

Hy: Casové odstupy mezi prijjezdy jednotlivych vozidel maji normélni roz-

déleni.
H,: Casové odstupy mezi prijezdy jednotlivych vozidel nemaji normalni roz- _
et [t |
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Normaélni rozdéleni mé dva parametry: j a 2. Ani jeden z nich neni v nulové hypotéze
specifikovan, tzn. jde o nediplné specifikovany test (pocet odhadovanych parametra h =
=2).

Nejdiive pomoci vybéru (o rozsahu n = 132) odhadneme parametry o¢ekdvaného (normal-
niho) rozdéleni. NejlepsSim odhadem stfedni hodnoty p je vybérovy prumér Z, nejlepSim
odhadem rozptylu o2 je vybérovy rozptyl s2.

n 132 n .
DRI IE 3 (@ - 7)2 32 32w — 4, 6)2
B — 3 — 1= — 1= — 4 A2 — 2 — 1= _ = _ 1
e 3z O = S — 0,9

Ovérujeme, zda vybér pochazi z rozdéleni normélniho, tj. spojitého, proto je tfeba nejprve
testované rozdéleni kategorizovat.

Pokusime se tedy rozdélit data do k tridicich intervalt, uréime empirické cetnosti O; a
najdeme ocekdvané pravdépodobnosti 7y, pro prislusné tridici intervaly.

Poznamka:

Tridici intervaly se voli vétsinou pouze na zdkladé vlastni dvahy. Jejich pocet se snazime
volit v ,,rozumnych“ mezich. Pocet intervali nemd byt ani prilis maly (kategorizace spoji-
tého rozdéleni snizuje vypovidaci schopnost o tomto rozdéleni), ani prilis velky (¢im vétsi
pocet tridicich intervali, tim mensi ocekdvané cetnosti v téchto intervalech — limitujicim
predpokladem pro pouziti x* testu dobré shody je, aby ocekdvané cetnosti byly vétsi ne 5).
Obuykle se povazuje za vhodné volit 5 aZ 15 tridicich intervali.

e Definiéni obor ndhodné veli¢iny rozdélime napriklad do 13 tiidicich intervala.

o
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e Empirické cetnosti O; uréime jako pocet pozorovani, které lezi v prislusném intervalu.

e Plati-li nulova hypotéza, pak ndhodnd veli¢ina X ma rozdéleni N(ji;62%), pricemz
parametry tohoto rozdéleni jsme odhadli. Ocekdvané pravdépodobnosti my, pak ur-
¢ime jako pravdépodobnosti vyskytu ndhodné velic¢iny X s rozdélenim N(j1; %) na
prislusném intervalu.

10,9).
P(X € (-00;1,5))) = P(X £ 1,5) = F(1,5) = ®(1520) = $(-0,94) = 0, 174,
P(X e (1,5;1,8))) = P(1,5 < X £ 1,5) = F(1,8) — F(1,5) = &(1846) _

1,5—4,6\ __ _ _ — o
atd.

Ocekévané cetnosti jednotlivych tiidicich intervalti pak uréime podle jiz zndmého vztahu
E; = nmo,, kde n je rozsah vybéru (v nasem pripadé n = 132).

Veskeré zjisténé hodnoty zapiseme do tabulky.

ZAPADOCESKA
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VIR
. .Trldwl Empirické cetnosti Ocekavané pravdépodobnosti Ocekavané Cetnosti T7
i interval 0. 7, 5 NS
[s] ' 7 L Chi uns
1 (=0;1,5) 11 0,174 22.9
2 (1,5;1,8) 13 0,024 3,2
3 (1,8;2,0) 7 0,017 23 D > Cuvenan
4 (2,0: 2,5) 10 0,047 6,2 V PLZNI
5 (2,5;2,9) 8 0,041 5,4
6 (2,9;3,6) 8 0,078 10,3
7 (3,6;4,0) 10 0,047 6,2
8 (4,0; 4,4) 10 0,048 6,3
9 (4,4; 4,9) 10 0,060 8,0
10 (4,9;5,8) 12 0,106 14,0
11 (5,8; 6,8) 10 0,106 13,9
12 (6,8; 8,7) 12 0,145 19,2
13 (8,7; ) 11 0,107 14,1
Celkem - 132 1,000 N

Pohledem na ocekdvané cetnosti zjistime, ze jsme tridici intervaly zvolili pomérné dobre —
pouze 2. a 3. intervalu prislusi o¢ekdvané cetnosti nizsi nez 5 (to odporuje predpokladu pro
pouziti x? testu dobré shody). Tento nedostatek snadno napravime tim, Ze tyto intervaly
slouc¢ime.
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VIR
i iﬁﬁ::l Empirické &etnosti Ocekavané pravdépodobnosti Ocekavané Cetnosti T7
[s] 0; ﬂ.O,i E; ""/0“- ““\ﬁ"'&
1 (—o0; 1,5) 11 0,174 22,9
2 (1,5; 2,0) 20 0,041 5,5
3 (2,0;2,5) 10 0,047 6,2 D P Gnvenaa
4 (2,5;2,9) 8 0,041 5,4 Ve
5 (2,9; 3,6) 8 0,078 10,3
6 (3,6; 4,0) 10 0,047 6,2
7 (4,0; 4,4) 10 0,048 6,3
8 (4,4; 4,9) 10 0,060 8,0
9 (4,9; 5,8) 12 0,106 14,0
10 (5,8; 6,8) 10 0,106 13,9
11 (6,8; 8,7) 12 0,145 19,2
12 (8,7; ) 11 0,107 14,1
Celkem - 132 1,000 -

Nyni jsou predpoklady pro pouziti x? testu dobré shody splnény. Mizeme pouzit testovou
statistiku

k
> (0; — Ey)?
G = =1
E;
> (0i=E:)?
Pozorovana hodnota zppg = =* yor = (11522729’9)2 + ...+ % =59,7.

Testové kritérium G ma x? rozdéleni s 9(= k — 1 — h) stupni volnosti. (Pocet tifdicich
intervala k = 12, pocet odhadovanych parametru h = 2.)
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=

£

p-hodnota = 1 — Fy(zops), kde Fy(z) je distribuéni funkce x? rozdéleni s 9 stupni volnosti. v .
R

p-hodnota = 1 — Fy(59,7) < 0,001 (viz vybrana_ rozdeleni.xls)

ZAPADOCESKA
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p-hodnota < 0,05, proto zamitdme nulovou hypotézu ve prospéch alternativy, tzn. casové

odstupy mezi prijezdy jednotlivych vozidel nemaji normalni rozdéleni.
A
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Priklad 9.4. V tabulce je 10 ¢isel generovanych jako hodnoty rozdéleni
N (19;0,49). Ovéite, zda generované hodnoty pochézeji z predpoklddaného rozdéleni.

Generované

19,732 | 19,108 | 19,234 | 19,038 | 19,270 | 19,105 | 19,473 | 17,660 | 20,219 | 18,727
hodnoty x;

Resend.
Chceme testovat nulovou hypotézu
Hy: Vybér pochézi z rozdéleni N(19;0,49)
vici alternativé
Hj: —Hy, tj. vybér nepochézi z rozdéleni N (19;0,49).

Vzhledem k tomu, Zze mame k dispozici vybér pouze velmi malého rozsahu (n = 10), nelze
pouzit ipIné specifikovany x? test dobré shody (ocekdvané cetnosti v t¥idicich intervalech by
nepiekroéily pozadovanou hodnotu 5). Jedinou moznosti tak je Kolmogoroviuv-Smirnoviv
test.

Testovym kritériem je ndhodné veli¢ina

Dp = sup |Fy(z) = Fo(x)| = max(Dy, D3, ..., Dp),

—oo<Tr<o0

kde Fy(z) ... distribuéni funkce testovaného rozdélenti,

ZAPADOCESKA
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RN

. i—1| | ,
D} = max < |Fy(z;) — ,E—Fg(x) proi=1,2,...,n. A A
NS,

Vypocéty potirebné pro stanoveni pozorované hodnoty jsou uvedeny v tabulce 9.5, kde Fj (x(i)) =

V0,49 ’ D ZAPADOCESKA

> UNIVERZITA

V PLZNI

Tab. 9.5: Pomocné vypocty pro uréeni pozorované hodnoty testové statistiky D,,

Sefazené hodnoty x(;) | PoFadi i ! ;1 % Fo(xw) ||Fo(xw) — %| Fo(xq) — ! ; ! D;
17,660 1 0,00 [0,10] 0,03 0,07 0,03 0,07
18,727 2 0,10 [0,20] 0,35 0,15 0,25 0,25
19,038 3 0,20 |0,30| 0,52 0,22 0,32 0,32
19,105 4 0,30 |0,40| 0,56 0,16 0,26 0,26
19,108 5 0,40 |0,50| 0,56 0,06 0,16 0,16
19,234 6 0,50 |0,60| 0,63 0,03 0,13 0,13
19,270 7 0,60 |0,70| 0,65 0,05 0,15 0,15
19,473 8 0,70 10,80| 0,75 0,05 0,05 0,05
19,732 9 | 080 [0.90] 085 0.05 0.05 0,05
20,219 10 0,90 [1,00{ 0,96 0,04 0,06 0,06

Pozorovana hodnota xppg = 0, 32.
Kriticka hodnota testové statistiky Dig(g,05) = 0,40925.

Pozorovand hodnota zops = 0,32 je mensi nez kritickd hodnota Dyg( 5y = 0,40925,
proto nezamitame nulovou hypotézu, tzn. nelze tvrdit, ze ziskana data nepodléhaji rozdéleni
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N(19;0,49).
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Kapitola 10
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Analyza zavislosti - resené priklady

Priklad 10.1. Vratme se nyni k nasemu motiva¢nimu ptikladu.

Pro diferencovany pristup v persondlni politice potfebuje vedeni podniku védét, zda spoko-
jenost v praci zavisi na tom, jedna-li se o prazsky zavod ¢i zavody mimoprazské. Vysledky
SetTeni jsou v nasledujici tabulce.

misto/stupent spokojenosti Velmi. A . sp ié? velmi
nespokojen | nespokojen spokojen spokojen
Praha 10 25 50 15
Venkov 20 10 130 40

Na zékladé explora¢ni analyzy (rozsifena kontingenc¢ni tabulka, mozaikovy graf) jsme vyslo-

vili predpoklad, ze spokojenost v praci zavisi na umisténi zavodu. Ovérte tento predpoklad
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Resend.
Hy : Spokojenost v praci nesouvisi s umisténim zavodu.
Hy: Spokojenost v praci souvisi s umisténim zavodu.

Pro test nezavislosti v kontingencni tabulce 1ze v piipadé splnéni podminek dobré aproxi-
mace pouzit x? test nezavislosti. Nutno ovéfit, zda oc¢ekavané ¢etnosti neklesly pod 2 a zda
alesporni 80 % z nich je vétsich nez 5.

Nejdrive si tedy pomoci rozsitené kontingencni tabulky uréime ocekavané cetnosti. Oce-
kdvané cetnosti E;; urcujeme jako cetnosti odpovidajici soucinu prislusnych marginalnich
relativnich cetnosti. T .
Eij = (—Z—J> n=—"2
n n n

Vsechny ocekavané Cetnosti jsou vétsi nez 5 (viz tabulka 10.1), podminky dobré aproximace
Ize tedy povazovat za splnéné.

Tab. 10.1: Kontingenén{ tabulka rozsifend o margindlni a

Pozorovana hodnota testové statistiky K

misto\stupen velmi spise spiSe spokoien | velmi spokoien celkem
spokojenosti nespokojen nespokojen P1S€ SPOKO) POXO)
" 10 25 50 15 100
Praha (100-30) (100-35) (100-180) (100-55)
20 10 130 40 200
venkov (200'30) (200'35) (200-180) (200-55)
celkem 30 35 180 55

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA

V PLZNI
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TS (03— Ei)? (10 10,0002 (20 — 20,00)> "7
ToBS = ZZ ]Eij L= 10,00 + 50,00 +-+ 22
i=1 j=1 ' )
(40 - 36, 67)2 D ’ ZAPADOCESKA
-~ 7 =97.0. UNIVERZITA
36’ 67 ’ v PLZNI

Podminky dobré aproximace jsou splnény, proto

p-hodnota =1 — Fy (zoBs) ,
kde Fy(x) je distribu¢ni funkce x? rozdéleni s (r — 1)(s — 1) = (2 —1)(4 — 1) = 3 stupni
volnosti.

p-hodnota =1 — Fy(27,0)” < 0,001 (viz vybrana_ rozdeleni.xls)

p-hodnota < 0,05, proto zamitame nulovou hypotézu ve prospéch alternativy, tj. spokoje-
nost v praci souvisi s umisténim zavodu. (Uvédomte si, Ze test nijak neovéroval kauzalitu
zévislosti!)

Zbyva urcit, jaka je tésnost identifikované zavislosti. Vzhledem k tomu, ze analyzujeme
obdélnikovou tabulku (r = 2;s = 4), muzeme pouzit korigovany koeficient kontingence
nebo Crameriuv koeficient.

K 27,0
CC = = : =0, 287;
K+n 27,04 300 ’ ’
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_ . Chi oW
= 0, 406;

&
S

=

cc
CCmam

K 27,0
V= = =250 __o3
\/n (min(r;s) — 1) 300(2 — 1) ’

Jak podle koeficientu kontingence, tak podle Cramerova koeficientu lze zavislost mezi umis-
ténim zavodu a stupném spokojenosti v praci oznacit za silnou.

2,

C1(7001‘ =

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI
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A
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Priklad 10.2. Z&visi novorozeneckd timrtnost (do 7 dnt po porodu) na porodni véze? Data
odpovidajici situaci v New Yorku v roce 1974 jsou uvedena v nasledujici tabulce.

porodni vaha\novorozenecka imrti | ANO NE | Celkem
nizka 618 | 4597 | 5215

normalni 422 | 67093 ] 67515
Celkem 1040 | 71 690 | 72 730

Resend.

Data jsou zapsana v asocia¢ni tabulce, proto je vhodné pouzit specidlni metody urcené pro
analyzu asociaci.

Odhad sance novorozeneckého tmrti u déti s nizkou porodni vahou je

a 618

—=—=0,134,

b 4597
coz odpovida priblizné 134 novorozeneckym tmrtim na 1 000 prezivsich novorozenct s niz-
kou porodni vdhou. Obdobné odhadneme Sanci novorozeneckého tmrti u déti s normalni

porodni vahou.
c 422
- =——=10,006
d 67093
Lze ocekévat priblizné 6 novorozeneckych iimrti na 1 000 prezivsich novorozenci s normalni

porodni hmotnosti.

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
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Odhadnéme pomér sanci novorozeneckého timrti u déti s nizkou a normélni porodni vahou.

— ad 618 - 67093 _
OR=3"= T5o7 a0 = 24

Odhad udava, ze Ssance novorozeneckého tmrti je 21,4 krat vyssi u novorozencli s nizkou

porodni vahou nez u novorozenci s normalni porodni vahou.

95% intervalovy odhad OR je dédn vztahem

<6R eV Lyl dz00ms, 5}\% eV i+i+i+cll~20,975>
; .

20,975 = 1,64 (vizvybrana rozdeleni.xls)

Po dosazeni: 95% intervalovy odhad OR je (19,2;23,8). Je zcela ziejmé, Ze Sance novoro-
zeneckého umrti zavisi na porodni vaze (1 ¢ (19,2;23,8)).

Jinym pristupem je analyzovat asociaci pomoci relativniho rizika.

Odhad absolutniho rizika novorozeneckého timrti u déti s nizkou porodni hmotnosti je aLer =
= % = 0, 119 (tj. novorozenecké timrti lze ocekavat u cca 119 z 1 000 novorozencu s nizkou
porodni vihou), u déti s normalni porodni hmotnosti cJ%d = 6‘%% = 0,006 (tj. novorozenecké
umrti lze o¢ekavat u cca 6 z 1 000 novorozencu s normalni porodni vdhou).

Odhad relativniho rizika novorozeneckého umrti

a(c+d) 0,119
cla+1b) 0,006

RR = = 19,0.

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI
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Tento vysledek ukazuje, ze ve sledovaném obdobi bylo u déti s nizkou porodni vahou 19 . o7
7 Vv /7 . . 7 7 z v b oNd 7z 7 e 7z -
krat vyssi riziko novorozeneckého timrti nez u déti s normalni porodni vahou.
/0"4- ““\‘\
95% intervalovy odhad RR je ddn vztahem

— b d — b d
<RR e Vaarn Teeray #0975 RR oV M+M-zo,g7s>
; .

ZAPADOCESKA
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20,975 = 1,64 (vizvybrana rozdeleni.xls)

Po dosazeni: 95% intervalovy odhad RR je (17,1;21,0). Je zcela zfejmé, Ze riziko novoro-
zeneckého umrti zavisi na porodni vaze (1 ¢ (17,1;21,0)).
A
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VIRV
Priklad 10.3. Mame k dispozici vysledky prvniho a druhého zapoctového testu deseti . 7
studenti. Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze vysledky zapoctovych testli "‘::,/ '3«5
jsou kladné korelované. Crrg yw
X;(l.test)y 7 8 10 4 14 9 6 2 13 5 p ZAraocesca
Y;(2.test) 9 7 12 6 15 6 8 4 11 8 v pLzn

Resend.

Nejdiive je nutné ovérit, zda vybér, ktery mame k dispozici, pochazi z dvourozmérného
normalnfho rozdéleni. Jak bylo zminéno, v praxi vétSinou zcela vyhovuje, omezime-li se
pouze na ovéreni normality rozdéleni obou sledovanych velicin X a Y. Pro ovéreni nor-
mality pouzijeme Kolmogoroviiv-Smirnoviv test pouzivajici modifikované kritické hodnoty
implementovany v softwaru Statgraphics.

Hy: Vybér z nah. veliciny X, resp. Y, pochézi z normalniho rozdéleni.
Hy: Vybér z ndh. veli¢iny X, resp. Y, nepochézi z normalniho rozdéleni.

p-hodnotay > 0,10, resp. p-hodnotay > 0,10 (dle Statgraphics)

Na hladiné vyznamnosti 0,05 nelze zamitnout nulovou hypotézu, ze vybér z néh. veli¢iny
X, resp. Y, pochazi z normélniho rozdéleni.

Jak jiz vime, ve sdruzeném norméalnim rozdéleni je nekorelovanost ekvivalentni nezavislosti.
Chceme tedy testovat hypotézu
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Hy: p=0,tj. vysledky 1. a 2. zdpoc¢tového testu jsou nezavislé. . . o7
2\ 5
%,

O
%) <

STRAVY,
0k4- ““\‘\*’

-

vudi alternativé

Hy: p>0,tj. vysledky 1. a 2. zapoc¢tového testu jsou kladné korelované. R
UNIVERZITA
V PLZNI

L

Nejdrive urc¢ime vybérovy korelacni koeficient r.

Obr. 10.1: Korelacni pole pro vysledky 1. a 2. testu

2.test 15 °
° °
10 - °
[ BN ]
°
° °
>1 o
0 T T 1
0 5 10 15
1. test
_ 1 10 _ 1 10
1=1 =1
§2 =130 (X, —X)% = B8 _ 146, S?—lf(Y—?)z—%—loT
X_9i=1 ’ 9 Y Y_9i=1 ‘ 9 T

Sxy =52 10(X; = X) (Yi-Y) = %* =10,6

©
Il
—
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Tab. 10.2: Pomocné vypocty pro uréeni vybérového korelacniho koeficientu r

soucet

X; (1. test) 7 8 10 4 14 9 6 2 13 5 78

Y; (2.test) 9 7 12 6 15 6 8 4 11 8 86

X; — X)? 0,64 | 0,04 | 484 | 14,44 | 38,44 | 1,44 | 3,24 | 33,64 | 27,04 | 7,84 | 131,6

(Y; —YV)? 0,16 | 2,56 | 11,56 | 6,76 | 40,96 | 6,76 | 0,36 | 21,16 | 5,76 | 0,36 | 96,4

XY 63 56 | 120 24 | 210 | 54 | 48 8 143 | 40 766

X;—=X)(Y;—Y) | -032]-032] 748 | 9,88 | 39,68 | -3,12 | 1,08 | 26,68 | 12,48 | 1,68 | 952
—Lxy §%,52 #0
rz{ VRS X T
0 jinak.

r=20,845

Jak je zfejmé, na zakladé bodového grafu a hodnoty vybérového korelacniho koeficientu lze

ocekévat zamitnuti nulové hypotézy.

Pozorovana hodnota zopg =

rv/n—2
V1-r2

= 4,47.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA

V PLZNI

Vzhledem k tvaru alternativy: p-hodnota = 1 — Fyy (zoBs), kde Fy(z) je distribuéni funkce
Studentova rozdéleni s n — 2 = 8 stupni volnosti.

p — hodnota =1 — Fy(4,47) = 0,001

Na hladiné vyznamnosti 0,05 zamitdme nulovou hypotézu ve prospéch alternativy, tj. vy-

sledek 1. a 2. zapoctového testu je kladné korelovany.

A
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VIRV
Priklad 10.4. V tabulce 10.3 je uvedena spotfeba alkoholu a iimrtnost na cirh6zu jater a . o7
alkoholismus ve vybranych zemich. Urcete, zda timrtnost na cirhézu jater a alkoholismus ?::,/ '3«5
zavisi na spottebé alkoholu. (Zadani pfikladu bylo pfevzato z [1]). >
Tab. 10.3: Spotieba alkoholu a timrtnost na cirhézu jater ve vybranych zemich D [y
V PLZNI
zemé spotieba alkoholu | umrtnost na cirh6zu jater a alkoholismus
[l/osoba] [pocet zemtelych na 100 000 obyvatel]
Finsko 3,9 3,6
Norsko 4.2 43
Irsko 5,6 3,4
Holandsko 5,7 3,7
Svédsko 6,0 7,2
Anglie 7,2 3,0
Belgie 10,8 12,3
Rakousko 10,9 7,0
SRN 12,3 23,7
Italie 15,7 23,6
Francie 24,7 46,1

Resend.

Oznacme:
X ...spotreba alkoholu,
Y .. .imrtnost na cirhdzu jater.

Chceme testovat:
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Hy : X,Y jsou nezavislé nahodné veliciny.
Hy X,Y jsou zavislé ndhodné veliciny.

Nejdrive ovérime, zda ndhodny vybér pochazi z dvourozmérného normalniho rozdéleni. Nut-
nou podminkou tohoto predpokladu je, aby ndhodna veli¢ina X i ndhodna veli¢ina Y mély
normalni rozdéleni. K ovéreni téchto podminek jsme pouzili v softwaru Statgraphics apli-
kovany x? test dobré shody.

p-hodnotax = 0,336, p-hodnotay = 0,001 (dle Statgraphics)

Je zfejmé, Ze na hladiné vyznamnosti 0,05 lze zamitnout normalitu ndhodné velic¢iny Y (t;j.
umrtnosti na cirhézu jater a alkoholismus). Jako miru korelace mezi spotfebou alkoholu a
umrtnosti na cirhézu jater a alkoholismus proto volime Spearmanuv koeficient korelace.

vy

Tabulku 10.4 rozsifime o poradi veli¢in X; a Y;, jejich diference a kvadraty diferenci.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Tab. 10.4:

Pomocné vypocty pro vypocet Spearmanova korela¢niho koeficientu
zemé X | Yy | Ry | Ry, |Rx,— Ry, | (Ry, — Ryl.)2
Finsko 39 | 36 | 1 3 -2 4
Norsko 42 | 43 | 2 5 -3 9
Irsko 56 | 34| 3|2 1 1
Holandsko | 5,7 | 3,7 | 4 4 0 0
Svédsko | 6,0 [ 72| 5 | 7 2 4
Anglie 72 1 30| 6 1 5 25
Belgie 108 (123 | 7 | 8 -1 1
Rakousko | 10,9 | 7,0 | 8 6 2 4
SRN 12,3123,7] 9 | 10 -1 1
Italie 15,723,610 | 9 1 1
Francie 24,7 146,1 | 11 | 11 0 0
Soucet - - - - - 50
" 50 -
3 45 - (]
5 a0 |
2 35 -
o2 30 -
g © 25 o o
=g 20
5 § 15 - .
;g lg T @ :. ¢
E 0 T T T T T ,
0 5 10 15 20 25 30

Spotieba alkoholu

T7

- OspaN™ N
‘}:’ STRAY $
2, <S>
Sk g\
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7«521—%;(RXI.—R;@)%l—mﬁo:o,??s

Kritickd hodnota 7%(0,05;11) = 0,6091 (viz tabulka T15).

Irs| =2 r%(0,05;11), proto na hladiné vyznamnosti 0,05 zamitame nulovou hypotézu, zZe
spotfeba alkoholu a timrtnost na cirhozu jater a alkoholismus jsou nezavislé veli¢iny.

Pozndmka: Vsimnéte si, Ze nesprdavné pouzity Pearsoniv vgbérovy korelacni koeficient (r =

=0,956) by ukazoval na mnohem tésnéjsi zdvislost.
A

<
57

S
<

( e 94 »
) STRAN
% D
4 ““\‘\

&
S

-

Q
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Kapitola 11

Uvod do korelaéni a regresni
analyzy - resené priklady

Priklad 11.1. Metodou nejmensich ¢tverci najdéte odhad linearni regresni funkce popi-
sujici zavislost mezi vynosy pSenice a mnozstvim pouzitého hnojiva. Pozorované hodnoty

k analyzované zavislosti jsou uvedeny v tabulce ?77.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

Resend. Hleddme odhad regresni pifmky ve tvaru Y = bo + biz. Ukéazali jsme si, ze odhady

regresnich koeficient uréime dle

n n n
Y YT — ) Yi ) T
(=il =1 =1 _ _

b1= bozy—blx.

et (B

i=1
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Pomocné vypocty uvadime v tabulce 11.1.

Tab. 11.1: Pomocné vypocty pro vypocet odhadu regresnich koeficientt

: o - vynos pSenice|x — hnojivo,

ident. ¢islo| Vyn[t /hg 1 [kg/hgl] VX x? D | 2 3:.'.’33.&“.3“
1 40 100 | 4000 | 10000 Lo
7 50 200 |10 000| 40 000
3 50 300 |15 000] 90 000
4 70 400 |28 000 160 000
5 65 500 |32 500] 250 000
6 65 600 |39 000] 360 000
7 80 700 |56 000|490 000
8 80 750 |60 000 562 500

Celkem 500 3550 D44 500[1 962 500

Po dosazeni: b; = 0,06, by = 36, 57.

Vynos pdenice 90

» Y=0,06x+36,57

60
50 ® Pozorované vynosy psenice
40 —— Odhad vynost pienice
30 T T T T 1
100 300 500 700 900

Hnojivo
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Pokud jsou splnény predpoklady linedrniho regresniho modelu, mizeme vynosy psSenice od- . o7
hadovat na zékladé mnozstvi pouzitého hnojiva pomoci funkce Y = 36,57+ 0, 06z. (Ovétreni
/0[(4- ““\‘\

predpokladi se budeme vénovat v kapitole 7?.)

A
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Priklad 11.2. Provedte odhad koeficienti regresni piimky z feseného prikladu pomoci

maticového zapisu.
Reseng.

Hleddme odhad regresni piimky ve tvaru

Y1 1 I
~ ~ Y- 1 i)
Y—bo+bz,tj.¥Y=| | = : [Zo]zpb.
: : 1
i}n 1 z,
Potiebné tdaje zjistime v tabulce 11.2.
T =380 _443,75 n=3,
1 z~? -z
" e Re
(FTF)—l . i=1 i=1 | 0,634 —0,001
- -z 1 ~ | 0,001 2,58-1076 |’
> (zi—7) ;(wi—f)
n
Ty - P _ { 500 ]
n 244500 |’
> Tils

o

57

S
<

Y 9sTRANY,
% D
0"4' ““\‘\

&
S

-

2,
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Tab. 11.2: Pomocné vypocty pro odhad koeficientl regresni pfimky pomoci maticového zdpisu T.7
&, O
’ ) .. i \‘\‘
ident. Gislof Vynﬁ/;g]s enicex Eklg/ll?iavo xy xX—% (x — x)? S
1 40 100 4000 -343,75| 118164,1
2 50 200 10000 -243,75| 59414,06 ZAPADOCESKA
3 50 300 15000 -143,75| 20664,06 Ve
4 70 400 28000 -43,75| 1914,063
5 65 500 32500 56,25| 3164,063
6 65 600 39000 156,25| 24414,06
7 80 700 56000 256,25| 65664,06
8 80 750 60000 306,25| 93789,06
Celkem 500 3550 244500 387187,5
b _ (FTF)_I Py = 0,634 0,09% 500 _ 36,57
—0,001 2,58-10 244500 0,06

Vyrovnavaci primka ma tedy tvar Y = 36,57 + 0,06z, coz je vysledek shodny s vysledkem
ziskanym fesenim bez pouziti maticového zapisu.

A
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Priklad 11.3. Pomoci celkového F-testu ovérte, zda lze vynosy psenice odhadovat pomoci
linearni zavislosti na mnozstvi pouzitého hnojiva.

Resent.

Regresni funkce obsahuje pouze jeden regresor, proto chceme testovat nulovou hypotézu
Hy: p(1=0

proti alternative
Hy: B1#0

Pomocné vypocty pro soucet ¢tvercii modelu SSy a rezidudlni soucet ¢tverct SSe zazna-
mename do tabulky. (@ = 52—0 = 62, 5)

SSp = 1322,19; SS.=177,93; SSy =SSy + SS. = 1500, 12;

SSe 132219 . SS. 171,93 _ .
== = 2D -1322,19; B = T = 29,66
SS)A,
ToBS = —gu— = ol =44,59; p— hodnota = 1 — Fy(44,59) = 0,0005;
n—(k+1) ’

kde Fy(z) je distribuéni funkce Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni s 1 stupném volnosti v ¢i-
tateli a 6 stupni volnosti ve jmenovateli.

(Pro vypocet p-hodnoty byl pouzit applet vybrana_ rozdeleni.xls.)
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Tab. 11.3: Pomocné vypocty pro konstrukci celkového F-testu

ident. - vynos psenice | x —hnojivo | 5 5 = . \2 -
o | [t/hl;] [kg/hi] 7 =3657+006x | 7—7 | (P—5)° |e=y—7| ¢
1 40 100 42,41 20,09 | 403,61 241 |58
2 50 200 48,26 1424 | 202,78 1,74 | 3,04
3 50 300 54,10 -8,40 70,56 -4,10 16,81
4 70 400 59,94 -2,56 6,55 10,06 101,13
5 65 500 65,79 3,29 10,82 -0,79 0,62
6 65 600 71,63 9,13 83,36 -6,63 43,96
7 80 700 77,47 14,97 224,10 2,53 6,38
8 80 750 80,40 17,90 320,41 -0,40 0,16
Celkem 500 --- - 1322,19 - 177,93
Zdroj variability | Soucet Ctvercii s tupﬁl:‘io\c/ce){nos | gt i(fgtyé ) Xops | p — hodnota
Model 1322,19 1 1322,19 44,59 0,0005
Rezidualni 177,93 6 29,66 --- -
Celkovy 1500,12 7 --- --- ---

Na hladiné vyznamnosti 0,05 lze zamitnout nulovou hypotézu, zvoleny model je statisticky

vyznamny.
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IR
Priklad 11.4. Urcete smérodatné odchylky parametrti by a by regresni piimky z feSeného " 7
rikladu 11.2. A A
prikladu 4,,,0“ ““\“&
Resend.
ZAPADOCESKA
IR v . A1 ;s = P> univerzima
V teseném prikladu ?7 jsme nasli odhad regresni primky ve tvaru Y = 36,57 4+ 0, 06x. D v PLZNI

Smérodatné odchylky parametrii by a by regresni piimky jsou dény predpisem

Sb; = Se/Li+1,i+1-

Rozptyl ndhodné slozky

jsme urdili jiz v feseném prikladu ?77.

52 =129,66, s, = 5,446
7 teseného prikladu 7?7 vime, ze

-1 | 0,634 —0,001

T
(F7F) —0,001 2,58-107°

Nyni mtzeme urcit smérodatné odchylky odhadi.

Sby = Se\/TLI = 5,446 - /0,634 = 4,336
Sb, = Se\/Tzz = 5,446 - /2,58 106 = 0,009
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Je zfejmé, ze ¢im vétsi je smérodatnd odchylka sp, vzhledem k bodovému odhadu b; regres- ||
, . , . s ¥ P . “ 9sTRANY, 7
niho koeficientu, tim je tento odhad méné spolehlivy. (Srovnejte sp, a b;.) ) 7S
LT
A
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Priklad 11.5. Naleznéte 95 % intervalové odhady koeficientt regresni primky z motivacniho
prikladu a pomoci dil¢ich t testt ovérte, zda lze nalezené odhady povazovat za statisticky
vyznamné.

Resent.
V predchazejicich fesenych prikladech jsme nalezli odhad regresni primky ve tvaru
Y = 36,57+ 0,06z,

tj. bo = 36,57,b1 = 0,06
Smeérodatné odchylky odhadi jsou s, = 4,336, sp, = 0, 009.
100 (1 — ) % intervalovy odhad koeficientu j; pak je

(bi — t1—gasp,50; + t1_as,),
kde t1_¢ je (1 — %) kvantil Studentova rozdéleni s C' — (k + 1) stupni volnosti.
V nasem pripadé a = 0,05, pocet pozorovani n = 8, pocet regresoru (nezavisle proménnych)

k = 1. Pak tg 975 = 2,45 (viz vybrana rozdeleni.xls, 0,975 kvantil Studentova rozdéleni s 6
stupni volnosti).

Po dosazeni do vzorce pro intervalovy odhad koeficientu g8; dostaneme:

e 95% intervalovy odhad koeficientu Sy je (25,95;47,19),

ZAPADOCESKA
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e 95% intervalovy odhad koeficientu /31 je (0,04;0, 08). v 5

/0‘,4. ““\Q’v
Diléi t testy
Hy: Bo=0 D p Ziosostem
HA : BO # O V PLZNI
_ bo—Bo _ 36,570 __
TOBS = "5 |y, T 4336 8,43

p — hodnota = 2 min{Fy (zops) ;1 — Fo (zoBs)},
kde Fy(z) je distribu¢ni funkce Studentova rozdéleni s 6 stupni volnosti.
p — hodnota = 0,002

Na hladiné vyznamnosti 0,05 zamitame nulovou hypotézu, parametr 5y je statisticky vy-
znamny, nelze jej z modelu vypustit.

H() : 51 =0
Hpy: B1#0
_ bi-B _0,06-0
TOBS = 1Sb1 1 = B000 = 6,67

p — hodnota = 2 min{Fy (zrops);1 — Fo (roBs)},

kde Fy(z) je distribuéni funkce Studentova rozdéleni s 6 stupni volnosti.
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— hodnota = 0,005 .
g ’ "7
xS

Na hladiné vyznamnosti 0,05 zamitame nulovou hypotézu, parametr 5 je statisticky vy-

znamny, nelze jej z modelu vypustit. (VSimnéte si, ze oba diléi t testy jsme mohli provést

rovnéz pomoci nalezenych intervalovych odhadi.) 2APADOCESKA

> UNIVERZITA
V PLZNI
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Priklad 11.6. Provedte analyzu rezidui pro model z feseného prikladu 11.1.
Resent.

Rezidua verifikovaného modelu jsou vypoctena napiiklad v tabulce . Pro jejich testovani
vyuzijeme statisticky software Statgraphics v.5.0. Nejdiive ovéfime normalitu rezidui.

Hy: Rezidua maji normalni rozdéleni.
Hy Rezidua nemaji normalni rozdéleni.

p — hodnota > 0,10 (modifikovany Kolmogorovuv-Smirnovuv test, Statgraphics)

Na hladiné vyznamnosti 0,05 nezamitame nulovou hypotézu, predpoklad o normalité rezidui
muzeme povazovat za splnény.

Nyni muzeme pro ovéreni nulovosti stfedni hodnoty rezidui pouzit jednovybérovy t test.

Ho: E(ei)zo
Hy: E(e)0

p — hodnota = 1,0 (Statgraphics)

Na hladiné vyznamnosti 0,05 nezamitdme nulovou hypotézu, predpoklad o nulovosti stredni
hodnoty rezidui mizeme povazovat za splnény.

Pro orientac¢ni vyhodnoceni homoskedasticity a autokorelace rezidui pouzijeme graf rezidui
a predpovidanych hodnot zavislé proménné.

ZAPADOCESKA
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pfedpovidané hodnoty y

Rezidua jsou ndhodné rozmisténa kolem nuly a nemaji zadny ziejmy vztah k pfedpovidanym
hodnotam: ani se systematicky nezvysuji ani se systematicky nesnizuji spolu s rostoucimi
predpovidanymi hodnotami a neni zde ani naznak nelinedrniho vztahu.

Predpoklad homoskedasticity rezidui tedy povazujeme za splnény. Predpoklad o nekorelo-
vanosti rezidui ovérime alespon orientacné pomoci Durbinovy-Watsonovy statistiky.

Dy = 2,79

Protoze pozorovana hodnota statistiky Dy prekrocila hodnotu 2,6, musime oznacit rezidua
za slabé zdporné korelovana. Autokorelace muze byt zapii¢inéna chybnou specifikaci modelu,
méli bychom uvazovat o zarazeni dalSich vysvétlujicich proménnych do modelu.
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AZIRINA
1849
Pozor! Poruseni predpokladi muze zpisobit vychylenost odhadi rozptyli regresnich koefi- " 7
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Priklad 11.7. Pomoci indexu determinace, resp. modifikovaného indexu determinace, ur-
Cete kvalitu modelu nalezeného v reseném prikladu ?7.

Resend.
V Tabulce Anova, kterou jsme ziskali jako soucast reseni prikladu 77, nalezneme jak celkovy,
tak i rezidualni soucet ¢tverct.

SSe =177,93; SSy =1500,12; n=8; k=1

Pak index determinace RZ = 1 — % = 0,881 a modifikovany index determinace Rgdj =
_ —1 2\ _
_1—m(1—R ) =0, 862.

Model vysvétluje vice nez 86 % celkového rozptylu zavisle proménné, proto jej lze oznacit
za velmi kvalitni.
A
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Priklad 11.8. S vyuzitim odhadu regresniho modelu (feseny piiklad ??) pro data z moti-
vacniho prikladu odhadnéte se spolehlivosti 0,95

a) stfedni vynos pSenice na polich, na nichz bylo pouzito 350 [kg/ha] hnojiva,

b) vynos psSenice na poli pana Novdka, ktery pouzil 350 kg/ha] hnojiva.

Resent.
a) Pro odhad stfedniho vynosu psenice na polich, na nichz bylo pouzito 350 [kg/ha] hnojiva
pouzijeme predpis pro intervalovy odhad stfedni hodnoty zavisle proménné.

—\2 —=
(bo + b1zo) — t1_gse [1+ 2 + 2= (by + bymo) + ty_gse [1+ &+ L2 ),
Z (xi—f) ‘Z:l(xi_f)

=1
kde ti—e je (1 — %) kvantil Studentova rozdéleni s n — 2 stupni volnosti.

Hleddme 95 % intervalovy odhad v z¢p = 350 [kg/ha], proto uré¢ime 0,975 kvantil Studen-
tova rozdéleni s 6(= 8 — 2) stupni volnosti.

to,975 = 2,45 (dle vybrana_rozdeleii.xls)

Dalsi potrebné udaje zjistime z predchazejicich resenych prikladu.
n = 8,by = 36,57,b; = 0,06 (piiklad ??), s, = 5,446 (priklad 77),

(z; —T)* = 387187,5 (Tab. 11.2)
=1

~
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VRN
Po dosazeni do predpisu pro intervalovy odhad stredni hodnoty zavisle proménné zjis- . 5
time, Ze ‘“f:,%r “\“&5’
AV
P (E (Y] z0) € (51,9;62,1)) = 0, 95.
ZAPADOCESKA
Se spolehlivosti 0,95 lze odekdvat stiedni vynos psenice na polich hnojenych 350 [kg/hal D LG

v intervalu (51,9;62, 1) [t/ha].
b) Pro odhad vynosu pSenice na poli pana Novika, ktery pouzil 350 [kg/ha] hnojiva, pou-
zijeme predpis pro intervalovy odhad individualni hodnoty zavisle proménné.

> (zi—7) > (#:-7)?

—\2 —\2
<(b() + bizo) — tl—gse\/l + % + ,SQUO;I)Q; (bo + bizp) +t1—3‘3e\/1 + % + 751();@ > )
i=1 =1

kde ti—g je (1 — %) kvantil Studentova rozdéleni s n — 2 stupni volnosti.

Po dosazeni idajiu uvedenych v feseni otazky a) dostaneme
P (E(Y|zg) € (42,7;71,3)) = 0,95.

Se spolehlivosti 0,95 lze vynos pSenice na poli pana Novéka ocekavat v intervalu (42, 7;
71,3) [t/ha]. Vzhledem k tomu, ze odhad regresniho modelu byl verifikovin (celkovy F-
-test, diléi ¢-testy, analyza rezidui) a oba odhady jsou interpolaci, 1ze nalezené odhady
povazovat za duvéryhodné.

A
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