Vysoka skola barnska — Technicka univerzita Ostrava
Zapadoceska univerzita v Plzni

@:

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Vybrané kapitoly z pravdépodobnosti
(interaktivni ucebni text) - Resené priklady

Obsah

1. strana ze 102

L[]

Martina Litschmannova

[]
(=

d
i

N a®
- * * L]
evropsky NI
socialni - MINISTERSTVO $KOLSTVI OP Vzdélava
[~ 4 fondv CR  EVROPSKA UNIE ELOVYGHOV

ni v
MLADEZE A TELOVYC VY pro konkurenceschopnost Zaviit dokument

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI I Cel5 obrazovka/ Okno




o

“ 2 7
%,

STRAVS,
A
QY
Obsah

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

&
S

=

L

1 Kombinatorika - resené priklady 5
Priklad 1.1 . . . . . . 5
Priklad 1.2 . . . . . . e 7
Priklad 1.3 . . . . . . 8
Priklad 1.4 . . . . . . e 9
Priklad 1.5 . . . . . . 10
Priklad 1.6 . . . . . . . . e 11
Priklad 1.7 . . . . 12
Priklad 1.8 . . . . . . . e 14
2 Uvod do teorie pravdépodobnosti - Fesené priklady 15
Priklad 2.1 . . . . e 15
Priklad 2.2 . . . . e 17
Priklad 2.3 . . . . e 18
Priklad 2.4 . . . . . . 20
Priklad 2.5 . . . . . e 21
Priklad 2.6 . . . . . . . 25
PHKIAA 2.7« « o v o oo ot e e 27 | Zovit dokument |
Priklad 2.8 . . . . o e e e 32 _




Priklad 2.9

Nahodna velicina - rfesené priklady

Priklad 3.1
Priklad 3.2
Priklad 3.3
Priklad 3.4
Priklad 3.5

Nahodny vektor - resené priklady

Priklad 4.1
Priklad 4.2
Priklad 4.3
Priklad 4.4
Priklad 4.5
Priklad 4.6
Priklad 4.7

Diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti - resené priklady

Priklad 5.1
Priklad 5.2
Priklad 5.3
Priklad 5.4
Priklad 5.5

36

39
39
43
47
50
o4

60
60
64
65
68
70
72
76

79
79
82
84
86
88

ol
&7

S
<

‘ e 94 »
) STRAN
% v
Ckj ““\‘\

&
S

=

2,

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L




6 Spojita rozdéleni pravdépodobnosti - Fesené priklady
Priklad 6.1
Priklad 6.2
Priklad 6.3
Priklad 6.4
Priklad 6.5
Priklad 6.6




Kapitola 1

Kombinatorika - resené priklady

Priklad 1.1. U stanku nabizeji ¢tyfi druhy zmrzliny a tii po-
levy. Kolik rtznych zmrzlin s polevou lze vytvorit, jestlize ne-
chceme michat vice druht zmrzliny ani vice polev?

Reseni. Nasledujici diagram zobrazuje vsechny moznosti vybéru:

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
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Vanilkova Ofiskové poleva A U\
Ovocna poleva
ZAPADOCESKA
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Ofiskova poleva

Ovocna poleva

Merurikova

Ofiskova poleva

Ovocna poleva

Citrénova Ofiskova poleva

Ovocna poleva

Ke kazdému ze ¢tyr druhi zmrzliny muzeme pridat jednu ze tii polev, celkem je proto
mozné vytvorit 4 - 3 = 12 rliznych zmrzlin s polevou.
A
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Priklad 1.2. V prvni fotbalové lize je 16 muzstev. Kolika zptsoby mohou byt na konci . o7
soutéze obsazeny stupné vitézu? N2
4'/0“. >

Reseni. Vybirame trojici muzstev, kterda obsadi stupné vitézu. Na poradi v této trojici
samoziejmé zalezi.

ZAPADOCESKA
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16!

Stupné vitézti mohou byt obsazeny 3 360 zpusoby.
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Priklad 1.3. Predsednictvo zastupitelstva mésta Bopamar je slozeno z 5 osob — predsedy, " =
1. mistopfedsedy, 2. mistopredsedy, ekonoma a fadového ¢lena. Predpokladejme, ze pred-
sednictvo je uz zvoleno a je pouze tieba rozdélit si funkce. Kolik je moznosti, jak si funkce >
rozdélit?

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

L

Reseni. Je ztejmé, ze jde o permutace (presmycky) 5 ¢lenné mnoziny.

P()=5'=5-4-3-2.1=120

Pfedsednictvo si tedy muze rozdélit funkce 120 zpisoby.
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Priklad 1.4. Urcete kolik je moznosti jak sestavit 6 mistné telefonni ¢islo. . o7
= g
) S

Reseni. V tomto pifpadé si zvolime mnozinu M, M = {0; 1;2; 3;4;5; 6; 7; 8; 9}. Potfebujeme

obsadit 6 mist.
ZAPADOCESKA
D ’ UNIVERZITA

V PLZNI

Je zrejmé, ze existuje celkem
V*(10,6) = 10°

moznosti jak usporadat 10 ¢islic do Sestice.

V tuto chvili si musime uvédomit, ze telefonni ¢islo nemutze zacinat ,,0, proto musime tyto
moznosti od celkového poctu odecist.

0
00000

H_/

V' (10,5)

V*(10,5) = 10°

Mezi véemi 6 mistnymi &isly je 10° éisel zacinajicich ,,0¢. Existuje tedy
900000 (105 — 10%) moznosti jak vytvotit 6 mistné telefonni ¢islo.
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Priklad 1.5. Na plakatovaci plochu o kapacité 10 mist se maji vylepit reklamni plakaty . 5
4 spolec¢nosti. Spolecnost ARMA si predplatila 3 plakéty, spoleénost BRUNO 2 plakaty, ’%-4/ '3«5
spolecnost CEKO 1 plakat a spolecnost DINA 4 plakaty. Urcete, kolika riznymi zptisoby >
1ze plochu pokryt.

D ZAPADOCESKA
Resend. Predpokladdme-li, ze kazd4 spole¢nost dodala pouze jediny druh plakatu, pak jed-
notlivé varianty polepeni tvori permutace s opakovanim.

10! 10-9-8-7-6-5
P*(3,2,1,4) = = = 12600
(3,2,1,4) 30201141 3-2-2

Plakatovaci plochu lze polepit 12 600 rtznymi zpisoby.
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Priklad 1.6. Ve ¢tvrtém rocniku ZS studuje 30 chlapct a 50 dévéat. Pro reprezentaci
rocniku v lehké atletice je tfeba sestavit smisené 10 ¢lenné druzstvo (5 chlapci, 5 divek).
Kolik je moznosti jak takovéto druzstvo sestavit?

Resend. Pro vypocet pouzijeme kombinatorické pravidlo o sou¢inu: Celkovy pocet moznosti
jak sestavit druzstvo (n) je ddn soucinem poc¢tu moznosti jak vybrat 5 chlapcu ze 30 (ch)
a 5 divek z 50 (d).

Pocet moznosti jak vybrat 5 chlapcii ze 30 je zfejmé

30 30! 30-29-28-27-26
h = C(30,5) = = = = 142506.
‘ (30,5) (5) (30— 5)! - 5! 5-4-3-2-1
Pocet moznosti jak vybrat 5 divek z 50 je
50 50! 50-49-48 - 47 - 46
d=C(50,5) = = = = 2118760.
(50,5) (5) (50 — 5)! - 5! 5-4.3-2-1

A celkovy pocet moznosti jak sestavit druzstvo je tedy

n = ch -d = 142506 - 2118760 = 301936012560, tj. témér 302 miliard.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Pi#iklad 1.7. Z dvacetic¢lenného zastupitelstva (8 z ODS, 6 z CSSD, 4 z KDU-CSL, 2 ze
SZ) se musi zvolit péticlenné predsednictvo (predseda, mistopredseda, 3 ¢lenové). Kolika
riznymi zpusoby lze predsednictvo sestavit:

(a) nejsou-li na vybér funkei zadné dalsi omezeni

(b) je-li stanoveno, ze predseda a mistopredseda musi byt ze dvou nejsilnéjsich stran

Resend.

(a) Nejsou-li stanovena zadnd omezeni pro vybér predsednictva, je 380 (=V(2,20)=20-19)
moznosti jak vybrat predsedu a mistopredsedu. Zbyla tri mista v predsednictvu mohou
obsadit libovolni tii lidé ze zbyvajicich osmnacti. Takovych moznosti je

1 18! 18-17-1
8): 8 1817 6:816.

¢(18,3) = (3 (18—3)!-31 6

Uplatnime-li kombinatorické pravidlo soucinu, zjistime, ze celkovy pocet moznosti, jak
sestavit predsednictvo, je 310 080 (= 380 - 816).

(b) Nyni je stanoveno, ze predseda a mistopfedseda musi byt ze dvou nejsilnéjsich stran
(neni feCeno, ze predseda musi byt z nejsilnéjsi strany). Moznosti jak zvolit predsedu a

mistopredsedu je tedy:
.

Pocet moznosti, jak zvolit pfedsedu z ODS a zarovett mistopfedseduptedsedu z CSSD

Pocet moznosti, jak zvolit ptedsedu z ODS
a zaroven mistoptedseduptedsedu z CSSD

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Zbyla tri mista v predsednictvu mohou obsadit libovolni t¥i lidé ze zbyvajicich osmnacti . o7

(bez ohledu na stranickou prislusnost). Takovych moznosti je 816, jak bylo uréeno v bodé
/0k4- ““\‘\

a).

Uplatnime-li kombinatorické pravidlo soucinu, zjistime, Ze celkovy pocet moznosti, jak
v pripadu takovych pozadavki sestavit predsednictvo, je 78 336 (= 96 - 816).

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
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A
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Priklad 1.8. Kvalita vyrobku se rozlisuje tfemi stupni jakosti: A, B, C.

(a) Urcete, kolik ruznych vysledkt muze mit vystupni kontrola vyroby, testuje-li se kvalita
10 ndhodné vybranych vzorki.

(b) Kolik ruznych vysledki nebude obsahovat ani jeden vyrobek kvality C?

Resent.
(a) Testovany vzorek je 10 prvkova skupina slozend z vyrobku az t¥i typu jakosti. Pocet
ruznych vysledku kontroly je tedy dan vztahem

66.

— !
C*(3’10):<3+10 1)_ 12!

10 T B-D-10

Existuje 66 riznych vysledki kontroly kvality 10 vyrobkt.

(b) Checeme-li zjistit, kolik vybéra 10-ti vyrobku neobsahuje vyrobek kvality C, musime
omezit pocet povolenych tiid ve vzorku na 2 (A, B).

11.

_ |
C*(2,10) = (2+10 1) 11!

10 T 2-nl-10

V 11 ruznych vysledcich kontroly kvality nenajdeme vyrobek kvality C.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Kapitola 2 D

Uvod do teorie pravdépodobnosti -
resené priklady

Priklad 2.1. Ndahodny pokus spociva v jednom hodu klasickou hraci kostkou se sténami
oc¢islovanymi od 1 do 6. Ndhodny jev A nastane, jestlize padne liché ¢islo a ndhodny jev B
nastane, jestlize padne &islo mensi nez 4. Urcete Q, A, A, B,

AUB,ANB,A\ B,B\ A.

Reseni. Rozumné bude za zékladni prostor zvolit Sestiprvkovou mnozinu . Jeji prvky jsou
elementarni jevy {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6} . Jevy A a B jsou podmnozinami zékladniho
prostoru 2.

Prislusné jevové pole A je mnozinou vsech podmnozin zakladniho prostoru.
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S

A ={0,{1},{2}, {3}, {4}, {5}, {6}, {1, 2}, {1,5},...,{5,6},

A ={1,3,5}...padne liché ¢islo,
B ={1,2,3}...padne ¢islo mensi nez 4.

Nyni muzeme urcit hledané jevy.

A=Q— A={24,6}..padne sudé &islo,

B =Q— B ={4,5,6}..padne ¢islo vétsi nez 3,
AU B ={1,2,3,5}...padne liché ¢islo nebo 2,
AN B ={1,3}...padne 1 nebo 3,

A\ B = {5}...padne 5,

B\ A ={2}...padne 2.

...,{2,3,4,5,6},Q}

&

-

57

S
<

“ 9sTRANY,
2 <
0"4- ““\‘\
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Priklad 2.2. Ve tridé 20 chlapct a 12 divek jsou losem urceni 2 mluvéi. Jaka je pravdépo-
- 9 e 0 AN o /2
dobnost, ze oba mluvcéi budou rizného pohlavi? ) 7S
/0"‘ ““\‘\
Reseni. Protoze vybér mluvéich je provadén losem, mé kazdy z zdka t¥idy stejnou Sanci
stat se mluvéim. Pro vypodet hledané pravdépodobnosti proto pouzijeme klasickou definici D > invenm
pravdépodobnosti. o

Pocet moznych vysledkii pokusu je ddn poc¢tem ruznych dvojic z 32 zédku (20 + 12) a lze jej
vyjadrit kombina¢nim éislem C(2, 32). Pocet ptiznivych vysledku je 240 (20 - 12). Hledana
pravdépodobnost je tedy dana podilem

240 240 240
P(A) = - = = 0,484
(4 C(2,32) (32) 321 ’

2) (32-2) 2

Pravdépodobnost zkoumaného jevu je priblizné 0,484.
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2 TORS
Priklad 2.3. Petr a Tereza, zaptisahli odpurci mobilnich telefont, se domluvi, Ze se sejdou . 5
na urc¢itém misté mezi 15. a 16. hodinou, pficemz doba c¢ekani je 20 minut. Jaka je pravdé- X '3«5
podobnost, Ze se po této dohodé setkaji? >
Resend. Kazdy teoreticky okamzik setkani Petra a Terezy mé stejnou Sanci, pocet vsech D [
moznych okamzikl setkéni je nespocetny, proto pouzijeme pro vypocet geometrickou definici o

pravdépodobnosti.

¥ [min]
60 x[min] ... doba po 15. hodiné v niz
prijde Tereza, x € (0, 60)
40 A . . ).
y[min] ... doba po 15. hodiné v niz
prijde Petr, y € (0, 60)

20

0 20 20 60 x [min]

Obr. 2.1: Vymezeni doby setkéni Petra a Terezy

Necht c¢as prichodu Terezy urcuje soutradnici z a cas prichodu Petra urcuje souradnici y
ve ¢tverci (Obr. 2.1). VSechny mozné okamziky prichodu Petra a Terezy jsou vymezeny
plochou ¢tverce.
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=

|| = 60.60 = 3600 Oblast A vymezena ¢tvercem a FeSenim nerovnice obsahuje okamziky, .
. ~ vov .z “ 0
v nichz se Petr s Terezou skutecné setkaji. D)

|A| = 3600 - 40.40 = 2000

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Hledana pravdépodobnost je ddna podilem

2000 5

=" =2-0,56.
(A =3600 =9 =%

Pravdépodobnost setkani Petra a Terezy je 0,56.
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ZIRINA
Priklad 2.4. Jaka je pravdépodobnost, ze na poctivé hraci kostce padne dvakrat po sobé v -
jednicka? 2\ 5
jednicka %0“ ““\“&
Resend. Definujme si jevy A, B takto:
ZAPADOCESKA
D ’ UNIVERZITA
A — _padne jednicka v prvnim hodu* v PLZNI

B — ,padne jednicka ve druhém hodu*

Jestlize v prvnim hodu padne jednicka, nijak to neovlivni pravdépodobnost, Ze jednicka
padne také ve druhém hodu. Jevy A, B jsou nezévislé, proto je pravdépodobnost, Ze v obou
hodech padnou jednicky, soucinem jednotlivych pravdépodobnosti.

1

= — =0,028

P(AmB):P(A)-P(B):%% =

Pravdépodobnost, ze pfi dvou hodech kostkou padnou dvé jednicky, je priblizné 2,00 %.
A
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Priklad 2.5. Neprthledny pytlik obsahuje 10 ¢ernych a 5 bilych kulicek. Budeme provadét
nadhodny pokus — vytazeni jedné kulicky, pricemz kulicku do pytliku nevracime. Urcete
pravdépodobnost, ze v druhém tahu vytahneme bilou kulicku.

Resend.

Jev Definice jevu

B1 pri prvni realizaci nah. pokusu byla vytazena bila kulicka

C1 | pri prvni realizaci ndh. pokusu byla vytazena cerné kulicka
B2 pti druhé realizaci nah. pokusu byla vytazena bila kulicka

C2 | pri druhé realizaci ndh. pokusu byla vytazena ¢erna kulicka

Stav pytliku pred prvni realizaci pokusu:

000000000 OOOOO

G 2N J
Y Y
10 ks 5 ks

Pravdépodobnost, Ze pii prvni realizaci pokusu vytdhnu bilou (resp. ¢ernou) kulicku, je
zfejmé

5 10

P(B1)=— . P(C1)=—

Je taktéz zrejmé, ze stav pytliku pred druhou realizaci pokusu zavisi na vysledku prvni
realizace.

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI
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Stav pytliku pred druhou realizaci pokusu, byla-li pri prvnim pokusu vytazena bila kulicka:

0000000000 OOO

\— ~ /\ J

10 ks 4 ks

Stav pytliku pred druhou realizaci pokusu, byla-li pfi prvnim pokusu vytazena cerna kulicka:

000000000 OOOO

-~ ~ /\ J

9 ks 5 ks

7 obrazku vidime a z logického tsudku plyne, ze vysledek druhé realizace pokusu zavisi na
vysledku prvni realizace pokusu, jinymi slovy: vysledek druhé realizace pokusu je podmi-
nén vysledkem prvni realizace pokusu.

Muzeme tedy urcit pravdépodobnosti nasledujicich jevu.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Jev Definice jevu

B2IBI pii druhé realizaci nah. pokusu byla vytazena bila kulicka, jestlize pii prvni
realizaci nah. pokusu byla vytazena bila kulicka

C2B1 pii druhé realizaci nah. pokusu byla vytazena ¢erna kulicka, jestlize pti
prvni realizaci nah. pokusu byla vytaZzena bila kulicka

B2(CI pfi druhé realizaci nah. pokusu byla vytazena bila kulicka, jestlize pii prvni
realizaci nah. pokusu byla vytazena ¢erna kulicka

c2lct pii druhé realizaci nah. pokusu byla vytazena ¢erna kulicka, jestlize pti
prvni realizaci ndh. pokusu byla vytazena ¢ernd kuli¢ka

Na zakladé obrazku odpovidajicich stavu pytliku pred druhou realizaci pokusu pfi splnéni
prislusnych podminek (za svislou ¢arou) muzeme urcit:

4 10
P(B2B1) =, P(C2|B1)=1;, P(BACY) =2, P(C2C) = =

Pozn.: Viimnéte si, ¢ P(A|B) =1— P(A|B).

Chceme-li tedy urcit napiiklad pravdépodobnost toho, ze pri druhé realizaci ndhodného
pokusu vytadhneme bilou kulicku, musime vzit v tvahu, Ze k tomuto jevu miize dojit ve
dvou pripadech:

(B2n B1) nebo (B2nC1)
Proto plati: P(B2) = P((B2n Bl1)U (B2NC1))

Jelikoz jevy (B2NB1) a (B2NC1) jsou nesluéitelné (nemohou nastat zaroven), plati P(B2) =
= P(B2N B1)+ P(B2nC1),

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI
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P(B2) = P(B2|B1) - P(B1) + P(B2|C1)- P(C1) = —. 2 5 10 _ 1

415 14 o

Pravdépodobnost, ze ve druhém tahu vytdhneme bilou kulicku je ptiblizné 33

1
3
%.

24 o

R

“ 2 7
%,

»
STRAN §
Q
Zxg ynis

&
S

=
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Priklad 2.6. Pravdépodobnost, Ze selze hasici systém tovarny je 20 %, pravdépodobnost,
ze selze poplachové zatizeni je 10 % a pravdépodobnost, Ze selzou jak hasici systém, tak i
poplachové zafizeni jsou 4 %. Jakd je pravdépodobnost, Ze

a) alespon jeden systém bude fungovat,
b)  budou fungovat oba dva systémy.

Reseni. Oznacme si mozné jevy takto:

H hasici systém funguje
S poplachové zafizeni (siréna) funguje
Vime, Ze: P(H) = 0,20

P(S)=0,10

Méame zjistit:

ada) P(HUS)

K reseni této otazky mizeme pristupovat dvojim zptisobem.

Podle definice: Nejde o jevy nesluéitelné (mohou nastat zarover), proto
P(HUS)=P(H)+ P(S)— P(HNS),

coz muzeme vycislit primo.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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P(HUS)=1-0,04=0,96

Pravdépodobnost, ze bude fungovat alespon jeden z ochrannych systému je 96 %.
adb) P(HNYS)

Tuto pravdépodobnost nelze urcit piimo ze vztahu
P(HNS)=P(H|S)-P(S)=P(S|H) - P(H),

nebot nemame informace o zavislosti poruch jednotlivych ochrannych systémii.
Proto zkusime znovu postupovat pres jev opacny.

PHNS)=1-PHNS)=1-PHUS)=1- [P(H)+ P(S)— P(HNS)],
P(HNS)=1-[PH)+P(S)—PHNS)] =1-[0,20+0,10 — 0,04] = 0, 74

Pravdépodobnost, Ze oba dva ochranné systémy budou fungovat je 74 %.
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Priklad 2.7. 120 studentt absolvovalo zkousky z matematiky a z fyziky. 30 z nich neslozilo
obé zkousky, 8 neslozilo pouze zkousku z matematiky a 5 neslozilo pouze zkousku z fyziky.
Urcete pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany student

a)  slozil zkousku z matematiky, vime-li, Ze neslozil zkousku z fyziky,
b)  slozil zkousku z fyziky, vime-li, Ze neslozil zkousku z matematiky,
c)  slozil zkousku z matematiky, vime-li, ze slozil zkousku z fyziky.

Reseni. Oznacme si mozné jevy takto:

M student slozil zkousku z matematiky
F student slozil zkousku z fyziky
; . - = 30
Vime, ze: P(MNF)= 120"
P(MNF)= i,
120
P(MNF)= 5
120

Maéame zjistit:
ada) P(M|F)
coz urc¢ime jednoduse podle definice podminéné pravdépodobnosti

P(M|F _P(MNF) P(MNF)
(MIF) = P(F)  P(MNF)+P(MNF)
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kde pravdépodobnost, ze student neslozil zkousku z fyziky, urcujeme jako soucet pravdépo-
dobnosti, ze student neslozil pouze zkousku z fyziky a pravdépodobnosti, ze student neslozil
obé zkousky.

Po vy¢cisleni tedy vime, Ze:

B 5
P(M|F) = PEMnF)_ - 120 :izlio 14
P(MNF)+P(MnF) 5 30 35 7 7
120 ' 120

Pravdépodobnost, Ze student slozil zkousku z matematiky, vime-li Ze neslozil zkousku z fy-
ziky je asi 14 %.

adb) P(F|M)
coz ur¢ime obdobné jako pti feseni predchazejici tlohy.

HHM%ZHFQM) P(FN M)

P(M) P(FNM)+P(FNnM)’
Po vycisleni tedy vime, Ze:

8
= P(FDM) 120 8 4
P(F|M) = . _ = = = _— =0 21
(F|M) 8 30 38 19 0

120 T 120
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Pravdépodobnost, ze student slozil zkousku z fyziky, vime-li Ze neslozil zkousku z matema-
tiky, je priblizné 21 %.

adc) P(M|F)
Opét si napiseme definiéni vztah

P(MNF)

P(MIF) = =5

k némuz muzeme pristoupit dvojim zpusobem. Bud se pokusime tento vztah upravit
na zakladé znamych vztaht tak, abychom jej mohli prostfednictvim zadanych parametri
vycislit

P(MNF) 1-P(MNF) 1-P(MUF)

PIMIE) = =5y = "1-p@F) 1= [PEnM)+ P(EAID]

1—[P(F)+P(M)+P(FNM)]
1-[P(FNM)+P(FNM)]

1—[[P(FNM)+ P(FNM)|+ [P(FNM)+ P(FnM)| — P(FnM)]|
1-[P(FNM)+P(FNM)]

5 8 30 iy
1— |/ 4 = 4 =
0t 5

_1—NMWM@+P@WAD+HF M)] 120 120] 999 _ 77 .
1— [P(FN M)+ P(FNM)] ERED 85 58
120 120 120

= 0,91

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI




Uvod do teorie pravdépodobnosti - fesené priklady 30

nebo se pokusime potfebné pravdépodobnosti vycist pfimo ze zadani.

@:

Zadané udaje si zapiseme do tabulky:

Slozili zkousku z Neslozili zkouSku z Celkem R
matematiky matematiky D P onenzma
Slozili zkousku z fyziky 8
Neslozili zkou$ku z fyziky 5 30 35
Celkem 38 120

a chybéjici daje v tabulce jednoduse dopocitame.

Kolik studentt slozilo zkousku z fyziky? To je celkovy pocet (120) minus pocet studentu,
kter{ zkousku z fyziky neslozili (35), coz je 85. Obdobné urc¢ime pocet studentit, ktefi slozili
zkousku z matematiky, coz je 120738 = 82. A konecné pocet téch, kteri slozili obé zkousky
uréime napf. jako pocet téch, ktefi slozili zkousku z matematiky (82) minus pocet téch,
ktefi slozili pouze zkousku z matematiky (5), coz je 77.

Obsah
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Slozili zkouSku z Neslozili zkousku z Celkem
matematiky matematiky
Slozili zkousku z fyziky 77 8 85
Neslozili zkou$ku z fyziky 5 30 35
Celkem 82 38 120
Hledané pravdépodnosti jsou
P(M a F) - E{); P(F) - 1720 I Cels obrazovka/Okno
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R

AZRINVA
¢ehoz plyne ||
Z Z ply 77 “ Osraned 7
P(MNF) 7190 77 . xS
P(M|F) = = = — =0,91.
(MIF) P(F) 8 8
120 ZAPADOCESKA

UNIVERZITA
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Pravdépodobnost, ze student slozil zkousku z matematiky, vime-li ze slozil zkousku z fyziky,
je priblizné 91 %.

Pozn.: Podle udaji v tabulce bychom mohli snadno fesit i tikoly a) a b).
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Priklad 2.8. Spoctéte pravdépodobnost toho, ze ¢asti obvodu mezi body 1 a 2 bude pro- . =
tékat elektricky proud, je-li prislusna cast elektrického obvodu vcéetné pravdépodobnosti ?::,/ '3«5
poruch jednotlivych soucdstek vyznacena na nasledujicim obrazku. Poruchy jednotlivych >
soucastek jsou na sobé nezavislé. (Dojde-li k poruse soucastky, dojde k preruseni obvodu.)
o s
C
1 0,1 0.3 0,3
2
o———— A B Q- D ——@
0,2
E
Reseni. Oznacme si:
A soucdstka A funguje, C soucastka C' funguje,
B soucastka B funguje, D soucastka D funguje,
E soucastka E funguje

Pak:
P(A)=0,1= P(A)=0,9 P(C)=0,2= P(C)=0,8
P(B)=0,1= P(B)=0,7 P(D)=0,3= P(D)=0,7 _
P(E)=0,2= P(E)=0,8 [l cbrazoia oo |
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VIR
Pro zjednoduseni si obvod predstavime jako sériové zapojeni dvou bloku. Blok 1 je tvoren
e o Ny . y ) o : A\ <l
sériovym zapojenim soucastek A a B, Blok 2 je tvoren paralelnim zapojenim soucéstek C, N 7S
D a E. V prvni fazi si ur¢ime pravdépodobnosti poruch jednotlivych bloki. >
Y i o s
1 1
o 1 1
B1 Blok 1 funguje i A B |

| I
Blok 1 funguje pravé tehdy, jsou-li i i
funkéni soucastky A i B. ! !

Blok 1
Mame-li sériové zapojené soucastky, je vhodné urcovat piimo pravdépodobnost, ze
systém (blok) funguje. Vzhledem k nezdvislosti poruch jednotlivych souc¢dstek muzeme fici,
ze

P(B1) = P(ANB) = P(A)- P(B) =0,9-0,7 =0,63.
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2 TORS
T T T TTT T
Blok 2 : 0,2 | R 5
: :
B2 ..  Blok 2 funguje : C :
| |
Blok 2 nefunguje pravé tehdy, neni-li funkéni ani : 03 : D > e
1 V PLZNI
jedna ze soucastek C, D, E. ! ’ i
| |
. g « P v . — 1 @o— - ——
Méme-li paralelné zapojené soucastky, je ' D [

vhodné pravdépodobnost toho, ze systém (blok)
funguje urcovat z pravdépodobnosti, ze systém

I I
I I
| 2 :
(blok) nefunguje. i 0, |
| 1
Vzhledem k nezévislosti poruch jednotlivych i E i
soucastek muzeme ftici, ze . !
Blok 2

P(B2)=P(CNDNE)=P(C)-P(D)-P(E)=0,2-0,3-0,2=0,012,
P(B2)=1- P(B2)=1-0,012 = 0,988.

Cely systém je pri tomto znaceni dan sériovym zapojenim Bloku 1 a Bloku 2. Zbyva nam
jiz. uréit jen spolehlivost celého systému (pravdépodobnost, ze systém bude funkéni).
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Systém
P(S) = P(B1N B2) = P(B1) - P(B2) = 0,63 - 0,988 = 0, 62

Pravdépodobnost toho, ze ¢asti obvodu mezi body 1 a 2 bude protékat elektricky proud, je
priblizné 62 %.
A
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Priklad 2.9. Laboratof, kterd provadi rozbory krve, potvrdi s pravdépodobnosti 95 %

. ) o . iy CoL e T e A\ <2k
existenci protilatek na virus urcité nemoci, jestlize ji pacient skutecné trpi. Zaroven test D) 4
urdi jako pozitivni 1% osob, které vSak touto nemoci netrpi. Jestlize 0,5 % populace trpi
zminénou nemoci, jaka je pravdépodobnost, ze urcita osoba, jejiz test byl pozitivni, skutecné

onu nemoc me’ﬂ ZAPADOCESKA
P univerzima
V PLZNI

Resend. Takovéto problémy sméiuji k feseni pomoci véty o tGplné pravdépodobnosti, popi.
pomoci Bayesovy véty. Pro prehledny zapis situace pouzijeme rozhodovaci strom.

Oznacme si: N pacient trpi nemoci
T test na protilatky vysel pozitivni

Rozhodovaci strom vidime na 2.2

0,95 T P(TNN)=0,95-0,005=0,00475
0,005 N
T P(T nN) = 0,050,005 = 0,00025
Populace 0,05
0,01 Y — . —
0,995 T P(TNnN)=0,01-0,995 = 0,00995
N
T P(TnN)=0,99-0,995 = 0,98505
0,99

Obr. 2.2: Rozhodovaci strom prezentujici vysledek testovani populace
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Na spojnice prvniho vétveni zapisujeme pravdépodobnosti vyskytu daného stavu, tj. P(N)
a P(N), pficemz soucet pravdépodobnosti v jednom vétveni davd vzdy 1 (100%). V nasem

pripadé tedy P(N) zndme ze zaddni a P(IN) uréime jako 1 — P(N).

Na spojnice druhého vétveni se pak zapisuji podminéné pravdépodobnosti — ,vysledek
testu® za predpokladu ,dany stav“. V nasem pripadé jsou to pravdépodobnosti: P(T|N),
P(T|N), P(T|N), P(T|N). Opét plati, Ze soucet pravdépodobnosti v jednom vétveni déva
vidy 1. Ze zadani zndme P(T|N) a P(T|N) zbylé dvé podminéné pravdépodobnosti dopo-
¢itame jako doplnky do 1.

Chceme-li urcit, jaka je pravdépodobnost toho, Ze nastal ,dany stav* a zaroven ,vysledek
testu®, staci vynasobit hodnoty uvedené u prislusné vétve. Napr.: pravdépodobnost toho,
7e pacient trpi nemoci a zdroven mu vysel negativni test je 0,00025 (P(N NT) = P(T|N)-
-P(N) =0,05-0,005 = 0,00025). Ptislusné pravdépodobnosti jsou uvedeny ve sloupci vedle
rozhodovaciho stromu.

Pravdépodobnosti toho, ze dojde k urcitému vysledku testu, se urcuji prostrednictvim véty
0 uplné pravdépodobnosti. My je okamzité vycteme ze sloupce uvedeného vedle rozhodova-
ctho stromu. Napt. P(T) = P(NNT)+ P(NNT)=0,00475 + 0,00995 = 0,0147.

A nyni jiz prejdéme k nasi otazce: Méli jsme urcit, jaka je pravdépodobnost, ze urcita
osoba, jejiz test byl pozitivni, skute¢né onu nemoc ma — neboli P(N|T).

Tuto podminénou pravdépodobnost z rozhodovaciho stromu pfimo nevycteme, pro jeji ur-
¢eni pouzijeme Bayesovu vétu
P(NNT)

P(NIT) = =5,

@:
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do které stac¢i dosadit hodnoty vyctené z rozhodovaciho stromu.
P(NNT) 0,00475

P(T) 0,0147
Pravdépodobnost toho, ze osoba, jejiz test vysel pozitivni, skutecné onu nemoc ma je asi

32,3%. (Zamyslete se nad tim, co by znamenalo, kdyby lékar pouze na zdkladé jednoho
pozitivniho vysledku testu oznacil cloveka za nemocného (napr. AIDS)).

P(N|T) = = 0,323

A na zavér si ukdzeme, jak problém znazornit pomoci pravothlého Vennova diagramu.
V Obr. 2.3 predstavuje zakladni prostor €2 celou lidskou populaci, zelend vypln odpovida
pozitivnimu vysledku testu, modra vypln odpovida negativnimu vysledku testu.

1% 2 99,5% = 0,995%

¥ 0

P(N)=99,5%
99% 2 99,5% = 98,505%

P(N)=0,5% X §

95% 2 0,5% = 0,475% 5%20,5% = 0,025%

Obr. 2.3: Pravouhly Venniiv diagram pro vysledek testovani populace
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Kapitola 3 D
Nahodna velicina - resené priklady

Priklad 3.1. V dilné pracuji dva stroje (nezavisle na sobé). Prvni stroj se porouchd s prav-
dépodobnosti 20%. Pravdépodobnost poruchy druhého stroje je 30%. Ndhodn4 veli¢ina bude
oznacovat pocet porouchanych stroji v dilné. Urcete pravdépodobnostni funkei a distribuéni
funkci této nahodné veliciny.

Resent.
X ... pocet porouchanych stroji v dilné

Nahodn4 veli¢ina X muze nabyvat pouze koneéné mnoha (tii) hodnot 0; 1; 2, je tedy zfejmé,
ze se jednd o diskrétni ndhodnou veli¢inu.

Oznacme jevy
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2 TORS
1849
S1 ... prvni stroj se porouch4,
7 . , Y 7
S2 ... druhy stroj se poroucha. D 75
s>

Pak P(S1) = 0,2, P(52) =0,3.

ZAPADOCESKA
PR - 2 7 g 2 p 9524 | 2
Nyni muzeme urcit pravdépodobnostni funkci ndhodné veli¢iny X. D TEE T

Tab. 3.1: Pravdépodobnostni funkce ndhodné veli¢iny z feseného piikladu 3.1

Xi P(X=x;)
0 0,56
1 0,38
2 0,06
) 1,00

(Napr. P(X = 1) ¢teme: pravdépodobnost, ze v dilné se porouchd pravé jeden stroj). Uve-
domte si, ze v Tab. 3.2 jsou uvedeny pouze nenulové hodnoty pravdépodobnostni funkce.
Je zrejmé, ze
Ve e R\Q:P(X =x)=0.
(Napf. P(X =1,5) = P(X = —3) = ... =0). VSimnéte si zdroven, ze > P(z;) = 1.
(%)




Nahodna velicina - resené priklady 41

Dalsim tikolem je urcit distribu¢ni funkci ndhodné veliciny X.

Vzhledem k tomu, ze X je diskrétni ndhodna veli¢ina, ptijde o schodovitou zleva spojitou

funkci. z vlastnosti distribu¢ni funkce vyplyva, ze body nespojitosti této funkce jsou ty

body, v nichz je pravdépodobnostni funkce nenulova (protoze P(X = a) = lim+ F(x) —
r—a

— F(a)). Proto si uréime hodnoty distribu¢ni funkce na vSech intervalech vymezenych body

nespojitosti.

Distribué¢ni funkei nah. veli¢iny X mutzeme vyjadrit pomoci pravdépodobnostni funkce jako

(pravdépodobnost, ze se porouchd méné nez 0 stroju),
Vz € (0;1) : F(z) = P(X < 2) = P(X = 0) = 0,56
(pravdépodobnost, ze se porouchd méné nez 1 stroj),
Vee (1;2): Fle)=P(X <z)=P(X=0+P(X=1)=0,56+0,38=0,94
(pravdépodobnost, Ze se porouchd méné nez 2 stroje),

Vz € (2;00) : F(z) = P(X < 2) = P(X = 0) + P(X = 1) + P(X = 2) = 0,56 + 0,38 +
40,06 =1

(pravdépodobnost, Ze se porouchaji oba stroje).

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
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Hodnoty distribu¢ni funkce na celém defini¢énim oboru (R) jsou uvedeny v Tab. 3.2.
Tab. 3.2: Distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny X z FeSeného prikladu 3.1
X F(x)
(=;0)| 0
0;1) | 0,56
(1;2) | 0,94
(2,0 | 1
1
09 1 o— o
0,38 o———o
0,7 0,38
0,6
X 0,5 - 0,6
3
8:3 ° - 0,4
o2 0.2
0,1 !
; e -
0 05 1 15 2 25 . o . ; X

X

Obr. 3.1: Pravdépodobnostni funkce néh. ve-
liginy X

Obr. 3.2: Distribu¢ni funkce néh. veli¢iny X

T7

- O57paNN N
«é:’ 'STRA $
2, <S>
Sk g\
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Priklad 3.2. Necht X je spojitda ndhodna veli¢ina definovana hustotou pravdépodobnosti

f ().

Je(l-2)(1+2) -1<z<1
fla) = { 0 jinde.

a) Naleznéte konstantu ¢ tak, aby f(x) byla korektné zadéna,
b) zakreslete hustotu pravdépodobnosti f(z),

c¢) naleznéte a zakreslete distribu¢ni funkci F'(z),

d) urcete P(X =0,3),P(0 < X <11),P(X > 0,5).

Resend.

a) Pro nalezeni konstanty ¢ vyuZijeme toho, ze plocha pod krivkou hustoty pravdépodob-

nosti musi byt rovna 1.
(e.9]
/ flz)yde =1
—o
1

=1l [e'e}
/ de+/ c(1—x2)d:c+/ 0dr =1
—00 —1 1

ol
&7

S
<

( e 94 »
) STRAN
% D
0"4' ““\‘\

&
S

-

2,
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4 3
C§—1:>C—ZL—O,75
b)
f(z) = 0,75(1 —z)(14+x) =0,75(1 —2%) —-1<z<1
10 jinde.

f(x)

Obr. 3.3: Hustota pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny z feSeného piikladu 3.2

¢) Distribu¢ni funkei uréime pomoci hustoty pravdépodobnosti.
x
Vz e R: F(z) =/ F(t) dt
—00

Vo € (—o0;—1): F(z)=[* _0dt=0
vz e (—1;1) : Fz) = [ 0dt+ [ 31 —t®)dt =0+ 32 [t— §}:

R
57

S
<

‘ e 94 »
) STRAN
% v
0[(4- ““\‘\

&
S

=

2,
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Vz € (1,

Obr. 3.4: Distribu¢ni funkce Hustota pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny z feSeného prikladu 3.2

d) Pravdépodobnosti vyskytu ndhodné veli¢iny X na ur¢itém intervalu uréime pomoci pri-

=1(—2®+32+2)

slusnych vztaht.

00) : F(z)= "L Odt+f1 31— dt+ [°0dt =
1
0 z € (—o0;—1)
F(x) (23 +3x+2) ze(-11)
1 € (1;00)
1
X
e
-4 -é -é 1 2 3

‘ OspaN™ 7
«é. 'STRA {s

%
Y, 5
70, i v “\Q‘v
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VIR
e P(X=0,3)=0 . L] .
e P0< X <11)=F(11) = F(0) =1 - 20+ 0+2) = 3 = 50% R
1 1\* 1 27 5
e P(X >0,5)=1— F(0,5) ; < 2) +3- +2> 1 -5 = 35 = 15,6% D —
A V PLZNI
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Priklad 3.3. Vratme se k diskrétni ndhodné veli¢iné X (pocet porouchanych stroju v dilné)
z feSeného pifkladu 3.1. ReSenim pifkladu 3.1 byl popis rozdéleni této ndhodné veli¢iny
pomoci pravdépodobnostni i distribu¢ni funkce. Nyni urcete jeji

a) stredni hodnotu,
b)
)
)

€
d

rozptyl,
smérodatnou odchylku,

modus.

Resent.
Pripomenme si pravdépodobnostni a distribu¢ni funkci ndhodné veli¢iny X z ptrikladu 3.1.

Xi P(X=xi) X F(x)
0 0,56 (—o0;0)| 0
1 0,38 ;1) | 0,56
2 0,06 (1;2) | 0,94
2 1,00 (2; o) 1

a) B(X)=Ya;-P(x;) =0-0,56+ 10,38 +2-0,06 = 0, 50.
@

Primérny pocet porouchanych stroji v dilné je 0,5.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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VIR
b) Pro vypocet rozptylu pouzijeme tvrzeni, ze DX = E(X?) — (E(X))?, kde F(X?) znadf v 57
druhy obecny moment a (E(X))? je druhou mocninou stfedni hodnoty. *::,* ;5
/0"4- ““\‘\

BE(X?%) =Y 2% P(z;) = 020,56 + 120,38 + 22 - 0,06 = 0, 62
(i)

D > ZAPADOCESKA
D(X) = E(X2) — (E(X))2 =0,62—0, 502 = 0,37 VPLZNI

Pii ruénim* vypoctu stfedni hodnoty a rozptylu je vhodné zaznamenat si diléi vysledky
vypoctu do tabulky ve formatu prezentovaném v Tab. 3.3.

Tab. 3.3: Diléf vysledky pii vipoétu E(X) a E(X?)

Xi P(x;) xi - P(x;) x - P(x;)

0 0,56 0,00 0,00

1 0,38 0,38 0,38

2 0,06 0,12 0,24

) 1,00 0,50 0,62
EX EX’

¢) o = /D(X) = /0,37 = 0,61

Vsimnéte si vysoké variability poc¢tu porouchanych stroji v dilné. Zatimco stredni hod-
nota poc¢tu porouchanych stroja je 0,5, smérodatna odchylka je 0,6.
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d) Modus je hodnota, které diskrétni ndhodna veli¢ina nabyva s nejvétsi pravdépodobnosti,
proto & = 0.

A
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VIRV
Priklad 3.4. Majitel autorizovaného servisu nabidl pajcovné automobili své sluzby. Za
kazdy automobil zaptjceny jeho prostiednictvim obdrzi od plijcovny automobild 500,- K¢. Y 7
Zéaroven se vsak zavazal, ze kazdy den investuje do udrzby zaptjcenych automobilt 800,- K¢. s>
Pocet automobilt zaptjcenych prostrednictvim autorizovaného servisu za 1 den je popsan
pravdépodobnostni funkci v Tab. 3.5. D p ZhraoocEsch
vz

Tab. 3.4: Pravdépodobnostni funkce poctu zapujcenych automobilli za 1 den

3 0 1 2 3 4 [5] 6
P(x;)|0,01]0,40]0,25]0,15)0,10] ?]0,03

a) Pravdépodobnost, ze majitel autoservisu zapujci v jednom dni 5 automobili je Spatné
c¢itelna. Urcete ji.

b) Uréete sttedni hodnotu, smérodatnou odchylku a modus poc¢tu zapujéenych automobili
béhem jednoho dne.

c¢) Urcete pravdépodobnostni funkei, stfedni hodnotu, smérodatnou odchylku a modus zisku
majitele servisu z automobild zaptijécenych béhem jednoho dne.

Resent.
a) Necht ndhodné veli¢ina X oznacuje pocet zapujcenych automobilit béhem jednoho dne.
Je zrejmé, ze jde o diskrétni ndhodnou veli¢inu. Musi tedy platit, ze

> Pla) =1.
(i)
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VRN
Z toho plyne, 7e P(X =5)=1— (0,01 +0,40+ 0,25+ 0,15+ 0,10+ 0,03) = 0, 06. ‘_7
A58 o5 . 2 PR « P o %m m\\“"&\
b) Diléi vypocty potiebné pro stanoveni stfedni hodnoty a smérodatné odchylky muzeme
zaznamenat do tabulky.
x D b
x; 0ol 1 [ 234516

P (X=x;) 0,01 10,40 |0,25(0,15(0,10 | 0,06 | 0,03 | 1
x;.P(X=x;) | 0 |04 05/ 045] 04 | 03 |0,18]2723
x. . PX=x)| o | o4 | 1 [135] 16 | 1,5 |1,08]6,93

(2)
E(X?) =Y 2? P(X = ;) = 6,93,
(@)

D(X)=E(X? — (E(X))?=9,93 - (2,23)2 = 1,96,

o =+/D(X) = /T,96 = 1, 40.

Stiredni pocet automobilt zaptjcenych béhem jednoho dne je 2,23, smérodatna odchylka
je 1,40 automobilu.

Modem je hodnota s nejvyssi pravdépodobnosti. s nejvyssi pravdépodobnosti pujcuje
mayjitel autorizovaného servisu jedno auto denné (& = 1).
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2 TORS
c) Zisk majitele autorizovaného servisu se odviji od poctu zapujéenych automobilti. . =
Necht ndhodna velicina Z oznacuje zisk majitele autorizovaného servisu ze zapujcovani %,/ '3«5
automobili. Vzhledem k dohodnutym podminkam lze tvrdit, ze >
Z =500 X — 800 [Ké] ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

Pravdépodobnostni funkce nahodné veli¢iny Z bude odvozena z pravdépodobnostni funkce
nadhodné velic¢iny X.

= P(Z = 500z; — 800)

Z + 800
P(X =) ( 200 )

(Pravdépodobnost toho, ze majitel servisu zapuj¢i denné 2 automobily je stejnd jako
pravdépodobnost, ze jeho denni zisk bude 200,- K¢ (500 - 2 — 800), apod.)

3% 0 1 2 3 4 5 6
P (X=x;) | 0,01 | 0,40 | 0,25]0,15] 0,10 | 0,06 | 0,03

z; [KE] [ -800 | -300 | 200 | 700 | 1200 | 1700 | 2200
P(Z=z) | 0,01 | 0,40 | 0,25]0,15] 0,10 | 0,06 | 0,03

Pro vypocet stredniho zisku a smérodatné odchylky zisku vyuzijeme vlastnosti stredni
hodnoty a rozptylu.

E(Z) = E(500X — 800) = 500E(X) — 800 = 500 - 2, 23 — 800 = 315 [K¢]

D(Z) = D(500X — 800) = 5002D(X) = 500% - 1,96 = 979 [K¢&?]
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AZIRINA
o7 = +/D(Z) = V70 = 31 [K¢] - L] s
"}:’/ IsTRANS (.\S.
Ocekavany denni zisk majitele servisu je 315,- K¢ se smérodatnou odchylkou 31,- K¢. \ri

&= —300 [K¢]

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L

Modem denniho zisku je ztrata 300,- K¢. Lze Tici, ze i kdyz to tak vétSinou nevypada
(modem je ztrata), prumérné majitel autoservisu na poskytované sluzbé vydéla (stiedni
hodnota denniho zisku je kladnd).

A
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Priklad 3.5. V tomto prikladé budeme pracovat se spojitou ndhodnou veli¢inou X, jejiz
rozdéleni (hustota pravdépodobnosti a distribucni funkce) bylo uréeno v feseném prikladu
3.2.

Pro ndhodnou veli¢inu X urcete
a) stredni hodnotu,

b) rozptyl,

d) medidn, zg 5, tj. hodnotu, pro kterou plati: P(X < zg5) = 0,5

modus.

)
¢) smérodatnou odchylku,
)
e)

Dale méjme ndhodnou velicinu Y, ktera je dana jako funkce ndhodné veliciny X.
Y =5X+6

Urcete

f) distribu¢ni funkci Fy (y) ndhodné veli¢iny Y,

g) hustotu pravdépodobnosti fy (y) ndhodné veli¢iny Y,
h) stfedni hodnotu E(Y') ndhodné velic¢iny Y,

i) rozptyl D(Y') ndhodné veli¢iny Y.

ol
&7

S
<

( e 94 »
) STRAN
% D
0"4' ““\‘\

&
S

-

2,

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L




Nahodna velic¢ina - resené priklady 55

Resend.
Pripomenme si, ze ndhodné veli¢ina z feseného prikladu 3.2 je popsana hustotou pravdépo-
dobnosti

Fel(e) = { Z(l —2?) ze(-1;1),
0 jinde
a distribuc¢ni funkei
0 z € (—o0; —1),
F(X) = }1(_$3+3$+2) z € {-1;1),
1 z € (1;00).

a) Stfedni hodnota je

E(X)z/oox-f(:n)d:v:/l x-de—i—/lx-§(1—x2)d$+/100w-0dx:

—00 —o00 =1 4

———] +0=0,00
-1

b) Rozptyl uréime pomoci vypocetniho vztahu: D(X) = E(X?) — (E(X))%

00 1 1 [e'3)
E(X2)=/ x2-f(a:)dx=/ :cz-de—i-/ x2~§l(1—x2)dx+/ 2% 0dx =
1

—00 —00 =1l
3723 2577
=042 |=—-= 0=0,20
+4[3 5]—1+ T

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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<l

S
<

Y 9sTRANY,
% D
0"4' ““\‘\

&
S

-

2,

D(X) = E(X?) — (B(X))2=10,2—02=0,2

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

¢) Smérodatnéd odchylka je odmocninou rozptylu. o = /D(X) = /0,2 = 0,45

L

d) Pravdépodobnost, ze ndhodné veli¢ina nabyva hodnot mensich nez zg 5 je 0,5.
P(X < 1‘0,5) = F(1‘075) =0,5
Ze vztahu pro distribuc¢ni funkci je zfejmé, ze medidn miize byt pouze hodnota z intervalu
(—1;1).
1
Z—l(—xo,gf” +3z05+2) = 0,5

—205° + 3z0,5 =
To5(—7052 + 1) = 0

0 € (—1;1)
zo5 =3 —V3 ¢ (-1L1) =>z05=0
V3 ¢ (-11)

bl

e) Modus spojité ndhodné veli¢iny je hodnota, v niz hustota pravdépodobnosti této NV
nabyva svého maxima.
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VIR
1849
Pro maximum spojité funkce plati, Ze prvni derivace v ném musi byt nulova (nebo ne-
. C o . v s ) . A\ <2
definovéna) a druhd derivace v ném musi byt zdpornd nebo nedefinovéna. D) 7S
/0"‘ ““\‘\

Je zfejmé, ze rovnéz modus budeme hledat na intervalu (—1;1).

df(z) _ D b o
dx V PLZNI

dz

3
Bz ~

2
T = 0 ... bod podezrely z maxima
d*f(z) _ 3

dz? 2
d2

dj;(zo) = —5< 0 ... f(z) md v x = 0 maximum
4 =0

(Modus (hodnotu, v niz ma hustota pravdépodobnosti maximum) jste mohli identifikovat
pouhym pohledem na graf f(z), ktery je uveden na Obr. 3.10.)

Nyni se zamérime na popis ndhodné velic¢iny Y, kterd je ddna vztahem

Y =5X +6.
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o
Pro urceni rozdéleni ndhodné velic¢iny Y vyuzijeme znalosti distribu¢ni funkce,
o 1 . PR A\ <2
stredni hodnoty a rozptylu ndhodné veliciny X. ) 7S
/0"‘ ““\‘\
0 z € (—oo; —1),
1
Fx(e)=q ;(-a+3c+2) e (-1;1), EX=0, DX=0,2 D g
1 z € (1;00). e

Nyni ur¢ime distribuéni funkci Fy (y) tak, Ze v predpisu pro distribu¢ni funkci Fx(z)

-6
provedeme substituci z = (yT)

p

o
Y
<
o |
D
N———
m
—~
:
|
—_
~

y—6
: (5
L 5

Po tpravé dostaneme

0 y € (=003 1),
1
Fy(y) = —zs=(° — 18y° +33y — 16) y € (1311), | Zovit dokument |
1 v i) s
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g) Hustotu pravdépodobnosti uréime jako derivaci distribu¢ni funkce. Zri e
dFy(y)

fY(y):— ZAPADOCESK
dy > ufwlvs:zﬁr: !
v PLZNI

1
fry) = —%(Byg —36y+33) ye(1;11),
0 jinde.

Po tprave

500
0 jinde.

fy(y)_{ L 2o aay411) e,

h) z vlastnosti stfedni hodnoty plyne, ze

E(Y)=FE(5X +6)=5E(X)+6=5-0+6=6.

i) z vlastnosti rozptylu plyne, ze
D(Y)=D(5X +6)=52D(X)=25-0,2="5.

Vyznam ¢iselnych charakteristik popisujicich ndhodnou veli¢inu miize byt prezentovan pouze
v pripadech, kdy vite, jaky problém je ndhodnou veli¢inou modelovan. v tomto prikladé jste
si méli pouze procvic¢it matematické tkony spojené s vypoctem c¢iselnych charakteristik,
konkrétni vyznam neni ¢iselnym charakteristikdim prirazen.

A
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Kapitola 4
Nahodny vektor - resené priklady

Priklad 4.1. Predstavme si, Ze budeme trikrat opakovat hod poctivou minci. Za tspéch
budeme povazovat padnuti rubu mince. Necht ndhodné veli¢iny

Y ... pocet pokusu do prvniho tspéchu,
Z ... pocet po sobé jdoucich tspéchii
tvori slozky ndhodného vektoru X = (Y, Z).

Sestavte
a) sdruzenou pravdépodobnostni funkci ndhodného vektoru X,
b) sdruzenou distribu¢ni funkci ndhodného vektoru X.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Resent.

ada) Abychom mohli sestavit sdruzenou pravdépodobnostni funkci, vypiSeme si nejdiive
vSechny mozné vysledky, k nimz by mohlo dojit pfi trojim hodu poctivou minci (U — dspéch,
N — netispéch) a uréime jejich pravdépodobnosti.

Pro prehlednost budeme pouzivat zjednodusené zépisy (N N NNN) = NNN,(UNN N
NN)=UNN, apod.

Mozné vysledky trojiho hodu minci: {NNN,UNU,UUN,UUU, NUU, NUN,NNU,
UNN,UUU}

Je-li vysledek hodu NN N, pak polozme pocet pokusii do prvniho tspéchu Y = 3 a pocet
po sobé jdoucich tspéchi Z = 0; je-li vysledek hodu UNU, pak pocet pokusti do prvniho
tspéchu Y = 0 a pocet po sobé jdoucich tspéchii Z = 1, atd. Je ziejmé, ze

nahodna veli¢ina Y mize nabyvat hodnot 0,1, 2, 3,

nahodnd veli¢ina Z miize nabyvat hodnot 0,1, 2, 3.

Nyni sestavime tabulku sdruzenych pravdépodobnosti. Nejdrive si do pomocné tabulky
vypiSeme jevy, které vyhovuji prislusnym podminkam a poté na zdkladé jejich neslucitelnosti
urc¢ime pravdépodobnosti vyskytu prislusnych skupin jevi.

Vzhledem k tomu, Ze se jednd o hody poctivou minci, je P(U) = P(N) = 0,5. Je zfejmé,
ze vysledky jednotlivych hodi jsou nezavislé, proto

P(NNN) = P(N) - P(N) - P(F) = 0.5° = 0, 125.

@:

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

61. strana ze 102

5
"l

Zavrit dokument

I Cels obrazovka/Okno
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2 TR
Tab. 4.1: Vycet jevu priznivych jednotlivym hodnotdm ndhodného vektoru X T7
2 N
YZ | 0 7 2 3 2y
0 - UNU, UNN | UUN | UUU
! - NUN | NOU | - b Limootes
2 - NNU - - V PLZNI
3 NNN - - -

Obdobné dostaneme, zZe

P(UNU) = P(UUN) = P(NUU) = P(NUN) = P(NNU) = P(UNN) = P(UUU)
—0,125

Vzhledem k neslucitelnosti (disjunktnosti) jevii UNU a UNN je

P(UNUUUNN) = P(UNU) + P(UNN) = 0.250.

Tab. 4.2: Tabulka sdruZzenych pravdépodobnosti ndhodného vektoru X

Y/Z 0 / 2 3
0 0 0,250 0,125 | 0,125
1 0 0,125 0,125 0
2 0 0,125 0 0
3 0,125 0 0 0

adb) Ze sdruzené pravdépodobnostni funkce uréime sdruzenou distribu¢ni funkei, kterd je
pro prehlednost uvedena v Tab. 4.4.
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Tab. 4.3: Distribuéni funkce ndhodného vektoru X

Y/Z | (=00;0)](0;1)|(1;2)[(2;3)](3;)
Co| 0 [0 [0 0] 0

(0; 1) 0 0 0250[0375] 0,500
1; 2) 0 0 03750625 0,750
(2;3) 0 0 05000750 0,875
(3; ) 0 |0125]0625]0875| 1

Postup vypoctu sdruzené distribuéni funkce F'(y, z) ze sdruzené pravdépodobnostni funkce
p(y, z) ukdzeme napiiklad na F(0,5;2,7), tj. na vypoctu distribuéni funkce na intervalu
(0;1) x (2;3).

F(0,5;2,7)=P(Y <0,5,Z<2,7)=P((Y =0)A(Z=0)V(Z=1)V(Z=2)) =
—0AZ=0)V(Y =0AZ=1)V(Y =0AZ =2) = p(0,0) +p(0,1) +p(0,2) = 0+0, 250 +
+0,125 = 0,375

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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AZIRINA
Priklad 4.2. Najdéte konstantu ¢ tak, aby funkce ® || =
A IsTRANS é?
flo,y) = { oz +y), (&y) € {0;1)x(0;1) Ly
’ 0, (z,y) ¢ (0;1) x (0;1)

L

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

mohla byt hustotou pravdépodobnosti néjakého nahodného vektoru (X,Y).

Reseni. Aby funkce f(z,y) mohla byt hustotou ndhodného vektoru, musi byt splnéna pod-

minka, ze
//f(:r,y)dxdy=1.
1 1
//c(:c—i—y)dmdy:l
2
Jo Iy clw+y)dady = c (& +ayldy=c [ G +y)dy=clly+ Lli =c

Takze musi platit ¢ = 1. z toho plyne, Ze

ren =0 G

AM
—~
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Priklad 4.3. Navazeme na feseny priklad 4.1. Nahodny vektor X je popsan sdruzenou
pravdépodobnostni funkci uvedenou v tabulce.

Y/Z 0 1 2 3
0 0 0,250 0,125 0,125
1 0 0,125 0,125 0
2 0 0,125 0 0
3 0,125 0 0 0

Urcete
a) marginalni pravdépodobnosti Py(y;),Px(2;).
b) margindlni distribuéni funkce Fy(y),F(y).

Resend. Jak jiz vite, marginalni rozdéleni slouzi k popisu jednotlivych slozek nahodného
vektoru.

ada)
Je zfejmé, ze marginalni pravdépodobnost Py(y;), tj. pravdépodobnostni funkci ndhodné
veliciny Y, ziskdme dosazenim do vztahu:

Py(y;) =Y pi,2),1 S j <4
(%))
To odpovida secteni ¢isel v jednotlivych radcich tabulky sdruzené pravdépodobnosti. Napf.

P, (0)=p(0,0)4p(0,1)+p(0,2)+p(0,3)=0-+0,250+0,125-+0,125=0,500.

Analogicky ziskdte marginalni pravdépodobnost P (z;).

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI
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Tab. 4.4: Tabulka sdruZené pravdépodobnosti rozsifend o margindlni{ pravdépodobnosti

@:

Y/Z 0 1 2 3 Py(y;)
0 0 0,250 0,125 | 0,125 | 0,500
1 0 0,125 0,125 0 0,250 D p ZAravocesih
2 0 0,125 0 0 0,125 UG
3 0,125 0 0 0 0,125
Py(z;) 0,125 0,500 0,250 | 0,125 1

adb) Pro nalezeni margindlnich distribu¢nich funkei jiz staci vyuzit zkusenosti, které jste
ziskali pfi popisu ndhodné veli¢iny.

Obsah
Y je diskrétni ndhodné veli¢ina popsana pravdépodobnostni funkei Py(y;). Je tedy zfejmé,

. 66. strana ze 102
ze

[=]
[£]
=]
[=]

d
i

Y Fy)
)4 Py(yy) (=0, 0) 0
0 0,500 (0,1) 0,500
1 0,250 = (1,2) 0,750
2 0,125 (2,3) 0,875
3 0,125 (3, ) i

Zavrit dokument

Analogicky lze urcit F,(z).

I Cels obrazovka/Okno
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67 D izt S
Ag

VA Pz(Z]')
0 0,125
1 0,500
2 0,250
3 0,125

Z Fz(z)
(—o0,0) 0
(0,1) 0,125
(1,2) 0,625
(2,3) 0,875
(3,0) 1

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

Pozndmka: Uvédomte si, Ze zatimco soucet hodnot pravdépodobnostni funkce musi byt vZdy
roven 1 (a lze jej tedy pouZit napriklad jako kontrolni idaj), soucet hodnot distribucni funkce

je cislo, které nemd Zadny vyznam.

A
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Priklad 4.4. Tato tloha navazuje na priklad 4.2. Necht je spojity ndhodny vektor X = ||
_ 4 7 Y IsTRaNY, 7
= (X,Y) popsén sdruzenou hustotou f(z,y). D S

@) (o) € (0:1) x (0;1)
“%”‘{m 7 o) € 01) x (0:1) —

UNIVERZITA
V PLZNI

L

Urcete
a) marginalni hustoty pravdépodobnosti f.(z) a fy,(y),
b) marginalni distribuéni funkce F(x) a F,(y).

Resent.
2 — > . _ flx+ Ydy = [zy + & ]—a:+05 (z,y) € (0;1)
wE)S | et ‘{o? . o (e.) ¢ (051)
z+0,5, (z,y) € (0;1)
s ={5"" G e o)

fy(y):fj‘;of(x,y)dx:{ (f)?(x+y)dx=[%+xy]%=y+o,5, 5;83

=
N
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VIR
Jim
0, 2 <0 - (] s
Fp(z) =< [F(t+0,5)dt =[E 40,55 =0,5(z> +x), 0z <1 NS
1, z>1 >
0, 5 sl
Fm(flf) = 0, 5(1‘2 + l‘), 0 § T é 1 V PLZNI
1, z>1

Analogicky lze urcit, ze

0, y <0
Fy(y) =% 0,5(3*+y), 0Sz<1
1, y>1
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Priklad 4.5. Necht X je ndhodny vektor, s nimz jsme pracovali v piikladech 4.1 a 4.3.
Pripomenme si, ze ndhodnym pokusem je troji opakovani hodu poctivou minci. Za tspéch
povazujeme padnuti rubu mince. Nahodné veliciny Y a Z jsou definovany jako

@:

Y ... pocet pokust do prvniho uspéchu,
v Voo ’ 2/ v o ZAPADOCESKA
Z ... pocet po sobé jdoucich tspécht. P univerzia
V PLZNI

A4

Rozdéleni tohoto ndhodného vektoru (sdruzend a margindlni pravdépodobnostni funkce)
jsou uvedeny v nésledujici tabulce. Urcete

Y/Z 0 1 2 3 Py (y))
0 0 0,250 0,125 | 0,125 | 0,500
1 0 0,125 0,125 0 0,250
2 0 0,125 0 0 0,125
3 0,125 0 0 0 0,125
P,(z) | 0,125 0,500 0,250 | 0,125 1

5
"l

a) P(y|z),

b) zda jsou ndhodné veli¢iny Y a Z nezdvislé.

Resend.
ad a)
P(ylz) = BYA, Py(2) # 0

Zavrit dokument

Napriklad pravdépodobnost, ze pri tfech hodech minci padl rub poprvé pii druhém hodu

I Cels obrazovka/Okno
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VRN
(Y = 1), vime-li, ze padl ve tfech hodech dvakréat (z = 2) je v 5
p(1,2) 0,125 s>
PY=1|Z=2)= = = 0.500.
( | ) pz(2) 0,250
Ostatni podminéné pravdépodobnosti ur¢ime obdobné a zapiseme je do tabulky. D > éﬁi{{:ﬁ“

Tab. 4.5: Podminéné pravdépodobnosti P(y|z)

Y/Z 0 / 2 3
0 0 0,500 0,500 1
/ 0 0,250 0,500 0
2 0 0,250 0 0
3 1 0 0 0

ad b)
Jsou-li ndhodné velic¢iny Y, Z nezdvislé, pak 1 <7< 4,1 <5 < 4:

p(is 25) = Py (yi) - Pz(zj).

Kazda z hodnot sdruzené pravdépodobnosti uvedené v rozsitené tabulce sdruzenych prav-
dépodobnosti (Tab. 4.6) by musela byt rovna sou¢inu ptislusnych margindlnich pravdépo-
dobnosti. Toto zcela zfejmé neplati (napt.: 0 = p(0,0) # Py (0) - Pz(0) = 0,500 - 0,125 ).
Nahodné veliciny Y, Z proto nejsou nezavislé.

A
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RN
Priklad 4.6. Vratime se naposledy k fesenému piikladu 4.1. Nahodny vektor X = (Y, Z)
. 7 . . ; . p . Ny . . A <l
je popsan sdruzenou pravdépodobnostni funkci, zname jeho marginalni pravdépodobnosti D) 4

(Tab. 4.6) a v feseném prikladu 4.5 jsme ur¢ili podminénou pravdépodobnostni funkei P(y|z)
(Tab. 4.7). Nyni urcete:

b) E(X),D(X),
c) cov(Y,Z), var(X), p(Y, Z),cor(X),

d) BE(Y|Z =2).

Resent.
ada)

E(Y),E(Z), D(Y)a D(Z) jsou ¢iselné charakteristiky nahodnych veli¢in Y a Z (margindlni
charakteristiky vektoru X). Pro jejich nalezeni pouzijeme margindlni pravdépodobnosti
vektoru X.

Pomocné vypocty si mizeme zaznamenat do tabulky. (Hodnoty uvedené ve zluté zvyrazné-
nych polich jsou rovny sou¢tim hodnot v prislusnych fadcich, resp. sloupcich.)

4
EY) = Zly - Py(y;) =0-0.54+1-0.2542-0.125 4+ 3-0.125 = 0,875
1=
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Obdobné urc¢ime E(Z) a D(Z)

vz | o | 1 | 2 | 3 |Pyed|yiPre)|yiPr()
0 0 |0251012500125| 05 0 0
1 0 0,125|0,125 0 0,25 0,25 0,25
2 0 10125 0 0 |o125] 025 0,5
3 o125 o 0 0 |0125] 0375 | 1,125
Psz) |0125| 05 | 02501251 1 | 0,875 | 1,875
zP) | 0 | 05| 05 0375 1,375
ZZPyz)| 0 | 05| 1 |1125)2625
4
= Zlyf - Py(y;) =0%-0.5+12-0.25 +22.0.125+ 32 - 0.125 = 1,875
=
E(Y?) - (E(Y))? =1,875—0,875% = 1,109

4
E(Z)=Y 2 P.(2)=0-0125+1-05+2-0.25+3-0.125 = 1,375
j=1

4
E(Z?) =3 22 - P,(2j) =02-0.125+12- 0.5 + 22 . 0.25 + 32 - 0.125 = 2,625

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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AV RENVA
db
) 5
E(X)=(E(Y),E(Z)) = (0,875;1,375) 2 ““\‘««?
D(X) = (D(Y), D(2)) = (0,875;1,375)
e
adc) D V PLZNI

Podobné jako pro vypocet rozptylu, i pro vypocet kovariance je vhodnéjsi pouzit misto
defini¢niho tzv. vypocetni vztah ( cov(Y,Z) = E(YZ) - E(Y)-E(Z))

EYZ) =
f1-1-0,1

mm»

4
Z 2 p(yi,2) =0-0-0+0-1-0,25+0-2-0,125+0-3-0,125+1-0-0+
5t 33 0=0,625

cov(Y,Z) = E(YZ)— E(Y) - E(Z) = 0,625 — 0,875 - 1,375 = —0, 578,

cov(Z,Y) = cov(Y, Z).

Kovarianéni matice je

)= (209, w2 ) _(( n1oe ~oers)

Pomoci kovarianéni matice uréime korelacni koeficient a tim i korela¢ni matici.

_ cov(Y,Z) - —0,578
p(Y,Z) = /D) D(Z)  VELI090751 —0,641

p(Z,Y) =p(Y,2)
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1849
Na zakladé této hodnoty korela¢niho koeficientu muzeme rici, ze mezi nahodnymi veli¢inami . =
. . ¥ v . e . rd . v v v o =
Y a Z existuje stfredné silna negativni korelace, tj. ze pravdépodobné s ristem Y bude D 4

Z Klesat (linedrne).

. 1 p(Y, Z) . 1 —O, 64]. ZAPADOCESKA
cor(X) = ( p(2,Y) 1 ) - ( —0,641 1 ) D > s

add)

Pro vypocet E(Y|Z = 2) potiebujeme znét podminénou pravdépodobnostni funkeci P(y|z).
P(z|y) jsme uréili v prikladu 4.3. Je ddna Tab. 4.7, kterou pro prehlednost uvadime znovu.

P(Y|2)

Y/Z 0 1 2 3

0 0 0500 10500 1

1 0 0250 _10500] 0

2 0 0,250 0 0

3 1 0 0 0
4

E(Y|Z=2)=Yy;-P(y|Z=2)=0-0,500+1-0,500+2-0+3-0=0,500

i=1
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IR
Priklad 4.7. Posledni priklad v této kapitole bude vénovan vypoctu ¢iselnych charakteristik
o e . PR AL <l
popisujicich spojity ndhodny vektor definovany v prikladu 4.2. D) 7S
/0"4- ““\‘\

Necht X = (X,Y) je spojity ndhodny vektor popsany hustotou
ZAPADOCESKA
F@y) = { r+y, (v,y)€(0;1) x(0;1) D > e

7 0, (z,y) & (0;1) x (0;1)

Urcete:

a) E(X), E(Y), D(X), D(Y),

b) cov(X,Y), var(X), p(X,Y), cor(X),
c) E(X|Y)=0,3.

Resend.

ada)

Pro urceni marginalnich charakteristik ndhodného vektoru X vyuzijeme marginalni hustoty,
které byly urceny v prikladu 4.4.

[ z+0,5, z€(0;1)
fX(x) _{ 0, :Cif <0; 1>

. +0,5, € (0;1)
fY(y) - { g’ z¢ <0 1>

E(X) = [*%a- fol@)dz = [y - (z+0,5)dz =[5 +

)

INES
o
I
ol
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VRN
E(X?) = [% a* fo(x)de = folxz (z+0,5)dz = [L; - %](1) =3 ‘_7
«}:’4'/ - ‘zés
D(X) = B(X?) - (B0 = & - () =
Vzhledem k symetrii fx(z) a fy(y) miZeme pifmo napsat, ze E(Y) = L, D(Y) = 4L D p Zirasocesta

adb)
Pro urceni kovariance pouzijeme opét jeji vypocetni vztah, tzn. ze nejdfive musime urcit
E(XY).

2

CL'2 X 3 T
E(XY) = fol fol xy(z + y) dydz = fol fol 22y + 2y?) dydzr = fol[ i %](1) dz = f01(72 +
5o =[5+ 5 -}

e
2

Q
S
Is
=
|
&
>
=
|
&
>
=
=
|
W=
|

144

R~

cov(Y, X) = cov(X,Y).

Kovarianéni matice je

0= (i "9 )= (2, I

Pomoci hodnot z kovarian¢ni matice uréime korelacni koeficient a tim i korela¢ni matici.

1

p(X, ) o cov(X,Y) et vv .

VPOD®) iy T
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7Z velikosti korela¢niho koeficientu muzeme usuzovat na to, ze mezi X a Y je pravdépodobné
slabd linearni zavislost, tj. X a Y jsou slabé negativné korelované nahodné veliciny.

Y= ( p(Yl,X) p(%Y) ) - ( —1%1 _1%1 )

adc)

Pro nalezeni podminéné stfedni hodnoty E(X|Y = 0,3) musime ur¢it podminénou hustotu
f(zlY =0,3).

Je-li fy(y)# 0:

f(zly) =

_ _ f(z,0,3) LO,?)? x € (0;1)
f(:cIY—O,3)_m{ 8,,3+o,5 s

10243 .. c
faly =03 ={ (5 2l

EX|Y =0,3)= [~

1 3 2
2@ flaly)de = [y o - Wtide = [ 4 S — 2

18

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Kapitola 5 D

Diskrétni rozdéleni
pravdépodobnosti - resené priklady

Priklad 5.1. Predpoklddejme, Ze pravdépodobnost narozeni divky je 0,49. Jaka je prav-
dépodobnost, ze v rodiné s 8 détmi jsou

a) pravé 3 divky,

b) vice nez 2 divky,

¢) méné nez 3 divky.

Reseni. Povazujeme-li narozeni ditéte za nahodny pokus, pak studovanou nahodnou velici-
nou X je pocet divek v rodiné s 8 détmi.

Predpokladejme, ze ndhodné pokusy jsou nezavislé, tj. ze pohlavi diive narozenych déti
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neovlivni pravdépodobnost narozeni ditéte uréitého pohlavi pti dalsim ,pokusu®. Pak mi-
zeme nahodnou veli¢inu X povazovat za binomickou (urcuje pocet tispéchu (narozeni divky)
v n = 8 pokusech, pricemz pravdépodobnost tispéchu p = 0,49 je stejnd pro vSechny po-
kusy).

X ... pocet divek v rodiné s 8 détmi

X — Bi(n;p), tj. X — Bi(8;0,49)

Pravdépodobnostni funkce ndhodné veliciny X je pak dana

P(X =k)= (2) (0,49)(1 — 0,49)87% = (2) (0,49)%(0,51)8*.

Nyni mtzeme pristoupit ke hledani odpovédi na polozené otazky.

|
ada) P(X =3) = (2) (0,49)3(0,51)83 = % -(0,49)3(0,51)% = 0,23

V rodiné s 8 détmi jsou pravé 3 divky s pravdépodobnosti 0,23.
adb) k > 2; tj. k = 3;4;5;6;7;8

P(X>2)=P(X=3)+P(X =4)+P(X =5)+ P(X =6) + P(X = 7)+

8
+P(X =8)=)_ (2)0,49’“(0, 51)%k

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Vzhledem k tomu, ze tento vypocet je ponékud zdlouhavy, pokusime se hledanou pravdé-
podobnost najit pomoci pravdépodobnosti doplnku jevu X > 2.
PX>2)=1-P(X<2)=1-[PX=0+P(X=1)+P(X=2)]=
2 (8
=1-3 (k:)o,z19’6(0,51)8’c =1-0,16=0,84
k=0

V rodiné s 8 détmi jsou vice nez 2 divky s pravdépodobnosti 0,84.
adc) k < 3;tj. k=0;1;2
/8
P(X<3)=PX=0+PX=1)+PX=2)]= Z (k) 0,49%(0,51)% % = 0,16
k=0

V rodiné s 8 détmi jsou méné nez 3 divky s pravdépodobnosti 0,16.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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AZIRIN
Priklad 5.2. Mezi 200 vajicky uré¢enymi pro prodej v jisté maloobchodni prodejné je 50 " =
vajicek prasklych. Jaka je pravdépodobnost, ze vybereme-li si ndhodné 20 vajec, bude 8 ?::,/ '3«5
z nich prasklych? >
Resend. Jde o vybér bez vraceni (vybrané vajicko nevracime zpét), jednotlivé pokusy jsou D [y
zavislé. V PLZNI

Nadefinujeme-li ndhodnou veli¢inu X jako
pocet prasklych vajicek mezi 20-ti vybranymi,

pak ma tato ndhodna veli¢ina hypergeometrické rozdéleni s parametry: N = 200;
M = 50;n = 20.

X — H(200; 50; 20)

200 (celkovy pocet vajec)

v N
50 (pocet prasklych vajec) 150 (pocet dobrych vajec)

Vzorec pro pravdépodobnostni funkci hypergeometrického rozdéleni si nemusime pamatovat,
hledanou pravdépodobnost uréime z klasické definice pravdépodobnosti.
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Pocet vSech moznosti uréime jako C(200;20), nebot celkem vybirdme 20 vajec z 200

vajec (bez ohledu na poradi).
200
C(200;20) =
200:20) = (%)

Pocet priznivych moznosti uréime jako C'(50;8)-C(150;12), nebot mezi vybranymi 20-ti
vejei mé byt 8 prasklych, tj. vybirdme 8 prasklych vajec z 50-ti prasklych a zaroven 12 (20-8)

dobrych vajec ze 150-ti.
50 150
:8) - C(150;12) = .
C(50;8) - C(150;12) <8) (12>

s 50 150
p(x =g = L&) (i) 22'0(2)12) = 0,057.
20

Pravdépodobnost, ze mezi 20 vybranymi vejci je 8 prasklych je 0,057.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Priklad 5.3. Jaka je pravdépodobnost, ze aby padla na klasické kostce Sestka, musime
héazet

a) pravé 5x,

b) vice nez 3x.

Reseni. Povazujeme-li za ndhodny pokus hod kostkou (opakované hody tvoii Bernoulliho
pokusy), pak pocet hodu nutnych k 1. tspéchu (padnuti ,,6%) je geometrickou ndhodnou
veli¢inou X s parametrem p = 1/6 (pravdépodobnost tspéchu v kazdém pokusu).

()

Pravdépodobnostni funkce nahodné veliciny X je pak definovana jako
1 1 n—1 1 5 n—1
PX=n)==--(1-= ==-(= 1< .
( n) 5 ( 6) 5 ( 6) ,1Sn<oo
ada)

Pravdépodobnost, ze ,,6“ padne v 5. hodu ur¢ime pifimym dosazenim do vztahu pro prav-
dépodobnostni funkeci.

1 /5\>Y 1 /5\*
(X =5) ; (6) : <6) 0,080

Pravdépodobnost, ze poprvé padne Sestka v 5. hodu je 8,0% .

Pozndmka: v pripadé, Ze bychom hodnotu pravdépodobnostni funkce hledali pomoci soft-
waru, v nemz je geometrickd ndhodnd wvelicina definovdna jako pocet pokusiu pred prv-
nim uspéchem, museli bychom otdzku preformulovat. Hleddme-li pravdépodobnost, Ze sestka

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI
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-

padne v 5. hodu, je to totéz jako bychom hledali pravdépodobnost, Ze pred prunim padnutim ® . =
sestky musime hdzet 4 krdt. N Y

»
STRAY (.\}
4,
/05'4' 5 “\Q‘v
adb)

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

P(X>3) =P(X=4)4+P(X=5+...=
=1-P(X<3)=1-[P(X=1)+P(X=2)+ P(X =3)] =
=1-[p+p(-p)+p(1-p)°] =

1 1/5 1/5\2
a2 (2)+2(2) | 0,578
6+6(6)+6(6)] ’

Pravdépodobnost, ze poprvé padne sestka nejdiive ve 4. hodu je priblizné 0,578.

L

—q
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Priklad 5.4. Dle http://ksicht.natur.cuni.cz/serialy /detektivni-chemie/3 je pravdépodob- " =
nost vyskytu krevni skupiny A+ 35% . v polni nemocnici nutné potrebuji najit 3 dérce X '3«5
/0"4- ““\‘\

krve s touto krevni skupinou. Potencidlnich darct je dostatek, nikdo z nich vsak neznd
svou krevni skupinu. Jaka je pravdépodobnost, Ze pro nalezeni 3 darcu krevni skupiny A+,
budeme muset postupné vysettit D . ZArAootEsis

V PLZNI

a) pravé 10 potencidlnich dérci,
b) vice nez 9 potencidlnich dércu,
c) vice nez 7 a méné nez 12 potencidlnich darcu.

Reseni. Za ndhodny pokus budeme povazovat vysetieni jedné osoby (2 mozné vysledky - mé
krevni skupinu A+ (tspéch), nemé krevni skupinu A+). Definujeme-li ndhodnou veli¢inu
X jako

pocet osob, které musime vysetfit, chceme-li najit 3 darce s krevni skupinou A+,

muzeme X povazovat za negativné binomickou nahodnou veli¢inu.

X — NB(3;0,35)
Pravdépodobnostni funkce ndhodné veliciny X pak vypada takto:

n—1
3—1

n —

mxzm:( )

>(0,35)3(1-0,35)"—3:: ( 1)(0,35f%0,65)”_3;3 <n<oo.

Nyni muzeme pristoupit k hledani konkrétnich pravdépodobnosti.

ada) P(X = 10) = (3)(0,35)%(0,65)7 = 0,076.



http://ksicht.natur.cuni.cz/serialy/detektivni-chemie/3
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Pravdépodobnost, Ze pro nalezeni 3 darcu krevni skupiny A+ musime vysSettit pravé 10
potenciondalnich darci je 0,076.

adb) P(X >9)=1-P(X<9)=1- i ("51)(0,35)3(0,65)"~3 = 0,337.

n=3

Pravdépodobnost, ze pro nalezeni 3 darca krevni skupiny A+ musime vysSetfit vice nez 9
potencionalnich darci je 0,337.

11
ade) P(7< X <12) = > ("51)(0,35)3(0,65)" 3 = 0, 332.

n==8

Pravdépodobnost, Ze pro nalezeni 3 darct krevni skupiny A4 musime vysetfit vice nez 7 a
méneé nez 12 potenciondlnich darca je 0,332.
A

ZAPADOCESKA
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Priklad 5.5. V jisté nemocnici se prumérné 30 krat ro¢né vyskytne porucha srde¢ni ¢innosti
po urcité operaci. Predpokladejme, zZe se jednotlivé poruchy srdec¢ni ¢innosti po dané operaci
vyskytuji nezavisle na sobé, s konstantni rychlosti vyskytu. Urcete

a) pravdépodobnost, ze se v této nemocnici vyskytne pristi mésic pravé 5 téchto poruch,
b) pravdépodobnost, Ze se v této nemocnici vyskytne pristi mésic 2 a vice téchto poruch,
c) stfedni hodnotu a smérodatnou odchylku poctu téchto poruch béhem jednoho meésice.

Reseni. Nahodnou veli¢inu
X ... pocet vyskytu poruch srde¢ni ¢innosti béhem mésice (po dané operaci)

muzeme povazovat za nahodnou veli¢inu s Poissonovym rozdélenim. Jeji parametr At ur-
¢ime jako prumérny pocet vyskytu poruch srdeéni ¢innosti béhem mésice (stfedni hodnota
Poissonova rozdéleni je rovna At).

30
t =1 meésic = E(X) =\t = 5 =2,5= X — Po(2,5)
(A)*e M

P(X =k) = 0< k< oo

k!
ada) Pravdépodobnost, ze se v nemocnici vyskytne pristi mésic pravé 5 téchto poruch,
urc¢ime jednoduse dosazenim do pravdépodobnostni funkce.

(27 5)56_2’5t

P(X =5) = =~

= 0,067 = 6,7%

adb) Pravdépodobnost, Ze se v nemocnici vyskytne pristi meésic 2 a vice téchto poruch,
bychom museli uréit jako soucet pravdépodobnosti pro pocet vyskytu (k) od 2 do

o
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00. Proto pro vypocet pouzijeme v tomto pripadé pravdépodobnost doplnku daného
jevu.

: )\tk_’\t
P(X22)=1-P(X<2)=1-[P(X=0)+P(X = Z -

=1—[e72°+2,5e72%] =1—3,5¢72° = 0,713 = 71,3%

adc) Stfedni hodnota i rozptyl ndhodné veli¢iny X jsou rovny jejimu parametru, sméro-
datna odchylka je rovna odmocniné z rozptylu.

E(X)=D(X)=; M=2,50,=+/D(X)=1/2,5=1,6
V uvedené nemocnici dochazi k (2,5 + 1,6) poruchdm srdecéni ¢innosti (po uréité
operaci) mésic¢né.
A

m

2\ IsTRAvY,
G 'S \}
o TRA Q

%
Y, 5
70, i v “\Q‘v

L
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Spojita rozdéleni pravdépodobnosti

- resené priklady

Priklad 6.1. Vyrobce zarovek Edison vi, ze primérna zivotnost zarovek Edison je 10.000
h. v rdmci své propagacni kampané chce garantovat dobu 7T, do niz se nespali vice nez

3% zarovek. Uréete tuto dobu. (Pro modelovani doby zivota zarovek pouzijte exponencidlni

rozdéleni.)

Reseni. X ... zivotnost zarovky (doba do poruchy) mé exponenciélni rozdéleni.

e Urcime parametr .
E(X) = 10 000h.

X — Exp(\)
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2 TR
E(X) =3 = A=10"*h" - L] .
e Na zikladé zadané pravdépodobnosti najdeme dobu 7. P(X < T') =< 0,03 Q"%,:n:\@&s
F(T) £0,03
I =g "
08 L e D e
ln((), 97) g -\T v PLZNI

T < —1-1n(0,97)
T < —10*-In(0,97)
T = 304h.

Vyrobce muze tvrdit, ze vice nez 97% zérovek mé zivotnost delsi nez 304 hodin.




Spojita rozdéleni pravdépodobnosti - resené priklady 92

Priklad 6.2. Predpokladejme, ze doba do poruchy urcitého systému je modelovana Wei-
bullovym rozdélenim s linearni a rostouci intenzitou poruch a parametrem méritka © = 50.
a) Jakd je intenzita poruch systému po deseti hodindch bezporuchové funkce?

b)Jaka je pravdépodobnost, ze systém bude pracovat bez poruchy béhem pocatecnich 100
hodin?

Resend.

X...doba do poruchy, X — W (50; 3)
Hodnotu parametru tvaru § uré¢ime na zakladé poznamky, Ze intenzita poruch je linedrni a
rostouci. Obecny tvar intenzity poruch Weibullova rozdéleni je

A(t) = konstanta - t°71,
z ¢ehoz vyplyva, ze 5 = 2.
X = W(© =50;8=2)

ada) Hledanou intenzitu poruch uré¢ime dosazenim do vztahu

B

A(10) = 2271071 = 0,008

Intenzita poruch daného systému je po 10 hodinach provozu 0,008. Tj. pokud byl systém
po 10 hodin bezporuchovy, pak pravdépodobnost, ze v nasledujicim velmi kratkém casovém
intervalu At dojde k poruse, je 0,008At.
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adb) Pravdépodobnost, ze systém bude prvnich 100 hodin bezporuchovy, uréime pres jev .
N v v sz . . vz “ 94
opacny, jehoz pravdépodobnost udava distribuc¢ni funkce D)

t

Fit)=1-¢© t>0,0>0,8>0.
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100 1002

P(X >100)=1-F(100)=1-[1—e (0] =e (50 ) = ¢4 = 0,018

L

Pravdépodobnost, ze dany systém bude prvnich 100 hodin bezporuchovy je 0,018.
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2 TRE
Priklad 6.3. Urcete:
T7
a) ¢(0,54), NS
b) ¢(_2742)7 e
c) 20,75,

. ZAPADOCESKA
d) Z0725 D ’ UNIVERZITA
V PLZNI

Reseni. ada) Pifslusnou distribuéni funkci nalezneme v Tabulce 1 (piiloha Tabulky). V
prvnim sloupci je uveden argument distribu¢ni funkce s presnosti na jedno desetinné misto
(0,5), identifikdtor druhého sloupce udéva druhé desetinné misto argumentu (4).

¢(0,54) = 0,705
adb) Pro nalezeni distribuéni funkce zéporného argumentu musime pouzit prevodni vztah

d(2)=1—¢(—2); —o0<z<x©

V nasem ptipadé:

¢(_27 42) = 1- ¢(27 42)
1-0,992 (viz Tabulka 1)
0,008

< S
000
N
=~
[N )
S—
[

adc) Pro uréeni 100p%-niho kvantilu se musime pokusit najit p uvnitt tabulky a urcit pro
né pifslusnou hodnotu z,.

¢(2p = p)
V nasem ptipadé:
#(z075) = 0,75
2075 = 0,67 (viz Tabulka 1)
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add) v Tabulce 1 nalezneme hodnoty (50 az 100)%-nich kvantila. Pro nalezeni (0 az 50)%-
nich kvantili musime pouzit prevodni vztah mezi kvantily, ktery si timto odvodime:

B(2p) = p;Pp(21—p = 1 = p)
1- d)(zp) =1-p

¢(=2) = ¢(21-p)

—Zp = Z1—p

2,

ZAPADOCESKA
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V nasem ptipadé:
® 20,25 v Tabulce 1 nenajdeme.

® 20,25 = —Z1-0,25 = —X0,75

e Nalezneme zg 75.

d(20,75) = 0,75
20’75 = 0, 67

e Urcime 20,25-
20,25 = —20,75 = —0,67
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Priklad 6.4. Necht nahodna veli¢ina X modelujici odchylku sitky vyrobku od pozadované
hodnoty méa normélni rozdéleni se stfedni hodnotou 10 mm a smérodatnou odchylkou 5
mm.

Urcete:

a) F(7),

b) zo,75,

a) 20,30,

Vysvétlete prakticky vyznam nalezenych informaci.

Resend.
X — N(10;25) = p = 10;0% = 25

ada) Distribuéni funkei normélni ndhodné veli¢iny ur¢ime pomoci standardizace.

Flz) = ¢(555)

F0) = o 37) =000

F(7) = 1-¢(0,6)

F(7) = 1-0,726  (viz Tabulka 1)
F(7) = 0,274

Hodnota distribu¢ni funkce F'(7) udava pravdépodobnost, ze X < 7.

F(7) = P(X<7)
P(X<T7) = 0,274

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI




Spojita rozdéleni pravdépodobnosti - resené priklady 97

V nasem pripadé lze tedy tvrdit, ze pravdépodobnost toho, zZe odchylka Sitky vyrobku od
pozadované hodnoty bude maximélné 7mm, je 27,4 %.

adb) Postup pfi uréeni horniho kvartilu je nasledujici (opét vyuzijeme standardizace).

F(zo,75)

b 0,75—10
V25
1’0’75—10
V25
0,75
X0,75

0,75

0,75

0,67  (viz Tabulka 1)
5-0,67+ 10

13,35 = 13

Horni kvartil udava hodnotu ndhodné veli¢iny, ktera nebude pirekrocena s pravdépodobnosti

75 %.

F(zors) = 0,75

P(X<$0’75) = 0,75
P(X <13) = 0,75

Tzn., ze s pravdépodobnosti 75 % neprekroci odchylka sitky od pozadované hodnoty 13 mm.

adc) Ponékud odlisny postup musime pouzit pro nalezeni 30 % kvantilu:

#(

F(xo’go) = 0,30
macl0) — 0,30
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Zavedeme-li substituci y = xo\’;;—;o = m°’35710, pak ¢(y) =0, 3.

V této chvili vSak jesté pro nalezeni y nemuzeme pouzit Tabulku 1, protoze v této tabulce
jsou uvedeny pouze hodnoty distribu¢ni funkce od 0,50 do 1,00. Vyuzijeme toho, ze ¢(—
—y) =1 — ¢(y) a rovnici upravime do vhodnéjsiho tvaru.

oy) = 0,30
1—9¢(y) = 1-0,30
¢(_y) = 0,7

Nyni muzeme Tabulku 1 pouzit pro nalezeni (—y).
(—y) = 0,525 (viz Tabulka 1)

Zpétnou substituci ziskame hodnotu zg 3.

(—‘“’%‘10) — 0,525

z03 = —5-0,525+10
o3 = 7,375i7

30 % kvantil uddva hodnotu ndhodné veli¢iny, kterd nebude prekro¢ena s pravdépodobnosti

30 %.
F(xo’g) = 0, 3
P(X < wo,g) = 0,3
P(X<7) = 0,3
Tzn., Ze u cca. 30 % vyrobku bude sifka vyrobku vétsi nez pozadovand hodnota o méné nez
7mm.
A
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VIRV
Piiklad 6.5. Stanovme pravdépodobnost, Ze ndhodn4 veli¢ina X majici rozdéleni N (u, 0?) v 5
bude mit hodnotu z intervalu (u — k - o; u + k - o) pro dané kladné k. "*:,-,// ‘&5’
/0"‘ ““\‘\
Reseni. Pro k > 0:
D b S
ko)— —ko)— V PLZNI
P(p—ko < X < p+ko) = F(u+ ko) — F(u — ko) = p(hol=sy _ g(luzkolmn )

= o(k) — p(=k) = ¢(k) - [1 - ¢(k)] =2-o(k — 1)

Hodnoty této pravdépodobnosti pro nékteré hodnoty k uvadi Tab. 6.1 a Obr. 6.1.

Tab. 6.1: Pravdépodobnost vyskytu realizace normélni ndhodné veli¢iny v intervalu (u — ko; p +
+ ko)(k=1,2,3)

k P(u—ko <X < pu+ko)
1 0.682
2 0,954
3 0,998
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113,6% | 34,1% | 341%) 13,6% 0106

u—30 u—20 pu—0oc pu p+o u+2c pu+3c

Obr. 6.1: Pravdépodobnost vyskytu realizace normaln{ ndhodné veli¢iny ve zndzornénych intervalech

A
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Priklad 6.6. Necht X je ndhodna veli¢ina s logaritmicko-normalnim rozdélenim s parame-
try: u=2; 0?=9.

Urcete:

a) pravdépodobnost, ze ndhodnd veli¢ina X je z intervalu (0;30),

b) medidn dané ndhodné veli¢iny,

¢) stfedni hodnotu a rozptyl ndhodné veli¢iny X.

Resend.
X — LN(2;9)
ada) Pravdépodobnost, ze ndhodna veli¢ina X je z intervalu (0;30) mtzeme urcovat rovnéz

jako pravdépodobnost, ze ndhodna veli¢ina X je mensi nez 30, nebof logaritmicko-normalni
nahodnd veli¢ina muze nabyvat pouze kladnych hodnot.

Pripomenme si vztah pro urcovani distribuc¢ni funkce logaritmicko-normalni ndhodné veli-
Ciny.
Inz—p
F(X) = ( 0' ), >0
0, =0

A nyni jiz prejdéme k urceni hledané pravdépodobnosti.

P(0 < X < 30) = F(30) — F(0) = ¢(l”?:/0§—2) —0=¢(0,47) = 0,681

nebo

P(0 < X < 30) = F(30) = ¢(’”§’§—2) = ¢(0,47) = 0,681

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI




Spojita rozdéleni pravdépodobnosti - resené priklady 102
adb) Pro urceni medidnu muzeme pouzit vztah pro 100p% kvantil.
Tp = et toTp
20,5 = 0 (viz Tabulka 1)= x5 = V(9 — g2 = 7,4.
adc) Stfedni hodnotu a rozptyl uré¢ime na zékladé vyse uvedenych vztaht.
4122 242 3
EX=et"72 = EX =e""2 =e2 =665,1
DX = e20%(e7” — 1) = DX = e2219(e? — 1) = 3,6 - 102
A

o
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