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Predmluva

Vyslednou podobu téchto skript ovlivnili mnozi z nasich uciteld, kolegu i studenti. Vsem
jsme jim upfimné vdécni.

Ctenafe prosime o shovivavost a sdéleni vSech pfipominek.!

Tento i ostatni v rdmci projektu Matematika pro inZenyry 21. stoleti pripravované vyukové
materidly lze najit na strankach http://mi21.vsb.cz/. Podivejte se na né!

V Ostrave, v 1été 2012 Jifi Bouchala a Petr Vodstréil

'"VEechny piipominky (vyhrady, komentafe, doporudeni, vyhruzky a dary) zasilejte (prosime) na nase
e-mailové adresy: jiri.bouchala@vsb.cz, petr.vodstrcil@vsb.cz
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Kapitola 1
Rady (realnych) &isel

1.1. Soucet a konvergence cCiselné rady
Definice 1.1. Radou (redlnych ¢isel) rozumime vyraz

o
a)+ag+---+ap+... =Zan,
n=1

kde pro kazdé n € N je a,, € R.?

“Tzn. Ze (an) je posloupnosti redlnych cisel.
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Rady (redlnych) ¢&isel 6

Cislo a,, nazyvame n-tym Elenem fady (1.1), posloupnost (s,) definovanou piedpisem

n
sn::a1+a2+---+an:Zak
k=1

nazyvame posloupnosti ¢astecnych souctu rady (1.1).
Existuje-li limita

s := lim s, € R*,

nazyvame ji souctem fady (1.1) a piseme *
[ee)
E an = S;
n=1

o0
je-li navic s € R, fikdme, Ze fada (1.1) konverguje. Neméa-li fada Y. a, soucet,” nebo je-li
n=1

o0
> ap € {400, —o0}, nazyvame (1.1) divergentni fadou.
n=1

oo
?Zde neptrehlédnéme, ze symbolem » a, znaéime Fadu i jeji soucet, tj. ¢islo! Ale nebojme se, z kontextu
n=1
bude vzdy jasné, o které z téchto dvou moznosti pravé mluvime.

*Tim rozumime, Ze lim s, neexistuje.
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Rady (redlnych) cisel

Priklady 1.2.

1) N
1+2+34... = Z n =400 ... divergentni (aritmetickd) rada.
n=1
n(n+1)
(sn = ——— — +0 )
2
2)
o0
L+ (1) 1+(-1)+... = Z:(—l)r”rl ... divergentni fada (nemd soucet).
n=1

( 0, je—linsudé,>
Sp =
1, je-li n liché.
Zde pozor na umisténi zavorek. Plati totiz:
1-H)+(1-1)+(1-1)+... =04+04+0+... =0,
14+ (-14+1)+(-14+1)+... =14+040+... =1.

3) Soucet (geometrické) rady

o0
l+g++... =) ¢,
n=1
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Rady (redlnych) ¢&isel 8 Py 5 0

VRN
kde g € R, existuje pravé tehdy, je-li ¢ > —1, a plati pro néj . o7
= g
NI
— a1 +00, jeliqg 21, s
Z q = 1 @ T
o g’ Je—h —1< qg < 1.
ZAPADOCESKA
D ’ UNIVERZITA
V PLZNI

( n, je-li g =1, )
S = —ag™ . .
! 11qu, je-li g # 1.

= +00 ... divergentni (tzv. harmonickd) rada.

S|

1 1 >
14+ =+~ :§
5 2

(Pokuste se dokézat uvedenou rovnost pomoci (ziejmé platiciho) tvrzeni

1 1 1 1 1
Vk e N: _2_<2k+1_2k>:
2k+1+2k+2+2’€+3+ t ok = gE

N =
N

o
Véta 1.3 (Nutnia podminka konvergence). Konverguje-li tada »_ ay, je lima, = 0.
n=1

Diikaz. Podle predpokladu pro posloupnost ¢dstecnych souéti (tj. pro posloupnost s, :=

n
= > ag) plati
k=1

s:=lims, € R (!),
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VIRV
1849
a proto
. o B o i L A\ <
lima, = lim(s, — sp,—1) =lims, —lims,—1 =s—s=0. ) 75
/05';1' ““\Qﬁ
O
N3 A CESKA
Pifklady 1.4, D e
V PLZNI

(—1)"n? diverguje, protoze lim(—1)"n?

(18

1)

neexistuje.

n=1

oo

2) Y n? diverguje, protoze lim n? = +oo.
n=1
(0.)

3) Z_:l % diverguje, a to presto, ze lim% =0.

3

(Tvrzeni 1.3 tedy nelze obratit!)

- [e.°]
Véta 1.5 (Bolzanova—Cauchyho podminka). Rada Y a, konverguje privé tehdy,
n=1
plati-li
(V€€R+) (Ing € N) (Ym,neN; ng Em < n): ’ Z ak‘ < e.

Diikaz. Véta je snadnym duisledkem znamého tvrzeni, ze redlna posloupnost je konvergentni
pravé tehdy, je-li cauchyovskd, a pozorovani, ze vyse uvedend podminka je ekvivalentni




Rady (redlnych) ¢&isel 10

n o0

s tvrzenim, Ze posloupnost s, := > ai ¢dsteénych souctu fady > a, je cauchyovska, tzn.

=il n=1

(Ve € RY) (3ng € N) (Vn,m € N; n,m Zng) : |sp, — sm| < e.

o0 o0
Véta 1.6. Konverguje-li rada ) |a,|, konverguje i tada Y a,.
n=1 n=1

Dikaz. Nejdiive definujme (pro kazdé n € N):
+ 1 >
a,; := max{an,0} = §(|an\ +ay) 20,

_ 1
a,, := max{—a,,0} = §(|an| —ap) = 0;
syo=af +a3 +-+ap,

n

=a; tay +---+a,.

Mame dokazat, ze posloupnost ¢astecnych souctu

R
Y IsTRavY, 7
&, O
%, &
0"4' ““\‘\

&
S

-

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

A4




Rady (redlnych) ¢&isel 11

je konvergentni, tzn. ze ma konecnou limitu. K tomu staci ukazat, ze jsou konvergentni
posloupnosti (s;7) a (s;). Obé tyto posloupnosti jsou vsak zfejmé neklesajici a diky pred-

n
pokladu
o)
Z lan| =:s €R
n=1

a vztahum

D =

o0
st =af +af +-+af Sla|+agl+- +lan| D lan| =5,
n=1

o0

spo=ay +ay +-ta, o]+ ool +-+lan| D lan| =,

n=1

které plati pro kazdé n € N, i shora omezené. Jejich konvergence tak plyne ptimo ze zndmého
tvrzeni o limité monoténni posloupnosti. ! O

1Véta o limité monoténni posloupnosti.
Je-li posloupnost (an) neklesajict, je

lim o, = sup {a, : n € N}

Je-li posloupnost (Br) nerostouct, je

lim B, = inf {8, : n € N}

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
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(ee] oo
Definice 1.7. Konverguje-li fada Y |a,|, fikdme, ze (konvergentni!) fada Y a, A <l
=1 =1 < &
" 00 00 " X s
konverguje absolutné. Konverguje-li fada ) a, a souasné rada ) |a,| diverguje, na-
n=1 n=1
oD & o , o @ ZAPADOCESKA
zyvame »  a, neabsolutné konvergentni radou. P univerzia
V PLZNI
n=1

oo
“Vsimnéme si, ze soucet fady Y, |an| existuje vidy (odpovidajici posloupnost ¢dstecnych souctu je
n=1

neklesajici), mize byt vSak roven +oo.

Priklady 1.8.

18

1)

(=1)"1 .. neabsolutné konvergentni fada.
1

3
Il

(Dtikaz bude proveden pozdéji pomoci Leibnizova kritéria.)

18

2) (1)1 ... absolutn& konvergentni fada.

1

3
Il

(Dtkaz bude proveden pozdéji pomoci integralniho kritéria.)

1.2. Kritéria absolutni konvergence
Umluva. Napiseme-li

»V(n) plati pro vSechna dost velkd n € N¢,
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rozumime tim, Ze

»(3no € N) (Vn e N, n 2 ng) : V(n)“.

(o ] (0.0
Véta 1.9 (srovnavaci kritérium). Necht > a, a > b, jsou takové tady, Ze
n=1 n=1

i) |an| = by, pro vSechna dost velkd n € N,

o0
ii) > by, konvergugje.

n=1

o0
Pak > ay, konverguje absolutné.
n=1

o0
Dukaz. 7 predpokladi plyne, ze posloupnost ¢asteénych soucti fady > |a,| je shora ome-
n=1

zena, a protoze je — jak jsme si jiz uvédomili diive — navic neklesajici, ma kone&nou limitu.
o0
Touto limitou je Y |an|. ! O
n=1
Priklad 1.10.
n 1977
n=1

!Ctensr by si mél predlozeny dikaz, pokud mu neni zcela jasny, rozepsat a rozmyslet podrobné!

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
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konverguje absolutnég, protoze pro kazdé n € N plati I!,!I

Y IsTRaNY, 7
o (LY
n 1977

S 1 n 4‘4,/0#4. ““\‘é’.\'
— \ 1977
9 1 \7 . P o, T2\ 2 1
a Y (1g7) Je konvergentni (geometrickd) fada (—1 < ¢ := 5 < 1).

ZAPADOCESKA
n=1

UNIVERZITA
V PLZNI

L

Pozorovani (a ziejmy duasledek véty 1.9.)

o o
Necht > a, a > b, jsou takové tady, ze 0 < a,, < b, pro vsechna dost velkd n € N a ze

n=1 n=1
&S o0
> an = +o00. Potom plati > by, = +oo.

n=1 n=1

P¥iklad 1.11.
> In(1966 In(1966 + n)

n=1

diverguje, protoze plati

In(1966 + n)

~ (pro kazdé n € N)

o
A
S|
A

o0
’ 1 _
a navic § 15 = +00.
n=
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Dikaz. .
“ 0, 7
%,

O
%, <

STRAVY,
Ckj ““\‘\*’

=

a) Nejdrive dokazme tvrzeni i).

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

|a1] + faz| + -+ - + |ano| + lang+1] + [ane+2| +-.. =

L

< Jaa| + Jaz| + - + [ang—1| + |ang| + qlang| + ¢lang| + ... =

= lar] + laz| + - + lang1| + lang |1 + g+ ¢* +... ) =

oo
= 1] + las| + -+ + |ang—1] + lane| Y ¢" " =
n=1

1
= |a1| + |ag| + -+ + |ang_1| + |an0|1—_q < +o00.

b) I dukaz tvrzeni ii) je snadny. Z predpokladu

an+1
Qp

> 1 pro vSechna dost velkd n € N

plyne, ze

(Gno e N)(Yn €N, n 2 ng): |ant1| 2 |an| >0,



Rady (redlnych) cisel

a proto
(Hno € N) (Vn eN, n2 n(]) : |an| 2 |an0| > 0.

= o

o0

Odtud lze snadno usoudit, Ze neplati nutnd podminka konvergence fady > ay, tj.

. o0
tvrzeni lima,, = 0 (viz vétu 1.3). Rada ) a, diverguje.
n=1

Snadnym dusledkem véty 1.12 je nasledujici véta.

Véta 1.13 (limitni podilové (d’Alembertovo) kritérium).

i) Je-li
lim [ 2241 < 1,
Qnp,
o0
konverguje tada Y a, absolutné.
n=1
i) Je-li
lim [ 22| > 1,
Qn,

o
tak tada Y a, diverguje.

n=1

n=1
ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Diikaz. .
“ 9STRAVY, 7
NS
/0"4- ““\‘\

a) Nejdrive se podivejme, pro¢ plati tvrzeni i). Zvolme (libovolné)

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

an+1

L

q € (lim

,1) C (0,1).
n
Pak zfejmé plati
Gn+1
Qan

< ¢ pro vsechna dost velkd n € N,

a dokazované tvrzeni proto plyne piimo z jiz dokdzaného tvrzeni i) véty 1.12.
b) Dukaz tvrzeni ii). Je-li
An+1
%9

lim

>1,

je

an+1
Qp

=1 pro vSechna dost velkd n € N.

o0
Dokazovand divergence fady Y a, tak plyne pfimo z tvrzeni ii) véty 1.12.
n=1
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Priklady 1.14.

1)

ZAPADOCESKA
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2
(=) g—n konverguje absolutné,

A4

n=1

protoze

n+1)2 1

3n+1
— =< 1.
n2 3

2
(=1)" 5=

Wl

‘ (_1)n+1 (n+1)2

2)
E W diverguje,

n=1

protoze

n! 10

(n+1)!
TonFT 1 1)! 1
o= 10 n! 1

o0
3) Pozor! Pii vySetfovani konvergence fady % se podilové kritérium nehodi, protoze
n=1
n
n+1

— 1.

1>

1
n+1
1
n
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o0

Véta 1.15 (odmocninové kritérium, Cauchyho). Uvazujme tadu ) ay. Pak plati
n=1

tato turzeni:

i) Existuje-li ¢ € (0,1) takové, Ze

Van| £ g pro vsechna dost velkd n € N,

o0
tak tada Y a, konverguje absolutné.
n=1

ii) Je-li pro nekonecné mnoho n € N
vV |an| 21,

o0
tak tada Y a, diverguje.

n=1
Diikaz.
a) Nejdiive dokazme tvrzeni i). Z predpokladu plyne, zZe
lan| £ ¢" pro vsechna dost velkd n € N

o0

a ze fada ) ¢" konverguje (jednd se o geometrickou fadu s kvocientem ¢ € (0,1)).
n=1

Dokazované tvrzeni proto plyne ze srovnavaciho kritéria (viz vétu 1.9).

o

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI
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VRN
1849
b) Nyni dokazme tvrzeni ii). Z predpoklada plyne, Ze pro nekoneéné mnoho n € N plati
> v ;v T _ . , v , ’ Y 7
lan| = 1. To vsak znamend, Ze neplati lima, = 0, tj. neni splnéna nutnd podminka D) 7S
0o 0 g gws
konvergence fady Y a, (viz vétu 1.3). Proto fada ) a, diverguje.
n=1 n=1
= D o
V PLZNI
I tato véta ma svou ,limitni“ verzi.

Véta 1.16 (limitni odmocninové (Cauchyho) kritérium).

i) Je-li
lim Y/]an| <1,
o0
konverguje Tada ) a, absolutné.
n=1
ii) Je-li

lim %/|an| > 1,

o
tak tada Y a, diverguje.

n=1
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Diikaz. .
“ 9STRAVY, 7
NS
/0k4- ““\‘\

a) Dukaz tvrzeni i). Zvolme (libovolné)

q€ (hm R/ |an), 1) C (0,1).

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

L

Pak zfejmé plati
V]an| < ¢ pro vSechna dost velkd n € N.

Dokazované tvrzeni plyne z prvni ¢asti véty 1.15.

b) Dukaz tvrzeni ii). Je-li

lim V/|an| > 1,

je
YV |an| 21 pro vSechna dost velkd n € N,
a proto
Y/ |an| 2 1 pro nekoneéné mnoho n € N.
o0
Dokazovand divergence fady > a, tak plyne pfimo z tvrzeni ii) véty 1.15.
n=1
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Priklady 1.17.

1)

protoze

protoze

n
) konverguje absolutné,

- <1

2n +1 n_2n+1 2
3n—1

= —
3n—1 3

n

E 1093 diverguje,

n=1

o 2 2 —2>1
\/ 1993 = - 1993 :
n (%/n)

23 o
R
57

S
<

‘ e 94 »
) STRAN
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0k4- ““\‘\

&
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o0
3) Pozor! Ani odmocninové kritérium nadm pii rozhodovani, zda fada > 1 konverguje,

nepomuze. Plati totiz (pro kazdé n € N, n > 1)

n
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VRN
o0

Véta 1.18 (Raabeovo kritérium). Uvazujme tadu Y, a,. Pak plati tato tvrzeni: A <tk

n=1 %%“““@9

i) Existuje-li ¢ > 1 takové, Ze
a ZAPADOCESKA
n (1 — |t > = q pro vSechna dost velkda n € N, D > 3':1";‘"?1":
Aan,

o0
tak Tada Y a, konverguje absolutné.

n=1
n<1—

o0
tak rada Y a, nekonverguje absolutné (tj. tato rada bud konverguje neabsolutné, nebo
n=1

diverguje).

ii) Je-li
An+1
Qn,

) <1 pro vsechna dost velkd n € N,

Dukaz.

a) Nejprve dokazme tvrzeni i).
Z podminky n (1 —

an41
an

) = q plyne n(|ap| — |an+1]) 2 qlan|. Pfedpoklddame tedy, ze
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AZIRINA
1849
existuje ng € N takové, ze pro kazdé n € N, n > ng, plati \ o7
%4'/ '3“5.
G \)
10(|ane| = lang+11) Z glangl, L

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

(no + 1)(|ang+1] = |ang+2]) 2 glang+1l, D

n(lan| — |ant1]) 2 qlan|.
Sectenim téchto nerovnosti dostaneme
no|ang| + (lang+1| + -+ 4 lanl) — nlant1] 2 glany| + q(lang1] + - - + lanl),
odkud snadno odvodime
(¢ =D (lang1] + - + lan|) = nolany| — nlani1] = glany| = nolan|-

Vzhledem k tomu, ze ¢ — 1 > 0, dostaneme

nola .,
M pro kazdé n € N, n > ng.

‘ano—i—l' P 000 o ‘anl g

o

Vidime, ze posloupnost ¢asteénych soucti fady ) |a,| je shora omezend, a proto fada
n=1

(o.)

> ay konverguje absolutné.
n=1

b) Nyni ukazme, pro¢ plati tvrzeni ii), tj. pro¢ (jsou-li splnény uvedené predpoklady) fada

58]
> |ay| diverguje.

n=1
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2 TR
1849
Podminku n (1 — [#211) < 1 lze psat ve tvaru |2 > 1 — % = ”T_l Predpokldddme ¢ 5
® o N\ IsTRAVY, &
tedy existenci ng € N, ng = 2, takového, ze pro kazdé n € N, n = ng, plati
Ano+1 > nog — 1
= 9
g no D b o
V PLZNI
an0+2 > nO

= bl
(ng+1 ng + 1

Ap+1 n—1

v

an n

Vynésobime-li vySe uvedené nerovnosti (jsou to nerovnosti mezi kladnymi ¢isly), dosta-

neme
nog — 1

bl

Gp41

1AV

Qng n

a proto

1
lan+1]| 2 |ang|(no — 1)5 pro kazdé n € N;n 2 nyg.

o0 oo o0
Odtud a z divergence harmonické fady Y. & vyplyva, ze fada Y. [an+1] (atedyi > [an|)
n=1 n=1 n=1

diverguje (viz dusledek véty 1.9).
([

Nasledujici véta je snadnym dusledkem véty 1.18.
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Diikaz. Diikaz lze provést podobnym zptisobem jako u véty 1.13. Pfenechme jej proto zcela
pilnému ctenari. O
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VIR
Piiklady 1.20.
i/ v7
% S
00 4"’% >

1) Rada # konverguje, neboft

n=1
3 e
hmn 1-— el = hmn 1 — n— = D V PLZNI
Qn (n + 1)3
_n((n+1)3-n3) 3nd +3n%+n
=1 =l =3>1
o (n+1)3 B 32 + 30+ 1
5 — _(2n)!
2) Rada T2 je divergentni, nebot
n=1 )
2 2)(2 1
limn{1-— o4} _Jimn (1 - (2n+2)@n+1) =
an 4(n +1)2
2n +1 n 1
=i 1l—— | =1 =-<1.
lm”( 2(n—|—1)> M ont2 " 2
O konvergenci této fady bychom podilovym kritériem nerozhodli, protoze
1> Intl| 1.
an,

Véta 1.21 (integralni kritérium). Necht funkce f : R — R je nerostouci na intervalu
(1,400) a necht pro kazdé n € N plati, Ze |a,| = f(n).
o

Potom rada Y a, konverguje absolutné prdave tehdy, konverguje-li nevlastni integrdl
n=1

[T f(z) dw (tzn. ezistuje-li konecnd limita clgglo J{ f(z)dz.)
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Diikaz. Nejdiive pro kazdé n € N definujme

n

Sp 1= Z la|

k=1

a vSimnéme si, ze existuji limity '

o)
lims, = Z lan| € RY,

lim f —hm/f d:c—/ f(z)dx € R*.

Cc— 00

Mame vlastné dokézat ekvivalenci

Z|an|<+oo<:)/ f(z)dx < 4o0.

n=1

7 predpokladi plyne’

n n n+1 n+1 n+1
=l =Y £ 2 [ fl@)do2 3010 = Y foud = s -
k=1 k=1

k=2 k=2

Odtud limitnim prechodem (n — co) ziskdme nerovnosti

0o 0o 00
S Janl z/l F@)dz 2 S Jan] — Jaal,
n=1 n=1

LOtézka Gtenéfi: , Pro¢ existuji?“
27de je uziteéné nakreslit si obrazek!

AZIRENA
1849
T\ ISTRAYY 7
%) &
/05'4' ““\Qﬁ
ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
v PLZNI

|aa|.
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z nichz jiz snadno plyne dokazovand ekvivalence (1.2).
Priklady 1.22.

1)

o~ (=1)"
Z 5— konverguje absolutné,
n=1

n
protoze
* 1 17>
/ —dz = [——] =0—-(-1)=1<+4o00
1 X x 1
2)
1
Z — diverguje,
n
n=1
protoze
<1
/ —dz = [Inz]|° = +00 — 0 = +o0.
1 x
o [e.e]
(Ctenér by si mél rozmyslet, pro jakd o € R konverguje fada )
n=1

1

ne’

)

&
S

57

S
<

‘ e 94 »
) STRAN
% v
0[(4- ““\‘\

=

2,

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L




Rady (redlnych) ¢&isel 31

1.3. Kritéria (neabsolutni) konvergence

Mozné bude uzitecné upozornit ¢tenare uz ted, ze v literature bézné uzivany termin ,kritéria
neabsolutni konvergence“ je ponékud matouci. V nasledujicich vétach se netvrdi, ze pri-

slusnd rada (za jistych pfedpokladil) konverguje neabsolutng, ale pouze to, Ze konverguje.

Nejdiive si uvedme kritérium tykajici se konvergence tzv. alternujicich fad (to jsou fady,
jejichz ¢leny pravidelné ,stiidaji znaménka“).

Véta 1.23 (Leibnizovo kritérium). Necht (a,) je monoténni posloupnost definovand
na N a takovd, ze lima, = 0.“ Potom rada

(e.o]

a1—a2+a3—a4+'-~=2(—1)"+1an

n=1

konvergugje.

?Vsimnéme si, Ze pro monoténni posloupnost (a,) s nulovou limitou plati jedna z moznosti:

i) Vn eN: 0 < any1 < an,
ii) Vn e N: 02 ant1 2 an.

Drikaz. Predpokladejme napriklad, ze
VneN: 0= api S ap,

a vyberme z posloupnosti

Sp = Z(—l)k‘HQk

k=1

@:

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

31. strana ze 91

5
"l

Zavrit dokument

l Cels obrazovka/Okno
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2 TR
¢asteénych souctu zkoumané fady posloupnost lichych (vyjma prvniho) a posloupnost sudych . @ o7
¢lenti. Tzn. uvazujme posloupnosti SN '
S
Sy i= Sop+l, Spi= Son.
Protoze diky pfedpokladu ii) vime, Ze pro kazdé n € N plati D [
V PLZNI

* *
Spi1 = 5243 = S2p41 — G2n42 + G243 = Sopq1 = Sp,

kok kok
Spr1 = S2n42 = S2p + Q2n41 — A2n42 = Son = Sp,

existuji limity:'
lims) € RU{—o0},
lim s}* € RU{4o0}.
Navic ale diky predpokladu iii) plati, ze

lim(sy, — s) = lim(s2p4+1 — S25) = limagy41 = 0,

a proto
lims; =lims)* =:s € R!
Odtud jiz snadno plyne (¢tenér si laskavé promysli sam!), ze

o0
(-1)"*a, =lims, = s € R,

n=1

coz jsme méli dokazat.

Viz Vétu o limité monoténni posloupnosti.
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Priklad 1.24. Rada
(@7
1 1 1 & &

oo
1
_ 2 : +1
—§+§—Z—|—... = (—1)” E ’4'/0“““\@‘*’
n=1
je neabsolutné& konvergentni, protoze plati: D
ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
. 1 1 V PLZNI
s o1
o lim ; = 0;

Véta 1.25 (Dirichletovo kritérium). Necht (a,,) je monoténni posloupnost definovand
oo

na N, pro niz plati lim a, = 0, a necht posloupnost édstecnych soucti rady » b, je ome-
n=1

[e.°]

zend. Pak je rada ) apb, konvergentni.
n=1

Dikaz. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze posloupnost (a, ) je nerostouci (v pripadé
neklesajici posloupnosti by stacilo uvazovat posloupnost (—ay)). To (vzhledem k podmince
lima,, = 0) znamend, ze a, = 0 pro kazdé n € N. Déle z predpokladu vyplyvd, Ze pro

posloupnost
n
Sp 1= Z b
k=1
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(0.0]
¢astecnych souctu fady > by, plati

n=1
(3t eRY) (Fn eN) : |sp| S k.
o0
Nyni ukdzeme (coz diky vété 1.5 staci), ze pro fadu Y a,by, plati Bolzanova—Cauchyho
n=1

podminka

n
(V6€R+) (Inp € N) (Ym,n € N; ng < m <n): ‘ Z akbk‘<5.
k=m-+1

Bud € > 0 déno. Z predpokladu lim a,, = 0 vyplyva, ze

€
(3ng eN) (Yn e N; n 2 ng) : ap = |an| < %
n
Zbyvé dokédzat, ze pro kazdé m,n € N, ng < m < n, plati ‘ > akbk‘ < e.
k=m-+1

A to lze udélat pfimym vypoctem:

|am+1bm+1 +-+ anbn‘ = ’am—l—l(sm—l-l - Sm) +-+ an(sn - 3n—1)| =

= | — Qm+1Sm + (am+1 - am+2)5m+1 G ocep (an—l - an)sn—l oy cLnsn| §
é am+1|5m| oy (am—i—l - am+2)|8m+1| P oo aF (an—l - an)|5n—1| = an|3n| é
é kamy1 + k(am—l—l - am+2) TP oo IF k(an—l - an) + kap = 2kam 11 <e.
|

&
S

o

(B

AL <2
@ &
2 <
Cy, i ““\‘\

L

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Poznamka 1.26. Véta 1.23 je nyni jednoduchym disledkem véty 1.25. Staci totiz volit

b e n+1 . Y v oz v v, o ™ Y 7

n i= (—1)"T1. Je jasné, ze posloupnost ¢astecnych souctu rady D 75
/0"4- ““\‘\

o0 o0
Y b= ()M
== D p Ziosostem

V PLZNI

je pak omezena.

Pi#iklad 1.27. Rada

o0 o
Z S n
no{
n=1

je konvergentni pro libovolné o > 0, nebot posloupnost (nia) je monoténni a konverguje

[e¢]
k nule a fada Y sinn mé omezenou posloupnost ¢asteénych souctit! (viz vétu 1.25).
n=1

Véta 1.28 (Abelovo kritérium). Necht (a,) je monoténni omezend posloupnost defi-

o0 o0
novand na N a necht tada Y, b, konverguje. Pak je konvergentni ¢ tada »_ anby,.
n=1 n=1

! Tento fakt neni tplné trividlni. Ctendf si mize (napf. matematickou indukci, popf. pomoci komplexnich
¢isel) dokazat, ze pro kazdé n € N plati

+1 . n

n sin 2+l gin 2 1
D = E sink:#, a proto |s,| £ —.
b1 Sln§ 31115
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Diikaz. 7 predpokladi véty plyne, Ze existuje kone&na lima, =: a. Pro kazdé n € N
definujme
ay = ap — a.
o0
Pak posloupnost (a}) je jisté monoténni a konverguje k nule; navic, protoze je fada Y by,

n=1
konvergentni, je posloupnost ¢astecnych souctu této rady omezena. Odtud a z Dirichletova

o
kritéria (viz vétu 1.25) plyne, Ze je fada ) ayb, konvergentni.
n=1

(o]
A dél je to snadné, protoze pro posloupnost (s,) ¢astecnych souctu fady Y a,by, plati
n=1

n

n n n o [e.e]
Sni= Y agbp =Y (af+a)bp = ajbp+ad by — Y afbp+ad b €R,
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

k=1

Priklady 1.29.

1) Rada

o0 .

sinn

Z (arctg n —a)

n=1 n
je konvergentni pro libovolné o > 0. V prikladu 1.27 jsme totiz ukazali konvergenci rady
o .
> 25t Déle je ziejmé, ze posloupnost (arctgn) je monoténni a omezend. Tvrzeni tak

n=1

plyne ptimo z véty 1.28.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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o0
2) Je-li > b, libovolnd konvergentni fada, tak je (viz vétu 1.28) konvergentni i fada A\ !. 7
n=1 SR ZTRAE 7S
Zl == by, nebot posloupnost (T) je monoténni a omezena.
n=

L

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI
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1.4. Nékolik poznamek nakonec
AL\ A
; . ] . 0o g ’/0“. ““\“x
Poznamka 1.30 (k odhadu zbytku fady). Uvazujme fadu ) a, a n € N. Radu
n=1
o0 > ZAPADOCESKA
ap+1 +apy2 +apyg+ ... = Z ag VPNl

k=n+1

o)
nazyvame zbytkem fady Y. a, po n-tém élenu.
n=1
Casto je uzitecné odhadnout (pro konvergentni fadu) soucet tohoto zbytku. > To vsak
nemusi byt snadné. Zde si — pro ilustraci — alespon uvedme, ze naptriklad pti splnéni pred-

pokladti Leibnizova kritéria pro kazdé n € N plati®

0o n 0o
Z(_l)n—l—lan _ Z(_l)k+1ak _ Z (_1)k+1ak § |an+1|‘
n=1 k=1 k=n+1

(Muzete se pokusit odhadnout zbytek fady i ,za situace z nékterého z ostatnich kritérii“.)

!Symbolu i an“, kde 1 < a € N, se uziva i pro oznaceni ,celych* fad, nejen pro oznaceni zbytku jisté
fady (koneckonnc:‘iazbytek fady je ,celd“ fada). Ctenaf urcité nebude mit problém porozumét, jaké fady
jsou minény, napiseme-li — napriklad — i ﬁ, io: 1““;7;”), e

2Neptehlédnéme ziejmé tvrzeni: e e

Rada konverguje prdvé tehdy, konverguje-li jeji zbytek po n-tém clenu.

3Ctenéf by mél povazovat za véc cti, ze si pisluiny odhad dokaze.
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Poznamka 1.31 (k prerovnavani rad). Je-li zobrazeni

e definované na celém N,
® prosté,

e na (tzn. ze p(N) = N),

rikame, ze rada

o0
vznikla prerovnanim rady > ay.

n=1

p: N—>N

D apm)
n=1

L]

IsTRANY

U

v
N 4

%/
Zxg ynis

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA

V PLZNI
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D4 se dokdazat, ze plati:

oo o0
i) Je-litada > a, absolutn& konvergentni, konverguje absolutné i fada > a
n=1 n=1
stejny soucet.

() & M

o0

ii) Jestlize fada »_ a, konverguje neabsolutné, lze ji pferovnat tak, aby nové ziskand
n=1

fada méla za svij soucet libovolné (predem zadané) ¢islo z R*, nebo tak, aby soucet

fady vzniklé pferovnanim vibec neexistoval.

Poznamka 1.32 (k faddm komplexnich éisel). Radou komplexnich &isel
rozumime vyraz

o
ar+ag+---+ap+... =Zan,
n=1

kde pro kazdé n € N je a,, € C.

Oznac¢me pro kazdé n € N:
a, = Re ay,

tzn. ze
anp = Qp + an;

Qp, Bn € R.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Existuji-li kone&né(!) soucty rad

o0

L]

IsTRavY, :

v

%/
Zxg ynis

o
Zan::aeR,

n=1
ZAPADOCESKA
o0 > UNIVERZITA
V PLZNI
§ Bn =: /8 € R,
n=1

[e.°]

fikdme, ze fada ) a, konverguje, a souc¢tem fady > a, rozumime (komplexni) éislo

n=1

Vice si lze o fadach komplexnich ¢isel precist napt. v [2].

n=1

s = a + fi.
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1.5. Kontrolni testy v ] | o

»
'STRAN §
Q
Zxg ynis

&
S

=

Test 1. Doplnte soucty rad:

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L
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00
7. =
Z 12n
n=1
00
8.) g =
n=0
00
3" — 4"
9. Ton =
n=3

Spravné zodpovézené otazky:

Ziskané body:

Procento tspésnosti:

&
S

R

“ 2 7
%,

»
STRAN §
Q
Zxg ynis

=

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L
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Test 2. Sestavte pravdivé vyroky.

Rad L

1. Rada — je
absolutné konvergentni.
neabsolutné konvergentni.
divergentni.

Rad =

2. Rada — je
absolutné konvergentni.
neabsolutné konvergentni.

divergentni.

~ ee (_1)n+1
3. Rada Z —— je

n
n=1

absolutné konvergentni.

neabsolutné konvergentni.

divergentni.

1849
v7
@ &
2 <
Ckj ““\‘\

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

L
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. = i
4. Rada;%m

absolutné konvergentni.

neabsolutné konvergentni.

divergentni.

5. Rada Z:l (\;% je

absolutné konvergentni.

neabsolutné konvergentni.

divergentni.

6. Radag (_12) je
n
n=1

absolutné konvergentni.

neabsolutné konvergentni.

divergentni.

1849
"7
R S
%, <
Ck, i ““\‘\

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
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7. Rada i (=" je
' vn3

absolutné konvergentni.

n=1

neabsolutné konvergentni.

divergentni.
= . 1
8. Rada Zsin 2 je
n=1

absolutné konvergentni.
neabsolutné konvergentni.

divergentni.

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tispésnosti:

T7

- OspaN™ N
«é’ STRAY $
2, <S>
Sk g\

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI
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v en

Test 3. Sestavte pravdivé vyroky.

1. Rada Z Je

absolutné konvergentni.
neabsolutné konvergentni.

divergentni.

2. Rada Z — Je
0

absolutné konvergentni.
neabsolutné konvergentni.

divergentni.

o0
. 1
3. Rada E \/ in — j
2 V/n sin 2 je

absolutné konvergentni.
neabsolutné konvergentni.

divergentni.

1849

"7

STRAVY,
%,
4, %
/01(4' ““\Qﬁ

ZAPADOCESKA
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4. Rad
”Zm

absolutné konvergentni.

neabsolutné konvergentni.

divergentni.

. = 1
5. Rad —j
Ra anz::lln(n—kl) b

absolutné konvergentni.

neabsolutné konvergentni.

divergentni.

o0

- n
6. Rad —— ]
a a;n2+1Je

absolutné konvergentni.

neabsolutné konvergentni.

divergentni.

1849

"7

STRAVY,
%,
4, %
/01(4' ““\Qﬁ

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
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7. Rada 3 YREE = fE ¢
n=1 n

absolutné konvergentni.
neabsolutné konvergentni.

divergentni.
o0 n
. n+7
8. Rad — | j
Fode ) <3n - 2012) I
n=1
absolutné konvergentni.

neabsolutné konvergentni.

divergentni.

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tispésnosti:

1849
"7
R S
%, <
Ck, i ““\‘\
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Test 4. Sestavte pravdivé vyroky.

> 3n \"
1. Rad j
ada 3 ( o 1) o
n=1
absolutné konvergentni.
neabsolutné konvergentni.

divergentni.

o0

2 3n
2. Rad j
2 a;3n+1‘]e

absolutné konvergentni.
neabsolutné konvergentni.
divergentni.
. N E
3. Rada ; % je
absolutné konvergentni.

neabsolutné konvergentni.

divergentni.

50 o
R
57

S
<

‘ e 94 »
) STRAN
X v
Ckj ““\‘\

&
S

=

2,
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[e.9]

- (=)™ -n .
4. Rada g — je
2
T one A+ 1

absolutné konvergentni.

neabsolutné konvergentni.

divergentni.

~ e TL3
5. Rada Z —je
e

n=1

absolutné konvergentni.

neabsolutné konvergentni.

divergentni.
6. Rada Z —= je
n=1

absolutné konvergentni.

neabsolutné konvergentni.

divergentni.

1849
"7
R S
%, <
Ck, i ““\‘\
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. nl

7. Rada i 2

n=1

je

absolutné konvergentni.
neabsolutné konvergentni.

divergentni.

&)
8. Rada zzl (2n)! je

absolutné konvergentni.

n=

neabsolutné konvergentni.

divergentni.

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tispésnosti:

T7

- OspaN™ N
«é’ 'STRA $
7, <S>
Sk g\
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Test 5. Sestavte pravdivé vyroky.

o0

1. Rada Z(—l)"

n=1

1 .
- —_— Je
n—Inn
absolutné konvergentni.
neabsolutné konvergentni.

divergentni.

= 1
2. Rada cos — j
D _cos e
n=1
absolutné konvergentni.
neabsolutné konvergentni.

divergentni.

_ > 1
3. Rada ; cos g je
absolutné konvergentni.
neabsolutné konvergentni.

divergentni.

1849
v7
@ &
2 <
Ckj ““\‘\
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VIRV
o0
e 7]
4. Rada Z(—l) -cos — je N\ oo/l
n 2 4
n=1 >

absolutné konvergentni.

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

neabsolutné konvergentni.

L

divergentni.

o0

- 12n5 — 4n3 4+ 2012
5 Rada ) o ni—2

absolutné konvergentni.

neabsolutné konvergentni.

divergentni.
x4 3
. n* —4n° + 2012
6. Rada j

absolutné konvergentni.
neabsolutné konvergentni.

divergentni.
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2 RS

1849

o

g 3nt —4n3 + 2012 |

7. Rada Z o A1 ° " sermrth 7
=1 Ly

absolutné konvergentni.

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

neabsolutné konvergentni.

L

divergentni.

o0
- V/3n4 + 4n3 + 2012 |
8. Rada 321 32— 2 je

absolutné konvergentni.
neabsolutné konvergentni.

divergentni.

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tispésnosti:
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Kapitola 2 D

Posloupnosti a rady funkci

2.1. Bodova a stejnomérna konvergence

Definice  2.1. Rekneme, #e posloupnost redlnych funkei (f,) konverguje
bodové na mnozing M C R k funkci f, a piSeme f,, — f na M, plati-li

Ve e M : lim f,(z) = f(z),
tj. plati-li

(Vo € M) (Ve e RY) Bno e N) (Vn €N, n 2 ng) : |fn(z) — f(z)] <e.
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2 TORS
1849
Poznamka 2.2. Prirozené ¢islo ng vyskytujici se ve vyse uvedené podmince zévisi obecné . 5
v v v/ . s . v = N
na volbé z € M a ¢ € R*. Jestlize lze ¢islo ng zvolit nezdvisle na volbé bodu z € M, D &
’ . v s . S v v ves /05" )
mluvime o stejnomérné konvergenci na M. Reknéme to presnéji: (x>
5 ’ ZAPADOCESKA
Definice 2.3. Rekneme, 7Ze posloupnost redlnych funkei (f,) konverguje YA

stejnomérné na mnoziné M C R k funkci f, a piSeme f, = f na M, plati-li

lim | sup [fn(z) — f(z)[| =0,
xeM

tj. plati-li

(Ve e RY) (3ng e N)(Vn €N, n Zng) (Vo € M) : |fu(z) — fz)| <e.

Poznamka 2.4. Rozmysleme si, ze ziejmé plati:

fn= fnaM = f,— fnaM.

Priklad 2.5. Bud pro kazdé n € N funkce f,, definovana predpisem

Rozhodnéme, zda je posloupnost funkei (f,,) bodove, resp. stejnomérné konvergentni na
intervalu (0, 1).
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Resend. Hledani bodové limity neni tézké. Staci si uvédomit, Ze pro libovolné (ale pevné)
. AL <l
x € (0,1) je ) 4

0, je-li 0,1
1imm2":1ima:”:{ , Jeliz €(0,1),

1, jeliz=1,
’ ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
a prOtO V PLZNI

lim f,,(z) = lim(z" — 2°") = 0.

To znamend, ze posloupnost (f,,) konverguje bodové na intervalu (0, 1) k funkci

f(z):=0.

Zbyva odpovédét na otdzku (a to diky predchozi pozndmce 2.4 staci), zda f, = 0 na
(0,1), tj. zda plati

lim( sup |fn(x) — f(x)|> = hm( sup |fn(:1:)|> =0.

z€(0,1) z€(0,1)

Neni obtizné spocitat, ze pro libovolné n € N je

sup |fu(x)| = sup (z" —z?") = max (2" — =z

z€(0,1) xe(0,1) xe(0,1)

1

Qn)
9y

a proto posloupnost (f,) neni na intervalu (0, 1) stejnomérné konvergentni.

Tlustrace: Posloupnost (f,) je zndzornéna na néasledujicim obrazku,
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0,259

0,20 1

0,154

0,104

0,05

05— .

z néhoz 1ze vydéist, ze pro libovolné (ale pevné) zy € (0,1) se posloupnost ( fn(ajo)) blizi k 0,
tj. ze bodovou limitou (f,) je (na (0,1)) nulova funkce.

Pokud kolem grafu limitni (nulové) funkce sestrojime pds o Sffce 0 < ¢ < 1 (v nasem
obrazku jsme volili € = 0, 05), zjistime, Ze zadny z grafu funkci f,, v tomto pasu cely nelezi.
To ovSem znamend, ze konvergence posloupnosti (fy,) k funkci f(z) := 0 neni na intervalu
(0,1) stejnomeérna.

A

@:

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI
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ZAPADOCESKA

2 7ORS
Definice 2.6. Budte pro kazdé n € N funkce f,, a f definované na mnoziné M C R. v I!V!I 5
Rekneme, Ze fada funkci D
/01(4' ““\s{v
o
A@) + fa@)+ -+ fal@) + ... F D falw) (2.1)

UNIVERZITA
V PLZNI

A4

konverguje bodové (resp. stejnomérné) na mnoziné M ke svému souctu f, konverguje-li
posloupnost (s,) ¢asteénych souctu fady (2.1) * bodové (resp. stejnomérné) na M k funkci

1.

Ysn () = kX::I fi(x).
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2.2. Kritéria stejnomérné konvergence ‘_7
) S
N S

Dikazy vét uvedenych v této a néasledujici kapitole jsou technicky naroc¢néjsi, a nebudeme iy
je zde proto uvadét. Zajemci si je mohou nalistovat napt. v [5] a v [0].

ZAPADOCESKA
Véta 2.7 (Bolzanova—Cauchyho podminka). Posloupnost funkci (f,) je stejnomérné D > s

konvergentni na mnoziné M C R pravé tehdy, kdyz

(Ve € R") (ng € N) (Vm,n € N; m,n Z ng) (Vo € M) : |fm(z) — fulz)| <e.

- o0
Véta 2.8 (Bolzanova—Cauchyho podminka pro fady funkci). Rada funkci > fn(x)
n=1
je stejnomerne konvergentni na mnoziné M C R prdve tehdy, kdyz

(Ve € RT) (ng € N) (Vm,n €N; ng <m < n)(Vz € M) : ’ Z fk(x)‘ <e.
k=m+1

(Porovnejte s vétou 1.5.)
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o0 o0
Véta 2.9 (Weierstrassovo kritérium). Necht M C R a necht ) by, a > fu(x) jsou

n=1 n=1
takové rady, Ze
i) |fu(x)| = by, pro kaZdé n € N a pro kazdé x € M,
[e.e]
ii) > by, konverguje.
n=1
o0
Pak tada > fn(z) konverguje stejnomérné na M.
n=1
(Porovnejte s vétou 1.9.)
Priklad 2.10. Rada
i sin nx
2 2
=" +x
stejnomérné konverguje na R, nebot
(¥n € N) (Vz € R) sin nx < 1 < 1
n x : < < =
n2+x2| T n?+22 7 n?

o0
a redlnd fada ) 771; konverguje (napt. podle integralniho kritéria — viz vétu 1.21).
n=1

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI




Posloupnosti a rady funkci 63 P S 0

VIR
1849
Definice 2.11. Rekneme, Ze posloupnost funkei (f,) je monoténni na mnoziné M C R, ¢ 5
7’ . . v 7 < S,
plati-li jedna z moznosti: 5N &
/0"4- ““\‘\

i) (VneN)(Vz e M) : fo(z) £ fori(z),

i) (Yn e N) (Yo € M) ¢ fu@) 2 for (@). D ) s

V PLZNI

Definice 2.12. Rekneme, Ze posloupnost funkc (f,,) je stejnomérné omezens na mnoziné
M C R, plati-li

(3ceRT) (VneN)(Vz € M) : |fn(z)| S c

Véta 2.13 (Dirichletovo kritérium pro rady funkci). Necht (f,) je monotdnni po-

sloupnost funkct na mnoziné M, pro niz plati f, = 0 na M, a necht posloupnost cistec-

o0 o0
nych soucti tady > gn(x) je stejnomérné omezend na M." Pak je tada > fn(z)gn(x)
=il n=1
stejnomeérné konvergentni na M.

“Tzn. (3c € RT) (Vn € N) (Vo € M) : i gr(x)

<ec

(Porovnejte s vétou 1.25.)
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IsTRANY

AL <2
@ &

2 <
Cy, i ““\‘\

ZAPADOCESKA

’ UNIVERZITA
V PLZNI

Posloupnosti a rady funkci

sin nx

i n

n=1

Priklad 2.14. Diky Dirichletovu kritériu 2.13 vime, ze fada

konverguje stejnomérné na intervalu
I, = (o, 21 — a),

kde a € (0, ).

(Posloupnost konstantnich funkei (%) je monoténni, % = O na I, a posloupnost ¢astecnych

o0
E sin nx
n=1

soucti rady

je stejnomérné omezena na Ia.l)

g n+1 g

S1n (TIL’) Sin (2

)

(Vz € I,) (Vn € N) : Zsinkx: 3
k=1

22)

sin 5

17, tvrzeni

které lze dokazat napi. matematickou indukci, snadno obdrzime
L <

= sin &

n=1

(Vn eN) (Vz € ) : Zsinkx ST
= [sin 3|

OO
coz je presné vyse zminénd stejnomérnd omezenost posloupnosti ¢dsteénych soucti fady Y. sinnz.




Posloupnosti a rady funkci 65

Poznamka 2.15. V poslednim piikladu jsme ukézali, ze pro jakkoliv malé a € (0,7) je

rada funkci
o0 o
Z S1n nax
n

n=1

stejnomeérné konvergentni na (a, 2w — ). Lze ukazat, Ze na intervalu (0, 27) tato fada sice
konverguje, ale konvergence zde neni stejnomérna.

Véta 2.16 (Abelovo kritérium pro fady funkci). Necht (f,) je monoténni a stejno-

o0
meérné omezend posloupnost funkci na mnoziné M a necht tada Y, gn(z) je stejnomérné
n=1

[e.°]
konvergentni na M. Pak je stejnomérné konvergentni na mnoziné M i rada >, fn(z)gn(x).

=l

(Porovnejte s vétou 1.28.)

2.3. Vlastnosti stejnomérné konvergentnich
posloupnosti a rad funkci

Véta 2.17. Necht posloupnost funkci (fy,) stejnomérné konverguje k funkci f na intervalu
I C R. Jsou-li funkce f, spojité na I pro vsechna dost velkd n € N, je i funkce f spojitd
na I.

@:
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Poznamka 2.18. Predpoklad stejnomérné konvergence nelze nahradit konvergenci bodo-
vou. Uvazujme napiiklad posloupnost funkei (f,,) definovanych na intervalu I = (0, 1) pred-

pisy
fn(z) = 2™

Je ziejmé, ze pro kazdé z € I plati

lim f(2) = f(2),

)0 proxze(0,1),
f(x)_{l pro x = 1.

Vsechny funkce f,, jsou na I spojité, f, — f na I, ale limitni funkce f na I spojita neni.

o

Dusledek 2.19. Necht I C R je interval a necht rada funkcei Y fn(x) konverguje stejno-
n=1

merné na I ke svému souctu

oo
f@) =) ful).
n=1
Jsou-li funkce f, spojité na I pro vsechna n € N, je i funkce f spojitd na I.

Véta 2.17 nam 1ika, ze stejnomérnd limita spojitych funkci je spojita funkce. Uvidime,
Ze toto tvrzeni lze (za vhodnych dodatec¢nych predpokladii) v jistém smyslu obratit.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Véta 2.20 (Diniho). Necht a,b € R, a < b, a necht
i) (fn) je monotonni posloupnost spojitych funkci na intervalu {(a,b),
ii) fn — f na(a,b),

iii) funkce f je spojitd na (a,b).
Pak f, = f na {(a,b).

Dausledek 2.21. Necht (fy,) je posloupnost nezapornijch (resp. nekladnijch) spojitych funkci
[e.°]
na intervalu I = (a,b), kde a,b € R, a < b, a necht funkce f(x) := Y fu(x) je spojitd na
n=1
o0
I. Pak tada funkci Y fn(z) konverguje stejnomérné k funkci f na I.
n=1
Véta 2.22. Necht posloupnost funkci (fy) stejnomérné konverguje k funkci f na intervalu

(a,b), kde a,b € R, a < b. Jsou-li vsechny funkce f, (Riemannovsky) integrovatelné na
(a,b), je i funkce f integrovatelnd na {(a,b) a plati

/abf(:v) dz = lim /ab fol() da.

Poznamka 2.23. Predchozi véta nam 1ika, ze za uvedenych predpokladi miizeme zaménit
limitu a integral, tj.

b b
/ lim f,,(z) de = lim/ fn(x)dz.

@:
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Pokud je konvergence pouze bodova, limitu a integral obecné& zaménit nemuzeme, jak
je ukazano v nasledujicim prikladu.

Priklad 2.24. Uvazujme posloupnost funkei (f,,) definovanych na intervalu
I = (0, 1) predpisy

n’x pro x € (0, %%
fo(@):=<{ n—n2z proxe (ﬁ, %),
0 pro z € (%,1).
Vsechny funkce f,, jsou spojité (a tedy integrovatelné) na I a neni tézké si uvédomit, ze pro

kazdé x € I plati
lim f,,(x) = 0.

Piimym vypoctem ale zjistime, ze
1 1 1 1
/ lim f,,(z)dx = / 0dx =0# - = lim/ fn(x)dx.
0 0 4 0

(o)
Disledek 2.25. Necht rada funkci Y fn(x) konverguje stejnomérné na intervalu (a,b),
n=1

kde a,b € R, a < b, ke svému souctu
f@)=>" fulx).
n=1

Jsou-li vsechny funkce f, (Riemannovsky) integrovatelné na (a,b), je i funkce f integrova-

telnd na (a,b) a plati
b o0 b
/ f(z)dx = Z (/ fn(:z:)dm) .
a n—1 a

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI




Posloupnosti a rady funkci 69

Poznamka 2.26. V predchozim dusledku se tvrdi, Ze (za uvedenych predpokladi) mizeme
zameénit integral a sumu, tj.

/ab <n§:1 fn(:v)) dz — nf:l </b ful2) dx) .

Véta 2.27. Necht (f,) je posloupnost funkci, které maji na otevreném intervalu I C R
derivaci, necht posloupnost (f,) konverguje (bodové) k funkci f na I a necht posloupnost
derivact (f],) je stejnomérné konvergentni na I. Pak funkce f md na I derivaci a plati

f(z) =lim f] (x) pro kaZdé z € I,

tj.
(lim f,)" = lim f/ na I.

Dusledek 2.28. Necht (f,,) je posloupnost funkci, které maji na otevreném intervalu I C R
[o.¢]

derivaci. Ddle necht >, fn(z) konverguje (bodové) k f na I a necht tada derivaci >, f](x)

n=1 n=1
je stejnomerné konvergentni na I. Pak funkce f md na I derivaci a plati

f(x) = Zf,ﬁ(a:) pro kazdé x € I,
n=1
t.

(Z fn(x)> = Zﬂl(m) na 1.
n=1 n=1

@:
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2.4. Mocninné a Taylorovy rady ‘.7

Definice 2.29. Mocninnou fadou se stredem zg € R rozumime radu funkei tvaru

(e¢) ’ ZAPADOCESKA
ap + al(fl: — SL'O) + a2(l‘ — JJO)2 Spoco = Z an(m - SITO)n, (22) v PLZNI
n=0

kde pro kazdé n € NU {0} je a,, € R.

Zabyvejme se nyni konvergenci fady (2.2), tj. zkoumejme, pro jakd z € R pfislusna
Ziselna rada konverguje. Je zfejmé, ze fada (2.2) konverguje pro z = xg, tj. ve svém
stfedu, a ma tam soucet ag. Predpokladejme nyni, ze fada (2.2) konverguje v bodé =1 # xo,
a bud z € R takovy bod, ze |x — x| < |21 — zo|. Pak pro kazdé n € N plati

n
T — X
an (@ — 20" = lan(z1 — 20)") 23)
r1 — X0
oo
Z predpokladu, ze fada > an,(x1 — z9)" konverguje, vyplyva (viz nutnou podminku
n=0

konvergence 1.3)
lim (an(wl - l‘g)n) = O,

a proto existuje k € RT takové, ze pro kazdé n € N je |a,(z1 — 20)"| £ k.
L=20| < 1 plyne konvergence (geometrické) fady

T1—x0
3k

n=0

Navic, z predpokladu

n

T — xg
T1 — o
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o

a proto ze vztahu (2.3) (a srovndvaciho kritéria 1.9) vyplyva, ze fada > an(z — xo)™ abso-
n=0

lutné konverguje. Toto zjisténi je zobecnéno v nasledujici véte.

Véta 2.30 (Abelova). Necht 7ada (2.2) konverguje v bodé x1 # x¢ a oznacme
e = |x1 — zo| > 0.

Pak
(i) pro kazdé x € (xo — €,x0 + €) Tada (2.2) konverguje absolutné,
(ii) mocninnd rada (2.2) konverguje lokdlné stejnomérné na intervalu °
(xo —&,m0 + €).
o0
Dausledek. Pokud mocninnd rada Y, an(x — x9)" diverguje v bodé xo € R, diverguje
n=0

1 v kaZdém bode mmnoziny

{zeR: |z —x0| > |z2a — 0|}

“Lokalné stejnomérnou konvergenci na intervalu I C R rozumime stejnomérnou konvergenci na kazdém
uzavfeném omezeném intervalu (a,b) C I.

Tvrzeni Abelovy véty nas primo ponoukéa k néasledujici definici.

@:
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2R
1849
Definice 2.31. Cislo
" 7
% ,3’.\'
o /0"4' ““\Q
R :=supy |z — x| : g an(x — z0)" konverguje
n=0
ZAPADOCESKA
’ ’ v . VR UNIVERZITA
nazyvame polomérem konvergence mocninné rady (2.2). v pLNI

Poznamka 2.32. Neptehlédnéme tyto ziejmé dusledky Abelovy véty 2.30 a nésledujici
definice 2.31 poloméru konvergence R € (0, +00) U {400}:

(i) je-li
R=0,
o
fada Y an(x — x0)"™ konverguje pravé tehdy, plati-li z = xo;
n=0
(ii) je-li
R >0,

konverguje fada (2.2) absolutné a lokdlné stejnomérné na intervalu'
(zo — R, o + R);

(iii) fada (2.2) diverguje, je-li |x — xo| > R.

"Mluvime o tzv. intervalu konvergence mocninné fady (2.2).
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AZIRIN
Poznamka 2.33. Predpoklddejme, Ze pro polomér konvergence R mocninné rady (2.2) " @ 5
plati :‘«% A
0< R < +oo. x>
Uvédomme si, ze obecné nelze fici nic o konvergenci této fady v krajnich bodech intervalu N
ZAPADOCESK,
konvergence, tj. v bodech 9 — R a zg + R. > uvenzi

Situaci ilustrujme témito tiemi mocninnymi fadami:'
o0 o0 o0
n x" x"
2.7 D
n=1 n=1 n=1

Protoze pro kazdé 0 # z € R plati

1 xn+1

i s T1
Szl [ o e, S| S g,

z n nZ

je kazdd z uvedenych fad konvergentni, je-li x| < 1, a divergentni, je-li |z| > 1 (viz
d’Alembertovo kritérium 1.13). Proto je (podivejme se znovu na poznadmku 2.32) polo-
mér konvergence kazdé z téchto mocninnych fad roven 1 a intervalem konvergence je vzdy
interval (—1,1). Podivejme se, co lze Fici o konvergenci uvazovanych fad v bodech —1 a 1.

o0

e fada Y z" diverguje pro x = —11ipro z = 1 (ani v jednom z ptipadu neni splnéna nutna
n=1
podminka konvergence fady — viz vétu 1.3);

!Jedn4 se ve vSech tiech pifpadech o mocninné fady tvaru 3 an(x — o)™, kde 2o = 0 a ag = 0.
n=0
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2 TR
co n
e fada )  “- konverguje (neabsolutné) pro z = —1 a diverguje pro x = 1 (viz Leibnizovo \> 7
n=1 ) o
kritérium 1.23 a integralni kritérium 1.21); ens o
00 n
e fada ) 75 konverguje (absolutné) pro z = —11 pro z = 1 (i tato tvrzeni plynou snadno D . ootz
n:]. UNIVERZITA
z integralniho kritéria 1.21). o

Véta 2.34. Necht existuje

An+1
Aanp,

lim °Z L, resp. lim {/|a,| = K.

o0
Pak pro polomeér konvergence R mocninné tady > an(xz — x0)" plati, Ze

n=0
%a ]6_17’0<L<+OO; %, ]C-ZZO<K<+OO,
R={ 0, je-li L = +oo0, resp. R=1< 0, je-li K = +o0,
400, je-li L =0, +o00, je-li K =0.

Diikaz. Staci si uvédomit, ze pro x # zg je

= L|lx — xg|, resp. lim Y/|an(z — z0)"| = K|z — x0],

A1 ($ _ xo)nJrl

I
i an(x — )"
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a uzit d’Alembertovo 1.13, resp. Cauchyho 1.16 kritérium.

Ptiklad 2.35. Urcete obor konvergence mocninné fady ! (se stfedem v bodé 1)

(e}

222 (z—1)"

lim % = hm =
\/ 2
)

a proto R = 2; dana fada konverguje (absolutné) pro
kazdé = € R takové, ze |z — 1| > 2.
o0
Pro x = —1 ani pro x = 3 fada ) g (x — 1)" nekonverguje, protoze nenf ani v jednom
n=0
z bodl splnéna nutné podminka konvergence? (viz vétu 1.3).

W‘ l\3|l—\

azdé z € (—1,3) a diverguje pro

Oborem konvergence dané rady je interval (—1,3).

!Tzn. uréete mnozinu véech = € R, pro néz dani fada konverguje.
2Tzn. neplati rovnost

lim 2%(:0 —"=0.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
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Priklad 2.36. Urcete polomér konvergence mocninné rady

= (2n)! ,
> gn!)g o

n=0

Gt (2n+2)(2n+1)

G " Tt )(n+ 1)

— 4,

a proto R = %.

Nésledujici — velmi dilezita véta — plyne z dusledka 2.28, 2.25 a Abelovy véty 2.30.

R
57

S
<

" 9sTRANY,
% v
Ckj ““\‘\

&
S

=
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Véta 2.37 (o derivovani a integrovani mocninné rady ¢len po ¢lenu).

Necht mocninnd Tada

@:

(o)
ag + a1(z — 29) + ag(x — x0)? +az(x — x0)> + -+ = Z an(x — x)" (2.4)
n=0

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

A4

md polomeér konvergence R > 0. Pak i mocninné rady

(e}
a1 + 2a2(x — x0) + 3az(x — 20)* + -+ = Znan(m )
n=1
a a = a
1 2 2 3 n n+1
ag(x —z0) + =(x — o)  + —(z —20)° +--- = (x — xg)
(vzniklé derivovdanim, resp. integrovdnim tady (2.4) ,clen po élenu®) maji polomér kon-

vergence R a navic pro funkci S definovanou predpisem

5
"l

S(z) = Z an(x — x0)"
n=0
a pro kazZdé x € (xg — R,xo + R) plati:

S'(x) = Z nan(x — )" 1,
n=1

Zavrit dokument

&e\g
8
)

S(t)dt = Z n_zl(a:—:cg)"ﬂ.

Cels obrazovka/Okno
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Poznamka 2.38. Znovu si prohlédnéme predchazejici vétu a neprehlédnéme, ze (za danych

o0
predpokladii) plati pro soucet S mocninné rady > a,(z — xo)™ nasledujici dvé tvrzeni:
n=0

i) S méa na intervalu konvergence vSechny derivace a pro kazdé p € N a pro kazdé
x € (xo — R, zo + R) plati

oo

SP(z)=> "nn-1)...(n—p+1)an(z—x0)"?,

n=p

ii) funkce
s / S(t) dt
o

je na intervalu (zo — R, zo + R) primitivni funkei k funkei S.

o0

Véta 2.39 (Abelova). Necht 0 < R < +oo a necht tada Y an(z — xo)" konverguje
n=0
v bodé © = xo + R, resp. v bodé © = xy — R. Pak pro funkci S definovanou predpisem
o
S(x) :== Z an(z — )"
n=0
plati, Ze je spojitd zleva v bodé x = xg + R, resp. zprava v bodé x = xo — R, tzn.

S(xo+R)= lim_ S(z), resp. S(xo—R)= lim S(z).

Tz—zo+R — z—x0—R+
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Priklad 2.40. Vypoctéme soucet rady

1 1 1 _ |
1‘5*5‘1*"'—2( 1yt =

Resend. Piedné si uvédomme, Ze Leibnizovo kritérium 1.23 ndm poskytuje argument, ze
uvedend rada konverguje. Uvazujme nyni funkci S definovanou predpisem
S(x) = - —.
(@)= 3

n

Pak (protoze polomér konvergence vyse uvedené mocninné rady je zrejmé 1) z véty 2.37
plyne

[e.e] (e}

Vo e (-L,1): S'(@)=> (-1)" et =) (—a) =

n=1 n=1

Odtud (a ze zfejmého faktu S(0) = 0) vime, ze

1
1+z

Ve e (—=1,1): S(z) =In(1+ z).

A vSe ostatni snadno vyplyva z Abelovy véty 2.39:

o

(1)L — (1) = tim S(@) = lim In(1+2) =2
) n r—1— r—1—
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Priklad 2.41. Vyjadieme v okoli bodu 0 funkci
S(z) = arctgx

jako soucet mocninné rady.

Reseni. Staci si uvédomit, ze

1 oo
. ) — _ 2 4 6 _ n,2
Vme(—l,l).S(x)—1+x2—1—:c +z*—z —i—---—E (=)™ 2",
n=0
a proto (viz vétu 2.37 a skutecnost, ze S(0) = arctg 0 = 0)
3 5 7 0 2n+1
x x %5 x
v 6_1,13 = t = —_ — - oo = _1” .
ve(-L1): S@) =arctgr =2 =5+ 5~ + nzzo( oy
Vsimnéme si, Ze nalezend mocninnd rada konverguje v bodé x = 1 (viz Leibnizovo

kritérium 1.23), a proto mizeme pomoci Abelovy véty 2.39 ziskat zajimavy bonus:

Ukonceme nase povidani o fadach funkei kratkou zminkou o specidlnim typu mocninnych
fad, o tzv. Taylorovych fadach.
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R

&
S

-

Definice 2.42. Predpokladejme, ze existuji vsechny derivace funkce f: R — R v bodé . . o7
xo € R. Taylorovou radou funkce f se stredem xg pak rozumime mocninnou radu N Y,

O
%) <

STRAVY,
0"4- ““\‘\*’

" i (n)
£(a0) + @)@ —z0) + T o — g2 4o = Y L g (2

V PLZNI

n=0

L

(Neprfehlédnéme ziejmou souvislost s Taylorovymi polynomy funkce f v bodé zg.)

Je zajimavym tkolem zjistit, jak spolu souvisi soucet Taylorovy fady (2.5), tzn. funkce
S definovanda predpisem

0 £(n) (4
S(:C) = Z fn—('())(x - ~T0)n>
n=0 ’

a funkce f.
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T

se stfedem v bodé
xo = 0, tj. funkci ‘-7

Priklad 2.43. Uvazujme soucet Taylorovy fady funkce f(z) := e

r xz? 2z xS
S(x)::1+ﬁ+5+".zzm' (26)
n:() ZAPADOCESKA
Protoze 1 | 2 ‘l.’ll:ILVZE"RIZITA
1
lim (n—’l_l)! = lim =0,

mé uvazovand Taylorova fada polomér konvergence R = +oo (viz vétu 2.34), a proto mu-
zeme diky vété 2.37 tvrdit, ze pro kazdé z € R je

,172 .133 1:4 2 583

p . % r a5 a5 .
S(%)—<1+ﬁ+§+§+z+...> —0+1+ﬁ+§+§+...—5(1}).

A to ndm (pokud vime, ze jedinym TeSenim Cauchyho tdlohy

f'(@) = (=),

na R je prévé exponencidlni funkce f(z) := e®) dava jistotu, ze S(z) = e® pro kazdé z € R.!

Ve uvedeny dikaz, ze funkce e® je rovna souétu své Taylorovy fady, a i samotné sestaveni piislusné
Taylorovy fady je ponékud problematické. Neni totiz jasné, co rozumime (jak definujeme) funkei e”. Casto
se exponencidlni funkce definuje pravé jako soufet mocninné fady vyskytujici se v (2.6).
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83
o
Poznamka 2.44. Podobné jako v predchizejicim piikladu lze dokazat (¢i okomentovat), v I!!I 5
pro¢ i pro mnoho dalsich funkci plati, Ze jsou soucty svych Taylorovych rad. Napriklad '5% e éf
/0"4- ““\‘\
3 5 7 o0 2n+1
=g e Y A e

ssing=oo gt gy o b= L U gy pokadéscR D i

2 4 6 0 2n

B x x x -~ T .
° cosx—l—a—i-ﬂ—a%—”-—nz_o( 1) 2n)! pro kazdé z € R,
2 3 4 =2 n

o Im{(1l 4 m) = @ — %—i—% - %—i— :;(_1)n_1% pro kazdé z € (—1,1),
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Pozor! Nemusi tomu tak byt vzdy. Vezméme treba funkci

1
e <2 pro x # 0,
fx) =
0 pro x = 0.
Lze ukazat, ze vsechny derivace funkce f jsou spojité na R a ze Taylorovou rfadou funkce
f se stfedem v bodé 0 je fada

f(0)+f'(0)x+$x2+---:O+O+0+---=ZO
n=0

s nulovym souctem na R. Funkce f je vSak nulova pouze v bodé 0.

R
57

S
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2.5. Kontrolni testy

Test 6. Urcete poloméry konvergence danych mocninnych fad:!

o

T R
’anu’ -
n=1

o0

—2012)™
_Zw,R:
n=1 n

2> n"(z—2012)", R =
n=1

n

o0
. Z 2", R =
n!
n=1

| S

L 0o“ piste jako ,nekonecno®.

85 o
R
57

S
<

‘ e 94 »
) STRAN
% v
Ckj ““\‘\

&
S

=

2,

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L




Posloupnosti a rady funkci

ot n
10. ) (=1 2", R =

> X

11. ——— R =
2 (n 4 2012)!’
n=1

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:

“ 2 7
%,

»
STRAN §
Q
Zxg ynis

&
S

=
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Test 7. Vypoctéte (a nebude to vzdy lehka prace) pomoci véty o derivovani a integrovani
mocninné fady ¢len po ¢lenu (viz vétu 2.37) soucty danych fad:!

1 n
o E — = 9 ZAPADOCESKA
37 P univerzima
n=0 v PLZNI

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:

'Pro inspiraci si prohlédnéte feseny piiklad 2.40. _
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