Vysoka Skola banska — Technicka univerzita Ostrava
Zapadoceska univerzita v Plzni

@:

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
ZNI

A4

Pruznost a plasticita

Interaktivni studijni material

1. strana ze 542

s
BE

Martin Krejsa, Lenka Lausova
a Vladimira Michalcova

N

* ¥ %

* *

, * *

* *
evropsiy RN

sociain MINISTERSTVO $KOLSTVI
v ADEZE A TELOVYCHOVY

fondvCR EVROPSKA UNIE w1

OP Vzdélavani o
Y pro konkurenceschopnost Zavfit dokument

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

I Cela obrazovka Okno |




R
57

S
<

‘ e 94 »
) STRAN
% v
Ckj ““\‘\

&
S

=

7,

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L

€ Martin Krejsa, Lenka Lausova a Vladimira Michalcova, 2011-2012

Verze 1.5

Text byl vysazen pomoci sazeciho systému TeX ve formatu pdf IATEX.



Predmluva

VéazZeny Ctenéri,

text, ktery pravé Ctete, vznikl v ramci feSeni projektu ,,Matematika pro inZzenyry 21.
stoleti — inovace vyuky matematiky na technickych Skolach v novych podmin-
kach rychle se vyvijejici informacni a technické spoleCnosti“. Projekt je feSen na
Vysoké Skole bariské - Technické univerzité v Ostravé a ZapadoCeské univerzité v Plzni
v obdobi 2009 - 2012.

Hlavni motivaci projektu je potfeba reagovat na zmény vyznamu jednotlivych partii
matematiky pFi FeSeni praktickych problémd, zplsobenou zejména velkym pokrokem v ma-
tematickém modelovani, dramatickym zlepSovanim software a rychlym zvySovanim vypo-
etnich kapacit modernich poéitacl. Inzenyfi nyni bézné vyuzivaji stale se vyvijejici kompli-
kované softwarové produkty zalozené na matematickych pojmech, se kterymi se v kurzech
matematiky budto nesetkaji vibec nebo v nevhodné formé. Na druhé strané prezentace
nékterych pojm0 v zékladnich kurzech neodrézi z nejriizngjsich ddivodd potfeby odbornych
kateder. BohuZel tento stav ztéZuje studentlm aktivni pouzivani ziskanych védomosti v od-
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bornych predmétech i orientaci v rychle se vyvijejicich metodach inzenyrské praxe.

Cilem projektu je inovace matematickych a nékterych odbornych kurzi na technic-
kych vysokych Skolach s cilem ziskat zajem studentd, zvysit efektivnost vyuky, zpfistupnit
prakticky aplikovatelné vysledky moderni matematiky a vytvorit predpoklady pro efek-
tivni vyuku inZenyrskych predmétd. Zkvalitnéni vyuky matematiky budoucich inZenyrd
chceme doséhnout po strance formalni vyuzitim novych informacnich technologii pripravy
elektronickych studijnich materiald a po strance vécné peclivym vybérem vyucované latky
s ddislednym vyuzivanim zavedenych pojmu v celém kurzu matematiky s promyslenou inte-
graci moderniho matematického aparatu do vybranych inzenyrskych predmét(l. Metodiku
vyuky matematiky a jeji atraktivnost pro studenty chceme zlepsit dlirazem na motivaci
a daslednym pouzivanim postupu "od problému k Feseni".

V ramci projektu vytvarime 40 novych vyukovych materiald z oblasti matematické ana-
lyzy, linearni algebry, numerickych metod, metod optimalizace, diskrétni matematiky, teo-
rie grafll, statistiky a nékolika odbornych kurzl. Vsechny hotové vyukové materialy budou
volné k dispozici na webovych strankach projektu [15].

Mezioborovy modul Pruznost a plasticita, v rdmci néhoz vznikl i tento u¢ebni mate-
rial, byl garantovan doc. Ing. Martinem Krejsou, Ph.D. Vyukové materialy v elektronické
formé i formé pro tisk by mély slouzit jako inovativni prvek vyuky predmétu Pruznost a plas-
ticita, jenz se vyucuje v ramci prezencniho i kombinovaného bakalarského studia na Fakulté
stavebni Vysoké Skoly barské - Technické univerzity Ostrava na vSech oborech studijnich
pland Stavebni inZenyrstvi (B3607) a Architektura a stavitelstvi (B3502).

Predmét PruzZnost a plasticita navazuje na kurz Stavebni hmoty se zaklady mechaniky
stavebnich material(l a pfedmét Stavebni statika, ve kterém se posluchaci seznamuiji se sta-
ticky i kinematicky urcitymi prutovymi soustavami, u nichz jsou schopni s pomoci podminek
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rovnovahy resit reakce a vnitrni sily. Z tohoto pfedmétu vyuZiji rovnéZz poznatky spojené

s uréovanim tézisté u rovinnych obrazct i jejich zakladnich prirezovych charakteristik.

Cilem vyuky prfedmétu Pruznost a plasticita je seznamit studenty se zakladnimi prin-
cipy navrhovani a posuzovani spolehlivosti konstrukénich prvki a dilci podle meznich stavi
Gnosnosti i pouzitelnosti a soucasné platnych normovych predpisti s ohledem na zéakladni
zplsoby namahani staticky urcitych i jednoduchych staticky neurcitych prutovych kon-
strukci. Pozornost je vénovana také Gvodu do rovinné napjatosti, tloham s pruzné-plastic-
kym chovanim materialu a elementarnim stabilitnim problémdm $tihlych tlacenych prutd.

Soucasti obrazovkove verze vyukového materialu jsou nazorné ukazky nékterych zkousek
mechaniky material(i ve formé videosekvenci a multimedialni animace, které maji poslucha-
¢lim pfiblizit FeSenou problematiku. Pro zdarné spusténi videi a animaci je nutno v prohlizeci
Adobe Reader predem povolit operace s multimédii typu Adobe Flash v roletovém menu
Adobe Readeru v Upravy/Pfedvolby v kategorii Ddvéryhodnost multimédii (starsi). V ¢asti
Volby dlvéryhodnosti se pro Ostatni dokumenty musi zménit prava pro viechny prehravace
z volby Dotaz na Vidy (podrobné nastaveni viz obr. 1).

Autofi pfedem dékuji za vSechny pripadné napady a navrhy k vylepSeni textu i za
upozornéni na chyby.

V Ostrave, 30.6.2012 Autofi
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Obr. 1 Nastaveni animaci Adobe Flash v prohliZze¢i Adobe Reader. PoloZzka Divéryhodnost
multimédii star3i se nachaziv Nabidce / Upravy / Predvolby. Pro nastaveni je nutno
oteviit dokument mimo webovy prohlize¢ a stisknutim klavesy Esc opustit zobrazeni na ZaVIit dokument
celou obrazovku.
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Kapitola 1

Uvod do teorie pruznosti
a plasticity, zakladni pojmy
a principy

1.1. Pruznost a plasticita ve stavebnim inzenyrstvi

Teorie pruznosti a plasticity je sou€asti mechaniky deformovatelnych téles a slouZi jako
teoreticky zaklad celé Fady aplikacnich oborl stavitelstvi (napf. pozemni stavitelstvi, beto-
nove, ocelové, dievéné konstrukce a podzemni stavby).

Predmétem zkoumani teorie pruznosti a plasticity jsou predevsim:

* Napéti (intenzita vnitinich sil) v nosné konstrukci (viz napr. kap. 1.3),
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Uvod do teorie pruznosti a plasticity, zakladni pojmy a principy 14

» Deformace (pretvoreni) - geometrické zmény tvaru nosné konstrukce,
e Stabilita (kap. 9).

Poznatky spojené s touto trojici oblasti badani pak lze vyuZzit ve zmifiovanych stavar-
skych disciplinach predevsim k navrhu a posouzeni spolehlivosti prvkd nosnych konstrukei.

1.2. Vychozi predpoklady klasické linearni pruznosti

Teorie pruznosti a plasticity ma nékolik odvétvi. Za nejzakladnéjsi obor této teorie lze
oznacit klasickou linearni pruznost, jez se opird o nasledujici predpoklady FeSeni:

1. Spojitost latky: Téleso lze pokladat za kontinuum, majici cely objem bez mezer.
PFi vypoctu se tedy nezabyva mikrostrukturou materialu. Diky tomu Ize brat napéti
i deformaci jako spojité funkce.

2. Homogenita a izotropie: Homogenni (stejnorodd) latka mé fyzikalni vlastnosti ve
vSech mistech shodné. Nerespektuji se pritom nahodné vady a nerovnomérnosti. Za
homogenni latky lIze tedy povazovat napriklad beton, ocel a dfevo. Pfi kombinaci dvou
a vice materiald (napf. beton a ocel) se predpoklad homogenni latky opousti.
Izotropni material ma vlastnosti ve vSech smérech totozné. lzotropnim materidlem je
napfiklad beton nebo ocel, dfevo vzhledem k rozdilnym materidlovym vlastnostem ve
sméru rovnobézném a kolmém k vIakn(m nelze za izotropni material povaZovat.

3. Pruznost je schopnost latky vracet se po odstranéni pri¢in zmén (napr. zatizeni) do
plvodniho stavu. Pokud plati pfima Gmérnost mezi napétim a deformaci — Hooke(v
zakon (kap. 2.2.1), jedna se o tzv. fyzikalni linearitu (blize viz kapitola 2).
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Uvod do teorie pruznosti a plasticity, zakladni pojmy a principy 15

4. Malé deformace: Zmény tvaru konstrukce jsou vzhledem k rozmérlim konstrukce
malé, coz umoznuje fadu matematickych zjednoduseni pri FeSeni Uloh pruznosti, které
obvykle vedou k linearnim zavislostem a tzv. geometrické linearité.

@

5. Statické zatézovani: PFi vypoctu se predpoklada postupné nardstani vnéjsich Gcinka
(napf. zatizeni) a v dGsledku toho i napéti a deformaci. Casovy Usek, v ném? tyto > e
zmény probihaji, je dostatecné dlouhy, takze do vypo&tu neni potfeba zavadét setr- e
vacné sily a dynamické Ucinky zatizeni je mozno zanedbat. Do vypocetniho modelu
jsou zavadény hodnoty silovych a deformacnich veli¢in, které po dobu svého pUso-
beni dosdhnou své maximalni a dale jiz neménné velikosti. Proménna ¢asu pak neni
v Ulohéch zahrnuta.

6. Pocatecni nenapjatost: Pokud na téleso neplsobi zadné vnéjsi vlivy, nevznikaji

v ném zadné vnitrni sily a napéti, ktera jsou ve vychozim stavu nulova. Vnitrni pnuti,
vyvolana nap¥. vyrobou (valcovani ocelovych nosnikd, svarovani), nejsou do vypoctu
zahrnuta.

[=]
[<]
[=]
[=

Tyto predpoklady jsou velmi hrubym obrazem objektivni skute¢nosti, umoznuji ale
uplatnéni nékterych zasadnich matematicko-fyzikalnich principl ve vypoctech jako napr.
principu superpozice (skladani ucink(), ktery je zaloZen na linearité vsech matematic-
kych zavislosti.

E
g

Poznamka 1.1. Opakem izotropie je anizotropie, ¢imz se rozumi zavislost vlastnosti zkou-
mané veli¢iny na sméru. Specialnim pfipadem anizotropie je ortotropie, neboli pravouhla
anizotropie. Ortotropnim materialem muze byt nap¥. zmifiované dievo.

Poznamka 1.2. Jak jiz bylo feSeno, vypocet podle teorie malych deformaci predpoklada Zaviit dokument
velmi malé zmény tvaru a posuny jednotlivych bod( nosné konstrukce vzhledem k jejim roz-

‘ Cela obrazovka Okno |
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hodujicim rozmér(im. Pokud se podminky rovnovahy sestavuji pro nezdeformovanou kon-
strukci, hovofi se o tzv. teorii |. Fadu, kdy je vypocet geometricky linearni. Vypocetni
postup podle teorie Il. Fadu pak predstavuje sestaveni podminek rovnovahy na pretvorene
konstrukci, ¢imz je porusena geometricka linearita a uplatnéni principu superpozice je ome-
zeno.

Priklad 1.3. Urcete u jednostranné vetknutého sloupu, schématicky znazornéného na ob-
razku 1.1 a 1.2, momentovou reakci My ve vetknuti v bodé a vypoctem podle teorie I.
i 1. Fadu.

Reseni. Momentové reakce ve vetknuti v bodé a se ur¢i pomoci momentové podminky rov-
novahy M, = 0. V pfipadé vypoctu podle teorie I. fadu se tato podminka rovnovahy
sestavuje na nezdeformované konstrukci, schématicky znazornéné na obrazku 1.1. Momen-
tova reakce je pak rovna:

Ma=H-I. (1.1)

P

U vypocCtu podle teorie Il. Fadu se momentova podminka rovnovahy M, = 0 stanovi
i s ohledem na deformaci konstrukce (viz obrazek 1.2). Na vyslednou momentovou reakci
M, pak bude mit vliv i svisla sila F:

Ma=H-1+F 5. (1.2)
N

Poznamka 1.4. Ulohami, kdy jsou posuny i deformace nosné konstrukce Fadové srovna-
telné s jejimi rozmeéry, se zabyva tzv. teorie konecnych (velkych) deformaci. Uplatfiuje se
napfiklad u lanovych nebo membréanovych konstrukci.
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Obr. 1.1 Vypocet podle teorie I. Fadu Obr. 1.2 Vypocet podle teorie Il. Fadu
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Poznamka 1.5. Moderni mechanika jednotlivé predpoklady klasické teorie pruznosti po-
stupné opousti a vznikaji tak dalSi védni obory mechaniky kontinua. Omezeni predpokladu
o dokonale pruzné latce vede k teorii plasticity (viz kap.2.2.2). Statické vypocty podle teo-
rie 1l. fadu nebo teorie konecnych (velkych) deformaci, jakoZzto i Glohy spojené s fyzikalni
nelinearitou jsou predmétem oboru tzv. nelinearni mechaniky. Dynamika stavebnich kon-
strukci se zase zabyva odezvou nosnych konstrukci na Ucinky zatizeni proménného v Case
i prostoru.

@:
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1.3. Napéti

V predmétu Stavebni statika [8] se lze seznamit s pojmem tzv. vnitfnich sil (normalova sila
N, posouvajici sila Vy a V,, ohybovy moment My a M, a kroutici moment M, = T - viz
obrazek 1.3).

Vnitini sily nevypovidaji nic o mife naméahani télesa nebo prvku konstrukce. Je nutne
uvazovat také s vlivem tvaru a velikosti priifezové plochy, které do vypoctu vstupuji ve formé
prlfezovych charakteristik. Vyznamngjsi veliinou je napéti — jeden z klicovych pojmd
teorie pruZnosti a plasticity.

Napéti Ize formulovat jako miru intenzity vnitfnich sil, tedy jako silu vztazenou k plose
zkoumaného fezu prvkem konstrukce. Zakladni jednotkou napéti je Pascal (Pa), ktery lze
charakterizovat:

Pa= —, . (1.3)

Vzhledem k Fadu vnitfnich sil a prdfezovych veliin u prvkd stavebnich konstrukei je
pak vhodnou jednotkou pro napéti Megapascal (MPa), ktery mlze byt popsan:
MN N
- = 1.4
m2  mm? (1.4)

Napéti je vektor, charakterizovany svymi slozkami, ktery se mdzZe stanovit pro libovolny
bod nosné konstrukce a rovinny fez, vedeny timto bodem.

MPa = 10° Pa =

1.3.1. Napéti v prirezu obecné zatiZzeného prutu

V pripadé obecné zatizeného prvku prutové nosné konstrukce s priifezovou plochou A > 0
Ize napéti rozloZit do dvou sloZek:

@:
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Obr. 1.3 Vnitrni sily v prlirezu obecné zatizeného prutu

« Normalové napéti, oznatované pismenem o, které plsobi ve sméru kolmém k da-
nému Fezu (ve sméru normaly k danému Fezu).

e Smykové (te¢né, tangencialni) napéti, oznacované pismenem T, plsobici v rovingé
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1849
daného fezu. Smykové napéti pak Ize rozlozit do dvou dilich slozek, které jsou na sebe v 5
kolmé ve sméru hlavnich centrélnich os setrvacnosti priifezu (obvykle jde o vodorovnou X 4

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

a svislou osu - viz obrazek 1.4).

Obr. 1.4 Slozky napéti v priifezu obecné zatizeného prutu
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1.3.2. Vztahy mezi napétimi a vnitfnimi silami v prQrezu obecné zatize-
ného prutu

PFi analyze prutu bude vyuzita znaménkova konvence a znaceni podle obrazku 1.4. Osa x
je totozna s osou prutu, osy y a z jsou totozné s hlavnimi centralnimi osami setrvacnosti
prarezu.

P¥i studiu predmétu Stavebni statika [8] byly vysvétleny diferencialni podminky

X, se vaze k diferencialni podmince rovnovahy:

dN
Diferencialni podminky rovnovahy:
av, _
i 0z (1.6)
a
dMmy _
o - dv, .7

se vztahuji k pFicné Uloze ve svislé hlavni zatéZovaci roviné xz. Obdobné Ize sestavit i di-

ferencialni podminky rovnovahy pro Glohu pFiénou ve vodorovné hlavni zatéZovaci roviné
Xy:

dvy _ _
v Qy (1.8)
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dM,
dx

=dVy . (1.9)
Posledni diferencialni rovnice:

dMy _ dT _
e Sl (1.10)

se vztahuje ke krouceni.

Silové slozky elementarnich vnitinich sil ve vztazich (1.5) az (1.9): dN, dVy a dV,, které
pUsobi na libovolné elementarni plosce priifezu prutu dA (viz obrazek 1.4), je mozné ziskat
vynasobenim prislusné slozky napéti ox, Txy a Tx; touto elementarni ploskou dA:

dN =0y -dA, (1.11)
a

dVZ = TXZ * dA ) (113)
nebot’ plati:

. dN
= o 119
_ o dvy
By = M GA (1.15)
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= lim —. 1.16
bz = AN aA A9

Momentove slozky elementarnich vnitrnich sil dMy = dT, dMy a dM; ve vztazich (1.7),
(1.9) a (1.10) Ize ziskat obdobné vynasobenim prislusné silové slozky elementarnich vnitfnich
sil dN, dVy a dV, s ramenem sily (souradnici y nebo z) podle obrazku 1.4 (kladny smér
momentovych veliCin je proti sméru hodinovych rucicek pfi pohledu proti kladnému sméru
prislusné osy — pravidlo proti-proti):

dMy =dN -z =0x-dA -z (1.18)
a
dM; = —dN -y = —0ox-dA -y . (1.19)

Integraci vSech silovych a momentovych G¢inkd elementarnich vnitinich sil po celé plose
prlfezu primého prutu se nakonec ziskaji slozky vyslednice vnitfnich sil v prdfezu podle
obréazku 1.5:

VA

N= oxdA, (1.20)
A
z

Vy= TydA, (1.21)
A
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Obr. 1.5 Vyslednice vnitnich sil v priifezu obecné zatizeného prutu

V, = Txz A,

(1.22) | zavit dokument |
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z
My=T =V, y=Vy 2= (TIxz Y —Txy 2)dA, (1.23)
A
z
My=N-z= o0x-zdA (1.24)
A
a
z
M;=—N-y=— o0x-ydA. (1.25)
A

Rovnice (1.20) az (1.25) vyjadfuji statickou rovnovahu vnitinich sil v prifezu prutu,
neurcuji vsak prdbéh napéti v daném prdrezu.

Poznamka 1.6. Rovnice (1.23), jez se vztahuje k UCinku krouticiho momentu My = T,
plati pouze za predpokladu, Ze tézisté prirezu je totoZzné se stfedem smyku a jedna se
tedy o oboustranné symetricky prdfez. U nesymetrickych prifez( je nutno tut podminku

rovnovahy vztahovat ke stfedu smyku (blize kapitola 5).

1.3.3. Zakladni (prosté) namahani prutu

Z rovnic (1.20), (1.24) a (1.25) je patrné, ze normalové napéti v prifezu obecné zatizeného
prutu vyvolavaji normalova sila N a ohybové momenty My a M,. Naopak napéti smykova
zplsobuji podle rovnic (1.21), (1.22) a (1.23) posouvajici sily Vy a V, a kroutici moment
My =T.
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V souvislosti s plisobenim sloZek vnitfnich sil v prifezu prutu je pak mozno rozeznavat
nasledujici ¢tyfi zakladni (prosté) typy namahani prutu:

1. osové namahani, pfi kterém normalova sila N zpUsobuje prosty tah nebo tlak,

2. smyk, ktery mlze vyvolat posouvajici sila Vy nebo V;,

3. ohyb, vyvolavany ohybovym momentem My nebo M.,

4. krouceni, které zpUsobuje kroutici moment My =T.

Rekapitulaci ¢tyr zakladnich (prostych) typt namahani prutu obsahuje tabulka 1.1.

Typ zékladniho (prostého) namahani prutu || Vnitini sila Napéti
Osové namahéani (prosty tah nebo tlak) N Ox
Smyk Vy nebo V; | Txy Nebo Ty,
Ohyb My nebo M, Ox
Krouceni My =T Txy @ Txz

Tab. 1.1 Prehled zakladnich (prostych) typl namahani prutu

Poznamka 1.7. Prosty (Cisty) smyk, kdy v prifezu plsobi pouze posouvajici sila Vy,
nebo V, vznika vétsinou jen teoreticky. Posouvajici sily vznikaji obvykle spole¢né s ohybo-
vym momentem (Vy s M, a V, s My) pfi pficném zatizeni prutu.

Poznamka 1.8. P¥i pUsobeni pouze jedné dvojice posouvajici sily a ohybového momentu
dochazi k tzv. rovinnéemu ohybu (Vy s M; vyvolavaji rovinny ohyb ve vodorovné hlavni

@:

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

27. strana ze 542

BE

Zavrit dokument

‘ Cela obrazovka Okno |




Uvod do teorie pruznosti a plasticity, zakladni pojmy a principy 28

zatézovaci roviné xy, naopak V; s My zpUsobuji rovinny ohyb ve svislé hlavni zatézovaci
roviné xz).

Poznamka 1.9. Pokud soucasné plsobi obé dvojice posouvajicich sil a ohybovych moment
(Vy s Mz a V; s My), dochazi k tzv. prostorovému (obecnému) ohybu. Dalsi vyklad
k tomuto pFipadu naméhani je obsazen v kapitole 8.

Poznamka 1.10. Kombinace zakladnich (prostych) naméhani prutu pfedstavuji tzv. slo-
Zené pripady naméahani prutu, které jsou blize vysvétleny rovnéz v kapitole 8. Jedna se
napfiklad o excentricky tah Ci tlak (kombinace osovéeho namahéani s ohybem) nebo o krouceni
s tahem nebo tlakem a s ohybem.

1.3.4. Stav napjatosti telesa

P¥i stanoveni slozek napéti v libovolném bodu télesa se hovofi o tzv. stavu napjatosti.
Kazdym bodem télesa Ize vést nekone¢né mnoZstvi rovinnych fez(, ve kterych vznikaji rlizné
vektory napéti. Napjatost télesa je jednoznacné urcena slozkami napéti ve tfech odliSné
orientovanych Fezech, pFicemz se obvykle vychazi z fez(i rovnobéznych se souradnicovymi
rovinami (viz elementarni kvadr o stranach dx, dy a dz — 0 na obrazku 1.6).
Stav napjatosti ma povahu tenzoru, ktery je definovan v pravouhlém soufadnicovém
systému pomoci matice slozek napéti, nazyvané tenzor napéti:
2 3
Ox Txy Txz
0 =%« Oy Ty°. (1.26)
Tzx Tzy O
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Obr. 1.6 Slozky napéti na elementarnim kvadru télesa
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Mezi slozkami smykovych napéti plati zavislost, ktera se mize odvodit pomoci momen-
tovych podminek rovnovahy. Na elementarnim kvadru na obrazku 1.7 jsou uvedeny pouze

ty slozky smykovych napéti, které vyvolaji statické momenty k ose z, rovnobé&zné s osou z

a probihajici pravou horni hranou elementarniho kvadru.
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Obr. 1.7 Vzajemnost smykovych napéti

Elementarni sily na sténach elementarniho kvadru Ize ziskat vynasobenim slozky smy-
kového napéti plochou stény elementarniho kvadru, na které dana slozka smykového napéti
plsobi (podobné jako u vztah( 1.12 a 1.13), tedy:

dQxy = Txy - dAxy = Tyy - dy - dz (1.27)
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a
Momentova podminka rovnovahy k ose Z pak vypada nasledovné:
x
Mz=0: dQxy -dX—dQyx -dy =Ty -dx-dy-dz—Tyx-dx-dy-dz=0. (1.29)
Vydélenim celé rovnice Clenem dx - dy - dz pak vychazi:
Obdobné Ize pro zbyvajici dvojice sloZzek smykovych napéti urcit:
Tyz = Ty, (1.31)
resp.
T S Be « (1.32)

Rovnice (1.30), (1.31) a (1.32) se oznacuji jako véta o vzajemnosti smykovych na-
péti, na jejimz zakladé lze dokazat, Zze matice (1.26), popisujici tenzor napéti télesa, je

symetricka:
3
Ox Txy Txz
o = 4 O'y Ty25 ,
sym. 0z

(1.33)
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a stav napjatosti v libovolném bodu télesa je jednoznacné urcen Sesti nezavislymi sloZzkami
napéti, které mohou byt popsany rovnéz vektorem napéti:

-
0 = 0Ox Oy O; Txy Tyz Tyx . (1.34)

1.3.5. Stav napjatosti nosné stény

Nosna sténa je jednim z typl plosnych nosnych konstrukci. Oproti télesiim, které maji
vsechny tfi rozméry Ffadové stejné, je u plosnych nosnych prvk( jeden ze t¥i rozmérd -
tloustka, Fadové mensi nezli zbyvajici dva. Nosna sténa ma rovinnou strednicovou plochu,
coZ je mnozina bodd, ktera déli tloustku plosného prvku na dvé stejné ¢asti. Zatizeni musi
pritom pUsobit pouze ve stfednicové roviné nosné stény.

P¥i stanoveni slozek napéti v libovolném bodu nosné stény Ize vyjit, podobné jako v pfi-
padé télesa v kapitole 1.3.4, z elementarniho kvadru z obrazku 1.8 o stranach dx, dy — 0
a tloustce t > 0.

Stav napjatosti v libovolném bodu nosné stény je tedy jednoznacné urcen tremi nezavis-
Ilymi slozkami napéti, které mohou byt opét popsany v pravouhlém soufadnicovém systému
pomoci tenzoru napéti:

Ox Txy O
c =4 oy 09 (1.35)
sym. 0
nebo redukovanym vektorem napéti:
T T
0 = 0x Oy 0 Ty 0 O - 0 = 0x Oy Ty . (1.36)
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Obr. 1.8 Slozky napéti na elementarnim kvadru nosné stény
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Stav napjatosti nosnych stén bude podrobnéji vysvétlen v kapitole 10.1, jeZ je zaméfena

Gvodu do rovinné napjatosti.
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Poznamka 1.11. Na zékladé poznatkd, obsaZenych v kapitolach 1.3.1, 1.3.2 a 1.3.3 lze
definovat i tenzor napéti pro libovolny bod obecné zatizeného prutu:

2 3
Ox Txy Txz
o =4 0 05, (1.37)
sym. 0

Stav napjatosti v libovolném bodu obecné zatizeného prutu je tedy jednoznalné urcen
tremi nezavislymi slozkami napéti, které mohou byt popsany také redukovanym vektorem
napéti:

0 = Ox Txy Tx T (1.38)

1.4. Saint - Venant(v princip lokalniho G¢inku

Saint-Venantlv princip lokalniho G¢inku, pojmenovany podle francouzského matematika
a fyzika Adhémara Jean Claude Barré de Saint-Venanta (1797-1886), usnadfuje FeSeni na-
pjatosti téles. Lze jej popsat ve dvou variantach:

Definice 1.12. Rovnovazna soustava sil, plsobici na omezenou a relativngé malou ¢ast
pruzného télesa, vyvodi stav deformace a napjatost pravé jen v této omezené oblasti,
zatimco ostatni Casti télesa zlstavaji nedeformovany a nenapjaty. Uvedena soustava sil
tedy mlze zpUsobit pouze lokalni poruchu (napf. obrazek 1.9).
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Oblast mozné lokalni poruchy
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F Neovlivnéna ¢ast

Obr. 1.9 Rovnovazna soustava sil z definice 1.12

ale staticky ekvivalentni silové soustavy (napr. obrazek 1.10), pak stav deformace a napja-
tost vné oblasti jsou v obou pFipadech prakticky stejné. Uvnitf oblasti se stav deformace

a napjatost podstatné lisi podle druhu pdsobicich sil. mm

Saint-Venantova principu lokalniho G¢inku se pouziva napf.:

Definice 1.13. PUsobi-li na omezenou a relativné malou ¢ast pruzného télesa dvé rdzné,

e ke zjednoduSeni povrchového zatizeni - skutecné zatizeni se pFi vypoctu nahradi sta-
ticky ekvivalentnim a pro vypocet vyhodnéjsim zatizenim (napf. spojité zatiZzeni na
malé ploSe Ize nahradit - idealizovat osamélym bremenem),

 k idealizaci skute¢nych rozmér(i prutové konstrukce i pUsobisté realného zatizeni do
stfednice nosného prvku (na obrazku 1.11 pUsobi realné osamélé bfemeno na hornim

nebo dolnim okraji nosniku, pFi idealizaci je ale plsobisté tohoto zatiZeni presunuto Zavfit dokument
do osy prutu).

I Cela obrazovka Okno |
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Oblast blizkého okoli

Vnéjsi oblast

Obr. 1.10 Pruzné téleso s dvojici rliznych, staticky ekvivalentnich zatizeni
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Po provedeni vypoCtu s uvaZzovanim Saint-Venantova principu lokalniho G¢inku, zejména
jsou-li vycislena i napéti v jednotlivych priezech, je u konstrukéniho Feseni nosného prvku

nutno provést korekce napéti s ohledem na provedené idealizace.
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1.5. Testy

@:

Odpovézte na otazky v tomto testu. Test musite spustit kliknutim na tlacitko, poté
vyplite odpovédi a ukoncete test.
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Mezi zakladni pfedpoklady klasické linearni teorie pruznosti patfi:

(a) spojitost latky, (b) homogenita, teorie (c) ortotropni material,
homogenita, isotropie, konecnych deformaci, teorie malych deformaci,

(d) statické zatézovani.

Stav napjatosti obecné v bodé télesa v pravouhlém soufadném systému je urcen:

(a) tfemi slozkami napéti, (b) tenzorem napéti, (c) dvéma napétimi, 37. strana ze 542
(d) Sesti slozkami napéti.

BE

Pro tuhost k ty€e v tahu a tlaku plati (c je poddajnost materialu):
(a) 1/c, (b) IVEA, (c) je to sila, ktera vyvodi
protazeni prutu

0 jednotku délky,
(d) EA/L

Napéti znamena:
(a) intenzita vnitrnich sil, (b) zatiZitelnost konstrukce, (c) zména rozmérl télesa,
(d) sila vztazena k plose

fezu.

Zavrit dokument
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Pocet spravnych odpovédi:

Vyznaceni oprav do testu:
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Obr. 1.11 Realné plsobeni zatizeni na nosny prvek a provedena idealizace
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Kapitola 2

Fyzikalni vztahy mezi napétimi
a deformacemi

2.1. Deformace a posuny Vv télese

Ucinkem zatizeni (silového, deformaéniho nebo zménou teploty) se télesa deformuji (pre-
tvori, méni tvar). Zmény geometrie télesa je mozno popsat pomoci:

e pomérnych deformaci (pFetvoreni),
e posund (pfemisténi) konkrétnich bodd zkoumaného télesa.
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2.1.1. Pomérné deformace (pretvoreni)

@:

Stav deformace v libovolném bodé télesa je moZzno popsat pomoci sloZzek bezrozmérnych
pomérnych deformaci, které mohou byt:
ZAPADOCESKA

UNIVERZITA
V PLZNI

e délkové (pomérné protazeni nebo zkraceni), oznacované pismenem €,

A4

e Uhlové (zkoseni), které byvaji oznacovany pismenem vy.

Délkové pomérné deformace vyjadfuji pomér prirlstku délky k jeji plvodni hodnoté,
napr.:

_ o
=D 1P -

kde | oznaGuje plvodni rozmér télesa (délku) v pfislusném sméru, 1“rozmér télesa po de-
formaci a Al rozdil obou rozmérd, tedy velikost deformace. Na obrazku 2.1 jsou pomérné
délkové deformace znazornény na elementarnim kvadru o stranach dx, dy a dz - 0, kterym
Ize schématicky znazornit stav deformace v libovolném bodu télesa.

Délkové pomérné deformace elementarniho prvku ve smérech rovnobéznych s osami
souradnicového systému pak vychazeji:

Obsah

41. strana ze 542

BE

_dx"—dx _ Adx

2 dx dx ’ (2.2)
_ dy"~dy _ Ady
Ey - dy - dy (23)

Zavrit dokument
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Obr. 2.1 Slozky délkovych pomérnych deformaci na elementarnim kvadru télesa

42. strana ze 542

[=]
[<]
[=]
[=

. _dz"-dz _ Adz
7 dz  dz

Uhlova pomérna deformace vyjadfuje zménu Ghlu mezi dvéma ptvodné pravouh-
Ilymi Useckami, jez byly vedeny rovnobézné s osami pravouhlého souradnicového systému
vySetfovanym bodem. Na obrazku 2.2 jsou pomérné Uhlové deformace znazornény opét na
elementarnim kvadru o stranach dx, dy a dz — 0, znazorfujiciho stav deformace v libovol-
nem bodu télesa.

P¥i splnéni vychoziho predpokladu malych deformaci dosahuji veSkeré pomérné defor-
mace velmi malych hodnot (¢ [Tady [_I)]takZe pfi odvozovani a ve vypoctech Ize uplatnit Zalit e,
celou Fadu matematickych zjednoduseni (napf. Ghly lze ztotoZnit s jejich tangentami nebo

E
g

(2.4)

l Cela obrazovka Okno |
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Obr. 2.2 Slozky uhlovych pomérnych deformaci na elementarnim kvadru télesa

délky Sikmych Gsekd s jejich priméty). Uhlové pomérné deformace elementarniho kvadru
z obrazku 2.2 pak lze napfiklad odvodit nasledovné:

Ay

tan Yxy = Yxy = W ) (25)
A
tanyy; =yy; = d—;’ (2.6)
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A,
ax

Pro pomérné uhlove deformace take plati: yxy = Yyx, Yxz = Yzx @ Yyz = Yzy. Obecné
je tedy deformacni stav ve zkoumaném bodé télesa definovan Sesti slozkami pomérnych
deformaci, obsazenymi v symetrické matici tenzoru deformace:

tanyzx = Yzx = (2.7)

2 3
Ex ny Yxz
sym. £
nebo ve vektoru deformace:
T
€ = & & & VYxy Yyz Yax - (2.9)

2.1.2. Posuny v télese, geometrické rovnice

Geometrii deformovatelného télesa, vztazeného ke kartézskému pravouhlému souradnico-
vému systému (obrazek 2.3), lze popsat jednoznaéné také pomoci slozek posund bodd
tohoto télesa.

Dojde-li ucinkem zatizeni ke zméné polohy a tvaru télesa, kazdy bod a tohoto télesa,
ktery mél pred témito zménami polohu danou soufadnicemi X, y a z, se posune do polohy
&0 souradnicich:

X =x+u(x,y,z), (2.10)

ZAPADOCESKA
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pted deformaci

Obr. 2.3 Slozky posunuti bodu télesa pfed a po deformaci

y=y+v(Xx,y,2) (2.11)

z=z+w(,Y,2), (2.12)
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kde funkce u, v a w jsou slozky vektoru posunuti iCbhodu a do polohy a:

u =M v wii. (2.13)

P¥i znalosti slozek posunuti kazdého bodu télesa je jednoznacné definovana geometrie
deformovaného télesa. Z téchto slozek posunuti lze také odvodit velikosti vSech pomérnych
deformaci pomoci geometrickych rovnic.

Definice 2.1. Geometrické rovnice vyjadruji vztahy mezi slozkami pomérnych deformaci
télesa a slozkami posun( libovolnych bodd v tomto télese.

Zavislosti mezi slozkami posunuti a pomérnymi deformacemi Ize odvodit nejprve v roviné
xy. Na obrazku 2.4 je schématicky znazornén priimét elementarniho pravouhlého kvadru do
roviny xy i s vyznacenym posunutim jeho tFi vrcholl a, b a c.

Délkova pomérna deformace ve sméru osy x pro hranu elementarniho kvadru ab pak
vychazi:

c _d>_(—dx_dx+u(b)—u(a)—dx_u(x+dx,y)—u(x,y)_07u
T dx dx B dx T oox

Zkoseni - thlova pomérna deformace elementarniho kvadru v roviné xy se pak s pomoci
schématu na obréazku 2.4 odvodi jako soucet dvou Uhll y; a ys:

u(c) —u(a) " v(b) —v(a) _

dy dx
_ Uy +dy) —u(xy) | VX+dx,y) —v(x,y) _du _ dv
dy dx dy 9ox

(2.14)

Yxy = Y1 +Y2=
(2.15)
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»1 CuoruGeyrdy) “7
% <

M & 1 = Zri e
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+ YI | V PLZNI
= 5 po deformaci !
2 u(a)=u(xy) 3"
JL ’Yz A
Q |
E/ 1
— 3 Fee>
a _ b
v ¢ dx .o
A +
=
= =
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S pred deformaci 0 )
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=Y
A4 < y
'y a D
~lx o | dx | u(b)=u(x+dx,y)
0 X

Obr. 2.4 Priimét elementéarniho kvadru do roviny xy k odvozeni geometrickych rovnic
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Poznamka 2.2. PFi odvozeni bylo opét pfihlédnuto k malym deformacim. Pro malé hod-
noty posunll bylo proto uvazovano, Ze dx = dx, dy = dy, tany; = y; a tany, = y,, diky
Cemuz geometrické rovnice obsahuji pouze linearni cleny.

Obdobné Ize odvodit zavislosti i pro zbyvajici dvé roviny xz a yz. V3ech Sest geometric-
kych rovnic pak nabyva tvaru:

p= g =W SO (2.16)

_au+6v ov  ow _ow Ou

ny—w ax’ Vyz—a"‘W, sz—&"'g-

Znalost sloZzek posunll tedy umoziuje jednoznacné stanovit viechny slozky pomérnych
deformaci v télese.

(2.17)

Poznamka 2.3. SloZky pomérnych deformaci v télese nejsou vzajemné nezavislé. Plati
mezi nimi vztahy, definované tzv. podminkami kompatibility (spojitosti), které jsou
uvedeny napf. v [22]. Jejich spInéni zaruduje, Ze téleso z(stava i po zdeformovani spojité
a mezi dil¢imi elementy télesa nevznikaji mezery nebo vzajemné priniky.

2.2. Fyzikalni vztahy mezi napétimi a deformacemi

Pro feSeni napjatosti a stavu deformace nosného prvku zbyva jesté definovat vztahy, popisu-
jici vzadjemnou zavislost mezi napétimi a deformacemi, oznacované jako fyzikalni rovnice
a souvisejici s mechanicko-fyzikalnimi vlastnostmi pouzitého materialu.

@:
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2.2.1. Hookelv zakon, linearné pruzny material

Z nauky o materiélu je znamo, Ze zavislost napéti a pretvoreni Ize popsat pro
prosty tah a tlak pomoci Hookeova zakona, ktery hovori o pfimé amérnosti
velikosti deformace a napéti v deformovaném télese. Je pojmenovan po brit-
ském fyzikovi, matematikovi, architektovi a pFirodovédci Robertu Hookeovi
(1635-1703), ktery svij zakon pruznosti definoval v roce 1660 a publikoval
jej roku 1678. Lze jej popsat nasledujicim zplsobem:

Ox =E & - & = Ox (2.18) Obr. 2.5 Ro-

| o B " bert Hooke
kde E [Pa] je mechanicko-fyzikalni charakteristika prislusného materialu, nazyvana modul

pruznosti v tahu a tlaku nebo také Younglv modul pruznosti podle britského polyhistora
Thomase Younga (1773-1829), ktery v roce 1807 modul pruznosti poprvé matematicky
definoval.

Definice 2.4. Pri namahani prostym tahem nebo tlakem je normdlové napéti primo
umérné délkové pomérné deformaci.

VWyraz ox = E - &x ve vztahu (2.18) lze vzhledem ke konstantni hodnoté modulu pruz-
nosti v tahu a tlaku E interpretovat jako rovnici pfimky, ktera je schématicky zobrazena
na obrazku 2.6. Material, jenz se Fidi touto linearni zavislosti, se proto nazyva linearné
pruzny. Upravou vztahu (2.18) pak lze ziskat také vyraz:

E = z—x =tan$ - ¢ = arctanE , (2.19)

X
ze kterého lze vyjit pfi experimentalnim ovérovanim této mechanicko-fyzikalni materialové
charakteristiky.

@:
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Obr. 2.6 Grafické ztvarnéni Hookeova zakona v prostém tahu nebo tlaku

Poznamka 2.5. Grafické vyjadreni zavislosti normélového napéti ¢ a délkové pomérné
deformace €, matematicky o = a(€), se oznacuje jako pracovni diagram daného materialu.
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vy

Poznamka 2.6. VysSi hodnoty modulu pruznosti v tahu a tlaku E odpovidaji méné pod-
dajnym materialdm, o ¢emzZ se lze presvédéit i na grafu obrazku 2.6, kde jsou zobrazeny
tri primky s odliSnym sklonem - modulem tuhosti v tahu a tlaku. Pokud se ve zkouma-
nych nosnych prvcich vyvola stejné normélové napéti ox1 = 0x2 = Ox 3, délkové pomérné
deformace budou u vsech tfi prvkd rdizné pravé diky odlisné tuhosti pouzitého materialu -
napf. pfimka s nejmensim Uhlem ¢ odpovida nejvice poddajnému materialu, ktery v daném
nosném prvku zplsobi nejvétsi deformaci.

Soucasné s pomérnym pretvorenim télesa v podélném smeéru dochazi také ke zménam
pricnych rozmérd jeho prifezu (viz obrazek 2.7), které lze vyjadfit prislusnymi délkovymi
pomérnymi deformacemi:

Ox
E ’
kde v je bezrozmérny Poissonlv soucinitel pFicné deformace, pojmenovany podle francouz-

ského fyzika, matematika, geometra a astronoma Siméona Denise Poissona (1781-1840),
jenz se zabyval chovanim materialu a vyznamné obohatil matematickou teorii pruznosti.

Poznamka 2.7. Znaménko minus ve vztahu (2.20) vyjadfuje odliSny smysl deformaci v po-
délném a pricném sméru. V pripadé prostého tahu oy > 0 se bude pridfez zGzovat (dochazi
k tzv. kontrakci), pri prostém tlaku ox < 0 bude naopak v pfiéném sméru dochazet k pro-
dlouZeni.

Poznamka 2.8. Poissondv soucinitel pficné deformace v mlize nabyvat hodnot 0 az 0, 5.
Hodnota v = 0,5 pfitom predstavuje nestlaitelny material. Hodnoty v > 0,5 pfedstavuji
stav, jenZ je z fyzikalniho hlediska nemozny.
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Obr. 2.7 Pri¢na kontrakce (zUzeni) elementarniho prvku pfi naméahani tahem

Hookellv zakon je moZno odvodit i pro namahani prostym smykem:

T
kde G [Pa] je dalsi mechanicko-fyzikalni charakteristika pfisluSného materialu, nazyvana
modul pruznosti ve smyku. Hookelv zakon v prostém smyku Ize podobné jako v pFipadé
Hookeova zakona v tahu a tlaku zobrazit graficky (viz obrazek 2.8).

Definice 2.9. Pfi namahani prostym smykem je smykové napéti pfimo umérné uhlové
pomérné deformaci.
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Obr. 2.8 Grafické ztvarnéni Hookeova zadkona v prostém smyku

U izotropni latky plati mezi tfemi zavedenymi mechanickou-fyzikalnimi charakteristi-
kami E, G a v vzajemna zavislost, ktera se da vyjadrit vztahem:
E
6:2-(1+v). (2.22)

Izotropni latku Ize tedy charakterizovat pouze dvojici mechanicko-fyzikalnich konstant,
zbyvajici tieti charakteristika se pak mize urcit ze vztahu (2.22).
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Poznamka 2.10. P¥i uvaZeni vztahu (2.22) a dfive uvedeného rozmezi Poissonova sou-
Cinitele pficné deformace 0 5 v 5 0,5 pak lze stanovit i rozsah pro modul pruznosti ve
smyku:

E E
3 5G5 > (2.23)
Hookellv zakon vyjadfuje zavislost mezi napétim a pretvorenim pouze v pripadech, kdy
je mozno napéti i pomérnou deformaci jednoznacné popsat jednim parametrem (prosty tah
a tlak nebo prosty smyk). | presto nejde o zavislost zcela obecnou, nebot' rozsah platnosti
Hookeova zakona je omezen podminkou, Ze deformace jsou velmi malé a nezasahuji do
plastické oblasti chovani materialu.
PFi obecné (prostorové) napjatosti, kdy ve vySetfovaném bodé plsobi vsechny slozky
napéti, pak definuje linearni zavislost deformaci na napétich pro izotropni material tzv.
obecny Hookeliv zadkon, popisujici Sest fyzikalnich rovnic:

1
SX:E[OX_V(O)’-'_GZ)]’
1
syzg-[oy—v-(cx+oz)], (2.24)
1
ezzg-[oz—v-(0x+0y)],
T T T
yxyzgy Yyz = éz, szzg- (2.25)
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Poznamka 2.11. Jednoduchou Upravou fyzikalnich rovnic obecného Hookeova zakona Ize
ziskat i vztahy mezi slozkami napéti a deformaci pfi rovinné napjatosti (tzv. rovinny
Hookelv zakon), nap¥. pro libovolny bod nosné stény v roving xy plati:

1 1 T
gng.(ox_v.oy), eyzg-(o'y—v-ox), yxyzg. (2.26)

Poznamka 2.12. Jak jiz bylo uvedeno ve vy¢tu vychozich predpokladl klasické linearni
pruznosti pruzny materiél se rovnéZz vyznacuje schopnosti vracet se po odstranéni pricin
tvarovych zmén (napf. zatizeni) do plvodniho stavu, coZz byva oznacovano jako pruzné
(vratné) deformace & (elastic - pruzny).

2.2.2. Plasticita, taznost

Plasticitou se rozumi schopnost latky deformovat se bez porudeni nevratnym, tvarnym
zplsobem. ZatiZeni a odleh&eni se uz nefidi shodnymi zakonitostmi — po odstranéni zatizeni
nosného prvku v ném zlstavaji trvalé deformace . Zavislost mezi napétim a pfetvorenim
jiz neni linearni a hovofi se tedy o fyzikalni nelinearité, pri které uz nelze vyuzit principu
superpozice.

K tvarnym materialdm, jenZz se vyznacuji vyraznym plastickym chovanim, patfi ocel
nebo plasty. Plastickych vlastnosti oceli se vyuziva pri navrhovani ocelovych a Zelezobeto-
novych konstrukci.

Taznost je mechanicka vlastnost tazeného tvarného materialu, ktera vyjadruje plastické
protaZeni prvku pfi jeho prFetrzeni, vyjadiené v procentech. Tabulka 2.1 obsahuje pfehled
orientacnich hodnot taznosti vybranych materiald.
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Néazev materialu Taznost [%]

Ocel 15

Polyvinylchlorid (PVC) 15 aZ 30

Polyethylen nizkotlaky - tvrzeny (IPE) 100 az 200

Polyethylen vysokotlaky - mékCeny (rPE) | 500 az 700 D p ZhraoocEsch
Polypropylen (PP) 500 az 700 v PN

Tab. 2.1 Prehled orientacnich hodnot taznosti vybranych materiall

Norma [4] pfedepisuje protazeni pFi pretrzeni (taznost) nejméné 15%, coz umoziuje
stanovit mezni délkovou pomérnou deformaci tazeného ocelového prvku:

Al 15-1
Ex,max = T = 0 |5 =0,15. (2.27) 56. strana ze 542
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