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Predmluva

Véazeny ctenari,

text, ktery prave c¢tete, vznikl v ramci feSeni projektu "Matematika pro inzenyry
21. stoleti - inovace vyuky matematiky na technickych skolach v novych podminkach
rychle se vyvijejici informacni a technické spolecnosti”. Projekt je fesen na Vysoké

skole banské - Technické univerzité v Ostravé a Zapadoceské univerzité v Plzni
v obdobi 2009 - 2012.

Hlavni motivaci projektu je potieba reagovat na zmény vyznamu jednotlivych
partii matematiky pri feseni praktickych problém, zptisobenou zejména velkym po-
krokem v matematickém modelovani, dramatickym zlepSovanim software a rychlym
zvySovanim vypocetnich kapacit modernich pocitach. Inzenyti nyni bézné vyuzivaji
stale se vyvijejici komplikované softwarové produkty, zalozené na matematickych po-
jmech, se kterymi se v kurzech matematiky budto nesetkaji viibec nebo v nevhodné
formé. Na druhé strané prezentace nékterych pojmi v zakladnich kurzech neodrazi
z nejruznéjsich divoda potieby odbornych kateder. Bohuzel tento stav ztézuje stu-
denttim aktivni pouzivani ziskanych védomosti v odbornych predmeétech i orientaci
v rychle se vyvijejicich metodach inzenyrské praxe.

Cilem projektu je inovace matematickych a nékterych odbornych kurzii na tech-
nickych vysokych skolach s cilem ziskat zdjem studentl, zvysit efektivnost vyuky,
zpristupnit prakticky aplikovatelné vysledky moderni matematiky a vytvorit pred-
poklady pro efektivni vyuku inzenyrskych predméti. Zkvalitnéni vyuky matematiky
budoucich inzenyri chceme dosdhnout po strance formélni vyuzitim novych infor-
macnich technologii pripravy elektronickych studijnich material a po strance vécné
peclivym vybérem vyucované latky s dislednym vyuzivanim zavedenych pojmi v ce-
lém kurzu matematiky s promyslenou integraci moderniho matematického aparatu
do vybranych inzenyrskych predméti. Metodiku vyuky matematiky a jeji atrak-
tivnost pro studenty chceme zlepsit dirazem na motivaci a dislednym pouzivanim
postupu ”od problému k feseni”.

V ramci projektu vytvarime 40 novych vyukovych materidli z oblasti mate-
matické analyzy, linedrni algebry, numerickych metod, metod optimalizace, dis-
krétni matematiky, teorie grafii, statistiky a nékolika odbornych kurzt. Vsechny
hotové vyukové materialy budou volné k dispozici na webovych strankach projektu
http://mi2l.vsb.cz.
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Tento material je koncipovan jako stru¢ny tvod do nauky o pruznosti a pevnosti.
Jeho cilem je vyplnéni mezery v uéebnich textech, ktera vznikla po restrukturalizaci
studia na VSB-TU Ostrava v roce 2001. Vyklad teoretickych zakladi mechaniky
poddajnych téles je doplnén fadou fesenych prikladi. Svou skladbou je predkladané
dilo netradi¢ni. V tivodu je zdtraznéna navaznost na mechaniku tuhych téles a jsou
zde probrany dilezité geometrické charakteristiky priarezu. Nasledné jsou vysvétlo-
vany koncepty napéti a deformace, jenz jsou hned vzajemné propojeny v kapitole,
vénované konstituénim vztahtim. Dalsi kapitoly se zabyvaji zédkladnimi typy na-
méhani (tah-tlak, ohyb a krouceni), jednotlivymi hypotézami pevnosti, stabilitou
primych pruti a tnavou materialu. V zavére¢nych kapitolach je uveden prehled ex-
perimentalnich metod pruznosti a jsou vylozeny uplné zaklady matematické teorie
pruznosti, nutné pro vysvétleni principu metody konecnych prvki a dalsich nume-
rickych metod mechaniky v navazujicich roc¢nicich studia. Elektronicka verze skript
na CD-ROM je doplnéna také videem tahové zkousky a nazornymi animacemi: 1.
Mohrova kruznice pro tah (kapitola 3) 2. Konstrukce Mohrovy kruznice pro piipad
rovinné napjatosti (kapitola 3) 3. Vyhodnoceni tahové zkousky (kapitola 5).

Text byl vysazen pomoci sazeciho systému TEX ve formatu pdf BKTEX.

V Ostravé 21.1. 2011 Radim Halama
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Orientace v textu

Kazda kapitola ma svou pevnou strukturu, ktera by vam méla pomoci k rychlejsi
orientaci v textu. Pti psani mtzete vyuzit nasledujici ,stavebni kameny*:

Pruvodce studiem

Prostrednictvim pravodce studiem vas chceme seznamit s tim, co vas v dané kapitole
ceka, které ¢asti by mély byt pro vas opakovanim, na co je tfeba se obzvlasté zamérit
atd.

Cile

V casti cile se dozvite, co vSechno zvladnete a budete umét po prostudovani dané
kapitoly.

Priklad

Touto ikonou jsou oznaceny vsechny Tfesené priklady. Konec fesenych piiklada je
oznacen plnym trojihelnickem (A).

Pojmy k zapamatovani

Pojmy zde uvedené jsou vétsinou nové a zcela zasadni. To znamend tyto pojmy
nejen pochopit a umét ilustrovat na prikladech, ale také umét vyslovit jejich presné
definice.

Kontrolni otazky

Odpovézenim na tyto otazky si ovérite, zda jste danym pojmtm porozuméli, zda si
uvédomujete rozdily mezi zdanlivé podobnymi pojmy, zda dovedete uvést priklad
ilustrujici danou situaci atd.

Priklady k procviceni

Tyto priklady slouzi k tomu, abyste si dikladné procvicili probranou latku. Vysledky
uvedenych prikladii jsou zarazeny na konci kazdé kapitoly.

Kli¢ k prikladim k procviceni

Na konci kazdé kapitoly je uveden kli¢ ke cvi¢enim, ktery obsahuje vysledky prikladi
k procviceni.

©® -~
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Autotest

Pomoci autotestu si otestujete své znalosti a pocetni dovednosti z celého objemu
uciva.

Pro zajemce

Tato cast, jak jiz bylo uvedeno vyse, obsahuje rozsiteni vysledk na funkce tii
a zejména obecné n proménnych. Je od ostatniho textu odliSena mensim typem
pisma.

Literatura

Jedna se o literaturu, pouzitou autory pri vytvareni tohoto studijniho materialu,
nikoliv jen o literaturu, doporuc¢enou k dalsimu studiu. Pokud nékterou z uvedenych
publikaci doporucujeme zajemcim, pak je to v textu spolu s odkazem na dany titul
jasné uvedeno.

Rejstrik

Rejstiik, uvedeny na konci skript, poslouzi ke snadné orientaci v textu.

Definice a véty jsou uvedeny v ramecku (v tiskové verzi) resp. barevnym pismem
s barevnym pozadim (v obrazovkové verzi). Konce dikazi jsou vyznaceny prazdnym
¢tvereckem (), konce TeSeni piikladi plnym trojuhelnickem (A ).
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Kapitola 1

Uvod

Privodce studiem

V prvnim roc¢niku jsme se seznamili se zakladnimi poznatky statiky, tedy nauky
o vzajemném pusobeni tuhych téles. Ve skutec¢nosti neni zadné téleso dokonale tuhé
a v inzenyrské praxi musime pro navrh a kontrolu konstrukénich prvka vyjit z po-
znatkll nauky o pruznosti a pevnosti. Prvni c¢ast této tvodni kapitoly se vénuje
vysvétleni zakladnich pojmt a predpokladi, které v pruznosti a pevnosti pouzi-
vame. V druhé ¢éasti kapitoly jsou pak vylozeny geometrické charakteristiky ploch,
které budeme v tomto predmeétu potiebovat. Prakticky v kazdé kapitole se s nékte-
rou z geometrickych charakteristik priirezu setkame, proto je diikkladné studium této
kapitoly zcela zasadni pro pochopeni dalsich stati.

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete:
e chapat zakladni pojmy pruznosti a pevnosti
e rozumeét vztahu mezi vnéjsimi silami, vnitfnimi silami a napétim
e znat zakladni predpoklady pruznosti a pevnosti

e umét odvodit vztahy pro vypocet vybranych geometrickych charakteristik
ploch

e schopni stanovit kvadratické momenty slozenych ploch symetrickych obrazct

e chapat souvislosti mezi geometrickymi charakteristikami a tuhosti prutt
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Uvod

1.1 Vymezeni zakladnich pojmi

Mechanika je nejstarsi védni obor a jeji nedilnou soucasti je nauka o pruznosti
a pevnosti.

Zatimco statika a dynamika patii do mechaniky tuhych téles, protoze povazuji
téleso za dokonale tuhé a zabyvaji se pouze ucinky vnéjsich sil, pruznost a pev-
nost patii do mechaniky poddajnych téles a zkouma ucinky sil vnéjsich i vnitinich.
V zasadé muzeme vnéjsi sily rozdélit do dvou kategorii:

a) Sily, pusobici z vnéjsku na téleso (zatiZeni, tlak vétru, tiha snéhu, apod.).

b) Sily, vdzané na hmotu a pusobici ve vsech bodech télesa (odstredivé, gravitac¢ni
a setrvacné sily).

Definice 1.1. Pruznost je schopnost pevnych téles ziskat po odstranéni vnéjsich
ucinku puvodni tvar. Pevnost je schopnost prvku (soucésti ¢i konstrukce) prenést
zatizeni bez poruseni.

Kazdé téleso, vystavené ucinku vnéjsich sil ¢i dalsich uéinkt (zména teploty
a pod.), méni obecné svij tvar a rozméry - deformuje se (obr. 1.1). Vnitini sily pak
vznikaji v dusledku sil vnéjsich.

Obr. 1.1

Skutecné vnitini sily, které udrzuji téleso v pevném stavu, pruznost a pevnost
nezkoumad, protoze tyto nezavisi na vnéjsich vlivech. Zabyva se vsak tzv. dopliko-
vymi vnitinimi silami (dale jen vnitini sily), které se snazi po odlehéeni vnéjsiho
zatizeni vratit téleso do ptivodniho tvaru. Mirou intenzity vnitinich sil je veli¢ina,
zvand napéti. Vztah mezi vnéjsimi silami, vnitinimi silami a mechanickym napétim
je vyjadren graficky na obr. 1.2.

wnEjsisily > - wnitinisity >~~~ napdti__D

Obr. 1.2
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7 aplikovanych vnéjsich sil mizeme vypocitat nejprve vnitini sily a az potom
mechanické napéti. Nékdy se vSak setkavame i s inverzni tlohou, kdy ze znamych
hodnot napéti mame vypocitat velikost vnéjsich sil.

1.2 Cile a predpoklady nauky o pruznosti a pev-
nosti
Pruznost a pevnost je tradiéné rozdélena na:

e technickou nauku o pruznosti a pevnosti (angl. strength of materials), vyuziva-
jici zjednodusujicich predpokladi pro navrzeni postupu k reseni elementarnich
praktickych tloh

e matematickou teorii pruznosti (angl. elasticity), kterd vyuziva vyssi matema-

Vv

Vsechny zakony a postupy, odvozené v nauce o pruznosti a pevnosti, jsou platné
pouze za splnéni nasledujicich predpokladii:

1. Zatizeni je statické, dynamické ucinky lze zanedbat.

2. Téleso je spojité (bez vad), povazujeme jej za kontinuum.

3. V materidlu neexistuji po¢atecni (zbytkova) napéti.

4. Napéti jsou primo tmérna deformacim, plati tzv. Hooketiv zakon.

5. Materidl je ideadlné pruzny, prestane-li piisobit vnéjsi zatizeni, vymizi defor-
mace i napéti.

6. Deformace jsou v porovnani s rozméry télesa velmi malé.

7. Material je homogenni a isotropni, v kazdém bodé télesa jsou tedy stejné
fyzikalni vlastnosti a ve vSech smérech jsou shodné mechanické vlastnosti.

vvvvvv

ktery ovsem plati pouze za vyse uvedenych predpokladii. Princip superpozice umoz-
nuje slozitou tlohu rozdélit na diléi (jednodussi) tlohy, tyto vyresit a vysledky dil¢ich
uloh secist. Princip superpozice je mozné vyuzit pii feseni sil, napéti i deformaci.
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Uvod

Mezi vypocetni tlohy pruznosti a pevnosti patii:
e podminka pevnostni
e podminka tuhostni

e staticky neurcita tloha

V pruznosti jsou dva typy pevnostnich vypocti:
e primé metody

— vypocet napéti

— vypocet deformaci
e nepiimé metody

— dimenzovani, tj. urceni rozmért prurezu tak, aby napéti nebo deformace
byly mensi nez dovolena hodnota

— vypocet maximdalniho zatiZzeni (napf. sily ¢i momentu silové dvojice),
které vyvodi dovolené hodnoty napéti ¢i deformace

Nejjednodussim typem modelového télesa je prut. Nemtzeme mezi né pocitat
obecné télesa "dlouhd a tenkd”, ale musi byt také splnény jisté predpoklady, o kte-
rych bude Te¢ pozdéji. Unosnost feseného prutu velmi souvisi s rozlozenim plochy
prufezu.

1.3 Kvadratické momenty plochy prirezu

Z hlediska tnosnosti prutu neni podstatny pouze obsah prurezové plochy, ale
také jeji rozlozeni (kromé namahani prostym tahem). V praxi se ¢asto setkavame
naptiklad s tenkosténnymi profily, a to praveé z toho duvodu, ze velmi dobte vyuzivaji
materidl. Konstrukce je leh¢i pri stejné tinosnosti.

V této kapitole budou shrnuty poznatky, tykajici se prufezovych charakteris-
tik, kterym se rika kvadratické momenty ploch. S kvadratickymi momenty ploch se
nejcastéji setkdvame pri vypoctu ohybového napéti u prutl, namahanych ohybem,
nebo pfi vypocétu smykového napéti u prutt kruhového prifezu, namahanych krou-
cenim. Kvadratiské momenty ploch se rovnéz vyuzivaji pii dimenzovani soucasti,
namahanych vyse uvedenymi zpiisoby.

Pojem "moment setrvacnosti” se pouziva v dynamice a fyzice, jedna se zde vsak
o hmotové momenty setrvacnosti.
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1.3.1 Vypocet tézisté plochy prurezu

Kvadratické momenty plochy se ve vétsiné pripadi urcuji vzhledem k soutradni-

Vv

VVoev

sledujici vyrazy

[ydS [ zdS
P P
Vo — gn=Y___ 1.2
T de7 T de ( )
P P

1.3.2 Definice kvadratickych momentt plochy

Méjme obecnou plochu v kartézském soufadnicovém systému z-y (obr. 1.3).

y

A
Y

Obr. 1.3

Nejprve budou definovany statické momenty U plochy 1, které vyjadiuji rozlo-
zen{ plochy priifezu vZdy k jedné ose a uddvaji se v [m3]. Staticky moment plochy
prurezu vzhledem k ose y je dan vyrazem

U, = /zdS. (13)

(4



Uvod

Pro staticky moment plochy k ose z plati analogicky

U, :/de. (1.4)
(4

Vvev

vvvvvv

k jednotlivym osam, které jsou dany vyrazy
I, = /22 as, I,= /y2 ds, D,, = /yzdS (1.5)
P ¥ P

a udavaji se v [m?]. Kvadratické momenty ploch, vztazené k jedné ose I,, I, se na-
zyvaji osové momenty a kvadraticky moment, vyjadiujici rozlozeni plochy vzhledem
k obéma osam kartézského souradnicového systému D, je oznacovan jako deviacni.

Z definice osovych kvadratickych momenttu plochy (1.5) vyplyva, Ze jsou vzdy
kladné, na rozdil od devia¢niho momentu, ktery mize nabyvat kladnych i zapornych
hodnot.

Mezi dulezité vlastnosti kvadratickych momenti ploch patti aditivnost.

Véta 1.1. Kvadraticky moment rovinného obrazce k dané ose se rovna alge-
braickému souctu kvadratickych momentu dil¢ich casti vztazenych k téze ose.

y

Obr. 1.4

Pro plochu na obr. 1.4 plati S = S; + St + Sir + Srv + Sy, avsak z definice
kvadratickych momentt plyne také I, = Iy + Lyr + Lyrrr + Lyrv + Lyv a I, = L +
+ L+ L+ Lv + Ly.



1.3 Kvadratické momenty plochy prirezu

17

U prut naméhanych krutem se setkavame s polarnim kvadratickym momentem
I, ktery je definovan vyrazem

I,= /p2 ds, (1.6)

(4

kde vzdéalenost od pocatku lze vyjadrit ze souradnic pomoci Pythagorovy véty
PP =y + 27 (1.7)

Polarni kvadraticky moment plochy tedy vyjadiuje jeji rozlozeni vzhledem k po-
catku souradnicového systému. Po dosazeni posledniho vyrazu dostavame uziteény
vztah mezi polarnim kvadratickym momentem a osovymi kvadratickymi momenty
plochy

I, = / (v*+2%) dS =1+ 1, (1.8)
¥

Véta 1.2. Polarni kvadraticky moment plochy k bodu (pélu), ktery je pruse-
¢ikem dvou kolmych os (v nasem piipadé y a z), se rovnd souctu kvadratickych
momentt plochy k témto osam.

Vviev

Definice 1.2. Kvadratické momenty plochy vztazené k osam, prochazejicich té-
zistém, nazyvame centralni momenty setrvacnosti. Osy prochézejici tézistém prurezu
se nazyvaji centralni osy.

Budeme-li zvoleny kartézsky soutadnicovy systém natacet, bude se ménit také
rozlozeni plochy vzhledem k souradnicovym osam a tim i osové kvadratické momenty.
U kazdé plochy pak existuje takova poloha souradnicového systému, kdy jsou osové
kvadratické momenty extrémni a zaroven je deviaéni moment nulovy.

Definice 1.3. Nalezenim dvou vzajemné kolmych os, prochazejicich tézistém,
k nimz je deviacni moment nulovy, ziskdme tzv. hlavni centralni osy 1 a 2, k nimz
jsou hodnoty kvadratickych momentu extrémni — hlavni centralni kvadratické mo-
menty (Il = Imam; IQ = Imzn)
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Priklad 1.1. Odvodte polarni kvadraticky moment pro mezikruhovy prirez
s rozméry d a D dle obr. 1.5.

Obr. 1.5

P1i odvozeni polarniho kvadratického momentu mezikruzi lze vyjit ze vztahu 1.6,
pricemz je vyhodné zvolit element plochy také ve tvaru mezikruzi.

Potom obsah elementu plochy dS lze ziskat jako nasobek obvodu a tloustky
elementu dS = 27pdp a po dosazeni do vztahu (1.6) se postupné odvodi

D

D
4
[p:/pZdSZZW/p?’dp:QW{p—} = (D'~ d") =T, + I =2I,
1], 32
d

(P1)

Odtud pak lze vyjadrit

(P2)

Vztah (P1) lze rovnéz ziskat s vyuzitim aditivnich vlastnosti kvadratickych mo-
mentt jako rozdil kvadratickych momenta vnéjsiho a vnitiniho kruhu

T T T
p pD pd 39 32d 32( d)
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Uvédomme si, Ze osové centralni kvadratické momenty u mezikruzi (i kruhu)
budou nabyvat stejné hodnoty pro jakkoliv natoceny souradnicovy systém, procha-

Vviev

mezikruzi plati

(P4)

1.3.3 Kvadratické momenty plochy k rovnobéznym osam
(Steinerova véta)

Uvazujme rovinnou plochu obecného tvaru dle obr. 1.6 a predpokladejme, zZe
jsou znadmy souradnice tézisté a, b ve zvoleném kartézském souradnicovém systému
tém s osami yr a zp, rovnobéznymi s osami referencniho souradnicového systému y
a z. Nasim cilem bude nalezeni vztaht mezi kvadratickymi momenty plochy, vzta-
zenymi k osam referenénim a centralnimi kvadratickymi momenty plochy, tedy mezi
I, a Iy, respektive I, a Ir.

Yy yr

(] “m

Y
A

N
Y VY

Obr. 1.6
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Transformaci z referenéniho souradnicového systému z — y do centralniho sou-
fadnicového systému zp — yr lze zapsat takto

Z2 =zt +a,

1.9
y =yr + b. (1.9)

Dosazenim do (1.5) ziskdme

Iy:/szS:/zT+a /z%dS+2/a-szS+/a2dS:
P

(U (4 (4 (4
— yT+2a/szS+a25, (1.10)
(4

kde [ 27 dS je staticky moment plochy k ose yr.
%

Ze vztahu (1.2) vyplyva, ze k centralni ose je staticky moment plochy vzdy
nulovy, proto se vztah (1.10) dale zjednodusi

I, = I,r + a*S. (1.11)

Analogicky lze postupovat i u zbyvajicich kvadratickych moment a ziska se

I, =L+ b8,
4 (1.12)
Dyz :Dsz + abs.
@ Priklad 1.2. Odvodte vztahy pro kvadratické momenty obdélniku s rozméry
stran b a h k osam z, 2’ (obr. 1.7).
y
A

S e

A
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V pripadé mezikruhového prifezu bylo elementarni plochou mezikruzi, u obdél-
nikového priifezu pro vypocet s vyhodou volime jako elementarni plochu obdélnik

NEy

h
372 bh3
[vas = [ pway "M_h i (1.13)
v “h 2
h
137k bh3
I, = /y'2d5 = /y’zbdy =b [y—] = (1.14)
31, 3
0
Stejného vysledku bychom v pripadé I., dosahli s vyuzitim Steinerovy véty, tedy
h\? b-hd B2 b-h?
L =1 -} 5= b= . 1.15
T <2) 2 3 (1.15)
A

1.3.4 Hlavni kvadratické momenty slozenych ploch s osou
symetrie

vvvvvv

vvvvvv

rezy lze obvykle rozdélit na nékolik jednoduchych obrazcti, pro které je znamo ana-
lytické teseni centralnich kvadratickych momentti. Kvadratické momenty takového
slozeného obrazce 1ze vypocitat z kvadratickych momentt dil¢ich ¢asti s vyuzitim
Steinerovy véty.

Postup vypoctu je nasledujici:
1. Rozdéleni priufezu na diléi plochy.
2. Stanoveni polohy téziste.

3. Aplikace Steinerovy véty.
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@ Priklad 1.3. Stanovte hlavni centralni kvadratické momenty plochy z obr. 1.8,

jestlize jsou dany jeji rozméry b = 20mm, h = 40mm, | = 10mm a d = 10mm.

7}
7}
/
\ 2
h z
| Y7
Zr
2
Obr. 1.8
Ad 1) Rozdéleni prifezu na diléi plochy.
plocha 1 — obdélnik (tézisté T1), plocha 2 - kruh (tézisté T5)
Ad 2) Stanoveni polohy téZisté.
Tézisté musi lezet na ose symetrie
Zr =0 mm. (1.16)

Vvev

ploch plati

N
fde ZYTZ'SZ'
Vi — 8 =1
R T

S

i=1

(1.17)

Po dosazeni

V. :YTlsl_YnSg:0-40-20—10.%02
T 51—52 4020_%02

= —1,089 mm. (1.18)



1.3 Kvadratické momenty plochy prirezu

23

Poloha tézisté je tedy déna souradnicemi: 7' [0; —1, 089].

Ad 3) Aplikace Steinerovy véty.
Vypocet centralnich kvadratickych momentt plochy

1
Lr=Lmn+Y;S — [Lra+ (I + Yr|)? Sa] = Eth + Y7 bh—

md* o Td?
— 6—4+(l+|YT|) o | (1.19)

Po dosazeni vyjde Ly = 97467 mm?.

1 d*
Ty = Iy + 0% Sy — [Ty + 0%+ Sy = —ht* — =

—. 1.2
12 64 (1.20)

Po dosazen{ vyjde I,; = 26176 mm?*.

1.3.5 Moduly prirezu

Dosud jsme zkoumali priurezové charakteristiky teoreticky. Podivejme se na né
nyni z praktického pohledu. Prikladem prutu muze byt napt. také tenké primé pra-
vitko s priblizné obdélnikovym prurezem. Pokud jej uchopime za oba konce a za-
tizime uprostted, bude velikost priithybu zaviset na tom, jestli jsme silu aplikovali
rovnobézné s delsi stranou prutfezu (nepozorovatelny prithyb) ¢i kolmo na ni (velky
prithyb).

Uvedeny priklad spada do kapitoly, vénované rovinnému ohybu a v tomto pripadé
bychom méli nazyvat prut nosnikem, viz. kapitola 8. Jak bude ukazano v odkazované
kapitole, inosnost pravitka souvisi zejména s kvadratickym momentem prurezu k ose
prurezu ve sméru pusobici sily. Zavadi se proto pojem modulu prifezu v ohybu
W, [m?], ktery oba vlivy zahrnuje. Z obdobnych diivodi se také zavadi prifezovy
modul v krutu Wy [m?], viz kapitola 7.

Definice 1.4. Priirezovy modul v ohybu se definuje pro nosniky, u nichz veskeré
vnéjsi zatizeni piisobi v roviné, tvorené strednici nosniku a osou symetrie prirezu
(rovina ohybu), a to jako podil centralniho kvadratického momentu prutezu, vztaze-

Vv

na ose symetrie priifezu.

Definice 1.5. Priirezovy modul v krutu se pro kruhovy i mezikruhovy prifez
vyjadiuje pomérem polarniho kvadratického momentu plochy a vzdéalenosti vnéjsiho

vV
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Véta 1.3. Pro vypocet prurezovych modulti v ohybu resp. krutu neplati aditivni
zakon jako v pripadé kvadratickych momentt pritezu.

Priklad 1.4. Urcete priurezovy modul v ohybu a v krutu u mezikruhového pri-

fezu, uvedeného na obr. 1.9.

Yy
od
%Z
oD
Obr. 1.9
Prirezovy modul v ohybu
Dle definice (D4 d4) ( . 4)
I, & — T (D*—d
_ L _ T —a) 1.21

Uvédomme si neplatnost aditivniho zakona W, # W,p — W,y |

Priifezovy modul v krutu

Plati
I — —
szﬁpziﬂ—zi.—‘ (1.22)

2
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Pi"iklady k procviéeni

Vvev

vV

y
/?\

Zad Y

\

A

Obr. 1.10

2. Urcete polohu tézisté a hlavni centralni kvadratické momenty pritfezu na obr
1.11. Dano: a = 30 mm, D = 100 mm.

y
A

=

\ 4

oD

>
>

A

Y

Obr. 1.11

@ ——p
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1.12). Dano: h = 40 mm, t = 10 mm, b = 30 mm, Ypry, = 17 mm, L4 =
= 0,144 - 10 mm?*, I,y = 0,193 - 106 mm?*.

Obr. 1.12

4. Urcete modul priufezu v ohybu pro mista A, B u prutezu z prikladu 1, dochéazi-
-li k ohybu v roviné z-y vlivem ohybového momentu M, (obr. 1.13).

y
N
i
i

>

T

N

N\

N
1B

=

Obr. 1.13
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Kli¢ k prikladim k procviceni

1. Y7 =30 mm, Ly = 1,36 - 106 mm?*, I,7 = 400 - 10*> mm*

2. Yy = —3,88 mm, Ly = 3,926 - 105 mm?*, I,; = 4,841 - 106 mm*

3. Yr=5mm, Ly =1,42- 105 mm?*, I =0,302- 108 mm?*

4 Woa = 5y = 27200 mm?, W,p = $& = 45333 mm?

Pojmy k zapamatovani
e vnitini sily
e pruznost
® pevnost
e homogenni a izotropni material
e osové kvadratické momenty ploch
e deviacni kvadraticky moment
e polarni kvadraticky moment
e modul prifezu v ohybu

e modul prifezu v krutu

Kontrolni otazky

1. Jaké mohou byt hlavni centralni kvadratické momenty?

(a) Pouze kladné.
(b) Kladné i zaporné.
(¢) Pouze zaporné.
2. Devia¢ni moment miize byt?
(a) Pouze zaporny.
(b) Zéaporny i kladny.
(¢) Pouze kladny.

3. V jakém pripadé miizeme pouzit Steinerovy veéty?

(a) Kdyz zname centralni kvadraticky moment plochy a hledame kvadraticky

moment plochy k libovolné ose.
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(b) Kdyz zname kvadraticky moment plochy k dané ose a hleddme kvadra-
ticky moment plochy k libovolné ose, ktera je rovnobézna s danou osou.

(¢) Kdyz zndme centralni kvadraticky moment plochy a hleddme kvadraticky
moment plochy k ose s centralni osou rovnobéznou.

4. Co je znamo pro moduly prirezu?

(a) Plati pro né aditivni zékon.
b) Plati pro né aditivni zakon za urcitych podminek.
y

(c) Neplati pro né aditivni zékon.
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Kapitola 2

Koncept napeéti

Privodce studiem

V' predchozi kapitole byly definovany pojmy vnéjsi a vnitrni sila. Tato kapitola se

zabyva stanovenim vnitrnich sil (respektive vnitrnich statickych ucinki) pomoci
metody fezu. Je zde vysvétlen pojem mechanické napéti. V dalsi casti kapitoly jsou
nazorné vysvétleny zakladni pripady namahani.

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete:

2.1

znat princip metody fezu

umét definovat normalové a smykové napéti
umét vysvétlit pojem tenzor napjatosti
chapat Saint-Venanttv princip

umét stanovit maximalni napéti v prarezu pro zakladni druhy namahani

Princip metody rezu

Vnitrni sily je mozno ur¢it pomoci metody fezu. Autorem této metody je né-
mecky matematik L. Euler.

Princip metody spociva v tom, zZe téleso myslenym fezem & rozdélime na dvé ¢asti
A a B (obr. 2.1). Odstranime-li napf. ¢ast B a pozadujeme-li, aby ¢ast A zustala
v rovnovaze, musime uc¢inek c¢asti B nahradit vnitinimi silami, ptisobicimi v roviné
rezu & (obr. 2.2).
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/ /

Obr. 2.1 Obr. 2.2

Vnitini sily tvori soustavu nekoneéné malych sil, které jsou k plose fezu obecné
sikmé. Vnitini sily se daji obecné vytesit ze statickych podminek rovnovahy. Pokud
se ucinek vnéjsich sil da nahradit jedinou vnéjsi silou, musi ji odpovidat prislusna
vnittni sila. Obdobné zékonitost plati i pro momenty vnéjsich zatizeni; odpovidaji
jim momenty vnitinich sil. Souhrné hovotrime o vnitinich statickych ic¢incich. Nékolik
prikladii urceni vnitinich statickych u¢ink pro rizné zpusoby zatizeni je uvedeno

na obr. 2.3.
a) b) .
fez P/ fez >x
g
F F 7
— -t — AT a
7
Z > !
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Obr. 2.3
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Na obr. 2.3 jsou vykresleny zdkladni pripady namahéani, kterym se blize bude vé-
novat kapitola 2.4. Pfi namahani vnéjsi tahovou silou ve sméru normaly (obr. 2.3a)
bude vysledna vnitini sila ptsobit ven z prifezu také v normalovém smeéru - nama-
hani tahem. V pripadé naméahani jednostranné vetknutého prutu silovou dvojici dle
obr. 2.3b je vysledny ucinek vnitinich sil, ptisobicich v roviné fezu, dan ohybovym
momentem M, - prosty ohyb. Je-li vSak tentyz nosnik namahan na volném konci
naptiklad osamélou silou (obr. 2.3c), v prufezu vznikaji také nenulové vnitini sily
v teCném sméru, a tak vysledny silovy ucinek vnitinich sil je dan posouvajici silou
T a vysledny momentovy ucinek vnitfnich normalovych sil je dan ohybovym mo-
mentem M,. Rozlozeni vnittnich normélovych sil se méni po prirezu linearné, coz
je znézornéno zelené na obr. 2.11. Posledni znazornény piipad (obr. 2.3d) odpovida
krouceni prutu kruhového prifezu a vysledny momentovy tcinek vnitinich sil, pti-
sobicich v mysleném tezu, odpovida krouticimu momentu Mj. Rozlozeni vnitinich
tecénych sil je v prirezu také linearni, viz obr. 2.12.

Vratme se nyni k metodé fezu, naznacené na obr. 2.1 a 2.2. Uvazujme nyni, ze
na elementarni plosce dS pusobi v obecném sméru vnitini sila dF', kterou mizeme
rozlozit do sméru normélového (dN) a sméru tecného (d7"), viz obr. 2.4.

Obr. 2.4

7 uvodu prvni kapitoly vime, Ze mechanické napéti je intenzitou vnitinich sil.
Proto podil vnitin{ sily, pisobici v obecném sméru na element plochy prufezu (obr.
2.4), muzeme nazvat obecnym napétim

dF

=, 2.1

V=g (2.1)
Kolmé slozka zptisobuje normélové napéti
dN

- 2.2

7= 13 (2.2)
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a tecna slozka zplisobuje smykové napéti

dT

= =5 (2.3)

T

Fyzikalni jednotkou napéti je Pa = %; v technické praxi se napéti zpravidla

udéva v M Pa = 2.
mm

Normalova napéti predstavuji vazbu, ktera brani ¢asticim télesa se od sebe od-
dalit ve sméru kolmém k roviné fezu. Smykova napéti pak vyjadiuji vazbu castic
télesa, jez jim brani se vuci sobé posouvat v roviné fezu.

2.2 Napeéti v bodé télesa

Vnittnimu bodu télesa odpovida v pevnostnich vypoctech krychle o velice malych
rozmérech, tzv. elementarni krychle (obr. 2.5). VSech Sest stén, omezujicich krychli,
vzniklo aplikaci metody fezu. Z predchoziho textu kapitoly vime, Ze na kazdé strané
krychle obecné ptisobi normélové a smykové napéti. Smykova napéti, piisobici na
prislusnych rovinidch maji obecny smér, takze je mizeme rozlozit do dvou navzajem
kolmych smérii, rovnobéznych se souradnicovymi osami.

\

V' o

Obr. 2.5

Jak uz bylo uvedeno, normalova napéti se zpravidla oznacuji feckym pismenem
o. Index u normélového napéti znaci smér norméaly plochy, na které napéti ptisobi.
Smykova napéti se zpravidla oznacuji feckym pismenem 7 a dvéma indexy, prvni
index znac¢i smér normaly plochy, na které napéti ptisobi, druhy index smér napéti.
Je nutno podotknout, ze smykova napéti, pusobici na prislusnych rovinach, maji
obecny smeér, takze je mizeme rozlozit do dvou navzdjem kolmych smért. Napf. na
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roviné, kterd je kolmé k ose x plisobi normélové napéti o, a smykova napéti 7, 7,..
Vysledné smykové napéti 7, je ddno geometrickym souctem 7, = /72, + 72,

Stav napjatosti v bodé télesa je urcen deviti slozkami napéti. Jsou to slozky
Uﬂm 0y7 027 Tl’y7 Tya:; szu TZ:Bu Tyz; sz-

Veli¢ina, urcujici stav napjatosti v bodé télesa, je tenzor napjatosti. Tenzor na-
pjatosti je symetrickym tenzorem druhého rfadu a jeho slozky lze zapsat maticove

O Tyx Tax
To=| Toy 0y T |- (2.4)
Tez Tyz Oz

Kazdy sloupec odpovidé jedné roviné elementérni krychle (obr. 2.5). Pro smykové
slozky tenzoru napjatosti plati, Ze absolutni hodnoty sdruzenych napéti jsou stejné
(viz kapitola 3.2), tedy

|Tacy| = |Tyz|a |Tﬂc2| = T2l |Ty2| = |sz| ) (2.5)

takze napéfovy stav je obecné definovan Sesti slozkami napéti: o, 0y, 02, Ty, Taz,

Tyz-

2.3 Saint-Venantav princip

Princip elastické ekvivalence staticky ekvivalentnich systému zatézujicich sil byl
formulovan v roce 1855 Barré de Saint-Venantem. Tento princip fika, Ze stav napéti
a deformace télesa v mistech, které jsou dostatecné vzdalené od oblasti, ve které
pusobi vnéjsi sily, je stejny, pokud dané zatizeni nahradime jinym o stejné vyslednici
sil a stejném momentu. Tento postup je pouzivan témér vzdy, kdyz se idealizuje
fyzikalni tloha tak, aby byla pristupnd pro matematické teseni. Napt. skutecné
spojité zatizeni ¢y je mozno nahradit ekvivalentnim zatizenim gz (obr. 2.6), prubéh
napéti v dostatecné vzdalenosti od osy x je totozny.

Y Ox

Qs

y
AN / : Qe
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Je vhodné si uvédomit, ze v misté aplikovaného povrchového zatizeni dochézi
v praxi vétsinou ke koncentraci napéti a az v dostatecné vzdalenosti od zatizeni je
rozlozeni napéti rovnomérné (obr. 2.7). Rovnéz pii tahové zkousce se predpoklada
v dostatecné vzdélenosti od mista uchyceni tyce rovnomérné rozlozeni napéti a ne-
zkoumad se, jakym zptisobem je ty¢ uchycena ani jakym zptisobem se prenaseji sily
z Celisti zkusebniho stroje na konce zkusebni tyce.

F

T o
W

T||,|$ o
FT1| -

I
e fff{fffjﬁ

Obr. 2.7

2.4 Zakladni druhy namahani

Zéakladni druhy namahéani rozlisujeme podle napéti, které v télese vznika v di-
sledku vnéjsiho zatizeni. V technické praxi se rozliSuje pét zakladnich druht na-
mahani: tah, tlak, smyk, ohyb a krut. Jednotlivymi druhy namahani se budeme
podrobnéji zabyvat v nasledujicim textu.
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2.4.1 Namaéahani tahem (tlakem)

Namahéni tahem (resp. tlakem) zpusobuji dvé stejné velké sily opacné orientace,
lezici na spoleéné nositelce, kterd je totoznd s tézistni osou daného prufezu (obr.
2.8). Tézistni osa prurezu se nazyva stiednice. Jeden konec soucésti muze byt upnut
(v tomto piipadé je reakce rovna zatézné sile) (obr. 2.9). U tahového namahéani
pusobi sily ven z prutrezu, u tlakového namahani do prifezu. Predpokladame, Ze tyc,
naméhand tahem, je homogenni (kazda ¢ast tyce ma stejné mechanické vlastnosti).

T R=F
’ ! X (777777777
. Iy R !
fez :
Pl F I
———— —t—=——- — |
I
I
F = |
—t - ——- - :’ N I
_’ _
_N_F
=SS 1F
Obr. 2.8

Obr. 2.9

Predpokladame, ze vnitini sily v mistech dostatecné vzdalenych od obou koncti
jsou stejné velké, napéti je tudiz po celém prifezu rovnomérné rozlozeno a jeho
velikost je

N F
Oy = S = S

Pii namahani tlakem je napéti opac¢ného znaménka. Tlakové napéti se zpravidla

znaci indexem d a je definovano vztahem

(2.6)

N F
_ N 2.
S S (27)

Dlouhé stihlé pruty je u tlakového namahani nutno déle kontrolovat z hlediska
ztraty stability (viz kapitola 10).
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2.4.2 Namahani smykem

Toto namahani je zpiisobeno dvéma stejné velkymi silami, lezicimi na spole¢né
nositelce v roviné fezu a ptisobicimi proti sobé smérem do télesa (obr. 2.10). Prosty
smyk je pouze teoreticky pripad a vyskytuje se ptiblizné pfi stithani materidlu.

Obr. 2.10

Smykové napéti je definovano nésledovné

T F
T===—. 2.8
=g (2.8)
Smykové napéti je po prurezu rozlozeno rovnomeérné. Da se dokazat, ze na roviné
kolmé k roviné fezu je smykové napéti stejné velikosti, ale opacného znaménka (viz
kapitolu 3.2).

2.4.3 Namahani ohybem

Toto namahéni je charakterizovano silovou dvojici (ohybovym momentem), leZici
v roviné kolmé na rovinu rezu. Namahani ohybem je charakterizovano normalovym
napétim o,, které je po prurezu rozlozeno nerovnomérné. V pripadé, ze stiednice
télesa je primka, se predpoklada linearni rozlozeni napéti (obr. 2.11). Pfi zatiZeni
ohybovym momentem podle obr. 2.11 jsou horni vldkna prifezu tazena, spodni

Vvev

(2.9)

kde W, je modul odporu priifezu v ohybu popsany jiz v kapitole 1.
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Obr. 2.11

2.4.4 Namahani krutem

Toto namahani je charakterizovano zatizenim silovou dvojici, lezici v roviné fezu

(krouticim momentem).

Namahani krutem je charakterizovano smykovym napétim 7, které je po prifezu
rozlozeno podle piimky s nulovou hodnotou v ose prutu (obr. 2.12). Smykové napéti
nabyva maxima na vnéjsim obvodu prurezu, jeho velikost je ddna vyrazem

M,
W’

Tk —

(2.10)

kde Wy je prufezovy modul v krutu. Jeho vyznam byl také vysvétlen v kapitole 1.

Obr. 2.12

\ F
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Priklady k procviceni

@ ——

1. Plocha ocelova ty¢ (obr. 2.13) s rozméry prifezu b = 20 mm, h = 35 mm je
zatizena konstantni silou F' = 30 EN. Urcete maximalni napéti, které vznikne
v nebezpecném prutezu, jestlize je v tyc¢i kruhovy otvor o priméru d = 15 mm.

A
—> ' A-A
| A
, - B
— ———d—ig ————— 4--t
| /A v
' b
—> | PR
A Y 7
Obr. 2.13

2. Tuhy trdam je zavésen na dvou lanech (obr. 2.14).

Urcete napéti v lanech, jestlize je dano: zatézna sila F© = 50 kN, pramér
lan d = 20 mm, délkové rozmeéry a = 500 mm, b = 300 mm, L = 1000 mm.

A
CUS .
a b L
1 2
\ \4
Tuhy tram
Obr. 2.14

3. Spojeni podle obr. 2.15 je namahano smykovou silou F'. Urcete napéti v ¢epu,
jestlize je ddno: F' =20 kN, d = 15 mm, t = 12 mm.
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A d vl
F/2 2] . t
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F : | F
e
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b b
Obr. 2.15

4. Urcete napéti v lepeném spoji, znazornéném na obr. 2.16, jestlize je dano:
F =50 kN, a=40 mm, t =60 mm, h =6 mm.

A LN

A
7

Obr. 2.16

Kli¢ k prikladim k procviceni ((fé

1. o =75 MPa
2. 01 =159,71 MPa, oy, =99,5 MPa
3. 7T=156,6 MPa

4. 7 =10,4 MPa
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> Pojmy k zapamatovani

metoda Tezu

vnitini sily

normalové a smykové napéti
tenzor napjatosti
Saint-Venantiiv princip

zékladni druhy namahéani

9 Kontrolni otazky

1.

2.

Jaké jsou zakladni druhy namahani?
Jakym zpusobem lze urcit velikost vnitinich sil?

K ¢emu je pouzivan Saint-Vénantiv princip?

. 'V jakém smeéru a na jaké roviné pusobi norméalové napéti .7 Nakreslete v ele-

mentarni krychli.

.V jakém sméru a na jaké roviné ptisobi smykové napéti 7,7 Nakreslete v ele-

mentarni krychli.

Kolik je nezavislych slozek tenzoru napjatosti v bodé télesa?
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Kapitola 3

Transformace tenzoru napjatosti

Privodce studiem

V predchozi kapitole byla definovana velicina, urcujici stav napjatosti v bodé télesa
- tenzor napjatosti. Vnitrnimu bodu télesa odpovida elementarni krychle, na jejiz
sténach obecné piisobi normalova a smykova napéti. Lze dokazat, Ze existuje vzdy
takova poloha elementarni krychle, kdy na jejich sténach piisobi pouze napéti norma-
lova. Tato normalova napéti se nazyvaji hlavni napéti a prislusné roviny jsou hlavni
roviny. Postup stanoveni hlavnich napéti je predmétem této kapitoly. Spravné urceni
velikosti hlavnich napéti je zasadni z hlediska aplikace navrhovych kritérii (kapitola

9).

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete:
e znat zakladni pripady napjatosti
e rozumét pojmim hlavni rovina a hlavni napéti
e mit povédomi o zakonu sdruzenosti smykovych napéti
e umet sestrojit Mohrovu kruznici

e schopni analyticky a graficky urcit hlavni napéti

3.1 Hlavni napéti a hlavni roviny

Jak uz bylo uvedeno v predeslé kapitole, veli¢ina, urcujici stav napjatosti v bodé
télesa, se nazyva tenzor napjatosti. Tenzor napjatosti je definovan nasledovné

Oz Tyz Tzx
To=| Tuy 0y Ty |- (3.1)
Tez Tyz Oz
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V kazdém bodé télesa lze vyhledat takovou polohu elementérni krychlicky, kdy
na jejich sténach jsou smykova napéti nulova, tzn. 7,y = 7,. = 7, = 0. Na sténach
této elementarni krychlicky ptisobi pouze normalova napéti.

Definice 3.1. Extrémy normdlovych napéti (o1, o2, 03) se nazyvaji hlavni napéti
a roviny, na kterych ptsobi, jsou oznacovany jako hlavni roviny.

Véta 3.1. Na hlavnich rovinach jsou smykova napéti nulova.
Hlavni napéti budou dale oznacovana oy, o9, 03.

V kazdém bodé télesa lze tedy vyhledat tii hlavni roviny. Tenzor napjatosti je
pak mozno pséat ve tvaru

01 0 0
T,=| 0 oo 0 |. (3.2)
0 0 03

Obvykle se rozlisuji tii zakladni typy napjatosti, viz obr. 3.1.

(o)) G2

01 01

a
S
a
S
a
S
9

Obr. 3.1

1. Jednoosé (pfimkovd) napjatost (obr. 3.1 a)), kteréd je definovana podminkou,
ze dvé z hlavnich napéti jsou nulova, tedy

01#0; 09=0; 03=0. (3.3)
Prikladem jednoosé napjatosti je ty¢ namahana tahovou silou.

2. Dvojosa (rovinnd) napjatost (obr. 3.1 b)), kterd je definovana podminkou, ze
jedno z hlavnich napéti je nulové, tedy

01#0; 09#0; o3=0. (3.4)

Prikladem rovinné napjatosti je téleso rovinného tvaru, u kterého jsou dva
rozméry vétsi nez tieti. Jedna se napriklad o tenkosténné tlakové nadoby.
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3. Trojosa (prostorova) napjatost (obr. 3.1 ¢)), je definovana podminkou, Ze zadné
z hlavnich napéti neni rovno nule. Piikladem trojosého stavu namahani je
vnittni bod tlustosténné uzaviené nadoby.

Definice 3.2. Specidlnim pripadem rovinné napjatosti je napjatost prostého
smyku, kde plati oy = —o9 a lze nalézt v daném bodé télesa takovou polohu ele-
mentarni krychle, kde jsou nenulové pouze dvé slozky smykovych napéti tenzoru
napjatosti.

Napjatost prostého smyku zjednodusené uvazujeme pii stithani materidlu (kapitola
2.4.2) nebo krouceni pruti kruhového prutezu (kapitola 2.4.3).

3.2 Napjatost na sklonéné roviné pro pripad ta-
hu-tlaku

V kapitole 2 jsme se seznamili s vypoctem napéti pti tahovém namahéni. Pro
napéti v prirezu, ktery je kolmy k ose prutu, plati

oc=—. (3.5)

Nyni se budeme zabyvat stanovenim napéti v obecném prufezu prutu (obr. 3.2).

F
«— |
[¢]
F . F &
—> vy a v
—) - do \—> — - o
—> T
—_

Obr. 3.2
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Uvazujme fez rovinou p,, jejiz norméla svird s vodorovnou osou uhel a. Jestlize
aplikujeme metodu fezu, pak z podminky rovnovahy sil plyne

v _F (3.6)
cos
Odtud P
v=goosa=ocosa. (3.7)

Napéti v, uréené rovnici (3.7), ma smér sily F', ale neni kolmé k fezu p,. Pro
normalovou g, a smykovou 7, slozku napéti pak plati

F 9 14+cos2a o o
0o =VCOSQ= — COSQUCOSQ =0 COS“a@ =0——— = — + —cos2a  (3.8)
S 2 2 2
a
: F : : o .
Ta:vsma:gcosozsmoz:acosocsma:53111204. (3.9)

Z rovnice 3.8 je zfejmé, ze normalové napéti nabyva maxima pro a = 0, tj. v ose
prutu, tudiz
Omax = O. (3.10)

Smykové napéti (3.9) nabyvd maxima pro o = §. Jeho velikost je

g

mar — 5 ° 3.11
e = (3.11)

Pozornym zkouméanim rovnic (3.8) a (3.9) lze dojit k zavéru, ze se jednd o para-
metrické rovnice kruznice v diagramu o — 7. O tomto zavéru je mozno se presveédcit
upravou a prevedenim rovnic (3.8) a (3.9) na analytickou rovnici kruznice. Po pfe-

g

vedeni clenu § z rovnice (3.8) na levou stranu se obé rovnice umocni a sectou. Po

provedeni téchto tkoni bude

(7 - %)2 b= (%)2 (3.12)

Kruznici danou vztahem (3.12) nazyvame Mohrova kruznice. V obrazovkové verzi
skript je pripravena animace, na které jsou vysvétleny jeji zakonitosti.
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Nyni budeme zkoumat napjatost na roviné pg, ktera je kolma na rovinu p, (obr.

3.3).

Tp
F o B
— - —— = v
Op
Pp
Obr. 3.3

Pro slozky napéti dostaneme (viz rovnice (3.8) a (3.9))

1+ cos2p
O’—

= 3.13
g .
75 = 5 sin 2. (3.14)
Pro
f=at?
a
20 =2a+m
je
cos 23 = cos (2a 4+ m) = cos2accos T — sin2asin m = — cos 2«
a
sin 23 = sin (2a + 7) = sin 2a.cos m + cos 2asin T = — sin 2a.
Po dosazeni do (3.13) a (3.14) je
1-— 2
op = 0% = osin’ a (3.15)
a
o .
T = —5sin 2a. (3.16)

Porovnanim rovnic (3.9) a (3.16) je zfejmé, ze na dvou navzajem kolmych ro-
vinach jsou smykova napéti v absolutni hodnoté stejna, lisi se pouze ve znaménku.
Hovorime o tzv. zadkonu sdruzenosti smykovych napéti.
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Véta 3.2. Smykové slozky tenzoru napjatosti, ptisobici na dvou navzajem kol-
mych rovinach smérem k hrané nebo od ni, jsou vzdy stejné velikosti — zakon sdru-
zenosti smykovych napéti.

3.3 Napjatost na sklonéné roviné pro pripad ro-
vinné napjatosti

V pripadé rovinné napjatosti pusobi vsechny slozky nenulovych napéti v jedné
roviné. Element télesa lze tedy zndzornit jako ¢tverec (obr. 3.4).

P
Tyx T Oy
.‘_
- T
Oy o,
+— | a  ———

Obr. 3.4

Piedpoklddejme, Ze zndme slozky napéti oy, oy, Tzy. Pro normalova a smykova
napéti je pouzivana znaménkova dohoda (obr. 3.5) v souladu se smyslem zavedeni
smykového napéti u jednoosé napjatosti (obr. 3.2).

+o to - +1'T +T

A
\ 4

Obr. 3.5



3.3 Napjatost na sklonéné roviné pro pripad rovinné napjatosti

47

Normalova napéti jsou kladna, jestlize se jedna o tahové namahani, a zaporna,
jestlize se jednd o namahéni tlakem (obr. 3.5 a)). Smykova napéti jsou kladna tehdy,
jestlize tvori dvojici ve sméru pohybu hodinovych rucicek (obr. 3.5 b)), zdporné pro
smér opaé¢ny (obr. 3.5 c)).

Nasi tlohou je urcit slozky napéti na obecné sklonéné roviné p. Aplikujeme tedy
metodu fezu. Element (obr. 3.4) rozdélime fezem vedenym pod tdhlem a na dvé ¢asti
a jeden dil odstranime. U¢inek odstranéné ¢sti pak nahradime hledanymi slozkami
napéti o, a 7, v roviné p (obr. 3.6).

dScosa

Slozky napéti uré¢ime z podminek rovnovahy sil ve sméru normaly a sméru tecny
k roviné p. Sily, které pusobi na uvazovany element ve sméru normaly k roviné p jsou
0,dS, —o, cosadS cos o, —oy sin adS'sin a, 7, sin adS cos « a 7, cos adS sin a.

Plati tedy
YF,=0 (3.17)

a po dosazeni

0,dS — (0, cosa — Ty sina) dS cosa — (o, sina — 7, cosa) dSsina = 0.

Uvazenim, zZe 7, = |7,,| a po vydéleni dS dostaneme

Op = 0, COS% v + oy sin? v — 27,y sin accos a. (3.18)
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Ve sméru tecny k roviné p ptisobi sily 7,d.S, —o, sin adS cos o, 0, cos adS'sin
—Tay cos adS cos o a Ty, sin ad S sin a.

Podminka rovnovahy ma tvar
SF, =0 (3.19)
a po dosazeni
TodS — (0 sin o + 7,y cos o) dS cos o + (o cos a + Ty, sina) dSsina = 0

a uprave
To = (05 — o) sinacos a + 74y (cos® a — sin® a) . (3.20)

Zavedenim dvojnasobného argumentu 2« vztahy

cos’a = = (14 cos2a),

2

sin“a = = (1 — cos2a),

N = N =

2sin « cos a = sin 2a,

dostaneme po pravé!

1 1 .
a =73 (0x +0,) + 5 (0, — 0y) €OS 200 — Ty, sin 2av (3.21)
& 1
T, = 3 (0 — 0y) sin 2a + 74, cos 2a. (3.22)

V praktickych pripadech potfebujeme casto urcit thel a, pfi kterém norméa-
lova napéti nabyvaji extrémni hodnoty. Presnéji chceme znéat polohu hlavnich rovin.
7 podminky pro extrém

R — 3.23
1o (3.23)
obdrzime
2Ty
tg2a = ——— = 0. (3.24)
Oy — Oy
'V jingch ucebnicich (napf. [1], [18]) lze nalézt vztahy pro normalové a smykové napéti na

sklonéné roviné pro pripad rovinné napjatosti liSici se ve znaménku u jednotlivych ¢lent rovnic
(3.21) a (3.22). To je zplsobeno odlisné zvolenou orientaci slozek 7.y, Ty, pii odvozeni. V kazdé
literature je tedy nutno konfrontovat odvozené vztahy se zavedenym smyslem smykovych napéti
a zavedenou znaménkovou konvenci.
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Rovnice (3.21) a (3.22) udévaji v soutadném systému o — 7 soufadnice bodu,
jehoz poloha je pro napjatost, zadanou slozkami o,, o, a 7,,, uréena pouze uhlem
a. Bude-li se ménit thel a, budou body, odpovidajicim novym uhlim, lezet na
kruznici. Lze se o tom presvéd¢it tpravou rovnic (3.21) a (3.22). Jestlize se prevede

1

clen 3 (o, + 0y) z rovnice (3.21) na levou stranu a nésledné se obé rovnice umocni

a sectou, ziska se analytickd rovnice kruznice ve tvaru
1 ? 1 ?
(e storen) +it=(Glmon) 4+ 62)

Z tvaru rovnic (3.21) a (3.22) také vyplyva jednoduché grafické zndzornéni. Zvo-
lime kartézsky soutradnicovy systém. Na osu tsecek budeme vynaset normalové
napéti o a na svislou osu smykové napéti 7. V rovnici (3.21) je prvni ¢len kon-
stantni a roven aritmetickému priméru normalovych napéti o, a o,,. Priméty velic¢in

o2-9) 4 7,, na osu o piedstavuji dalsf dva cleny rovnice (3.21). Obdobné zako-

2
nitosti plati i pro rovnici (3.22). Praméty veli¢in (”z—;”y) a Ty ha osu T predstavuji

¢leny rovnice (3.22). Napéti o, a 7, na roviné p znazornuje v obr. 3.7 bod P.

a

r A
O—G,
O — Oy
2
p Txy
/ A
/ \
/
/ Ty
/
/

// 2a ag

N ~

0 2 1 Z

)
< >
0, + 0y,
2
< >
01

Obr. 3.7
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Jestlize se méni tihel, bod P se pohybuje po kruznici. Tato kruznice se nazyva
Mohrovou kruznici pro rovinnou napjatost. Kazdé roviné p odpovidda v Mohrové
kruznici jediny bod. Jelikoz thlu a v elementarni krychli odpovida thel 2a v Mo-
hrové kruznici, pohybuje se bod P po kruznici dvojnasobnou rychlosti a ve stejném
smyslu jako v elementarni krychli. Dilezitymi body v Mohrové kruznici jsou body
1 a 2, ve kterych normalova napéti nabyvaji extrémnich hodnot a smykova napéti
jsou rovna nule. V bodé 1 je 0,4, = 01 a v bodé 2 je 0, = 0s.

Sestrojeni Mohrovy kruznice je velice jednoduché. Predpokladejme, ze je dana
rovinna napjatost podle obr. 3.8.

F 3 A 0.
Oy Ty < v 3
— A
Tmax
o . X
g >
o
Ty l o 2 S L v o
A
4+ 2a
Tyx oy Ty
L2 v
o1 Sa . Ox 4 N
| o
01| < >
o))
[\
Obr. 3.8

Roving, na které piisobi slozky napéti o, a 7, odpovida v kruznici bod X, roviné,
na které piisobi slozky napéti o, a 7,, odpovidd v kruznici bod Y. Jelikoz zminéné
roviny jsou k sobé kolmé, urcuji body XY pramér Mohrovy kruznice (v Mohrové
kruznici musi byt mezi privodi¢i rovin dvojnasobny thel, tj.180°). Protoze |7,,| =
= |7y|, je stied kruznice vzdy na vodorovné ose.
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Z obr. 3.8 snadno odvodime vztahy pro vypocet hlavnich napéti

2
01:05+51:%+\/(% Uy) + 72, (3.26)

2

2
02:()5_52:%_\/(% - "y> +72,. (3.27)

7 obr. 3.8 je mozno uréit rovnéz sméry hlavnich napéti. Uhel, ktery svird tsecka
XY s osou o je dvojnasobkem thlu, ktery svird napéti o s osou x. Ponévadz tihel
2a je méten od X k 1 proti sméru hodinovych rucicek, smér oy je podle obr. 3.8.

Uhel 2« je mozno uréit z obr. 3.8, tedy

2Ty

tg2a = : (3.28)

Oy — Oy

coz je v absolutni hodnoté stejny vyraz, ktery byl urcen analytickym FeSenim (viz
rovnici (3.24)). Z Mohrovy kruznice je rovnéz mozno urcit nejvétsi smykové napéti
01— 02

mar — . 3.29
e = 2 (3:29)

7, Mohrovy kruznice plyne dale, ze soucet normalovych napéti ve dvou libovol-
nych rovinach, které jsou navzajem kolmé, je stejny (invarianta rovinné napjatosti),
tedy

oy + 0y = 01 + 09 (3.30)

3.4 Slozky napéti v obecné roviné pri prostorové
napjatosti

Jak uz bylo poznamenano v kapitole 2.3, je v libovolném bodé télesa napjatost
ur¢ena Sesti slozkami napéti o, 0y, 0., Tay, Tezs Tyz, (Obr. 3.9). Velikost téchto
slozek zavisi na volbé polohy souradnicového systému, ke kterému jsou jednotliva
napéti vztazena. Nataci-li se prostorové soustava souradnicovych os, jejiz pocatek
je v uvazovaném bodé télesa, méni se velikosti jednotlivych slozek napéti. Podle
analogie s rovinnou napjatosti lze predpokladat, ze v urcité poloze vymizi vSechna
smykova napéti a normalova napéti budou nabyvat extrémnich hodnot, bude platit

Tzy = Tz = Tyz = 0,

Oy =01, Oy =02, 0, =03.
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=V

Obr. 3.9

Napéti o1, o9, o3 jsou hlavni napéti, jejichz velikost ani sméry nezavisi na poloze
soufadnicového systému. Je nutno dokézat, Ze existuji tfi navzajem kolmé roviny,
na kterych ptlisobi pouze normalova napéti. Diikaz provedeme tak, Ze urcime slozky
napéti na libovolné roviné p (obr. 3.10), jejiz normala svira se souradnicovymi osami
x, y, z smérové uhly «, 3, v.

/e

Obr. 3.10
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Na roviné p ptsobi obecné napéti v, mezi nimz a jeho slozkami v,, v, a v, plati

vztah
v =4 vi+ 2+ (3.31)

Slozky obecného napéti v,, v, a v, ur¢ime ze statickych podminek rovnovéhy.
Jestlize sikma sténa elementarniho ¢tyrsténu ma plochu dS, jsou plochy zbyvajicich
stén (obr. 3.11) dany vyrazy

dS, = dScosa,
dS, = dScosp,
dS, = dScosny.

NV
C
dS, n
Oz ds.
TZX
o [ron| /T
T, vz A X
I X}' :) et
v X
T T‘yz
3 . ds,
B
Obr. 3.11

7 podminky rovnovahy elementéarnich sil, piisobicich v ose z, dostaneme
v, dS — 0,dS; — 7, dSy — 7,,dS, =0
a po vydéleni dS obdrzime

Uy = 04 COS @ + Ty €OS 5 + T,y cOsy = 0. (3.32)
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Obdobné z podminek rovnovahy do smérii os y a z dostaneme
Uy = Tgy COSQ + 0y COS B+ Topcosy = 0, (3.33)
U, = Ty, COSQ + Ty, cos B+ o, cosy = 0. (3.34)

Rovnice (3.32) — (3.34) vyjadiuji vztahy mezi slozkami tenzoru napjatosti ele-
mentarni krychle a slozkami obecného napéti na libovolné roviné p.

Rovnice (3.32) — (3.34) je mozno rovnéz napsat v maticovém tvaru.
Necht
{vr =1 vy
je vektor obecného napéti,

{n} =14 cosp

je vektor vnéjsi normély k roviné p a

[As] = Tey Oy Tzy
Tez Tyz Oz

je matice tenzoru napéti. Pak plati

{v} = [As]{n}. (3.35)

Soucet prumeth velikosti tif sloZzek obecného napéti v,, vy, v, do sméru normaly
n se rovna velikosti normalového napéti o v roviné p. Plati tedy

0 = Uy Ccosa + v, cos B + v, cosy (3.36)
a po dosazeni z rovnic (3.32) — (3.34) obdrzime
o=o0,co8’a+ oy cos® B + 0. cos® v+
+ 2 (Tyy cos acos B + T, cos acosy + T, cos fcosy), (3.37)
respektive v maticovém tvaru
o = {0} {n} = ([A,] {n})" {n} = {n}7 [A,]" {n}. (3.38)

Vzhledem k tomu, Ze matice tenzoru napjatosti [A,] je symetrickd, je mozno
vztah (3.38) pséat ve tvaru
o ={n}" [A.]{n}.

Velikost smykového napéti 7 dostaneme z nésledujiciho vztahu (obr. 3.10)

T =Vv? — o2 (3.39)
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3.5 Stanoveni hlavnich napéti pri prostorové na-
pjatosti
Jestlize se rovina p ztotozni s hlavni rovinou, budou slozky smykového napéti
Toy = Taz = Tyz = 0

a rovnice (3.32) — (3.34) budou ve tvaru

Uy = 0 COs (3.40)
vy = 0 cos 3, (3.41)
v, = 0 COS7. (3.42)

Dosazenim vztahu (3.40) az (3.42) do (3.32) az (3.34) a po upravé obdrzime

(04 — ) cosa+ Ty cOS B + T,y cosy = 0, (3.43)
ToyCOSa + (0y — o) cos B+ T, cosy =0, (3.44)
Ty COS @+ Ty, cOs B+ (0, — o) cosy = 0. (3.45)

Smérové kosiny jsou vazany podminkou

cos® a + cos® B+ cos®y = 1. (3.46)

V maticovém zéapisu bude soustava rovnic (3.43) — (3.45) mit tvar

([4o] — o [E]) {n} =0, (3.47)
kde
1 00
[E]=1]10 10
0 0 1

je jednotkova matice.

V rovnicich (3.43) az (3.45) se vyskytuji ¢tyfi neznamé veli¢iny o, «, 3, 7. Rovnice
(3.46) slouzi jako ¢tvrta pro vypocet uvedenych veli¢in. Podminkou netrividlniho
feseni soustavy rovnic (3.43) az (3.45) je, aby determinant této soustavy byl roven
nule, tedy

Oy — 0O Tyw Tza
Ty Oy—0 Ty | =0. (3.48)
Tz Ty: 0,—0
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Tuto podminku je mozno také vyjadrit v maticovém tvaru

det ([A,] — o [E]) = 0. (3.49)

Vy¢islenim determinantu dostaneme rovnici tretitho stupné ve tvaru
3 . 2 . . _
0% —110° 4+ 90 — i3 = 0, (3.50)

kde 71, 19, i3 jsou invarianty tenzoru napjatosti.

Invarianty tenzoru napjatosti jsou nezavislé na volbé souradnicové soustavy. In-
varianty tenzoru napjatosti jsou definovany nasledovneé:

- Prvni (linedrni) invariant
i1 =0, +0y+0,=01+03+03. (3.51)
- Druhy (kvadraticky) invariant
iy = 0,0y + 0,0, + 0,0, — Tg?y - ng — Tzzx = 0,09 + 0905 + 0103. (3.52)
- Tteti (kubicky) invariant tenzoru napjatosti
i3 = 030y0, + 2Ty Ty Ty — awTyQZ — O'yTZQx — azr,fy = 010%03. (3.53)

Po vyteseni kubické rovnice dostaneme hlavni napéti oq,04, o3.

Jestlize zname hlavni napéti 01,09, 03, pak napjatost na obecné roviné je dana
vyrazem (viz také rovnici (3.37))

0 = 01 cos? a + 04 cos> B 4 o5 cos’ y (3.54)
a v maticovém zapisu
o= {n}T [A,] {n}, (3.55)
kde
g1 0 0
[AU] = 0 g9 0

0 0 O3



3.5 Stanoveni hlavnich napéti pri prostorové napjatosti

57

Priklady k procviceni

1.

V bodé télesa je rovinna napjatost dana témito hodnotami: o, = 50 M Pa,
oy = —35 M Pa, 7, = 20 M Pa. Sestrojte Mohrovu kruznici a urcete:

a) Velikost hlavnich napéti o; a oy a thel «, o ktery jsou pootoc¢eny hlavni
roviny vici osdm souradnic x a y.

b) Velikost maximélniho smykového napéti 7,4,

Kli¢ k prikladim k procviceni

1.

o1 =954,47 M Pa, 0o = —39,47 M Pa, a = 12,6°, T;0: = 46,97 M Pa

Pojmy k zapamatovani

tenzor napjatosti
hlavni roviny

hlavni napéti
jednoosa napjatost
rovinna napjatost
prostorova napjatost
Mohrova kruznice

invarianty tenzoru napjatosti

Kontrolni otazky

1.

2.

Jak je definovan tenzor napjatosti?
Co jsou to hlavni napéti?
Jaké rozeznavame zakladni pripady napjatosti?

O ¢em pojednava zakon sdruzenosti smykovych napéti?

. K ¢emu se pouziva a co predstavuje Mohrova kruznice?

. Dokazete sestrojit Mohrovu kruznici?

Co predstavuji invarianty tenzoru napjatosti?

@ ——p
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Kapitola 4

Koncept deformace

Privodce studiem

Tato kapitola se zabyva velicinami pro popis deformace téles v pruznosti a pevnosti.
V prvni ¢dsti kapitoly je vysvétlena potreba zavedeni absolutni i relativni (pomérné)
deformace. Definovany jsou pak dveé zakladni slozky pomérné deformace a to podélna
deformace a zkos. V dalsi ¢asti jsou uvedeny Cauchyho geometrické rovnice, udavajici
zavislost mezi pomérnymi deformacemi a posuvy pro malé deformace. V kapitole je
rovnéz definovan tenzor pretvoreni a zdiiraznéna analogie mezi tenzorem napjatosti
a tenzorem pretvoreni.

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete:
e chapat pojmy pomérna deformace a zkos
e vedet, co vyjadiuji Cauchyho geometrické rovnice
e umét sestrojit Mohrovu kruznici pro deformace

e chapat souvislost mezi tenzorem napjatosti a tenzorem pretvoreni

4.1 Podélna a smykova deformace

Pisobenim vnéjsich sil méni kazdé téleso svij tvar. Zvolime-li ortogonalni sou-
fadny systém (napf. Kartézsky), mizeme premisténi bodu télesa popsat vektorem
posuvi se slozkami u, v, w dle obr. 4.1. Uvazujeme, Ze se jedna o tzv. deformacni
posuv, tzn. téleso se nepohybuje vzhledem k soufadnicovému systému. Casto se pou-
zivad misto pojmu posuvy oznaceni posunuti, ¢i premisténi. Slozky vektoru posunuti
jsou spojitymi funkcemi souradnic.



4.1 Podélna a smykova deformace 59

po deformaci

téleso pred
deformaci

Obr. 4.1

Definice 4.1. Deformace télesa je dana mnozinou posuvu vsech jeho bodi.

Deformuje-li se celé téleso, deformuje se i kazda jeho ¢ast. Miizeme tedy zkoumat
deformaci elementu. V zasadé dojde ke zméné délek (prodlouzeni anebo zkraceni)
a ke zméné pravych uhlia elementu. Jelikoz dle nasi predchozi predstavy bodu té-
lesa odpovida elementarni krychle, jejiz rozmeéry se blizi nule, je vhodné pro popis
deformace v bodé télesa uzit relativnich velicin.

Uvazujme ty¢, kterd je naméhand tahovou silou (obr. 4.2 a)). Jestlize puvodni
délka tyce je [y a nova délka [, je prodlouzeni tyce Al =1 — [.

Aa

Y
A

\ 4

A

PESASRBRRRRRRR R RRRR,

AN

Obr. 4.2
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Pomérnd podélnd deformace € pak vyjadruje relativni zménu délky tyce

Al

£ (4.1)

Pfi namahani elementu smykovou silou dochdzi ke zméné pravého uhlu (obr.
4.2'b)). V piipadé malych deformaci lze s dostatecnou presnosti pro uvedeny piipad

prostého smyku psat
Aa
tg7§7:7- (4.2)

Pomérnéa deformace ¢ a zkos v jsou bezrozmérné velic¢iny.

Definice 4.2. Pomérnd (délkova) deformace je chapana jako pomér zmény délky
ku jeji ptivodni hodnoté.

Definice 4.3. Zkos (ithlova deformace) odpovida zméné ihlu mezi dvéma tsec-
kami, jenz byly pred deformaci télesa vzajemné kolmé.

Vztah mezi posuvy a pomérnymi deformacemi je vyjadren graficky na obr. 4.3.
7 absolutnich deformaci mizeme vypocitat pomérné deformace. V praxi se vsak také
neprimo méri pomérné deformace v bodeé télesa a z téch mizeme za zjednodusujicich
predpokladi vypoditat posuvy (napf. zménu rozmeéru).

 posuvy >« ==+ deformace >

Obr. 4.3

4.2 Deformace v bodé télesa

V této kapitole zacneme problematikou rovinné deformace. Uvazujme maly ob-
délnikovy element ABCD o rozmérech dz a dy (obr. 4.4). Po deformaci element
zaujme polohu A’B'C'D’. Bod A (x,y) po deformaci zaujme novou polohu A’. Po-
sune se ve sméru osy z o hodnotu u a ve sméru osy y o hodnotu v. Bod B (z+dx, y),
ktery ma sice stejnou souradnici y jako bod A, ale jehoz souradnice x je vétsi o dx,
se posune jinak (obr. 4.4).
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A < u+duc . D’
Y
C’ A
v+dvc
C v D
A
90° — Yy B’
d " A
y A
Y v+dvg
v Y L4
A S B
y u u+dug
X
0 >
Obr. 4.4

Prirastky slozek premisténi budou urceny totalnimi diferencidly, tedy

du = %dm + ?dy,
dv = ?dm + g—Zdy
Obdobné slozky premisténi bodu C' (dz = 0; dy # 0) jsou
du, = %dy’
dv, = g—;dy

Pomérné prodlouzeni elementu ve sméru souradnicové osy x se vypocte z vyrazu

Adx dx+dug —dx Ou
de dx " oz (43)

€y =

a obdobné pomérné prodlouzeni elementu ve sméru souradnicové osy y se vypocte
7 vyrazu

Ady dy+dve—dy  0Ov
dy dy Oy’

gy = (4.4)
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V ptipadé prostorové napjatosti bude pomérné prodlouzeni elementu ve sméru
soutadnicové osy z ddno vyrazem

_8w

= (4.5)

€z
kde w posuv bodu ve sméru osy z.

Rovnice (4.3) — (4.5) jsou geometrické rovnice Cauchyovy, které vyjadiuji vztah
mezi pomérnymi deformacemi ¢,, €,, €, a pfemisténim (posuvy) u, v, w.

Pravy thel elementéarntho obdélniku u vrcholu A se zménil o maly tGhel v, (tzv.
zkos). Pro zkos 7., plati, Ze je souc¢tem dvou thli, takze lze psat

_ dvp  dug
Ty T g dy

Protoze 9
dvg = 8—;dx
* 9
U
duc = —d
bude po dosazeni
ov  Ou
oy = — + —. 4.6
Obdobné pro prostorovy element obdrzime
ow  Ov
.= —=— + =, 4.7
ou Ow
L 4.
B 0z + ox (48)

Rovnice (4.6) — (4.8) jsou geometrické rovnice Cauchyovy, které vyjadiuji vztahy
mezi zKosy Vay, Vyzs Vo- @ slozkami premisténi u, v, w.

Soustava rovnic (4.3) — (4.8) predstavuje soustavu Cauchyovych geometrickych
rovnic pro prostorovy element. Je nutné upozornit, ze Cauchyovy geometricko—
deformacni vztahy jsou platné pouze v oblasti malych deformaci.

Grafické znazornéni Cauchyovych geometrickych rovnic je patrno z obr. 4.2. Po-
délnym deformacim odpovida obr. 4.5 a), zkosu 7,, obr. 4.5 b), zkosu 7, obr. 4.5 c)
a zkosu 7, obr. 4.5 d).
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Y
I dv
dy
dx du X ——— A dv
dz 7 z V X
dw
z rd
a) b)
Y A A
dw Y
1
/l
. 1
\
|
|
| dy 90-7y. " §
dz S & P—
W ////dl /// dw
: P s 90'}'}:2
z dV d dU =
¢) d)
Obr. 4.5

4.3 'Tenzor pretvoreni

Obdobné jako tenzor napjatosti (viz kapitola 3) lze definovat rovnéz tenzor pre-
tvoreni. Normalovym napétim ¢ odpovidaji pomérné deformace € a smykovym na-

pétim poloviéni hodnoty zkosu . Tenzor pretvoreni je opét symetrickym tenzorem
druhého tadu a je definovan nasledovné

5 z 2 72

— Ty 2y

T.=| % ¢ 5 |. (4.9)
Yrz  Yyz

2 2 &z

V pevnostnich vypoétech soucéasti, u kterych je zabranéno deformaci v jednom
sméru, se setkavame se specialnim pripadem prostorové napjatosti, kdy plati e, = 0,
Yz = 0, vz, = 0 (vSechny nenulové slozky tenzoru pfetvoreni lze nalézt v jediné
roviné) a mluvime o tiloze rovinné deformace.
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V pripadé rovinné deformace bude mit tenzor pretvotreni tvar
e
.= ., 2 |. (4.10)

Pripomenme, ze v bodé télesa existuje takova poloha elementarni krychle, kdy
jsou smykova napéti nulova a zaroven normalova napéti extrémni —hlavni napéti (viz
kapitola 3). Imagindrné tedy hlavni napéti ptisobi v normélovém sméru na stény ele-
mentérni krychle, coz zptusobuje pouze zmény jejich rozméru (pomérné deformace)
a vSechny smykové slozky tenzoru pretvoreni (zkosy) musi pak byt nulové. Plati ana-
logie s tenzorem napjatosti, proto jsou-li smykové slozky tenzoru pretvoreni nulové,
musi byt pomérné deformace extrémni.

Definice 4.4. Extrémy pomérnych deformaci nazyvame hlavni pomérné defor-
mace.

Tenzor pretvoreni mizeme vzdy vyjadiit pomoci hlavnich pomérnych deformaci

£, LB = er 0 0

T.=| & ¢ Z|=|0 s 0
7. Yz

= g, 0 0 &3

Vidime, ze plati analogie mezi tenzorem napjatosti a tenzorem pretvoreni, vy-
uziva se tedy pro stanoveni hlavnich pomérnych deformaci také grafické i pocetni
reseni.

4.4 Mohrova kruznice pro deformace a jeji kon-
strukce
JestliZe jsou znamy slozky tenzoru €,, €,, Vay, 1ze urcit hlavni pomérné deformace

€1 a g9 uzitim Mohrovy kruznice. Na osu tsecek jsou nanaseny hodnoty pomérnych
deformaci € a na svislou osu polovi¢ni hodnoty zkost 22 (obr. 4.6).
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Yyl 2
vy O 2 S 1 § &
A
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Obr. 4.6

Pro hlavni pomérné deformace plati obdobné vztahy jako pro hlavni napéti (viz
rovnice (4.11) a (3.27) kapitola 3))

€zt € e — e\ Yy \ 2
T z &y (ﬂ> . 411
£1,2 2 ( 2 ) T (4.11)

Pro tdhel a plati

tg 200 = =2, (4.12)
2
coz je opét vyraz analogicky vztahu (3.28). Sméry a hodnoty hlavnich deformaci ¢,
a €9 jsou znazornény v obr. 4.7.

AY

€ N

Ve

Obr. 4.7
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4.5 Analogie tenzoru napjatosti a tenzoru pretvo-
reni

Podobnost mezi tenzorem napjatosti a tenzorem pretvoreni umoznuje formulovat
dalsi poznatky:

1. V kazdém bodé télesa existuji tii navzajem kolmé sméry, ve kterych pomérné
deformace nabyvaji extrémnich hodnot ¢, €5 a €3.

2. Sméry hlavnich pomérnych deformaci a sméry hlavnich napéti jsou totozné.

3. Hlavni pomérné deformace je mozno vyresit ze soustavy tii linearnich homo-
gennich rovnic, které jsou analogické k rovnicim (3.43) az (3.45), tedy

(em—é)cosoz—l—%cosﬁ—l—%COSW:O, (4.13)
’yary /sz o
TCOSQ—I—(Ey—é)COSB—FTCOS’)/—O, (4.14)
Vex Vzy —

5 cosa+700s7—l—(6z—s)cosv—0. (4.15)

Zaroven musi platit rovnice

cos® a + cos® B+ cos? v = 1. (4.16)

V maticovém zapise budou rovnice (4.13) az (4.15) ve tvaru

([A] — e [E]) {n} = 0, (4.17)
kde matice tenzoru pretvoreni
ffaj "Y;y j;;z
A= | & & ¥ |,
jednotkova matice
1 00
[E]l=10 1 0
0 01
a vektor normaly
Cos &
{n} =1¢ cosf

CoS 7y
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4. Soucet pomérnych deformaci v libovolnych trech navzajem kolmych smérech
je invariantni
e =61+ex+e3=¢€,+¢,+¢.. (4.18)
Priklady k procviceni '
o

1. Slozky tenzoru pietvoieni jsou zadany nasledujicimi hodnotami: e, = 5- 1074,
gy = —3-107% 7, = 4-107*. Urcete hlavni pomérné deformace ; a €3 a jejich
SMeEry.

2. V bodé télesa pusobi rovinnd napjatost. Mérenim byly zjistény pomérné de-
formace ve tfech smérech, vzajemné svirajicich tihel 45° : e, = 6,87 - 1074,
gy =—2,2-107% &, = 8,1-107% Urcete smér a velikost hlavnich pomérnych
deformaci a hlavnich napéti. Modul pruznosti je E = 2 - 10°M Pa, 1 = 0, 3.

3. V bodé télesa byly naméreny hodnoty pomérnych deformaci o velikostech ¢, =
=70-107% g, = 850 - 1075, ¢, = 250 - 107%. Osu snimace a stotoznime s z,
potom bude ¢, = 0°. Ostatni osy snimace jsou potom od osy z odklonény
o uhly: ¢, = 60°, . = 120°. Urcete hlavni pomérné deformace, jejich sméry
k ose x a maximalni smykovou deformaci.

Kli¢ k prikladim k procviceni A

1. 61 =5,47-107% gy = —3,47-107%, o = 13, 28°

2. 61 =9,67-107% g9 = —-5-107* a =19,5°, 0y = 179,56 M Pa,

09 = —46,13M Pa
3. 61 =862-1075 g9 = —82-107% ay = 66,4°, ay = —23,6°, Vpae = 944 - 107°
Pojmy k zapamatovani >

e podélna pomeérna deformace

e zkos

e Cauchyho geometrické rovnice

e Mohrova kruznice

tenzor pretvoreni
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Koncept deformace

Kontrolni otazky

1.

2.

Kolik je nezavislych slozek tenzoru pretvoreni?
Co vyjadruji Cauchyho geometrické rovnice?

Jak je definovan tenzor pretvoreni?

. Jsou sméry hlavnich napéti kolinearni se sméry hlavnich deformaci u elastické

ulohy?
K ¢emu se pouziva a co predstavuje Mohrova kruznice pro deformace?

Dokazete sestrojit Mohrovu kruznici pro deformace?
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Kapitola 5

Mechanické vlastnosti materialua

Pruvodce studiem

V' predchazejicich kapitolach byly zopakovany zakladni zpiisoby zatézovani télesa
(tah, ohyb, krut) a byl poddn strucny popis chovani v bodu télesa (elementdrni
krychle, tenzor napjatosti, tenzor pretvoreni a Mohrova kruznice). Toto chovani bylo
dano zatizenim télesa. Skutecné konstrukce jsou ale ovlivnény nejen zatizenim, které
na né puisobi, ale také materialem, z kterého jsou vyrobeny. Tato kapitola popisuje
tahovou zkousku a vysvétluje jeji vztah k Hookeovu zakonu a rozsiruje jeho pouziti
na viceosou napjatost. Strucné také ukazuje moznosti reseni nad mezi pruznosti,
teplotniho chovani apod.

Cile
Po prostudovani této kapitoly:
e ziskate nahled na vztah mezi experimentem a teorii

e budete rozumét zakladnimu vztahu mezi napétim a deformaci

e budete znat zakladni rovnice, popisujici chovani materialu z hlediska mecha-
niky kontinua

e budete umét navrhnout a vyhodnotit jednoduchy experiment pro zjisténi za-
kladnich materidlovych charakteristik

5.1 Vymezeni zakladnich pojmi

Podrobny popis struktury a chovani materidlti byl obsahem predmétu Nauka
o materialu ¢i Vlastnosti a zkouseni materiali. Z hlediska predmétu pruznost a pev-
nost nas zajimaji zejména ,vnéjsi projevy” materidlu. Po zatizeni valce se tento
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protahne, zkrouti, prohne apod. a samotné slozeni materialu pro nas tedy neni pod-
statné. V praxi muzeme vyuzit sirokou paletu materidli (které jsou reprezentovany
riuznymi materidlovymi modely), v pfedmétu pruznost a pevnost se budeme vénovat
pouze tém nejjednodussim.

Stejné jako v Nauce o materidlu budeme povazovat za materidl pouze pevné
latky (kapaliny a plyny jsou popsany v jinych predmétech). Vétsinu konstrukénich
materialit mizeme povazovat za homogenni a isotropni.

Definice 5.1. Isotropni materialy maji ve vSech smérech stejné vlastnosti.

Definice 5.2. Homogenni materialy maji ve vSech bodech télesa stejné vlast-
nosti.

Pti nasich avahéach a vypoctech se budeme pohybovat v oblastech zatizeni, kde
se materidly chovaji linedrné (bude vysvétleno v dalsi kapitole). Budeme také pred-
pokladat, ze materialy se chovaji stejné bez ohledu na rychlost zatézovani (napf.
rdzy), pripadné teplotu (napf. creep, teplotni namahéni) atp.

I pTfes vyse popsand zjednoduseni je mozné klasickou pruznost pouzit ve vétsiné
padt. V predmétu pruznost a pevnost budeme obvykle ,,pouzivat” kovové materialy
nebo primo ocel. Samoziejmé nesmime zapomenout na dalsi podminky, které se ale
netykaji primo materiala:

a) V predmétu pruznost a pevnost se zabyvame ,pomalymi” déji, kde lze dynamické
vlivy zanedbat. Jedna se tedy o statické vypocty.

b) Posuvy musi byt vici rozmériam pocitaného télesa zanedbatelné malé. Pro téleso
o rozmérech fadové v metrech mohou byt posuvy v jednotkach mm.

c) Plati Saint Vénanttuv princip lokélnosti, viz kapitola 2.

Vyse popsand zjednoduseni nam velmi zjednodusi postup vypocti. Jeden z nej-
dilezitéjsich a casto vyuzivanych principi je princip superpozice, ktery ovSsem plati
pouze za vysSe uvedenych predpokladi. V pripadé, ze vyse uvedené predpoklady
neplati, musime peclivé zvazit, zda je mozné superpozice vyuzit.

Definice 5.3. Princip superpozice umoznuje slozitou tlohu rozdélit na jedno-
dussi ¢asti, tyto vyresit a znovu secist do vysledku. Vysledek, ziskany souc¢tem roz-
délenych tloh, je shodny s vysledkem Teseni celé tilohy. Princip superpozice je mozné
vyuzit pri feseni sil, napéti i deformaci.

Uvazujme prizmaticky prut, na néjz pusobi dvé osamélé sily F; a F, dle obr.
5.1. Prodlouzeni prutu je pak rovno sou¢tu prodlouzeni od jednotlivych sil (AL =
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« {1 M= el
i | B
i

V dalsich kapitolach bude uvedeno nékolik piipadtt vyuziti principu superpozice
a také ptripadu, kdy tento princip nelze pouzit.

Vlastnosti materialt se ,ziskavaji” pomoci experimentti — zkousek. Mezi nej-
znaméjsi patii napt. tahova zkouska, torzni — krutova zkouska, péchovaci zkouska,
zkousky ohybem atd. Vyse uvedené zkousky patii mezi tzv. destruktivni metody
zkouseni (existuji také tzv. nedestruktivni metody zkouseni).

Definice 5.4. Pri pouziti destruktivni metody zkouseni se zkusebni vzorek po-
rusi.

Definice 5.5. Pri pouziti nedestruktivni metody zkouseni se zkusebni vzorek
neporusi.

Zakladni popis, slozeni a vlastnosti bézné pouzivanych materiali (oceli, litiny,
vybrané plasty atd.) muzeme najit v materidlovych listech nebo strojnickych tabul-
kéach (jsou bézné dostupné). Mezi zdkladni materidlové parametry muzeme pocitat
napt. modul pruznosti v tahu, mez pruznosti, mez pevnosti. Dalsi materidlové cha-
rakteristiky a jejich materidlové parametry (tnava, teplotni zavislosti, creep atd.)
lze najit v odborné literature nebo na internetu.

Vysledkem experiment muze byt graf, popisujici chovani vzorku (zkouseného
materialu). Graf muze mit podobu zavislosti zatizeni — deformace, ¢as — deformace
atd. dle charakteristik materidlu, které chceme ziskat. Vyhodnocenim grafu pak
ziskame hodnoty materidlovych parametrii, napt. hodnotu modulu pruznosti v tahu.
Zpusob vyhodnoceni zkousky nebo lépe zpusob ziskani materialovych parametra je
casto predepsan normou.
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5.2 Tahova zkouska

Jednou ze zékladnich a nejznaméjsich zkousek je tahova zkouska. Zkusebni vzo-
rek valcového tvaru (zdkladni tvar je predepsan normou) je uchycen do zkusebniho
stroje. Vzorek je zatézovan rostouci osovou silou, ktera zptsobi prodlouzeni vzorku
az do jeho pretrzeni. Na obr. 5.2 je ukazan zkusebni stroj, zkusebni vzorky ptred a po
pretrzeni.

Obr. 5.2

Zkusebni stroj zahrnuje snimace, které méri zatézujici osovou silu, a priutahomeér,
ktery slouzi pro méreni prodlouzeni zkusebni ¢asti vzorku. Zakladnim vysledkem
zkousky je tedy zavislost mezi osovou silou a prodlouzenim vzorku (F' — Al). Tento
graf se ovSem bézné nepouziva, castéji se pouziva graf zavislosti napéti — pomérné
podélné prodlouzeni (o — ¢). Zjednodusené muzeme ¥ici, ze hlavni vyhodnou zob-
razeni (o — €) je nezavislost na pruméru a délce zkusebni ¢asti vzorku. K prepoctu
grafu (F — Al) pouZijeme vzorce o = Sﬂo, £ = IA—OI (viz predchozi kapitoly), kde F’
je zatézujici sila, Sy je pocatecni plocha prurezu, Al je prodlouzeni zkuSebni ¢asti
vzorku a [y je pocatecni délka zkusebni ¢éasti vzorku. Diagram (o — ¢) popisuje cho-
vani materialu ,v bodé”, je nezavisly na tvaru vzorku a zavisi pouze na pouzitém



5.2 Tahova zkouska

73

materidlu (technologii vyroby apod.). Naopak diagram (F — Al) popisuje chovani
scelého vzorku” a zavisi nejen na tvaru, ale i na materidlu. Diagram (o — ¢) se
nazyva smluvni nebo také pracovni ¢i technicky diagram zkousky tahem a napéti,
vypoctené timto postupem, je smluvni napéti (nominalni napéti).

Definice 5.6. Smluvni nebo také pracovni ¢i technicky diagram zkousky tahem

.. - . " _F « 1. v .
popisuje zdvislost mezi napétim (o = g ) a pomérnym podélnym prodlouZenim

(e = ZA—OZ), kde napéti je poc¢itano z pocatecni plochy prurezu zkusebni ¢asti vzorku.

Béhem zatézovani zkusebniho vzorku se zvétsuje délka, ale také zmensuje prifez
vzorku. Skutecné napéti ve vzorku tedy musime pocitat ne na zakladé pocatecni
plochy priufezu, ale na zakladé okamzité (skutetné) hodnoty plochy prutezu S. Sku-
tecna plocha prurezu S bude pri tahové zkousce vzdy mensi nez plocha pocatecni
Sp. A tedy napéti skutecné og bude vzdy veétsi, nez napéti smluvi o. Podobné lze
zpresnit popis deformace formou okamzitého (skutecného, prirozeného) nebo lépe
logaritmického pomérného prodlouzeni eg.

Definice 5.7. Definice Logaritmické pomérné prodlouzeni g popisuje okamzi-
tou hodnotu deformace a pro prepocet z pomérného prodlouzeni € pouzijeme rovnici

es=In(1+¢). (5.1)
Definice 5.8. Skutecny diagram zkousky tahem popisuje zavislost mezi oka-
mzitym (skutecnym) napétim (og = % a logaritmickym (skutecnym) pomérnym

prodlouzenim (eg = In (1 +¢)).

V obr. 5.3 jsou ukazany priklady diagramiti smluvnich pro tvarné a kiehké materi-
aly. Vyrazny rozdil mezi smluvnim a skuteénym diagramem je u tvarnych material

(obr. 5.3 e)).

A0 4G
¥ Skuteény
JLG
Re| Napétova Smluvni
prodleva
g, £, £y £y ‘s
a) b) c) d) e)

Obr. 5.3
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Na obr. 5.3 je uveden typicky smluvni diagram pro tvarny material. U nékterych
kovovych materidli mizeme zaznamenat vyraznou mez kluzu (obr. 5.3 b)) ¢ nizkou
taznost (obr. 5.3 ¢)). U kiehkych materialu je graf linedrni az témétr do poruseni

(obr. 5.3 d)).

Pracovni (smluvni) diagram tahové zkousky (kiehky material obr. 5.3 d), tvarny
material obr. 5.3 a), 5.3 b)) muzeme rozdélit do nékolika casti:

e V prvni ¢asti roste napéti linedrné v zavislosti na pomérném prodlouzeni. Pti
odlehc¢eni v této ¢asti se vzorek vraci do ptivodniho tvaru — nevznikaji trvalé
deformace. Konec prvni — linedrni ¢asti grafu nazyvame mez kluzu Re (mez
pruznosti, mez tmérnosti).

Definice 5.9. Smluvni mez kluzu je definovana ,,zanedbatelné” malou tr-
valou deformaci — napt. 0,005% délky zkusebni tyce (dle typu materidlu nebo
pouziti jsou vyse uvedené meze definovany normou).

Nékteré oceli vykazuji tzv. vyraznou mez kluzu, kterd odpovida napétové
prodlevé na kfivce (o = €) viz (obr. 5.3 b)). Mez kluzu Re patii mezi zakladni
materidlové parametry a lze ji pro velkou ¢ast materiali nalézt ve strojnickych
tabulkach, pripadné v materialovych listech.

Definice 5.10. Chovani linearni ¢asti krivky popisujeme pomoci Hooke-
ova zakona pro jednoosou napjatost — pro prosty tah. Coz je rovnice, popisujici
uvodni-primkovou c¢ast tahového diagramu

oc=FE-¢ (5.2)

Definice 5.11. Modulem pruznosti v tahu E nazyvame smérnici tecny
uvodni — primkové ¢asti tahového diagramu

E =tg(a) = (5.3)

o
€
Je to takové smluvni napéti, které zptisobi prodlouzeni zkusebni ¢asti vzorku
na dvojnéasobek.

Hooketiv zakon pro jednoosou napjatost popisuje zavislost (o = ¢) do meze
pruznosti. Modul pruznosti materidlu v tahu E (pro ocel E = 200000 M Pa)
se nazyva také Youngtv modul. Modul pruznosti v tahu patii mezi zdkladni
materidlové parametry a lze jej nalézt v materidlovych listech, strojnickych
tabulkach, ptip. uéebnicich pruznosti. Pti tahové zkousce dochézi k jednodu-
ché jednoosé napjatosti. V tivodni, linearni ¢asti krivky je v télese, zatizeném
pouze tahem, tento predpoklad splnén velmi dobre.



5.2 Tahova zkouska

75

Soucasné s prodluzovanim zkusebni ¢asti dochazi i k zuzovani prifezu.
Podobné jako pomérné prodlouzeni ¢ = lA—Ol muzeme definovat pomérné pricné
zuzeni 6 = g—j, kde Ad je rozdil priméru zkusebni ¢asti vzorku pred a po de-
formaci d — dy. Pomér obou veli¢in pak nazjvame Poissonovo &slo = ¢ [—]

(pro ocel v elastické oblasti = 0, 3). )

Definice 5.12. Poissoniiv zakon popisuje zavislost mezi podélnym pomér-
nym prodlouzenim a pricnym pomeérnym ,zkracenim”. Napiiklad

Ey = —[b" Ex. (5.4)

Tedy, pri zatizeni valcového vzorku tahovou silou v ose x muzeme defor-
maci ve vzorku popsat pomérnym prodlouzenim €, ve sméru osy a pomérnym
prodlouzenim &, kolmo na osu vzorku (plati ¢, = —¢). Pro vybrané materidly
jsou zakladni elastické konstanty uvedeny v tab. 5.1.

|

Materidl | Youngiv Modul E [M Pa] | Poissonovo &islo p [1] |

Hlinikové slitiny ~7,5-10* =0,31
Mosaz ~1,04-10° ~ 0,33
Bronz ~1,17-10° =0,31
Litina ~9,65-10% ~ 0,18

Ocel 2-10° + 2,16 - 10° 0,28+0,3
Tab. 5.1

e Ve druhé casti tahového diagramu (za mezi kluzu) dochézi k néaristu defor-

mace pii podstatné pomalejsim narustu sily. Pii odlehceni vzorku v této c¢asti
zatézovani se vzorek nevrati do puvodniho tvaru — vznika trvala deformace, viz
obr. 5.4 a). Celkovou deformaci ¢ miizeme rozlozit do dvou ¢éasti € = e, + ¢,
elastické e, (vratné, linedrni céasti) a plastické €, (trvalé, nelinedrni casti).
V plastické oblasti je Poissonovo ¢islo o = 0,5, protoze nedochazi ke zméné
objemu [1]. Pfi zatézovani nad mezi kluzu jiz neplati princip superpozice (viz
lasti. Témito typy vypoc¢tl se zabyva plasticita. V praxi se nad mezi kluzu
pohybujeme pfi tvateni, kovani, valcovani atd.
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A
A
As G
. N—
Rm|
Vytvareni
R krcku
RC|
dle diagramu
R - .
& T €e superpozice € €
a) b) ¢)

Obr. 5.4

e Druhé ¢ast smluvniho diagramu konéi na mezi pevnosti v tahu Rm.

Definice 5.13. Mez pevnosti v tahu je pomér mezi maximalni zatézujici
silou Fiy4x dosazenou pfi tahové zkousce a pocateéni plochou prirezu Sy
Fyax
R —

m = 5, (5.5)

V této ¢asti tahového diagramu je jiz rozdil mezi smluvni (naméfenou)
a skutec¢nou kiivkou (korekce zmény prifezu a pomérného prodlouzeni) znaény
(obr. 5.4 ¢)). Mez pevnosti Rm v tahu patii mezi zdkladni materidlové para-
metry a lze ji nalézt v materidlovych listech, strojnickych tabulkach, prip.
ucebnicich pruznosti.

Ktehké materidly (vznikd velmi mald trvald deformace, napft. litina) se
porusi na mezi pevnosti. Pti tahové zkousce dochazi k jednoduché jednoosé
napjatosti. V druhé, ,plastické” c¢asti kiivky je v télese, zatizeném pouze ta-
hem, tento predpoklad také splnén velmi dobre.

U tvarnych materiali se za mezi pevnosti zacne vytvaret kréek — vyrazné zu-
zeni prufezu ve zkusebni ¢asti vzorku (obr. 5.2, obr. 5.4 ¢)), proto mluvime
o oblasti nehomogenni plastické deformace. Ve smluvnim tahovém diagramu
(obr. 5.4 ¢)) pak napéti klesd, naopak ve skuteném tahovém diagramu (vy-
tvareni kréku) napéti roste az do pretrzeni (skuteéné napéti pii pretrzeni se
zna¢i or). V oblasti nehomogenni plastické deformace nemusi byt v télese, za-
tizeném pouze tahem, predpoklad jednoosé napjatosti splnén. V ztuzené c¢ésti
(okoli krcku) jiz vznika viceosa napjatost.

Rozdil mezi smluvnim a skute¢nym diagramem roste s rostoucim zatizenim —
v linedrni oblasti je vliv zanedbatelny, pti zatézovani nad mezi kluzu bychom
meéli pouzivat vzdy skuteény diagram.
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K popisu skutecného tahového diagramu — nebo lépe k zakladnimu popisu cho-
vani materidlu — se pouzivaji konstitluéni rovnice. Mezi nejznaméjsi patii napr. Ram-
berg-Osgoodova kiivka: ¢ = Z + Zm, Hollomonova rovnice: o = C' - €™, Ludwikova
rovnice: 0 = B+C'-&™, Swiftova rovnice: o0 = C (g9 + €)™, kde B, C, m, &¢ jsou ma-
teridlové parametry. Tyto materidlové parametry se urcuji z experimenti a nejsou
bézné dostupné.

K zakladnim charakteristikdm materidlti patii jesté taznost A a kontrakce Z.
Tyto charakteristiky také byvaji bézné uvadény v materidlovych listech. Taznost A
je definovana jako pomér prodlouzeni mérené délky tyce po pretrzeni k pocatecéni
délce tyce, vyjadreny v procentech. Kontrakce Z je definovana podobné, jako pomér
rozdilu poc¢atecniho a nejmensiho prifezu zkusebni tyce po pretrzeni k pocatecnimu
prurezu. I kontrakce je vyjadrovana v procentech.

5.3 Vyhodnocovani zkousek

Vsechny stroje, soucéasti, dily atd. jsme schopni vyrobit pouze v urcité presnosti
— toleranci. Podobné i materidly garantuji chemické slozeni pouze v ur¢itém rozmezi.
Navic zde vstupuje do hry i kvalita vyroby — opracovani, tepelné tpravy ¢i svarovani
atp. Kazdy vyrobek (i zkusebni vzorek) je tedy z hlediska rozméri i slozeni a cho-
vani unikatni. Vysledek méreni ovlivni také zvolend méfici metoda (chyba méfeni).
Pri stanovovani materidlovych charakteristik pak vychazime ze sady vzorkil, vyro-
benych ze stejného materidlu, stejnym postupem a které maji stejny tvar. Vysledky
vyhodnotime statisticky. Z desitek nebo stovek stejnych experimentii uréime ,,repre-
zentativni” modul pruznosti v tahu, mez pruznosti, mez pevnosti atd. V tabulkach
materidlu najdeme ,nejnizsi” (dle charakteru parametru mohou byt také ,nejvyssi”
nebo prumérné) hodnoty namérené v sadé experimentti. Napr. u meze kluzu najdeme
v tabulkdch hodnotu, pro kterou plati, ze 90% (95%, 99% atd.) vzorku vykazovalo
vyssi hodnotu meze kluzu. Pohybujeme se tedy v ,,bezpecné” oblasti a dle charakteru
materidlového parametru volime nejméné priznivou hodnotu.

5.4 Hooketuv zakon pro prosty smyk

Hookuv zakon pro prosty smyk si mizeme odvodit z pracovniho diagramu zkou-
sky (napf. z krutové zkousky), pii které vznikd napjatost prostého smyku, viz obr.
5.5). Uhly vzdy uvadime v tihlové mife (radidnech). Tentokrat se budeme vénovat
pouze prvni - linedrni ¢asti krivky. Znovu si zavedeme nékolik omezujicich predpo-
kladt, které nam zjednodusi reseni:

e pri zatizeni vznikaji pouze malé deformace

e jednotlivé fezy v bodé zistavaji rovinné (viz obr. 5.5)
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Linearni

Obr. 5.5

Stejnym zpusobem jako u tahu pak muzeme z grafu (7 — ) na obr. 5.5 odvodit
Hooktv zédkon pro smyk (pohybujeme se v iivodni — linedrni ¢asti grafu).

Definice 5.14. Hooketiv zakon pro smyk popisuje zavislost mezi smykovym
napétim a zkosem (7 — ) v elementarni krychli do meze pruznosti

G=tg(a)= % (5.6)

Definice 5.15. Modulem pruznosti ve smyku G nazyvame smérnici teény tvod-
ni — primkové ¢asti diagramu, ziskaného pri namahani prostym smykem (napf. pri
krutové zkousce).

5.5 Vztahy mezi veliC¢inami v, ¢

ODbé velic¢iny (zkos v 1 pomérné prodlouzeni ¢) popisuji deformace v elementarni
krychli a lze mezi nimi najit jednoznacny vztah. Pro malé deformace

(v = 0 — tg(y) = ) plati

Pomérnou normalovou deformaci odpovidajici zkosu obvykle znac¢ime rozdilnymi

indexy , , N
Ty _ xz _ yz

53;3/ = 7, Exz = 7, 5yz = 9 . (58)

Podobné jako u smykovych napéti plati rovnice

Yoy = Vyzs Vez = Vazs Vyz = Vay- (59)
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5.6 Hooketllv zakon pro trojosou napjatost

Zékladni rovnice, popisujici napétové — deformacni chovani materidlu pri jedno-
osém namahani, jsou Hooketiv zakon a Poissontiv zakon. V praxi ¢asto potrebujeme
popsat chovani materialu i pri viceosé napjatosti.

Definice 5.16. Hooketiv zakon pro trojosou napjatost se nazyva rozsireni Hoo-
keova zakona pro jednoosou napjatost pro zatizeni ve vice osdch nebo také zkracené
obecny Hooketiv zakon.

Pripomenme, Ze v linearni oblasti jsou sméry hlavnich napéti a hlavnich defor-
maci shodné (kapitola 4). Sestaveni rovnic, popisujicich chovani materidlu v linearni
oblasti (obecny Hooketv zdkon), provedeme pomoci principu superpozice, viz tab.
5.2.

Budeme uvazovat elementarni krychli se 3 hlavnimi napétimi v osach z, y, z
a zaroven platnost principu superpozice (podminky platnosti zadkona superpozice
deformace se shoduji s predpoklady pruznosti a pevnosti, uvedenymi v kapitole 1).

Trojosé zatizeni v elementarni krychli rozlozime na t¥i samostatné ¢asti — elemen-
tarni krychle s pouze tahovym zatiZenim (jednou v ose z, jednou v ose y a jednou
v ose z). U rozdélenych elementarnich krychli pak vypocéteme pomérné prodlouzeni
ve vsech smérech. Prislusné slozky pomérného prodlouzeni nakonec znovu secteme.

Elementarni krychle, zatiZzena v jednom sméru (jednoosa napjatost), napf. v ose
x —smér 1, se v tomto sméru prodlouzi. Pomérné prodlouzeni zjistime z Hookeova
zékona pro tah. Kolmo k ose = (osy y, z — sméry 2, 3) dojde k ztzeni. Hodnotu
zuzeni vyjadiime z Poissonova zakona (viz tab. 5.2).
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Gg."c‘.g . TG; «
Gl
-« > = — + +
/ J1. &1 /
3 'S
63}83 G3
V prvnim kroku rozdélime trojosou napjatost do tii ¢asti, které obsahuji pouze
jednoduchou jednoosou napjatost — prosty tah ve tfech na sebe kolmych osach.
Elementarni krychle odpovida zatizeni tahu v ose x —
% smér 1. Vypocéteme pomérné prodlouzeni pri zatizeni
a .
P | gi.&1 | pouze od oy (index a)
3
o
sﬁ‘zfl, €5 = —p-€7, €3 = —p - €7
o g0 Elementarni krychle odpovida zatizeni tahu v ose y —
2. &2 - y . VR o~
=" smér 2. Vypocéteme pomérné prodlouzeni pfi zatiZeni
pouze od o9 (index b)
8311 €1
b 92 b b b
* 27 o f1T TH S B3 TSy
« Elementarni krychle odpovida zatizeni tahu v ose z —
2> smér 3. Vypoclteme pomérné prodlouzeni pri zatizeni
L pouze od o3 (index c)
o
_ 5§:E3, €5 = —l-€5, €] = —L-E5.
03, &3
Secteme znovu slozky deformace v prislusnych smérech.
Pro osu o — smér 1: e; = ¢ + &b + &6 = %—,ufg—
—pe§ =% —p-F —p-F, tedy
G2. £ 1
22 &2 81:E[Ul—ﬂ<02+03)]-
" Obdobné v ostatnich smérech
<+ - 1
/ G1, €1 &2 = o2 — p(o1+03)],
¥ 3 1
G3. €3 5325[0'3—,U<0'1—|—02)].

Tab. 5.2
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Elastické konstanty E, G, p jsou vzajemné zavislé. Vztah mezi nimi mizeme
snadno uréit uvazovanim napjatosti prostého smyku (napf. krut), pomoci Mohrovy
kruznice a Hookeova zakona pro trojosou napjatost, viz obr. 5.6.

Obr. 5.6

Po dosazeni hlavnich napéti pri zatizeni krouticim momentem do Hookeova za-
kona pro trojosou napjatost ziskdme

1 1 T
51:@(01—%02) = E(T+M'T):E(1+M),
E'€1
(1+M) T Y €1, ( )
E
-
2(1+p)

V predchozi ¢asti byly uvedeny rovnice (tab. 5.2), které obsahuji pouze hlavni
napéti, tzn. smykové slozky jsou nulové a tedy i zkos je nulovy. V pripadé, zZe je
dana napjatost v jiném souradnicovém systému, mame obecné Sest slozek napéti.
7, charakteru normalovych slozek tenzoru napjatosti a tenzoru pretvoreni muzeme
pséat (pouhou zédmeénou indext)

e =l —ploy + o),
£y = é oy — i (op +02)], (5.11)
fo= ooy o)
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Tyto rovnice doplnuji dalsi t¥i rovnice, vyjadiujici vztah mezi smykovymi sloz-
kami tenzoru napjatosti a odpovidajicimi zkosy, které ziskame z Hookeova zakona
pro smyk

Toy = G Vays Toz = G Vazy Tye = G- Yy (5.12)

5.7 Dalsi experimenty

Podobné jako tah mizeme vyhodnotit i tlak. Vétsina materidlt se chova v ob-
lasti tahu a tlaku jinak. Nékteré soucasti mohou byt zatézovany pouze tahem (lana
apod.) nékteré pouze tlakem (sténa, poskladana z cihel). U tlaku pfi pouziti tvarnych
materidli nemusi dojit k poruseni (deformace se stéle zvétsuje), proto se zkouska
tlakem obvykle provadi do dosazeni urcité deformace.

V praxi se casto vyuzivaji i jiné typy zkousek. Vzdy se experimentatori snazi
o maximalni priblizeni ke skutecnému zatézovacimu stavu. Zkousky tedy muzeme
rozdélit dle zatézovaciho stavu (tah—tlak, krut, ohyb, st¥ih, inava atd.). Mezi nej-
voli dle skutecénych provoznich charakteristik stroje a casto je zkouska predepsana
prislusnou normou.

5.8 Unava

Na zacatku kapitoly o materialovych vlastnostech jsme z ivah vyloucili vliv ¢asu.
Cas mé samozfejmé velky vliv na chovani materidlu, mizeme rozlisit dva zakladni
pripady. V case se méni zatizeni — touto ¢asti se zabyva tinava materidlu. Pokud ma
vliv na napétové — deformacni chovani rychlost deformace, mluvime o viskoplasti-
cité. Prikladem je teceni kovi (creep), kdy pii dlouhodobém konstantnim zatizeni
za vysoké teploty roste deformace s casem. Tento jev byl probran jiz v Nauce o ma-
terialu.

Mezi tinavové zatizeni muzeme zafadit jakékoliv opakujici se zatiZeni (zatiZzeni
se muze ménit také ndhodné). Podle poc¢tu cykli mizeme hrubé rozdélit zatizeni:

e statické, kvazistatické (do 1000 cyklu)
e nizkocyklovou tnavu (od 1000 do 10° cykla)
e vysokocyklovou tinavu (nad 105 cykli)

Unavu ovliviiuje velké mnozstvi vlivii — vruby, velikost télesa, tvar zatéznych
cykli atd. Vzhledem k dtlezitosti problematiky je tnavé vénovana cela kapitola
11, kde je zakladni popis nejdilezitéjsich charakteristik. Podrobnéji se inavé vénuji
samostatné predméty napr. inava materialu, lomova mechanika.
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5.9 Vliv teploty

Deformaci télesa muze kromé zatizeni zpusobit také zména teploty. Nejjedno-
dussim pripadem je zména délky tyce pri zméné teploty, viz obr. 5.7.

AT

Obr. 5.7

Definice 5.17. Teplotni roztaznost — zménu délky tyce pii zméné teploty po-
¢itame dle rovnice

AL=a-AT L, (5.13)

kde « je koeficient teplotni roztaznosti materialu, AT je zména teploty, L je délka
tyce a AL je prodlouzeni tyce.

VySe uvedena rovnice se da prevést na vhodnéjsi tvar € = % = «- AT. Hooketiv

zakon pak mizeme prepsat ve tvaru, respektujicim teplotni zmény

1

81:E[Ul—u(02+03)]+a'AT7
1

E9 = E[ag—u(01+ag)]+a-AT, (514)
1

53:E[Ug—u(01+02)]+a'AT.

S rostouci (i klesajici) teplotou se méni také vlastnosti materialu, reprezentované
modulem pruznosti v tahu, mezi kluzu atd. U oceli nem4 ohtev o desitky az stovky
stupnu velky vliv a casto se zanedbava. Naopak pri ochlazeni mohou materialy
sktehnout” (kfehké lomy). Vliv teploty se samoziejmé lisi dle materidlu — plasty,
drevo, ocel, méd atd. Konstrukce, které fesime v tvodnim kurzu pruznosti, mivaji
obvykle pokojovou teplotu ~ 20° a vliv teploty se neuvazuje.

Pri teseni tlohy s teplotou se casto vyuziva principu superpozice. Cela tloha
je rozlozena na ¢ast TeSeni teploty a zbylou c¢ast tlohy. Reseni obou ¢asti tlohy se
provadi samostatné a vysledky se na zavér superponuji.
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@ Priklad 5.1. Urcete koeficient teplotni roztaznosti na zakladé sady meéreni tep-

loty a prodlouzeni vélcového ocelového vzorku (viz obr. 5.7). Naméfené hodnoty
teplot a prodlouzeni jsou v tab. 5.3. Predpokladejte, ze koeficient teplotni roztaz-
nosti nezavisi na teploté. Délka vzorku L = 100 mm, referenc¢ni teplota T,..; = 20°C.
Presnost meéridel je dostatecnd k odhadu koeficientu teplotni roztaznosti.

| Lt 12 13 1 41516 17 [ 879 |
T[C] | 50,2 | 79,8 | 110,3 ] 1398 | 169,5 | 199,9 | 230,0 | 260, 1 | 289,8
AL [mm] || 0,047 | 0,063 | 0,123 | 0,125 | 0,157 | 0,238 | 0,239 | 0,307 | 0,315

Tab. 5.3

K fteseni vyuzijeme rovnici, popisujici zavislost prodlouzeni na teploté AL =
= «a- AT - L (kapitola 5.9). Pfevedeme zndmé hodnoty na jednu stranu a nezndmou
teplotni roztaznost na druhou stranu rovnice (% = a) a dosadime vstupni hod-
noty. Vysledky jsou uvedeny v tab. 5.4.

1 2 3 1 5 6 7
a [1/°] ] 1,56e-5 | 1,05e-5 | 1,36e-5 | 1,04e-5 | 1,05e-5 | 1,32¢-5 | 1, 14e-5
8 9
a [1/°T 1,285 | 1,17e-5

Tab. 5.4

V poslednim kroku vypocteme hodnotu koeficientu teplotni roztaznosti jako arit-
meticky primeér
n
D> ai
_ =1

a = .
n

Koeficient teplotni roztaznosti je o = 1,22e-5 [1/°].

5.10 Obecny popis chovani materialu

V predchozich kapitolach bylo ukazano, ze chovani homogenniho isotropniho ma-
terialu v oblasti pruznych deformaci 1ze popsat Sesti rovnicemi (5.11) a (5.12), které
vyjadiuji vztah mezi slozkami tenzoru napjatosti a slozkami tenzoru pretvoreni,
mluvime o obecném Hookeovu zakonu pro prostorovou napjatost. Z téchto vyrazt
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lze vyjit pri formulovani rovnic pro anizotropni materialy, tedy takové, které nemaji
ve vSech smérech stejné vlastnosti (anizotropni jsou napf. monokrystaly).

Definice 5.18. Obecny Hookeilv zakon popisuje linearni vztah mezi slozkami
tenzoru napjatosti a tenzoru pretvoreni.

S respektovanim zakona sdruzenosti smykovych napéti mizeme obecny Hooketv
zakon napsat v maticové formé

( Og ) -011012013014015016 1 ( Ex )
Oy C21C022C053C24C55C 9 Ey
P _ 310320330 34C35C 36 €2 (5 15)
Ty C11C4C 130 414C45C 6 Vay ' '
Tyz C51C052053C054C55C 56 Vyz
\ Tzz ) _061062063064065066 4 U Vzz )

Matice materialovych parametri se nazyva matice tuhosti. Tato rovnice se pou-
ziva i pro anisotropni materidly. V tomto nejobecnéjsim pripadé je pocet nezavislych
prvkl matice tuhosti 21. Jestlize existuji ti roviny symetrie materidlovych vlast-
nosti, pak mluvime o ortotropnim materialu a nezavislych prvki matice tuhosti je
9. Prikladem ortotropniho materidlu je dfevo (vzpomernime na letokruhy). Dalsi sku-
pinou anizotropnich materiali jsou materidly pricné isotropni, které maji také tti
roviny symetrie mechanickych vlastnosti, ale navic se v jedné z téchto rovin material
chova isotropné. Ptikladem jsou jednosmérné vlaknové kompozity (napf. lamino).

V nasem pripadé homogenniho a isotropniho materialu se matice zjednodusi
a Hooketiv zdkon pro trojosou napjatost bude vypadat takto

( ) B 7 (

u
=

1 —
Er _E ?H _f 0O 0 0 Oy
& \_| & E E T2
Yay 0 0 0 5 00 Ty [ (5.16)
Yy 0 0 0 0 3 (1) Ty
(Y% ) [0 0 0 0 0 & ] 7

pripadné po dosazeni zavislosti mezi modulem pruznosti v tahu E a ve smyku G

£r ) [ 1 - —p 0 0 0 1 ( o2 )
Ey - 1 —pu 0 0 0 Oy
£, I T A TR | 0 0 0 o
v (CE| 0 0 0 20+p) 0 0 S
Vyz 0 0 0 0 2(1—|—,U) 0 Tyz

| e L0 0 0 0 0 204w | | 7

(5.17)
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5.11 Logika resSeni uloh pruznosti

Nyni jiz mizeme shrnout poznatky vsech predchozich kapitol a popsat moznosti
feseni tloh pruznosti a pevnosti, o kterych jsme mluvili jiz v prvni kapitole (napf.
pevnostni kontrola, dimenzovani apod.).

Obr. 5.8 ukazuje, jak jsou vazany posuvy a vnéjsi zatizeni skrze ostatni veliciny.
Pti vypoctu zac¢iname vzdy u znamé veliciny a pokracujeme pouze ve zvoleném
sméru - proti ¢i ve sméru otaceni hodinovych rucek (prazdné sipky ¢i plné). Dulezité
je, ze nemuzeme pocitat primo posuvy z vnéjsiho zatizeni ¢i naopak, nebot musime
ve vypoctu zahrnout vliv geometrie télesa a materidlovych vlastnosti. V nasledujicich
kapitolach bude ukéazan na prikladech zptisob pouziti nastinéné logiky feseni tloh
pruznosti na zakladnich pripadech namahani.

< posuvyy >

4

4

L 4
Cvnéjsi sily > C deformace D

B

.  J
. ! ]
) |
. N
. |
) L J
. !
. N
. |
) |
) ]

. L

< Y
Cvnitrnisily —>< e napéti >

Obr. 5.8

Uvedené strategie nejsou jedinou moznosti feSeni tloh pruznosti. Velmi elegantni
a Casto efektivni jsou energetické pristupy, z nichz jeden z nejpouzivanéjsich si nyni
popiseme.
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5.12 Deformacni energie a Castiglianovy véty

Pokud je téleso zatézovano kvazistaticky, pak lze zanedbat kinetickou slozku
energie. Je-li téleso z materidlu idealné elastického, pak je mozno zanedbat ztraty
vlivem vnitiniho t¥eni a lze prohlésit, Ze veskera prdce vnéjsich zatizeni W [J] se pre-
méni v deformacni energii (tj. v potencidlni energii deformace) U [J], akumulovanou
v télese. Pro vyslednou praci na diferencidlu objemu daxdydz = dV plati

3 3

dW =dU = /O'de[E dydz = /adst. (5.18)

0 0

Pro dalsi pottebu lze také stanovit deformacni energii, vztazenou na jednotkovy
objem - hustotu deforma¢ni energie Uy [Jm ™3| nebo [Pa]

)

dU
UO = W = /Ud€. (519)
0
Hustotu deformacni energie Uy reprezentuje plocha oblasti na obr. 5.9 a). Pro
linearné elasticky material 1ze po aplikaci Hookeova zakona psat

£

E 2 2
ng/Eadazng%gzg—E. (5.20)
0
A
- - I . r s _ o‘
Linearni elasticky material: 0 =E¢ 6 A\ Linearni elasticky materidl: 0=Fz
/ =
«_ dU”
A
dt/
=4
AV
> >
g
o de &
a) b)
Obr. 5.9

Plocha nad napétové — deformacni kfivkou se nazyva komplementarni hustota
deformacni energie Ui [Jm ™3] nebo [Pa] (viz obr.5.9 b)), pro kterou plati

aur
0
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Pouze pro linearné elasticky material plati Uy = Uj.

Je vhodné pripomenout také zakonitosti kolem prace vnéjsiho zatizeni. Uva-
zujme, ze na linearné pruzné téleso pisobi jedind osaméla sila F' v jistém bodé bodé
A. V disledku jejitho ptisobeni se téleso deformuje a velikost sily linearné zavisi na
zmeéné polohy F' = k- sp v celém intervalu hodnot posuvu, realizovaného ve sméru
pusobici sily sp €< 0,53, >. Sila tedy roste z hodnoty 0 na maximélni hodnotu
Fyr = k- spr. Béhem tohoto déje pak tato proménna sila vykona praci

SM SM

ksi, F% 1
WF: FdSF: ]{JSFdSF:—M:—M:—FMSM. (522)

2 2k 2

0 0
Jestlize na uvazované téleso piisobi i dalsi sily, je poloha ptisobisté sily F' ovliv-
néna i jejich velikosti. Jestlize se sila F' neméni a dojde k deformaci télesa v disledku
zmén jinych sil, sila F' vykond préci na vyvolaném posuvu s, (uvazovaném ve sméru
pusobeni sily F') o velikosti

SM SM
0 0

Nyni se jiz dostavame k obecnému odvozeni prvni Castiglidnovy véty. Uvazujme
téleso, pro které plati princip superpozice. Téleso je tedy idedlné pruzné a plati pro
néj Hooketuv zdkon. Téleso je zatizeno soustavou sil Fj, a silovych dvojic M; (obr.
5.10).

Fk dFk

U Z‘f(Fl, LMy, ,ﬂi&)

Obr. 5.10
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Deformacni energie akumulovana v télese je U. Prace vnéjsich sil a silovych dvojic
je A. Plati U = A, tzn. vnéjsi a vnitrni sily jsou v rovnovaze.

Polozme si otazku, jak se zméni deformacni energie U, zménime-li silu Fj o dFj.
Pro diferencial U plati
ou oU ou

AU =224F 4 ot ZdR o+ 2 d, 5.24
oR T TR T T (5.24)

Nenulové je pouze dF}, proto

oU
dU = oF, dFy. (5.25)
Rovnéz si mizeme klast otazku, jaky bude prirtistek prace vnéjsich sil, zméni-li
se Fp o dFy. Pusobi-li napfed jenom dFj , vykona praci %dFk - dsy, kde dsg je
posun pusobisté sily dFj. Prilozime-li poté sily a silové dvojice Fi,..., Fy, My,...,
M., vykonaji praci A. Soucasné vsak dFy vykona praci dFj - dsg, kde s; je posuv
ptsobisté sily Fj. Vykonana prace bude poté dana vyrazem

1

Plati-li rovnost deformac¢ni energie a prace vnitinich sil, miizeme tuto rovnost
rozsitit také na jejich diferencialy

dU = dA. (5.27)

Po dosazeni vyrazia dU a dA do (5.27), pak

ou 1
Odtud oU
= —, 2

Zobecnény posuv v urc¢itém misté pruzného, dokonale ulozeného télesa je dan
parcialni derivaci deformacni energie celého télesa podle zobecnélé sily, ptisobici
v misté a ve sméru hledaného posuvu.

Obdobnym postupem bychom odvodili vztah pro natoceni v urc¢itém misté pruz-
ného, dokonale uchyceného télesa

o
90] - aMJ

(5.30)

Definice 5.19. Posuv v ur¢itém misté pruzného, dokonale ulozeného télesa je
dan parcialni derivaci celkové deformacni energie télesa podle sily, ptisobici v misté
a ve sméru hledaného posuvu.
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Definice 5.20. Uhel natoceni v misté pisobeni momentu silové dvojice M;
v roviné jeho pusobeni je dan parcialni derivaci celkové deformacni energie télesa
podle momentu silové dvojice M;.

Castiglianova véta je velmi silnym nastrojem pro stanoveni posuvu a thlu nato-
¢eni v uré¢itém misté pruzného télesa, coz bude prezentovano v jednotlivych kapito-
lach zakladnich pripadii namahani.

' Priklady k procviceni

1. Navrhnéte jednoduchy experiment a zptisob vyhodnoceni pro odhad hodnoty
modulu pruznosti v tahu £ u drétu nebo tyce (pomucka: tah, ohyb).

2. Urcete prodlouzeni ocelové tyce (E = 210000 M Pa, a = 1,2e-5 1/°) valcového
priatezu (d = 20 mm) délky (L = 200 mm), kterd je zatizend osovou silou
(F =20000 N) a doslo ke zméné teploty o AT = 100°C.

Obr. 5.11

@/”é Kli¢ k prikladdm k procviceni

2) AL=0,3 mm

> Pojmy k zapamatovani

e homogenni material

elasticky isotropni material

Hooketiv zdkon pro prosty tah

Hooketiv zdkon pro prosty smyk

Poissonuv zékon
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Hooketiv zdkon pro trojosou napjatost
statické, kvazistatické zatézovani
nizkocyklova tinava

vysokocyklova tinava

teplotni roztaznost

Kontrolni otazky 9

1.

Co je isotropni material?

(a) Materidl, majici stejné vlastnosti ve vSech smérech.
(b) Material, majici ruzné vlastnosti ve sméru osy x a osy y.

(c) Material, majici ruzné vlastnosti ve sméru osy x, osy y i osy z.

. Je splnéna podminka homogennosti materialu u svaru?

(a) Ano. Materidl svarovaného materialu i svaru a jeho okoli mé& naprosto
stejné vlastnosti i kvalitu.

(b) Ne, materidl v misté svaru a jeho okoli se lis{ od svarovaného materidlu.
Je lano homogenni a isotropni?

(a) Ano.

(b) Ne.

Jaké hodnoty kromé skuteéného tahového diagramu potrebujete k nalezeni
skutecného napéti pri pretrzeni vzorku?

(a) Zadné.
(b) Modul pruznosti v tahu E.
(¢) Mez pevnosti R,,.

. 'V ¢em se lisi smluvni a skutecny tahovy diagram?

(a) V nic¢em, jsou stejné.
(b) Smluvni tahovy diagram respektuje zménu prufezu pii prodluzovani.

(¢) Skuteény tahovy diagram respektuje zménu prutezu pii prodlouzeni a ko-
riguje velikost pomérného prodlouzeni na logaritmické prodlouzeni.
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10.

11.

Jak velkd bude trvala deformace pti pretrzeni u kfehkého materialu, napf.
litiny?

(a) Zanedbateln4.

(b) Velkd a musime ji respektovat.

Jak velky bude zkos u elementarni krychle, zatizené tremi, stejné velkymi
hlavnimi napétimi (tlaky)?

(a) Nulovy.
(b) Zanedbatelny.

(c¢) Odpovidajici velikosti hlavnich napéti — dopocteme dle Hookeova zakona
pro 3 osou napjatost.

Odhadnéte thel zkrouceni 1 m dlouhé hiidele priméru 100 mm, kdy bychom
mluvili o malych deformacich (ve stupnich)?

(a) ~ 100°.

(b) > 1°.

(c) <1°.

Dojde u kfehkého materidlu (napf. litina) k lomu u zkousky tlakem?
(a) Ano.

(b) Ne.

Lisi se hlavni sméry napéti a deformace v linearni oblasti?

(a) Ano.

(b) Ne.

Jaky bude rozdil hodnoty meze kluzu ve smluvnim a skuteé¢ném tahovém di-
agramu?

(a) Zanedbatelny.
(b) Velky, musime prepocist.
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Kapitola 6

Namahani tahem a tlakem

Privodce studiem

Mezi zakladni zpiisoby namahani patii namahani tahem nebo tlakem. Jeho znalost
a aplikovatelnost je diileZitou soucasti znalosti inzenyrii. V této kapitole budou na

uvod shrnuty nékteré diilezité poznatky predchozich kapitol, aby c¢tenar nemusel

prilis listovat.

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete:

schopni stanovit pribéh vnitinich normalovych sil

umét navrhovat priurezy a maximalni zatizeni strojnich soucasti pti namahani
tahem /tlakem

umét stanovit napéti a prodlouzeni v souc¢éstech, namahanych tahem /tlakem

fesit zakladni tlohy soucasti, vystavené teplotnim zménam pii namahéani ta-
hem /tlakem

resit zakladni tlohy prihradovych konstrukei

6.1 Uvod

Na obr. 6.1 je znazornén element, vystaveny pirimému tahu respektive tlaku
v podélném sméru (jednoosd napjatost).
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Napéti o =

|

Tah

F

Plocha priifezu S

_-F ¥
G=73
Tlak
F

Obr. 6.1 Zptusoby namahani tahem a tlakem.

Typické ukéazky zatizeni tahem nebo tlakem jsou znazornény také na obr. 6.2
(tahové namahéni lana od bremene) a 6.3 (tlakové namahani nosnych sloupu stavby
— Athény v Recku).

Obr. 6.3

6.2 Normalové sily (N) a tahové nebo tlakové na-

péti (o)

Definice 6.1. Pokud je ty¢ (soucast) vystavena pusobeni vnéjsich axialnich sil
(F [N]), pak se v soucésti indukuji vnitini (normalové sily) N [N] , viz obr. 6.4.
Tato skutecnost je v souladu s Newtonovymi zakony mechaniky.

Rez A-A déli ty¢ na dvé c¢asti. Zatizeni, pusobici v kazdé ¢ésti, je v rovnovaze
s prislusnymi normalovymi silami. Normalovou silu lze definovat jako vnitini vy-
slednou slozkovou silu, ptisobici kolmo na zkoumany fez. Pripomenme metodu fezu

na obr. 6.4, plati N = F.
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F o F
— -] L
A
F N
— - — - . 44—
N F
¢t —— — =] —>
s L .
Obr. 6.4

Definice 6.2. Tahové normalové sily jsou kladné a tlakové norméalové sily jsou
zaporné (viz také znaménkova konvence v kapitole 2), tahové normalové sily a napéti
zpusobuji prodlouzeni délky prislusného tseku tyce, naopak tlakové normélové sily
a napéti vyvolavaji zkraceni délky tseku tyce.

Definice normélovych napéti ¢ [Pa] jiz byly uvedeny v kapitole 2. Normalové
(axidlni) napéti, které ptisobi v axidlnim sméru, lze obecné definovat pomérem
Normalova sila N

= = — 1
“ plocha S’ (6.1)

kde S [m?] znaci plochu pfi¢ného fezu. Vztah (6.1), dle obr. 6.4, plati pro konstantni
normélovou silu a konstantni plochu pri¢ného prurezu (prizmaticky prut).
6.3 Pomérné deformace pri tahu a Hooketiv zakon

Jestlize je ty¢ podrobena norméalovym sildm (vyvozujicim normdlové napéti),
pak se musi zménit jeji délka, viz obr. 6.5.

Fi F —_—Pi ;
4+—t - L Puvodni tvar

e - - -Tvar po deformaci
A
L%l-—«{ L =
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Definice 6.3. M4-li ty¢, konstantniho prutezu, puvodni délku L [m] a zménu
délky (prodlouzeni nebo zkraceni) AL [m], pak lze definovat také pomérnou podél-
nou deformaci € [1] jako pomér prodlouzeni tyc¢e a ptivodni délky

AL (6.2)
E = ——. .
L
Jedna se tedy o bezrozmérnou veli¢inu, ale zejména v experimentalni pruznosti

se pouziva jednotka microstrain pe = ¢ - 1075,

V pripadech, kdy jsou napéti a pomérné deformace proménlivé po prifezu, pak

plati zobecnény vztah
dAL du

E =

Za predpokladu, ze homogenni a isotropni material se chova pruzné a linearneé,
viz kapitola 5, plati Hooketiv zakon pro jednoosou napjatost

€= (6.4)

Ea
kde konstanta E [Pa] je nazyvand modul pruznosti v tahu ¢i tlaku nebo Youngiiv
modul.

Pro ptrimou ty¢ konstantniho priifezu, zatizenou konstantni axialni silou F, viz
obr. 6.5, 1ze odvodit z rovnice (6.2) vztah AL = L, kde po dosazeni (6.4) a (6.1)

vyplyne

oL NL
AL=—=— )
coz v nasem pripadé vede ke vztahu AL = %

Na obr. 6.6 je zndzornénd ty¢ se skokovou (nespojitou) zménou prurezu, kterd je
na obou koncich zatizena konstantni silou F.
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Pied zatizenim:

S S
S 2 3
A /
1. _ _.1 . _ _. 1 N
| '|_ 1
LJ x2§| X; |
L, L, L; A,
o= e e
Po zatiZeni:
F F
< ._.;ll_.____ ............ __._._I._.__'..
xl X X
2 JE |
L Ay . Al 1, M
1 1 2 2 3 3
—— — s = =z = — -
Obr. 6.6

Pro normélové sily, napéti a pomérné deformace pak na trech prislusnych tsecich
Ty, T2, T3 [m] pla“ti
N(l’1> :N(Z‘Q) :N(Ig) =F 5

=T T Ty T T Ty
o(xq) F o(xs) F o(x3) F

o

elr) = —¢ T ES,’ elr2) = —p ES,

kde lokaln{ soufadnice plati na intervalech 21 € (0; Ly), 22 € (0; Lo)
a xsg € (0; L3).

Zmény délek ALy, ALy a ALz [m] kazdého tseku (obr. 6.6) jsou dané modifikact
vztahu (6.5), tedy

N(xl)Ll FL1 N(.Z'Q)LQ FL2 N(.ﬁl?g)Lg FL3
'Y BES, ES, T ES, ES,’ T ° ES;  ESs
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Vyslednd zména délky tyce je dana algebraickym souétem ptislusnych dil¢ich
prodlouzeni

(6.6)

F /(L L, L
AL:AL1+AL2+AL3:E(1 2 3).

575 'S,

Rovnice (6.6) plati dostatecné presné pro teorii malych deformaci (tj. neni vho-
dné pro velké deformace napr. elasto-plastické tilohy).

Priklad 6.1. Urcete reakéni silu R v uchyceni, pribéh normalovych sil, napéti
a celkové prodlouzeni osazené tyce ¢tvercového prifezu z obr. 6.7 a). Vliv vlastni tihy
a vliv vrubovych a¢inkt na napjatost v osazeni tyce neuvazujte. Ddno: a; = 28 mm,
as = 32mm, az = 39 mm, £ =2-10° MPa, F}, =40 kN, F, =70 kN, F3 = 90 kN,
L1 =80 mm, Ly =100 mm, L3 = 150 mm, L, = 140 mm.

Ll {R

- S3=a;Xa, T
— !
w Sz=a2xaz
—
=
)
a) b)
Obr. 6.7

Ze zaddni vyplyva pro plochy pritfezu: S; = a? = 282 = 784 mm?, Sy = a3 =
= 32% = 1024 mm?, S3 = a3 = 39% = 1521 mm?.

Pro reakéni silu v uchyceni vyplyva z podminky rovnovahy dle obr. 6.7 b) R +
3
+YF=0,tj R=F —F,+F;=4-10"-7-10*+9-10* =6 - 10* N.
i=1
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Dle obr. 6.8 lze definovat intervaly lokélnich souradnych systému z; € (0; L),
xg € (0; La), x3 € (0; L3) a x4 € (0; Ly) a nasledné také stanovit piislusné normélové
sily

N(x) = F,=4-10* N,

N(zy) = N(xs)=F —F,=4-10"—7-10* = =3 -10* N,
N(xy) = F—Fy+F3=4-10"-7-10"4+9-10* =6-10* N
a napéti
o(1)) = Ngjl) - 4%81;4 — 51,02 M Pa,
o(zy) = Né?) = _iéim = —38,27 M Pa,
oms) = g?’) - _3621404 — —29,30 MPa,
o(rs) = Ng"‘) - 61'5;24 — 39,45 MPa.

N /kN/

Obr. 6.8
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Ziskany pribéh normalovych sil je zndzornén na obr. 6.8. Celkové prodlouzeni
AL tyce je dano superpozici dil¢ich ucinktu (modifikaci rovnice 6.6)

N(I‘l) . L1 N(ZL‘Q) . L2 N(l‘3) . L3

AL =AL, + ALy +AL; + AL, =

EA, EA, EA,
N(l’4) . L4 _ O'(.Z'l) 'L1 +U(£B2> . L2 +U(l’3) . L3—|—(7<.’L'4) . L4 _
EA; E
_ 51,02 - 80 + (—38,27) - 100 + (—29, 3) - 150 4 39,45 - 140 —6.92-10~% mm.

2105
A

Pro ty¢ proménlivého prifezu, zatiZenou na konci silami F' (obr. 6.9), kde S =
= S(z) je znama funkce soutadnice z, plati

N(z)=F, o(x)= = . (6.7)

Obr. 6.9

Pro odvozeni pomérné deformace je vhodné vyjmout z tycCe element délky dx

(obr. 6.9). Pro pomérné deformace pak plati: e(z) = %

Pro elementarni zménu tyce pak plati diferencni vztah

_o(x)
Adx = de. (6.8)
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Vysledné prodlouzeni tyce AL lze ziskat souctem vSech elementarnich tcinkt

L

AL/%M%O]

0

N(z), F [ dz
S() dz = 5 / S(m)dx' (6.9)

Priklad 6.2. Odvodte vztahy pro normalovou silu, napéti a celkové prodlou-
zeni proménlivého kruhového prutezu (komoly kuzel), viz obr. 6.10. Déno: F' [N],
E [MPa], D [mm], d [mm], L [mm)].

_#d
lF
|
i
i
|

IR LA
$D

-~

p—

Obr. 6.10

Z obr. 6.11 lze odvodit pro reakci a normélovou silu vztahy R = F, N(z) = —
—R=—-F.
gd

J,F N(x) =-R=-F
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Pti¢né plocha prifezu S = S(x) je proménliva. Nejprve je vhodné odvodit line-
arni zavislost poloméru r = r(z) z podobnosti trojihelniki zndzornénych na obr.

6.11
D D—d
5 —r =° 1 D —d
tga = 2 =2 = r=-(D- :
ga . r 2( 7 x)

Pro plochu prifezu potom plati kvadraticka zavislost

_ o T _D—d ?
S(x) =mr —4<D 7 x)

a tlakové napéti v tyci o(x) je ddno zéavislosti dle hyperboly 2. fadu

o(z) = N(z) —4F
a S(z) a 7T(D— %x)Q

Hodnoty napéti v bodech x =0, x = % a r = L jsou pak dany vztahy

SR (T

Pribéh funkce o(z) je zndzornéna na obr. 6.12.

gd
< F> _4F o(x)
l ad?
|
— : )
|
IS A Y —4F
gD aD?
|

Obr. 6.12
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Celkové zkraceni tyce AL lze stanovit napt. ze vztahu 6.9

O/U(xE)dZL“ _ —;fo/ v _d%zl,)z _
AF L2 - L2 72
Er {(D—d)[LDnL(d—D)x]] " Er {( } -

AL =

D—d)Ld (D—d)LD
_ —4FL (1 1\  —4FL
- En(D —d) - ExDd

0

d D

6.4 Vyuziti Castiglianovy véty

V kapitole 5.5 byly odvozeny vztahy pro deformacni energii u jednoosého na-
méahani a Castiglidnovy véty. Nyni si ukdzeme praktickou aplikaci této energetické
metody u pruti naméhanych tahem.

Definice 6.4. Castiglianova véta, kterd patii mezi zakladni energetické principy
mechaniky, muze byt (pro axidlné zatizené cleny) vysvétlena takto: Pokud Ize defor-
macni energii U vyjadrit v zavislosti na vnéjsim zatizeni, pak jeji parcialni derivace
dle vnéjsi sily F;, ddava hodnotu posunuti w; v bodé i (tj. v misté piisobisté sily F;).
Kladna hodnota posunuti u; je ve sméru sily F;, viz obr. 6.13. Plati tedy

oU
i = . 6.10
%= SR (6.10)
Pred zatiZzenim: Po zatiZeni: F,
1-
A Tn
!
it
3 |
b
!
v \ 4’1!
LSSy

Obr. 6.13
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Deformacni energii v pripadé jednoosého namahani lze vyjadrit takto

2o oF | 52
Vv Vv 1%

1 1 [ N?
U= /UOdV = [ AV = — dv, (6.11)

kde elementarni objem dV = S dx a plocha S = S(z) mize byt funkce souradnice x
1 N? 1 N?
_ 1 [N L B 12
U 55 | o Sdx = 55 | 5 dz (6.12)
L L

Dosazenim vztahu (6.12) do (6.10) vyplyne

0 1 N? 1 2N ON 1 [ NON
L

L L

Pri aplikaci Castiglianovych vét musi byt deformacni energie vyjadiena jako
funkce vnéjsiho zatizeni. Dalsi informace o CastigliAnovych vétach lze nalézt v ka-
pitole 8.

@ Priklad 6.3. Alternativni zptusob vypoc¢tu zkraceni AL komolého kuzele (viz

obr. 6.10, priklad 6.2) zatizeného tlakovou silou je aplikace Castiglianovy véty. Z mo-
difikace rovnice (6.13) se ziska

1 LN(x)@Nx
AL‘EO/A@:)

kde N(z) = —F a V& = 1. Pak je ziejmé, Ze plati
/ F . AFL
1 _
AL_E/ D—d 7 (—1 __/ _ Ddy = FnDd
EICEE " "

pricemz kladnd hodnota zkraceni soucasti je v tomto pripadé ve sméru sily F'.

6.5 VIiv teploty na napjatost a deformace v tahu
a tlaku

JestliZe se ty¢, které neni branéno v podélné deformaci, rovhomeérné ohieje (nebo
ochladi) z pocatecni teploty Ty [°C] nebo [K] na koneénou teplotu 7 (tj. doslo ke
zméné teploty AT =T — Ty), viz obr. 6.14.
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Pred zatiZenim

T=Te: N
— 1.
Po zatiZeni AL
T=T,: —= -
TI'ZZ-* Tg A e e e e e e e e — e — s —— —
L+A
< L
Obr. 6.14

Pak pro prodlouzeni (nebo zkrdceni) AL a osové napéti o plati vztahy

AL = a,LAT,

o =0,

(6.14)

(6.15)

kde a; [°C™!] nebo [K] je linearni koeficient teplotni roztaznosti (soucinitel teplotni

roztaznosti), jehoz charakteristické hodnoty pro vybrané materidly lze nalézt v tab.

6.1.
’ Material ‘ Soucinitel teplotni roztaznosti a; [°C™!] ‘
Hlinikové slitiny ~23-107°
Mosaz 19,1 +21,2-107°
Bronz 18 +21-107°
Litina 9,9+12-107°
Beton 7+14-107°
Med a médéné slitiny 16,6 ~ 17,6 - 107°
Sklo 5+14-117°
Nylon 70 — 14 -140°°
Polyethylen 140 +290 - 107
Horniny 5+14-97°
Elastomery (guma) 130 =200 - 107°
Ocel 10 +18-107°
Titanové slitiny 8,1+11-107°
Wolfram ~4,3-107°

Tab. 6.1
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Pro novou délku tyce pak plati

L* =L+ AL =L+ aLAT = L-(1+ ,AT). (6.16)

Pokud je ty¢i branéno podélné deformaci absolutné tuhymi (idedlnimi) podpo-
rami (viz napf. obr. 6.15) a nedojde k podélnému vyboceni tyce, pak je zfejmé, zZe

prodlouzeni tyce je nulové
AL =0. (6.17)

Pied zatiZzenim N
T:Toi
B\ 1.
Po zatizeni N
T:Tli
A =0
L A\ L

Obr. 6.15

Prodlouzeni (nebo zkréceni) tyce je tedy zabranéno, coz v ty¢i indukuje tlakové
(nebo tahové) napéti, které je imérné prodlouzeni volné tyce (bez podpor), viz vztah
(6.2). Pro pomérnou deformaci a napéti pak vyplyne

—AL
£ =——=—AT, (6.18)
L
0= Fe=—FEao,AT. (6.19)

Dalsi informace a mnozstvi fesenych prikladu lze nalézt v ucebnici [14].
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6.6 ZatiZzeni tihovou silou v axialnim smeéru

Na obr. 6.16 je jednostranné uchycena ty¢ délky L s konstantni plochou ptri¢ného
pritezu S . Ty¢, kterd je z materidlu o hustoté p [kgm™3], je vystavena ptsobeni
gravitace (symbol ,, § 7). Gravitacni sila je imérnd gravitacnimu zrychleni g [ms~2].

Ty¢ je vystavena pouze pusobeni vlastni tihy. Pro reakeni silu R [N] v podpore
pak (dle Newtonova zdkona a obr. 6.16) plati

R=mg=pVg=pgSL,

kde m [kg] je hmotnost tyc¢e a V = SL je objem tyce.

Pro normélovou silu N(z) a napéti o(x) ve vzdalenosti x € (0; L), viz obr. 6.16,
plati

N(x pgST
N(x) = pgSz, o(z)= é ) _ o = P (6.20)
kde pSx je hmotnost tseku délky x.

y . Nex,
= AI/ 1iAR 27 © rgSL i pgL.

1R i)

' ' N g ® ®

; ‘/_q : : X =

iF i i

! | ]

U a | |

- ; i 0 (]
Obr. 6.16 Obr. 6.17

Pribéh normalovych sil a napéti je zndzornén na obr. 6.17. Je zfejmé, ze plati

N(z=0)=0, N(x=L)=pgSL, o(x=0)=0, o(x=L)=pgL.

Celkové prodlouzeni AL je dané modifikaci vztahu (6.9)

L ( L 2 I L2
o(z p Py
AL —/ —dx = —/ [ } - . (6.21)
/ B E ) . 2F

Vlastni tiha (gravitace) muze byt v nékterych tlohach tahu a tlaku zanedbana,
protoze obvykle ma mensi vliv na vyslednou napjatost nez dalsi zatizeni. U rozmér-
nych soucdsti nebo tam, kde je vlastni tiha vyznamnym zatiZenim (napt. budovy
aj.) vSak zanedbani vlivu vlastni tihy muze mit katastrofalni dusledky.
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6.7 Reseni staticky neuréitych tloh

Definice 6.5. Ulohy staticky neurcité jsou takové, u kterych pocet vazebnych
ucinkid prevysuje pocet rovnic rovnovahy.

Struény postup feSeni (omezeni na zékladni dlohy analytickym zpisobem feSeni):
1. Sestaveni statickych rovnic rovnovahy (statickd stranka dlohy).

2. Sestaveni deformacnich podminek (geometricka stranka tlohy).

3. Vyjadreni deformaci v deformac¢ni podmince.

4. Reseni soustavy statickych a deformac¢nich podminek (syntéza tlohy).
ad 2) Pocet potrebnych deformac¢nich podminek odpovida stupni statické neurci-

tosti, ktery stanovime z rovnice

pocet deformacnich podminek =

= pocet neznamych reakci — pocet rovnic rovnovahy. (6.22)

@ Priklad 6.4. Ocelova trubka ,, 17 je pripojena k trubce ,2” pres prirubu ,,B”,

na kterou pusobi sila F', viz obr. 6.18. Soustava je na koncich uchycena v bodech
,A7 a ,C” pomoci absolutné tuhych podpor.

- g
~— Y _C
A M .
ﬁ\ r ' 1 ! S,
- ] |
- I ] /_ I | /—
| |
v B | i
A B
2 S
" vl A ¥ 2
= | &
v ' '
_R_A
RN R,

Obr. 6.18
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Urcete reakce v uchyceni, prubéhy normalovych sil a napéti. Urcete také posu-
nuti bodu ,,B”. Vliv vlastni tihy, zplsob spojeni trubek a mozné vyboceni trubek
neuvazujte. Ddno: L; = 1500 mm, Ly = 1000 mm, S; = 800 mm?, Sy = 1500 mm?,
F =100 kN, E =2-10° M Pa, o531 = oTLIK = 175 M Pa.

Postup teseni je stru¢né naznacen v nasledujicim textu.
Z rovnic rovnovahy sil vyplyne po uvolnéni: Ry — Ry = F.

Dle vztahu (6.22) je zfejmé, ze uloha je tedy 1x staticky neurcitd a je nutno
sestavit deformacni podminku, ktera souvisi s celkovym prodlouzenim soustavy AL,
které musi byt nulové. Plati tedy deformac¢ni podminka: AL = Ay + Ay = Nyl

ES,
+ Mé—?zh = 0. Pro normadlové sily, na tsecich x; € (0; L;), plati vztahy: N(z1) = Ry,

N(x3) = R, — F. Pak je ziejmé, Ze: = [Rgfl + (ngf)Lz] =0, kde + # 0. Z upraven¢

E

%7 : RiLy | (Ri—F)Ly __ _ FSiLy __ 105-800-103 _
deformacni podminky S1 + So =0 = = S1La+S2L1  800-103+1500-1500
= 26229,5 N.

Dopo¢tenim z rovnic silové rovnovahy vyplyne: Ry = Ry — F = 26229,5 — 10° =
= —73770,5 N.

N(z:)
A;

Pribéh normélovych sil a napéti o(z; = ) je zakreslen na obr. 6.19, kde

o(x1) = 32,79 MPa, o(xs)=—49,18 MPa. (6.23)

N IN/ o /MPa/
v
: o
&
®|8 ®|

= s
ol

pt - -]

=

=l © = ©

= T

Obr. 6.19
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Pro posunuti bodu ,,B” plati

N(z)Ly  26229,5 - 1500

AB = Al = =
ES, 2-10° - 800

= 0,25 mm.

6.8 Uvod do ptihradovych konstrukci

Definice 6.6. Soustava, slozend z prutii, spojenych v kloubech (stycnicich), se
nazyva prihradova konstrukce, viz napt. obr. 6.20.

Obr. 6.20 Typické aplikace prihradovych konstrukei.

Spoje prutt jsou obvykle provadény cCepy, srouby, svary, nyty, hiebiky, lepenim
¢i jinymi zplsoby, viz napt. obr. 6.21.

Obr. 6.21 Priklady spojeni dfevénych konstrukei.
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Definice 6.7. Idealni stycnik je bod, kde se spojuji, zac¢inaji nebo kon¢i pruty.
Definice 6.8. Prut je téleso:

e jehoz pri¢né rozméry jsou mnohokrat mensi nez jeho délka (podobné jako
nosnik)

e jez je k ostatnim télestim vazano kloubovymi vazbami

e jez neni zatizeno jinak, nez vazbovymi silami, prenasenymi kloubovymi vazba-
mi (ve styc¢niku)

Definice 6.9. Idedlni prutovd konstrukce se skladé z idedlnich styéniki (jedno-
duché klouby bez treni) a idedlnich pruti, které prendseji pouze tahové nebo tlakové
axialni sily, pficemz vnéjsi zatizeni piisobi pouze ve stycnicich. Prutové konstrukce
mohou byt rovinné nebo prostorové, dale staticky urcité nebo staticky neurcité.

7 ucebnic statiky je znamo, ze prihradova konstrukce je staticky urcita, pokud
je (pocCet prutil) = 2x(pocet stycnikii) — (pocet reakci).

Piihradova (prutova) konstrukce je staticky neurcitd, pokud plati, Ze: (pocet
prutii) > 2x(pocet sty¢nikii) — (pocet reakci).

Piihradova (prutova) konstrukce je nestabilni, pokud plati podminka, Ze: (po-
Cet pruti) < 2x(pocet stycnikii) — (pocet reakci). Tj. prihradova konstrukce
ma statické Teseni jen tehdy, neni-li konstrukce mechanismem.

Normalové sily v prutech staticky urcité prutové konstrukce lze stanovit ana-
lyticky z rovnic rovnovahy ve stycnicich a rovnic rovnovahy celé soustavy. Existuje
mnoho metod feseni prutovych konstrukei, avsak v této uc¢ebnici je predvedena pouze
sty¢nikova metoda.

Piiklad 6.5. Ulohou je stanovit reakce, normélové sily a napéti v idealni rovinné
ptihradové konstrukei (obr. 6.22 — vlevo) s rozmeéry a = 0,75 m, b = 1 m. Konstrukce
je ve sty¢niku ,,D” zatizena vnéjsi silou F' = 30 kN. Konstrukce je staticky urcita a je
sloZena z péti prutt s piislusnymi pfiénymi plochami prifezu S; = S, = 400 mm?,
Sg = 600 mm2, 54 = S5 = 400 mm2.
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Obr. 6.22

Po uvolnéni (obr. 6.22 — vpravo) lze stanovit reakéni sily v podporach, pticemz
na prutovou soustavu lze pohlizet jako na jedno téleso. Z axiomli rovnovahy sil
a momentu celé soustavy vyplyva

> Fx;i=0 = Rax =0,

S>Msy=0 = Rp-2a—F-a=0 = Rp=21£, (6.24)

EFYz‘:O = Ris+Rp—F=0 = Rq=F—-Rp '
= RA:F—gzg.

Ze zadani (obr. 6.22 — vlevo) vyplyva pro thel «
¢ b LA 533000 (6.25)
o0=—-=—- o= . .

&= T 0,753 ’

Vztahy pro reakce (6.26) a thel (6.25) plati za predpokladu teorie malych defor-
maci a teorie 1. fadu (tj. zmény thlu « zpisobené silou F' lze zanedbat — 1ze Tici, Ze
tthel v se neméni), blize viz uebnice statiky.

Normélové sily N; v prutech (i = 1,2, ...,5) lze stanovit napft. sty¢nikovou meto-
dou (obr. 6.23).
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ZFYiVbOdé A,,:O = RA—leiIlOé:O = le

Obr. 6.23 Styc¢nikovd metoda (stanoveni normélovych

ZFXiVbOdé A,,:O = Rax +Ny— Nicosa=0

= N;=Njcosa— Rqy = N,=Lese_=_F
= N4:23ﬁ(3'_11725 kN,

2sin o 2tga
3

RA:

sin

0 _ 18,75 kN.

2-sin 53,1301°

)
ZFXiVbOdé ,7D”_O = —N4—|—N5—0
= N4:N5:%:11,25kN,

ZFYiv bodé ,D” =0 = Ny—F=0
= NgZF:?)OkN,

/

ZFXiVbOdé B,,:O = —Ns+ Nycosa=0 )
= N, =2 —18 75 kN,

Ccos

= ZFWV bodé B =0 = Rg— Nysina=0

sil)

Sily Ny a Ny lze stanovit ze silové rovnovahy ve sty¢éniku ,A” (obr. 6.23)

\

F
2sin

Ny=28s — _E__18 75 kN. )

sina = 2sina

(6.26)

Obdobné lze stanovit sily N3 a Nj (ze silové rovnovéhy ve sty¢éniku ,D”) a Ny(ze
silové rovnovahy ve styéniku ,,B”), viz obr. 6.23

(6.27)

(6.28)
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Rovnice rovnovahy ve sty¢niku ,,C”, ktera se stanovi obdobnym zptisobem, muze
slouzit pro kontrolu spravnosti odvozenych vztahii. Normalové sily Ny = Ny a Ny =
= N5, protoze konstrukce je symetricka.

Na obr. 6.23 byly zvoleny kladné sméry normalovych sil, ptsobicich ve sty¢nicich.
Pruty prihradové konstrukce budou, dle zakona akce a reakce, namahany silami
opacné orientovanymi. Normalova napéti o; v prutech, s respektovanim znaménkové
dohody pro vnitini normélové sily, jsou

01 =0y = = = Z187510° —46,88 M Pa,

N. 3%1.103 o
03 =5, = “qo- = 50 MPa, (6.29)
04 = 05 = 5+ = 15 = 28,13 M Pa.
A

Priklad 6.6. Absolutné tuhy clen ,AD” (viz obr. 6.24) je uchycen v kloubu
,A” a podpirdn tycemi (pruty) ,1”, ,2” v mistech ,B” a ,C”. Vertikdlni sila F
pusobi v bodu ,,D” (obr. 6.24 b)). Urcete reakce, normélové sily a napéti v tycich.
Pouzijte teorii malych deformaci. Vliv vlastni tihy neuvazujte. Dano F' = 40 kN,
E,=E,=E=210°MPa,a=1,2m,b=1,6m,c=2m, L =1m, Ly = 1,5m,
S1 = 400 mm?2, Sy = 300 mm?.

g '
g 5
_ 4 o j
—
§>A VB cl, D VY
Absolutné tuhy clen
<2
< b >
—— c ———
a) nezatiZeny stav b) stav po zatiZeni (ve zvétSeném méritku)

Obr. 6.24 Reend soustava

Za predpokladu malych deformaci (tj. thel a je maly) lze hly natoceni tyci o
a (g povazovat za nulové. Nabizi se pak prijatelné zjednoduseni znazornéné na obr.
6.25.
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§>A B C
: Absolutné tuhy ¢len

Y

Obr. 6.25

Z obr. 6.25 pak lze stanovit statické rovnice rovnovahy

> Fx=0 = Rax=0,
ZFy:O = R1+R2—RA:F, (630)
ZMA:O = Rja+ Ryb= Fec.

Uloha je 1x staticky neurcité (tfi rovnice (6.30), avSak ¢tyfi reakce: Rax, Ra, Ry
a Ry). Proto je nutné soustavu (6.30) doplnit o dalsi rovnici z deformac¢ni podminky,
pro kterou (za predpokladu absolutné tuhého ¢lenu ,AD”) plati: tga = &8 = &¢

T T b
kde pro premisténi bodu B a C vyplyva
AB — Ni1Ly _ R1L17 AC — NyLs _ Rng'
Ei 5 ES, E, Sy ES,
Pak je zfejmé, ze lze odvodit vztah: AB = “Abc, odkud vyplyne rovnice
SlaLg
= . 6.31
LTSl (6:31)
Resenim soustavy rovnic 6.30 a 6.31, vyplyne
FSiacL FSybel
Ry 1962 _ 35904 1 N, R, — 2221 _ 93599 4 N,

B Sla2L2 + Sgszl Sla2L2 + SQbQLl
Ra=R,+ Ry — F = 18823,5 N.
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Pro normélové sily (v tomto pfipadu tahové) a napéti v prutech ;1”7 a ,2” pak
plati

Nl = R17 N2 = R27

N N.
oy = — =88,2 MPa, 0y=— =178,4 MPa.
Sl SQ

6.9 Dovolené napéti (opoy), navrh priarezu, zati-
zeni a pevnostni kontrola

Ve vétsiné pripadtt navrhu strojnich soucasti nelze pripustit napéti vetsi nez
dovolené. Pro ndvrh prifezu pak lze pouzit tzv. ndvrhové (designové) nerovnice ¢i
podminky pevnosti

OMAX7aH é ODOVram> |UMAXTLAK| é ODOVrpax s (6'32)

kde Oarax g & Omaxyp i | M Pa) jsou maximélni napéti vypoctend v feSenych tse-
cich ty¢l a opovy,y & 0poveax |MPal jsou maximélni dovolend napéti v tahu
respektive tlaku.

Napéti 0 poviyass Opove, . > 0 jsou obvykle (z divodi bezpecnosti) mensi nebo
rovna mezi kluzu R,. Nicméné pfi optimalnim navrhu konstrukce je tieba mit na
zieteli, ze mez kluzu mize vykazovat znacny rozptyl, viz napt. obr. 6.26 (histogram
meze kluzu, kterd mé rozpéti od 248 M Pa do 500 M Pa).

‘ariable: [Revar 4 Continuous distribution

Bins: 102 File: {a36-m.dis

Minimum: | 248 Median: 337.9 Maxirum: ISDEI

Mean: 3388 Yariance: StDeviation:
CoVar: Skew: Kurt:
s <
F
=9
25
o3
- QO
ks | |
248 27945 n 3425 374 405.5 437 468 .5 500

Yield Stress IMPal

[teel 436 (N/mm2) Fesst | et | 0K
Probability function

Obr. 6.26 Histogram meze kluzu oceli A36 (vyhodnoceni méfeni, Anthill software)
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Jednim z modernich pristupi soucasnosti je také pravdépodobnostni pristup k re-
seni téchto uloh (pravdépodobnostni posudek stanoveni spolehlivosti konstrukee, viz

napr. [15]).

Nerovnice (6.32) lze pouzit pro pevnostni kontrolu, navrh prifezi nebo zatizeni.

Priklad 6.7. Ocelova trubka ,,1” je pripojena k trubce ,,2” pres prirubu ,,B” na @

kterou pusobi sila F', viz obr. 6.27. Soustava je na koncich uchycena v bodech ,,A”
a ,,C” pomoci absolutné tuhych podpor. Posudte zda soucast pevnostné vyhovuje.
Vliv vlastni tihy, zptisob spojeni trubek a mozné vyboceni trubek neuvazujte. Dano:
Ly = 1500 mm, Ly = 1000 mm, S; = 800 mm?, Sy = 1500 mm?2, F' = 100 kN,
E=2. 105 MPa, ODOVran = ODOVyppax — 175 M Pa.

>

. S,
|
'
!
B
2
|
R,

Obr. 6.27

Vztahy pro napéti jsou odvozeny v piikladu 6.4, viz rovnice (6.23) a obr. 6.19,
kde o(z1) = 32,79 M Pa a o(xs) = —49,18 M Pa.

Posouzeni napjatosti lze provést dosazenim do nerovnic (6.32). Plat{ tedy

OMAX7am é ODOVram> |0MAXTLAK| é ODOVrrak

(tj.: 32,79 MPa < 175 M Pa a zaroven 49,18 M Pa < 175 M Pa). Resend soustava
tedy splnuje podminky pevnosti.
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Priklady k procviceni

1. Urcete premisténi bodu ,D” (tj. up =7), prihradové konstrukce zndzornéné na
obr. 6.28. Pr1i feseni lze vyuzit vysledkt feseného ptikladu 6.4 z kapitoly 6.8.

Déno: S; = Sy = 400 mm?2, S5 = 600 mm?, Sy = S5 = 400 mm?2, F = 30 kN,
a:0,75m,bzlm,E:E1:E2:E3:E4=E5:2,1-105MPa.

C
1 2
e 3'
L
=
VA 4 p 5 B
A AN
F

Obr. 6.28 Prutova konstrukce.

2. Urcete velikosti normalovych sil pro prihradovou konstrukci, znazornénou na
obr. 6.29. Urcete tazené a tlacené pruty. Navrhnéte také rozmér étvercového
prufezu prutu 7.

Dano: Fy = 500 N, Fg =500 N, Fo = 1000 N, Fp = 1000 N, Fz = 1500 N,
Fy = 1500 N, Fp = 2000 N, F; = 2000 N, L = 220 mm, opoy = 50 M Pa.

- & K2 Wl 12
¥ ]

T K, 4y O

Obr. 6.29

3. Soucast je namahana tahem. Z podminky pevnosti odvodte vztah pro navrh
pruméru D, znazornéného na obr. 6.30.

Dano: N, d, OpoOV -

© —=D
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Obr. 6.30

Kli¢ k prikladim k procviceni @é

1. Reseni posunuti up lze odvodit, ze znamych vysledki fesené tlohy z kapitoly
6.8, nejrychleji z Castiglianovy véty

5 Li
1 ON,
= Nz Zd )
o 2 LA, / aF
= 0

pricemz normalové sily musi byt vyjadreny v zavislosti na sile F'. Pak plati

ON;  ON, 1 ON3s  ON,; ON; 1

OF OF 2sina’ OF' OF OF 2tga

Je také ziejmé, Ze pro diléi integraly plati

Ll' Li
0 0

Ff_ b b, 4 N\ _g6.100
wn — — _ = - mm.
P E\24;sin%a T A3 24,tg%a ’
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2. Uvolnéni je znazornéno na obr. 6.31.

a=26,5651°, Rax=0N, Rs=5125N, Rp=4875N.

Ny = N, = —609,8 N | Tahova sila

Ny =4417,3 N Tlakova sila
N3 = —1000 N Tahova sila
Ny =1262,1 N Tlakova sila

Ng = Ni3 = 3155,2 N | Tlakova sila
N1 = N, = —609,8 N | Tahova sila

Ny =4417,3 N Tlakova sila
N3 = —1000 N Tahova sila
N5 =1262,1 N Tlakova sila

Ng = Ni3 = 3155,2 N | Tlakova sila

Tab. 6.2 Vysledky prikladu 2

a2 =

or =Y < opov, tjra = 1/0113\/# = 9,75 mm. Lze tedy zvolit nap¥. rozmér
a =10 mm.

3. D> /A _ 4 g2

TODOV

> Pojmy k zapamatovani

e Hooketiv zakon pro jednoosou napjatost

e modul pruznosti v tahu a tlaku
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pomeérné deformace soucasti, namahané tahem /tlakem
prodlouzeni/zkraceni soucasti, namahané tahem/tlakem
vliv teploty na napjatost soucdsti, namahané tahem/tlakem
staticky neurcité tlohy tahu a tlaku

prihradové konstrukce

navrh rozméru a zatiZeni soucésti, namahané tahem/tlakem

Kontrolni otazky

1.

Jak je definovan Hookeuv zakon pro jednoosou napjatost?

(a) 0 = Ee.
(b) o= %.
(c) o =L
(d) o= Eia

. Soucast ma pocatecni délku L. Jak je definovand pomérna deformace pti jed-

noosé napjatosti?

(a) e:ﬁ.
(b) &= xiz
(¢c) e=AL-L
(d) e = &E.

Jaké vztahy plati pro sily v prutech ¢asti konstrukee (styénik C), znédzornéné
na obr. 6.327

Obr. 6.32
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2cosf°

Ny

N2 2sin 3’
Nz _ FC;)Sﬁ.
N2 Fs;nﬂ'

S, 5 S3
ey
_____ e R
xz_‘
L Sle L, >l<ls o]
Obr. 6.33
(a) o9 = sﬁg
(b) o9 = 25,%
(c) o9 = %
(d) o9 = %.

5. Jaka je bézna hodnota modulu pruznosti v tahu oceli?

(a) 248 az 500 M Pa.

(b) 1,9-10% az 2,2 - 10° M Pa.
(c) 1,9-10° az 2,2 - 10° mm.
(d) 1,9-10" az 2,2 - 10" m.

6. Kdy je ptihradova konstrukce staticky urcitd / staticky neurcita?
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Kapitola 7

Krouceni prutua kruhového
a mezikruhového prurezu

Pruvodce studiem

V predchazejici kapitole jsme se naucili pevnostné kontrolovat a dimenzovat soucasti
namahané tahem ¢i tlakem. ReSeni tiloh krouceni prutii (tyci) kruhového a mezi-
kruhového priurezu je analogické. Opét budeme potrebovat pevnostni podminku.
V' této kapitole si také ukazeme, Ze reseni staticky neurcitych tloh u prutii nama-
hanych krutem je dokonce v nékterych ohledech jednodussi. Pred studiem kapitoly
doporucujeme projit kapitolu 1.

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete:

umét vypocitat smykové napéti pri krouceni kruhového a mezikruhového pri-
fezu

rozumeét deformacnim vztahtim pri krouceni
seznameni s Hookeovym zakonem pro prosty smyk

schopni stanovit kvadratické momenty a moduly prufezu v krutu pro kruhovy
a mezikruhovy prurezi

umét vypocitat staticky neurcitou tlohu pri krouceni

7.1 Vypocet napéti pri krouceni

Definice 7.1. Pri¢ny priitez kruhového prutu je namaham prostym krutem,
jestlize vnéjsi sily po jedné strané se daji nahradit dvojici sil, lezicich v roviné tohoto
prifezu. Moment této dvojice se nazyva krouticim momentem
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Predpoklady reseni:
e prifezy zistavaji i po deformaci rovinné
e radialni paprsky zistavaji ptfimé — prifezy se pouze otaceji kolem osy prutu

e mysleny ¢tverec na povrchu prejde vlivem zatizeni krouticim momentem v ko-
socCtverec

Ze spolecné délky oblouku BB’ obou trojihelnikt (obr. 7.1) lze sestavit nésle-
dujici rovnice
de

o 1
P (7.1)

Yp) - dz = p-de, odkud 7,

kde

dy -1
= . 2
. [rad - m™"] (7.2)

je pomérny thel zkrouceni (zkrut), de je relativni pootoceni dvou prifezi, vzdéle-
nych o dz a thel BAB' je zkos . Nyni vyuzijeme Hooketv zédkon pro prosty smyk,
ktery ma nasledujici tvar
_ T
Yo) = A~ (7.3)

kde 7,y je smykové napéti na poloméru p a GG je modul pruznosti ve smyku

E
G:2Q+M‘ (7-4)

M; dx

Obr. 7.1

Dosazenim rovnice (7.1) do (7.3) lze ziskat pro vypocet smykového napéti 7,
nasledujici vztah
T(p) = G- ,019. (7.5)
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Z rovnice (7.5) je zfejmé, Ze 7(,) zavisi na p linedrné. Elementarni sila dF" plisobici
na plose dS mize byt vyjadiena takto

dF' = 7, - dS. (7.6)
Moment elementarni sily dF' k ose x je pak
p-dFZp-T(p) -dS. (7.7)

Tudiz kroutici moment Mj musi byt dan integralem pres celou plochu pritrezu

Mk = /T(p) P ds. (78)
(5)

Dosazenim rovnice (7.5) do (7.8) lze ziskat vztah pro vypocet krouticiho mo-
mentu

Mk:G-19~/p2~dS:G~19~Ip, (7.9)
)

kde I, je polarni kvadraticky moment prifezu a pro plny kruhovy priifez byl odvozen
jiz v prvni kapitole.

Zde naznac¢ime druhy zpiisob feseni. Elementarni plocha dle obr. 7.2 méa obsah
dS =p-dy-dp.

Obr. 7.2
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Pak lze psat

R 2T
R? TR*  wd
I, = 248 = 3dp - = dr=—— = 1
v [#as= [ pdpe [aw =" oon = TR =T (7.10)
(S) 0 0
Z rovnice (7.9) lze vyjadrit zkrut
M,
V= —— 7.11
G . [p? ( )
dosazenim rovnice (7.11) do (7.5) lze ziskat rovnici pro vypocet smykového napéti
M,
p
Oznacime-li ;
Tmaz = Tk @& Wi = P’
pmax
pak plati
M,
== 7.13
Tk Wk ’ ( )

kde Wy, je modul priifezu v krutu. Pro plny prirez i mezikruhovy pritez byl odvozen
jiz v prvni kapitole.

Pripomenme vsak, ze dle (obr. 7.3) a definice 1.5 je

I md? wd3
W’“:Ep:%zﬁ [m?’] (7.14)
2 2

Obr. 7.3 Obr. 7.4

Polérni kvadraticky moment I, pro mezikruhovy prufez (obr. 7.4) ma nasledujic

tvar D* d* (D* — d*)
T T T —
P 32 32 32 (7.15)
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Modul pritezu v krutu W, pro mezikruhovy priifez je roven

w(D*—d*
szﬁ_ ( 32 )7T<D4_d4) m?].
D D 16D

(7.16)
7.2 Deformace pri krouceni

Deformaci pri krouceni lze vyjadrit formou thlu pootoceni pritrezi ¢, kterému
rikdme tihel zkrouceni. Graficky je thel pootoceni znazornény na obr. 7.5.

)
\ |
]

| / |¢(f/
| i

Obr. 7.5

Z rovnice (7.11) lze odvodit zkrut ¢ (¢i pomérny thel zkrouceni) ve tvaru

M
g =32 _ M

= = 1
de G-I, (7.17)
odtud pak
M,
dp = dx. 1
e Ty A (7.18)

Po integraci vyrazu (7.18) pro celou délku tyce L bude thel zkrouceni

M,
¥

= [ & Ipda: (7.19)

a po dosazeni mezi dostaneme

(7.20)
kde G - I, je torzni tuhost.
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7.3 Pevnostni podminka a dimenzovani

Pti navrhu a kontrole prutii, namahanych krutem, se pouziva pevnostni pod-

minka
M,

— Wk
kde 7p je dovolené napéti ve smyku. Pokud hodnotu 7p potiebujeme stanovit z do-
voleného napéti pro tah op, lze vyjit z Mohrovy kruznice pro prosty tah, ¢i vyuzit
vztahu (3.11), pak

§ TD, (721)

Tmax = Tk

= %D (7.22)

Strojni soucast musi také vyhovovat podmince tuhosti

¢ = ¢p, (7.23)

kde ¢p je velikost deformace pripustné pro danou konstrukei.

7.4 Zahrnuti dalsich vlivia do vypoctu

Vyse popsana teorie odpovida prostému (volnému) krouceni podle Saint Venan-
tovy teorie (vznikaji jen smykovd napéti), kterd odpovida predpokladim z dvodu
kapitoly. Kromé tohoto krouceni vsak existuje i krouceni vazané podle Vlasovovy
teorie (vznikaji smykova i normélova napéti).

U volného krouceni neni branéno deplanaci (posuviim ve sméru osy prutu).

U véazaného krouceni je tomu naopak a dochazi zde k tomu, ze ¢ast krouticiho
momentu se prenasi prostym kroucenim a ¢ast kroutictho momentu se prenasi ohy-
bovym kroucenim. V souvislosti s kroucenim mluvime o deplanaci priufezu. Depla-
nace se projevuje nenulovymi posuvy ve sméru osy prutu (zkfiveni roviny prifezu)
a dochazi k ni u pruti nekruhového prurezu.

Casto jsou souddsti, namghané krutem, zaroven zatéZovany pridavnou osovou
tahovou/tlakovou silou, ohybovym momentem apod. V téchto pripadech mluvime
o kombinovaném namahani prutii, kde vysledné napéti pro kontrolu soucasti ziskame
pouzitim vhodné hypotézy pevnosti, viz kapitola 9 (tzv. redukované napéti).

7.5 Ulohy staticky neur¢ité p¥i krouceni

Pri Teseni staticky neurcitych tloh v krouceni se postupuje analogicky jako u sta-
ticky neurc¢itych prutt, namahanych tahem/tlakem (kapitola 6.7). Zptsob Feseni
bude prezentovan na prikladé.
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Priklad 7.1. Uvazujme osazenou ty¢, vetknutou na obou koncich (obr. 7.6).
Urcete napéti v fezu tyce B-B a reakce ve vetknuti na obou stranach M =7, Mo =?

Déano: My, Mo, a, b, ¢, dq, ds.

ﬂ,fA 1'1{(:*
/ M Pl
Miq > ,
& B g
ad, /
A A 4 - - A->x
o>
e |B o
P
e e
a b c
< o » >
Obr. 7.6

Nejprve ty¢ uvolnime, resp. zavede reakéni momenty ve vetknuti My, M. Smy-
kové napéti v fezu tyce B-B se stanovi

MB Wd%

Win =
W P 16

TkB =

(P1)
Musime vsSak nejprve stanovit velikost reakci, abychom dokazali urcit vnitini
kroutici moment v misté B (Mp). Rovnici rovnovahy lze psat ve tvaru
My — My, + My + M. = 0.
(P2)
Z rovnice rovnovahy vyplyvaji dvé neznamé M4 a M. Stupen statické neurcitosti

je dle vztahu (6.26) roven 1 a soustava je jedenkrat staticky neurcitd. Je tedy nutno
sestavit jednu deformacni podminku.
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Deformacni podminka vychazi z vetknuti obou konct tyce a lze tedy ftici, Ze
celkovy thel zkrouceni bude roven nule

¢e = 0.
(P3)

Ukazeme si dva zptisoby vyjadreni celkového tihlu zkrouceni. V prvnim feseni
jej muzeme vyjadrit jako soucet dil¢ich hla zkrouceni, odpovidajicich tfem tsektim
tyce

Ye=p1+ 2+ p3=0.

(P4)

Analogicky jako u pruti, namahanych tahem — tlakem, mizeme s vyuzitim me-
tody fezu vyjadrit vnitini kroutici moment v jednotlivych usecich, tj. My(z) = Ma
pro x € (0,a), Mi(x) = My — My pro x € (a,a + b); My(z) = Ma — My + Mo
pro z € (a+b,a+ b+ ¢). Po aplikaci upraveného Hookeova zdkona pro prosty smyk
deformacni podminka prejde do tvaru

_MA-CL (MA—Mk:l)'b (MA_Mk1+Mk2)'C_

c — Oa
T e, aI, G-I,
(P5)
z néjz po upraveé lze ziskat hledanou reakci
a b+ c b+ c c
My — =M — My - —
A (Ipl i ]p2 > - ( ]p2 > . Ip?7
My (55) = Mia - 5
My = ;
a +c
(i + %)

(P6)

Po dosazeni reakce M4 do rovnice rovnovahy (P2) ziskdme druhou neznadmou
reakci Mp. Z vypoctenych reakénich momentt lze pak vyjadrit hodnotu krouticiho
momentu v fezu B-B, napt. Mg = M4 — My, (nachdzime se v druhém useku tyce)
a nasledné vypocitat napéti v fezu tyce B — B dle vztahu P1.

U druhého zptisobu vyuzijeme metodu superpozice. Odmyslime si vetknuti na
pravé strané tyce (obr. 7.6) a tento pripad si pomyslné rozdélime na tii diléi pripady,
viz obr. 7.7.
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Pro kazdy zatézny pripad na obr. 7.7 vyjadiime celkovy thel zkrouceni tyce.

My M,
My ¢
_r
e 7
g h
G -+ -——- ——— 1 —}>x
o,
>
e e
My
]
o, R
>4 -1t - ——= x
_r
a
« »
Mc
o
//
@d,
e — e e — - — . — - — - S A — — 9 _\‘
o,
a b «
e
J.:i’fc
T
Y
Ao = #_ax
o,
a b+c |

Obr. 7.7

.hf’r(l'ﬁ'

Prpr = G-I,
4

Iplzfr d,

32

M., - M.,-b
Orger = = ﬂ"‘ B2

G-1, G-I,
I _;r-n’;
Y

Me-a Mq-(b+c)
Orre = +

G-I, G-I,
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Dosazenim téchto rovnic do rovnice (P3) lze ziskat druhou rovnici, nutnou pro
feseni soustavy dvou rovnic pro dvé neznamé M, a Mq

Yo = —Pmr1 + Pumre +omc = 0,

Mkl-a ng-a+Mk2~b+Mc-a Mc(b+0)

B = 0/G
G-Ip1+G'Ip1 G I, G'Ip1+ G-I, /G,
Mo — M b- M, b
a( My k1) n k2 [i + ﬂ} Mg = 0.
I Ipo I Ipa

(P7)

Upravou posledn{ rovnice lze ziskat reakei M. Po dosazen{ této reakce do rovnice
rovnovahy (P2) ziskdme druhou nezndmou reakci M4. Z vypoctenych reakénich
momentt lze pak vyjadiit hodnotu kroutictho momentu Mp = M4 — Mj; (druhy
usek tyce) a nasledné vypocitat napéti v fezu tyce B-B dle vztahu P1.

Priklady k procviceni

@ ——

1. Uréete vysledné smykové napéti v jednotlivych tsecich tyce (obr. 7.8) o pru-
méru d zatizené krouticimi momenty My, a Mys.

Déno: My, = 50 Nm, My, = 20 Nm, d = 20 mm, a = 60 mm, b = 80 mm,
G =8,5-10* M Pa.

AANNSANN
|
i
i
|
i
i
i
!
|
|
!

a b

Obr. 7.8
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2. Urcete vysledné smykové napéti a tihel zkrouceni na konci prutu (obr. 7.9),
zatizeného krouticim momentem M.

Déano: My = 80 Nm, d; = 30 mm, dy = 20 mm, a = 600 mm, b = 500 mm,
G =8,5-10* M Pa.

My

el

DN
(_

______________________ R 9.‘\/

NN
\

X

Obr. 7.9

3. Porovnejte hmotnostni tsporu materidlu plného hiidele (m;) o pruméru d;
a dutého hiidele (my) dle obr. 7.10 stejné délky a ze stejného materidlu. Obé
hiidele prenasi stejny kroutici moment Mk. U dutého hridele je vztah mezi
vnéjsim a vnitinim primérem d = 0,6 - D.

Déano: My =40 Nm, 1pxg = 80 M Pa.

Obr. 7.10
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4. Stanovte maximalni smykové napéti 7,,,, u oboustranné vetknutého c¢epu dle
obr. 7.11

Déano: My, = 1000 Nm, My, = 500 Nm, di = 35 mm, dy = 50 mm,
a=0b=30mm, c=d=25mm.

g Mo Mo Mg
rd 7 ]

% %

A

G-t =g +—f#>x

/ 7

ody |
A
o el A >
d c b a
Obr. 7.11

((fé Kli¢ k prikladdim k procviceni

1. 7x(a) = 19,1 M Pa, 1 (b) = 31,83 M Pa
2. 7k = 15,1 M Pa, ¢ = 0,013 rad
3. my =1,35-mgy

4. Tomaw = 34,7 M Pa

> Pojmy k zapamatovani

e smykové napéti 7 pro kruhovy (mezikruhovy) prurez
e thel zkrouceni ¢ dvou rovnobéznych priifezii

e thel zkoseni (zkos)

e pomeérny uhel zkrouceni

e Teseni staticky neurcité ulohy

e polarni kvadraticky moment prirezu

e modul prurezu v krutu
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Kontrolni otazky )

1. Jak je definovan Hookeliv zadkon pro prosty smyk?

(a) Yo =
(b) Vo =

(©) % = zZatm-

= QR

2. Jak je definovan vztah pro vypocet maximélniho smykového napéti pro tyc,
namahanou krutem?

(a) T — %’;
(b) Tk = ]\14—:.

3. Jak je definovan vztah pro vypocet modulu prifezu v krutu plného kruhového

prurezu?
(a) Wy =22
T 3
(b) W, ==L
(c) Wy =%

4. Jak je definovan vztah pro vypocet thlu zkrouceni ¢?

(a) ¢ =z
(b) ¢ = g4~
(c) = %1

5. Navrhnéte jiny zptsob vyjadieni deformac¢ni podminky u ptikladu 7.1. Je
mozna analogie s prikladem 6.47
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Kapitola 8

Rovinny ohyb stihlych nosniki

Privodce studiem

Ohyb patri spolu s tahem—tlakem a krutem k zakladnim typtim namahani. V nasle-
dujici kapitole se budeme zabyvat rovinnym ohybem, objasnime si vzajemné vztahy
mezi ohybovym momentem a ohybovym napétim. Predstavime si dva rozdilné pri-
stupy pro urcovani prithybu nosniku v konkrétnim misté a zminime se o dimenzovani
a pevnostni kontrole nosniku. Pri studiu této kapitoly vyuzijeme poznatku o kvad-
ratickych momentech prurezu a tahu—tlaku, se kterymi jsme se setkali v kapitolach
1a6é.

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete:
e umét stanovit vnitini silové uc¢inky dle Schwedlerovy véty
e schopni stanovit ohybové napéti v libovolném misté pricného prurezu nosniku

e umét provadét pevnostni kontroly a dimenzovani nosniki, namahanych ohy-
bem

e schopni stanovit velikost prithybu a natoceni v kterémkoliv misté ohybaného
nosniku na zakladé dvou odlisnych pristupt

e umeét Tesit staticky neurcité nosniky
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8.1 Vymezeni zakladnich pojmi

Prut, namahany ohybem, se nazyva nosnik. Ohybem je nosnik namahan tehdy;,
jestlize rovina vsech pusobicich sil a silovych dvojic obsahuje podélnou osu nosniku.

Definice 8.1. Roviny, v nichz ptisobi sily a momenty pri ohybu nosniku, tvori
tedy svazek rovin, jejichz prusecnici je podélnd osa nosniku. Jestlize se z tohoto
svazku rovin vyberou dvé roviny, obsahujici vzdy jednu z hlavnich centralnich os
prifezu primého nosniku, pak se jedna o rovinny ohyb.

Na nasledujicim obrazku jsou znazornény zakladni druhy podpor v roviné, které
byly probirdny jiz v mechanice tuhych téles a jsou zde pripomenuty reakce, které se
u téchto ulozeni zavadéji pri uvolnovani.

R, M F
£ =0 |
/7777§77777
R, R,
kloubova vazba posuvna kl. vazba R, vetknuti
Obr. 8.1

Mluvime o staticky urc¢itych nosnicich, pokud pocet neznamych statickych tacinkt
odpovida poc¢tu rovnic rovnovahy a naopak o staticky neurcitych nosnicich, pokud
je pocet neznamych statickych uc¢inkt vétsi nez pocet rovnic rovnovahy.

V praxi se nejcastéji vyskytuji prizmatické nosniky s jednou osou symetrie pri-
fezu. Pokud vsSechny zatézné ucinky lezi v roviné, tvorené osou symetrie prirezu
a strednici, pak stfednice deformovaného nosniku lezi v téze roviné, tzv. roviné
ohybu a mluvime o rovinném ohybu.

8.1.1 Vnitrni silové ucinky

Pti feseni vnitinich silovych uc¢inkt vyuzivame metodu navrzenou Leonardem
Eulerem, konkrétné metodu rezu. Prutem vedeme kolmo k ose mysleny tez, ktery
nam objekt rozdéli na levou a pravou c¢ast. Nyni si pravou ¢ast od fezu odmyslime,
a aby zustala leva ¢ast v rovnovaze, pripojime v tézisti fezu vyslednici sil rovno-
béznych s normélou fezu N, norméalovou vnitini silu N, vyslednici sil v roviné fezu
respektive posouvajici silu 7" a vysledny ohybovy moment M, timto se vnitini silové
ucinky stavaji a¢inky vnéjsimi, pfistupnymi pro statické vypocty (viz obr. 8.2).
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Obr. 8.2

Nyni mtuzeme vyjadrit vnitini silové uc¢inky s vyuzitim podminek rovnovahy
(dvou silovych a jedné momentové)

T(ZL') = RA — F1 — FQ,

M,(x) = Ra -z — Fi(x —a) — Fy(z —a —b), (8.1)
N(z) =0.

Zvladnuti metody Tezu je zcela zasadni pro stanoveni prithybu nosniki, jejich
dimenzovani i kontrolu. U zminénych tloh ¢asto potfebujeme stanovit pribéh ohy-
bového momentu v jednotlivych intervalech ve formé analytickych vyrazt. Pri vy-
poctech je nutné dodrzovat znaménkovou dohodu (viz obr. 8.3).

8.2 Schwedlerovy véty a stanoveni pribéhu vnitr-
nich ucinkd

Zékladni vztah mezi zatizenim a vnitfnimi silami je odvozen z podminek rovno-
vahy na elementu nosniku (obr. 8.3).
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q(x)

q(x)

T N(x)+dN(x)
> J My(x)+dM,(x)

;"(x)+dT(x)
A B

Obr. 8.3

Sestaveni podminek rovnovahy na elementu nosniku:

V prvnim kroku sestavime podminku rovnovahy sil ve sméru osy y, tedy

Z Fyy =0="T(z) - q(z) - de — (T(x) + dT(z)). (8.2)

Upravou ziskdme vyraz vyjadiujici vztah mezi hodnotou intenzity spojitého
zatizeni a prvni derivaci posouvajici sily T'(z), ktera je obecné funkei soutfadnice x,
nebo-li 1. Schwedlerovu vétu

dT'(z)

q(z) = ——— (8.3)

Véta 8.1. I. Schwedlerova véta: Intenzita spojitého zatizeni se rovna zaporné
vzaté derivaci posouvajici sily podle diferencialu strednice.

Ve druhém kroku sestavime rovnéz rovnici rovnovahy, nyni vsak momentovou

> Mip=0=T(x) do+ M,(z) — q(z) - dz - - — (Mo(w) +dM(z)).  (8.4)
Se¢tenim prislusnych vyrazi a tpravou (hodnotu vyrazu dx - dQ—” milzeme za-
nedbat) obdrzime II. Schwedlerovu vétu
dM,
T(z) = Dol (8.5)
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Véta 8.2. II. Schwedlerova véta: Posouvajici sila se rovna derivaci ohybového
momentu podle diferencidlu stfednice.

II. Schwedlerova véta nam mimo jiné urcuje misto s maximalnim ohybovym
momentem. Jinymi slovy, v misté, kde je posouvajici sila nulova, nebo dochazi ke
zmeéné jejiho znaménka, se nachazi extrém ohybového momentu. Poloha extrému
u funkce jedné proménné f(x) je ddna podminkou

df(z) _
—o =0 (8.6)

Z rovnic (8.3) a (8.6) plyne zajimavy dusledek: existence mista u nosniku, v némz
pusobi jen ohybovy moment a nikoli posouvajici sila; v takovém pripadé je M, =
=konst., T' = 0 (¢isty nebo prosty ohyb). Neexistuje vSak nosnik, v némz by piusobila
jen posouvajici sila a nikoli ohybovy moment. Je-li totiz M, = 0, je podle (8.6) téz
T = 0.

8.2.1 Stanoveni pribéhu vnitrnich silovych ic¢inkt metodou
rezu

Pti urcovani vnitinich silovych uc¢inka v jednotlivych prirezech nosniku postu-
pujeme nasledujicim zptisobem:

1. Posouzeni statické urcitosti nosniku.
2. Vypocet reakci z podminky rovnovahy.

3. Rozdéleni stfednice nosniku na jednotlivé intervaly (okraje intervald tvoii osa-
meélé sily, momenty silové dvojice, podpory ¢i hranice spojitého zatizeni).

4. Vyjadreni vnitinich silovych tuc¢inki v intervalech jako funkce soutadnice x.
5. Nalezeni bodi, ve kterych je posouvajici sila nulova nebo méni znaménko.
6. Vypocet extrému ohybového momentu v téchto bodech.

7. Vykresleni pribéhu jednotlivych vnitinich silovych téinki
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Piiklad 8.1. Urcéete pribéh vnitinich silovych aéinka (7'(x) a M,(x)) na na-
sledujicim nosniku (obr. 8.4).

Déno: M =50 Nm, ¢ =200 kN/m, L =1 m.

q

Y

Obr. 8.4

Ad 1: Posouzeni statické urc¢itosti nosniku.

Néami vySetfovany nosnik mé celkem 3 nezndmé reakce (obr. 8.5), jejichz pocet

se shoduje s poc¢tem nezavislych rovnic rovnovahy v roviné. Nosnik je tedy staticky
urcity.

X1 X2

RAy RB.V

Obr. 8.5

Ad 2: Vypocet reakei z podminek rovnovahy.

Y Fu=0=Ra,

ZEyZO:RAy_Q'L_I_RBya

1
ZMiBzozRAy-L—E-q-LQ—M.

(P1)

Po tpravé a dosazeni dostavame: R4, = 150 N, Rp, =50 N, R4, =0 N.
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Ad 3: Rozdéleni strednice nosniku na jednotlivé intervaly.

Interval z; Interval o
T(x1) =Ray—q- 21 . T(xe =0)
My(x1) = Ray -1 —q - 5 M,(z3) = M

(P2)

Adb: Nalezeni bodt, ve kterych je posouvajici sila nulova nebo méni znaménko.

Vyjdeme ze vztahu pro T'(x1) a polozime jej nule. Odtud vyjde z; = 0,75 m.

Ad6: Vypocet extrému ohybového momentu v téchto bodech

Mysax = M,(z; = 0,75) = 66,25 Nm.

(P3)

Ad7: Vykresleni prubéhu jednotlivych vnitinich silovych ucinki.

Nejprve je vhodné vypocitat hodnoty T'(x) a M,(x) na okrajich intervalu, tedy

T(zx;=0) = Ra, =150 N,
T(x1=L) = Ray—q-L=-50N,
M,(xa =0) = 0N,
My(ws=L) = Ra,-L— gLQ = 50 Nm.

(P4)

Jelikoz dle (P2) je T'(x1) linedrni funkei, prubéh posouvajici sily odpovida piimce.
Podobné v prvnim intervalu bude pribéh ohybového momentu znazornén parabolou,
nebot M,(z1) je funkei kvadratickou, viz obr. 8.6. V druhém intervalu je situace
jednodussi.
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q
M
A ‘ B <
YV V. V. VvV VvV VY
A\ —
150 N
Ix)
0
x=0,75m -5S0N
MMAX: 66,25 Nm feocoooomoooooooo_2
50 Nm
Mo(x 0
Obr. 8.6

8.3 Vypocet napéti

Predpoklady fesent:

1. Pri¢né prurezy zustavaji i po deformaci rovinné, neborti se, dojde pouze k jejich
natoceni o urcity uhel. (Bernoulliho hypotéza).

2. Je-li nosnik namahan kladnym ohybovym momentem, pak horni vlakna jsou
stlacovana a spodni jsou natahovana, tyto deformace probihaji spojité po plose
prifezu, takze existuje vrstva vlaken, kde prechazi tahova deformace v tlako-
vou. V této tzv. neutralni vrstvé jsou vlakna s nulovym prodlouzenim. Stopa
neutralni vrstvy v roviné prifezu se nazyva neutralni osa.

3. Deformace vldken nezavisi na jejich Sitce a prurezu.

Méjme nosnik, namahany kladnym ohybovym momentem (viz obr. 8.7). Ana-
lyzujme nyni jeho pricny prifez.
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c Stlac¢ovana ’

Tazena vlakna

Obr. 8.7

Sestavime-li silovou podminku rovnovahy v ose x (viz obr. 8.8), plati

Y F.=0= / o(y)ds. (8.7)

/

N

Obr. 8.8

Pro moment M, lze psat podminku ekvivalence (viz obr. 8.8) ve tvaru

M, = /y -o(y)dsS. (8.8)
()
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8.3.1 Geometrické podminky deformace

Uvazujme element nosniku, namahaného prostym ohybem dle obr. 8.9 s polomé-
rem krivosti neutralni vrstvy r.

A, Bo
----- -c-@:------mmmmmmmmm=——=-@---}n. O.
y T A B
A
dx
Pred deformaci Po deformaci
Obr. 8.9

Budeme nyni analyzovat stav deformace zatizeného nosniku. Pvodni délka vla-
kna AB je dx. Po zatiZzeni bude platit

AB = (r+y) - de, (8.9)

Pomérné prodlouzeni vlakna ve vzdéalenosti y od neutralni osy ur¢ime dle nasle-
dujiciho vztahu

(8.11)

o ):AB_AOBOZ (T—I—y)-dgp—r-dgng
4 Ay By r-dp r

Pro napéti o(y) uvazujme platnost Hookeova zakona (je zde jednoosa napjatost)

o(y) =¢ey) - E. (8.12)

o(y)=2-E. (8.13)
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Je evidentni, ze normalové napéti o(y) zavisi na soufadnici y linearné. Dosadi-
me-li nyni (8.13) do rovnice momentové rovnovahy (8.8) ziskdme

E
— /deS = M., (8.14)
S
kde
/y2dS =1,. (8.15)
S

Vyraz (8.15) ndm predstavuje kvadraticky moment prufezu I, vzhledem k neut-
ralni ose prufezu nosniku. Ze vztahu (8.14) muzeme rovnéz vyjadrit kiivost

M,

1
- 8.16
r E-I (8.16)
kterou vyuzijeme pro finalni vyjadreni napéti z rovnice (8.13)
M,
oly) = v, (8.17)

kde M, je ohybovy moment vzhledem k vysetfovanému prurezu, I, je centralni kva-
draticky moment priifezu k ose z a y je vzdalenost vySetrovaného mista od neutralni
0SYy.

Priklad 8.2. Urcete napéti v misté vetknuti nosniku A.

Déno: b = 10 mm, h = 20 mm, L = 300 mm, F = 200 N, E = 210000 M Pa.

y

A 1
——————————————————————— > i———/i/?—- h
b

i
)

L

A

A
L

Obr. 8.10
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Resent:

1. Vypocet kvadratického momentu prirezu

I, = 1—12b - h® = 6666,6 mm*.
(P1)
2. Urceni ohybového momentu v misté A
M, =F - L =60000 Nmm.
(P2)
3. Vypocet ohybového napéti v miste A
o(y =10 mm) = ]\fz -y =90 M Pa,
(P3)

kde y urcuje vzdalenost od neutrdlni osy, v nasem piipadé y = h/2 = 10 mm.
V misté A jsou vldkna naméhana tahovym napétim o velikosti 90 M Pa.

8.4 Pevnostni kontrola a dimenzovani

Méjme nosnik o prurezu se svislou osou symetrie dle obr. 8.11.

Y
B

Obr. 8.11
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Vviev

ralni osy, kterd jim prochéazi. Pro body prurezu, odpovidajici krajnim vldkniim, poté
s vyuzitim 8.17 plati

M, M,
O-(y) = _[ : kl = W )
: ol (8.18)
) M, " M,
o = . =
2 T

kde W,1, Wye vyjadiuji tzv. moduly prifezu v ohybu. Pri pevnostni kontrole postu-
pujeme nasledovneé:

1. Vypocet reakci.

2. Nalezeni bodu, ve kterych je posouvajici sila nulova, nebo méni znaménko (viz
kapitola 8.2.1).

3. Vypocet extrému ohybového momentu v téchto bodech a vyhodnoceni global-
niho extrému v pribéhu ohybového momentu.

4. Urceni maximalni vzdalenosti krajnich vlaken prifezu od neutralni osy.

5. Vypocet ohybového napéti pro tato vldkna v misté maximéalniho ohybového
momentu.

6. Porovnéani vypocteného napéti s napétim dovolenym, musi platit

Oyypoctené < 0dovolené:

U dimenzovani nosniku postupujeme prakticky stejnym zptsobem jako v pripadé

z . 7 v 7 o , < ,
pevnostni kontroly; v poslednim kroku vsak z podminky Iyypodtenéd = Tdovolené
ur¢ime charakteristicky rozmér daného prirezu. Predvedme si nyni nastinény po-

stup na jednoduchém prikladu.

Priklad 8.3. Méjme nosnik obdélnikového priifezu, uchyceny kloubovou vazbou
na jedné strané a posuvnou kloubovou vazbou na strané druhé (obr. 8.12). Nosnik je
v poloviné své délky namahan silou F. Ukolem je urcit rozmér h tak, aby maximalni
ohybové napéti v nejvice namahanych vlaknech nepresahlo dovolenou hodnotu na-
péti.

Déno: F, L, 0dovolené:
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F .
T,
l : 7
«t<t- |b=2h
W/&WL T :
=

h

*\I

Y

Obr. 8.12

Reseni:

1. Uréeni reakei

Ry Ra,

Obr. 8.13

> Fiu=0= R,
Y Fiy=0=Ra,+ Rp, — F,

L
ZMiA:O:F-E—RBy-L.

(P1)

Regenim rovnic (P1) ziskdme velikost reakci
F
RAy - RBy - 5

(P2)



150 Rovinny ohyb stihlych nosnikii

2. Prabéh vnitinich silovych ucinki.

JF

N
Fr2
I(x)
0
__________________________ -Fi2
My(x) 50 Nm
0

Obr. 8.14

3. Vypocet maximalniho napéti v krajnich vlaknech nejvice namahaného mista

Omazx — Iz Y,

(P3)
kde »
Mz:_'L7
2
1
L= — h-WP=—h-(2-h) =21
12
= h.
(P4)

Po dosazeni do prvni rovnice v (P3) a tpravé

3.F-L
Jmax_ 4-h3
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(P5)
Z podminky Oyypottens < dovolené Mizeme vyjadrit
pe /2L
“ V4 0un
(P6)
A

8.5 Zahrnuti dalsich vlivia do vypoctu

V kapitole 8.3 jsme mimo jiné predpokladali, Ze v nosniku ptisobi jen konstantni
ohybovy moment. Ve skutecnosti jsou mnohem castéjsi pripady, kdy v nosniku pu-
sobi kromé samotného ohybového momentu téz posouvajici sila. Ta vyvozuje v pri-
fezu smykova napéti 7., kterd maji v pripadé obdélnikového prirezu parabolicky
pribéh na rozdil od ohybového napéti (obr. 8.15).

Obr. 8.15

Misto rovinnych prurezi AB podle Bernoulliho hypotézy dostaneme zakrivené
plochy A’B’. Bernoulliho hypotéza proto neplati, ani podélné vldkna se nedeformuji
nezavisle; jejich vzajemné pusobeni predstavuje pravé tecné napéti 7,..

Za urcitych predpokladi se daji pro riizné prirezy prutti jednoznacné vycislit
smykova napéti v libovolném misté od posouvajici sily, véetné vysledné smykové sily,
jez je staticky ekvivalentni posouvajici sile. Ma-li priifez dvé osy symetrie, prochazi

Vviev

zatizeni neni rovinou symetrie prutu, vyslednice smykovych sil se protinaji v tzv.
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stredu smyku. Prochazi-li rovina zatizeni strediskem smyku, nebude dochazet ke
krouceni.

Odvozeni polohy stfedu smyku u obecného pritezu je soucasti teorie krouceni
tenkosténnych prutt otevieného prurezu. V pripadé, ze vnéjsi sily neptisobi v roviné
symetrie prutezu, jedna se o ohyb prostorovy, ktery se fesi superpozici dvou pripadi
rovinného ohybu. Tyto tlohy spadaji do navazujicich kurzi pruznosti a pevnosti.

8.6 Diferencialni rovnice prihybové cary

Pro odvozeni diferencidlni rovnice prihybové ¢ary vyjdeme z obr. 8.16.

O;
O, — Stied kiivosti
-dQ 1 — polomeér kiivosti
”
D e
w(x) % 5 ;
ds JL/
x | dx Ldw o(x)
Obr. 8.16
Plati
ds =r- (—dy), (8.19)
1 dep
- =——. 8.20
r ds ( )
Dale

d
tg(p) = ﬁ = w', odtud ¢ = arctg(w’). (8.21)
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Pripravme si nasledujici vyraz

dep dy dx
. 22
ds dz ds (8:22)
S vyuzitim 8.21 je 92 rovno L - [arctg(w’)].
Pozn.: pro derivaci arctg(z) plati: [arctg(z)] = 1/(1 + 2?).
Vyraz pro 3—‘£ poté bude
d 1
e (8.23)

dr 1+ (w')?

Déle 1ze z obr. 8.16 psat

dw 2
ds = Vda? + dw? = dzy |1+ (_w> =dzy/1+ (w')?, (8.24)

dz
odkud q .
x
_— = 8.25
&= T (5.25)
Dosazenim vztahu (8.23) a (8.25) do vztahu (8.22) dostédvame
dy w” 1
B . 2
ds 1+ (W) 14 (w/)z]% (8.26)
nebo-li q Y
@ w
E — —é. (8.27)
[+ (w')?]?

Prostfednictvim vztahu (8.27) mizeme rovnéz vyjadrit kiivost z vyrazu (8.20),

tedy
1 1
N A (8.28)
T 4w

V kapitole 8.3.1 jsme si odvodili vztah pro kiivost v nasledujicim tvaru

1 M.
Z = . (8.29)

Srovnanim s (8.28) pak

=——= (8.30)
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Pro malé thly natoceni mizeme uvazovat:

1. Teorie malych deformaci vede k malym prihybtm. Pfi nizkych hodnotach
pruhybu (podle norem 1/100 az 1/1000) se ukazuje, ze ihel pootoceni je mensi
nez 1°. Tangenta tak malého thlu je poté rovna samotnému thlu ¢,, tedy

dw ,

— = =t ~ . 8.31
Pl glp) = ¢ (8.31)

2. Pro maly thel natoeni lze pak ve jmenovateli zanedbat ¢len (w’)? oproti
jednicce.

Ziskali jsme ptibliznou diferencialni rovnici prithybové cary ve tvaru

M,
w" = T (8.32)

je vsak nutné, abychom se vénovali znaménkové konvenci. Rovnice (8.32) je platnd,
jestlize je dodrzena znaménkova dohoda pro urcovani pribéhu ohybového momentu.

Myx) T(x) N(x) + dN(x)

c I ]__,’Molir) + d My(x)
N(x)

T(x)+dT(x)
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8.7 Analytickd metoda

Princip analytické metody spociva v integraci priblizné diferencialni rovnice pri-
hybové ¢ary (8.32). Prvni integraci rovnice (8.32) ziskdme vztah pro thel natoceni

M,
olx) =w'(z) = — ﬂdx + Ch. (8.33)
E-I,
L
Opétovnou integraci ziskdme rovnici prihybové ¢ary
M,
7 4

L

Integracni konstanty C}, Cs uréime z okrajovych podminek konkrétni tlohy.

Aplikaci analytické metody si predvedeme na néasledujicim jednoduchém pri-
kladu.

Priklad 8.4. Mé¢jme nosnik na jedné strané vetknuty, zatizeny osamélou silou
F na strané druhé (obr. 8.17). Urcete rovnici prihybové ¢ary.

Déno: F, L, E, I,

RA_T‘

A
Y

Obr. 8.17

Reseni:

1. Vypocet reakeci

Y Fiu=0= R,

Y Fiy=0=Rys —F, odtud Ra,=F,

> Miy=0=Ms+F-L, odtud My=—F-L.
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(P1)

Jestlize zavedeme souradnici, potiebnou pro stanoveni pribéhu ohybového mo-
mentu zprava, neni potfeba urcovat reakce, coz plati obecné pro staticky urcity
vetknuty nosnik.

2. Urceni rovnice prihybové ¢ary.

F
Ja
Obr. 8.18
Pro pribéh ohybového momentu plati
M(z)=—F -x.
(P2)
Po dosazeni do (8.32) a integraci
w'(z) = ! / F-x-dx
- E-I
L
(P3)

nebo-li
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Opétovnou integraci ziskdme

1 F .3

Integracni konstanty urcime z nasledujicich okrajovych podminek

L) =0,
Ly=p(x=L)=0.

w(x

w'(x

Po dosazeni do (P4) a (P5) je

Rovnice prithybové ¢ary ma poté konecny tvar

1 (F-x3 F.L* F-L3>

"B I v

w(w) 6 2 3

8.8 Vyuziti CastigliAnovy véty

(P5)

(P6)

(P7)

Podobné jako u tahu-tlaku (kapitola 6.4) budeme pro aplikaci Castiglidnovy
véty potfebovat vztah pro deformacni energii. Méjme nosnik, naméhany prostym

ohybem (obr. 8.19).
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Obr. 8.19

Pro deformacni energii plati
dU = /UO -dV, (8.35)
1%

kde Uy vyjadruje hustotu deformacni energie. Pro jednoosy napétovy stav plati (viz
kapitola 6)

Po dosazeni do rovnice (8.37) dostdvame

dU = //2 oS- da, (8.36)

M?(z)

v = 2. F-L
L

- da. (8.37)

Nyni pouZijeme vztah pro priibéh normdlového napéti o?(z) po prifezu (8.17)
a po nasledné integraci obdrzime

(8.38)
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Nyni jiz muzeme dosadit do Castiglidnovy véty (5.29), pficemz posuv ve sméru
pusobici sily v tomto pripadé odpovida prihybu

ou

W

Definice 8.2. Pokud Ize celkou deformacni energii U nosniku vyjadrit v zavis-

losti na vnéjsim zatizeni, pak jeji parcialni derivace dle vnéjsi sily F;, dava hodnotu

prihybu w; v bodé i (tj. v misté piisobisté sily F;). Kladna hodnota posunuti u; je
ve smeéru sily F;.

Obdobné 1ze vyjadrit ithel natoceni z druhé Castiglidnovy véty.

Definice 8.3. Pokud Ize celkou deformacni energii U nosniku vyjadrit v zavis-
losti na vnéjsim zatizeni, pak jeji parcialni derivace dle momentu silové dvojice M,;
, dava hodnotu tihlu natoceni ¢; v bodé i (tj. v misté piisobisté momentu M,;, tedy

U
- OM;

°; (8.40)

Kladna hodnota tihlu natoceni ¢; odpovida smyslu otaceni momentu M,;.

Do vztaht 8.39 a 8.40 mizeme dosadit vyraz pro deformacni energii (8.37), poté

wp = E%]Z / M(z)- agﬁf) du, (8.41)
o = E%jz / M(z) - aé”j\;f) . da. (8.42)

Priklad 8.5. Urcete pruhyb pod silou F'.

Déno: F, L, E, I,.

LT

A
Y

Obr. 8.20
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Resent:

Na obr. 8.21 je znazornén smér, jakym budeme postupovat pri urceni vztahu pro
moment, ktery bude funkci souradnice x.

LI

Obr. 8.21
Pro x €< 0; L > plati
M(z) = —F -z,
oM
oF ~ "

S vyuzitim vztahu pro zobecnély posuv (8.41) pak

wr = e [ e e [ (o) e = S

E OF T B L T3 FE-L
L
(P2)
Srovnejte s feSenim prikladu 8.4.
A
@ Priklad 8.6. Urcete natoceni ve vzdalenosti a od vetknuti u zadaného nosniku

o délce L, zatizeného osameélou silou F' (obr. 8.22).

Déano: I, L, a, F, I,.
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L

A
A 4

Obr. 8.22

Reseni 1 - zavedeni soufadnic ve sméru od vetknutého konce nosniku (zleva):
e Zavedeni fiktivniho momentu Mp = 0 ve vzdalenosti a.

My F

LI

Y

Y

Obr. 8.23

e Sestaveni rovnic rovnovahy, urceni pribéhu vnitiniho ohybového momentu
a vypocet jeho parcidlnich derivaci v jednotlivych tsecich (intervalech) nos-

niku.
X2
X1 —>
r M, F
§
B
Cy
RBX§ R
Q By «

A
Y

A
Y

Obr. 8.24
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Rovnice rovnovahy

ZFJJi:O:RBZ”
Y F,;=0=Rg,—F

ZMBi:O:F~L+MD+MB.

(P1)

Pro stanoveni priibéhu ohybového momentu vyuzijeme metodu fezu. Rozdélime
nosnik na intervaly a v nich vedeme mysleny fez v obecném misté, daném souradnici
x1, respektive xy. Ziskdme pribéhy ohybového momentu a jeho parcidlni derivace
dle doplnkového momentu.

0z Za 0SS L—a

M(:El):RBy'ZE1+MB= M(IQ)ZRBy'<a+ZL’2)+MB+MD

:RBy'I'l—F'L—MD :RBy'(CL+l'2)+MB+MD—F'L—
—Mp + Mp

OM(z1) OM(z2) __

aMD1 = -1 8MD2 =0

Pro natoceni v misté A plati

6]\/[35 8]\/[35
/M ZL’l aM 1 /M {['2 (’)M Z)dl'g
D D

PA

(P2)

Dosazenim vztahti pro momenty a derivace, naslednym polozenim momentu Mp
nule a integraci vyrazu obdrzime

F a
- - L--).
vA= (

(P3)

Stupen pracnosti feseni libovolného nosniku zavisi také na vhodnosti volby sou-
fadnic v jednotlivych tsecich. Napriklad zavede-li se souradnice v obou tsecich u fe-
sené¢ho prikladu 8.6 zprava, bude feseni vyrazné snadnéjsi. Dokonce se obejdeme
i bez rovnic rovnovahy. U vetknutych nosniki je tedy vyhodné zavést souradnice
v jednotlivych tsecich ve sméru od volného konce!
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Reseni 2 - zavedeni soufadnic ve sméru od volného konce nosniku (zprava):

e Zavedeni fiktivniho momentu Mp = 0 ve vzdalenosti a.

F
M
&

L

A 4

Y

Obr. 8.25

Pro stanoveni pribéhu ohybového momentu vyuzijeme metodu tezu. Rozdé-
lime nosnik na intervaly a v nich vedeme mysleny fez v obecném misté, daném

soutadnici x1, respektive xs.
X
42—‘ X1
. F
Mp

N

§ B

R

N

N

N

N

N
A a A
< 71

L
< >
Obr. 8.26

Ziskame pribéhy ohybového momentu a jeho parcialni derivace dle doplnkového
momentu.

0Sxz1SL-—a 0Sx3=Za
M(z,) = —F -2 M(zy) = —F - (L—a+x3) — Mp
OM (z1) :0 OM (z2) _ _1

OMp
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Pro natoceni v misté A plati

OM (z f OM (x
/M $1 aMDl)dx1+/M($2)aT(D2)dZL‘Q

YA =
0

(P4)

Dosazenim vztahti pro momenty a derivace, naslednym polozenim momentu Mp
nule a integraci vyrazu obdrzime
F a
Q- (L — —> :
E-1I, 2

YA =
(P5)
A
Srovnani Castiglianovy metody s metodou analytickou
Castiglianova metoda Analyticka metoda
Vyhody | Pomérné rychly vypocet pru- | Ziskani rovnice prihybové
hybu v daném misté bez | cAry = moznost vypoctu
nutnosti urcovani integrac¢nich | prihybu pouze dosazenim do
konstant = lze Tesit i slozité | rovnice prihybové cary.
pripady nosnikii.
Nevyhody | Vypoétem ziskdme prihyb | Nutnost vypoctu integracnich

i natoceni pouze v jednom
bodé nosniku. V pripadé, ze
bychom chtéli nalézt hod-
notu pruhybu v kterémkoliv
jiném bodé, je nutné vypocet
opakovat.

konstant. U slozitych nosnikt
se jedna o zdlouhavéjsi proces.

8.9 Staticky neurcité nosniky

V této kapitole se budeme zabyvat staticky neurcitymi nosniky v roviné, tj.
nosniky, kterym vazby odebiraji vice nez tii stupné volnosti. Pro urceni reakci nam
nepostacuje pouze sestaveni t¥i linearné nezavislych rovnic rovnovahy, nybrz je nutné
k témto rovnicim pripojit rovnici (rovnice), vychézejici z deformacéni podminky (de-
formac¢nich podminek).
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Postup reseni:
1. Uvolnime potfebny pocet vazeb, prevedeme ulozeni na staticky urcité.

2. Utinek odstranénych vazeb nahradime vnéj§imi silami, pi{padné momenty
(mluvime o zbytnych reakcich).

3. Napiseme pozadovany pocet deformacnich podminek (ty se vyjadiuji nulovou
hodnotou prithybu ¢i tthlu natoceni v misté odebranych vazeb).

4. Aplikujeme Castiglianovu vétu ¢i jinou metodu pro obecné vyjadreni pruhybu
¢i thlu natoceni v deformac¢ni podmince.

5. Resenim soustavy (rovnice rovnovahy + rovnice vychézejici z deformacnich
podminek) ziskdme neznamé reakce ve vazbach.

Priklad 8.7. Urcete reakce ve vazbach nosniku na obr. 8.27. @

Déano: F, L, E, 1.

A B 1
A\

STT77777777
L | L

»le
>1<

L

A
Y

Obr. 8.27

Resent:

1. Uvolnéni soustavy.

MAc LA
RA‘T wg=0 F

R,

!{

W

—
.

X

Y
Y

Obr. 8.28
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7 obr. 8.28 je evidentni, Ze se jedna o 1x staticky neurcitou tlohu. Jinymi slovy,
je nutné urcit celkem ¢tyTi reakce, k dispozici mame pouze tii linedrné neza-
vislé rovnice rovnovahy. Ctvrta doplitkova rovnice bude vychézet z deformaéni
podminky v bodé B, kde je prihyb v ose y nulovy. Deformac¢ni podminka vsak
nemusi byt nutné stanovena v bodé B, viz nasledujici tabulka.

Zadany nosnik (Staticky neurcity)

™~
)
J B
3 Z&
N
L |
< >l >|

Néhradni nosnik (staticky urcity)

Deformacni podminka

Varianta 1
B
SA wp = 0
§ I wg=0
Rz, — Zbytna reakce
Varianta 2
M, — Zbytna reakce
pa=10

Dalsi varianta doplnkové rovnice by mohla také vychazet z deformac¢ni pod-
minky v bodé A, kde je priuhyb v ose y rovnéz nulovy (wa = 0).
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2. Vypocet reakci.

Rovnice rovnovahy

Z-Fiw:OZRA;B»
Y Fiy=0=Ra,+ Rp, — F,
> Miy=0=Ms—Rp,-L+F-2-L.
(P1)

Ziskdme pribéhy ohybového momentu a jeho parcialni derivace dle reakéni
sily v bodé B.

X1
X2
F
Qe L
RA.\'I “lel]
Ry Rey
3 L L L ,
< ’ I
Obr. 8.29
r1 €<0;L > To €< 0; L >
M(Q?l):—F‘fEl M($2):—F(L+I‘2)+R3y$2
8M(CC1) _ OM (x2) __
ORp, = 0 GR(By) = T3

Pro prihyb wp poté plati

1 [ OM (z4) OM (z2)

L
— = . M M
wp 0 EIZ / (.CCl) 8RBy dl’l—i—/ (l’z) aRBy dl‘Q
0

0
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Po dosazeni a Gpravé urcime ze vztahu (P2) velikost reakce Rp,
)
RBy — 5 . F
(P3)
Dosazenim (P3) do druhé a tfeti rovnice v (P1) ur¢ime zbyvajici reakce
-3
RAy - 5 Fu
F-L
My=—=.
(P4)

V pripadé, ze budeme postupovat opaénym smérem, tj. zleva doprava, bude slo-
zitost feseni obtiZnéjsi ve smyslu nezbytnosti vyjadieni reakei R4, a M4 jako funkce
sily, pod kterou se uskutecniuje prihyb, tj. reakce Rp, a to s ohledem na potiebu

stanoveni parcialni derivace ohybového momentu M podle reakce Rp, v rovnici
(P2).

' Priklady k procviceni

1. Urcete rovnici pruhybové c¢ary v reseném prikladu 8.4 za predpokladu volby
souradnice x zleva. Do obou rovnic priuhybové ¢ary poté za x dosadte hodnotu
L/2 a vypocitejte prihyb.

2. Urcete rovnici prihybové ¢ary nosniku, zndzornéného na obr. 8.30.

Déano: q, L, F, I,.

¢ = konst.
A i A A \rvB
L777777777
!‘ ! >
Obr. 8.30

3. Urcete reakce na nosniku z prikladu 8.7 se zavedenim souradnice x, v 2. tiseku
nosniku zprava.
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4. Vypoctéte prihyb v misté A nosniku znazornéného na obr. 8.31.

Déno: L, E, I., M.

]
§| ~

»

Obr. 8.31

5. Urcete reakce staticky neurcitého nosniku, znazornéného na obr. 8.32.

Déno: q, L, E, I,.

Obr. 8.32

6. Vypoctéte prithyb v misté plisobici sily u nosniku znédzornéného na obr. 8.33.

Déno: F, L, F, I,.
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7. Urcete maximalni pripustnou velikost ohybového momentu M, je-li maximalni
dovoleny prithyb pod silou F' roven hodnoté 65 mm.

Déno: F = 5 N, wp = 65 mm, E = 210000 M Pa, I, = 490 mm*, L =
= 1000 mm.

M

W
A
y
) 4

Obr. 8.34

8. Urcete prihyb v misté ptisobeni sily £’ u nosniku, zobrazeného na obr. 8.35.

Déno: F' =5 N, E = 210000 M Pa, I, = 490 mm?*, L = 1000 mm.

(

LI

A

A

A
¥
¥

Obr. 8.35

((fé Kli¢ k prikladiim k procviceni

1. hodnoty prihybu musi byt s vyuzitim obou pristupt stejné

z4 03
2. w(I)Z_E}IZ.[ﬁ.(lms_?)_%_m]

3. reakce musi vyjit shodné

_ 3-M-L?
4. wp = 2E1

5. [Ray| = 2q- L, [Rpy| = g+ L, |Ma| = g L

_ 11-F.L3
6. wr = 55T
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3(wp-B-I.—2-F-L*)
L2

7. M= =10 Nm

_ TFI3
8. Wr = 551

Pojmy k zapamatovani
e prosty ohyb
e Schwedlerovy véty
e vypocet ohybového napéti
e pevnostni kontrola a dimenzovani
e Bernoulliho hypotéza
e vztah prihybu a natoceni
e analytickd metoda
e (Castiglianova metoda

e staticky neurcité nosniky

Kontrolni otazky
1. Dokazete definovat rovinny ohyb?
2. Jak jsou namahéana vlakna, nachazejici se v neutralni ose?

(a) Namahana na tah i tlak.
(b) Namahéna pouze na tah.
(c) Nejsou namahana.
3. Na jakém pristupu je zalozena CastigliAnova metoda?
(a) Analytickém pfistupu.
(b) Energetickém pristupu.
(c) Kombinaci analytického a energetického pristupu.

4. Jaké jsou vyhody a nevyhody analytické metody?
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. Jakych podminek se vyuziva pri feseni staticky neurcitych tloh?

(a) Deformacnich podminek.

(b) Neni potteba zadnych dalsich podminek, postup feSeni je shodny jako
u staticky urc¢itych tloh.

(c) Silovych podminek.

. Jaky je vztah mezi I. a II. Schwedlerovou vétu?

. Jak lze vyuzit Castiglianovu vétu v pripadé vypoctu pruhybu/dhlu natoc¢eni

v misté, kde neptisobi vnéjsi sila/moment na nosnik?

. Lze vyuzit pri vypoctu staticky neurcitych nosnik princip superpozice jako

u tahu—tlaku a krouceni?
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Kapitola 9

Ld

Hypotézy pevnosti a jejich pouziti

Privodce studiem

V praxi se pri konstrukénim ndvrhu soucdsti nebo strojnich celkii (tj. jejich geomet-
rie, zatizeni a materialii) vyuziva hypotéz pevnosti. Jejich znalost a aplikovatelnost
je dulezitou soucasti zakladnich znalosti inzenyrii

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete:

e znat zakladni pevnostni hypotézy bézné strojarské praxe

e umeét pouzivat hypotézy pevnosti pii navrhu geometrie a zatizeni a pevnostni
kontrole strojnich ¢asti a celkil

9.1 Uvod

V soucéstech stroji ¢i konstrukci vznika, v dusledku zatiZeni, obecné viceosa
napjatost, kterd muze zpusobit havarijni stavy, viz napt. obr. 9.1. Aby nedochézelo
k havarijnim (¢i nepfipustnym) staviim namahéni, je nutné jiz pri ndvrhu zkoumat
mezni stavy mechanickych struktur.



174

Hypotézy pevnosti a jejich pouziti

Obr. 9.1 Nahly kolaps osmiproudového dalni¢cnitho mostu I — 35W Missis-
sippi River bridge dne 1. srpna 2007, ve stdtu Minessota, USA (zdroj:
http://cs.wikipedia.org/wiki/I-35W __Mississippi_ River bridge).

Pro stanoveni meznich stavu, jejich zhodnoceni a dimenzovani stroju ¢i kon-
strukei je pak nutné vyuzit hypotéz pevnosti (kritérii pevnosti). Hypotézy pevnosti
jsou platné pro dany typ materidlu (houzevnaty, kiehky, krystalicky, polykrystalicky,
izotropni, anizotropni, ...), dany zpusob zatézovani (staticky, dynamicky, teplotné,
...), velikost konstrukece (vétsi téleso mé vice vnitinich i vnéjsich vad) atp., pricemz se
obvykle vztahuji k limitnimu stavu dosazeni meze kluzu ¢i dosazeni meze pevnosti.

Hypotézy pevnosti, kterych v soucasnosti existuji stovky, tedy vzesly z potieb
inzenyrské praxe, avSak nutno priznat, ze zadna z téchto hypotéz neni univerzalni.
Svédci o tom stéle nové pokusy domacich i zahrani¢nich védct.

Je nutné také zminit, Ze pri navrhu soucasti nelze vzdy vystacit jen s kritérii, za-
lozenymi na hypotézach pevnosti. U nékterych souéasti zalezi také na tuhosti (napr.
dovoleny prithyb stropni konstrukce), dynamickém chovéani (napt. pozadovany pro-
voz stroje mimo rezonan¢ni oblast), odolnosti vuéi creepu, korozi, starnuti (napf.
bézné pryze ¢i umélé hmoty méni své mechanické vlastnosti s casem a ptisobenim UV
zéteni) aj. vlivech. Mezi moderni trendy designu také patii mozna a levna recyklo-
vatelnost a minimalizace ekologické zavadnosti atp. Nicméné, tato kniha se zabyva
pouze navrhovacimi kritérii, zalozenymi na hypotézach pevnosti (tj. zakladni vhled
do konstrukéni praxe).
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U bézné pouzivanych hypotéz se setkdvame s pojmem redukované (ekvivalentni)
napéti o,..q [Pal. Redukované napéti 1ze tedy porovnat s dovolenym napétim o4y,
[Pa) v tahu nebo tlaku (tj. redukované napéti, dle ptislusné hypotézy, které vyvola
stejny Ucinek jako prosty tah nebo tlak, viz schéma na obr. 9.2) a nésledné je pouzit
pro vyhodnoceni napéfového stavu ¢i navrhu rozmeéri soucasti nebo zatizeni sou-
casti. Dovolené napéti byva obvykle mensi nebo rovno mezi kluzu nebo mensi nez
mez pevnost materidlu.

Obecna prostorova Redukovana (ekvivalentni)
napjatost napjatost tahu/tlaku
bo ‘
O Transformace
| Tay Tex - // (hypotéza pevnosti) !
i A -n - Tz i
(o T\-m/ﬂ"_ == T o (0% OreD [ Oxrep
b a— T]}: yzi - -—t - - e p—
T‘"E ll_}.'l;-\‘”-;wrl I L -
g, g T g7 ’
J ,f
(02
Obr. 9.2

Definice 9.1. Pevnostni podminka (testovaci kritérium, designova nerovnice)
dle libovolné hypotézy pak ma tvar

ORED = OpoV- (9.1)

Mezi moderni trendy postupti navrhovani patii také respektovani realnych roz-
ptyli materidlovych vlastnosti, které vede k aplikacim pravdépodobnostnich metod
(metoda Monte Carlo, SBRA aj.). Z praxe je zndmo, ze napt. mez kluzu materiala
neni konstantni hodnota, ale ndhodna veli¢ina, viz napft. obr. 9.3. Vyhodou prav-
dépodobnostnich ptistupu je také to, ze lze stanovit pravdépodobnost poruchy ¢i
nepiiznivého stavu (napt. prekonani meze kluzu), viz kapitola 8. Pravdépodobnost-
nim pristuptim se vsak tato ucebnice nevénuje.
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<] -  Discrete  steps:1200000  Anthill

Variable: |Rp Probabilty Quantike

Minimum: 248 00000000 Maximum: 50000000000 MN|0-50000000 336 31694920
Mean:  339.18078170  StDeviation:32.62640601  [~J&[0.05000000 285 53011830
CoVar: 009619179  Variance: 1064.48236900

Skewnes: 0.34332376 Kurtosis:  1.24509389 1H|0.95000000 [391.60119110

Median: 338.31694920 vIl0 00000000 |0.60000000

250 310 370 430 430

Obr. 9.3 Histogram meze kluzu materidlu R, /M Pa/ (statistické vyhodnoceni ma-
teridlovych vlastnosti oceli A36)

V nasledujicim textu jsou pouzita znaceni: oy, 09, 03, resp. 0; ;i (hlavni napéti
/Pa/), €; (hlavni pomérné deformace /1/), p (Poissonovo ¢islo /1/), E (modul
pruznosti /Pa/).

V dalsim textu je zaméfena pozornost jen na izotropni a homogenni materidly
pro statické zplsoby zatézovani bez uvazovani vlivu teploty. U hypotéz jsou také
uvedeny dalsi ¢asto pouzivané nazvy a to z divodu nejednotnosti nazvoslovi v do-
maci i zahraniéni literature.

9.2 Haightiv prostor a metody stanoveni podmi-
nek pevnosti

Z predchozich kapitol je zfejmé, ze prostorova napjatost v télese z izotropniho
a homogenniho materidlu je ddna bud Sesti slozkami napéti (o, 0y, 0., Tuy, Ty: & Tuz)
ve zvoleném kartézském soutadnicovém systému, a nebo tfemi hlavnimi napétimi
(01, 02 a 03 ) v systému hlavnich napéti (soutadné osy jsou normélami hlavnich
rovin, tzv. hlavni souradnicovy systém). Prostor, urceny hlavnim soufadnicovym
systémem (o1, 09 a 03) se nazyva Haighiiv prostor, pak je ziejmé, ze kazdy bod
tohoto prostoru jednozna¢né definuje stav napjatosti, viz obr. 9.4.

Za predpokladu, ze jsou pii daném zatézovani znamé hodnoty trojice hlavnich
napéti, pri nichz doslo k meznimu stavu (napt. k dosazeni meze kluzu u tvarnych ma-
teridli nebo mezniho stavu pevnosti u kiehkych materidl), pak tato hlavni napéti
urcuji bod A mezni Haighovy plochy, viz obr. 9.4. Pokud se cely proces vicenasobné
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opakuje pro jiné trojice hlavnich napéti, pak lze stanovit kompletni tvar Haighovy
plochy, viz obr. 9.4.

Obr. 94

Haighovy mezni plochy lze stanovovat fyzikalnim pristupem (napf. meziatomové
vazby, disloka¢ni teorie aj.), experimentalnim pristupem (zkousky pri riznych typech
napjatosti aj.), hypotetickym pristupem (napf. urcité faktory napjatosti rozhoduji
o vzniku trvalych deformaci atp.) a nebo jejich kombinacemi.

9.3 Zakladni hypotézy pevnosti pro krehké mate-
rialy

Definice 9.2. Hypotéza maximalnich normélovych napéti (Rankine, hypotéza
oymax, hypotéza maximélniho hlavniho napéti) — k meznimu stavu dochézi pri nej-
vétsim tahovém respektive tlakovém napéti. Tato hypotéza plati pro napjatosti, vy-
volavajici krehky stav materialu. Pro napjatosti blizké hydrostatickému tlaku vsak
odporuje namérenym vysledkiim. Pro podminku pevnosti pak plati

—O0DOVrrax g 01 g ODOVrams
_UDOVTLAK g 02 g O-DOVTAH7 (92)
—O0DOVrpax é 03 é ODOVrap-
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Strucné zapsano
ORrED = MAT(01,02,03) = OpOVrap (9.3)
pokud je nejvétsi napéti kladné (tahové). Nebo
orep = |min(o1,02,03)| < OpOVry axs (9.4)
pokud je nejvétsi napéti zaporné (tlakové).
Graficka interpretace této hypotézy je pro dvojosou napjatost znédzornéna na

obr. 9.5, kde je zfejmé, ze bod A spliuje podminku pevnosti a bod B nesplnuje
podminku pevnosti.

T' O-DOVTMK

Obr. 9.5 Hypotéza maximélnich normalovych napéti (dvojosy stav napjatosti)

Definice 9.3. Mohrova hypotéza (v tomto pripadé jeji linearni varianta, znama
také jako Mohr-Coulomb) se pouziva pro materialy, jejichZ pevnost v tahu je obvykle
mensi nez pevnost v tlaku. Neni vhodna pro napjatosti blizké rovnomérnému tahu.
Tato hypotéza respektuje také vliv normélovych i smykovych napéti. Pri sestaveni
podminky pevnosti se vychazi z Mohrovy kruznice pro dovolené tahové a dovolené
tlakové namahani

UDOVTAH
_UDOVTLAK é 01 — = 02 é UDOVTAHa
< U'DDOO‘;;LAK <
TAH
—0 S gyg— —TAH 5. S ¢
DOVrpax = 02 T 3 = ODOViaps (9.5)
TAH
—O0DOVrpak § 03 — ——— § ODOViram-

IDOVrLAK
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Rovnice 9.5 1ze zapsat struc¢né takto

ODOVTAH
ORED = Max (O'Z' ——20; | £ 0poviap (9.6)
ODOVrpax
pokud je hodnota orgp kladna. Nebo
. ODOVran
IORED’ = ‘mm (O’i e —— é ODOVrr Ak (97)
ODOVrpax

pokud je hodnota orgp zdporna.

Grafickd interpretace této hypotézy je pro dvojosou napjatost znazornéna na
obr. 9.6, kde je zrejmé, ze bod A splnuje podminku pevnosti a bod B nespliuje
podminku pevnosti. V piipadech kdy 0rep, ., = OREDy Ak, PFechdzi Mohrova hy-
potéza v hypotézu Guestovu, viz nasledujici kapitola.

Obr. 9.6 Mohrova hypotéza — linedrni aproximace (dvojosy stav napjatosti)

Nutno podotknout, Ze existuje také parabolicka ¢i dalsi aproximace Mohrovy
hypotézy, viz napt. obr. 9.7, ktera je za urcitych podminek vhodna pro houzevnaté
i kfehké materidly, avSak na tuto hypotézu se ucebnice nezaméruje.
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Obr. 9.7

9.4 Zakladni hypotézy pevnosti pro tvarné mate-
rialy

Definice 9.4. Hypotéza maximalnich smykovych napéti (Guest, Tresca, Guest-
-Tresca-Coulomb, hypotéza Ty;ax) — k meznimu stavu dochdzi, kdyz nejvétsi smy-
kové napéti Tprax = FAXSFE dosdhne dovoleného napéti ve smyku 7poy = “22%.
Hypotéza je vhodna pro materialy houzevnaté, kde opov,.,,, = 0povy, 4x- Pro pod-

minku pevnosti pak plati

—0pov § 01— 02 § Opov,
—0Dpov § 02 — 03 § Opov, (9'8)
—0DoVv § 03 — 01 § OpoV -
Nebo struc¢né
ORED — max (lO’Z - 0'j|) é DoV - (99)

Graficka interpretace této hypotézy je pro dvojosou napjatost znédzornéna na
obr. 9.8, kde je ziejmé, ze bod A splnuje podminku pevnosti a bod B nesplnuje
podminku pevnosti. Casto jsou Mohrova a Guestova hypotéza nazyvany spole¢nym
nazvem jako Mohr-Guestova hypotéza.
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Redukované napéti dle Guesta lze také definovat jako nejvétsi primér Mohrovych

kruznic, viz obr. 9.9.

T

Obr. 9.8

o

RED = %pov

a) Rovinnd napjatost

ORED

= %pov

b) Prostorova napjatost

Obr. 9.9

Tato hypotéza patii mezi nejrozsitenéjsi hypotézy.
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Definice 9.5. Hypotéza maximdlnich pomérnych deformaci (Saint-Venant,

©max ) — k meznimu stavu dochézi, kdyz nejvétsi pomérna deformace ppax = p; =

= w dosdhne dovolené pomérné deformace v tahu nebo tlaku

. JDOVTAH,TLAK , cev v e v . v vsos
ODOViamriax = — g Tato hypotéza se jiz v soucasnosti zfejmé nepouzivd,

avsak je stale uvadéna v ucebnicich. Pro podminku pevnosti pak plati

—0DpOVepax = 01— p(02+03) = Opoveans
—O0DOVrpaK é 02 — N(03 + Ul) é ODOVr s> (9'10)
_O—DOVTLAK é 03 — ,LL(O-]. + 0—2) g UDOVTAH'
Zkraceny zapis je
ORED :m&l'(O'i—/JJ(O'j—i—O'k)) §0DOVTAH, (911)
pokud je hodnota orgp kladna. Nebo
lorep| = [min (o; — ploj + o%))| = pOVEL Ak (9.12)

pokud je hodnota orpp zaporna.

Grafickd interpretace této hypotézy je pro dvojosou napjatost znédzornéna na
obr. 9.10, kde je zfejmé, ze bod A splnuje podminku pevnosti a bod B nespliuje
podminku pevnosti.

~Op OVyrak

Obr. 9.10
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Definice 9.6. Hypotéza maximalni hustoty celkové deformacni energie (Bel-
trami, Beltrami-Haigh, Beltrami-Mises-Hencky, BMH) — k meznimu stavu dochazi,
kdyz hustota celkové deformacni energie U, bude vétsi nez hustota celkové defor-
macni energie pti jednoosé napjatosti pro dovolené napéti Uy poy. Tato hypotéza je
vhodnd pro materidly, kde opov, ., = Cpovi, ax -

Hustotu celkové deformacni energie pro trojosou napjatost miizeme vyjadrit s vy-
uzitim principu superpozice. Vyjadiime-li napjatost v uvazovaném bodé télesa po-
moci hlavnich napéti, mizeme vyjadrit hustotu celkové deformacni energie jako sou-
¢et hustot deformacni energie pro tii jednoosé pripady namahani, tzn.

1 1

1
Uo = 50’151 + 50282 -+ 50’353. (913)

Pripomenme, ze hustota deformacni energie pri tahovém namahani odpovida
obsahu plochy pod kiivkou v diagramu o — €. Aplikujeme-li nyni obecny Hooketiv
zakon ziskame

1 1 1 1 1 1
Up = o1 [o1 = uloz + 03)] + 5024 [0 — plon + 03)] + o3 o3 — ploz +01)],
(9.14)
respektive po tpravé
1
By ol (‘7%"‘03“‘03_QH(0102+0203+0301)) . (9.15)

2k

Pro pripad tahu na drovni dovoleného napéti o1 = opoy, 0o = 0, 03 = 0 pak
plyne

U%ov
Upov = Yol (9.16)

Dle definice 9.6 1ze srovnanim vyrazi (9.14) a (9.16) a po jednoduché tpravé
ziskat podminku pevnosti

ORED ::x/g%+—a§4—0§——2#(0102—‘0203—‘U$7D S ogpov- (9.17)

Graficka interpretace této hypotézy je pro dvojosou napjatost znazornéna na
obr. 9.11, kde je zfejmé, ze bod A splnuje podminku pevnosti a bod B nespliuje
podminku pevnosti.
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- A e
>E‘ o, Se
85 L |la
SN P]

Obr. 9.11

Tato hypotéza se dnes v praxi pouziva jen vyjimecné.

Definice 9.7. Hypotéza maximalni hustoty deformac¢ni energie na zménu tvaru
(znam4 také jako hypotéza Huber-Mises-Hencky, Maxwell, HMH, von Mises, okta-
edrickych smykovych napéti nebo Maxwell-Huber-Hencky-von Mises) — k meznimu
stavu dochézi, kdyz hustota deformacni energie pro zménu tvaru
Uy = l;E (a% + Ug + 0§ — 0109 — 0903 — 03071) bude vétsi nez hustota deformacni
energie na zménu tvaru pri jednoosé napjatosti pro dovolené napéti Uypoy =

14+p 2
— 3E 9pov-

Tato hypotéza je vhodna pro materidly kde opov, ., = OpOVy Ak -

Odvozeni vyrazu pro hustotu deformacni energie na zménu tvaru lze nalézt napr.
v [1]. V tomto textu pouzijeme k ziskani vztahu pro redukované napéti jednoduchou
tuvahu.

Vztah pro hustotu celkové deformacni energie (9.17) musi platit pro libovolny
homogenni linearni elasticky isotropni material, tedy i nestlacitelné materialy jako
jsou napr. pryze. Jestlize se jedna o nestlacitelny material, zména objemu je nulova,
a celkova deformacni energie odpovida deformacni energii na zménu tvaru. Z kapitoly
5 vime, 7Ze pro nestlacitelny material je p = 0, 5.
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Po dosazeni této hodnoty do (9.17) ziskame

_ 2, 2 2
ORED = \/01 + 03 + 035 — 0102 — 0203 — 0301 = Opov, (9.18)
pricemz je zfejmé, ze tento vztah musi platit pro linearni elasticky material obecné.

Graficka interpretace této hypotézy je pro dvojosou napjatost znazornéna na
obr. 9.12, kde je zrejmé, ze bod A spliuje podminku pevnosti a bod B nespliuje
podminku pevnosti.

Obr. 9.12

Tato hypotéza patii mezi nejrozsitenéjsi hypotézy.

9.5 Porovnani hypotéz a dalsi hypotézy pevnosti

Pro porovnavani hypotéz pevnosti s experimenty, 1ze vyuzit bezrozmérnych ve-

licin typu —2— a —22—, viz obr. 9.13.
opov opov
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Hypot. 6,
Epax (}=10.35)_ _

Hypot. BMH (= 0.35)|
Hypot. HMH | |

Hypot. T, «

Hypot.

-1
Hypot. Gy, ., Hypol. T, , & A
i 05T e +Litina
\ \ p 2 * | +Ocel
~ Z * Méd’
T -1 «Hlinik

Obr. 9.13 Porovnani nékterych hypotéz s experimenty, provadénymi na nékterych
materidlech (rovinnd napjatost pro pripad kdy o; > 0 a 03 < o7 dle dat z internetu)

Dalsi hypotézy (napr. Drucker-Prager, Hill, Chen, Filonénko-Borodi¢, Fuxa, Hu,
Tarasenko, Smirnov-Aljajev, Tsai-Wu, Christensen aj.), vhodné i pro anizotropni
materidly a tepelnd namahani, jsou uvedeny v odkazech [19] az [22]. Mezi moderni
kritérium pevnosti patii také Fuxovo kritérium referencnich smykovych a normélo-
vych napéti, které bylo navrzeno na nasem pracovisti (Katedra pruznosti a pevnosti,
FS VSB — TU Ostrava).

@ Priklad 9.1. Posudte, zda napjatost, ktera je dana slozkami napéti

o, = 80 MPa, 0, = 20 MPa, 0, = —15 MPa, 7,y = 40 MPa, 7)., = T., =
= 0 M Pa, vyhovuje podmince pevnosti dle hypotézy HMH a Guesta. Dovolené
napéti je opoy = 112 M Pa.

Nejprve je vhodné stanovit hlavni napéti z determinantu (3.48), tedy

Ox — 05 Tay Tz Oy — 05 Txy 0
Toy Oy — 0; Tyz = Try Oy — 0 0 = 0.
Toz Tyz o, — 0; 0 0 o, — 0;
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Odtud se ziska
=0. (9.19)

Rovnice (9.19) je splnéna (tj. je nalezeno feseni), pokud

o,—0;=0 = o0y=0,=0,=-15MPa (9.20)
a zaroven
Oy — 0 Txy . o Oz + 0y \/(Ux_ay)z 9 _
Toy o, — 0; =0 = 023 = 0= 5 + 1 + Ta:y =
= (50+50) M Pa, (9.21)

tj.: 09 = 100 MPa a 03 =0 M Pa.

Dle hypotézy HMH, viz rovnice (9.13), lze stanovit redukované napéti

_ 2 2 2 _
OREDyyy — \/01 + 05 + 05 — 0102 — 0203 — 0301 =

= [0} + 0% — 5102 = 108,28 MPa.

Podobné dle Guestovy hypotézy, viz rovnice (9.9), je mozno urcit redukované
napéti

OREDgypsr = Max (|o1 — 03|, |oa — 03, |05 — 01]) = 09 — 01 = 115 M Pa.

Posudek napjatosti podle prislusnych hypotéz se provede dle nerovnice (9.1). Pak
je ziejmé, 7e OrEpyuy = opov (tj. 108,28 < 112) a napjatost spliuje kritérium
pevnosti dle teorie HMH, a naopak orgpayper = opov (tj. 115 = 112).

A

Priklad 9.2. Posudte, zda napjatost z prikladu 9.1, kterd je dana slozkami
napéti o, = 80 M Pa, o, = 20 M Pa, 0, = —15 M Pa, 7,y = 40 MPa, 7y, = 7., =
= 0 MPa, vyhovuje podmince pevnosti dle hypotézy Rankine. Dovolené napéti
v tahu je opovy,,, = 150 M Pa a dovolené napéti v tlaku je opov,., . = 200 M Pa,
Poissonovo cislo je 0,35.
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Hlavni napéti jsou (dle feseni prikladu 9.1) dané vztahy (9.20) a (9.21).

Hypotéza Rankine je dana vztahy (9.3) a (9.4). Pak je ziejmé, ze plati
OREDy Ay = Max(og,03) = 09 = 100 MPa £ 0povy s

a také
OREDrrax — ]min(al,ag)] = ‘0'1‘ =15 M Pa § ODOVrp Ak -

Z uvedeného je zfejmé, zZe napjatost vyhovuje dle hypotézy maximalnich normé-
lovych napéti.

Priklady k procviceni

@ ——

Re

1. Urcéete miru bezpecnosti k = Py viéi mezi kluzu R, pro houzevnaty mate-
rial. PTi feseni pouzijte hypotézu HMH.

Déno: 0y = —450 M Pa, 05 = —300 M Pa, 03 = —350 M Pa, R, = 250 M Pa.

Re

2. Urcete miru bezpecnosti k = p— vici mezi kluzu R, pro houzevnaty mate-
rial. PTi TeSeni pouzijte hypotézu Guestovu
Déano: 04 = —450 M Pa, 05 = —300 M Pa, 03 = —350 M Pa, R, = 250 M Pa.

3. Urcete miru bezpecnosti k£ viici mezi kluzu materidlu. Materidl je kiehky a méa
rozdilnou pevnost v tahu a tlaku. P1i feseni pouzijte hypotézu Rankine.

Déno: o0y = 80 M Pa, 09 = —20 M Pa, 03 = —120 M Pa, R, = 100 M Pa,
R =400 M Pa.

CTLAK

4. Odvodte vztah pro redukované napéti dle hypotézy BMH.

Déano: 0y = 09 = 03 = 0, .

((fé Kli¢ k prikladdm k procviceni

1 k=20 =189

132,29

2. k=20 _167

3. k = min(kpam, kroax) = min <1°0 400 ) — 1,25

80 7 [—120]
4. ORED :0'\/3—6M
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Pojmy k zapamatovani >

e mezni Haighovy plochy
e zakladni hypotézy pevnosti pro materialy v kifehkém stavu

e zakladni hypotézy pevnosti pro materidly v tvarném stavu

Kontrolni otazky 9

1. Jak je definovanéd pevnostni podminka (designova nerovnice)?

ORED § OpovV -

(a)
(b) ORED Z Opov-
(C) ORED 2 O

(d) ORED S 0.

2. Jaka jsou redukovana napéti dle Guestovy a Rankineovy hypotézy pro pripad,
kdy 01 > 09 >0a 03 =07

(a) Nulova.
(b) Stejna.
(¢) Ruzna.
(d) Nelze stanovit.

3. Jak se nazyva hypotéza maximalni hustoty deformacni energie na zménu
tvaru?

a) Rankineova hypotéza.

)
b) HMH hypotéza.
)

(¢) Guestova hypotéza.

(
(

(d) Mohrova hypotéza.

4. Jaka jsou redukovana napéti dle Guesta a HMH, jestlize pro napjatost plati
01 = 09 = 0'3?

(a) Riazna a kladna.

)
(b)
)
)

Stejna nulova.

(c

(d) Nelze stanovit.

Rizné a zaporna.
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5. Jak se nazyva hypotéza maximalni hustoty celkové deformacni energie?

a

(a) Rankineova hypotéza.
(b) BMH hypotéza.
)

)

(¢) Guestova hypotéza.

(d) Mohrova hypotéza.
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Kapitola 10

Vzpér stihlych pruti

Pruvodce studiem

Jiz v druhé kapitole, vénované konceptu napéti, jsme pri setkani s tlakovym nama-

hanim upozortiovali, ze u stihlych pruti je nutna kontrola, zda nedojde k vyboceni

strednice, nebo-li ztraté stability tvaru prutu. Tento jev nazyvame také vzpérem
a v této kapitole si ukazeme, jak urcit kritickou osovou silu, pri které k nému dojde.
Pri teseni prikladii vyuZijeme zejména poznatky o hlavnich centralnich kvadratic-
kych momentech priirezu z kapitoly 1.

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete:

védeét, co je to ztrata stability

rozumét podminkam ztraty stability prutu

seznameni s jednotlivymi zptisoby vypoctu

schopni vypocitat kritické napéti

umét rozhodnout o nutnosti poc¢itat prut na ztratu stability

umét vypocitat kritickou silu

10.1 Vzpér stihlych pruté, namahanych tlakem

Zatizeni prutu prostym tlakem bylo popsdno v predchozich kapitolach. Maxi-
malni tlakova sila je v tomto pripadé omezend materidlovymi parametry, jako je
mez kluzu nebo mez pevnosti.
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Jina situace nastava v pripadé stihlych pruti, které jsou zatizené osovym tlakem.
V téchto pripadech dojde ke ztraté stability tvaru (k vyboceni osy prutu).

Stabilitou prutu rozumime jeho ptivodni rovnovazny stav.

10.2 Stabilita primého prutu — Eulerova metoda

Elastickd stabilita patii do oblasti nelinearni teorie pruznosti. Neplati zde ani
Kirhoffuv zakon jednoznacnosti ani princip superpozice. Zaklady stability uvedl ve
znamost Euler v prvni poloviné 18. stoleti.

Z nauky o pruznosti a pevnosti vime, ze idealni primy osové tlaceny prut se na-

chazi ve stabilni rovnovaze, pokud vnéjsi sila nedosahne své kritické hodnoty Figrr,
viz obr. 10.1.

F KRIT

A
=

Obr. 10.1

V popisu zatizeni prutu existuji nésledujici moznosti:
a) Primy tvar je pii 0 < F < Fipir a je tvarem stabilnim.

b) Pro F' = Fipgr nastava tzv. kriticky stav, charakterizovany bifurkaci tj. vétve-
nim rovnovahy.

c) V pripadé, ze tlakova sila je vétsi nez kritickd F' > Fygrp, prechdzi stabilni tvar
v tvar labilni a dochézi ke ztraté stability tvaru.
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Idealni prut je matematickou idealizaci skutec¢ného prutu, ktery se vyznacuje
geometrickymi nedokonalostmi.

Méjme dokonale primy prut stalého prifezu, zatizeny osovymi tlakovymi silami,

Vvev

konci posuvné, viz obr. 10.2.

F

Obr. 10.2

Pribliznou diferencialni rovnici prihybové ¢ary volime ve tvaru

"(z) = B (10.1)

Ohybovy moment v obecné vzdalenosti = lze dle obr. 10.2 vyjadrit ve tvaru

M(z)=F - w(x). (10.2)

Tyto dvé rovnice vyjadiuji Eulerovo statické kritérium stability.

Resenim této soustavy (10.1 a 10.2) ziskdme obecné Teseni ve tvaru
w(x) =A-sin(a-x)+ B-cos(a-x), (10.3)

kde « je konstanta stanovena dle

o? = (10.4)
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kde E je modul pruznosti v tahu a [z je hlavni centralni kvadraticky moment pri-
fezu. Pro stanoveni konstant A a B aplikujeme nasledujici okrajové podminky

1) w(z = 0) =0, (10.5)

2) w(x=L)=0. (10.6)

Po dosazeni okrajovych podminek ziskdme nésledujici vztahy

Z(1): B=0=w(z)=A-sin(a-x), (10.7)

Z(2): w(r)=A-sin(a- L), (10.8)
coz vede ke dvéma TeSenim:
e Je-li A =0, pak sin(a - L) muze nabyvat hodnoty od 0 do 1, tj. soucin « - L
sila F' mohou byt libovolné. K prohnuti nedojde, protoze v kazdém misté je
w(L) =0.

e Je-li A # 0, pak doslo k vyboceni prutu, pak ale musi byt sin(« - L) = 0, coz
je trigonometricka funkce, jejiz kotreny jsou 0, m, 27, ..., k.

Pro kofen o+ L = 0 a po dosazeni do (10.4) toto vede k trividlnimu feseni F' = 0,
tj. nezatizeny prut. Pro dalsi kofeny - L = k-7 (k = 1,2,3,...) a dosazenim do
vztahu (10.4) ziskdme

L=k (10.9)

Upravenim této rovnice ziskame obecny vztah pro vypocet kritické sily, ve tvaru

k2.2 E-1,
Fiarr = ———5—— (10.10)

Nejmensi kriticka sila bude pak pro k = 1, tedy

- E- 1,
Fxrir = 7z (10.11)

Tento vyraz (10.12) plati pouze pro priutezy se stejnymi hlavnimi centralnimi
kvadratickymi momenty k obéma osdm (¢tverec, kruh, mezikruzi). Pro ostatni pru-
fezy prizmatického prutu plati

72 B - [mzn
Frprir = — 7z (10.12)
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Pri této kritické sile nastane prvni vyboceni prutu a rovnice pruhybové krivky
bude

w(z) = A - sin (%) . (10.13)

Véta 10.1. Vypocet kritické sily je nutné vzdy vztahovat k minimalnimu hlav-
nimu centralnimu kvadratickému momentu prirezu prutu.

Analogicky se tesi i dalsi pripady ztraty stability pro riiznd ulozeni konct pruti.
Rozlisujeme ¢tyti zakladni pripady, viz obr. 10.3.

F
F F F
3 2 " ﬂ i :
| | | |
" L L L
| | |
¥ A 4 h 4 v
a)n=1/2 b)yn=1 c)n=3/2 d)n=2
Obr. 10.3

Obecné pak pro jednotlivé pripady uloZeni prutu lze vztah (10.12) upravit do
tvaru

77-2 B - Im'm
Frrir = 7 (10.14)

red

kde L,cq je redukovana délka prutu a lze ji stanovit ze vztahu

h

Lyea = 2. 10.15
1= ( )

kde n je koeficient ulozeni prutu, viz obr. 10.3.
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10.3 Vyjadreni vzpérné pevnosti kritickym napé-
tim
Kritické napéti oxr 1ze vyjadrit pomoci tohoto vztahu

F
OKR = K;IT § Ou,s (10-16)

kde S je plocha prufezu prutu a o, je mez umérnosti (mez kluzu).

Dosazenim vztahu (10.14) do této rovnice dostaneme vztah

n?-m? E- L.,

OKR = 773G (10.17)
Tento vyraz lze upravit do této podoby
OKR = W, (10.18)
kde i je polomér setrvacnosti vyjadreny vztahem
i = )i (10.19)

Pomeér délky prutu a poloméru setrvacnosti jeho prirezu vyjadiuje tzv. Stihlost
prutu A

\ = = (10.20)

Vyraz pro kritické napéti lze nasledné upravit do tvaru

n?-m- K

3 (10.21)

OKR =

Zavislost kritického napéti ox g na stihlosti prutu A je mozné graficky znazornit
pomoci tzv. Eulerovy hyperboly, viz obr. 10.4.
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Nepruzna oblast

o

b o o o o e

L=
et
L 4

m A

Obr. 10.4

Z obr. 10.4 je patrny nelinearni vztah mezi uvedenymi velicinami. Pro vysoké
hodnoty stihlosti prutu nabyva kritické zatizeni (potazmo napéti) velmi malych
hodnot. Pti hodnoté stihlostniho poméru mensi nez tzv. mezni stihlost \,, jiz nelze
pouzit Eulerovu teorii. V této oblasti se k TeSeni stability pouziva napriklad Tetma-
jerova aproximace, kterd bude blize popsana v nasledujici kapitole.

Za predpokladu platnosti Hookeova zdkona je mezni hodnota napéti ddna mezi
umérnosti materialu. Z této hodnoty pak lze stanovit mezni stihlost ve tvaru

E
Am = Ny —. (10.22)
Oy

10.4 Nepruzna oblast vzpéru
V pripadé, kdy A < \,,, pouzivame tzv. Tetmajertiv vztah ve tvaru
O'KR:a—b'/\, (1023)

kde a, b jsou materialové konstanty uvedené v tab. 10.1. Pro litinu a kiehké materialy
vyhovuje lépe Jasinského vzorec

oxr=0a—b-A+c- A\ (10.24)
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| Material | a [MPa] | b [MPd] | c [MPd]| A, |

Ocel 320 1,2 0 90
Litina 776 12 0,053 80
Drevo 29,3 0,194 0 110

Tab. 10.1

Kriticka sila je pak dana vztahem

FKRZO'KR'S. (1025)

Na zaveér pripomenme, ze o tom, jakou metodu feseni 1ze pouzit pro dany pripad,
rozhoduje pomeér mezi stihlosti prutu A a mezni stihlosti \,,. V pripadé, ze A > \,,,
pouzijeme Eulerovo feseni. V opacném pripadé volime Tetmajerovo feSeni (10.23)
nebo Jasinského vztah (10.24). S problematikou ztraty stability tvaru se napriklad
jesté setkdvame u tenkosténnych konstrukénich dili (tzv. skorepin), jejich feSeni
vsak presahuje rozsah téchto skript. Hloubéji se této problematice vénuji napriklad
publikace [21] a [25].

Priklad 10.1. Stanovte kritickou silu Fx g pro prut, namahany na vzpér (obr.
10.5).

Déno: L = 1200 mm, b = 20 mm, b = 60 mm, h = 60 mm, E = 2,1-10°> M Pa,
o, = 210 M Pa.

Ferir=7?

?‘
™
7.

£
A

Obr. 10.5
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Pro vypocet kritické sily je nutné nejprve zacit s vypoctem kvadratickych mo-
mentt k tézistnim osdm (podrobné popsano v kapitole 1). Kvadraticky moment k ose
z vypocitame dle vztahu

b-h®  20-60° 4
I, = 5 =19 = 360000 mm”.
(P1)
Kvadraticky moment k ose y vypocitame dle vztahu
h-b®  60-203 4
I, = o - 13 40000 mm™.
(P2)

K vypoctu kritické sily se voli minimélni kvadraticky moment. V tomto pripadé
Imin — Iy.

Nasleduje vypocet poloméru setrvacnosti ¢ dle vztahu (10.19)

[ in /40000
1 5 5060 5,774 mm

(P3)
Nésleduje vypocet stihlosti prutu A dle vztahu (10.20)
L 1200
A=—=——-=2 28.
v 5,774 07,828
(P4)

Z materialovych parametrii a koeficientu ulozeni prutu vypocitame mezni stihlost

dle vztahu (10.22)
E 2,1-10°
- | = —1ox /2 — 993
A nm - T 710 99,3

(P5)
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Porovnanim obou stihlosti rozhodneme o zpisobu vypoctu kritické sily. V tomto
pripadé je A > \,,,, coz znamenad, ze k vypoctu kritické sily pouzijeme Eulertiv vztah
(10.14).

Dle vztahu (10.15) nejprve vypocitame redukovanou délku prutu

L 1200
Lyeqg = — = ——— = 1200 mm.
n 1
(P6)
Z Eulerova vztahu (10.14) pak stanovime kritickou silu
o T Ly  702,1-10°-40000
M Lt 12002 a o
(P7)

Uvazujme dale, ze ty¢ bude mit délku pouze L = 300 mm, pak stihlost prutu
bude rovna

L 300
v 5,774 51,957

(P8)

Porovnanim s mezni stihlosti dostaneme A < A,,, coz znamena, ze k vypoctu
kritické sily pouzijeme Tetmajeruv (10.23) nebo Jasinského (10.24) vzorec. Pro ocel
jsou oba vzorce stejné. Kritické napéti pak bude rovno

oxr=a—b-A=2320—1,2-51,957 = 257,652 M Pa.

Kriticka sila je pak dana vztahem
Frpir = ogg-S =257,5652 - 20 - 60 = 309182,4 N.

(P10)
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Priklady k procviceni

@ ——p

1. Stanovte kritickou silu Fggsr pro prut, naméhany na vzpér (obr. 10.6).

Déno: L = 2200 mm, d = 20 mm, a = 40 MPa, b = 60 mm, F =
=2,1-10°> MPa, o, = 210 M Pa.

Fgpim="
y F 3
IRl
b
L
A 4
Obr. 10.6

2. Stanovte kritickou silu Fx gy pro prut, namahany na vzpér dle obr. 10.7.

Déno: L = 1500 mm, d = 20 mm, E = 2,1-10°> MPa, o, = 210 MPa.

—9
FKR[T_ :

AR

»

Obr. 10.7
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@)/”é Kli¢ k prikladim k procviceni

1. Fxrr = 133669 N

2. Fgrr =16270 N

> Pojmy k zapamatovani

e kriticka sila

e FEulerovo statické kritérium stability
e zakladni pripady vzpéru

e redukovand délka prutu

e koeficient ulozeni prutu

e mezni stihlost

e Tetmajertiv vztah

e Jasinského vztah

9 Kontrolni otazky

1. Za jakych podminek musime pocitat prut na ztratu stability?

(a) Prut je namahan tlakovou silou.
b) Prut je namédhan tahovou silou.
J

(c) Prut je nezatizeny.

2.F. ) . , v v ,
2. Vztah Fxpir =T fgl”“" je vysledkem feseni dle?
red

(a) Eulera.
(b) Tetmajera.

(c) Jasinského.
3. Pro jaky kvadraticky moment priifezu se stanovuje kriticka sila?

(a) Maximalni.
(b) Minimalni.
(c) Zéakladni.
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4. Kdy lze pouzit Eulerovu metodu reseni?
(a) A < A
(b) A << A\
(c) A> A\
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Kapitola 11

Pevnost skuteénych strojnich casti

Privodce studiem

V' predchozim studiu jsme se seznamili se zakladnimi druhy nam&hani. Predpokla-
dali jsme, ze vnéjsi zatézné sily a momenty, ptisobici na danou soucast, se neméni
s casem, jedna se tedy o statické zatézovani. Dale bylo predpokladano, Ze priirez
soucasti se neméni (prizmaticky tvar). Pri namahdni tahem (tlakem) bylo predpo-
kladano rovnomérné rozlozeni napéti v priirezu; pri namahani ohybem bylo predpo-
kladano rozlozeni normalovych napéti v priirezu podle primky; pri namahani krutem
rozlozeni smykovych napéti podle primky. Ve skutecnosti nejsou soucasti zpravidla
v celém rozsahu prismatické, jejich prirez se zpravidla méni (zapichy, osazeni, drazky
pro pero, zavity, otvory apod). Citované zmény prifezu jsou v literature oznacovany
pojmem konstrukeni vruby. Ucinkem vrubt dochdzi v prifezu k nerovnomérnému
rozloZeni napéti; toto napéti dosahuje maxima v koreni vrubu (hovorime o koncent-
raci napéti). Nerovnomérné rozlozeni napéti ma zvlasté velky vyznam v pripadech,
kdy vnéjsi zatizeni se méni periodicky s ¢asem. V korenech vrubii dochazi ke vzniku
(iniciaci) tinavovych trhlin, jejichz rist je zavisly na case. Vysledné poruseni soucdsti
je nazyvano unavou materialu.

Cile
Po prostudovani této kapitoly budete:
e umét vysvétlit pojem konstrukéni vrub
e znat zakladni charakteristiky konstrukénich vrubi
e znat zédkladni druhy cyklického zatézovani
e chapat problematiku, tykajici se inavy materidlu

e schopni stanovit zivotnost soucasti
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11.1 Zakladni charakteristiky konstrukcnich vru-
bt

Ué¢inkem vrubu dochédzi k mistnimu zvySeni napéti [26]. Velikost maximélniho
napéti se v praxi vyjadiuje pomoci teoretického soucinitele koncentrace napéti oy,
ktery je definovan nasledovné

ap = ez (11.1)
On

kde o, je nominalni napéti, vypocitané za predpokladu rovnomérného rozlozeni
napeéti v nebezpecném prurezu. Hodnoty teoretickych soucinitelti koncentrace napéti
pro jednoduché pripady je mozno ur¢it vypoctem na zdkladé matematické teorie
pruznosti (obr. 11.1).

EEEER RN
\
\"‘O'max

N

Y

A
AEERRERRRN

[1
oy = 14 2.\;’ -
f

Obr. 11.1

Vv

metody konecnych prvkii, resp. experimentalné, napt. pomoci fotoelasticimetrie (ka-
pitola 12). Soucinitele koncentrace napéti, ziskané touto cestou, je pak zvykem uva-
dét v tabulkdch spolu s obrazkem vrubu a vyznacenim zptisobu namahani (obr. 11.2,
11.3).
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Utinek vrubu na napjatost odezniva tim rychleji, ¢im je vrub ostiejsi. Spad
napéti je charakterizovan gradientem napéti.

Pomeérny gradient napéti je definovan vztahem

1 |do 1
o = — = t 11.2
X dX|,—g  Omaz sX (112
a bezrozmérny gradient napéti vztahem
Cy = XoT, (11.3)

kde r je polomér kiivosti vrubu.

Bezrozmérné gradienty napéti pro nékteré pripady konstrukénich vrubi jsou uve-
deny v obr. 11.4.

Namahani | Tvar vrubu Cy Tvar vrubu Cy Tvar vrubu Cy
r r
Tah-tlak - 2 - . 2
Ohyb - gdw}’ z '][@D _gd3_
24+ 2— 2 +4——
y + b ¥ - Drd
"1+ 2£ 1 2?‘ A
-~ - |
S B 90-5 b4 {Jod -‘- T2l Loal o -+ 3
¥ h 4 L\
Obr. 11.4

11.2 Druhy cyklického zatéZzovani

Dle charakteru délime cyklické zatéZovani na stochastické (ndhodné) a deter-
ministické. V druhém pripadé je zndma hodnota zatizeni v kterémkoliv okamziku.
Deterministické zatézovani miize byt periodické nebo neperiodické. Casto se v praxi
setkdvame s harmonickym zatézovanim, kdy se napéti v ¢ase méni sinusové od jisté
minimalni hodnoty (dolni napéti) po maximélni hodnotu (horni) napéti, viz obr.
11.5.
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oA 1 cyklus
A A
y a
A A
\.L_ Lr_a“ T
Om 7y
T4 £
Y Y Y }
Obr. 11.5

Pro stfedni napéti cyklu o, a amplitudu napéti o, plati nasledujici vztahy

oy = T2 (11.4)
2
7o =20 3 9d (11.5)

kde oy, je horni napéti cyklu a o4 je dolni napéti cyklu. Pomoci téchto hodnot, pri-
padné amplitudy napéti o, a stredniho napéti o,,, se definuje soucinitel nesymetrie

cyklu
p=24_9m~ % (11.6)
op, Op + 04
Dle charakteru definujeme jednotlivé pripady cyklu, viz obr. 11.6.
a/p pulsujici
/\/ mijivy nesymetricky symetricky
f ‘_\ stfidavy stfidavy
\v \V/ : ¢

pulsujici

(tlak)

Obr. 11.6
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11.3 Wohlerova krivka a mez inavy hladkych teé-
les

Vliv cyklického zatézovani byl poprvé zkouman v druhé poloviné 19. stoleti Au-
gustem Wohlerem pti studiu kolejnic. Bylo tfeba vysvétlit, pro¢ se u cyklického
zatézovani material porusuje pti napétich mensich nez mez kluzu, aniz by dochézelo
k plastickym deformacim. Pti zkouskach byly zkusebni vzorky zatézovany symet-
rickym stfidavym cyklem o dané amplitudé napéti a zjistoval se pocet cykli do
poruseni N. Zkusebni vzorky musi byt ze stejného materialu, mit stejny tvar a byt
stejné opracovany. Zpravidla se jedna o zkusebni tycCinky o pruméru 7 = 10 mm
s lesténym povrchem.

Zavislost mezi amplitudou napéti a zivotnosti soucasti je zndzornéna Wohlerovou
krivkou. V technické praxi se zpravidla Wéhlerova kiivka znazornuje v semilogarit-
mickych souradnicich, pricemz na osu poradnic se vynasi amplituda napéti a na osu
tsecek cykly v logaritmickych soufadnicich (obr. 11.7). Cely W6hlertuv diagram je
mozno rozdélit na t¥i useky [27].

Oa N

O¢

Y
0 103 2 x 10°

Obr. 11.7

V prvnim tseku (N = 10% cykli), kdy podet cykl je maly, se jednd o oblast
statickych lom1.

Ve druhém tseku amplituda napéti klesa. Jedna se o tzv. tisek ¢asové pevnosti
s omezenou zivotnosti. Dochéazi k poruseni nizkocyklovou tinavou.

Ve tfetim tseku, asi pii N = 2 - 10% cykli, je ziejmé, Ze amplituda napéti se
neméni. To znamend, ze pri této amplitudé vydrzi materidl neomezené dlouho. Ho-
vofime o mezi uinavy materialu.



210

Pevnost skutecnych strojnich c¢asti

Definice 11.1. Mez tinavy lze definovat jako nejvétsi napéti, které nevede
k lomu ani po pfekondni smluvni hranice 107 cykld. Tato definice plati u oceli;
slitiny hlintku nemaji konstantni mez tinavy.

Mez tinavy se da urc¢it jednak experimentalné, rovnéz ale bylo prokazano, ze mez
unavy hladkych téles je funkci konvenéni pevnosti R,,.

Pro konstrukéni oceli s mezi pevnosti R, = (500 + 1500 M Pa) plati nasledujici
empirické vztahy.

Tah-tlak o.=0,36 R,, + 13
Mijivy tah one = 0,59 R, + 38
Plochy ohyb Ooc=0,29 R, + 111
Mijivy ohyb Oohe = 0,4 Ry, 4+ 317
Krut 7.=0,21R,, +49
Mijivy krut The = 0,1 Ry, + 485
Ohyb za rotace o,pc = 0,36 R, + 44

11.4 Faktory, ovliviiujici mez tnavy

Mez tinavy hladkého télesa (bez koncentratoru napéti) je zavisla na celé fadé fak-
torti, k nimz zejména patii velikost télesa, jakost povrchu, nesymetrie zatézovaciho
cyklu, vliv viceosé napjatosti.

11.4.1 Vliv velikosti télesa a gradientu napéti

Mez tinavy s rostoucim rozmérem vzorku ponékud klesa, coz je dano odlisSnostmi
povrchovych vrstev a jadra prirezu, ktera je zpravidla u vétsich vzorka horsi.

Podle Némce a Puchnera je mozno vliv velikosti vyjadrit nasledovné

D
Vzl—\/0,02lng, (11.7)

kde d je rozmér mensiho vzorku a D rozmér skuteéné soucasti.

Pti ohybu a krutu se rovnéz uplatnuje vliv gradientu napéti (napéti roste se
vzdélenosti od osy). Proto je napf. mez tinavy v ohybu vétsi nez mez tnavy v tahu,
a to tim vice, ¢im je mensi prumér zkusebniho vzorku.
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Vliv gradientu napéti se projevuje zejména u soucasti mensich rozméru (obr.
11.8), u rozméru vétsich nez cca 50 mm je jeho vliv zanedbatelny. Divodem je sku-
tecnost, ze u soucasti vétsich rozmért se méné projevi odlisné vlastnosti povrchové
vrstvy, kterd mé vlivem technologického zpracovani ponékud jiné mechanické vlast-
nosti nez jadro soucasti. Vliv gradientu napéti pro kruhovy prifez je znazornén na
obr. 11.8.

1,7

1,6 \

14 \ —— ohyb
At \ — = krut
\ \
1,2 N
AN
\"*\_
~L
1 ——

0 10 20 30 40 50
d [mm]

Obr. 11.8

Celkovy soucinitel velikosti soucasti, namahané stridavym ohybem v, (krutem
v,), je zavisly na souciniteli gradientu napéti v, a souciniteli velikosti, tedy

Ve = f(vg, V), (11.8)

v. = f(vg,v). (11.9)

11.4.2 Vliv jakosti povrchu

Protoze k nukleaci trhlin dochazi zpravidla v povrchové vrstvé, je mez tnavy
ovliviiovana jakosti povrchu. Tento vliv je ve vypoctech zohlednén soucinitelem ja-
kosti povrchu 7, ktery je definovan jako podil meze inavy soucésti s danym povr-
chem k mezi inavy soucésti s povrchem lesténym (obr. 11.9).
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Velmi jemné lesténo
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Obr. 11.9

Pti naméhani krutem je soucinitel jakosti povrchu roven

1+v
Mok = —— (11.10)

Mez tnavy hladké ¢asti (bez vrubu) v tahu—tlaku nebo ohybu je pak
ol =0y (11.11)

a v krutu
T = TeVrpk, (1112)

C

kde o.,7. jsou meze inavy lesténych vzorki.

11.4.3 Vliv nesymetrie cyklu

Skuteéné zatézovani soucasti je zpravidla nesymetrické, se statickou slozkou na-
péti o, riznou od nuly. Experimenty bylo prokazano, ze tahové stredni napéti sni-
zuje amplitudu napéti na mezi inavy, tlakové ji naopak zvysuje.

Zavislost o, = f(0,,) je zndzornéna v Haighové diagramu (obr. 11.10).
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G. N
d :_1
R=0
Y -
0| Ope /
459 Om
A4 Y y
-~
x
ape
« L/2>
Re
Obr. 11.10

Skuteény tvar tohoto diagramu se zpravidla idealizuje. V praxi se nejéastéji po-
uziva ndhrada Goodmanovou primkou

Oq Om

g =1- R (11.13)
nebo Gerberovou parabolou
Oa om \°
2 o1- (R_m) | (11.14)

Cely diagram ovsem neni pouzitelny, protoze stfedni slozka i amplituda napéti
nesmi prekrocit mez kluzu. Proto je diagram omezen primkou svirajici s vodorovnou
osou uhel 45°.

V praxi se rovnéz pouziva diagram Smithtuv, udavajici zavislost oy, = f(o,,) (obr.
11.11).



214 Pevnost skutecnych strojnich c¢asti

R=-1 R=0
A

Ch, Ud"\

3
x A R
Crrhc Rg m
o
45° Om
4 h Y v ~
A %
Jhc/
x i . 2
O_C ) -
Y
Obr. 11.11

11.4.4 Stanoveni bezpecnosti vici mezi inavy

Jestlize je amplituda napéti o,p a sttedni napéti o,,p a meznimu stavu odpovida
v Haighové diagramu bod @ (obr. 11.12), pak soucinitel bezpecnosti je definovan
nasledovné

f= 209 _ Ime (11.15)

gy /N
a / R=konst
Q
1 A~
y P
O¢ Taq 0
Oap
o Um
A Y Y 45 ~
~
Omp
3 T
a e
Oma
i b
< F 4
Re
< >
Rin
< >

Obr. 11.12
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11.5 Mez tnavy téles s vruby

V redlnych soucastech existuji vzdy koncentratory napéti, ve kterych se pred-
nostneé iniciuji trhliny. Uéinek vrubu je vyjadien soucinitelem vrubu (3, ktery je defi-
novan jako podil meze tnavy ¢asti bez vrubu ¢ k mezi mezi tnavy casti s vrubem

Oc

g="2 (11.16)

g

S X

O x

Obecné je soucinitel vrubu mensi nez teoreticky soucinitel koncentrace napéti
/6 < Q.

Pro vypocet soucinitele vrubu existuje cela fada metod. Jednoduchy zptsob
vypoctu soucinitele vrubu navrhli na zakladé experimentu Siebel a Stieler, podle
nichz je

(67 i

=1V (11.17)

kde x, je pomérny gradient napéti a c je materidlova konstanta. Graficky jsou
priubéhy rovnice (11.17) zndzornény na obr. 11.13.

Hodnoty R., R,,,[MPa]

2.4
a;
B 22
2.0
1.8
1.6+
1.44
a4 500
P s L. C gt
12 e ——
——""ocel  R_=900
1.0 pruzinoydoce)

0 2 4 6 8 10

Xolmm™]

Obr. 11.13
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Mez tnavy c¢asti s vruby je pak definovana nasledovné

X Oy
oL =—= n 11.18
B 6 p ( )
a X
T Telr
TN =— = Mok - 11.19
5 B P ( )

11.5.1 Smyckové diagramy casti s vruby

U houzevnatych materialti se uc¢inek vrubu projevuje pouze na stiidavé slozce
cyklu, kde ovliviiuje velikost amplitudy napéti (obr. 11.14), stfedni napéti ziustava
nezménéno. U krehkych materiali vruby ovliviiuji i statické mechanické vlastnosti
(obr. 11.15).

Oq
g
A ~
A \\
Y
G.X ~ Ux A \\
[ * (o  _ e
Uc (T, O = 0¢ /JG >
. T
3 Y >~ 4 Y N
=
Re R./B
- 3 o«
+ >
R o fe
< > A
R

Obr. 11.15
Obr. 11.14

11.6 Mez Gtnavy pri slozeném namahani

Zpravidla se jedna o kombinaci ohybu a krutu, resp. tahu-tlaku a krutu a jen vy-
jimecné o jiné pripady. Pusobi-li maximalni napéti od jednotlivych druhtt namahani
ve stejném misté a vzdy soucasné, plati pro redukované napéti vztah

0l = 0- + kT2, (11.20)

kde k = 3 pro hypotézu HMH a k£ = 4 pro hypotézu Guestovu. Délime-li tuto
*2 = k72, dostaneme pro mezni ¢dru, pro kterou je

rovnici kvadratem meze inavy o
Ored = Oc, Vztah
o\ 2 2\ 2
(—“) + (—) =1. (11.21)
o T
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11.6.1 Stanoveni bezpecnosti vic¢i mezi inavy pri kombino-
vaném namahani

Soucinitel bezpecnosti k. vii¢i mezi inavy je definovan nasledovné

Oc

ke = (11.22)

Ored

P1i kombinaci ohybu a krutu z rovnice (11.20) dostaneme

1 O, 2 Tq 2
k—g: O_—z + T_C* . (11.23)

Dosadime-li jednotlivé soucinitele bezpec¢nosti

k= 2o o= le (11.24)
Oq Ta
obdrzime Lok
by = — (11.25)

Priklady k procviceni

1. Tahlo kruhového prirezu je namahano pulsujici silou. Urcete pripustné hod-
noty zatizeni Fj, a Fj, jestlize prumér tdhla ¢d = 40 mm, mez Gnavy v ohybu
Oco(10) = 270 M Pa, mez kluzu R. = 295 M Pa, mez pevnosti R,, = 510 M Pa.
Povrch tahla je obroben. Soucinitel nesymetrie cyklu R = —0,2. K vypoctu
pouzijte:

(a) Goodmanovu primku.

(b) Gerberovu parabolu.

TF
F

‘T 1\ /\
Fit /
d \/ N/

V

Obr. 11.16
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2. Hridel, zatizeny a ulozeny podle obr. 11.17, je namahadn ohybem za rotace.
Je povrchové kalen a jemné brousen. Stanovte bezpecnost vici mezi tinavy.
Z materidlovych podkladi je: oco10) = 270 MPa, R. = 295 MPa, R, =
=510 M Pa. K vypoctu pouzijte Goodmanovu primku.

F=1.7kN l

~

Obr. 11.17

((fé Kli¢ k prikladdm k procviceni

1. F, =262,4 kN, Fy; = —52,47 kN — Goodmanova primka
F, =302,7 kN, F; = —60,5 kN — Gerberova ptrimka

2. F.=1,63

> Pojmy k zapamatovani

e konstrukéni vruby

e teoreticky soucinitel koncentrace napéti
e gradient napéti

e cyklické zatézovani

e stfedni slozka napéti

e amplituda napéti

e Wohlerova krivka

e mez Unavy

e pocet cykli do lomu

e soucinitel vrubu
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Kontrolni otazky

1. Jaké jsou zékladni charakteristiky konstrukéniho vrubu?

2. Jak je definovan teoreticky soucinitel koncentrace napéti?

3. Co znazornuje Wéhlerova kiivka?

4. Jak je definovana mez tnavy?

5. Jaké jsou zadkladni faktory, které ovliviiuji mez inavy materialu?
6. K ¢emu slouzi smyckové diagramy? Uvedte priklady.

7. Dokazete definovat soucinitel bezpecnosti vii¢i mezi inavy v pripadé jednoosé
napjatosti a v pripadé viceré napjatosti?
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Kapitola 12

Experimentalni pruznost

Pruvodce studiem

Az dosud jsme se ucili aplikovat analyticky pristup k reseni zakladnich tloh tech-
nické praxe, ten je vsak pouzitelny jen pro jednoduchou geometrii téles a pri splnéni
predepsanych podminek. Mnohem sirsi moznosti skyta v dnesni dobé pristup nume-

dnes povazuje v praxi za optimalni pouziti vypoctového modelovani spolu s experi-
mentalnim pristupem, coz vsak je financné nakladnéjsi. V této kapitole se seznamime
se zakladnimi metodami experimentalni pruznosti.
Cile
Po prostudovani této kapitoly budete seznameni s:

e lkoly experimentalni mechaniky

e Clenénim experimentalnich metod

e principy vybranych experimentalnich metod

e progresivnimi optickymi metodami

e Uplnymi zaklady odporové tenzometrie

12.1 Uvod

Experimentalni metody maji v mechanice stale nezastupitelnou tlohu. Ackoliv
v poslednich desetiletich doslo k vyraznému pokroku v oblasti vypoctového mode-
lovani a ke konci minulého stoleti mnozi prognostici predpovidali postupné ubyvani
poptavky po experimentalnim TeSeni z prumyslu, zaziva experimentalni mechanika
renesanci, zejména v oblasti rozvoje a aplikace optickych metod. Samoziejmosti je
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dnes pocitacova podpora experimentu, vedouci az k jeho automatizaci. O to vétsi
diraz by mél byt kladen na dikladné planovani, statistické zpracovani a celkové
vyhodnoceni experimentu. Experimentator musi mit v dnesni dobé jak velmi dobré
teoretické znalosti, tak solidni povédomi o mechanickych vlastnostech a chovani kon-
strukénich materiala za ruznych provoznich podminek.

Jmenujme alesponi nékolik kol experimentalni mechaniky [29] pro dnesni dobu:
e ziskavani novych poznatki

e podpora materialového vyzkumu

e ziskani vstupnich dat pro vypoctové modelovani

e ovétovani vysledkll vypoctového modelovani

e nahrada vypoctového modelovani

e monitorovani a diagnostika

o ...

Pomoci experimentdlnich metod pruznosti se vysSetiuji velikosti pomérnych de-
formaci, napéti, posuvli a s témito veli¢cinami souvisejici zatizeni, tedy sily, tlaky,
kroutici momenty, atd.

Véta 12.1. Napéti nelze mérit primo! Vzdy vysetiujeme posuvy nebo deformace
a z deformaci s uzitim konstitucnich vztahii napéti vyhodnotime.

Alespon struéné budeme charakterizovat kazdou skupinu metod experimentalni
pruznosti. Dle fyzikalniho principu mame:

1. Elektrické metody.

Mezi jejich hlavni prednosti lze pocitat vysokou presnost, citlivost a rych-
lost méteni, a to i pri vysokém poctu vysetrovanych mist. Vystupni signal miize
byt v analogové nebo digitalni formé. Za nevyhody pocitame vyssi kvalifikacni
pozadavky na obsluhu a vyssi investi¢ni naklady na méftici aparaturu. Nejroz-
sitenéjsi elektrickou metodou je odporova tenzometrie, které bude vénovana
jedna z nasledujicich sekei.
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. Optické metody.

Jejich aplikace je podminéna viditelnosti vysettované plochy povrchu. Za
nejvetsi jejich vyhodu lze povazovat bezkontaktnost, kterda vSak u klasickych
metod byva vykoupena naroc¢nosti vyhodnoceni. Moderni optické metody jsou
variabilni, pouzitelné pti méfeni v provozu a umoznuji pomérné rychlé vyhod-
noceni priubéhu deformace ¢i napéti na povrchu zkoumanych téles. Vzhledem
k velkému uplatnéni je i témto metodam vénovana vlastni sekce.

. Ktehké laky.

Nékteré pryskytice maji nizkou taznost, proto pri aplikaci na povrch
po zatizeni praskaji. Vznikaji tak trhliny, kolmé na smér nejvétsiho hlavniho
tahového napéti (viz také Rankinova hypotéza v kapitole 9). Tato metoda je
vhodna pro nalezeni kritickych mist a sméra hlavnich napéti na povrchu téles.

. Ultrazvukové metody.

Kromé defektoskopie se tyto metody pouzivaji ke stanoveni velikosti
aplikovanych i zbytkovych napéti, ale také pro urceni elastickych konstant
materidlu ¢i méreni tloustky.

. Rentgenografie.

Tato metoda je zaloZzena na difrakci RTG paprski v polykrystalickych
materidlech. Mazeme ji urcit zménu vzdalenosti atomovych rovin v disledku
pruznych deformaci. Pouziva se zejména ke stanoveni zbytkovych napéti.

. Termalni emise.

Vyuziva se premény deformacni energie v tepelnou pii cyklickém na-
mahani. Teplotni zmény v dusledku napjatosti jsou v tisicinach az setinach
stupné Kelvina. Citlivost metody je pro oceli az 1 M Pa.

. Hybridni metody.

Jedna se o velmi slibny pristup, kdy se kombinuji experimentalni a nu-
merické metody. Podnétnou publikaci je v tomto pripadé kniha [31].

Dvé nejvyznamnéjsi skupiny metod experimentalni pruznosti budou podrobnéji
rozebrany v samostatnych kapitolach.
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12.2 Optické metody

V 1vodni sekci byl zminén pojem klasickych optickych metod. Jsou jim mysleny
metody, jejichz pocatek vétsinou sahd do obdobi pred objevenim laseru [29] a fadi
se mezi né zejména:

1. Optické interferometry.

Vyuzivaji interference svétla, tedy jevi, jez jsou projevem skladani sve-
telnych vin.

2. Metoda moiré.

Je zalozena na mechanické interferenci svétla na optickych mrfizkach,
rozdil mezi deformovanou meétici a referencéni mrizkou dava vzniknout moiré
pruhtim, které odpovidaji posuvu o rozte¢ miizky.

3. Fotoelasticimetrie.

Vyuziva se fotoelasticimetrického jevu, kdy se nékteré prihledné amorfni
materidly pri zatizeni méni na opticky anizotropni. Jednd se o fyzikalni jev,
ktery nazyvame docasnym dvojlomem. Prikladem je obr. 12.1, kde je patrny
model maticového klice.

Obr. 12.1

P¥i prichodu usmérnéného (polarizovaného) svétla modelem se zobrazi Cary,
spojujici body s konstantnim rozdilem hlavnich napéti (izochromaty) a c¢ary,
jejichz body maji stejny sklon hlavnich napéti (izokliny). Vzhledem k tomu,
ze se pouziva polarizované svétlo, nazyva se fotoelasticimetricky pristroj po-
lariskop. Jeho podrobny popis a navod na vyhodnoceni fotoelasticimetrického
experimentu lze najit ve skriptech [2].
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Ve fotoelasticimetrii se vyuziva bud modelové podobnosti (transmisni fotoelas-
ticimetrie) nebo se nandsi opticky citliva vrstva na povrch vySetfované soucasti
(reflexni fotoelasticimetrie).

4. Stereometrické a stereofotogrametrické metody.

Tyto metody nasly své prvni uplatnéni v geodézii. Pozdéji se zacaly vy-
uzivat pro stanoveni posuvi, deformaci, potazmo napéti.

5. Holografické metody.

Jsou zalozeny na interferenci laserového svétla mezi hologramem nede-
formovaného télesa a vysettovanym deformovanym télesem, pii které vznikaji
interferen¢ni pruhy imeérné velikosti posuvii.

Mezi moderni, tedy nejprogresivnéjsi optické metody potom patii koherenc¢ni in-
terferometrické metody. Koherencéni zrnitost je opticky jev, ktery lze napiiklad po-
zorovat, kdyz téleso s drsnym odraznym povrchem osvitime koherentnim optickym
svazkem. Ziskame viditelné temné a svétlé skvrny na stinitku, umisténém kdeko-
liv pfed predmétem, v tzv. poli koherencéni zrnitosti. Pfi vyhodnoceni se vyuziva
statistickych vlastnosti optickych poli koherenéni zrnitosti (tzv. speklu).

Metody, vyuzivajici koheren¢ni zrnitosti, umoznuji mérit statické i dynamické
deformace téles. Nejrozsitenéjsi jsou metody:

a) Spekl interferometrie (ESPI — Electronic Spekle Pattern Interferometry).

Vystupem je zpravidla systém jednoduchych interferenc¢nich prouzkt se
ziejmou speklovou strukturou. Vyuziva se prirozené koherentni zrnitosti po-
vrchu materialu. Metoda je vysoce citlivd témeér nezavisle na Sifce zorného
pole, proto se pristroji ESPI také rika opticky tenzometr.

b) Metoda korelace digitédlniho obrazu (DICM — Digital Image Correlation Method).

Vystupem metody uz neni charakteristicky interferen¢ni obraz. Srovné-
nim intenzity barev jednotlivych pixeli na po sobé jdoucich digitalnich fo-
tografiich povrchu deformovaného télesa, ktery je u mnoha materidlti nutno
nejprve opatrit kontrastni vrstvou, lze ziskat pribéh posuvi na povrchu zkou-
maného télesa. P1i pozadavku méteni 3D deformaci a posuvl je nutno pouzit
dvé CCD kamery, které se zaméii na zkoumany objekt z riznych thla. Ukazka
z méreni deformaci pristrojem Dantec Dynamics Q400 u tinavové zkousky je na
obr. 12.2. Pfesnost méreni souvisi zejména s rozméry zabirané plochy a s roz-
lisenim CCD kamer. Metoda je velmi vhodna i pro méteni velkych deformaci,
na rozdil od ESPI.
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Obr. 12.2

Kazda z prezentovanych optickych metod ma sva specifika a je pouzitelna pro
jinou oblast problémi. I klasické optické metody jsou nadale rozvijeny a nachazeji
své uplatnéni pii Feseni problémi technické praxe [32].

12.3 Zaklady odporové tenzometrie

Tenzometrické metody jsou zaloZeny na méfeni zmény vzdalenosti dvou bodt
télesa v dusledku zmény jeho zatizeni [30]. Cidla, kterd umoznuji tato méteni, se
nazyvaji tenzometry.

Podle fyzikalniho principu méfeni a dalsiho zpracovani namérené veli¢iny lze
zékladni typy tenzometru rozclenit na tenzometry:

e mechanické

e mechanicko — optické
e strunové

e pneumatické

e fotoelasticimetrické

o clektrické aj.
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Nejvetsi uplatnéni maji v dnesni dobé elektrické tenzometry, které lze dale roz-
délit na:

e indukéni
e kapacitni

e odporové

Z nich se nejvice pouzivaji elektrické odporové tenzometry, kterym bude véno-
vana hlavni pozornost, stru¢né vsak budou predem popsany i jiné pouzivané typy
tenzometru.

12.3.1 Elektrické tenzometry

Velké rozsiteni elektrickych tenzometri nastalo v disledku jejich velkych vyhod
oproti predchozim typtim. Vyhody jsou hlavné v moznosti dalkového prenosu a ode-
¢itani mérenych 1udaj, méreni lze realizovat na mistech velmi tézce pristupnych
a témito tenzometry lze mérit i dynamické déje.

Princip méteni je nésledujici. Tenzometry transformuji mechanickou veli¢inu —
pomérné prodlouzeni — na velic¢inu elektrickou. Podle charakteru vystupni elektrické
veli¢iny mohou byt elektrické tenzometry:

e indukcni, které transformuji zménu délky na zménu impedance civky, kterou
protéka elektricky proud

e kapacitni, které zménu délky transformuji na zménu kapacity kondenzatoru
e odporové, zde je zména délky transformovana na zménu odporu
Nejvice pouzivané jsou elektrické odporové tenzometry, kterym bude vénovana

nasledujici kapitola.

Elektrické odporové tenzometry

Princip méteni pomoci elektrickych odporovych tenzometrii je zalozen na zavis-
losti zmény elektrického odporu vodic¢e na jeho mechanické deformaci.
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Podle druhu odporového materialu lze tyto tenzometry rozdélit na:

e uhlikové
e polovodicové
e kovové

— dratkové

— f6liové

Nejvice pouzivané jsou féliové tenzometry. Tyto tenzometry jsou zhotoveny fo-
tochemickym zpiisobem podobné jako plosné spoje z konstantanové anebo chrom-
niklové folie tloustky 5 — 15 um. Jejich vyhodou oproti dratkovym tenzometrim
zvysSené proudové zatizeni tenzometru a tim i zvyseni jejich citlivosti a mensi pri¢na
citlivost. Priklad féliového tenzometru je uveden na obr. 12.3.

Kryti
[ 4 1
L - y \
-~ . S
Nesi¢ Mefici miizka Vodice

Sifka mfizky

==

Délka mrizky

Obr. 12.3

Zakladni typy féliovych tenzometri

Podle tvaru mrizky a tcelu méreni se vyrabéji rizné typy tenzometrii, z nichz
nejcastéji pouzivané jsou nasledujici:

e jednoduché tenzometry pro méreni deformace v jednom sméru jeho podélné
osy (obr. 12.3)

e tenzometrické kiize pro méreni deformaci ve dvou na sobé kolmych smérech

e tenzometrické Sipy pro méreni smykovych napéti a krouticich momentt
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tenzometrické rizice pro zjisténi velikosti a sméru hlavnich napéti na povrchu
soucasti (pravouhlé resp. delta ruzice)

e membranové tenzometry pro méreni napéti na membranach

tenzometrické fetézce pro méreni gradientu napéti

rizice pro méreni zbytkovych napéti a dalsi

Princip méreni elektrickymi odporovymi tenzometry

Ohmicky odpor vodice R v zavislosti na jeho délce [, plose prifezu S a mérném
odporu materialu vodice p je dan obecné vztahem

R= pé. (12.1)

Uvazujeme-li vSechny tyto veli¢ciny béhem deformace jako proménné, pak pro
totalni diferencial funkce (12.1) plati

! p p-l-
dR = — -dp+ = - dl — —-dS. 12.2

Z rovnice (12.1) a (12.2) plyne vztah

dR dp dl dS
=T, = 12.3
R p + l S (12:3)

Pro ur¢itou koneénou zménu odporu R a dil¢ich dpravach mizeme rovnici (12.3)
prepsat na tvar
AR
T
kde € je pomérné prodlouZeni, veli¢ina k se nazyvéa deformacni soucinitel (piip. k —
faktor) a je ji nutno urcit experimentélné cejchovnim mérenim. Pro vétsinu bézné
dostupnych tenzometri byva k = 2 a pro jejich vyrobu se pouzivaji materidly, pro
které je tento k — faktor konstantni ve velkém rozsahu deformaci.

ke, (12.4)

Zptsoby méreni malych zmén odporu tenzometru

Zmény odporu tenzometri AR v dusledku jejich deformace pti tenzometrickych
méfenich jsou pomérné velmi malé, pro pruzné deformace v rozsahu 107% az 1073
a tenzometr s nominalnim odporem 120 2 je dle rovnice (12.4)

AR=Rke=120-(10°+107") =2,4(107* = 107") Q.
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Meéteni takovychto malych odporovych zmén se prakticky provadi pomoci Whe-
atstonova mustku, viz obr. 12.4. Pti napajeni miistku stejnosmérnym proudem s kon-
stantnim napajecim napétim Upg jsou zavislosti mezi proudy, napétimi a odpory dany
Kirchhoffovymi zédkony.

[1 IG IE

Obr. 124

Tyto rovnice predstavuji soustavu péti rovnic pro pét neznamych proudi ve vét-
vich mistku I az I, a pro proud Iy, protékajici méficim galvanometrem s odporem
R,. Velikost proudu I, zjistime feSenim vysSe uvedené soustavy rovnic kupiikladu
pomoci determinanti, takze plati

[g - = (R1R4 - R2R3) y (125)
kde D, je determinant soustavy péti rovnic.

Pro vyvazeny miustek, tj. pro nulovou hodnotu I, musi platit

R1R4 == R2R3. (126)

Pro praktickd méteni je vhodné, aby Ry = Ry a Ry = Ry, ptipadné aby vsechny
odpory ve vétvich muistku byly stejné.

Tenzometry v mustkovém zapojeni dle obr. 12.4 mohou, anebo nemusi byt de-
formovany v pribéhu zatézovani télesa a méreni. Deformovanym tenzometrim se
rika tenzometry aktivni, nedeformované se oznacuji jako tenzometry kompenzacni.
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Pro méreni odporovych zmén tenzometrii se pouzivaji dvé metody:
e nulova metoda

e vychylkova metoda

Nulova metoda

Tuto metodu tenzometrického méreni lze pouzit pouze pri statickém zatézovani
mérenych soucasti, protoze tenzometricky miistek je treba pred i po zatizeni vyvazit,
coz vyzaduje urcity cCas.

Po statickém zatizeni soucasti dojde ke zméné odporu u aktivnich tenzometri,
kuprikladu pouze u tenzometru s odporem R; a mustek bude rozvazen. Abychom
ho znovu vyvazili, musime zménit odpor v nékteré zbyvajici vétvi muistku, kupt. ve
vétvi s odporem Rs. Zménil-li se odpor aktivniho tenzometru o hodnotu ARy, musi
pro vyvazeny mustek pri zatizeni soucasti platit vztah

Z této rovnice 1ze zménu odporu aktivniho tenzometru AR; vypocist, zmétime-li
zménu odporu Ry, potfebnou k vyvazeni mistku pri zatizené soucasti

R,

AR = AR,—L. 12.
R, R2R2 (12.8)

Vyhodou této metody je, ze presnost méreni nezavisi na pripadném kolisani na-
pajeciho napéti Ug. Nevyhodou je nemoznost pouziti pti méreni dynamicky zatézo-
vanych soucasti.

Vychylkova metoda

Tato metoda se pouziva pti dynamickych meérenich. Zména odporu aktivniho
tenzometru se odvozuje od zmény proudu /,, ktery protéka galvanometrem v métici
uhlopric¢ce mustku dle obr. 12.4 pii jeho rozvazeni od dynamického zatézovani mérené
soucasti.

Je vidét, ze zména odporu aktivniho tenzometru je pfimo tmérna zméné mére-
ného proudu galvanometrem v mérici ithlopticce miistku. Pii méreni je nutno zajistit,
aby nedochazelo ke kolisani napajeciho napéti mustku Ug.
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Vystupni signal z mistku je velmi slaby a méti se bud proud I, — pak hovoiime
o méreni s proudovym vystupem, anebo se méri napéti mezi body AB mustku dle
obr. 12.4, v tomto pfipadé mame tzv. napéfovy mustek s napéfovym vystupem.
Vystupni signal je nutno pro dalsi zdznam anebo pro dalsi zpracovani zesilit pomoci
zesilovaci.

Vliv provoznich podminek na tenzometrickad méreni

Vysledky tenzometrickych méreni mohou byt ovlivnény vnéjsimi podminkami,

vvvvvv

Teplota a jeji zmény v mistech nalepeni aktivnich tenzometrii soucasti béhem
métreni. Pomérna zména odporu tenzometru v zavislosti na zméné teploty je dana
vztahem

AR
— ) =lag+klas — ay)]AT = . AT, (12.9)
R )
kde ag je teplotni soucinitel elektrického odporu materidlu mrizky tenzometru a ag
a ay jsou teplotni soucinitelé délkové roztaznosti materidlu soucasti a materidlu
vinuti mtizky. Vliv teploty je nutno eliminovat, coz lze provést nékolika zptisoby:

a) Pouzitim samokompenzaé¢nich tenzometru. Tyto tenzometry jsou vyrobeny z ma-
teridlt, které maji v rozsahu teplot pii tenzometrickych meérenich hodnotu
pomérné zmény odporu (AR/R)r velmi malou.

b) Zafazenim kompenzacnich tenzometri do métictho mustku dle obr. 12.4, u kte-
rych dochazi ke zméné odporu jen v dusledku zmény teploty. Zapojenim aktiv-
niho a kompenzacniho tenzometru do sousednich vétvi mistku bude vysledny
signal, zptisobeny zménou teploty, nulovy.

Vlhkost miize rovnéz velmi neptiznivé ovlivnit vysledky tenzometrickych méreni
v dtsledku snizeni izola¢niho odporu tenzometri vi¢i mérené soucasti. Pri static-
kych mérenich by nemél izolac¢ni odpor poklesnout pod 50 M€2.

Dalsi vlivy, které mohou ovlivnit vysledky tenzometrickych méreni, jsou:
e hydrostaticky tlak
e poloméry zaobleni kiivych ploch, na které se lepi tenzometry

e radioaktivni zareni prudce snizuje izola¢ni odpor snimaci a zpusobuje zménu
jejich odporu

e cyklické zatézovani mize vést k poruseni tenzometri tinavou
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Zakladni vlastnosti elektrickych odporovych tenzometra

Vlastnosti elektrickych odporovych tenzometri jsou charakterizovany hlavné né-
sledujicimi faktory:

a) Deformac¢nim soucinitelem, tzv. k — faktorem. U fdliovych tenzometru je tento
k — faktor priblizné roven hodnoté k = 2, wolfram—platinové tenzometry maji
tento faktor k = 4 a vice, u polovodicovych tenzometri je k = 45-+200. Presné
urceni k — faktoru se provadi cejchovnim mérenim.

b) Hystereze, kterd je definovana jako nejvétsi odchylka vystupniho signdlu pri
stejné zatézovaci sile béhem zatézovaciho a odlehcovaciho cyklu mezi nulo-
vou a nominalni hodnotou zatézujici sily, je udavana v procentech vystupniho
signalu pri nominalni zatézujici sile.

c) Linearita, kterd udava maximélni odchylku vystupniho signalu pfi zatézovani od
primky, spojujici pocatek s vystupnim signdlem pfi jmenovité hodnoté zateé-
zujici sily.

d) Relaxace, kterd je charakterizovdna zménou pomérné deformace tenzometru ey,
vici pomérné deformaci soucasti eg pri dlouhodobém statickém zatizeni. Re-
laxace po ur¢itém case vymizi.

e) Pricna citlivost, ktera charakterizuje citlivost tenzometru na deformaci ve sméru
kolmém na podélnou osu snimace v dusledku pricného propojeni podélnych
vodicu tenzometru.

Zptsoby zapojeni tenzometrti do muistku

Aktivni a kompenzacni tenzometry jakoz i konstantni odpory mtuzeme v mustku
dle obr. 12.4 zapojit riznymi zptusoby a tim dosdhnout zesileni vystupniho signalu
a kompenzaci nezadoucich vlivii. Podle poc¢tu aktivnich tenzometri v mustku rozli-
Sujeme tii zakladni zplisoby zapojeni:

1. Ctvrtmistek s jednim aktivnim tenzometrem. Dalsi tii odpory mohou byt
tvoreny bud kompenza¢nimi tenzometry nebo pevnymi odpory.

2. Ptlmustek je tvoren dvéma aktivnimi tenzometry a zbyvajici dva odpory mo-
hou byt bud kompenzac¢ni tenzometry anebo konstantni odpory.

3. Plny (cely) mustek tvori ¢tyfi aktivni tenzometry. Vliv teploty a jinych neza-
doucich vlivii je u plného miistku kompenzovan.
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Prakticky postup pri tenzometrickych mérenich

P1i realizaci tenzometrickych méteni postupujeme v nasledujicich krocich:

1.

Vybér mist méreni a volba vhodnych typt tenzometri.

. Priprava povrchu souc¢ésti v mistech lepeni tenzometri. Povrch je nutno ocistit,

dikladné odmastit a vysusit.

. Nalepeni tenzometri na pfipravend mista. Pro nalepeni tenzometrii jsou vy-

robci dodavana specialni lepidla, kterd musi dokonale spojit tenzometr s po-
vrchem.

Ochrana tenzometru proti vlhkosti a mechanickému poskozeni. Vyrobci ten-
zometri jsou dodavany specialni kryci vrstvy a laky.

. Ptipojeni méticich pristroji. Kazdé métici misto musi mit v aparature vlastni

kanal se zesilovacem. Pred méfenim je nutno vystupni signal ocejchovat kalib-
ra¢nim signalem.

. Vlastni méfeni. Pfed kazdym métenim zkontrolujeme zapojeni vsech tenzo-

metra a mustky vyvazime. Provedeme nejdiive nékolik zatézovacich a odleh-
covacich cykli pro snizeni vlivu hystereze a dosazeni lepsi linearity vysledkt
méreni.

Vypocet napéti ze zmérenych deformaci

Na povrchu soucasti v misté nalepeni tenzometri muze vzniknout jednoosa nebo
dvojosa napjatost. Pro zplisob méreni a vyhodnoceni mohou nastat tii pripady:

1.

V méreném misté je jednoosda napjatost a smér hlavniho nenulového napéti
je znam. V tomto pripadé k méreni staci jednoduchy tenzometr, nalepeny ve
sméru tohoto hlavniho napéti a velikost hlavniho napéti vypocteme z Hookeova
zakona pro jednoosou napjatost

op=FEe;. (12.10)

.V méreném misté vznika dvojosy stav napjatosti a sméry hlavnich napéti

jsou znamy. V tomto pripadé je pro méreni vhodné pouzit tenzometricky kriz,
nalepeny ve smérech hlavnich napéti a velikost hlavnich napéti vypocteme
z obecného Hookeova zédkona pro rovinnou napjatost

 r (e1+pea), o9= - (22 + pe1) - (12.11)
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3.

V méfeném misté na povrchu soucasti je dvojosy stav napjatosti a sméry hlav-
nich napéti nejsou zndmy. V tomto pripadé pro urceni slozek tenzoru deformace
a napjatosti je nutno zmérit pomérné deformace alespon ve trech smérech. Pro
tato méfeni se pouzivaji tenzometrické ruzice (pravouhlé nebo rovnostranné).
Velikosti hlavnich pomérnych deformaci a jejich sméra muzeme urcit pocetné
anebo graficky z Mohrovy kruznice.

Pojmy k zapamatovani

experimentalni metody pruznosti dle fyzikalniho principu
klasické optické metody

metody koherenc¢ni zrnitosti

odporova tenzometrie

Wheatstonuv mustek

Kontrolni otazky

1.

2.

Ktera z modernich optickych metod je vhodna pro méreni velkych deformaci?
Muzeme meérit napéti primo?

Co je to interference svétla a u jakych metod se vyuziva?

Na jakém principu je zalozen tzv. opticky tenzometr?

Na cem je zalozena fotoelasticimetrie?

Co je to tenzometr?

Jaky material se pouziva k vyrobé odporovych tenzometra?

Které metody by jste doporucil pro stanoveni smért hlavnich napéti z divodu
spravného nalepeni tenzometrua?

Jakad metoda je vhodnd pro méteni odporovych zmén tenzometria pri dyna-
mickém méreni?
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Kapitola 13

Struény ivod do matematické
teorie pruznosti

Pruvodce studiem

Predmétem matematické teorie pruznosti je vysetrovani stavii napjatosti a defor-
mace obecného pruzného télesa.

Ulohy technické pruznosti a pevnosti (tak, jak byla prezentovana v predchozich ka-
pitoldch) obvykle pracuji s jednoduchymi télesy, jako jsou napriklad pruty, desky,
skorepiny aj. Tato nahradni vypocetni télesa vznikla zjednodusenim obecné zatize-
ného prostorového télesa na zakladé néjaké teorie. Diky tomuto vystacime s relativné
jednoduchym matematickym aparatem. Na druhou stranu vsak diky zjednodusenim
a predpokladim prichazime o ¢ast informace o napétové — deformacnim chovani te-
lesa.

Naproti tomu matematicka teorie pruznosti predpokldada obecna reseni napjatosti
a pretvoreni v libovolném misté télesa. Zavedeme-li vsak stejna zjednoduseni jako
v pripadé technického pristupu k problematice pevnosti a pruznosti, dostaneme ob-
vykle stejné vysledky, jako nam poskytlo technické reseni problémii.

Soustava zakladnich rovnic matematické teorie pruznosti je vsak obtizné resitelna
analytickymi postupy. Miizeme rici, Ze v uzavieném tvaru je resitelna jen mala sku-
pina problému. V pripadé, kdy neni znamo exaktni matematické reseni, je mozno
vyuzit reseni pomoci matematické analogie nebo vyuziti pribliznych numerickych
metod. V této kapitole, kterd je jen rychlym nastinem matematické teorie pruz-
nosti, se predpoklada znalost téchto zakladnich pojmii:

e napéti, napjatost v bodé télesa, slozky napéti, viz kapitola ¢. 2 a ¢. 3
e deformace, deformace v bodé télesa, slozky deformace, viz kapitola ¢. 4

e izotropie, homogenita ve vztahu k materialovym vlastnostem télesa, Hooketiv

zakon, viz kapitola ¢. 5
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Cile

Po prostudovani této kapitoly budete:
e chéapat zdkladni pojmy pruznosti a pevnosti v Sirsich souvislostech
e umét zjednodusit obecny problém na jedno- nebo dvoudimenzionalni
e seznameni s analytickymi postupy Teseni rovnic teorie pruznosti

e seznameni s moznosti numerického feseni rovnic teorie pruznosti

13.1 Predpoklady matematické teorie pruznosti
Predmétem matematické teorie pruznosti, jak bylo feceno vyse, je vysetfovani
stavli napjatosti a deformace obecného pruzného télesa. Soustava rovnic matema-
tické teorie pruznosti je odvozena za predpokladu izotropniho a homogenniho ma-
teridlu s dokonale pruznymi vlastnostmi. Déle se predpoklddaji pouze velmi malé

deformace. Rovnice rovnovahy jsou sestavovany na nedeformovaném télesu. Teorie
prvniho radu.

13.2 Zakladni rovnice matematické teorie pruzno-

st1

Ulohou teorie pruznosti je ur¢it v télese, vyplitujicim objem V a ohranitené
povrchem S, tTi pole.

Vektorové pole posunuti: u = {u, v, w}?.

Tenzorové pole pretvorent: € = {e,, &y, €2y Vay Vyzs Ve | -
’ . .. _ T

Tenzorové pole napjatosti: 0 = {0y, 0y, T2, Tuy, Tyzs Toa ) -

K urceni patnacti neznamych funkci mame soustavu zakladnich rovnic matema-
tické teorie pruznosti. Mizeme ji rozdélit na t¥i hlavni skupiny:

1. Rovnice rovnovahy.
2. Geometrické rovnice.

3. Fyzikélni rovnice.
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13.2.1 Navierovy rovnice rovnovahy

Prvni soustavu rovnic poskytuji podminky rovnovahy. Soustava rovnic vyjadiuje
podminky pro dosazeni statické rovnovahy v libovolné elementarni ¢astici télesa —
v bodé télesa. Mohou rovnéz vyjadirovat podminku rovnovahy podle d’Alembertova
principu v pripadé feseni dynamického déje. Ponévadz chceme urcit napjatost, ne-
staci napsat obvyklé podminky rovnovahy pro vnéjsi sily a reakce, ale je treba uvazit
rovnovahu kazdého libovolného bodu télesa.

g, +do,

1T ) —p
+dr Tt “’r_.-.-.-

ot |t
a. +do_j ’

- )'rf_ .+ ar_
— T T 1] r -
[ ry 4 “=*o tdo,

"{ ¢ I r., +dr, +dr,
» |Y

dy r -rr A /
¥ 2 2
dx l

(}'\

S

X

Obr. 13.1

Pri Teseni télesa v pravouhlych souradnicich rozeznavame dva tvary elementar-
niho télesa (bodu). Pro bod télesa, ktery lezi uvnit¥, lze uvazovat jeho tvar jako
elementarni krychli — viz obr. 13.1. Na povrchu télesa nemize (obecné) vzniknout
hranolek, bod zde si mizeme predstavit ve tvaru elementarniho ¢tytsténu. Povr-
chovy element muze byt uchycen (vazba) nebo zde muze pusobit vnéjsi zatiZeni.
Blize k okrajovym podminkam viz kapitola 13.3.

Kromé povrchového zatizeni muze na téleso pusobit objemova sila (hmotova sila).
Jeji slozky ve sméru os z, y, z budeme znacit X, Y, Z a jejich rozmér je jednotka
sily na jednotku objemu (napt. [N/m?]).

Podminku rovnovahy sil ve sméru osy x mizeme vyjadrit nasledujici rovnici

Or + 904 do | dydz — o,dydz + | 7y + %dy dodz = 7ypdrdat
ox dy

OT

0z

+ (sz + dz) dxdy — 7.,dxdy + Xdaxdydz = 0.
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Po tpravé, zkracenim elementarnim objemem dxdydz, ziskdme rovnici rovnovahy
ve sméru osy x. Obdobné muzeme sestavit rovnice rovnovahy pro nasledujici dva
sméry, tedy osu y a z. Vysledny systém rovnic mé pak nasledujici tvar

0o,  OTyy 0Ty
+

X=0
Ox oy 0z * ’
do, 0T,y OTyy

Y = 13.1
8y+8z+8x+ 0, (13.1)
Jo, 0Ty, 0Ty,

Z =0.
0z ox + dy + 0

Déle l1ze napsat statické podminky rovnovahy momentové. Tyto rovnice vsak pro
nas nepftinesou nic nového, protoze vyjadiuji jen zdkon o sdruzenosti smykovych
napéti, ktery byl jiz vysvétlen v kapitole 3.

Rovnice (13.1) musi byt splnény u libovolného télesa, jez je v rovnovaze.

13.2.2 Geometrické rovnice a rovnice kompatibility

Chceme-li popsat deformaci celého télesa, musime pro kazdy bod télesa A (z,
y, z) popsat polohu téz po deformaci A (x + u, y + v, z + w). Posuvy u, v, w jsou
spojitymi funkcemi soutadnic. Pozadavek na spojitost funkci vychazi z predpokladu,
ze spojitost télesa nebude béhem deformace porusena. V kapitole 4 byly uvedeny
rovnice pro deformace pruzného télesa — Cauchyho rovnice. Téchto Sest rovnic tvori
dalsi ¢ast systému rovnic obecné matematické teorie pruznosti. Pripomenme, ze
plati pouze pro malé deformace (velice orienta¢né cca do 1%). Pro zopakovani maji
nasledujici tvar

ou o (13.2)
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Sest slozek deformace je vyjadieno pomoci tii slozek posuvit (u, v, w). Slozky ten-
zoru pretvoreni tedy nejsou zcela nezavislymi funkcemi souradnic. Maji-li popisovat
deformace spojitého télesa, musi pro né platit deformacni podminky, které ziskame
tak, ze vylou¢ime posuvy z Cauchyho rovnic. Ziskdme tzv. rovnice kompatibility.
Rovnice kompatibility maji nasledujici tvar

0* Yy _ 0%c, N d%e,
orxdy  Oy*  Ox?’
vy, 0%y O,
oydz 022 + oy?’
82/77;30 . 625;; 62536
0z0x  Ox? * 022

82535 0 . a’sz a’yxz aymy |

(13.3)

dydz x| Oz Jy 0z |’

825?/ _ ﬁ _87z$ a’ny 4 871/2’_
020 Oy dy 0z or |’

D%, _ﬁ _8%:3/ _i_a’yzy +872w—
oxdy 0z | 0z oz dy |

Rovnice vyjadruji geometrickou spojitost deformovatelného télesa a musi byt
splnény nezavisle na tom, zda je téleso pruzné ¢i nikoliv. Nezapomenme vsak, ze
plati jen pro malé deformace. Lze dokazat, ze téchto Sest rovnic dostatecné vyjadiuje
podminku zachovani spojitosti télesa a neni mozno nalézt dalsi nezavislé rovnice
kompatibility jinou tpravou Cauchyho rovnic.

13.2.3 Fyzikalni rovnice

Slozky napéti, vstupujici do rovnic rovnovahy (Naviérovych r. r.) a slozky pretvo-
feni v Cauchyho rovnicich (popf. v rovnicich kompatibility) jsou navzajem vazany
Hookeovym zdkonem — viz kapitola ¢islo 5. Pripomenme vSak, ze tento vztah plati
pouze, je-li téleso pruzné, izotropni a homogenni

1
o= o n oy 4 o)),
1
Ey:E[Uy_N'(Ux+UZ)]a
1
=3 0. — - (0p +0y)], (13.4)
Tey = G"ngp
Tez = G"Y$Z7

Tyz = G - Vyz.
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13.3 Okrajové podminky

Rovnice (13.1), (13.2) a (13.4) jsou soustavou 15 rovnic (9 parcidlnich diferencial-
nich rovnic a 6 algebraickych rovnic), kterym musi vyhovovat napjatost a deformace
pruzného télesa. Soustava poskytuje obecné nekonecné mnoho teseni. Je nutno na-
jit to, které vyhovuje okrajovym podminkam. Rozezndvame dva druhy okrajovych
podminek.

Na hranici télesa mohou byt predepsany hodnoty slozek posuvi u, v, w. Takovéto
okrajové podminky predepisuji geometrickou vazbu télesa s jeho okolim. Proto se
tyto okrajové podminky nazyvaji geometrické okrajové podminky. Nékdy se téz
nazyvaji kinematické okrajové podminky.

Druhou skupinou okrajovych podminek jsou statické nebo taky silové okrajové
podminky. Okrajové podminky vyjadiuji statickou vazbu télesa s jeho vnéjsim oko-
lim. V tomto pripadé jsou predepsany hodnoty slozek vektoru vnéjsiho zatizeni.

Mize se vsak stat, ze na ¢asti povrchu jsou predepsany zaroven statické a ge-
ometrické okrajové podminky. Takové okrajové podminky se pak nazyvaji smisené
okrajové podminky.

13.4 Zakladni zptsoby reseni soustav rovnic

Reseni problémii pruzného télesa lze rozdélit na tii zakladni skupiny:

1. Prima metoda. Pruzné téleso je popsano svym tvarem (geometrii), jsou

zadany fyzikalni vlastnosti materidlu a je zatizeno objemovymi a vnéjsimi po-
vrchovymi silami. Ukolem je stanovit tenzorové pole napjatosti a pretvoreni
a vektorové pole posunuti v celém télese (uvnitf i na povrchu).
Soustavu rovnic mizeme tesit ttemi zptisoby — deformacni, silovou a smisenou
metodou. Deformacni metodou se tloha tesi ve slozkach posuvi u, v, w pti za-
danych geometrickych podminkach. Silovou metodou se tloha tesi ve slozkach
tenzoru napjatosti o, 0y, 0., Tay, Taz, Ty PIi zadanych silovych okrajovych
podminkach. U smisené metody jsou okrajové podminky obojiho druhu. Tato
skutecnost vyzaduje Teseni ve slozkach napéti i ve slozkach posuvi.

2. Inverzni metoda reseni. Pruzné téleso je popsdno geometrii a fyzikalnimi
vlastnostmi materidlu. Pfedepsano je pole napéti a posuvi. Ulohou je stanovit
vnéjsi zatizeni, kterd dana pole vyvolaly, poptipadé zjistit okrajové podminky,
kterym dané funkce pole napéti vyhovuji.

3. Poloinverzni metoda. Pro vyse zadané téleso jsou c¢asteéné zadany silové
veliciny a castecné zadany posuvy. Uvniti télesa jsou znamé pouze nékteré
slozky tenzoru napjatosti.
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Soustava rovnic pro urceni napjatosti a pretvoreni pruzného télesa je natolik
slozita, ze Tesenti lze ziskat jen pro jednoduché tvary téles a pro urcité typy okrajovych
podminek. Lze dokazat, ze pokud nalezneme teseni, které vyhovuje vSem rovnicim
matematické teorie pruznosti, je feseni jednoznacné.

13.5 Zjednoduseni tiloh matematické teorie pruz-
nosti

Reseni obecnych prostorovych tloh je velice obtizné. V mnoha pripadech mu-
zeme ulohu zjednodusit na dvojrozmérnou (rovinnou), poptipadé na jednorozmér-
nou. Timto dosahneme znac¢ného zjednoduseni popisu a Teseni tlohy.

13.5.1 Zjednoduseni na dvojrozmérny problém

Rovnice matematické teorie pruznosti se pro rovinny stav namahani znacné zjed-
nodusi, protoze vsechna napéti, deformace a posuvy jsou pouze funkcemi dvou pro-
meénnych x a y. Rozeznavame dva zakladni pripady — rovinna deformace, rovinna
napjatost.

Pripad rovinné deformace je dan podminkou, aby slozka posuvu v jednom sméru
byla nulova. Bude-li nulovy posuv ve sméru osy z, musi platit w = 0. V tomto pripadé
budou pole posuvi, pretvoreni a napjatosti nasledujici.

Vektorové pole posunuti: u = {u,v,0}T.
Tenzorové pole pretvoreni: € = {e,,&,,0,7zy,0,0}7.

Tenzorové pole napjatosti: o = {0y, 0y, 04, Tuy, 0,0}

Takovy stav deformace je priblizné dosazen u téles, jejichZ rozmeér ve sméru osy
z je prevladajici, tj. vyrazné vétsi nez v dalsich dvou smérech a vysetfovany pritez
je dostatecné vzdalen od konci télesa. Dalsi podminkou je, aby zatizeni piisobilo
ve sméru kolmém na osu z a soucasné nebylo funkei této souradnice. Jako priklad
muzeme uvést dlouhou tlustosténnou trubku zatiZenou vnitinim pretlakem — viz
obr. 13.2.
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Obr. 13.2

Pro pripad rovinné napjatosti je hlavni podminkou, aby vsechny slozky napéti,
piisobici na element télesa, byly rovnobézné s jednou rovinou. Slozky tenzoru na-
pjatosti ve sméru osy z jsou rovny nule a zkosy jsou nenulové pouze v roviné xy.
V tomto ptipadé budou pole posuvii, deformaci a napéti nasledujici.

Vektorové pole posunuti: u = {u, v, w}?.
Tenzorové pole pretvorent: € = {e,, &y, €., Vay, 0,0}7.

Tenzorové pole napjatosti: o = {0, 0,0, 74, 0,0}7.

Popsany stav napjatosti se napriklad vyskytuje v tenké desce — viz obr. 13.3.

Obr. 13.3
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13.5.2 Zjednoduseni na jednodimenzionalni ilohu

Jednorozmérné téleso (tyCové téleso) je takové, jehoZ jeden rozmér (napr. ve
sméru osy x) je o mnoho vétsi nez ostatni dva. Soucasné silové zatizeni je aplikovano
pouze ve sméru prevladajictho rozméru. Tento ptripad odpovidd namédhani prutu
tahem a tlakem —viz obr. 13.4. V tomto pripadé budou pole posuvi, pretvoreni
a napjatosti néasledujici.

Vektorové pole posunuti: u = {u,0,0}*.
Tenzorové pole pretvoreni: € = {e,,¢,,¢,0,0, 0}7.

Tenzorové pole napjatosti: o = {0,0,0,0,0,0}7.

o

Obr. 13.4

Nosnikové téleso je podobné tycovému jednorozmérnému télesu. Rozdil je zde
ve zpusobu zatizeni. Zatizeni zde lezi ve sméru kolmém k ose télesa. Takze bude li
osa télesa (prevlddajici rozmér télesa) ve sméru osy x, pak pruhyb bude ve sméru
osy y (popf. z). Zavedeme-li stejnd zjednoduseni jako v kapitole 8, dojdeme aplikaci
MTP k rovnicim, popisujici Euler-Benoulliho nosnik (tenké stihlé nosniky). Jedna
se o nejjednodussi model nosnikového télesa.

Obdobné miizeme ziskat rovnice pro vypocet napétové-deformacni odezvy pro
deskova a skorepinova télesa. Takovato télesa maji prevladajici dva rozméry (napf.
ve smérech = a y) a zatiZend jsou ve sméru tietim. Toto vSak prekracuje probiranou
latku zakladniho kurzu pruznosti a pevnosti.



244

Strucny tivod do matematické teorie pruznosti

13.6 Numerické metody

Vztahy obecné matematické teorie pruznosti predstavuji systém patnacti rov-
nic. Spolu s okrajovymi podminkami nam popisuji napétové — deformacni chovani
pruzného télesa. Je dokazano, ze pokud takovéto reseni nalezneme, jednd se o je-
diné feseni. Zasadnim problémem ovSem je takovéto Teseni nalézt. ReSeni v uzavie-
ném tvaru lze nalézt pouze pro ,jednoducha” télesa s , jednoduchymi” okrajovymi

vvvvvv

numerickych metod.

Vyhodou exaktniho feseni v uzavieném tvaru je, Zze pokud nalezneme teseni,
ziskame obecnou funkéni zavislost mezi vstupnimi a vystupnimi parametry reseného
problému. Uloha se fes{ jednou a pii zméné jednotlivych parametri se pouze dosadi
do ziskaného ,predpisu”. Naproti tomu pti numerickém teseni musime provadét cely
vypocet pokazdé, kdyz dojde ke zméné jednotlivych parametri.

Bezesporu nejpouzivanéjsi metodou je metoda koneénych prvkia (MKP). Pro tuto
ware. V soucasné dobé mezi nejrozsirenéjsi konecno—prvkové resice bezesporu patii
NASTRAN, ABAQUS, ANSYS, aj. Konstruktér, popt. vypoctar dnes jiz vétsinou
neprogramuje vlastni resi¢, ale pravé vyuziva jiz existujici software. Jeho hlavnimi
ukoly jsou spravné zadani vstupnich dat a spravné vyhodnoceni ziskanych vysledkii.
Tato préace je velmi zodpovédna a vypoctar musi mit znalosti v daném oboru, v na-
sem pripadé informace o problematice pruzného télesa, aby odhalil pripadné nesrov-
nalosti a dokazal spravné vyhodnotit ziskané vysledky. Soucasné musi mit alespon
zékladni znalosti o pouzité numerické metodé a dobre ovladat pouzity vypocetni
software. Je mylné se domnivat, ze vSe za nas provede pocita¢. S nadsazkou lze
fici, ze pocitac je pouze ,lepsi” kalkulacka. Pro praci se zadavanim a vyhodnocova-
nim dat jsou dostupné pokrocilé programy tzv. pre— a post— procesory, jmenujme
napiiklad program PATRAN.

Pred prichodem MKP se v hojné mite pouzivala tzv. metoda siti. Dalsi oblibenou
metodou je metoda hrani¢nich prvka (MHP). Budoucnosti by mohly byt napriklad
tzv. bezsitové metody (Mesh Free Method). Numerické metody se rychle rozvijeji
a jen cas ukaze, které postupy jsou nejvyhodné;jsi.

13.7 Zavér

V této kapitole byly prezentovany zakladni poznatky matematické teorie pruz-
nosti, formulované pro pruzné homogenni a izotropni téleso. Kapitola slouzi pouze
k ziskani zakladnich informaci o obecné teorii pruznosti, kterd bude déle rozvijena
v dalsich predmétech oborového studia. Soucasné zde byla nastinéna problematika
numerickych vypocti.
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Priklad 13.1. Priklad pouziti matematické teorie pruznosti pri reSeni jedno-
rozmérného pripadu — blize viz kapitola 1. Predstavme si tenky prut, jez je nahore
pevné vetknut a je zatizen pouze vlastni tihou — viz obr. 13.5. Dana je geometrie
prutu — jeho délka L, pritez S. Materidlové vlastnosti jsou popsany modulem pruz-
nosti F a hustotou p. Tihové zrychleni je g. Ukolem je uréit prodlouZeni prutu, jeho
deformaci a napjatost v libovolném bodé télesa.

AN

]

Obr. 13.5

Jedna se o primou metodu. ResSeni provedeme pomoci deformacéni metody —
primarni nezndmé jsou posuvy. V nasem pripadé bude primarni veli¢inou posuv u.
Jednotlivé rovnice MTP se redukuji na nésledujici tvary.

Rovnice rovnovahy

do,

X =0.
d37+

(P1)
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Geometrické rovnice

du
€p = —.
dx
(P2)
Fyzikélni rovnice (Hookuv zakon)
0, = Fe,.
(P3)
Dosazeni rovnice (P2) do rovnice (P3) vede ke vztahu
du
. =E—.
7 dx
(P4)
Derivaci posledni rovnice dle x a dosazenim do rovnice (P1) ziskdme
d*u
E—+X=0.
dz? -
(P5)

Pfipometime, Ze X je objemova sila na jednotku objemu [N/m?]. U naseho pfi-
padu je objemova sila
X =pg.

Dosadime-li do relace (P5), ziskdme rovnici

d%u
F— =0.
122 + pg

(P6)

Pro konzistenci s jednorozmérnou tulohou muzeme ziskanou rovnici vynasobit

plochou prurezu S, tedy

d?u

ES— =0.
de2+pgS 0

(P7)
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Druhy ¢len v této rovnici predstavuje silu na jednotku délky [N/m]. Tato rovnice
spolecné s okrajovymi podminkami popisuje chovani naseho problému. NapiSme
okrajové podminky.

Ty¢ je v horni ¢asti vetknuta. V misté x = 0 je tedy predepsana kinematicka
okrajova podminka. V matematickém tvaru ji miizeme zapsat nasledovné

(P8)

Na druhém konci neni predepsana zadna kinematickd vazba. Proto zde musi byt
predepsana silova okrajova podminka. Na volném konci neptisobi zadna sila, a proto
zde okrajova podminka ziskdva s pouzitim vyrazu (13.4) tvar (P5)

du(x = L)

E
dx

=0.

(P9)

Nyni fesme diferencialni rovnici (P7). Upravou a dvoji integraci ziskdme vyraz
(P10) a (P11)

du
@ = —p—Eg.Z' + Cl,
(P10)
pg
U = —EE +CLT+CQ-
(P11)

Aplikaci okrajovych podminek (P8) a (P9) na rovnice (P10) a (P11) ur¢ime
integracni konstanty

L
CQIO.

Vysledny vyraz pro posuv u je
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(P12)

Vyraz pro deformaci ziskdme derivaci rovnice (P11) dle proménné z tak, jak to
predepisuje geometrickd rovnice (P2). Ziskdme vyraz

€y = %(L — ).
(P13)
Posledni nezndmou je napéti v ty¢i. Ziskdme ho dle prepisu (P3)
op = pg(L — ).
(P14)

Timto jsme vytesili zadany problém. Tyto vysledky miize ¢tenar srovnat s vy-
sledky v kapitole ¢. 6.

' Priklady k procviceni

Vzhledem k tomu, ze tato kapitola slouzi pouze k strué¢nému nastinéni mate-
matické teorie pruznosti, nejsou v této kapitole uvedeny ptiklady k procviceni.
Specializované obory se seznami detailnéji ve vyssich roc¢nicich s uzitim matema-
tické teorie pruznosti a prohloubi si znalosti z tohoto oboru. Pro ostatni studenty
bude mit tato kapitola prinos v predmétech, zabyvajicich se numerickym reSenim
napétové—deformacniho chovani soucéasti a strojnich uzla.

> Pojmy k zapamatovani

e rovnice rovnovahy

e geometrické rovnice

e fyzikalni rovnice

e rovnice kompatibility

e silové okrajové podminky

e kinematické okrajové podminky

e numerické metody
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Kontrolni otazky
1. Co je predmétem matematické teorie pruznosti?
(a) Reseni rovnic, popisujicich chovani tuhého télesa pii zatiZeni vnéjsimi
silami.
(b) Popisuje vztah mezi vnéjsim zatizenim a vnitinimi silami.
(c) VysSetrovani stavi napjatosti a deformace obecného pruzného télesa.

2. Jaké pole je pole napjatosti?

(a) Tenzorové.
(b) Vektorové.
(c) Skaldrni.

3. Co vyjadruji rovnice kompatibility?

(a) Geometrickou spojitost deformovatelného télesa.
(b) Rovnovéhu libovolného bodu télesa.

(¢) Geometrickou nespojitost deformovatelného télesa.



250

n

Literatura

Lenert, J.: Pruznost a pevnost 1. 3. vydani, Skriptum FS VSB-TU Ostrava,
2009, 142s. ISBN 978-80-248-2111-5

Kuba, F.: Pruznost a pevnost (zakladni ¢dst). Skriptum FS VSB-TU Ost-
rava,1976. 385s.

Trebunia, F.; Sim¢ék, F.; Jurica, V.: Pruznost a pevnost I.. VIENALA Kosice,
2000.

Kréal, O.; Frydrysek, K.; Adamkova, L.:. Priklady z pruznosti a pevnosti
I (¢dst 2.). Fakulta strojni VSB-TU Ostrava, 2008. 124s. Skriptum. ISBN
978-80-248-1826-9

Vable, M.: Mechanics of Materials, Second Edition [online]. Mi-
chigan Technological University. 2010. [cit. 2011-1-19]. Dostupny z:
http://www.me.mtu.edu/mavable/MoM2nd.htm.

Hoschl, C.: Pruznost a pevnost ve strojnictvi.. SNTL Praha, 1971. 376s.
Timosenko, S.: Pruznost a pevnost I.. SNTL Praha, 1951. 324s.

Lenert, J.: Pruznost a pevnost II. 1.vydani. Skriptum FS VSB-TU Ost-
rava,1998. 173s. ISBN 80-7078-572-3

Kuba, F.: Teorie pruznosti a vybrané aplikace. SNTL Praha, 1977. 288s.
Timosenko, S.: Pruznost a pevnost II.. SNTL Praha, 1951. 424s.
Miroljubov, I. N. a kol.: Reseni iloh z pruznosti a pevnosti. SNTL, 1976.

Strnadel, B.: Resené piiklady a technické tdlohy z materidlového inZenyrstvi.
VSB-TU Ostrava, 1998, 334 s.

Frydrysek, K.; Adamkova, L.: Mechanics of Materials 1 — Extended Edition
(Introduction, Simple Stress and Strain, Basic of Bending). skriptum, Faculty of
Mechanical Engineering, VSB-Technical University of Ostrava, Ostrava, ISBN
978-80-248-1914-3, Ostrava, 2008, Czech Republic, pp.203.



Literatura

251

[14]

[15]

[21]
[22]
[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

28]

Frydrysek, K.: Pravdépodobnostni vypocty v mechanice. Katedra pruznosti
a pevnosti, FS VSB-TU Ostrava, ISBN 978-80-248-2314-0, Ostrava, 2010,
pp-149.

Frydrysek, K., Marvalova, B., Jagrova, J.: Vybrané kapitoly z pruznosti a plas-
ticity 1. Faculty of Mechanical Engineering, VSB-Technical University of Ost-
rava, Ostrava, ISBN 978-80-248-1855-9, Ostrava, 2008, Czech Republic, pp.127.

Trebuiia, F.; Simé&k, F.: Odolnost prvkov mechanickych sustav. Kosice: Emi-
lena, 2004. 980 s. ISBN 80-8073-148-9.

Kuba, F.: Pruznost a pevnost. VSB-Technicka univerzita Ostrava, Ostrava,
1982. 385 s. Skriptum.

Hajek, E.; Reif, P.; Vanlenta, F.: Pruznost a pevnost I.. 1.vydani. Praha: SNTL,
1988. 432 s.

Fuxa, J.: Kritéria pevnosti, experimentalni zarizeni a metodika zkouseni. Teze
inaugurac¢ni prednasky v oboru ,Technickd mechanika”, Katedra pruznosti
a pevnosti, FS VSB-TU Ostrava, Ostrava, 2001, pp.22.

Rojicek, J.: Statické hypotézy pevnosti. Disertacni prace v oboru ,,Aplikovana
mechanika”, Katedra pruznosti a pevnosti, FS VSB-TU Ostrava, Ostrava, 2007,
pp.-141.

http://www.failurecriteria.com/
http://classes.mst.edu/ide120/lessons/failure/theories/index.html

Frydrysek, K.; Lenert, J.: Mechanics of Materials, (compendium). HFG VSB-
TU Ostrava, Ostrava, 2005, pp.63.

Puchmajer, P.: Stabilita pruznych soustav. Ceské vysoké uceni technické
v Praze, 1987. 104 s.

Sejnoha, J. — Bittnarova, J.: Stabilita skorepin. Ceské vysoké uéeni technické
v Praze, 1999. 45 s. ISBN 80-01-020168-9.

Kucera, J.: Uvod do mechaniky lomu. Nestabilni lom ocelovych téles pii sta-
tickém a dynamickém zatizeni. VSB-TU Ostrava,2006. 297s. Skriptum. ISBN
80-248-1268-1.

Kudera, J.: Struény tvod do mechaniky lomu. II.¢dst. Unava materidlu. VSB—
TU Ostrava,1994. 297s. Skriptum. ISBN 80-7078-244-7

Dowling,N.E.: Mechanical behavior of materials. Engineering Methods for De-
formation, Fracture and fatigue. Third edition. Pearson Prentice Hall,2007.
ISBN 0-13-186312-6.



252

Literatura

[29]

[30]

31]
32]

[33]

[34]

[35]

[36]

Vlk a kol.: Experimentdlni mechanika [online]. VUT Brno, s.119-123. [cit.
2011-1-19]
http://www.umt-old.fme.vutbr.cz/_studium__/opory/Experimentalni_me-
chanika.pdf

Macura P.: Experimentalni metody v pruznosti a plasticité. Skripta FS VSB-
TU Ostrava, Ostrava, 2001.

Doyle J. F.: Modern Experimental Stress Analysis. Wiley InterScience, 2005.

Trebunia, F. — Siméak, F.: Prirucka experimentilnej mechaniky. TypoPress,
Kosice. Strojnicka fakulta TU v Kosiciach. 1526s. ISBN 970-80-8073-816-7

Lenert, J.: Zaklady matematické teorie pruznosti. Ostrava 1997: VSB-TU Os-
trava, 1997, ISBN 80-7078-437-7

Némec, J.; Dvorak, J.; Hoschl, C.: Pruznost a pevnost ve strojirenstvi, Tech-
nicky priivodce 69.. SNTL, Brno, 1989.

Bittnar, Z.; Sejnoha, J.: Numerické metody mechaniky 1. Vydavatelstvi CVUT,
Praha, 1992.

Lenert, J.: Uvod do metody konecnych prvkd. VSB-TU Ostrava, 1999, ISBN
80-7078-686-8



253

Rejstrik

analytickd metoda, 155
Castiglianova véta, 88

elementarni krychle, 32
Eulerova hyperbola, 196
Eulerova metoda tezu, 29
Eulerovo kritérium stability, 193

Gerberova parabola, 213

Goodmanova ptimka, 213

gradient napéti
bezrozmérny, 207
pomérny, 207

Haightiv diagram, 212
Haightiv prostor, 176
Hooketiv zakon
obecny, 79
prosty smyk, 77
prosty tah, 74
hypotézy pevnosti
Beltrami, 183
Guest, 180
HMH, 184
Mohr, 178
Rankine, 177
Saint-Venant, 182

Jasinského vzorec, 197

kvadratické momenty plochy, 14
deviacni, 16
osové, 16
polarni, 17
statické, 15

<

logaritmické pomérné prodlouzeni, 73

material
homogenni, 70
isotropni, 70
metoda konecénych prvki, 244
metody experimentalni pruznosti
elektrické, 221
odporova tenzometrie, 225
hybridni, 222
krehké laky, 222
optické, 222
fotoelasticimetrie, 223
holografické, 224
moiré, 223
optické interferometry, 223
stereofotogrametrické, 224
stereometrické, 224
rentgenografie, 222
termalni emise, 222
ultrazvukové, 222
mez kluzu
smluvni, 74
vyrazna, 74
mez pevnosti, 76
mezni Stihlost, 197
modul pruznosti
v tahu, 74
ve smyku, 78
Mohrova kruznice, 44

neutralni osa, 143
okrajové podminky, 240

pevnost, 12
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Poissontv zédkon, 75 zkos, 60
pomérna deformace, 60 zkrut, 126
princip superpozice, 13

prut, 14

pruznost, 12

prurezovy modul
v krutu, 23
v ohybu, 23

redukovana délka prutu, 195
redukované napéti, 175
rovinna deformace, 241
rovinna napjatost, 242
rovinny ohyb, 137
rovnice
fyzikalni, 239
geometrické (Cauchyovy), 62
kompatibility, 239
rovnovéhy (Navierovy), 237
rovnice pruhybové cary, 152

Saint-Venanttv princip, 33
Schwedlerova véta

druha, 139

prvni, 139
sdruzenost smykovych napéti, 45
Smithtv diagram, 213
Steinerova véta, 19

tenzometry, 225
elektrické, 226
indukéni, 226
kapacitni, 226
odporoveé, 226
tenzor napjatosti, 41
tenzor pretvoreni, 63
teplotni roztaznost, 83
Tetmajertv vztah, 197

vnitini silové ucinky, 137

Wohlerova ktivka, 209
Wheatstonetuv mustek, 229
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