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Predmluva

Vazeny ctenari,
predlozeny text se vaze ke stejnojmennému modulu vytvoreného v ramci feseni projektu

,Matematika pro inZengry 21. stoleti— inovace vyuky matematiky na technickych skoldach v
novych podminkdch rychle se vyvijejici informacni a technické spolecnosti“.

V textu jsou vylozeny zékladni partie tykajici se abstraktnich prostori, prostorti funket,
prostortu distribuci a jejich aplikace na feseni tloh pro eliptické, parabolické a hyperbolické
parcialni diferencialni rovnice.

Cilem predkladaného textu je vysvétlit, Ze existence a nasobnost Teseni okrajovych
uloh parcidlnich diferencialnich rovnic zavisi na funkénim prostoru, v némz tato reseni hle-
dame. Ctenar bude sezndmen se zakladnimi poznatky z teorie prostortt diferencovatelnych
funkci, integrovatelnych funkeci, teorii distribuci a teorii Sobolevovych prostort. Teoretické
poznatky jsou pak aplikovany pri studiu existence feseni zakladnich typt diferencidlnich
rovnic. Zakladnim pojmem, na kterém stavime, je distribuce.

Text byl vysdzen pomoci sazeciho systému TEX ve formatu pdf BTEX.

Tento a také ostatni vyukové materidly vzniklé (a nadéle vznikajici) v rdmci projektu
Matematika pro inzenyry 21. stoleti 1ze najit na strankach http://mi21.vsb.cz/.

V Plzni 30.8. 2011 Jiti Benedikt a Petr Girg
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KAPITOLA 1

Abstraktni prostory a prostory funkci
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1.1. Abstraktni prostory

1.1.1. Topologicky prostor. V nasledujicim textu uvazujeme systémy { A; };e; prvka
néjaké mnoziny B (Vi € I : A; € B) popsané pomoci indexu i z mnoziny I, kterd muze byt
spocetnd i nespocetnd. Systém {A;};c; chdpeme jako zobrazeni I — B, které indexu ¢ € [
pritadi prvek A; € B. Je-li I = N, pak {A;}ien je posloupnost prvki v B a zapisujeme to
téz jako {A4;}52,. Je-li I = {1,2,..., M} kone¢nd podmnozina N, piSeme {A;},. V tomto
textu je vétsinou I C R.

Definice 1.1 (Topologie, topologicky prostor, spojitost, [13], Definice 1.2). Necht X je
neprazdna mnozina.

(1) Systém T C 2% podmnozin mnoZiny X se nazyva topologie na X, ma-li nasledujici
tTi vlastnosti

(THO0eTaXeT.
M

(T2) YM e NV{V;}M, cT: N VieT.
=1

(T3) Y{Vataer € T (indexovd mnozina I muze byt konecnd, spoCetnd i nespo-
Cetnd), plati |J Vo, € T.
acl

(2) Je-li T topologie na X, nazyvame (X, T) topologicky prostor a prvky systému T
nazyvame otevrené mnoziny v X.

(3) Jsou-li X,Y topologické prostory a f: X — Y zobrazeni X do Y, fikdme, ze f
je spojité pravé tehdy, kdyz pro kazdou otevienou mnozinu V' C Y je jeji vzor
S~ (V) oteviend mnozina v X.

Definice 1.2 (Uzavienost a kompaktnost, [13], Definice 2.3). Necht (X, T) je topologicky
prostor .

(1) Mnozina E C X je uzavrend, jestlize X \ E € T

(2) Uzdvér E mnoziny E C X je nejmensi uzaviend podmnozina X obsahujici F
(nejmensi ve smyslu inkluzi).

(3) Mnozina K C X je kompaktni, jestlize pro kazdy systém {V,}aer € T: K C
Uaes Va existuje koneény podsystém, jehoZ sjednocent obsahuje K. (Rikdme, Ze z
kazdého pokryti kompaktni mnoziny K otevienymi mnozinami lze vybrat konecéné
podpokryti).

(4) Jestlize K je kompaktni mnozina, nazyva se kompaktni prostor .

(5) Okoli bodu x € X je kazdd U € T takova, ze x € U.

(6) (X, T) je Hausdorffiv prostor, jestlize plati:

Vp,q e X3UVeT:ptq= (peU)A(qeV)ANUNV =0)

(tzv aziom oddélitelnosti dvou bodi).
(7) X je lokdlné kompakini, jestlize

Vee X3U € T:x € UAU je kompaktni .
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Poznamka 1.3. Kompaktnost hraje tstfedni roli v aproximaci. Vétsina metod hledani
feSeni je na aproximaci a postupném priblizovani k feseni zaloZzena. Proto nas bude velmi
zajimat charakterizace kompaktnosti podmnozin v rznych prostorech.

Topologii 7T lze ¢asto vyjadrit pomoci mensi mnoziny zvané baze.

Definice 1.4. Bdze topologického prostoru (X,7T) je soustava otevienych mnozin B C T
takova, ze kazda otevienda mnozina A € T se da zapsat jako sjednoceni prvka v B, tj.

VA€ THrataer CB: A=|Ja.
iel
Definice 1.5. Necht’ (X, 7) je topologicky prostor, {u;};£> C X je posloupnost bodi z
X au € X. Jestlize ke kazdému okoli G bodu z existuje index ng € N takovy, ze u, € G
pro viechna n > ng, fekneme, Ze posloupnost {u;};=% konverguje k bodu u € X a piSeme
x, — x v (X, T) nebo lim; o, u; = u, pripadné také

(X,7)
Ty —> .
1.1.2. Metricky prostor.

Definice 1.6. Necht X # () je libovolnd mnoZina a p: X x X — [0,+00) spliiuje pro
vSechna z,y € X podminky

(MT1) p(z,y) =0z =y,

(MT2) p(z,y) = p(y, ) (symetrie),

(MT3) p(z,y) < p(x, 2) + p(z, z) (trojihelnikovd nerovnost ).

Potom zobrazeni p fikdme metrika a dvojice (X, p) se nazyva metricky prostor.

Poznamka 1.7. Metricky prostor je zaroven topologickym prostorem. Na metrickém pro-

storu X uvaZujeme tzv. zobecnéné koule B(zx,r) i {y € X: p(z,y) < r} se stredem
x € X a polomérem r > 0. Topologie T na metrickém prostoru je pak mnozina vSech moz-
nych sjednoceni zobecnénych kouli. Této topologii fikame topologie indukovand metrikou
p. Bazi topologie indukovanou metrikou je pak systém vsech otevienych kouli B(z, ), kde
x probihd vSechny prvky X a r probihd interval (0, +00).

Véta 1.8. Posloupnost proki {u; }32, C X konverguje v metrickém prostoru (X, p) k proku
u € X (v topologii indukované metrikou p) pravé tehdy, kdyz plati

Ve >03dno e NVn € N: n > nyg = p(u,u,) <e.

Definice 1.9. Rekneme, Ze posloupnost prvki {u;}°, C X je cauchyovskd v metrickém
prostoru (X, p), pokud plati:

Ve >0dng € NVm,n € N: m,n > ng = p(um, un) < €.

Definice 1.10. Rekneme, Ze metricky prostor (X, p) je tiplngj, pokud kazda cauchyovska
posloupnost konverguje k néjakému prvku tohoto prostoru.
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Definice 1.11. Zobrazeni A: X — X se nazyva kontrakce, pokud existuje 0 < o < 1
takové, ze pro vSechna x,y € X plati

p(Az),Ay) < ap(z,y).

Nasledujici tvrzeni je klicové v mnohych dikazech existence feSeni operatorovych rov-
nic (specidlné parcialnich diferencidlnich rovnic) a zaroven podtrhuje vyznam dplnosti pro-
storu. Proto i pTes jeho notorickou znamost mezi matematickou verejnosti si zde dovolime
provést dukaz.

Véta 1.12. Necht (X, p) je neprazdny uplng metricky prostor a A: X — X je kontrakce
na X. Pak existuje pravé jeden prvek x € X takovy, zZe A(x) = x.

Diikaz. Nejprve definujeme rekurentni posloupnost z,.1 = A(x,), n € Na zy € X je
libovolny prvek. Nyni ukazeme, ze tato posloupnost je cauchyovska. To ukazeme snadno
z trojuhelnikové nerovnosti a faktu, ze A je kontrakce. Zvolime € > 0 a hledame
prislusné ng € N. Necht m,n € N. Bez Gjmy na obecnosti lze predpokladat, ze m > n
(symetrie p):

P(Tm, Tn) < p(Tmy Tm1) + P(Tme1, Tmz) + -+ + p(Trg1, Tp) =
P(A(Zm-1), A(@m—2)) + p(A(@m—2), A(@m-3)) + -+
+ooee 4+ P(A(xn)7 A(xn—1>) <

O[p(l‘m—la xm—?) + ap($m—2> xm—S) + -+ Oép(l“m xn—l) S

m—2

< o™ p(zy, w0) + ™ 2p(ay, 20) + -+ ap(wr, 1) <

T —a"plen,a0) < T plar,zo)

11—«
Protoze lim,, % = 0, 1ze najit ng € N tak, Ze pro vSechna n > nq plati:

n

0<

< €.
1—Ozp(m1’x0) €

Tudiz je posloupnost cauchyovska. Protoze podle predpokladu je prostor X tplny, konver-
guje posloupnost x, k né¢jakému prvku x € X. Zrejmé plati

p(A(2), A(zn)) < ap(z,zn)

kde x, — z. Proto téz A(x,_1) — A(z). Z vySe uvedenych konvergenci a rekurence

Vn e N: A(z,_1) = x,
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jiz plyne
Alz) ==x.
Jednoznacnost plyne opét z vlastnosti kontrakce. Necht z,y € X: x # y a zaroven
A(x) =z, A(y) = y. Potom

p(A(x), A(y)) < ap(z,y) = ap(A(z), A(y))
coz jespor s 0 < a < 1. ]

Definice 1.13. Necht’ (X, p) je metricky prostor. O mnoziné M C X Tfekneme, Ze je v
prostoru (X, p) hustd, jestlize M = X, naproti tomu o M fekneme, Ze je ridkd, jestlize
X \ M je husta. Déle fekneme, ze mnozina M C X je 1. kategorie, jestlize M = U2, M,
kde M, jsou tidké v X a ze mnozina M C X je 2. kategorie, jestlize M neni 1. kategorie.

Nasledujici véta ma zajimavé dusledky, s nimiz se seznamite pozdéji.

Véta 1.14 (Baire, RupIN [14]). Necht’ (X, p) je aplnyg metricky prostor a M C X je
libovolnd otevrend a neprdzdnd podmnoZina. Pak M je 2. kategorie v X. Specidlné X je 2.
kategorie sam v sobé.

Definice 1.15. Metricky prostor se nazyva separabilni, jestlize v ném existuje spocetna
husta podmnozina.

Véta 1.16. Metricky prostor (X, p) je separabilni, prdvé tehdy, kdyz existuje spocetnd baze
topologie indukované metrikou p.

1.1.3. Linearni prostor.

Definice 1.17. Linedrni prostor nad R (C; obecné nad libovolnym télesem F) je mnozina
X spolecné se dvéma operacemi: séitdni - + -: X x X — X a ndsobeni redlnym (komplex-
nim) ¢islem (obecné prvkem télesa F): R x X — X. Tyto dvé operace spliuji axiomy: Pro
vSechna a,b € R (C; obecné F) a u,v,w € X:

(LP1) Jo € X Vv € X: v+ 0 =wv. Prvek o se nazyva neutrdlni prvek nebo nulovy vektor.

(LP2) Yo € X Jw € V: v+ w = o. Prvek w se nazyva opacny prvek k prvku v.

(LP3) Vu,v,w € X: u+ (v+w) = (u+v) +w.

(LP4) Vu,v € X: u+v=v+u.

(LP5) Vu € X Va,b € R (C; obecné IF): a (bv) = (ab)v.

(LP6) Yu € X: 1v = v, kde 1 je ¢islo jedna (v obecném pripadé jednotkovy prvek télesa

(LP7) Yu,v € XVa € R (C; obecné F): a(u+v) =au+awv.

(LP8) Yu € XVa,beR: (a+b)u=av+bu.

Nebudeme zde rozvadét obsahlou teorii linearnich prostoru. Axiomy jsme zde uvedli
jen pro zopakovani. Kazdy ¢tenar by mél umét dokazat tato tvrzeni.
(1) Kazdy linearni prostor ma pravé jeden nulovy prvek.
(2) Pro kazdy prvek u € X existuje pravé jeden opacny prvek a tento opacény prvek
je roven (—1)u.
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1.1.4. Normovany linearni prostor, Banachtiv prostor.

Definice 1.18. Necht X je linedrni prostor. Nezédporna funkce || - ||x: X — [0, +00) se
nazyva norma na linearnim prostoru X, spliuje-li axiomy

(N1) Vu € X: ||Ju]|x =0 = u = o, kde o0 je neutralni prvek X,

(N2) Yu € XVk € R: ||kul|x = |&] ||ux,

(N3) Vu,v € X: u+vlx < [luflx + [lvllx.

Nezépornd funkee || - | x: X — [0, 400) splijici (N2)-(N3) se nazyva seminorma na line-
arnim prostoru X.
Dvojici (X, || - ||x) nazyvame normovany linedrni prostor.

Normovany linedrni prostor je metricky prostor s metrikou d(u,v) o lu — v|x. Jako
kazdy metricky prostor je to tedy i topologicky prostor. V teorii parcialnich diferencialnich
rovnic se nejcastéji pottebuji uplné normované prostory, proto maji sviij nazev, rika se jim
prostory Banachovy na pocest polského matematika Stefana Banacha.

Definice 1.19. Necht (X,| - ||x) je normovany lineirni prostor. Rekneme, Ze je tento
prostor Banachiv, pokud je vzhledem k metrice d(u,v) o |lu — v||x Uplny, tj. kazda
cauchyovska posloupnost prvkiu {u,}5>, € X v normé || - ||x konverguje v téze normé k

néjakému prvku u € X.

Poznamka 1.20. Zkuste si sami odpovédét na otdzku, proc se v analyjze nejcastéji potrebuji
Banachovy prostory. Svoji odpovéd zdiuvodneéte.

Na jednom prostoru muze byt definovano vice norem.

Definice 1.21. Necht X je linearni prostor, || - |[1: X — [0, +00), || - [[2: X — [0,+00)
jsou zobrazeni spliujici axiomy normy [((NDH(N2){(N3)[na X. Rekneme, %e normy | - ||; a
| - ||2 jsou ekvivalentni, pokud existuji konstanty C' > ¢ > 0 takové, ze plati

(1.1) Vu € X cllully < fluflz < Cllulh

Poznamka 1.22. Snadno se ovéri, ze se jedna o relaci ekvivalence na tiidé zobrazeni spl-
nujicich axiomy [((N1)H(N2)H(N3)|na X. Takze nazev ekvivalence norem na X je opravnény.

Véta 1.23. Ekvivalentni normy na X indukuji tutéz topologii T na X (tj. otevrené mnoZiny
vzhledem k jedné z ekvivalentnich norem jsou otevrené i vzhledem k druhé a naopak).

Ve svétle predchozi véty, je pak vétSinou nasim cilem v ramci systému ekvivalentnich
norem najit takovou, se kterou se ndm bude nejlépe v daném pripadé pracovat.

Definice 1.24. Necht jsou dédny dva Banachovy prostory X s normou ||-||x a ¥ s normou
| - ||y. Rekneme, Ze prostor X je spojité vnoren do prostoru Y, pokud plati:

(1.2) X CY

(1.3) AC >0Vue X ully < C|lu|x-

Tento fakt symbolicky zapisujeme X — Y a této relaci mezi X a Y tikame spojité vnoreni
X doV.
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Pokud je navic identické zobrazeni Id : X — Y, u — u kompaktni, fekneme, ze prostor
X je kompaktné vnoren do prostoru Y (pozor u se sice zobrazi na u, ale ve vychozim
prostoru X je obecné jind topologie nez na cilovém prostoru Y). Tento fakt symbolicky

C
zapisujeme X — Y a této relaci mezi X a Y tikdame kompaktni vnorend.
1.1.5. Unitarni linearni prostor, Hilbertiv prostor.

Definice 1.25. Necht X je linedrni prostor nad R (C). Rekneme, 7e g: X x X — R
(9: X x X — C) je skaldrni soucin na X, splnuje-li nasledujici axiomy:
(Ul) Vu € X:  u # o= g(u,u) > 0, kde o je neutralni prvek X (pozitivni definit-
nost);
(U2) Vu,v) € X: g(u,v) = g(v,u) (symetrie) (nebo pro X nad C plati g(u,v) =
g(v,u), tzv. konjugovand symetrie);
(U3) Vu,v,w € XVa € R (nebo a € C) plati

glau,v) = ag(u,v), gu+w,v)=g(u,v)+g(w,v).
Dvojici (X, g) nazyvame prostor se skaldrnim soucinem nebo téz unitdrni prostor.

Pozndmka ke znaceni: skalarni soucin se ¢asto znaci pomoci zavorek, napf. (u,v)x,
{(u,v)x nebo pro X = RY pomoci tecky u - v.

Véta 1.26 (Norma indukovand skaldrnim soucinem). Necht (X, g) je unitdrni prostor.
Zobrazeni || - ||(x,g): X = R, u = \/g(u,u) je norma na X.

Véta 1.27. Necht (X, g) je unitarni prostor. Potom pro vsechna u,v € X plati Cauchyova-
Schwarzova nerovnost

(1.4) l9(u, 0)| < llullx,g) vl x,g) -
Navic pro vsechna u,v € X plati také rovnobéznikova rovnost
(1.5) lu+vlitx.g) + = 2lltx, g = 2 (lullfx,g) + 10llEx, ) -

Poznamka 1.28. Protoze lze pomoci skaldrniho soué¢inu definovat normu na unitarnim
prostoru, je unitarni prostor také v tomto smyslu normovany (vzhledem k této normeé)
tudiz i metricky i topologicky prostor.

Definice 1.29 (Hilbertiv prostor). Je-li (X, g) je unitarni prostor a (X, || - [|(x,¢)) je Ba-
nachtiv prostor, potom (X, g) se nazyva Hilbertiv prostor.

Véta 1.30 (Propozice 5.1 [2]). Kazdy Hilbertiv prostor je reflexivni.

Véta 1.31 (Projekce na konvexni mnozinu, Véta 5.2 [2]). Necht (H, g) je Hilbertiv prostor
a K C H je jeho neprizdnd uzavrend konvexni podmnoZina. Potom pro vsechna f € H
existuje pravé jedno u € K takové, Ze

(1.6) 1f = ullrgy = min||f = vy = dist(f, K).
Navic u je jediny prvek spliujici podminku

(1.7) ue KAVYve K: g(f —u,v—u) <0.
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Duikaz. Nejprve dokdzeme existenci. Necht {v,}52, € K je minimizujici posloupnost,
to jest

df
= \f = vall(rr,g) = d = mf |f —vll(ag pron — +oo.

Snadno ukazeme, zZe minimizujici posloupnost musi byt cauchyovska. Zvolime-li u := (f —
v,)/2 av:=(f —vy,)/2 v rovnobéznikové rovnosti (|1.5)), dostaneme

b 1

Un+Um Up — Unm

2

(H.g)

Protoze K je konvexni, plati ®25= € K a tudiz

=5 (@ +d,) -

(H.g)

Vp + Uy .
> nf [[f = vllgg = d

e

(H.g9)

Odtud
1 1
<3 (2 +d2,) —d* = §(di—d2)+

1 2 2

Un — Unm
2

(H.9)
A tedy minimizujici posloupnost {v,}>°; C K je cauchyovskd. Protoze H je prostor Hilber-
tv a tedy tplny vzhledem k || - ||(z,g), existuje u € H tak, ze v, = u pron — +00. Mnozina
K je uzaviend a {v,};2, C K, tudiz u € K. Ze spojitosti zobrazeni v — || f —v||(z,g) vzhle-
dem ke konvergenci v || - ||(m,) plyne, Ze d = ||f — ul|(#4). Tim je existence u z tvrzeni
dokézéana.

Nyni dokéZeme jednoznacnost. Necht existuji u;,us € K, u; # us takova, ze ||f —
ur||(a,g) = d a || f — us2l|(m,g) = d. Potom

u1~|—u2 UL — Uy

1
— =—(+d*) =d.
s e L@ )
(H,9) (H,9)
Odtud stejnym postupem jako vysSe dostaneme
i <&-P=0,
2 g

COZ je spor s uj # ug. Jednoznacnost je tim dokazana.

Zbyva ukazat, ze u je jediny prvek splnujici podminku . Ukazeme, ze a
jsou ekvivalentni. Necht v € K splnuje a w € K je libovolny prvek. Potom z konvex-
nosti K dostaneme

Vie[0,]: vy =(1—-thu+twe K

a tudiz z definice infima

1 = ullrgy < W = (0= Du+tw)l g g = 1(F = w) = tlw = w)ll ) -

Vicenasobnym uzitim linearity a symetrie skalarniho souc¢inu v realném Hilbertové prostoru
dostaneme pravidlo pro skalarni roznasobeni souctu dvou prvki:

Va,b€ H: g(a+b,a+0b) = g(a,a) +2g(a,b) + g(b,b).
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Pomoci tohoto pravidla pak jiz zjistime, ze

2
1f = ulltrg) < N(f —w) = t(w — W)y =
=g ((f —u) —t(w—u),(f —u) = t(w —u)) =
= |f = ullrg — 2tg(f — w,w — w) + w -ty -
Tudiz
tfjw — UH?H,g) >29(f —uw,w—u).
Protoze t € [0, 1] je libovolné, musi platit
g(f —u,w—u) <0.
Naopak uvazujme nyni v € K splnujici ([1.7)). Potom

lu— flitmg) = llv = flltag = 20(f — w0 —u) = [Ju = 0|t )
a tudiz splnuje i ([1.6). Tim je dikaz hotov.
[

Poznamka 1.32. V predchozi vété je konvexnost dilezitd kvili jednoznacnosti a konvex-
nost kombinovana s uzavienosti je potfebnd pro existenci minima v dané mnoziné (pod-
mnoziné iplného prostoru nekoneéné dimenze).

Definice 1.33 (Projekce na konvexni mnozinu). Prvek u z Véty se nazyva projekce
na mnozinu K a znaci se

Véta 1.34 (Propozice 5.3, [2]). Necht (H,g) je Hilbertiv prostor a K C H je jeho ne-
prazdnd uzavrend konvexni mnozina a Py : H — K, u +— Pgu je projekce na tuto mnozinu.
Potom plati

Vi, fa€ H: ||Pxfi — Prfollg < | fo = fillag) -

Disledek 1.35. Necht M C H je uzavreny linedrni podprostor Hilbertova prostoru H a
f € H. Potom u= Py f je jeding prvek spliujici

ueMAYve M: g(f —u,v)=0.
Navic v tomto pripadé je Py linedrni zobrazent, kterému se rikd ortogondlni projekce.

Dikaz. Kazdy uzavieny linearni podprostor M Hilbertova prostoru H je konvexni
mnozina. Podle Véty existuje pravé jeden u € M tak, ze

Yoe M: g(f —u,v—u)<0.

Plati-li nerovnost pro vsechna v € M, pak musi platit také pro v = w 4+ u, kde w € M je
libovolné (protoze u € M a M je linedrni prostor). Odtud dostaneme

Vwe M: g(f —u,w) <0.
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Protoze M je prostor, w € M implikuje —w € M. Proto také plati
Vwe M: g(f —u,—w) <0.

Odtud z linearity g dostaneme g(f —u, —w) = —g(f — u,w). Z opacnych neostrych nerov-
nosti plyne rovnost a musi tedy platit

Ywe M: g(f —u,w) =0.
|
Véta 1.36 (Rieszova véta o reprezentaci, Véta 5.5, [2]). Necht H je Hilbertiv prostor se

skaldrnim soucinem g. Pro kaZdé ¢ € H* existuje prdve jedno f € H tak, Ze
Vu € H: ou) =g(f,u).
Navic
def

(1.8) [fllczg) = [0l = sup{l¢(u)] - u € H, [[ull g =1}

Diikaz. Necht M = = 1({0}) (jadro ¢), tudiz z linearity a spojitosti ¢ plyne, ze M
je uzavreny podprostor H. Uvazujme dva pripady M = H a M # H. Piipad M = H
znamend, ze ¢ je nulovy funkciondl a stacéi polozit f = o, potom g(f,u) = 0 pro vSechna
u € H.V ptipads, Ze M # H, zvolme h € H tak, e h ¢ M. Necht ht = (h— Pyh)/||(h —
PMh)”(H,g)- Potom

(1.9) Ih*|l(mg) = 1 and g(h™,v) =0 Yo € M.

Pro libovolné v € H polozme

def o(u) |
R
kde ¢(ht) # 0, protoze h't ¢ M a zéroven v € M, nebot
¢
60) = o) — S o() =0.

Nyni polozme f = ¢(ht)ht. Podle (1.9) je

)= o ) oo o )

a tudiz (g(h*, ht) = 1) plati
¢(u)

o0 = gy

Odtud po tprave
¢(h)g(h*,u) = ¢(u),

odkud je jiz vidét, ze hledané f € H je f % ¢(ht)ht.

Definice 1.37. Necht (H,g) je redlny Hilbertuv prostor. Zobrazeni a : H x H — R
splnujici Vu,v,w € H a A € R podminky
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(BF1) a(u+ v,w) =a(u+v,w) a a(w,u +v) = a(w,u + v)
(BF2) a(Au,v) = Aa(w,v) a a(u, \v) = Aa(w,v)

se nazyva bilinedrni forma na H.
Rekneme, Ze bilinearni forma a je symetrickd, pokud plati

(1.10) Vu,v € H: a(u,v) = a(v,u).
Rekneme, Ze bilinedrni forma a je omezend, pokud plati
(1.11) AC > 0Vu,v € H: |a(u,v)| < C|ull,4l|v]g-

Rekneme, Ze bilinearni forma a je (H, g)-koercivni, pokud plati
(1.12) Jde > 0Vu € H: cllully < |a(u,u)].
Véta 1.38 (Stampacchia, viz Véta 5.6 [2]). Predpokladejme, Ze a(u,v) je omezend (H, g)-

koercivni bilinedrni forma na realném Hilbertove prostoru (H,g). Potom ke kaZdému ¢ €
H* existuje prave jeden prvek uw € H takovy, Ze

(1.13) VYo e K: a(u,v) > ¢(v).
Navic, je-li a symetricka, potom u € K je jediny prvek splnujici
1 (1
(1.14) () = o(w) =min { Salv.0) - 0.}

Dikaz. Z Rieszovy véty o reprezentaci plyne, ze existuje pravé jedno f € H tak, ze

Yoe H: g(f,v) = ¢(v).
Pro libovolné pevné uw € H je zobrazeni v — a(u,v) spojity linearni funkcionédl na H.
Uzijeme-li Rieszovu vétu o reprezentaci na tento funkciondl, nalezneme k danému u prave
jeden prvek, oznacme jej Au, takovy, ze

Vv e H: g(Au,v) = a(u,v).
Operator A : H — H splnuje nasledujici vlastnosti:
(1.15) Vu € H : || Aullrg) = V/g(Au, Au) < Cllullag)
(1.16) Vu e H : g(Au,u) > c||u||%Hﬁg).
Nasim cilem je nalézt u € K tak, ze
Vo e K: g(Au,v —u) > (f,v —u).

Necht p > 0. Potom predchozi nerovnice je ekvivalentni nerovnici

Yoe K: g(pf — pAu+u —u,v—u) <0,
coZ lze s vyuzitim Véty a Definice zapsat ekvivalentné jako

u= Pg(pf — pAu+u).

Nyni definujeme zobrazeni S : K — K, w +— Pg(pf— pAw+w). Pfedchozi rovnici mizeme
zapsat jako tlohu o pevném bodé pro operator S:

(1.17) uw=S(u).
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Protoze Pk nezvétsuje vzdalennost (Véta , plati odhad:
[Sw1 = Swal|(r,9) < [[(w1 — w2) — p(Awr — Aws) || (11,9)
a tudiz
[Swy — Swall7y 4 =
= Jlwi — wall(m,g) — 2pg(Awr — Awy, wy — ws) + p?[| Awy — Aws|[E ) <

< (1= 2pc + p?C?)[Jwi — wsf) -

Snadno zjistime, Ze pro 0 < p < 2¢/C? je (1 — 2pc + p*C?) < 1 a tudiz S je kontraktivni.
Existuje tedy pravé jedno reseni rovnice (|1.17)), coz je zaroven jedinym hledanym u € K.

Nyni predpokladejme, Ze bilinedarni forma a je navic symetrickd. Z podminky (H, g)-
koercivity snadno ovéfime, ze a(u,u) > 0 < u # 0. Tudiz a je také skalarni soucin na H.
Z (H, g)-koercivity a spojitosti dostaneme:

(1.18) Vu e H: cg(u,u) < a(u,u) < Cg(u,u),

odkud snadno plyne ekvivalence norem || - [[(z,g) @ || - ||(#1,0) o v/ a(u,u). Topologicky jsou
tedy prostory (H,g) a (H,a) nerozlisitelné a proto je prostor (H,a) také Hilbertuv.

Podle Rieszovy véty o reprezentaci, nyni ovSem na prostoru (H, a), existuje pravé jedno
w € H takové, ze

Yo € H: a(w,v) = ¢(w).
Nerovnici Ize pak piepsat jako
Yo e K: a(u,v—u) > alw,v — u)
a tedy
Vo e K:a(lw—u,v—u)<0.

Reseni této nerovnice je u = Pxw, kde projekce Pk je nyni pocitana ve skalarnin soucinu
a. Toto Teseni je jediné a minimalizuje vzdalenost, tj.

Va(w —u,w —u) =minv € Ky/a(w —v,w —v)

a tedy i polovinu kvadratu vzdalenosti

1 1 1 1 1

—a(w —v,w—v) = za(v,v) — a(w,v) + za(w,w) = za(v,v) — ¢(v) + za(w,w).

2 2 2 2 2

Protoze w € K je pevny prvek a tedy sa(w, w) je konstantn{ vii¢i zméndm v, minimalizace
posledné uvedeného vyrazu je ekvivalentni minimalizaci funkcionélu:

1

Sav.0) = 6(0).

coz jsme méli dokazat.
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Véta 1.39 (Laxovo-Milgramovo Lemma, Véta 5.8 [2]). Predpokladejme, Ze a(u,v) je ome-
zend (H, g)-koercivni bilinedrni forma na redlném Hilbertove prostoru (H,g). Potom ke

kaZdému ¢ € H* existuje prdvé jeden prvek u € H takovy, Ze
(1.19) Yo € H: a(u,v) = ¢(v).

Zaroven je splnena nerovnost

1
(1.20) lull gy < Z Iz -
Navic, je-li a symetricka, potom je uw € H jedingy prvek splnujici
1 1
(1.21) éa(u, u) — o(u) = {)rélg {§a(v, v) — ¢(v) }

Dikaz. Laxovo-Milgramovo Lemma je disledkem Véty Staci zvolit K = H.

Potom existuje prave jeden prvek u € H splnujici

Yo € H: a(u,v) > ¢(v).
Protoze H je linearni prostor, v € H < —v € H a tedy plati zaroven nerovnosti

a(u,v) > ¢(v) A alu, —v) > ¢(—v)
a z linearity a i ¢ dostaneme
a(u,v) = ¢(v) Aa(u,v) < ¢(v) .

Plati tedy

Vv e H: a(u,v) = ¢(v) .
Z této identity nyni dokdzeme odhad normy ([1.20)):

Yo e H: |a(u,v)| = [¢(v)] = [g(f,0)] < [ fll g vl

kde f € H je takovy, ze

Yo e H: g(f,v) =o(v),
viz Rieszova Véta [1.36] Specidlné

cllullteg) < latu, w)] < | fllcrgllullg

a tudiz

1 1
[ullzrg) < EHfH(H,g) = EH¢>| He

Minimizace ([1.21]) je pfimy dusledek Véty pro K = H.

Disledek 1.40. Necht jsou splnény predpoklady predchozi véty. Potom reseni rovnice

(T.19)
Yo e H: a(u,v) = ¢(v).

24visi spojité na ¢@.
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Dikaz. Necht u; € H, 1 = 1, 2, Tesi rovnici

Yo € H: a(u;,v) = ¢;(v),
kde ¢; € H*, 1 = 1,2. Potom diky linearité bilinearni formy a v prvnim argumentu prvek
W := U9 — Uy Tesi rovnici

Yo € H: a(w,v) = ¢a(v) — ¢1(v) .

Podle ([1.20)

lwllg) = l¢2 = dulla-,
coz implikuje spojitou zavislost na ¢.

1.1.6. R” - topologicky, metricky, linedrni a normovany prostor. Mnozinu R,
kde N € N: N > 1 definujeme jako kartézsky soucin

(1.22) RYERXRx - xR .
n—Kkrat
Prvky této mnoziny budeme podle kontextu nazyvat bud vektory nebo body podle
toho, zda budeme RY povazovat za vektorovy nebo afinni prostor. Pro vektory a,b €
RY definujeme vnitini operaci séitdni a vnéjsi operaci nasobeni redlnym éislem o € R.
obvyklym zptisobem po slozkach. Je-li tedy

a = (CLl,CLQ,...,(J,N) ab= (bl,bz,...,b]\]),

pak

G‘i‘bdéf(G1+b1,a2—|—b2,...,QN+bN>

def
aa = (aay,aag,...,cay).
Vzhledem k témto operacim tvoif RY linedrni prostor nad R s neutrdlnim (nulovym) prv-
kem o = (0,0,...,0).
Necht A C RY, x € RY a a € R. V nésledujicim textu budeme pouZivat znaceni
def

(1.23) A+x:{yERN:ElaeAtakové,éey:a+x}
a
(1.24) aAY {y € RY: Ja € A takové, Ze y = ax} .

Definice 1.41. Necht p € [1,4+00) a u = (uy, us, ..., uy). Na RY definujeme zobrazeni
| e~ RY — [0, +00) predpisem

(1.25) Julip < (ual? + ol + -+ Jun[P)77

Také definujeme zobrazen{ | - [gnv o : RY — [0, 400) predpisem

def
(1.26) [ulgy oo = max {|wi], |ual, ..., |unl}
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Témto zobrazenim fikdme normy na RY. Normé |-|gn 5 (p = 2) fkame eukleidovskd norma
N
na R™.

Véta 1.42. Viyse wvedend zobrazeni | - |gv ,: RY — [0,400) pro p € [1,400) a | -
RN 0ot RN = [0, +00) spliuji aziomy normy na RY.

V RY plati velice dilezitd véta.

Véta 1.43. Vsechny normy | - |gn , pro p € [1,400) a | - [gnv o jsou ekvivalentni normy
na RY.

Zajimame-li se pouze o topologickou strukturu RY, miiZeme pracovat s tou normou,
kterd je v dané situaci nejvyhodnéjsi. Vétsinou se pracuje s normami | - [gnv ; (soucet
absolutnich hodnot slozek), | - g~ « (pracuje po slozkéch, coz je vétsinou velmi vyhodné)
a |- |gy o (rotacni symetrie).

V RY plati nasledujici kritérium kompaktnosti.

Véta 1.44 (Heine-Borel). Kompaktni podmnoZiny prostoru RY s topologii indukovanou
normou |- |gy o, a tedy i indukovanou vSemi ekvivalentnimi normami |- |g~ ,, p € [1,400),
jsou pravé ty mnoziny, které jsou uzavrené a omezené.

Definice 1.45. Rekneme, Ze podmnozina A C RV je obloukové souvisld, pokud ke kazdé
dvojici bodi a,b € A existuje spojita kiivka 7: [0,1] — A takové, Ze v(0) = a a y(1) = b.

V teorii parcidlnich diferencidlnich rovnic mezi podmnozinami RY hraji tst¥edni tilohu
tzv. oblasti.

Definice 1.46. Otevien4 obloukové souvislda podmnoZina © C RY se nazyva oblast.

Definice 1.47. Rikdme, Ze podmnozina A C RY je omezend, pokud existuje R > 0 takové,
ze A C B(o,R), kde B(o, R) je koule vzhledem ke kterékoliv z ekvivalentnich norem s
normou eukleidovskou.

Definice 1.48. Rekneme, Ze omezené oblast Q C RY je jednoduse souvisld omezend oblast,
pokud RY \ Q je obloukové souvisld podmnoZina RY.

V dal$im textu budeme podle potieb pfiddvat definice dal$ich vlastnosti oblasti v R,

1.2. Prehled vysledkt teorie miry a integralu

1.2.1. Rozsifena realna osa.

Definice 1.49. Mnozina R* = RU{—o0}U{+00} spolu s operaci usporadani < definovanou
pro a,b € R stejné jako na R a splnujici —oo < 400 a

Va eR: —o00 < a< +0o0

se nazyvd rozsirend redlnd osa.
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Na R* rozsitime operace scitdni a ndsobeni nasledujicim zptisobem:

a+ (+00) ¢ o, +oo+a=a+ (+0), Vae (0,+o0],
a+ (—o0) O, —o0o+a=a+(—00), Vaée[-00,0),
a- (£o0) ' 1o, (£o0)-a=a-(+o0), Vae (0,+00],
a - (Fo00) e (£o0)-a=a-(+o00), Vaé€ [—00,0),

0-(£o00) ¥ 0, 0 (doo)=400-0.
Pozndmka 1.50. Neni definovana operace +o00 + (—o00). Takto definované operace na
rozsireném oboru spliuji axiomy komutativity axb = bxa, asociativity ax (b*c) = (axb)xc
(symbol * zastupuje v daném vyrazu bud + nebo -) a distributivity (a+b)-c=a-c+b-c.

Poznamka 1.51. Definici 0 - (£00) 0 zavadime z toho divodu, Ze integrujeme-li napf.
nulovou funkci pres mnozinu libovolné (i nekonecné ) miry chceme, aby vysledek v souladu
s intuici byl 0 (kde nic neni, ani ¢ert nebere). Stejné tak chceme, aby prispévek integrandu
(ktery muze nabyvat i nekonecné hodnoty) na mnoziné miry nula byl nulovy. Tato definice
nas v zadném pripadé neopravnuje k nasledujicim tdpravam limit:

lim a, =0, lim b, = +o0 = lim a,b, = lim a, lim b, =0 - (+00) =0.

n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo
Prostudujte si poradné dikaz véty o algebte limit a uvidite, Ze takto limity nelze pocitat ani
s nasi novou definici. Principidlné to souvisi s tim, Ze limita funkce je vlastnost prstencového
okoli bodu, nikoliv bodu samého a v R* to plati i pro posloupnosti, protoze jsme pridali
body —oo a 400. V limitnim pfechodu n — +oo0 proménnd n totiz nenabyva hodnoty
400, jedna se o souhrnné chovani pro extrémné velka n € N. Proto neni rozpor v tom, ze
lim,, 400 1/ =0, lim,,_, ;oo n = 400,

(lir}rq l/n)(lim n):()~(+oo):07£1: lim 1= lim 1/n-n.
n—-+0o0

n—-+0o n—-+o0o n—-+0o00

Nejsme tedy nijak ve sporu s klasickou realnou analyzou byt to tak na prvni pohled vypada.
Na druhou stranu, je-li naptiklad a, = 0 a b, = +o0 pro vSechna n € N, dostaneme

lim a,b, = lim (0 - (+00)) = lim 0 =0.

n—oQ n— o0 n—oo
Vysledek jsme ovSsem dostali z toho, ze a,b, = 0 je konstantni posloupnost a ne z véty o
algebre limit.

Véta 1.52 (RUDIN, [13]). Rozsitend redlnd osa R* se sytémem T C 2% tvorengym ote-
vrenymi intervaly (a,b), mnoZinami typu (a,+o0o|, [—00,b), a,b € R, a jejich libovolngmi
sjednocenimi je topologicky prostor.

1.2.2. Zakladni pojmy. V teorii parcidlnich diferencialnich rovnic at uz klasické za-
loZzené na teorii potencidlu ¢i moderni zalozené na pojmu slabého feseni se pracuje s mirou
a integralem. V této podkapitole stu¢né a prehledné zopakujeme vysledky teorie miry. Ne-
jednd se o uceleny a systematicky vyklad, ale jen o pripomenuti zakladnich pojmi, které
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budeme pottebovat. Velmi pékny vyklad z néhoz zde ¢erpame lze nalézt v u¢ebnim textu
MaALy [10].

Definice 1.53. Necht X je prostor (neprazdna mnozina). Rekneme, ze & C 2% je o-algebra
na mnoziné X, pokud

(S1) B e 6,

(S2) VACX: Ae6=X\Ac6b,

(83) \V/{Az}fil CcC6G: UiEN Az € 6.

Mnozinova funkce p: & — [0, +00] se nazyva mira, pokud plati

oy @ =0,

(M2) V{A}ien CEVi,j EN: (i #j=>ANA =0)= > yu(A) = p (UieN Ai).

Trojici (X, S, ) se 1ika prostor s mirou.
Poznamka 1.54. Pro dany prostor X muze existovat vice o-algeber a na dané o-algebie
muze také byt definovano vice meér.

Definice 1.55. Mnoziné £ C &: u(FE) = 0 se 1ikd mnozina miry nula (vzhledem k mife
1) nebo mnozina nulové miry (vzhledem k mite ).

Definice 1.56. Necht P je néjaka vlastnost bodu x € D C &, kterou bod x bud méa nebo
neméa. Vyrok , Pro u-skoro vsechna x € D plati P(x)” chdpeme v tom smyslu, Ze existuje
N € &: pu(N) = 0 takova, ze vyrok

Ve e D\ N: P(x)
plati.

V nasledujici definici jsou zadefinovany nékteré specidlni typy mer.

Definice 1.57.

(1) Mira p se nazyva uplnd, pokud plati

VACXVEe€G: (WE)=0NACE)= (A6 AuA)=0).

(2) Mira p se nazyva konecnd, pokud plati p(X) < 4o00.

(3) Mira u se nazyva o-konecnd, pokud existuje spocetny systém {A; }ien C &, takovy,
ze X = U;en Ai a zéroven Vi € N: p(A;) < +oo.

Mira se vétsinou vytvari z tzv. vychozi mnozinové funkce pomoci vnéjsi miry. Vnéjsi

mira je na rozdil od miry definovana na vSech podmnozinach prostoru X.

Definice 1.58. MnoZinova funkce p*: 2% — [0, +00] se nazyva vnéjsi mira, pokud plati
(VM1) (0) = 0,

(VM2) VA, B C X: AC B = p*(A) < p*(B) (monotonie),

(VM3) V{A;}ien C Xt p* (Uien Ai) < X jen 17 (A;) (o-subaditivita).

Vnéjsi mira je na rozdil od miry pouze o-subaditivni. Nasledujici dulezity vysledek
ukazuje, ze restrikce vnéjsi miry na vhodnou podmnozinu je jiz mira.
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Definice 1.59. Necht v: 2X — [0, +0o0] je vn&jsf mira na X. MnoZinu M C X nazveme
~v-méritelnou (podle Carathéodoryho), jestlize plati

(1.27) VI CX:y(T)=v(TNM)+~T\M).
Mnozinu vSech M C X spliujicich ((1.27) oznacime 9t(7y).

Véta 1.60 (Véta Carathéodoryova[lQ]). Necht «y je vnéjsi mira na X. Pak mnozina 9(7y)
tvori o-algebru a restrikce |y je Uplnd mira na M ().

Uzitecnost vyse uvedeného tvrzeni bude patrna az pti konstrukci miry. V praxi mame
danu né&jakou vychozi mnozinovou funkci u® definovanou na néjaké podmnoziné G C 2%,
u’: G — [0, +00]. MnoZina G je zpravidla mnoZinou néjakych jednoduchych geometrickych
utvart, jimz je snadné priradit miru (intuitivné, tak aby méla geometricky nebo fyzikalné
smysl - objem, hmotnost a podobné). Naptiklad pti konstrukei trojrozmérné Lebesgueovy
miry (viz dale) se jednd o mnozinu vSech kvadri se sténami rovnobéznymi s rovinami xy,
yz, zx. V abstraktni teorii miry jedinou podminkou na vychozi funkci je tzv. pocatecni
podminka:

(1.28) DeGau’®=0.

7Z funkce p° vytvorime mnozinovou funkei definovanou na celém 2%:

(1.29) A€2Xr—>inf{ZuO(Gi):ACUGi,GiEQ,iEN}.
ieN i€N

Plati nasledujici véta.

Véta 1.61 ([10]). Zobrazeni definované v rovnici (1.29) spliuje aziomy [((VM1)H(VM3)|
vnéjsi miry Definice .

Nyni méame z vychozi mnozinové funkce vytvorenu vnéjsi miru

1 (A) dgfinf{zuo(gi); AcC UGZ-,GZ- eg,ieN}

i€EN 1€N

definovanou na celém 2%, kterd je obecné pouze o-subaditivni. Jeji restrikci na 9t(u*)
dostavame uplnou miru g na 9 (p*). Bohuzel abstraktni konstrukce nezarucuje ani

(1.30) VG € G: p(G) = u(G)
dokonce ani inkluzi
(1.31) G CMp).

Toto je tfeba dokazat pro dany konkrétni piipad a je to obvykle nejpracnéjsi cast celé
konstrukce. Jakmile je (1.30) a ((1.31) dokazano, povazuje se konstrukce za tspésnou.
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1.2.3. Lebesgueova mira. Nejcastéji pouzivana mira v teorii diferencialnich rovnic
je Lebesgueova mira, protoze se jedna o zobecnéni objemu. Vychozi mnozinovou funkci je
objem N-rozmérného intervalu (kvadru).

Definice 1.62. MnoZina Q C RY se nazyva omezeny N -rozmérngj interval, pokud existuje
N omezenych intervalt Iy, I, ... Iy, takovych, ze Q = I; x I, x ... Iy. Mnozinu vsech
omezengch N-rozmernych intervali budeme znacit Zy. Necht a; = inf I; a b; = sup [;.
Potom definujeme objem N -rozmérného omezeného intervalu () € Iy:

def

(1.32) MNQ)= (b —a1) - (by—az) - ... - (by —an).
Objem ¢~ N-rozmérného omezeného intervalu @ vezmeme jako vychoz{ mnozinovou
funkci definovanou na Zy. Snadno se ovéif podminka ¢V(()) = 0, protoZe napt. ) =

(0,0) x (0,0) x --- x (0,0) (kartézsky souc¢in N prazdnych intervali). K ¢~ vytvoiime
funkei AN*: 28— [0, +00] predpisem

(1.33) AN*(A) L inf {ZzN(Qi): AclJ@i.Qiely,ic N} :
ieN i€N

O funkci AN* vime podle Véty , ze je to vnéjsi mira. Této funkci se tika Lebesgu-
eova vnéjsi mira. Nyni se provede restrikce AYV* na 9M(AV*) a podle Véty dosta-
neme uplnou miru A na MM(AY*). Této mite se ¥ikd N-rozmérnd Lebesqueova mira. Nyni
nastava nejpracnéjsi ¢dst celé konstrukce a sice musi se dokdzat, ze Iy C M(AV*) a
VQ € Iy : \N(Q) = N(Q). Nebudeme zde dokazovat, jen poznamendme, Ze se k tomu
pouziva nasledujici lemma.

Lemma 1.63 (Subaditivita objemu). Necht Q) € Zy je N-rozmérny interval a {G}y je
(konecnd nebo spocetnd) posloupnost N -rozmérnych intervali, Q C |J,ey Gr- Potom

MN(Q) <) N (Gy)
keN
Duikaz. viz MALY [10].
Zakladni vlastnosti Lebesgueovy miry, které se zasadné projevuji v teorii parcialnich
diferencialnich rovnic, jsou uvedeny v nasledujici vété.

Véta 1.64. Lebesgueova mira AN je tiplnd a o-konecnd mira na RN . Nechte € RN, SN 2 =
1, a T, je operdtor otoceni okolo pocitku o € RN, ktery prevede vektor (1,0,0,...,0) na e.
Potom plati nasledugjici implikace:
(1) VA € 28" vz € RV: 4 € MAN*) = A+ € MAYY) a AV(A) = AWV (A + 2)
(translacni invariance Lebesqueovy miry).
(2) VA € 28" Ve e RY: N 2 = 1A A € MAY*) = T, (A) € MAN*) a AV(A) =
AV(T.(A)) (rotacni invariance Lebesgueovy miry).

Na zavér jedna neprijemna véta.

Véta 1.65 (Existence lebesgueovsky nemétitelné mnoziny). Ezistuje E C RY takovd, Ze
E & MAVH).
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Poznamka 1.66. Existence lebesgueovsky neméritelné mnoziny se dokazuje pomoci axi-
omu vybéru. Prestoze dikaz je cisté existencni a prakticky vyskytujici se mnoziny méri-
telné jsou, je tfeba méritelnost mnoziny, jejiz miru poc¢itame, dokazat. V teorii nelinearnich
parcialnich diferencialnich rovnic se casto potfebuje odhadnout Lebesgueova mira vzoru
¢iselné mnoziny v zobrazeni, které je (nezndmym) feSenim parcialni diferencidlni rovnice.
Zde je treba maximalni opatrnosti (jakdkoliv intuice muze byt zavadéjici) a méritelnost
tohoto vzoru je tfeba rigorozné dokazat z apriornich znalosti o feseni daného typu rovnice.

1.2.4. Méritelny prostor a topologie.

Véta 1.67 ([13], Véta 1.10). Je-li F C 2% libovolny systém podmnozin X, potom existuje
na X nejmensi o-algebra 9+ obsahujici F.

Na zakladé této véty ma smysl nasledujici definice.

Definice 1.68. Necht (X,7) je topologicky prostor, kde T je systém vSech otevienych
podmnozin na X. Potom definujeme B(X,7T) jako nejmensi o-algebru obsahujici 7. o-
algebie B(X, T) tikdme o-algebra borelovskych mnozin.

Poznamka 1.69. Z Definice se snadno ukaze, ze B(X,T) obsahuje také vSechny

uzaviené mnoziny.

Poznamka 1.70. Borelovské mnoziny provazuji strukturu prostoru s mirou (X, &S, ) s
topologii prostoru (X,7), kterd mimo jiné urcuje spojitost funkci na ném. Proto miry
definované na systému borelovskych mnozin, tj. pokud B(X,7) C &, hraji jistou tstredni
ulohu, jak uvidite pozdéji.

Na RY (obecnéji na lokdlné kompaktnich Hausdorffovych topologickych prostorech) lze
topologii provazat s méfitelnosti jesté vice. Zde se omezime na definici pro RV s topologii
danou eukleidovskou (nebo ekvivalentni) normou, kterou budeme pii studiu parcidlnich
diferencialnich rovnic nejvice potiebovat.

Definice 1.71 (Uplna Radonova mira, MALY [10]). Necht N € N, (RY, &, 11) je prostor s
mirou a 4 je aplna mira na &. Rekneme, ze p je uplna Radonova mira, pokud plati:

(RM1) Je-li K € RY kompaktni, pak K € & a u(K) < +oo (konecnost na kompaktnich
mnozindch).
(RM2) Je-li E C &, pak u(E) = sup{u(K): K C E, K je kompaktni} (vnitrni requla-
rita).
Plati totiz nasledujici véta, dukaz viz [10]:
Véta 1.72 (Vlastnosti tplnych Radonovych mér, MALY [10]). Necht & je o-algebra na
RY a pu je iplnd Radonova mira definovand na &. Potom

(1) Bry C & (symbol Bypn bude znacit borelovskou o-algebru na RY s topologii danou
eukleidovskou normou,),
(2) p je o-konecnd.

Véta 1.73. Lebesgqueova mira v RY je 1ipind Radonova mira.
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1.2.5. Dalsi miry pouzivané v teorii parcialnich diferencialnich rovnic. Na-
sledujici miry jsou dilezité v teorii distribuci a Sobolevovych prostorii.

Definice 1.74. Uplnd Radonova mira definovand na néjaké o-algebfe & prostoru R se
nazyva Lebesqueova-Stieltjesova mira.

Budeme vyuzivat nasledujici dvé véty prevzaté z textu [10], kde je uveden dikaz:

Véta 1.75. Necht F': R — R je neklesajici zprava spojitd funkce. Potom existuje prdave
jedna Lebesgueova-Stieltjesova mira p na R takovd, Ze plati

—0<a<b<4oo= F(b)— F(a) = p((a,b]) .

Véta 1.76. Necht p je Lebesgueova-Stieltjesova mira na R. Potom existuje zprava spojitd
neklesajici funkce F': R — R takovd, Ze plati

—00 < a<b<+oo= p((a,b])=F(0b)— F(a).
Funkce F je mirou p urcena jednoznacné az na aditivni konstantu.

Pro méreni napt. délek a povrchtt M-rozmérnych ttvartt v N-rozmérném prostoru se
pouziva Hausdorffova mira. Tuto miru nyni definujeme pomoci zakladni konstrukce z vnéjsi
miry.

Definice 1.77 (Priumér mnoziny). Rekneme, 7e mnozina E C 28" ma primer d > 0
(znac¢ime diam(FE)), pokud plati

(1.34) d = diam(F) o sup{|r — y|p~: x,y € E'},
kde | - |gv znaéi eukleidovskou normu na RY.

Definice 1.78 (Hausdorffova vnéjsi mira). Necht £ C RY. Rekneme, Ze spocetny systém
{A;}i=n C oRY je d-pokryti E, pokud plati

0 < diam(A;) <6

Ec|]JA.
ieN
Necht s € [0,+00). Pro libovolné § > 0 definujme nejprve pomocnou mnozinovou funkci
H;: 2BY 5 [0, 4-00] piedpisem

g def . _s ﬁ . s . ;
(1.35) H3 = inf {2 T +s/2) ZEZN (diam A;)” : {A;}ien je d-pokryti E} :
Mnozinové funkce H**: 28" — [0, +o0] definovana pfedpisem
(1.36) 1o (B) Y sup Hi(E)
>0

se nazyva s-rozmérnd Hausdorffova vnéjsi mira.
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Poznamka 1.79. V predchozi definici je pouzita Eulerova funkce I': R\ Z; — R:
“+oo
['(t) déf/ e dr .
0

Pro s € N predstavuje vyraz ﬁ objem jednotkové koule v R®.

Lemma 1.80 (ATTOUCH-BUTTAZZO-MICHAILLE [3], Propozice 4.1.1, str. 110). MnoZi-
novd funkce H**: oRY _y [0, +00] z Definice splnuje axiomy vnéjsi miry, viz Definice
[L.58.

Dukaz. viz [3] str. 110-111. [
Standarnim postupem vytvorime z vnéjsi miry H** dplnou miru H?® definovanou na
o-algebie M(H**). Zkrdcené budeme pouzivat

mt'Hs - M(%s’*) .

Definice 1.81. Mife vytvorené z vnejsi miry H** standarni konstrukei fikame s-rozmernd
Hausdorfova mira.

V nasledujici vété shrneme poznatky o H*® a ys.

Véta 1.82 ([3], shrnuti vét a komentaru, str. 109-116).

(1) Borelovské mnoZiny na RY jsou H® méritelné, tj. Bry C Myys.
(2) V prostoru RN plati: Men C Myn a

VE € Men: AV (E) = HY(E) .

) VN e NVE C RVVs > N: H*(E) = 0.

) VN € NVE C RVVk > 0: H*(kE) = k*H*(E).

) Mira H° je pocitaci mira (pritadi podmnoziné RN pocet jejich prvki N U {400} ).
)

3
4
5
6) Pro0 < s < N neni H* na RN o-konecnd.

(
(
(
(

Pro dostatecné regularni M-rozmérnou nadplochu v RY je M-rozmérna Hausdorffova
mira rovna klasickému povrchu této plochy vypoctenému pomoci parametrizace.

Véta 1.83 ([3], Propozice 4.1.6, str. 117). Necht M,N € N, M < N, f: R™ — RY je

prosté zobrazeni splnujici Lipschitzovu podminku. Necht E € Bgr~. Potom

(1/2)
(x1)

HY(f(E)) = [E S| A,

1=

def N!

kde J;,i=1,2,..., (]\]\;) jsou minory M x M Jacobiho matice zobrazeni f a (N = TN

)
je kombinacni cislo.
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1.2.6. Abstraktni Lebesgiv integral.

Definice 1.84. Necht (X, &, i) je prostor s mirou. Rekneme, 7e funkce f: X — R* je
p-meritelnd nebo &-meritelnd, pokud vzorem kazdé borelovské mnoziny E € Bg« je u-
méfitelnd mnozina, tj. £ € B = f1(F) € &.

Poznamka 1.85. K definici pojmu méftitelnosti funkce nepotiebujeme miti danu miru.
Sta¢i nam k tomu o-algebra & na X. Protoze ovsem v praktickych situacich tato o-
algebra vznikd az pri konstrukei néjaké konkrétni miry, definujeme jak G-méritelnost tak
p-meétitelnost, i kdyz je to totéz.

Véta 1.86 (Kritérium métitelnosti). Necht & je o-algebra na X, D € &, f: S - R* a
VgeQ: {zxeX: f(x)>q}eb.
Potom je funkce f &-meritelnd.

Véta 1.87. Necht (X,T) je topologicky prostor, f: X — R* je spojitd funkce vzhledem k
topologii T, potom vzorem borelovské mnoZiny E € Bg- je borelovskd mnozina f~1(E) €

B(X,T).

Disledek predchozi véty pozdéji sehraje dulezitou roli pri charakterizaci spojitych funk-
cionalit na prostoru spojitych funkei:

Disledek 1.88. Necht (X, &, i) je prostor s borelovskou mirou, B(X,T)C S a f: X —
R* je spojitd, pak je p méritelna.

Tato véta je velice dilezita v teorii nelinedrnich parcidlnich diferencidlnich rovnic:

Véta 1.89 (Méfitelnost slozené funkce, [10]). Necht (X, &, u) je prostor s mirou, f je
p-meritelndg a g: G C R* — R* je spojita funkce na otevrené nebo uzavrené mnozine G.
Potom je mnozina D' ={x € X: f(x) € G} méritelnd a slozend funkce go [ je méritelnd
na D'.

Poznamka 1.90. Pozor, budeme-li skladat funkce v opacném poradi, tj. vnéjsi bude meé-
fitelnd a vnitini spojita, nemusime obecné dostat méritelnou funkci. Nastésti prirozené
poradi skladani funkci u nelineadrnich parcidlnich diferencidlnich rovnic je stejné jako ve
Véte [1.89] takze v praktickych situacich jsme zachranéni. Vyjimecné se téz v praxi vySet-
fuji ulohy (napf. suché treni), kde g je po ¢astech spojita s kone¢né mnoha skoky. Timto
pripadem se zde zabyvat nebudeme.

Definice 1.91. Necht G je g-algebra na mnoziné X a £ € &. Kone¢ny systém
{A1, Ay, .. AL C G

po dvou disjunktnich mnozin, tj. A; N A; = 0 pro i # j, nazyvane délenim mnoZiny E,
pokud plati
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Definice 1.92 (Kladnd a zdporna ¢ast funkce). Necht f : D — R* kde D je néjaka
mnozina. Definujeme funkce

(1.37) fT:D — R 2 +— max{0, f(z)},
(1.38) f7:D — R 2+ max{0,—f(x)}.
(1.39)

Funkci f* se fka kladnd cdst funkce f a funkci f~ se k4 zdpornd cdst funkce f.
Poznadmka 1.93. Pro vSechna x € D plati f(z) = fT(x) — [~ ().

Definice 1.94 (Definice Lebesgueova integralu, [10]). Necht f: D € & — R* je nezdporna
u-métitelnd funkce, pak definujeme

(1.40) / fdu © sup {Z aji(Aj): {Ay, As, ... Ap} je déleni DA
D =

/\VxeAj:Ogajgf(:c),jzl,Q,...m}

Necht f: D € 6 — R* je p-métitelna funkce a

/f+d,LL<+OO\//fd,LL<+OO
D D

/D Flp /D Frdp - /D fdu.

Necht f: D' € & — R* je p-métitelnd funkce, D' C D a u(D \ D’) = 0, potom definujeme

/ fan [ fau.
D D’

Véta 1.95 (Ruzné vlastnosti Lebesgueova integralu, [10], Véty 8.6, 8.11 a 8.12). Necht
D C 6 af, g jsou &-meritelné funkce na D.

(LI1) Je-li f >0, D1,Dy € S a D; C Dy C D, pak

definujeme

fdu < [ fdu;

D1 D2

(monotonie vzhledem k integracnimu oboru).

(L12) Jestlize D1, Dy € &, DyN Dy =0 a Dy U Dy = D, pak

/Dfduz/ledqu/DQfdu

(aditivita vzhledem k integraénimu oboru).
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(LI3) Je-li
[ 1fldn < +oc.
D

pak |f(x)| < 400 pro p-skoro vsechna x € D.

(L14) Je-li
/ |fldp =0,
D

pak f(z) =0 pro p-skoro vsechna x € D.
(LI5) Jestlize pro p-skoro vsechna x € D plati f(z) < g(z) pak nerovnost

/Dfdug/ngu

plati, kdykoliv oba integrdly existuji (monotonie vzhledem k integrandu).
(LI6) Existuje-li konecny integrdl

/ gdp < 400
D

a |f(x)| < g(x) pro p-skoro vsechna x € D, pak existuje i konecny integrdl

/fd,u<+oo.
D

/D(f+g)du=/ngu+/Dfdu

(aditivita vzhledem k integrandu).

(LI8) Necht k € R, potom
/(Hf)du =K / fdp
D D

(homogenita vzhledem k integrandu).

(LI7)

1.2.7. Konvergenéni véty. V prostoru (X, S, u) 1ze definovat rizné zpusoby kon-
vergence, uvedeme zde jen nésledujici dva, které budeme v tomto textu potrebovat.
Definice 1.96. Necht (X, &, ) je prostor s mirou, u,,u: X — R* jsou méfitelné funkce.

(1) Rekneme, 7e posloupnost {u,}>%, konverguje k u bodové u-skoro vsude jestlize

existuje £ C & takova, ze u(F) = 0 a pro vSechna = € X \ E plati

(2) Rekneme, Ze posloupnost {u,}%, konverguje k u v mire p jestlize pro vsechna
e > 0 plati:

nh_)rgou({x € X: |up(z) —u(z)| >€}) =0.
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Véta 1.97 (Leviho véta, [10]). Necht (X, S, u) je prostor s mirou. Bud {f,}>2, po-
sloupnost nezapornych p-méritelnych funkci definovanych na D C & splnujici podminku
0 < fi(z) < falx) < ... pro u-skoro vsechna x € D. Potom pro p-skoro vsechna x € D
existuje limita

f(z)= lim f,(x),

n—-+00

funkce f je pu-méritelnd, jeji integrdl existuje a

/fd,u: lim /fndu.
D n—-+oo D

Poznamka 1.98. Leviho véta v této podobé je vyjimecna v tom, ze umoznuje narozdil
od jinych konvergencnich vét dokazat, ze integral limitni funkce je roven +o0o. Ve vétsiné
literatury je bohuzel psana pro omezené funkce. Tim se ztraci jeji puvodni vyznam.

Véta 1.99 (Fatouovo Lemma). Necht {f,}°°, je posloupnost nezapornych p-méritelnijch
funkci definovanych na D C &. Potom funkce liminf, ., f, je meéritelnd, md Lebesguv
integral a plati

/ liminf f,dp < liminf/ frdpe.
D —+oo Jp

n— 400 n

Véta 1.100 (Lebesgueova véta o dominantni konvergenci). Necht {f,}2, je posloupnost
w-meritelngych funkci definovaniych na D C & a pro p-skoro vsechna x € D plati

tj. u, konverguje k u bodové p-skoro vsude. Predpoklidejme ddle, Ze existuje p-méritelna
nezapornd funkce g definovand na D s konecnygm Lebesgqueovym integrdlem na mnoziné D
takovd, Ze pro vsechna n € N a p-skoro vsechna x € D plati

|[fu(@)| < g(z) .

Potom funkce f,, n € N, a f maji konecny Lebesquiv integral a plati:

/fdu: lim /fndu.
D n——+0oo D

7 vyse uvedené véty lze dokazat véty o spojitosti integralu podle parametru a derivovani
podle parametru. Tyto véty se pak hojné pouzivaji v teorii parcialnich diferencialnich rovnic
a ve variacnim poctu.

Véta 1.101 (Spojitost integrdlu podle parametru, FUCIK-JOHN-KUFNER [5]). Bud (X, S, u)
prostor s mirou a M je metricky prostor. Necht D C &, AC M a f: D x A — R. Pred-
pokladejme, Ze plati
(i) Pro p-skoro vsechna x € D je f(x, ) spojitd na A.
(ii) Pro kazdé a € A je f(-,a) méritelnd funkce na D.
(iii) Ezistuje nezapornd funkce p-méritelnd funkce definovand na D s konecnym Lebe-
squeovym integralem takovd, Ze pro vsechna o € A a skoro vsechna x € D plati

(2, a)| < g(@).
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Potom
def
)™ [ 1 app
D
je spojitou funkci proménné o na mnoZine A.
Véta 1.102 (Derivace integralu podle parametru, FUCIK-JOHN-KUFNER [5]). Bud (X, &, i)
prostor s mirou a I = (a,b) interval. Necht D C & a f: D x I — R. Necht plati
(i) Integral
def
) [ 1 app
D
je konecny alespori pro jednu hodnotu o € (a,b).

(ii) Pro kazdé o € (a,b) je funkce f(-,a) méritelnd na D.
(iii) Pro vsechna o € (a,b) a skoro vsechna x € D existuje konecnd derivace

g(m,a).

oo

(iv) Ezistuje nezapornd funkce p-méritelnd funkce definovand na D s konecngm Lebe-
squeovym integralem takovd, Ze pro vsechna o € A a skoro vsechna x € D plati

%(a},a) < g(z).

Potom pro kazZdé o € (a,b) plati, Ze integrdl

Fla)= [ f(-cp

je konecny a
dF of
a0 W= | 5l @de

Nez uvedeme jednu z nejobecnéjsich konvergencnich vét vyslovime nasledujici definici.

Definice 1.103. Necht (X, &, 1) je prostor s mirou, 1 < p < +o0. Rekneme, Ze systém F
métitelnych funkei u: X — [—o0, +00] je p-ekviintegrovatelny, jestlize pro vsechna e > 0

existuje 6 > 0 tak, ze
/ lulPdp < e
E

pro vSechna u € F a pro vSechny méritelné mnoziny £ C X: pu(F) < 9.

Véta 1.104 (Vitalliova konvergené¢ni véta, LEONI [9], Véta B.101, str. 535). Necht (X, &, )
je prostor s mirou, 1 < p < 400, {u,}22, C LP(X,6,u). Potom u, konverguje k u €
LP(X, 6, p) prave tehdy, kdyz
(i) {un}o2, konverguje k u v mire p;
(ii) {u,}o2, je p-ekviintegrovtelnd;
(ili) pro kazZdé € > 0 ezistuje E € & takovd, Ze p(E) < 400 a pro vsechna n € N plati

/ |un[Pdu < €.
X\E
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Poznamka 1.105. Podminka (iii) je splnéna automaticky, pokud u(X) < +oo.

Toto je vhodné kritérium pro ovéreni ekviintegrability.
Véta 1.106 ([9], Véta B.102, str. 535). Necht (X, S, u) je prostor s mirou. Necht F je
systém meritelngch funkci u: X — [—o00,400]. Uvazujme ndsledujici podminky:

(i) Systém Fje 1-ekviintegrovatelny.

(i)

lim sup/ luldp =0
=40 weF JizeX: jul>t}

(ili) Ewistuje rostouci funkce ~: [0, +o00] — [0, +00] s limitou

t
lim M = 400
t—+oo
takovd, Ze
sup [ (uldp < +oo.
ueF JX

Potom a jsou ekvivalentni a kazdd z nich implikuje . Pokud navic predpoklddame

sup/ luldp < 400,
uceF JX

potom |(1)| implikuje |(ii)| a vSechny tri podminky jsou ekvivalentni.

1.2.8. Souc¢in mér a Fubiniova véta. Necht (X, Sy, 1) a (Xa, G, o) jsou dva
prostory s mirou, kde miry gy a ps jsou o-konecné. Na prostoru X; x X, uvazujme systém
mnozin G = {G € 2X7%2: G = G x G, kde G; € G;,i = 1,2} (systém méfitelnych
obdélniki), a mnozinovou funkci p°: G — [0, +00] definovanou pro G = G x G takto

p(G) = m(Gh) - w(Ga) .-

Snadno se ovéid, ze u°(@) = 0. Standardni konstrukei dostaneme z této vychozi mnozinové
funkce pfes vnéjsi miru p* iplnou miru g na prostoru X; x X,. V textu [10] je ukdzano,
7e G C M(u*) a ze plati u(G) = u°(G) = w1 (Gy) - u(Gs) pro G € G, G = Gy x Go. Mira

se nazyva soucinova mira meér fy a o a pise se p = py & po.

Véta 1.107 (Fubiniova véta). Necht (X1, 81, p1) a (Xa, G, p2) jsou prostory se o-konecnymi
mirami [y, fe G b je soucinovd mira 1y @ ps na X1 X Xs. Necht f: X1 x X9 — R je u-
meritelna a lexXz |f|dp < +o0. Potom pro ps-skoro vsechny hodnoty xo € Xo plati

funkce f(-,x2) je pr-méritelnd a / |f(+,x2)|du < 400.
X1

Navic funkce g: X1 — R definovand integralem

def . vy .
g(x2) = [ @2)dpn je po-méritelnd a / |g(w2)|dps < +o0.
Xl X2
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/ fduz/ gdu2=/ ( (~,x2)d,u1) dpa -
X1><X2 X2 X2 Xl

Poznamka 1.108. Prostory X; a X5 jsou rovnocenné a tak plati i rovnost

/ fdM:/ ( f($1a'7)dﬂ2>dlt1~
X1 xXo X1 X2

Véta 1.109 (Tonelliho véta). Necht (X1, S1, 1) a (Xa, G, p2) jsou prostory se o-konecnymi
mirami p1y, fe @ [ je soucinovd mira py ® e na X1 X Xo. Necht f: X; x Xo — [0, +00] je
u-meritelna. Potom plati rovnost

/XIXX2 fdM:/XQ( . (-,xz)dm) dpg :/X1 ( . £, ')dﬂz) duy

kde integrdly mohou nabgvat hodnot z oboru [0, +0o0].

Plati rovnost

1.2.9. Integral a derivace. Nyni uvedeme prehled vét, které davaji do souvislosti Le-
besgueovu miru, derivaci a diferencial funkce. Jednorozmérna Lebesgueova mira je vytvo-
fena z délky intervalu, proto se da intuitivné ocekavat, ze nasledujici véty pro Lebesgueovu
miru plati. Samoziejmé jejich dikazy jsou znacéné komplikované.

Definice 1.110. Necht f je A" méfitelnd funkce definovand na RY a pro kazdou kom-
paktni podmnozinu D C RY plati [, |f|[dAY < +o0. Potom Fekneme, Ze bod z € RV je
Lebesgueovym bodem funkce f, pokud plati:
1

lim ———— |f — f(x)[d\Y =0.

=0 |B(z,€)| /B
Poznamka 1.111. Necht f je AN méfitelnd funkce definovand na R a pro kazdou kom-
paktni podmnozinu D C R plati [, | f|[dA\Y < +o0. Kazdy bod, v némz je funkce f spojitd
je jejim Lebesgueovym bodem.

Véta 1.112. Necht f je AV meéritelnd funkce definovand na RN a pro kaZdou kompaktni

podmnoZinu D C RN plati [, |f|dNY < 4o00. Potom skoro kazdy bod x € RN je Lebesgiiv
bod funkce f.

Lemma 1.113. Necht f: [a,b] — R je monoténni. Potom derivace f'(x) existuje pro
A-skoro vechna x € |a,b].

Poznamka 1.114. I kdyz derivace monoténni funkce existuje skoro vsude, nemusi platit
fb) — fla) = f; f'(x)dx. Uvazujme napiiklad funkei s: [-1,1] — R, s(z) = —1 pro
[—1,0) a s(x) =1 pro = € [0, 1]. Potom §'(z) = 0 pro vSechna z € [—1,1] \ {0} a zaroven
s(1) —s(—=1) =2 # Of[_1,1} s'(z) du.

Definice 1.115. Funkce f: [a,b] — R se nazyva absolutné spojitd, jestlize pro kazdé ¢ > 0
existuje takové § > 0, Ze pro kazdy systém intervalu [a;, b;], 1 =1,2,..., M, M € N:

a<ar <b<as<by<...ap <bpy <b
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plati
M

> (b —a;) <6 = Z|f(bi) — fla;)| < €.

i=1
Véta 1.116. Necht funkce f: [a,b] — R je absolutné spojita. Potom derivace f' existuje
pro A-skoro vechna x € (a,b) a pro vSechna x,y € |a,b] plati f(y) — f(z) = f(z ) fdA.
Véta 1.117 (Véta Rademacherova). Necht M, N € N, Q C RY je oblast a f: Q — RM
splnuje Lipschitzovu podminku:

f(y) = (@) g

|y - 517|RN

dL > 0V, y € Q: <L

na oblasti ), potom je zobrazeni f diferencovatelné AN -skoro vsude v €.
1.2.10. Prostory integrovatelnych funkci.

Definice 1.118. Necht (X, &, ) je prostor s mirou a u: X — R* p-méfitelna funkce na
X. Pro1 < p < +oo definujeme

1/p
def
fol ™ ( [ 1 an)
X
def .

)l = inf{C > 0: |u(z)| < C pro skoro vSechna x € X} .

a pro p = oo definujeme

Véta 1.119. Necht p € [0,+00]|, LP(X, S, u) je mnozina vsech p-méritelnych funkei u
definovanych na X takouvich, Ze
flufl, < +oc.

Potom LP(X, S, p) je linedrni prostor a || - ||,: LP(X, &, u) — [0,+00) je seminorma na
LP(X, 6, ).

Véta 1.120. Relace ~ definovand na LP(X, S, n) x LP(X, S, 1) vztahem
u~ v < ulx)=uv(x) pro skoro vsechna x € X

je relact ekvivalence na LP(X, &, u).

Definice 1.121. Symbolem LP(X, &, 1) oznacime faktorprostor

def

LI(X,6,p) = LNX, &, p)/ ~
obsahujici tfidy ~-ekvivalence prvka prostoru £P(X, S, p):

[u] € {v e £P(X, 6, 1) v~}

Poznamka 1.122. Lze pak také psat
LP(X, 6, p) ={[u]: ue L(X, 6, )} .
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Poznamka 1.123. Pokud nejste sbéhli s tiidami ekvivance a faktorprostory, nejsnazsi
objekty, na kterych tento velmi dulezity koncept pochopit jsou zbytkové tiidy mod v
(Z,+), které tvori faktorgrupy (Z,+).

Definice 1.124. Na prostoru LP(X, &, u) definujeme vnitini bindrni operaci scitani:

[u] + [0] < [u+ 2]
a operaci vnéjsi binarni operaci nasobent redlnym cislem:
K [u] o [kul.
Déle definujeme zobrazeni | - || 1r(x,6,0) 1 LP(X, &, 1) = (0, 400) predpisem

def
llllrx e = lully

a také relaci usporadani:
[u] < [v] & u(z) = v(z) pro p-skoro vsechna x € X

Véta 1.125. Prostor LP(X, &, u) vybaveny vyse uwvedenymi operacemi scitani a ndsobeni
redlnym cislem je linedrni prostor.

Zobrazeni || - || tr(x,&,u) je norma na LP(X, 6, ) a prostor LP(X, 6, u) je vzhledem k
této normé uplny (tj. Banachiv prostor).

Definice 1.126. Rekneme, Ze proek [u] € LP(X, S, i) je spojity, pokud existuje reprezen-
tant u € LP(X, S, u), ktery je spojity.

Definice 1.127 (Prostory lokdlné integrovatelnych funkei). Necht (X, T) je lokdlné kom-
paktni Hausdorfiuv prostor a (X, &, 1) je prostor s borelovskou mirou p: & — [0, +o0],
B(X,T)CGal<p<+oo. Prostor LY (X, S, i) je prostor tiid ~-ekvivalence [u] mé-
fitelnych funkei u: X — [—o0, +00] takovych, ze pro kazdou kompaktni mnozinu K C X
plati [u] € LP(K,2K N &, ).

1.2.11. Dudlni prostory k L*(X, S, u).

Definice 1.128. Nechf 1 < p < 4+o00. Holdertiv konjugovany exponent je prvek rozsireného
realného oboru p’ € [1, +0o0] definovany takto:

L prol <p< 400

p—1
(1.41) P! 400 prop=1

1 pro p = +00

Poznamka 1.129. Pro p € (1,400) je p’ € (1,400) a je splnéna rovnice
1 1

(1.42) - =1
p p

Pro dualitu na prostorech LP(X, &, i) je klicova Holderova nerovnost.
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Véta 1.130 (Holderova nerovnost). Necht LP(X, S, u) je prostor s mirou a 1 < p < 400
a p' je Holderiuv konjugovany exponent p. Jestlize u,v: X — R* jsou u-meritelné funkce,
pak plati

luvlnxem < ullrecemllvlr (xep -

Véta 1.131. (Rieszova véta o reprezentaci v LP(X, S, u)). Necht LP(X, S, u) je prostor
s mirou a 1 < p < 400 ap je Holderiv konjugovany exponent p. Potom kaZdy omezeny
linedrni funkciondl I: LP(X, S, u) — R lze reprezentovat pravé jednim v, € i (X,6,u) —
R takovym, Ze
Vue LP(X,6,u): l(u) = / wodp.
X

Navic operdtorovd norma l je stejnd, jako ||vil|p» xe - Plati téZ opacné turzend, Ze
zobrazeni l,: v — fX uvdp definuje omezeny linedrni funkciondl na LP(X, S, u). V tomto
smyslu lze dudlni prostor (LP(X, &, u))" ztotoznit s LY (X, &, u) (mezi témito dvéma pro-
story existuje izometricky izomorfismus). LP(X, &, u) je reflexivni prostor ((p') = p).

Véta 1.132. (Rieszova véta o reprezentaci v LY(X, &, u), [9], Véta B.95, str. 533). Necht
LY (X, &, 1) je prostor se a-koneénou mirou, potom dudlni prostor k LY(X, &, u) lze zto-
toznit s L°(X, 6, ).

Definice 1.133. Necht X je neprazdna mnozina a 2 je algebra podmnoZin X, to jest
(A1) 0, X e «;
(A2) VE eA: X\ AeX,;
(Ag) VEi, Ey € A: B U Ey € .
Rekneme, Ze mnozinové funkce v: 2 — [—oo, +00] je konecné aditivni znaménkovd mira,
plati-li
(KM1) v(0);
(KM2) v nabyva nejvyse jedné z hodnot —oo, 400, tj. bud v: A — [—o00,+00) nebo
v: A — (—o00, +00;
(KM3) pro vSechna Fy, Ey € 2: E; N Ey = () plati
V(El U Eg) = I/(El) + V(EQ) .

Necht (X, &, u) je prostor s mirou. Definujeme prostor ba(X, S, u) konecné aditivnich
znaménkovych mer absolutné spojitych vzhledem k p jako mnozinu vsech v: & — R tako-
vych, ze

(i) v je konecné aditivni znaménkova mira na &;
(ii) v je omezend, tj. jeji totalni variace

| < sup{Z\y }

je konecna, kde supremum je pres vSechna konecna déleni prostoru X;
(iii) absolutné spojitd vzhledem k p, tj. pro vSechna F € &: u(E) = 0 plati v(E) = 0.
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Véta 1.134. (Rieszova véta o reprezentaci v L= (X, &, i), [9], Véta B.96, str. 533; YOSIDA-
HEWwWITT [20], Véta 2.3, str. 53). Necht L=(X, S, ) je prostor s mirou. Potom dudlni pro-
stor k L (X, &, u) lze ztotoznit s prostorem omezenych konecné aditivnich znaménkouvijch
mer absolutné spojitych vzhledem k p v tom smyslu, Ze ke kaZdému omezenému linedrnimu
funkciondlu | na L>®(X, S, u) odpovidd prave jeden prvek v, € ba(X, S, u) takovy, Ze pro
vsechna u € L (X, S, u) plati
l(u) = / udy; .
X

Navic operdtorovd normal je rovna totdlni variaci |v|. Naopak pro dany prvek v € ba(X, &, u)
je zobrazeni l,: u — fX udv omezeny linearni funkciondl na L (X, S, ).

Poznamka 1.135. Jak plyne z predchozi véty, prostory L'(X, &, u) a L>(X, &, i) nejsou
reflexivni. To vyrazné ztézuje analyzu v téchto prostorech. Bohuzel nékdy je i pfes tyto
obtize z divodu regularity nutno v téchto prostorech pracovat.

1.2.12. Vnoreni prostort integrovatelnych funkci.

Véta 1.136 ([9], Véta B.84, str. 531). Necht (X, S, u) je prostor s mirou a 1 < p < g <
+o00. Potom

(1) LP(X, S, u) nent podmnozinou LU(X, S, ) prave tehdy, kdyZ X obsahuje méritelné
mnoziny libovolné malé miry, tj.

Ve>03dE € S: u(F) <ce.

(2) LUX, S, u) neni podmnozinou LP (X, S, u) prave tehdy, kdyzZ X obsahuje méritelné
mnoziny libovolné velké miry, tj.

Ve>03E € S: u(E) > ¢.

Véta 1.137 (srovnej [9], Disledek B.85, str. 531). Necht (X, S, u) je prostor s mirou a
1 <p<q<+oo. Jestlize p(X) < 400, potom

LY(X,6,u) C LP(X,6,p).
Navic existuje ¢ > 0 tak, Ze ||ul|, < c||u||, pro vsechna u € LY(X, S, 1) a tedy
LYX,6,p) — LP(X, 6, ).

1.2.13. Typy konvergenci a kompaktni mnoziny v LP(X, &, ). O charakterizaci
totalné omezenych podmnozin LP(§2) hovori Kolmogorova véta viz Adams [1, Véta 2.21,
strana 31].

V nésledujici vété budeme k funkei u definované na méfitelné mnoziné Q C RY uvazovat
jeji rozsifeni @ nulou na celé RV, tj.

(1.43) i ={ 50 el g
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Véta 1.138 (Kolmogorova véta). Necht 1 < p < 4+o00. Omezend podmmnozina K C LP(2),
tj. podmnoZina splnujici podminku

(1.44) sup |[u||zr) < ¢ < 400
ue K
je totdlné omezend v LP(QY) (jeji uzdvér je kompaktni v LP(S2) ) prave tehdy, kdyz pro vsechna

e > 0 existuje § > 0 a G C Q takové, Ze pro vsechna u € K a vsechna h € RN : |h|gy <6
plati

(1.45) /Q [a(z 4+ h) — ()|’ de < &P
(1.46) /Q\G lu(z)|’ do < €P

Poznamka 1.139. Podmince ((1.45)) se fika spojitost v priméru a podmince (1.46) se rika
pokles v nekonecnu.

1.2.14. Znaménkové a komplexni miry.

Definice 1.140. Necht & je o-algebra na mnoziné X a £ € &. Spocetny systém {E;} C &
po dvou disjunktnich mnozin, tj. E;NE; = () pro ¢ # j, nazyvane rozklad mnoziny E, pokud
plati E' = |J E;. Znaménkovd (komplezni) mira p na & je pak takova redlna (komplexni)
funkce na &, Ze pro kazdé E € & a kazdy rozklad { E;} mnoziny F uvedend rada konverguje
a plati:

W(B) =3 u(E).
i=1
Poznamka 1.141. Protoze permutace indext systému {F;} neméni sjednoceni systému,

uvedena rada konverguje dokonce absolutné.

Definice 1.142. Necht u je znaménkovd (komplexni) mira na &. Mnozinovou funkci
p: & — RT definovanou vztahem:

\u|(E) = sup {Z \W(E)|: {E;} je rozklad E}

nazyvame variace miry p. Cislo u(X) se nazyva totalni variace miry pu na X.

Véta 1.143 (Rudin, véty 6.2 a 6.4). Variace |u| znaménkové (komplexni) miry p defino-
vané na o-algebre & je (nezdpornd) mira na &. Navic |p(X)| < oo.

Poznadmka 1.144. Necht p a v jsou znaménkové (komplexni) miry definované na téze
o-algebie & a ¢ € R (¢ € C). Definujme operace p + v a cu obvyklym zptsobem, tj. pro
kazdé F € &

(1 + A (E) = w(E) + ANE), (cp)(E) =cu(E).
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Lehce lze ovérit, ze p+ A a cpu jsou znaménkové (komplexni) miry. Systém vsech kom-
plexnich mér na & tvoii vektorovy prostor. Polozime-li ||u|| = |u|(X), 1ze ovéTit, ze jsou
splnény axiomy normovaného linearniho prostoru.

Definice 1.145. Necht (X, T) je Hausdorffuv topologicky prostor a necht & je o-algebra
na X obsahujici oteviené mnoziny 7' (takze kazda oteviend mnozina je métitelnd a & je
alespon tak jemnd jako o-algebra Borelovskych mnozin na X'). Potom mira y na méfitelném
prostoru (X, &) se nazyva reguldrni zevnitr pokud pro kazdou mnozinu A z &, plati

p(A) = sup{pu(K)|compact K C A}.
Tato vlastnost se také nékdy nazyva "aproximace kompaktnimi mnozinami.

Definice 1.146. Borelovska mira je definovana nasledovné: Necht X je lokalné kompaktni
Hausdorffuv prostor, a necht B(X) je nejmensi o-algebra obsahujici vsechny oteviené
podmnoziny X (takzvand o-algebra Borelovskych mnozin). Kazdd mira p definovand na
o-algebte Borelovskych mnozin se nazyva Borelovska mira. Jestlize Borelovskd mira u je
zaroven reguldrni zevnitr i reqularni zvnejsku, nazyva se regularni Borelovskda mira. Je-
i u zaroven regularni zevniti a lokdlné koneénd (pro kazdou kompaktni C' € B(X) je
wu(C) < +00), nazyva se Radonova mira.

Definice 1.147. Linearni prostor vSech spojitych zobrazeni ¢ : X — R(C) takovych, ze
jejich nosic

{r e X:¢(z) # 0}

je kompaktni mnozina v (X, 7) oznacime C.(X).

Véta 1.148. Necht X je lokdlné kompakini Hausdorfiv topologicky prostor. Potom ke
kazdému omezenému linedrnimu funkciondlu ® na prostoru C.(X) erxistuje pravé jedna
requldrni (znaménkovd nebo komplexni) borelovskd mira p takovd, Ze plati

o(f) = [ fdu
X
pro vechny funkce f € C.(X). Navic je norma ® rovna totdlni variaci ji:

1] = [4](X).

Poznamka 1.149. Pfipometime si, Ze je-li f: X — R(C) spojitd na X, pak vzor f~1(A)
oteviené mnoziny A € R(C) je také oteviend mnoZina a tedy f~1(A) € B(X). Funkce f
spojita na X je tudiz pu-méritelnd libovolnou borelovskou mirou na X. Z linearity integralu
je vidét, ze zobrazeni ®(f) = [, fdu je linedrni.

1.2.15. Znaceni pouzivané mimo abstraktni teorii. Tam, kde se Lebesguv inte-
gral s Lebesgueovou mirou pouziva mimo vyse uvedenou abstraktni teorii, se vétsinou z
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historickych divodi pouziva néasledujici znaceni:

/ ’ f(z)dz = fdx

(a,b)

/ﬂ f(z)dz = /Q faxy

/Q f(o,y)dedy = /Q f 2

/f($,y,z)dxdydz = /fd)\3
Q Q

Toto znaceni téz odrazi fakt, ze Lebesgiv integral zobecniuje Riemanniiv integral, ktery se
takto tradicné zapisuje. I my se budeme v tomto textu vétsinou tohoto znaceni drzet. Vzdy
to bud vyplyne z kontextu (nebude-li hrozit nedorozuméni), nebo to vyslovné zminime.

1.3. Prostory spojitych funkci
1.3.1. Zakladni prostory.

Definice 1.150. Necht 2 C R¥ je oblast. Definujeme nasledujici mnoZiny funkef:

(1) C(Q) (nebo C°(Q2)) — mnozina vsech funkei definovanych v kazdém bodé oblasti
Q) a spojitych v kazdém bodé oblasti €.

(2) C*(2), k € N—mnozina vSech funkef definovanych v kazdém bodé oblasti ©, které
maji v kazdém bodé oblasti 2 vSechny parcidlni derivace az do fadu k vcetné a
tyto derivace jsou spojité v kazdém bodé oblasti €2.

(3) C*(2) — mnozina funkeci majici spojité derivace vSech radu v kazdém bodé €2, to
jest

Cx(Q) = () CHQ).

Poznamka 1.151. Protoze soucet dvou spojitych funkei u, v € C(Q) je opét spojitd funkce
u+wv € C(Q) a nasobenim spojité funkce u € C'(€2) realnym cislem vy € R dostaneme opét
spojitou funkci yu € C(Q2), jsou vyse uvedené mnoziny z hlediska algebraické struktury
linedrni prostory nad telesem redlnyjch cisel.

Definice 1.152. Necht 2 C R” je oblast. Necht funkce v je definovédna v kazdém bodé €.
Mnozinu

(1.47) suppu & {z € Q: u(x) # 0}

nazyvame nosicem funkce u.

Definice 1.153. Necht &k € {0} UN U {oo}. Symbolem C#(Q2) ozna¢ime mnoZinu vsech
funkei z C*(9), jejichZ nosi¢e jsou kompaktn{ v €.
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Poznamka 1.154. Opét se snadno nahlédne, 7Ze vyse definované mnoziny C*(Q) jsou z
hlediska algebraické struktury linearni prostory nad télesem redlnych cisel.

Definice 1.155. Necht 2 C R” je oblast. Definujeme jesté nasledujici mnoziny funkei:

(1) C(Q) (nebo C°(Q)) — mnozina vsech funkei z C(Q), které jsou omezené a stejno-
mérné spojité na €2.
(2) C*(Q2), k € N—mnoZina viech funkef u € C*(Q) takovych, 7e kazda jejich parcidlni

derivace az do tadu k lezi v C(2).

(3) C*°(2) — mnozina definovand predpisem
Cx(Q) = () Q).
k=0

Véta 1.156. Necht Q2 C RN je omezend oblast. Potom lze funkci u € C(Q) jednoznacné
spojite rozsirit na ).

Poznamka 1.157. Pro omezené oblasti @ C RY budeme s funkcemi u € C (Q) pracovat
jako s jejich spojitymi rozsitenimi na €2. Tim bude mozné pouzivat napt. Weierstrassovu

vétu a budeme moci uvazovat, ze funkce u € C(Q2) (ve smyslu spojitého rozsiteni) nabyva
svého maxima a minima na 2.

Podle predchozi poznamky mé smysl nasledujici definice.

Definice 1.158. Necht Q C RV je omezend oblast. Pro funkce u € C(Q) definujeme
def
(1.48) lulle@) = maxfu(z)]

xe

Necht Q C RY je omezend oblast. Pro k € N a funkce u € C*(Q) definujeme
k

def 0“u
(1.49) [uller@y = T§g|u($)| + |z|—:1 max m(@ :
kde a € N), a = (g, 9, ..., an), N € N je dimenze oblasti Q2 a || def o)+ ag 4+ Fay.

N-tici « tikdme multiindex a Cislu || fikdme délka multiindezu «.

Véta 1.159. Necht Q C RY je omezend oblast. Potom plati
(i) zobrazend || - || o : C(Q) — Ry dané predpisem (1.48)) je norma na C(Q).

(ii) Prostor C(Q2) je vzhledem k této normé Banachiv prostor.

(iii) Prostor C(§2) s touto normou je navic separabilni.

Poznamka 1.160. Konvergence v normé dané predpisem odpovida stejnomérné
konvergenci na €. Uplnost dokézeme tak, Ze nejprve najdeme bodovou limitu (cauchy-
ovska ¢iselnd posloupnost je konvergentni). Déale vyuzijeme faktu, ze limitou stejnomérné
konvergujici posloupnosti spojitych funkei na kompaktni mnoziné Q (Q je dle predpokladu
omezend a uzaviend), je funkce spojita na Q. Diky tomu je prostor C(Q) tiplny.
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Separabilita vyplyva z nasledujici véty.

Véta 1.161 ([8], Véta 1.4.4, str. 30). Necht Q C RN je omezend oblast, u € C(Q) a e > 0.
Potom ezistuje n € N a polynom P, (v proménnych x1,xs,...xN)

P,(x) = Z anxyt -y
laj<n
takovy, Ze
lu—Fllo@) <e-

Poznamka 1.162. K predchozi vété je tfeba dodat, ze dany polynom lze volit tak, ze
vsechny jeho koeficienty splnuji a, € Q. Mnozina vsech polynomt s racionalnimi koeficienty
2 je spocetné sjednoceni mnozin vsech polynomu s raciondlnimi koeficienty stupné nejvyse
n € Ny, proto je £ spocetna. Z vyse uvedené véty plyne, ze spocetnd mnozina 2 je husta

v C(Q2) a tudiz je C'(£2) separabilni prostor.
7 podobnych divodi jako u Véty [1.159| plati i nasledujici véta.

Véta 1.163. Necht k € R, Q C RY je omezend oblast. Potom plati
(i) zobrazent || - |[cr@): C*(Q) — Ry dané predpisem je norma na C*(Q).
(ii) Prostor C*(Q) je vzhledem k této normé Banachiv prostor.
(iii) Prostor C*(Q) s touto normou je navic separabilni.

1.3.2. Holderovy prostory.

Definice 1.164. Necht 2 C RY je oblast a 0 < A < 1. Pro funkci u € C*(2) a multiindex
a € NI definujeme

e aa - aa
(1.50) H, \(u) o sup |0%u(x) Au(y)\
xz;éeﬂ ER]
a7y

Symbolem C**(Q) ozna¢ime mnozinu vsech funkei z C*(Q) takovych, 7e
Va: ol =k: Hyp(u) < +00.
Pro u € C**(Q) definujeme
def
(1.51) lelloea@y = lullorg + D Haa(w)
|a|=k

Poznamka 1.165. Necht L, H > 0 jsou realné konstanty. Ze zdkladniho kurzu matema-
tické analyzy vite, ze funkci splnujici podminku

(1.52) [f(z) = f(y)| < L]z — ylp~

pro viechna x,y € E C RY se iik4 lipschitzovsks funkce na mnoziné E. Podmince (1.53))
se Tika Lipschitzova podminka a konstanté L Lipschitzova konstanta funkce f. Podobné,
je-li 0 < A < 1, funkeci splnujici podminku

(1.53) (@) = fy)l < Hlz — ylp~
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pro viechna z,y € £ C RY se fikd hélderovskd funkce na mnozing E. Podmince ((1.53)) se
rikéd Holderova podminka a konstanté H Holderova konstanta funkce f.

Véta 1.166 ([8], Lemma 1.3.1., str. 25; Véta 1.3.3, str. 26). Necht k € No, 0 < A < 1,
Q C RY je omezend oblast. Potom || - ||oragg) je norma na C*(Q). Prostor C*(Q) je
vzhledem k této normé Banachiwv.

Véta 1.167 ([8], Cvicen{ 1.2.8, str. 23). Necht je @ C R" je omezend oblast, 0 <v <\ <
1, k>0 aue CFQ). Potom pro viechna o € NY takovd, Ze |a| = k plati:

(1.54) Hy(u) < (diam Q)™ Hy(u);
(A=v)/X R
(1.55) Hy,(u) < (2?%@%(3;)0 (Hox(u)M" .

7 predchozi véty plyne nasledujici dilezita véta o vnoreni:
Véta 1.168. Necht Q C RY je omezend oblast, 0 < v < X <1, k> 0. Potom
(1.56) CPMNQ) — CH(Q).

Jemnéjsimi odhady lze dokonce ziskat kompaktni vnoteni:

Véta 1.169 ([8], Véta 1.5.10, Pozndmka 1.5.11 str. 38-39). Necht Q C RY je omezend
oblast, 0 <v < X <1, k>0. Potom

(1.57) P Q) S O @) S CH@Q)
Dalsim typem vnoreni, kterd jsou uzite¢na pri studiu parcidlnich diferencialnich rovnic
jsou tato
(1.58) CH1AQ) — CPMNQ),
(1.59) CH(Q) — CFMNQ).

\Y pfipadech vnoteni prostorﬁ s vyssi diferenecovatelnosti do prostorﬁ S niiéi diferencova—
oblasti. Ukazme si to na zdkladnim piikladé: C*(Q2) < C%1(Q). Potfebujeme z omezenosti
prvnich derivaci

ou

5. (%)

)

Yz € Q:

S H'U/ch(ﬁ) 7'i — 1,. ..,N

vyvodit odhad na H; o seminormu funkce u (tj. odhad na Lipschitzovu konstantu funkce
u: Hyp(u) = L > 0) tak, aby platilo H(u) < M|[ullc1 ), kde konstanta M nesmi zdviset
na konkrétni funkci u, ale mize eventuelné zaviset na oblasti 2.

V ¢em spociva problém odhadu rozdilu funkénich hodnot pomoci derivace je nejlépe
vidét z nasledujici uvahy o grafu funkce nad kfivkou ve dvou dimenzich (modifikaci pro
vhodnou oblast provedte podrobné sami). Mé&jme spirdlu S: x = 1/tcost, y = 1/tsint,
t € (m,400). Délka oblouku této spirély je

vi47® 2 V14 t?
(1.60) / Va(t)? 4+ g(t)2dt = T arcsinh m — i + arcsinh .

™
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Snadno zjistime, Ze lim;_,, $(t) = +00. Déle uvazujme funkci

(0 t <0,
4 4 1
ut)=q St° -5t +tt 0<t <2,
T ™ T
(0 t>2mw.
Snadno se ovéri, ze
(1.61) u'(0) =u/'(27) =0
8
_ _ 1| —
(1.62) max [u(t)] = u(r) =1, max|u'(t)] = W
(1.63) lim u(t) =0

t—o00
Nyni budeme uvazovat inverzni funkci k funkei ([1.60)), s — t(s), a zobrazeni Z..: (0, 4+00) —
R3,
xz(s) = 1/t(s)cost(s),

W) = 1t(s)sini(s),
2(s) = u(s+c)

pro s € (0,+00), kde ¢ € R je libovolnd predem zvolend konstanta. Zobrazeni z(s) =
1/t(s) cost(s), y(s) = 1/t(s)sint(s) je vyjadreni spiraly S v prirozeném parametru - délce
oblouku. To znamena, vyska grafu zobrazeni Z. nad rovinou xy je po ubéhnuti oblouku
s > 0 po spirale S rovna z = u(s + ¢). Derivace vysky z vzhledem k oblouku s je u/(s + ¢),
pro kterou plati |u/(s + ¢)| < ﬁ. Maximélni vysky z = 1 se nabyva pro Sp.x = ™ — c.
Protoze limg_, oo u(s+c¢) = 0 a limy_, oo 1/£(s) cost(s), lims, 10 1/t(s), sint(s), dostavame
nasledujici dolni odhad

[2(s2) = 2(51)]

sup =
rs2€009)  (a(s) = (s1))° + (y(s2) — y(s1))°

2(Smax)| S 1

|
> >
V@500 + Wl ) @l5ma))* + W 5ma))?

= t(Smax) = t(m —¢).

Uvazujme nyni poslopoupnost ¢, — —oo a odpovidajici posloupnost zobrazeni Z.. Potom
t(m — ¢,) — 400 a tudiz

. (52) = (51

51,52€(0,+00) \/(:U(SQ) — x(sl))2 + (y(s2) — y(81))2
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nelze odhadnout maxec( 4o0) |t/(5)|. Divod je ten, Ze zatimco rist funkce mame derivaci
kontrolovan pouze podél oblouku spirdly, vyse uvedené supremum pocitame i tzv. “skokem
pres zavit”. Tim, ze délka oblouku spirdly S je +oo (lim; e $(t) = +00), mizeme Spax
libovolné zveétsovat, ¢imz se bod se z(ss) = 1 na spirale posunuje do mist, kde jsou zavity
¢im dal blize k sobé, a zéroven pro dostateéné velka s > sp,az + 7 je z(s) = 0. Podobné by
tomu bylo naptiklad, pokud bychom studovali graf funkce u nad grafem krivky K: (0,1) —
R? x(t) = t,y(t) = sin(1/t) (opét kombinace nekonecné délky grafu se zahustovanim vin v
okoli bodu 0, provedte rozbor sami).

Zde popsﬂané situace nas privadi k definici vhodného typu oblasti, kde vnoreni a
(1.59) plati[}

Definice 1.170 ([8], Definice 1.2.12, str. 24). Rekneme, Ze oblast Q C RY spliuje S-
podminku, pokud existuje konstanta M > 0 takova, ze pro kazdé dva body z,y € €
existuje n € N a (n + 1)-tice bodit 2, ..., 2, € RY spliujici tyto tii podminky:

(164) T = 20,21,%25---32n =Y,
(1.66) Yo |z — 2] < Mz —y.

Véta 1.171 ([8], Véta 1.2.14). Necht Q C RY splriuje S-podminku, potom plati ndsledujici
vnoreni

Ck-l—l,)\(ﬁ) SN Crk,l(ﬁ) ’
oLan(9) N CFA@) |
Ck-H (ﬁ) cg Ck,)\ (ﬁ) ’

plati prok € Ny a 0 < A < 1.
Diikaz. DokaZeme specidlni pifpad C1(Q) — C%'(Q). Déle se vyuZije nésledujiciho
fetézce vnoreni, ktery plyne z Véty [1.168}
CAQ) S C'@Q) = CONQ) S CONQ).

Obecny pripad £ > 1 se dokazuje analogicky jen je technicky komplikovaneéjsi. Méjme
dany dva body z,y € Q a necht z,...,2, € RY je (n + 1)-tice bodt splitujici podminky

(C64) (1:66). Ziejme
u(y) — (@) = u(z) — u(zn1) + (1) — ulzaz) -+ u(z1) = u(z0)
1Podminka z monografie [8], Definice 1.2.12, str. 24, je nejlepsi, kterou se ndm pro tato vnoreni podafilo

vyhledat. Navic, jak je vidét z pfedchozich tvah je velmi pfirozend. V monografii [I] je uvedena pouze
podminka konvexnosti nebo hvézdicovosti oblasti.
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Z trojuhelnikové nerovnosti odtud dostaneme

n—1

[uly) = u(z)] < Y lulzi +1) = u(z)] -

i=0
Uzitim véty o stfedni hodnoté na kazdé z tsecek tz; + (1 — t)z;41, t € [0,1], dostaneme
pro vhodné 6 € [0, 1] rovnost:

N
ou
w(ziv1) —u(z) = Z 8—%(92Z + (1 —0)zi41) v,
k=1

. , v def N 12 v v .
kde vy je k-ta slozka vektoru v = z;,1 — 2;. Tudiz diky Cauchyové-Schwarzové nerovnosti
a ekvivalenci norem v RY existuje konstanta K > 0 nezdvisld na u, z;,1, z; takova, Ze

[u(zi1) — u(2i)| < Kllullor@lzier — zilry -

u(y) — u(@)| <
n—1 n—1

<Y fu(zi+ 1) —u(z)] < Kllulleiy Y |z — ziley <
=0 i=0

< KlullergMlz — ylev

kde v posledni nerovnosti jsme pouzili (1.66]) s konstantou M > 0 z definice (1.170)) pro
danou oblast € (nezavislou na volbé bodu x,y € Q).
[ |

Piiklad 1.172 ([6],str. 53). Uvedme priklad, kde vyse uvedené vnoteni neplati a na prvni

pohled neni patrné, zZe neni splnéna S-podminka. Uvazujme oblast €2 o {r e R?: 22+13 <
1A xy < |21]Y/2}. Necht 1 < 8 < 2. Potom pro funkci u: Q — R,z — 25 sgnaz; plati
u € CY(Q) a zaroven u ¢ C*(Q) pro /2 < a < 1.

Reseni. Platnost u € C*(Q) a u & C*(Q) pro 3/2 < a < 1 dokazte sami. Problém s
S-podminkou nastava na okoli bodu o = (0,0). Uvazujme systém dvojic boda xp,y, na
hranici 9Q spliujici « = (—h,vh) a y = (h,Vh), b € (0,1/4]. Vzdalenost dvojic téchto
bodtl je |z, — yn|re = 2h zatimco nejkratsi lomennd ¢ara lezici v Q spojujici dvojici z;, a
yn je sjednoceni usecek x,0 a oy, jejiz délka je 24/h? + h. Déle plati

|z — o|g2 + |0 — ylgr2 _ lim 2h lim 1 o
|z — y|re ho0+ 20/h2+h b0+ \/T+1/h

Proto tato oblast nesplnuje S-podminku.
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Tato véta asi ¢tenare nepotési, ale ¢tenar znaly této véty se bude moci vyhnout né-
kterym chybam v dtikazech vét z teorie parcidlnich diferencidlnich rovnic zalozenych na
aproximaci.

Véta 1.173 ([8], Véta 1.4.9, str. 32). Necht k € Ny a 0 < A < 1, potom prostor C**(Q)
neni separabilni.

Nasledujici véta je uzitecna v nékterych konstrukecich reseni parcidlnich diferencidlnich
rovnic, kdy potiebujeme mit funkci dodefinovanou vné oblasti, kde je zadana (a zachovat
pritom t¥idu spojitosti).

Véta 1.174 (McSHANE [11], Dusledek 1). Necht E C RY a f : E — R spliuje na E
Lipschitzovu nebo Hélderovu podminku, tj. existuje M >0 a 0 < a < 1 takové, Ze

(1.67) Vo, y e RY: zy € E = |f(x) — f(y)] < M|z — y|gn .

Pak lze f rozsirit na RY tak, Ze je podminka (1.67) zachovdna.

Nasledujici véta se tyka zhlazovani spojitych a Holderovskych funkci. Nejprve ale defi-
nujme tzv. zhlazujici jadro.

Definice 1.175 (Systém standardnich zhlazujicich jader). Pro libovolné dané ¢ > 0 defi-
nujeme funkci w, : RY — R po ¢astech predpisem

82
(1.68) on(o) 1 { Ceoxp(~am) pro el <<,
0 pro |z|>¢e,

kde C. je voleno tak, aby fRN w.dx = 1. Tomuto systému funkei tikdme systém standard-
nich zhlazugjicich jader.

Véta 1.176 (GILBARG-TRUDINGER [6], Lemma 7.1, str. 147). Necht u € C(2). Pro

libovolnou V: ¥ C Q a 0 < ¢ < dist(99, Q) definujeme u.: ' — R vztahem u.(z) o

(
Joy u(@)we(z — y) dy. Potom pro libovolnou ¥': Q' C Q plati lim. o [Ju. — ull oy = 0.

Podobné tvrzeni plati i pro Holderovy prostory.

Véta 1.177 (srovnej diskuzi v [6] na str. 148). Nechtu € C*(2), 0 < o < 1. Pro libovolnou
QY CQa0<e<dist(99Q,Q) definujeme u.: ' — R vztahem u. () o Joy w(@)w.(x —

y) dy. Potom pro libovolnou €Y' : Q' C Q a libovolné 0 < 3 < « plati lim,_,q ||u. —ull sy =
0.

1.4. Typy oblasti

Definice 1.178. Rekneme, 7e omezend oblast Q C RY mé hranici tifdy C*, jestlize
tato hranice mize byt pokryta koneéné mnoha (N — 1)-dimensionélnimi nadplochami ',
i=1,2,..., M < +oo, které ve vhodné zvoleném lokélnim systému soufadnic (&,..., &%)
lze vyjadrit ve tvaru

5;\/:91(€i77£§\771)7 i:1727"‘7M7
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kde . A
g ech@y, i=1,2,...,M,
QY {(€i, .. €6 ) e RN (& &G Dlrv <7} ar® > 0. Dale pfedpokldddme, Ze
existuje g9 > 0 tak, 7e paralelni posuv nadplochy I'. dany rovnici
g}\/ - gl<§§’ s 7§§V—1) + €,

pro —gp < e <0lezi v Q2 apro0 < e <eyvQnelezi. (Diky tomu oblast 2 lezi lokalné na
jedné strané své hranice 02).

Véta 1.179. Omezend oblast @ C RN s hranici tridy C**, k+a > 1, spliuje S-podminku.

Dtisledek 1.180. Necht oblast Q C RY md hranici tridy C*®, k + a > 1. Potom na této
oblasti vnoreni z Veéty|1.171 plati.

1.5. Kompaktnost mnozin v prostorech spojitych funkci
Véta 1.181 (Arzela-Ascoli, dodat citaci). Necht X je kompaktni metricky prostor s met-
rikou d : X x X — RTU{0} a K je omezend podmnozina C(X), tj.

(1.69) sup |Jullex) < ¢ < 400.
ueC(X)

Jestlize pro vsechna € > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze pro vSechna x1,x2 € X a vsechna u € K
plati implikace

(1.70) d(xy,29) < § = |u(xy) —u(xe)| < €,
pak uzdver K v C(K) je kompaktni.
Poznamka 1.182. Podmince (1.69) se tika stejnd omezenost a podmince ((1.70) se rika

stejnd spojitost.
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KAPITOLA 2

Uvod do teorie distribuci
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2.1. Motivace

Koncept distribuce vychazi prirozené z pomérné jednoduchych fyzikalnich tvah tyka-
jicich se rozlozeni néjaké fyzikalni velic¢iny v prostoru. Odtud nézev distribuce. Rozlozeni
fyzikalnich veli¢in mtze byt spojité, nespojité i diskrétni, pripadné rtizné kombinace téchto
rozlozeni. Protoze vétsina rovnic matematické fyziky popisujicich vztah mezi fyzikalnimi ve-
licinami ma diferencidlni charakter, je cilem teorie distribuci vytvorit takovy aparat, ktery
by umoznil uziti metod diferencialniho poctu i na nespojité pripadné diskrétné rozlozené
veli¢iny. Z matematického pohledu lze distribuce povazovat za jisté zobecnéni funkci, které
zbavuje diferencidlni pocet komplikaci zptisobenych existenci nehladkych funkci. Teorie
distribuci rozsituje metody diferencialniho poc¢tu na velice Sirokou tiidu objekti, distri-
buci, kterym se také rika zobecnéné funkce. Toto rozsiteni diferencialniho poc¢tu na Sirsi
tridu objektu splinuje nasledujici ptirozené pozadavky (viz Rudin [14, Kap. 6]):

(1) Kazda lokalné integrovatelna funkce je distribuce.

(2) Kazda distribuce ma vsechny parcidlni derivace, které jsou opét distribucemi.
Ttida distribuci je tedy uzaviena vzhledem k derivovani a kazda distribuce ma
derivace vSech radi.

(3) Pro diferencovatelnou funkci je nové definovana derivace pro distribuce identicka
(v jistém smyslu) s puvodni definici.

(4) Bézna formalni pravidla diferencidlniho poc¢tu plati i pro distribuce.

(5) Teorie distribuci je vybudovéna tak, aby platily vhodné konvergenc¢ni véty pro
limitni procesy.

Nyni se vratime k fyzikalni motivaci pojmu distribuce. Uvidime, ze distribuce matema-
ticky vyjadruje fyzikalni fakt, Ze neni v praxi mozné stanovit hodnotu fyzikalni veli¢iny v
daném bodé, ale pouze jeji primérnou hodnotu v néjaké dostatecné malé testovaci oblasti
obsahujici dany bod. Za timto tcelem uvazujme prostorové rozlozeni néjaké fyzikalni veli-
¢iny popsané funkei f. Abychom mohli vyjadrit praimérnou hodnotu funkce v dané testovaci
oblasti pomoci integralu, budeme o této funkci predpokladat, ze je lokalné integrovatelna
v Lebesguové smyslu, tj. f € Li_(Q), kde Q je oteviena podmnozina RY (oblast). Z teorie
lebesguovsky integrovatelnych funkef je zndmo, ze prostor f € Li (Q) je faktor-prostor in-
tegrovatelnych funkei nabyvajicich stejnych hodnot v €2 az na mnozinu Lebesgueovy miry
nula a tudiz funkéni hodnota daného reprezentanta f(x) v konkrétnim bodé z € 2 nema
zadny vyznam (bud neni definovdna vubec, a pokud je, pak stejné neovlivni hodnotu in-
tegralu). Avsak z fyzikdlniho hlediska, je mozné uvazovat pouze integralni pruméry f na
libovolné malych podoblastech (2. Specidlné mizeme uvazovat integralni priimeéry na kou-
lich B(z,e) C €, se stifedem v x € €2 a polomérem ¢. Z teorie Lebesgueova integralu plyne,
ze pro skoro vSechna z € Q (ve smyslu Lebesguovy miry), nasledujici limita existuje a pro
skoro vsechna x € ) plati

) 1
flz) = llj}%m/jg(m)f(f) dg .

Body, ve kterych toto plati nazyvame Lebesguovymi body funkce f. PovSimnéte si, ze
integraly pres koule B(z,e) C  lze piepsat jako integraly pres celou oblast néasledujicim
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zpusobem:
1

[B(z,e)| de = re(€) A€,
Bg) o, O = [ f@mae)ae
kde

[ 1/|B(z,e)| pokud ¢ € B(x,¢),
vaell) = { 0 jinak .

1
loc

(2.1) / F(€)van(€) de

Tudiz je ekvivalentni znat f jakozto element L .(€2) nebo znat hodnoty integralu

pro vSechna x € ) a ¢ > 0 takova, ze B(z,e) C 2. Obecnéji, distribuci prifazenou k funkci
f pak chapeme jako zobrazeni F : v — [, f(§)v(§) d€ pro v z urcité t¥idy funkei, které
se nazyvaji testovaci funkce. Protoze integraly nam poskytuji informaci o tom, jak
jsou funkéni hodnoty v €2 rozlozeny, tj. distribuovany, je tato iivaha motivaci k zavedeni
abstrakniho pojmu distribuce.

Pred tim, nez vyslovime presnou definici se jesté podivame na jeden motivacni priklad,
ktery ukazuje, ze distribucemi mizeme popisovat i takova fyzikalné opodstatnéna rozlozeni
veli¢in, kterd pomoci funkei z L} _(2) popsat nejdou. Predpokladejme, Ze bychom chtéli

popsat fyzikalni situaci, kdy je hmota soustfedéna do velmi malého prostoru, jehoz velikost
je pod rozliSovaci schopnosti pristroji. Z gravitacnich u¢inka jsme pouze schopni urcit

Vvev

vV

celkovd hmota soustiedénd v kouli B(z,¢) je

1 pokud o € B(zx,¢),
m(B(z,¢)) = { 0 gokud o¢ B(%z)-

Piedpoklddejme sporem, Ze takovéto rozloZeni lze popsat funkei f € L (Q), to jest, exis-
tuje f € L .(Q) takovd, ze

[ 1 pokud o € B(z,¢),
(2.2) /B(:L‘,a) f(&)de = { 0 pokud o & B(x,¢).

Pro z # o plati o € B(z,¢) pro vSechna ¢ : 0 < € < |z|gn. Mdme pro skoro vsechna
r e Q f(x) = limeﬁom&m o f(§)d€ = 0. Na druhou stranu, je-li f(z) = 0 pro
skoro vSechna x € €, pak fB(I 8)f(f) d¢ = 0 pro vSechny koule B(z,e) C €, tedy i
fB(o,a) f(&)d¢ = 0, coz je ve sporu s predpokladem ({2.2)), nebot o € B(0,¢) pro libovolné
e > 0.

Nyni se na celou situaci podivejme z jiného pohledu. Fakt, ze hmota je koncentrovana
do pocatku, lze povazovat za limitni pripad rovnomérného rozdéleni stejné celkové hmoty
v ¢im dal mensich koulich se stiedem v poc¢atku. Uvazujme tedy jednoparametricky systém
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funkei f. € Li..(Q2) definovanych vztahem:

f(x) = { (1)/7|B(0,5)] z € B(0,¢),

proe > 0: B(0,e) C Q. Potom distribuce pritazend k funkeci f., je zobrazeni

v /Q £(€)0(€) de = m /B G

Zbyva vyjasnit z jaké tiidy volit testovaci funkce v. Protoze f. € L*(Q2) a f. = 0 vné
B(0,¢), je patrné, Ze integraly maji smysl pro libovolnou testovaci funkei v € Li (R"). Z
Véty [1.112| plyne, Ze pro testovaci funkci v € L (R") limita

lim N v(€)d¢

=0 |B(z,€)| /(e
existuje ve skoro kazdém bodé = €  a je rovna v(x). Pokud by tedy testovaci funkce v
byla z L (RY), limita
i [ f@ie)ae = tim e |

obecné nemé smysl, nebot v(z) neni v t¥idé Ll _(RY) ddno jednoznacné a ani nemusi byt
definovano. Pokud vezmeme za tiidu testovacich funkei prostor C.(2) (prostor spojitych
funkci s kompaktnim nosicem v ), pak podle Poznamky [1.111} m

ti [ ((e) de - gg%‘B |/“ €)dg = v(o0)
Hledand limitni distribuce je tedy zobrazeni:
(2.3) 9o : Ce(Q) = R, v v(0).

Protoze se jedna o fyzikalné vyznamnou distribuci, znacime ji J, a nazyvame ji Diracova
distribuce. Jak bylo ukazano vyse, Diracovu distribuci 6, nelze reprezentovat lokalné inte-
grovatelnou funkci. Budeme-li pro jednoduchost uvazovat omezenou oblast Q C RY, pak
zobrazeni definované vztahem je spojité a podle Rieszovy-Alexandrovovy véty
existuje Borelovskd mira p : B(Q) — R takovd, ze

(o) = 6,(0) = [ vy

pro viechny funkce v € C(Q). Tato mira se nazyva téz Diracova mira a také se obvykle
znaci d,. Zapis pak vypada takto:
do(v) :/vdéo.
Q

Pro neomezené oblasti je situace trochu komplikovanéjsi a bude vyresena v nasledujici
kapitole.

Pomoci distribuci miizeme pracovat s celou fadou objektu reprezentujicich linedrni funk-
cionaly, které nelze ztotoznit s funkcemi. Muzeme napriklad definovat derivaci libovolné
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funkce z Li (). Pro jednoduchost, protoze jesté nemdme definované potiebné pojmy, si
to vysvétlime na funkci z L'(Q2), kde Q C RY je omezend oblast. Vezméme f € L'(Q)
a pokusme se nalézt vhodnou definici pro df/0x;. Za testovaci funkce vezméme prostor
C' (), coz je normovany linearni prostor nad télesem R. Tento prostor uvazujeme s normou
|+ ler@)» vzhledem ke které je Banachiv. Distribucemi budeme v tomto prikladé rozumét
spojité linearni funkcionaly na C*(Q). K definici distributivni derivace funkce f € L'(f) se
dostateme pomoci ndzorného limitniho prechodu. Aproximujme funkci f € L*(2) posloup-
nosti funkei f,, z C*(Q). Piipometime, %e prostor C*(Q) je husty v L*(Q2). Pro libovolnou
funkei f, € C'(Q) pak pifslusna distribuce df,/0z; je zobrazeni

cl(Q) —>Rv~—>/g£:‘

V integralu vsak nemutzeme prejit k limité pro n — oo. Integraci per-partes dostaneme

ekvivalentni vyjadreni
afn . ov
[ S @@ydr == [ f@) g ds

platné pro kazdé n € N. Protoze f, — f v L'(€Q), dostavame

[t = fan g el < [ 1futo) = flo)] e 0.

x)dx

sup
veC @), vl o1 g, <1

7 predchozi nerovnosti plyne, ze posloupnost 7T, spojitych funkcionéli asociovanych s f,, €

e (®) ,
T, clmHRqu/ o :c)dx:—/ﬂfn(:v)a;(x)d:c

konverguje v operatorové normé k funkcionalu

(2.4) T:0'Q) - Rvws — /f Y (z)dz.

ox;
Tento operdtor pak nazveme distributivni derivace f € L'(2). Distribuce pfifazend k
df /0x; je potom spojity linedrni funkciondl T' definovany (2.4)).

Podobné bychom na Q mohli definovat i derivace vyssich fadd tim, e bychom zvysili
pozadavky na hladkost testovacich funkci. Predchozi priklady nas motivovaly k zavedeni
pojmu distribuce a prvni distributivni derivace. Abychom mohli podobné limitni prechody
provadét nejen na kompaktnich podmnozinach Q ¢ RY, kde Q je omezend oblast, ale i na
obecné otevienych i neomezenych oblastech €2, musime vhodné zvolit prostor testovacich
funkci a hlavné velmi netrividlnim zptisobem definovat na tomto prostoru topologii, ktera
nam tyto limitni prechody umozni. O tom pojednava nasledujici odstavec.

2.2. Prostor testovacich funkci 2(12)

V tomto odstavci definujeme prostor testovacich funkei a zavedeme na ném vhodnou
topologii a uvedeme néktera klicova tvrzeni. Dikazy téchto tvrzeni maji fundamentalni
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charakter a jsou velmi obtiZzné. Proto je zde neuvadime a odkazujeme do monografie [14,
Rudin, str. 32 a 33].

Definice 2.1. Prvek a € NY, a = (aj,9,...,ay), kde N € N je dimenze oblasti
(2 je oteviend souvisld podmnozina C RY) se nazyva multiindex. Piirozené ¢islo | oo
a1+ as + - - - 4 ay se nazyva délka multiindexu o. Symbol D%v bude v nasledujicim textu

znacit parcidlni derivaci (a to i v zobecnéném smyslu, viz dale):

def oledy

D% = .
aq a2 aN
0x{"0x5? ... 0z}

Rekneme, Ze funkce v :  — R (C) definovani na oblasti Q € RY patif do C>(Q),
pokud D% € C'(€) pro vSechny multiindexy a € NJ'.

Definice 2.2. Nosic¢ funkce v : Q — R (C) je mnozina

supp v o {r € Q:v(x)#0}.
Je-li K C © kompaktni mnozina, potom Zg(2) znaci prostor vsech funkei v € C>®(Q) s
nosi¢em obsazenym v K, tj.

(2.5) Dk () o {veC>®(Q):suppv C K} .

Poznamka 2.3. Snadno se ovéri, ze C™(Q2) i Dk () jsou linearni prostory. V nésledujicim
definujeme na téchto prostorech lokalné konvexni topologii i metriku.

Necht K;, i € N je posloupnost kompaktnich mnozin takovych, ze K; C int K;;; a
) = Ujen K. Na prostoru C*°(2) definujeme nésledujici systém seminorem:

def |

(2.6) lvll; = max{|D%(z)| : z € K, |a] <i}.

Lok&lni baze linearniho topologického prostoru C'*(f2) je potom
Vi={veC®Q): || <1/i} proieN.

Systémem seminorem || - ||; je definovdna metrizovatelnd lokalné konvexni topologie na
C>(Q), viz [14, Véta 1.37, str. 26, a bod (c) v pozndmce 1.38, str. 27]. Piislusna metrika
je dana timto vztahem:

dof x~ 27" lu = )s
(2.7) o(u,v) = B L
; 1+ flu—vl);

Prostor C'*°(€2), ale bohuzel neni lokalné omezeny a neni tudiz ani normovatelny (|14} str.
34]). V monografii [14, str. 33] je navic ukdzéno, ze C*(2) je vzhledem k metrice
uplny prostor.

Konecné se dostavame k definici prostoru testovacich funkei.
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Definice 2.4. Necht Q C RY je oblast. Prostorem hladkijch funkci s kompaktnim nosicem
nazveme mnozinu
00 def
C(Q) = U Ik (Q).
KcQ
K je kompaktni

Snadno se nahlédne, ze C°(Q2) je linearni prostor. Problém je se zavedenim vhodné
topologie na tomto prostoru.

Poznamka 2.5. Prostor 2k () je uzavieny podprostor C2°(Q)[]] Tedy prostor Zx () je
také uplny vzhledem k metrice (2.7)).

Nejprve za¢neme “Spatnou” topologii. Na prostoru C2°(£2) mizeme uvazovat systém
seminorem ([2.6) a definovat metriku (2.7). Bohuzel vzhledem k této metrice neni tento
prostor uplny, jak doklada nasledujici priklad.

Piiklad 2.6. Pro jednoduchost zvolme N = 1 a Q = R. Uvazujme funkci ¢ € C(Q) s
nosicem v [—1, 1]. Potom posloupnost funkei

e 1 1 1

bul0) € Sl — 1) + 5o(x —2) + g0(e = 3) + -+ Gz —n), TR
je cauchyovska vzhledem k metrice (2.7)), ale jeji limita nemd kompaktni nosi¢ a tudiz
nepatii do C°(Q) (patii do C*(2), protoze tento prostor je jiz tplny vzhledem k (2.7)).

Definice 2.7. Necht Q je oblast v RV, K je kompaktni podmnozina € a necht 7 je
topologie na Zk(2) indukovand metrikou (2.7)).

(B) Ozna¢me 3 sjednoceni viech konvexnich vyvézenychfl mnozin U C C2(Q) tako-
vych, ze
Un @K(Q) € Tk
pro kazdou kompaktni mnozinu K C €.
(T) Oznaéme 7 sjednoceni vSech mnozin tvaru ¢ + U, kde ¢ € C°(Q2) a U € B.

Véta 2.8 ([14], Véta 6.4, str. 138]). Necht 7 a B jsou systémy mmozin z Definice .
Potom

(a) T je topologie na linedrnim prostoru C°(2);

(b) B je lokdlni bdze T;

(c) prostor C(Q2) s topologii T je lokdlné konvexnd linedrni topologicky prostor.

L Pro libovolné pevné dané zy € Q definujeme funkcional
Fro : CZ(2) = R (C),v — v(xg) .

Takto definované funkciondly jsou spojité pro vSechna zy € €. Snadno zjistime, ze Zk(Q) =
Naoen\k ker F,. Tvrzeni o uzavienosti 7 (£2) pak plyne z toho, ze jadro spojitého funkcionalu je uzaviena
mnozina a prunik libovolného systému uzavienych mnozin je uzaviend mnozina.

2Rekneme, 7e podmnozina F linedrniho prostoru L nad R je vyvazens, pokud tz € E pro viechna
ze€Fate[-1,1]
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Definice 2.9. Linedrni topologicky prostor (C°(€2), 7) se nazyva prostor testovacich funkci
a znaci se 2(12).

Definice 2.10. (Zobecneéni cauchyovské posloupnosti a uplnosti prostoru na topologické
linedrni prostory.) Necht X je linedarni topologicky prostor s topologii 7. Necht dale (3 je
libovoln4 lokélni baze 7. Rekneme, %e posloupnost {v,}>, C X je cauchyovskd, pokud ke
kazdému U € (3 lze najit ng € N tak, aby v, — v,, € U pro vsechna n, m > ny.

Linearni topologicky prostor X s topologii 7 je tplny, pokud kazda cauchyovska po-
sloupnost ma limitu v X.

Véta 2.11 ([14], Véta 6.5 na str. 139]).
(1) Topologie T, na Dk () je stejnd jako topologie, kterou md Py () jakozto podpro-
stor 2(Q).
(2) Je-li E omezend podmnozina 2(2), potom E C Dk () pro néjakou kompakini
podmnozinu ) a navic ezxistuje posloupnost {M,}>2; C R takovd, Ze

Vo € EVn e N: ||¢], < M, .
(8) Je-li {pp}22, C D(Q) cauchyovskd posloupnost, potom existuje kompaktni pod-

n=1

mnozina K C §Q takovd, Ze {¢n}22, C Dk (2) a navic pro kazZdé pevné danén € N
plati

lim |l¢; — ¢yl — 0.
%,j—>00

(4) Kazda cauchyovskd posloupnost v Z(2) je konvergentni (tj. prostor 2(Q2) je uplny).

(5) Jestlize posloupnost funkci ¢p; — 0 v topologii Z(2), potom existuje kompaktni
podmnoZina K C € takovd, Ze supp¢; C K pro vsechna i € N a D%); — 0
uniformé na K (tedy i na 1) pro vsechny multiindery o € N .

Poznamka 2.12. Prostor 2(£2) neni metrizovatelny. K tomuto tvrzeni se pouzije Baireho
véta o kategoriich [14] Véta 2.2 na str. 42] nebo presnéji jeji dusledek:

Uplngj metricky prostor je druhé kategorie sdm v sobé, tj. neni spocetné sjednoceni nikde
hustyjch podmnoZzin. Protoze Z() je spocetné sjednoceni prostorii Zx (€2), prostory Zx ()
jsou vzhledem k topologii T uzaviené (viz poznamka na str. [51f), navic Zx maji vzhledem k
topologii 7 prazdny vnitiek, nemize byt prostor Z(£2) s topologii T metrizovatelny (protoze
je vzhledem k 7 uplny).

Bod 5) z predchozi véty lze prepsat do nasledujiciho tvrzeni.

Véta 2.13. Posloupnost funkci {v,}°, konverguje v prostoru 2(QQ) k funkci v € 2(Q)
pokud jsou splnény ndsledujici podminky:
(1) existuje kompaktni mnozina K C § takovd, Ze suppv, C K pro vSechnan € N a
suppv C K;
(2) pro vsechny multiindery o € NYY, D%,, — D% stejnomérné na K.

Poznamka 2.14. Alternativné se predchozi Véta [2.13] pouziva k defininici sekvencidlni
konvergence na Z({2) a topologie 7 na Z({2) se pak viibec nedefinuje.
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Véta 2.15 ([14, Diisledek Véty 6.6, str. 141]). KaZdy diferencidlni operdtor D*, o € NY,
je spojité zobrazeni Z(2) do 2(9Q).
2.2.1. Prostor distribuci.
Definice 2.16. Distribuce T' (na §2) je spojita linearni forma na 2(52).

Poznamka 2.17. Podle Véty je 2(Q) lokalné konvexni prostor. Lokéalné konvexni
prostory maji tu vyznacnou vlastnost, ze prvky dudlniho prostoru v ném oddéluji prvky
[14] Dusledek Véty 3.4 na str. 59]. To znamend, ze 1 = xo € X pravé tehdy, kdyz
[(x1) = l(z2) pro vSechny | € X*. Tato vlastnost bude velice vyznamna v aplikacich, napf.
umoznuje definovat slabou topologii na Z(Q2) a na topologickém dudlu k 2(£2) budeme
moci definovat *-slabou topologii.

Alternativné, bere-li se Véta za definici sekvencialni konvergence, linearni forma
T : 2(2) — R je distribuci na €, jestlize pro kazdou posloupnost {v,}°2, C 2(Q) plati
nasledujici implikace:

v, =0 v2(Q) (viz Véta2.13) = T'(v,) — 0.
Prostor distribuci na € znac¢ime 2'(2). Dualitu mezi 2(Q2) a 2'(2) zapisujeme
(T, 0) @00 = (T 0) = T(v).

Nésledujici tvrzeni ndm umozni rozhodnout, zda je dana linearni forma na Z2(€2) spojita
a tudiz distribuce.

Propozice 2.18. Necht T je linedrni forma na 2(52). Potom T je distribuce na Q2 pravé
tehdy, kdyz pro vsechny kompaktni K C Q) existuje n € Ny a C' > 0 pripadné zavisejici na
K takové, Ze

Yo e 2() :suppv C K = |T'(v)| < C Z 1Dv|| o -

a€eNY: |a|<n

Poznamka 2.19. Cislo n z predchozi véty muze pripadné zdviset na kompaktni mnoziné
K C Q. Pokud n na K nezdvisi jednd o takzvanou distribuci konecného rddu n.

Definice 2.20. Rekneme, ze distribuce T € 72'(Q2) je konecného rddu n, pokud existuje
n € Ny takové, ze pro vsechny kompaktni K C €2 existuje C' > 0 pripadné zavisejici na K
takové, ze

Vo€ 2(Q) isuppy C K = [T(0)| <C D [[DV].

aeNY : |a|<n

Priklad 2.21. Necht f € Ll _(Q). Potom f definuje distribuci kone¢ného fadu 0 identitou:

V6 € 2(2): Ty(0) = [ Fa)ola)da.

Takto definovana distribuce T se pak v praxi ztotoziuje s funkei f.
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ReSeni. Z linearity integralu plyne, ze T' ' je linedrni zobrazeni. Nyni dokazeme spojitost
Ty. Uvazujme K kompaktni podmnozinu K C Q a u € Yk, t.j. u € Z a jeji nosic je
podmnozinou K. Potom podle Holderovy nerovnosti plati

Ty(6)| = ' [ 1wt
< /K F(@)] 16(2)] do
< /K F(@)]d 1]

ProtoZe f je lokdlné integrovatelnd, je [, |f(z)|dz koneéné. Ke kazdé kompaktni K C
tedy existuje 0 < Cx = [, |f(z)|dz < +oo takové, Ze

T4 ()] < Crel[ 6]l oo -

Tudiz f je distribuce radu 0 dle Definice [2.20] U
Definice 2.22. Necht T' € 2'(2) a necht existuje f € L () tak, Ze je spléna identita
2.9 ¥ € 2(): 7(0) = [ f@)o()ds.

Q

pak se T nazyva requldrni distribuce a funkce f se nazyva funkci asociovanou s distribuci
Ty.

Priklad 2.23. Necht 2 = R. Necht f(z) =0proxz <0a f(zx) =1/x pro x > 0. Zobrazeni
Ty : 2(R) = R, ¢ — [; f(x)é(x) dz neni spojité, tedy neni to distribuce. Naproti tomu, je-
liQ=R"a f(z)=1/x pro z > 0, potom obrazeni T5 : Z(R") = R, ¢ — [o, f(z)d(z) dx
je spojité a je to dokonce distribuce nultého radu.

Reseni. Funkce f(z) = 0 pro < 0 a f(z) = 1/z pro > 0 nen{ integrovatelna
na kompaktnich podmnozindch R a integral [ f(z)¢(x)dz neni definovdn pro vsechny
o(z) € 2(R). Staci napt. uvazovat funkce z Z(2) konstantni nenulové na néjakém okoli
bodu xz = 0.

Funkce f(x) = 1/x je lokdlné integrovatelnd na R™ a tudiz definuje distribuci nultého
radu.

Priklad 2.24. Necht o € 2 C R. Potom 9y definovand identitou
do(¢) = ¢(0) Vo € 2(Q)
je distribuce kone¢ného radu 0.
ReSeni. Ziejmé. Dokazte sami.

Priklad 2.25. Necht p : 9B(£2) — [0, +00] je Radonova mira. Potom p definuje distribuci
konecného rfadu 0 identitou:

1,(0) = [ odu Vo e 2(9).

Takto definovana distribuce 7T}, se pak v praxi ztotoziuje s mirou p.
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ResSeni. Necht K C Q je kompaktni a ¢ € Pk (Q). Z Holderovy nerovnosti plati :

/ ¢du' / qsdu)—uaﬁn [ anl = ol )

Hledand konstanta C je tedy pu(K), coz je kone¢né ¢islo dle predpokladu na miru p.

Tu(@)| =

Zajimaveéjsi je ovsem opacné tvrzeni k tvrzeni predchoziho prikladu.

Véta 2.26. [9] Leoni, Véta 9.13] Necht Q C RY je oblast a necht T € 2'(0).

(1) Jestlize T je kladnd distribuce, tj. T(¢) > 0 pro vsechny nezdporné funkce ¢ €
2(90), potom existuje pravé jedna Radonova mira u : B(Q) — [0, +o0] takova, Ze

:/ng)dﬂ Yo € 2(9).

(2) Jestlize T je distribuce nultého rddu, potom existuji dvé Radonovy miry py, jo -
B(Q) — [0, 4+00] takové, Ze

:/ngd,ul—/ﬂdﬁdﬂz Vo€ 2(Q).

Poznamka 2.27. Vsimnéte si, ze narozdil od Riesz-Alexandrovovy véty [1.148] v této véte
vystupuje mira, u které se pripousti hodnota 4+o00. Je to dano topologii prostoru Z(f2).

Staci nam konecnost na kompaktnich mnozindch. Prikladem Radonovy miry konecné na

kompaktnich mnozinach je Lebesgueova mira na RY nebo tfeba mnoZinova funkce: ju(A) o

[y f(x)dx pro f € L () a f > 0. Tato mira by neddvala spojity linedrni funkciondl na
CO(Q) protoze napiiklad pro Q = R, f(z) = 2? € L. (R), ¢(z) = 1/(1 + 2%) € Cy(R),
Jg f(z)v(x) dz = +oo.

2.2.2. Lokalizace distribuce - nosic¢ distribuce. Z definice distribuce jakozto spo-
jitého funkciondlu na Z(2) je zfejmé, ze neni obecné mozné pocitat hodnoty distribuce v
daném bodé z €  (to neni mozné ani u lokéalné integrovatelnych funkci, které distribuce
zobecnuji). Na druhou stranu mizeme urc¢it kdy je distribuce nulova v dané oblasti.

Definice 2.28. [17, Vladimirov, str. 70-71]

(1) Rekneme, Ze distribuce T € 2'(Q) je nulovd v oblasti G C €, pokud T(¢) = 0 pro
vSechna ¢ € 2(Q), supp ¢ C G. PiSeme zkracené T'= 0 na G.

(2) Rekneme, 7e dvé distribuce S, T € 2'(Q) se rovnaji na oblasti G C 2, pokud
T — S =0na G. Zkracené piseme S =T na G.

(3) Rekneme, ze distribuce T € 2'(Q) je tridy C*(G), jestlize existuje funkce fi g €
C*(G) takova, Ze T je na G rovna distribuci asociované s funkef fj g.

Lemma 2.29. [17, str. 71] Necht T € 2'(Q) a Q C R" je pokryta spocetnym systémem
okoli B(xy; Ry) (koule se stredem xy a polomérem Ry ), k € N. Ddle necht na kazdém okoli
B(xy; Ry) plati T =Ty, € 2(Q2). Potom je T urceno jednoznacné systémem T.

3V této Holderovy nerovnosti uvazujeme nejprve ||é|| oo, L ing {a € R: p({z : ¢(x) > a}) = 0}. Pro-
toze viak ¢ € Z(1) je funkce spojitd, ||¢|ec, , = Maxzeqn |¢(x)| pro vSechny Borelovské miry a mizeme
tedy pouzit supremovou normu pro Lebesgueovu miru ||¢||oo-



56 2. UVOD DO TEORIE DISTRIBUCH

Véta 2.30. [1I7, str. 71] K tomu, aby T € 2'(QY) byla rovna nule na G C § je nutné a
stact, aby byla nulovd v okoli kazdého bodu x € G.

Definice 2.31. Mnozina vSech bodu x € ) takovych, Ze na kazdém okoli = plati T # 0,
se nazyva nosi¢ distribuce 7. Tuto mnozinu zna¢ime supp 7.

Lemma 2.32. [17, Du Bois Reymondovo Lemma; str. 72] K tomu, aby funkce f € L} (G)

loc
byla nulovd ve smyslu distribuct je nutné a staci, aby f(x) =0 pro skoro vsechna x € G.

Nejcastéji se pouziva tento disledek Du Bois Reymondovo lemmatu:

Disledek 2.33. KaZdd requldrni distribuce je definovdna pravé jednou f € Ll (Q) (tedy
tridou integrovatelnijch funkci lisicich nejugse na mnoziné miry nula).

Dalsi disledek Lemmatu [2.32] je tento.

Disledek 2.34. Nosic distribuce (podle Def. asociované se spojitou funkci f € C(2)
je stejna mnozina jako nosic této funkce t.j. supp f = {x € Q: f(x) # 0}.

Tematicky do této kapitoly téz patii pojem restrikce distribuce.

Definice 2.35. Necht Q a ' jsou oteviené podmnoziny RY a Q C . Necht Eqq :
2(QV) — 2(Q) je operator rozsiteni funkei z Z(') na Z(2) nulou na Q \ ', tj.

def [ w  ma )
(29) EQ/QU = { 0 na Q \ Q/

pro kazdou u € 2(). Potom restrikce T € Z2'(€2) na ' je distribuce T'|or € Z'(2)
spliujici
(2.10) Tl (¢) = T(Evad)
pro vSechny ¢ € 2(V).
2.2.3. Derivace distribuci.
Véta 2.36. Necht o € N je multiinder a T € 9'(Q) je distribuce, potom identita
(2.11) (D°T) (¢) = (1) T(D*¢) Yo € 2(Q)
definuje spojity linedrni funkciondl (D*T) na 2(Q) tj. distribuci.

Diikaz. Linearita se ovéif snadno. Je-li [T(¢)| < C3- ., [[D7d|| pro néjaké n € Ny
a vSechna ¢ € Pk (), potom piimo z definice

[(DT) (@) <C > D]l
[v[<n+|al

Tudiz podle Propozice [2.18| je DT distribuce. |

Definice 2.37. Distribuci (D*T) pfifazenou T € 2'(Q2) a multiindexu o € N} identitou
(2.11)) nazyvame distributivni derivaci T



2.2. PROSTOR TESTOVACICH FUNKCI 2(Q) 57

Poznamenejme, Ze zaména potadi distributivnich derivaci D® DT = DT = DPDeT
plati pro kazdou distribuci 7" € Z(2) a libovolné multiindexy « a 3, nebot operatory D*
a D? komutuji na 2(Q):

(D°DAT)(6) = (~1)(D*T)(D"6) = (~1)HAT(DI D) =
(~DAT(D ) = (DFT)(9).

Pri praci s distributivnimi derivacemi funkci se casto pouziva vice rozmérné integrovani
per-partes a Greenovy identity. Zde si uvedme variantu pro dostatecné hladkou dvojici
funkci a oblast s dostatecné hladkou hranici (v pfipadé vypoctu pres konkrétni hladkou
hranici se Hausdorffova mira H¥~! vypoéte z parcialnich derivaci parametrizace dané N —1
rozmérné nadplochy).

Véta 2.38 (Vicerozmérna integrace per-partes). Necht oblast Q C RY je omezend oblast
s hranici O tridy C' a u,v € C'(Q). Potom plati

(2.12) /Q gz (x)v(z)de = /aQ u(x)v()n () HN ! — /Qu(x)g;z (x)dx,

kde n;(z) je i-td sloZka jednotkového vektoru vnéjsi normdly 7i(x) k nadplose OS2 v bodé
redlai=1...N.

Véta 2.39 (Greenova prvni a druhd identita). Necht oblast Q C RY je omezend oblast s
hranici 09 tridy C* a u,v € C*(Q). Potom

(2.13) /QVu(x) -Vo(z)dz + /Qu(x)Av(x) dzr = /39 u(x)g—;(.r) dHN

(2.14) /Q (u(@)Av(z) — v(z) Au(z)) de =

= [ (s05e) ~ o) o)) are

V nasledujicim prikladé si techniku prace s vicerozmérnou integraci per-partes nazorné
predvedeme.

Priklad 2.40. Necht Q = R2. f(z,y) = (3y — v*z)/(2* + y?) pro (z,y) # 0 a f(0,0) = 0.
Druhé smiSené parcidlni derivace této funkce nejsou zaménné v bodé (0,0): %(O, 0) =

—1#1= 82333(0, 0). Naproti tomu pro distributivni derivace plati D) D10 f = DA.0) pO1) £,
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ReSeni. Vipodtem snadno zjistime, Ze

0 f
0x0dy

(z,y) =

~ 3y* — 3a? 2y (y® — 32%y) 2z (Bzy* — 23)  8zy (zy® — 23y)
2yt (@) (a2 +12)° (a2 +42)°

TI (2
Byoz Y

pro (z,y) # (0,0).
Na druhou stranu,

a—(O,y) = lim _ =

z—0 €T
3, _ .3 2 4 .2\
= hm(xy yo)/@” +y7) O:—y proy # 0,
x—0 X
90,00 = 1im BV =1O0 4 0
or z—0 T 0 1
2 L (0. y) — 2L(0.0 —y—
T 0,0) = tim20W 000y Zv=0_
Oyox =0 Y y—=0 gy
a
oy’ y—0 x
3, .3 2 4 .2) _
_ g YY)/ @y -0 pro z £ 0.
y—0 Yy
90,00 = 1 QW =TSO0, 0
dy y—0 T y—0y
2 & (2,0) — 2L(0,0 _
I (0.0) = g 200 2,00 a0
8xay z—0 Yy =0 X

Odtud mame hledanou nerovnost %(0, 0)=—-1#1= %(O, 0).
Druhé derivace funkce f nejsou zaménné v bodé (0,0). Presto distribuce Ty € 2'(R?)
definovana vztahem:

Ti(0) € [ ola,y)(@®y —y*2)/ (2> + y*) dedy Vo € D(R?)

RQ
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ma derivace vSech radi zaménné. 7 definice distributivni derivace a hladkosti ¢ totiz plyne:

D(O’I)D(I’O)Tf(gzﬁ) —

% 5 ; .
R2 axay( )@y —yw) /(27 + y7) dedy =
82
= e 3y§x(x y) 2y —y’x) /(2 + y*) de dy =

= DOVDUIT(g) = DUDT(9)

Ukéazali jsme, ze klasické smiSené parcialni derivace nejsou pro funkci f zaménné, na
druhou stranu distributivni derivace zaménné jsou. Z toho vyvstava nasledujici otazka: lze
distributivni derivaci DMV f reprezentovat pomoci integralu a klasické parcidlni derivace

0% f 02 o°f ?
920y nebo dyoz

Necht R > 0 je takové, ze supp¢ C B(0,R). Pro libovolné malé ¢ € (0, R) uzitim
vzorecku (2.12)) pro x na mezikruzi ¢ < 2? + y*> < R dostaneme:

8%

(1,1) _
D™VTy(9) - Byor

——(z, ) (2% — y’2) /(2" + ) dw dy =

/ ) ﬁ(f y)f(z,y)dedy =
e<x2+y2 <R 0<962+y <e ayax ’ ’

% -
</2+y2—52 z24y?= R2) Jy (I’y)f(x’y>nm dH

/ (x y)gf
e<z?+y?<R 81’ ay

+ [ T (o) f () dardy

0<z2+y2<e axay

(x,y)de dy+

Protoze supp¢ ¢ B(0, R), plati fxsz:RQ g—i(x,y)f(x,y)nx dH' = 0. Odtud déle po-
kracujeme a pro libovolné malé ¢ € (0, R) uzitim vzorecku (2.12)) pro y na mezikruzi
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e < 2% +y? < R dostaneme:

DUITy(¢) = / 09 () f (. g, dH'—

24 y2=¢2 8y

0
-(/ ) o wm, ar+
242 752 2+y2 R2 Xz

o0 f
+ / z,y) dz dy+
x2+y2<R ) Oxdy ( )

2
+/ ¢ (z,y)f(z,y)dedy.
0

<a24y2<e 6x(3y
Opét, protoze supp ¢ C B(0, R), dostaneme f$2+y2:R2 gb(:v,y)%(:v,y)ny dH! = 0. Protoze
) S
jak f tak i ai_aq; jsou spojité na B(0, R), pro ¢ — 0, dostdvame

[ sty - 8z, 0) 2L (2, y) do dy
e<z?+y?<R Ox a 0<z?2+4y2<R Ox a
a -
¢
—(x,y) f(z,y)derdy — 0.
/0<x2+y 2<e E)x@y( ) ( )
Déle f i %% JSOLI omezené a spojité na B(0, R). Proto
. o¢ 1_
(2.15) i [ S e =0
: of 1
(2.16) lim o(x,y)==(z,y)n,dH =0
e—0 22 4y2=e2 ox
Tudiz
oI Tf / o(x (z,y)dzdy
2f
(a stejné tak i) = o(z, y)ﬁ(x, y)dzdy.
R2
Distribuci DYVTY 1ze vyjadiit pomoct %(Jc,y) i ;yafz (z,7), nebot se li¥f jen v jednom
bodé, tedy na mnoziné miry nula. U

Necht Ty € 2(12) je distribuce asociovana s lokdlné integrovatelnou funkei. Potom dis-
tributivni derivace T} existuje a je podle vyse uvedené véty také distribuci. Nyni vyvstava
zajimava otazka, co se stane, pokud D®f existuje v klasickém smyslu a je lokalné integro-
vatelnd. Zajima nas vztah mezi klasickou derivaci D f a D*T}, specidlné nas zajima, zda
plati

e / F(@)(D6)(x) da = / (D7 f)(2)bla) dx Yo € D(9).
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Pokud f m4 vSechny parcidlni derivace spojité az do fadu M véetné a |a| < M, predchozi
rovnost plati — staci integrovat per-partes jako v predchozim ptikladé. Problém nastane
pokud tato podminka spojitosti neplati, jak ukazuje nasledujici priklad:

Priklad 2.41. Necht Q@ =R, f(z) =0 proxz <0 a f(zx) =1 pro z > 0. Potom f'(z) =0
pro skoro viechna z € R a tudiz f’ € L} _(R). Na druhou stranu

<D(1)Tf ¢> Tf ¢ /f
_/0 ¢'(w) dz = 6(0) — lim 6(x) = 6(0) = 5o(9) .

Predchozi priklad 1ze jesté ponékud zobecnit.

Véta 2.42. Necht Q =R a f je zprava spojitd neklesajici funkce. Potom identita

D(l f, /¢ z)dz V¢ € 2(Q)

plati prave tehdy, kdyz f je absolutné spojita. Pokud f je zprava spojitd neklesajici funkce
ale nent absolutné spojitd, pak plati alespon toto:

(2.17) (D0f,6) = [ o) dnte) Vo€ 2(9),

kde u je uplnd Lebesgueova-Stieltjesova mira splrujict p((a,b]) = f(b) — f(a) pro vsechna
a<beR.

Diikaz. Je zndmo, ze derivace zprava spojité nerostouci funkce existuje v klasickém

smyslu skoro vSude vzhledem k Lebesgueové mite [1.113] a ze plati f’ € L. _(R). Nyni
dokazeme identitu (2.17)). Vyjdeme z definice distributivni derivace

(DVf0) =~ [ @)@ ds Vo€ 2®),
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Zvolme K > 0 takové, ze pro dané ¢ € Z(R) plati supp¢ C (—K, K). Potom f(y) =
p((=Ky]) + f(=K) a

- [ rwwar=- [ s =

[ e

- [ Z oy Z ( | du(y)) ¢(z) dz =

Fubint _ / / ¢/(z) duly) ® dz =

—K<x<K,—K<y<z

Fubini _ / Z (/ ) dut) =

__f y N() fK(b f]R

Uprava tfetiho fadku na étvrty a étvrtého fadku na péty je provedena pomoci Fubiniovy

vétyl] Protoze rovnost
[ owaun = [ o

nastava pravé tehdy, kdyz f je absolutné spojita, dostdavame odtud hledané kritérium v
jedné dimenzi. [ |

Priklad 2.43. Distributivni derivace Cantorovy funkce C': R — R je Borelovska mira.

Reseni. Pfipomenime aritmetickou definici Cantorovy funkce. Funkce C(z) = 0 pro
x<0,C(x)=1proz >1atedy C'(z) = 0 pro x € R\ [0,1]. Nyni definujeme C(x)
pro z € [0,1]. Necht = € [0,1] je libovolné pevné a posloupnost {a, ;}32, je takovd, Ze
az,j = {0,1,2} pro viechna j € Na z = 3%, 37 7a, ; (triadicky rozvoj x). P¥ipomefime,
Ze tento rozvoj existuje pro kazdé ¢islo x € [0,1] a je jednoznaény, pokud pro vSechna

“Lebesgueova-Stieltjesova mira vytvofend z neklesajici zprava spojité funkce f je o-kone¢nd na R a
konecnd na (— K, K). Z tohoto duvodu je i soucinovd mira p ® A (X znac¢i Lebesgueovu miru) koneéné na
(-K,K) x (-K, K). Integrél

- / / &'() dp(y) ® da
—K<z<K,-K<y<z

mé smysl, nebof integrujeme omezenou spojitou funkci ¢(x) pres oblast (—K, K) x (—K, K) kone¢né
@ ® A-miry. Tim jsou ovéfeny podminky Fubiniovy véty.
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k,m € N platf x # 4+m/3*. Pokud x = £m/3* pro néjaké k,m € N, existuji dva rozvoje
c¢isla x:

Jo Jo—1
_ —J ) — —J _ Jo ]
xr = E 37a,,;, ax= E 37a, ; + (az,j, —1)37 +2§ 3~
Jj=1 Jj=1 Jo+1

kde a,;, € {1,2}. V piipadé nejednoznacného rozvoje volime ten druhy. Necht A, o

min{i € N:a,; =1} pokud {i e N:a,; =1} # 0 a M, oy opa¢ném pripadé. Potom
hodnota Cantorovy funkce v bodé z je definovana nasledovneé:

le

2Mm+ 22 Az, j

(2.18) C(z) &

kde pro M, = oo poloZime 1/2M- 0 a sumu do M, — 1 chapeme jako soucet neko-
necné fady. Tato definice je pfevzata z prehledového clanku o Cantorove funkci Dovgoshey-
Martio-Ryazanov-Vuorinen [4].

Z aritmetické definice snadno plyne, zZe Cantorova funkce je neklesajici funkce (dokazte
jako cviceni).

7 konstrukce je dale patrné, ze Cantorova funkce je konstantni na intervalech, které 1ze
zapsat v trojkové soustave jako

Loy b, ... n) = (0.b1b2bg - - - 0,022222 - - - | 0.b1bobs - - - 5,,122222- - -) |
b; € {0,2},i =1...n an € N, coz jsou presné ty intervaly, které se vyjimaji z intervalu

0, 1] pfi konstrukm Cantorova diskontinua.
Nyni dokézeme spojitost funkce C' na intervalu [0,1]. Pro libovolné dva body z,y €

[0,1] : & # y plati

(2.19) r—y=min{n e N:a,, —a,,#0} = oc0.
Uvazujme posloupnost y,, — x, ¥, # * a oznacme

(2.20) Ny ©min{n € N:ag,—ay, »#0}.

Pak z (2.19) plyne, ze N,, — oo pro m — oo. Pro M, # oo tedy existuje my € N takové,
ze Ym € N: m > mg = N, > M,. Potom

M, =min{neN:q, ,} =min{n e N:aqa,, ,} =M, Vm>mg.

Pak ovsem plati

M, 1 MT/m
1 13
O(x)_c(y):ﬁ PYYA 5(22 Tag,; — Z 2- aym73>:O
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pro vSechna m > mg. Funkce C' je spojita ve vSech bodech = € [0, 1], kde M, < oc. Pro
M, = oo musi M, — oo. Potom

1 1 Nm 1 | &
- _2Mym + 5 Z 2_] <ax7j - aym,j) + 5 Z 2_] (aw,j - a’ym:j) S
! LS~ o 1 I o
< gt 2 27 s ay) S5 Y 27 (242) =
B 1 1 T 0N
= o, T2 4=, T2 — 0

pro m — oo. Cantorova funkce je tedy spojitd na [0, 1]. Protoze C'(0) =0 a C(1) =1, je
Cantorova funkce spojita na R.
Derivace Cantorovy funkce existuje v klasickém smyslu na I, b,,..5,) @ je rovna 0.

Mnozina
0,1\ | U Ttv,,bs,....0)

neN (by, ba,..., by )€{0,2}™

je zndamé Cantorovo diskontinuum, které ma Lebesgueovu miru 0. Derivace Cantorovy
funkce tedy existuje v klasickém smyslu skoro vSude na R a je rovna nule. Tudiz C’ €

Li..(R). Na druhou stranu je Cantorova funkce nekonstatni a tudiz neni absolutné spojitd.

Podle Véty tedy neplati
(DWC, ¢) = / (z)C'(z)dr Vo € 2(R).
R

Lze tici alespon toto: uplna Lebesgue-Stietjesova mira k vytvorena z vychozi mnozinové

funkce ((a, b)) o (b) — C(a) (standardnim procesem vytvofeni miry z mnozinové funkce

viz napt. [Maly]) je distributivni derivace C, tj.:

(DWC, ¢) = /R o(z)dx Vo € D(R).

U
Vétu 1ze jesté déle zobecnit:

Véta 2.44. Necht Q) = R a f je zprava spojitd funkce konecné variace na kompaktnich
podmnozindch R. Potom identita

(D0f,6) = [ o) @)de Vo e 2(2)

plati prave tehdy, kdyZ f je absolutné spojita.
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Dikaz. Protoze funkce f je zprava spojita a méa konec¢nou variaci na kompaktnich in-
tervalech, na daném kompaktnim intervalu ji rozlozime na rozdil dvou neklesajicich zprava
spojitych funkci f; a fo k nimz vytvorime Lebesgue-Stieltjesovy miry p; a ps. Potom
f(b) — f(a) = fab dpy — f: dpo pro vsechna a < b € R. Déle postupujeme analogicky jako
ve Véte 2.42 |

Tento vysledek lze déle zobecnit do RY viz [Schwartz], Kap. 2, Sek. 5, Véta V, ¢ast (1).

Véta 2.45. Necht Q) C RY je oblast a P,'$) je ortogondlni projekce 0 do nadroviny x; = 0 v

RN, Necht f € Li () je absolutné spojitd vzhledem k proménné x; na skoro vsech primkdch
1

rovnobéznych s osou wm; prochdzejicich P Q, t.j. pro danou tridu funkci f € Li () E|
existuje reprezentant f takovy, Ze pro HN"'-skoro vsechna
(®1, - i1, Tt @) 1 (@1, @i, 0,241, ., 2y) € PO
plati, Ze funkce _
flry, . oo i, b2, ., TN)
je absolutné spojitd funkce jedné redlné promenné t, kde
t e {S eR: (1’1,...,ZL‘Z‘_l,S,J}Z‘+17...,IN> € Q} .
Necht ddle 2L e LY (Q). Potom pro kaidou ¢ € 2(Q) lze integrovat per-partes:
oz loc g
of of 9¢
— = r)p(x)dr = — x z) dz = ( DO+0:1.0:-:0)
(5E0) = [ SLwotwras=- [ )58 war = f.0)
a tudiz prislusnd distributivni parcialni derivace souhlasi s klasickou parcialni derivaci skoro
vsude v 2.

Dukaz. Viz napt. [Schwartz], Kap. 2, Sek. 5, Véta V, ¢ast (1).

[ |
Dale nasleduji uzitecné priklady distributivnich derivaci riznych integrovatelnych funkci

i distribuci.
Priklad 2.46. Uvazujme €2 = R. Potom prvni distributivni derivace funkce |z| je distribuce

asociovana s Heavisideovou funkel Hy(x) = 0 pro « < 0, Ho(xz) = 1 pro = > 0. Druhd
distributivni derivace funkce |z| je Diracova distribuce.

Reseni. Necht T(¢) oo fj;o |z|(z) dz pro vSechna x € R. Potom dle definice distribu-

tivni derivace T"(¢) = — fj;o |z|¢’(x) do pro vSechna ¢ € Z(R). Protoze |z| je absolutné
spojita a ¢ ma kompaktni nosi¢ na R, integraci per-partes dostaneme:

Tw:—[mmwwm= " Hy(x)é(x) dx.

— 00

pro vSechna ¢ € Z(R).

SPfipometime opét, 7e L () je faktorprostor funkei f(x) = f(z) skoro véude v Q

6 Snadno se ovéi, ze mnozina {s € R: (z1,...,2Zi_1,5,Tit1,....2n) € Q} je oteviend a tudiz spo-
Cetné sjednoceni otevienych intervali. Na téchto intervalech pak pozadujeme absolutni spojitost t —
f($1, N ,{,Ci,ht, Lid1ye-- ,.’EN).
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Opét podle definice distributivni derivace 7"(¢) = fj;o |z]|¢" (x) do pro vSechna ¢ €
2 (R). Integraci per-partes stejné jako v predchozim pripadé dostaneme:

400 +o0
T'(6) = / 2" (@) de = — [ Hy(a)d'(z)dz,

—00

pro vSechna ¢ € Z(R). Dale jiz per-partes integrovat nemuzeme, protoze funkce Hy neni
spojita v nule. Z definice Heavisideovy funkce je patrné, ze

+o00 +o0
T"(¢) = — i Ho(z)¢' () dx = — i ¢ (z) dx
a odtud dale integraci:
+oo
T'(9) =~ | ¢(@)de =~ (1im o) — 6(0)) = 6(0).

0

Tato rovnost je platné pro libovolnou ¢ € Z(Q), tudiz 7" = &y, coz jsme méli ukazat.

Priklad 2.47. Uvazujme (2 = R. Zobrazeni

Pt by, /R é(x)/wdo = lim ( / ; é(z)/z dz + / T b(2)/a da:)

je distribuce prvniho radu.
Pfipomenme, Ze pro méritelnou funkei f na R (funkce f nemusi byt integrovatelnd) lze
definovat tzv. Cauchyovu hlavni hodnotu v nule

p.v./Rf(x) dr ™ lim (/_:f(as) da:+/:o f(@) dx) |

kdykoliv ma uvedena limita smysl.

Reseni. Necht ¢ € Z(R). Potom lze najit k > 0 tak, Ze supp ¢ C [k, k]. Pro kazdé
e > 0, je funkce ¢(z)/x na mnoziné [—k, —e] U [e, k] lebesgueovsky integrovatelnd. Tudiz,
po substituci  — —x pro x € [—k, —¢| dostaneme

x.

x) —o(—x

(2.21) P1)e(9) =Dp.v. /]R o(x)/xde = sl—i}(%r . % d
Protoze ¢ € Z(R), je integrand v poslednim vyraze spojity a dokonce diferencovatelny
pro vsechna = € R\ {0}. Navic integrand konverguje k 2¢'(0) pro z — 0, tudiz ma
odstranitelnou nespojitost v x = 0. Dodefinovanim integrandu hodnotou 2¢'(0) v bodé
x = 0 dostaneme spojitou funkci na [0, k]. Takto dodefinovany integrand je tedy ziejmé
Lebesgueovsky méfitelny a také integrovatelny na [0, k]. Pouzijeme jej tedy jako majorantu
v nasledujicim limitnim pfechodu. Uvazujme posloupnost f,,(z) = x(1/nx (¢(z) —d(—2)) /2.
Uzitim Lebesgueovy véty o dominantni konvergenci dostaneme

(2) = 6(=2)

[0,K] x

@1/96(?[5) =
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Jak jsme pravé ukézali, integral na pravé strané existuje a je konecny pro libovolnou ¢ €
Z(R). Tudiz hodnota &, ,,(¢) je konecnd a funkcional &, , zobrazuje Z(R) do R. Protoze
Z(R) je linearni prostor, z linearity integralu dostavame linearitu & ;.

Zbyvéa dokazat spojitost & /,. Uvazujme tedy kompaktni mnozinu K C R a ¢ € Zx.
Bez ijmy na obecnosti lze predpokladat, ze K C [—k, k] pro néjaké k > 0. Pro > 0 plati

— (= 1
X T (—z,2)
< 2[¢ oo
kde || - ||oo je supremova norma. V rovnosti uzijeme zakladni vétu kalkulu pro Lebesguetuv

integral, nebot ¢ je absolutné spojitd na [—k, k]). Tudiz
| Z1/2(8)] < 2K(16l|oc
a P, je distribuce prvniho fadu, coz jsme méli ukdzat. [

Priklad 2.48. Necht 2 = R. Distributivni derivace funkce In|z| € Li (R) je funkcionél
P/, a nikoliv funkee 1 & Li (R).

Reseni. Protoze klasicka derivace %wm = 1/x pro vSechna x € R\ {0} (tj. pro skoro
vSechna = € R) a funkce 1/x neni lokalné integrovatelna, vyvstava otdzka jak souvisi
distributivni derivace funkce D®WIn|z| s funkei 1/x.

Z definice distributivni derivace:

(2.22) (DWn|z|,¢) = — <ln ||, %> = — /+°° In|z| ¢ (x)dz

o0

pricemz posledni rovnost plati, protoze In|z| je lokdlné integrovatelna funkce.
Protoze In |x| ¢/(x) je integrovatelna funkce na okoli bodu 0, lze psét

(DWln|z|,¢) = —lim In|z|¢'(z) dz

e—0 |I|>E

Posledni vyraz integrujeme per-partes s vyuzitim faktu, ze ¢ ma kompaktni nosic:

<W%mw>gwmmnh%ﬂj$mz
L o(e) —9(=2) | . ol ox)
= g 2t iy [ S [ F0 -
= gl/x((b) .

Zbyva ukazat, ze DM In |z| nelze vyjadiit pomoci zadné integrovatelné funkce. Pokud
by existovala takova funkce f € Li (R), pak by podle Véty m a Lemmatu muselo
platit f(x) —1/x = 0 skoro vsude na kazdé oblasti G C R neobsahujici bod O. To by ale
znamenalo, ze f(x) = 1/x skoro vSude v R, coZ je spor s lokdlni integrovatelnosti f.

O



68 2. UVOD DO TEORIE DISTRIBUCH

Priklad 2.49. Necht Q = R. Distribuce T = DW 2,/ je druhého fadu. Navic platf
T(¢) = —p.v. [T 200

—00 T

ReSeni. Z definice distributivni derivace mame
(DY P0.6) =~ (P ) = e ) = [ el o' (2) do.
R

Prvni ¢dst tvrzeni plyne z toho faktu, Ze funkce In |z| je lokdlné integrovatelna. Zbylou ¢ést
tvrzeni dokazte sami integraci per-partes.

4

2.2.4. Konvoluce. Nyni zobecnime pojem konvoluce dvou funkei na konvoluci distri-
buce a testovaci funkce a poté jesté na konvoluci dvou distribuci (z nichz alespon jedna ma
kompaktni nosic).

Definice 2.50. Pro funkci u : RY — R a z,y € RY definujeme 7,u a % predpisy
def

(2.23) (rzu) (y) = uly — )
(2.24) ii(y) = u(—y).

Ziejmé
(7211) (y) = iy — @) = u(z —y).
Necht u, v : RY — R jsou méfitelné funkce, pak jejich konvoluce je definovana vyrazem

f

(2.25) (1w v)(z) / (ol - y) dy

pokud integrél existuje pro skoro viechna z € R¥Y. Tento integral existuje pro vsechna
z € RV, pokud jsou napt. u € L (RY) a v € 2(RN)[] Protoze (2:25) lze psét jako

loc

(2.26) (o)) = [ ulo) (m9) () dy

je nasledujici definice pfirozenym rozsitrenim definice konvoluce dvou funkci na konvoluci
distribuce a testovaci funkce.

Definice 2.51. Necht T € 2'(RV) a ¢ € Z2(RY). Konvoluci T a ¢ nazveme funkci (T*¢) :
RY — RY definovanou
def

(2.27) (T* ¢)(z) = T(0) -
Poznamka 2.52. Vsimnéte si, Ze zobrazeni x — T(ngg) je definovano pro kazdé z € RY,

protoze je-li ¢ € Z(RYN), pak také pro kazdé x € RN je i € 2(RN) a T € Z'(RN) je
spojitd linedrni forma na 2(RY).

TV tomto pifpadé (u * v)(z) = [on u(y)v(z — y)dy = fsupp(mﬁ) u(y) (120) (y) dy, kde supp(7.0) je
kompaktni mnozina a diky tomu staci u € L%OC(RN ). Pomoci Lebesguovy véty o dominantni konvergenci

se pak snadno ovéii, ze u * v je spojitd funkce na RY.
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Vzhledem k tomu, ze pro méritelné funkce plati:
| mwrwas= [ () dy
RN RN
kdykoliv integraly maji smysl, je prirozené definovat translaci distribuce.

Definice 2.53 (Translace distribuce). Necht 7' € 2'(R"), potom translace distribuce je
definovana

(2.28) (T)(6) = <TzT, ¢> o <T, T_x¢> ~ T(r.0)

pro viechna ¢ € 2(RY).

Véta 2.54 ([14, Véta 6.30, str.156], [9, Véta 9.29, str. 275]). Necht T € 2'(RN) a ¢, €
P(RY). Potom

(1) 7.(T % ¢) = (1.T) * ¢ = T * (7,0) pro viechna x € RY;

(2) T* ¢ € C=(RY);

(3) supp(T' * ¢) C supp T" 4 supp ¢;

(4) pro kazdy multiindex o plati

N B olelg e
D (T*gb)—T*(axa) = (DT) *x ¢,

(5)
(T @) xp =T * (p*1).
Dukaz. Viz [14], str. 156-157 nebo [9], str. 275.
|

Smysl ma i nasledujici definice

Definice 2.55. Necht T' € 2'(R") m4 kompaktni nosi¢ a ¢ € C°(RY). V tomto piipadé
pro kazdé x € RY definujeme (T * ¢)(z) opét vzorcem (2.27)), tj:

def

(T * ¢)(x) = T(19).

Poznamka 2.56. Distribuci T € 2'(R") s kompaktnim nosi¢em lze rozsifit na spojity
linedrn{ funkciondl definovany na C*°(RY), viz [14, Véta 6.24].

Véta 2.57 (Véta 6.35, [14]). Predpokiidejme, Ze T € 2'(RY) md kompakini nosi¢ a
¢ € C°(RY). Potom plati

(1) 7, (T % ¢) = (Tou) x ¢ = u* (1, @) pro viechna x € RV,
(2) Tx¢peC®RY) a

DT % ¢) = (D°T) ¥ ¢ = T % (D°4).
(3) Jestlize navic v € Z(RYN), potom dokonce T x 1 € D(RY) a
Tx(¢px)=(Tx)xtp=(Txe))*¢.
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Definice 2.58. Necht T' € 2'(RY), S € 2'(RY) a alespoii jedna z téchto distribuci ma
kompaktni nosic¢, potom definujeme konvoluci dvou distribuci 7" * S identitou

(T*S)(¢) &L T*(S*¢) Voe DRY).
Poznamka 2.59. Spravnost této definice vyplyva z tvah v [14] na str. 159-160.

Véta 2.60 ([14] Véta 6.37, str. 160]). Necht R, S,T € 2'(RY).

(1) Necht alespon jedna z distribuci S, T md kompakini nosi¢. Potom
SxT=TxS asupp(S*T)=suppS+suppT.
(2) Jestlize alespori dva nosice supp R,supp S,supp T jsou kompakini, potom
Rx(S+T)=(RxS)«T.
(8) Je-li 6 Diracova distribuce a o multiindex, pak
DT = (DY)« T .

Specidlne plati
T=06xT.

Dukaz. Viz [14], str. 160-161.
]
Tato véta je velice dilezita pri konstrukci feseni parcidlnich diferencidlnich rovnic s
konstantnimi koeficienty, zname-li fundamentélni reseni.

2.2.5. Topologie v prostoru distribuci. Nyni definujeme vhodnou topologii v pro-
storu 2'(Q2) tak, aby byl topologickym dudlem k Z2(f2). Prostor 2'(Q2) je podle definice
prostor vsech linedrnich funkcionalt definovanych na () a spojitych v topologii prostoru
2(2). Podle Véty 2.§(c) (viz téz [14], str. 66) je prostor Z(Q) lokdlné konvezni linedrni
topologicky prostor. Na lokalné konvexnich linearnich topologickych prostorech lze defino-
vat tzv. x-slabou topologii. Nejprve si vysvétlime, co je *-slaba topologie v abstraktnich
prostorech.

Necht X je lokdlné konvexni linedrni topologicky prostor (nad R nebo C) a necht X’
je mnozina vsech spojitych linedrnich funkcionaltt definovanych na X. Pro pevné z € X
definujeme seminormu na X',

def

Po: X' = Ry, pa(F) = |F()].

Snadno se ovéri, ze jsou splnény axiomy seminormy:
(1) p.(F) > 0 pro vSechna F € X’

(2) pe(aF) = |alp.(F) pro viechna F € X', a € R (a € C),
(3) po(F + G) < p.(F) + p(G) pro vsechna F,G € X'.

Definice 2.61 (x-slabé topologie na X”). Topologie na X’ definovand systémem seminorem
{p: : * € X} (lokélni béze) se nazyva x-slabé topologie na X'.
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Tato *-slaba topologie na X’ je nejslabsi topologie takova, ze pro libovolné x € X je
zobrazeni tvaru F' +— F'(z) spojité z X’ do R (C).

Podle Véty 2.§[c), je 2(£2) lokalné konvexni linedrni topologicky prostor. Proto mizeme
na 2'(2) definovat *-slabou topologii.

Definice 2.62 (x-slabd topologie na 2'(€2)). Topologie na 2'(Q2) definovana systémem
def

seminorem {p, : ¢ € Z(N)}, ps(T) = |T(¢)| : T € Z'(Q), ¢ € Z(N2), se nazyva *-slabd
topologie na 2'(12).
Tato definice okoli pak vede na nasledujici vlastnost pro konvergenci posloupnosti:

Véta 2.63 (Konvergence posloupnosti distribuci). Necht {T,,}5°, C 2'(Q2) je posloupnost
distribuct a T € P'(Q?). Posloupnost {T,,}°°, konverguje k T v *-slabé topologii na P'(2)
prave tehdy, kdyz

lim T,(¢) = T(¢) Vo € 2(Q).

n—oo

Zkracené konvergenci v x-slabé topologii posloupnosti nebo parametrického systému
distribuci zapisujeme T,, = T v 2'(Q) nebo lim, o T, =T v 2'(Q).

Véta 2.64 ([?, Propozice 2.2.7, str. 27]). Necht o € NY je multiindex. Zobrazeni
Te2'(Q)— DT € 2'(Q)

je spojité pro kazdy multiindex o. To znamend, Ze pro kaZdou posloupnost {T,,}°°, C 2'(0)
aT e 2'(Q) plati

T, >T v2(Q) = DT, > DT v 2'(Q)

Dukaz. Viz [?], str. 28.
|

Piiklad 2.65. Necht 2 = R. Posloupnost spojitych lokalné integrovatelnych funkei f,(z) =
z/(x* + 1/n) konverguje ve smyslu distribuci k £, pro n — oco.

Reseni. Uvazujme posloupnost

v 1 241
Fn($)—/ %dS:—ln na”+ .
. 2+ 1/n 2 n+1
Pro kazdé n € N je f, € L'(R), proto F,, € AC(I) pro kazdé n € N a kazdy kompaktni
interval I C R. Tudiz pro distributivni derivaci D" F, plati

(2.29) (DVF,, ¢) = (fa,¢) Vo€ P'(0).

Plati néasledujici nerovnost:

0 < |Fu(z)| < |Inz|] VneNaVeeR\{0}.
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Protoze |In|z|| € LL (R) a F,(z) — In|z| pro viechna = € R\ {0}, z Lebesgueovy véty
dostavame

(2.30) ILm (Fn,0) =
K
= lim | F,(x)¢(z)dz = lim F.(x)¢p(x)dx =
n—oo Jp n—oo J_p

_ /_ * l(2)g(x) dr = / In(z)é(z) dz =

K R

= (Inlz|,¢) Vo e Z(R),

kde K = max{— min supp ¢, max supp ¢}. Z rovnice plyne, Ze F,, = In|z| v prostoru
distribuci 2’'(R) (z divodu srozumitelnosti v predchozim vykladu ztotoniujeme funkce F), s
prislusnymi distribucemi a funkci In |z| s pfislusnou distribuci). Podle Véty dostaneme,
7e také DV E, = DM n x| v 2'(R). Podle Ize distributivni derivaci DWW F, vyjadfit
pomoci klasické derivace a z Prikladu vime, ze DY 1n |z| = £, ,,. Proto

x

75 n = DOF 2 DV Injel = Py

v Z(R).
U

Priklad 2.66. Necht © = (0, +00). Zobrazeni T': (0, +00) — R definované vyrazem

def = d¢ 1
T(p) = — | -
CEPNHE
je distribuce T' € 2'(0,+00) nekonecného fadu. Nelze jej rozsitit na distribuci na R,
tj. neexistuje distribuce S € Z'(R) takovd, Ze S| 4+o0) = 1. Nekonecnou fadu chapeme
jako limitu posloupnosti ¢aste¢nych souctii, proto tento priklad tematicky zarazujeme mezi
posloupnosti distribuci.

ReSeni. Tento pifklad vyfeste sami. Pro dikaz nerozifitelnosti uvazujte funkei ¢ s
kompaktnim nosi¢em v R rovnou exp(z) na néjakém okoli bodu 0.
O
Zde si pripomeneme definici systému standardnich zhlazujicich jader.
Pfipomenuti. (Definice [1.175] strana[43]) Pro libovolné dané £ > 0 definujeme funkci
w. : RV — R po ¢astech predpisem

(231) wa(x) déf Ca eXp <_E2ETJD‘2> pro |$| <E,
0 pro |z|>¢,
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kde C. je voleno tak, aby fRN w.dx = 1. Tomuto systému funkei fikdme systém standard-
nich zhlazugjicich jader.

Véta 2.67. Necht ¢ > 0 a w. je standardni zhlazujici jadro. Potom w. € P(RY).

Disledek 2.68. Necht T € 2'(RY), ¢ > 0 a w. je standardni zhlazujici jddro. Potom
T xw. € C(RY).

Véta 2.69 ([9, Véta 9.30, str. 277]). Necht T € 2'(RY) a necht {w}., € > 0, je jednopa-

rametricky systém standardnich zhlazujicich jader. Potom pro € — 0+ systém T« w. — T
v prostoru distribuci 2'(Y), tedy

lim (T *w,) (2)d(z)dr = T(¢) Vo € 2(R"Y).

e—0+ RN

Dukaz. Viz [9], str. 277.
|

Disledek 2.70. Necht Q C RY je oblast a T € 2'(Q). Pak existuje posloupnost {T,,}°°., C
P'(Q) takovd, e suppT, C Q a T, > T v 2'(Q). Dokonce existuje {T,,}>>, C 2'(Q) s
vyse uvedenou vlastnosti, kde kazdy prvek T, lze reprezentovat funkci z C°(£2).

7 ptredchoziho tvrzeni plyne tato véta.
Véta 2.71. Prostor C°(Q) je husty v 2'(Q2) vzhledem k x-slabé topologii na 2'(2).
2.2.6. Diferencialni rovnice ve smyslu distribuci.

Definice 2.72. Necht a € C>(Q2) a S € 2/(2). Potom soucin aS je distribuce spliujici
identitu

(2.32) ((aS),d) = (S,a0) Vo€ 2(Q).

Pi¥iklad 2.73. Necht Q C RY, a € C°°(Q). Potom a4, = a(0)d, nebot plati
(ado, ) = (05,0 0) = al0)¢(0) = (a(0) bo,¢) Vo € Z(Q).

Piiklad 2.74. Necht Q2 = R. Potom x%7;,, = 1 ve smyslu ditribuci, nebof plati

(2.33) (x P1)o, §) = (Prjw,x0) =

= p.v.A%wdx = /qu(x) dz = (1, ¢) Vo e 2(Q).

Poznamka 2.75. Obecné souc¢in dvou distribuci nemusi byt distribuce. Navic souc¢in dvou
distribuci nelze obecné konzistentné definovat tak, aby splioval bézna pravidla pro naso-
beni cisel tj. nemiize byt zaroven komutativni i asociativni. To dokazal jiz v padesatych
letech dvacatého stoleti zakladatel této teorie, Laurent Schwartz. Naptiklad uzitim vysledki
Prikladi 273 a 274 dostaneme absurdni fetézec rovnosti:

O = ngl/z = (1'50) 91/1 = (501’) 1@1/33 = 50 (.CC ,@UI) = (50

Pouze ndsobent distribuce funkci tridy C* je opét distribuce (hned z definice).
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Véta 2.76 (Leibnizuv vzorec pro derivaci soucinu). Necht a € C*(Q) a S € 2'(Q),
a € N i |al =1, tj. existuje prdavé jedno i € {1,...,N} takové, e a; = 1 a aj = 0 pro
j #i. Potom pro distributivni derivaci soucinu aS plati Leibniziv vzorec

0
(2.34) D® (aS) = £28 + aD°S .
3@
Dikaz. Dikaz je jednoduchy. Provedte sami podrobné. |

Definice 2.77. Necht m > 1, F € 2'(0), a, € C®(Q). Distribuci u € 2'(2) spliujici
rovnici ve smyslu distribuci

(2.35) Y aeDu=F

|ar|=0

nazveme resenim diferencidlni rovnice

- ooty
(236) Z aa(ﬁﬁ)m(ﬂf) = F, r €

s .. 0x
ve smyslu distribuct.
Poznadmka 2.78. Samozrejmeé, ze diferencialni rovnici (2.36|) nelze obecné chépat tak, ze

je splnéna v kazdém bodé oblasti 2. Je-li vSak distribuce F' reprezentovatelna dostatecné

hladkou funke{ f € L{.(©2), ma smysl uvazovat o splnéni diferencidlni rovnice

m Jaly,
(2.37) > a0(o) g o) = @)

ot .. 0z
v kazdém bodé x € (.
Poznamka 2.79. Diky predpokladu a, € C*(Q2) je vysledek operdtoru na levé strané

distribuce. Operator mizeme dle definice souc¢inu hladké funkce a distribuce a derivace
distribuce prepsat na tvar

(2.38) <Z Ao Dau,gb> = <u, Z (=)D (a, ¢)> .

|oe|=0 |a|=0
Poznamka 2.80. Prestoze Tesenim diferencialni rovnice ve smyslu distribuci je obecné

distribuce, v teorii diferencidlnich rovnic se vétsinou omezujeme na u € Li, () piipadné

jesté navic pozadujeme integrovatelnost nékterych distributivnich derivaci feseni. O tom
bude podrobné pojednano v nasledujici kapitole.

Priklad 2.81. Necht Q = R. Resenim diferencidln{ rovnice prvniho fadu
22/ (z) =0

ve smyslu distribuci je
S e .@/(Q) S = Clﬂ + CQH() + 03(50,
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kde ¢1,cq,c3 € R jsou libovolné konstanty, 1 je distribuce asociovana s konstantni funkei
nabyvajici hodnoty 1 na R, Hy je distribuce asociovana s Heavisideovou funkei Hy(z) = 0
pro x < 0, Ho(z) = 1 pro z > 0 (zna¢ime zde stejné funkci i distribuci) a dy je Dira-
cova distribuce lokalizovana v bodé 0. Reseni ve smyslu distribuci 1, Hy, 6y jsou linedrné
nezavisla.

ReSeni. Ovéite sami splnéni identity
<Cl]l + CQHO + 0350, 2.Z'¢ + $2¢/> =0 V(b S .@(R) .

Poznamka 2.82. Vsimnéte si toho, ze Teseni ve smyslu distribuci mtze mit vice parame-
tru (3 parametry) nez je fad rovnice (prvni fadd). Konstantni feseni 1 € 2'(Q)) je repre-
zentovatelné spojité difencovatelnou konstantni funkei nabyvajici hodnoty 1 na R. Reseni
Hy € L} .(R) neni diferencovatelné a ani spojité v bodé 0. Dalsi nezéavislé feseni 6y € 2'(Q)
nelze ani vyjadrit lokalné integrovatelnou funkei.

Priklad 2.83. Necht Q = R% Potom Aln|z| = 274,, kde druhé derivace v operatoru

A= 88—% + 88—% jsou chapany ve smyslu distribuci, tj. A = D@ 4 D0:2),

Reseni. Z definice derivace distribuce dostaneme:
2 2
(Aln|z|,¢) = (D |z| + DO Ina], ¢) = <1n af, 20 4 2 ¢> _

T or? 02l
= (In|z[, Ag) =/ In|z| Ag(z) dz,
R2

kde posledn{ integrdl ma smysl, nebot funkce In |z| je lokdlné integrovatelna v R?.
Posledni integral pak prepiseme jako limitu

/ In |z| A¢(z)dz = lim In || A¢(z) dx.

R2 €20+ Jiz/>e

Nyn{ pouZijeme Greenovu identitu ([2.14)). Zvolme €' C R? s dostatecné hladkou hranici,
kterd obsahuje nosi¢ ¢ a zaroven uzaver koule B(0, €). Nejsnasi je za Q' volit kouli B(0, R),
R > ¢, takovou, aby supp ¢ C B(0, R). Uzitim Greenovy identity (2.14) na B(0, R)\ B(0,¢)
dostaneme:

1 A dr = li 1 A d
[l a0 de = Jim [ injel Ag(a)da
9 = lim / Aln |z| ¢(x) dx

(239) e=0+ JB(0,R)\B(0,¢) =l #()

+ lim / <ln|x| (%b(f) - 8lnlx| gb(a:)) dH'.
e—=0+ 6(3(0,]‘2)\%) on on

Snadno se ovéri primym vypoctem, ze pro |x| > & > 0 plati bodové pro klasické parcidlni
derivace Aln |z| = 0. Protoze nosi¢ ¢ je vlastni podmnozinou B(0, R), je ¢(x) i 0¢(x)/0R
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rovno nule na 9B(0, R). Tudiz

/ In || Ad(z) dH! =
R2

| do(z) Olnle] L
i o500 (mm o g o) | 4=

(2.40) — lim /x B (lna 0olz) _ éqﬁ(x)) dH' =

e—0+ on
— lim elne lim E 8¢(f) dH? =L / P(z)dH' =
e—0+ e—0+ IS |1":E an & e—0+ |CC|:€
O¢
=0-27-=(0) + 2w (0
m5=(0) + 216(0)

Ukézali jsme tedy, ze
(Aln|z|, ¢) = 270(0) = (278, ¢) Vo € Z(R?),

COZ znamena, ze
Aln|z| = 27d,

ve smyslu distribuci. O
Priklad 2.84. Necht Q2 = R3. Potom A(1/|z|) = 47dp.

Reseni. Pro Q = R? se rovnice A(1/|z|) = 476, dokéze analogicky pomoci Greenovy
identity (2.14). O

K pojmu feseni diferencialni rovnice ve smyslu distribuci se tzce vaze nasledujici vy-
znamny vysledek - Weylovo lemma. Toto lemma predstavuje jedno z prvnich tvrzeni tyka-
jicich se regularity zobecnénych feseni parcialnich diferencidlnich rovnic. Teorie reqularity
zobecnengch reseni zkouma podminky, za jakych je napt. feseni ve smyslu distribuci téz
resenim klasickym, tj. za jakych podminek je feSeni diferencovatelné az do fadu rovniceﬁ a
rovnice je splnéna ve vsech bodech dané oblasti (2.

Lemma 2.85 (Weylovo lemma, viz napf. [18]). Necht Q C RY je oblast. Necht u € 2'(Q)
splniuje ve smyslu distribuct rovnici Au = f, kde f € C>*(Q2). Potom také u € C*(£2).

Poznamka 2.86. Regularita feseni rovnice Au = f v sobé obsahuje zajimavy paradox.
Reseni eliptické rovnice zavisi na hodnotach f v celém Q. ale naproti tomu je regularita
lokalni jev. Pokud napt. f € 2'(Q2) bude néjakéa obecné "divoka'distribuce na € a zaroven
restrikce f na podmnozinu ' C Q bude reprezentovatelnd funkei z C*°(Q?), pak také
restrikce Teseni u na podmnozinu ' C Q bude reprezentovatelnd funkei z C*°(€Y'), 1 kdyz
hodnoty této restrikce budou zavislé na hodnotach f na Q\ €. Jak tento paradox funguje
bude ztejmé az z diikazu Weylova lemmatu. To, ze hodnoty funkce u zavisi na hodnotach
f na celém  je vidét napt. z toho, ze pro Q2 = R? a f = 276, je u = In |z, kde u(z) < 0
pro vsechna 0 < |z| < 1 a u(z) > 0 pro vSechna 1 < |z|. Zaroven ale u € C*°(€) pro
kazdou €' C R? takovou, ze o & (V.

8nebo existuji vSechny parcidlni derivace vyskytujici se v rovnici ve vSech bodech oblasti
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Ve vétsiné ucebnich textu tykajicich se zobecnénych TeSeni parcidlnich diferencidlnich
rovnic je toto tvrzeni uvedeno bez diikazu. Z hlediska formy vykladu i zvoleného postupu
nas zaujal ¢lanek [18], kde je dikaz z velké ¢asti proveden netradi¢nim postupem pomoci
teorie potencidlu. Pivodni Weyliv dikaz (viz [19]) také zalozeny na teorii potencidlu
jsme se je v téchto skriptech doplnit. Nez pristoupime k diikazu Weylova lemmatu dokazeme
nasledujici pomocné tvrzeni, které se k dikazu v ¢lanku [18] pouziva, ale explicitné se
nezminuje ani nedokazuje.

Lemma 2.87 (Pomocné tvrzeni k Weylové lemmatu). Necht Q C RY je omezend oblast.
Necht w, € 2(Q), t € (0,1], je jednoparametricky systém funkci a necht pro kazdé m € N
existuje K,, > 0 tak, Ze pro vsechna t € (0,1] a multiindery o € NI : |a| = m plati
8|a|wt
Ozt ... 0z

Necht ddle pro t — 0+ konverguje wy, —~ W € 2'(Q), tj.

(2.41) <K,,.

o

(2.42) lim [ w(z)p(x)de = (W, ) VYo e 2(Q).

t—0+ Q

Potom distribuci W € 2'(Q) lze reprezentovat funkei w € L'(2) N C>(Q) pro kazdou
podoblast Qg : QU C Q s hladkou hranici 0y .

Dukaz pomocného tvrzeni k Weylové lemmatu. Protoze ||wt||e < Ko a
10w, /025" . .. 025 ||oe < K7,

pro viechna o € N : |a| = 1 a pro viechna t € (0,1], je systém funkef wy, t € (0,1],
stejné omezeny v normé L'(€2) (podminka (1.44)) a stejné spojity v priiméru (podminka
(1.45))). Pokles v nekonec¢nu (podminka ([1.46)) je zarucen predpokladem omezenosti €2. Tim
jsou splnény podminky Véty (Kolmogorova véta) a existuje vybrand posloupnost
w, — w € LYQ). Ukdzeme, ze W € 2'(Q) z tvrzeni Lemmatu Ize reprezentovat
funkef w € LY(Q), tj., Ze plati

(2.43) | w@ods = (w.0) Vo € 7).

Vskutku, podle Lebesgueovy véty o dominantni konvergenci (|jw|l < Ko pro vSechna
t € (0,1]) dostavame
lim [ wy, (x)¢(z)de = / w(z)p(x)dx Vo € 2(Q)
tn—0+ Q Q
a zaroven podle predpokladu ([2.42))
Jin [ (o) do = (W6) Vo e 2(2),

Odtud srovnanim

Awmm@m=amw Vo € 2(9),
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¢imz jsme dokéazali pro podposloupnost funkei {wy, }° ;. Distribuce W € 2/(Q) je
reprezentovatelnd integrovatelnou funkei w € L'(Q) a tedy regularni.

Nyni ukdzeme, Ze toto plati nejen pro podposloupnost {wy, }°°,, ale dokonce pro cely
systém funkei wy, t € (0,1], plati w; — w pro t — 0+ v L'(€2). Pokud by to neplatilo,
pak bychom z mnoziny (0, 1]\ {¢,}52, vybrali posloupnost {s,}>; konvergujici k 0+ pro
n — oo takovou, ze pro né¢jaké € > 0 plati pro vsechna n € N

(2.44) /Q lws, () — w(zx)| de > €.

7 posloupnosti funkef w,, lze postupem jako vyse diky stejné omezenosti v normé L'(Q)
a stejné spojitosti v prumeéru vybrat podposloupnost ws, — v konvergujici v LY(Q) a
zaroven podle (2.44)) musi platit w # v. Podle Lebesgueovy véty o dominantni konvergenci
dostaneme
lim [ w,, (2)6(z)de = / w(@)(@)dz Vo € D
sn, =0+ Jo k Q
a zaroven podle predpokladu ([2.42))
lim | Wan, (2)¢(x)dr = (W,¢) V¢ € 2(Q).

Sny, —0+
Odtud srovnanim
/Qv(:):)gb(x) de = (W,¢) Vo e 2(9Q).

Podle Dtsledku m je regularni distribuce W € 2'(Q) reprezentovana pravé jednou funkei
z LY(Q). Tudiz w = v. Toto je spor s a plati wy — w pro t — 0+.

Nyni ukdZeme, Ze pro kazdou podooblast Qg, Qx C Q plati w, = w € C(Qg) konver-
gujici v O(Q ) stejnomérnd pro t — 0+. Protoze ||wy e < Ko a [|01%w,/0x" ... 025 ||oo <
Ky, pro |a| = 1, pro vsechna ¢ € (0, 1], je systém funkei wy, t € (0, 1], stejné omezeny v
C(Qg) (podminka z Véty |1.181)) a stejné spojity (podminka z Véty .
Tim jsou splnény podminky Véty [1.181] (Arzelaova-Ascoliova véta) a uzavér systému wy,
t € (0,1], v C(Qx) je kompaktni a existuje vybrana posloupnost w,, = u € C(Qx) pro
n — +o00 a t, — 04. Predpokladejme, Ze u — w # 0 na podmnoziné wx C Qx nenulové
miry. Podle Lebesgueovy véty o dominantni konvergenci dostaneme

lim wy, (z)p(x) doe = / u(x)p(z)dr Vo € 2(Qk)

a zaroven podle predpokladu ([2.42))

lim wy, (z)p(x)de = (W, ¢) Vo € D(Qk) .

tn—0+ Qx

Odtud srovnanim
| u@st@rae = (we) voe o).

Odtud dostaneme spor, protoze restrikce distribuce W € 2'(Q2) na Qk je reprezentovina
restrikci funkce w na Qg a je také regularni. Podle Dusledku je regularni distribuce
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reprezentovana pravé jednou lokalné integrovatelnou funkeci. Tudiz w = v skoro vSude na
Q. Toto je spor s tim, ze u — w # 0 na podmnoziné wx C Qx nenulové miry. Plati tedy
w; = w stejnomdérné na Qg pro t — 0+ (pTesnéji, existuje spojity reprezentant w dané
t¥idy funkei z faktorprostoru L'(Q), ktery je zaroveni v C(Q) a ke kterému w, konverguje
stejnomérné na Qg pro t — 0+).
Nyni ukdzeme, 7ze w € O®(Q). Piedpokladejme, Ze existuje 8 € N} tak, ze DSW
nelze reprezentovat spojitou funkei u € C(Q) takovou, Ze
918w
Yo
(Qx C Q) a zaroveri, 7e pro viechna o € NI : |a| < | 3| plati
ololw
Ozt ... 0z
Postupnym dosazenim za m := || a m := |f| + 1 do nerovnosti zjistime, Ze
systém funkci

r) =u(z) Ve Qg
e C(Q).

OlBlw,
... dxhy
je stejné omezeny a stejné spojity na Qx. Podle Véty [1.181] Arzelaova-Ascoliova véta, lze
vybrat konvergentni posloupnost {¢,}>°,, ¢, — 0+ pro n — oo, takovou, ze

OlBlaw,
At .. Oxhy

pron — o a t, — 0+. Z Lebesgueovy véty o dominantni konvergenci ihned dostaneme

' alﬁlwt B
lim / G g (@0l de = /Q u()ol)d Vo € D0

€ (0,1

= u € C(Q)

tn—0+

Zaroven podle ([2.42 dostaneme
' alﬁ\wt 5
Jim / G o (6 e = (DW.6) o € (0.

Srovnanim
| utwpota)de = (DW.6) o ().
Qg
Nyni ukazeme, ze pro cely systém
I8l I8l

ozt ... 0z ox' ... 0z
pro t — 0+4. Pokud by to neplatilo, vybrali bychom (opét pomoci Arzelaovy-Ascoliovy

véty) z mnoziny (0, 1] \ {¢,}52, posloupnost {s,}>°,, s, — 0 pro n — oo takovou, ze

3|6|w5n

' ... 0xRy

=u € C(Qk)

= v e C(Qk)



80 2. UVOD DO TEORIE DISTRIBUCH

a zaroven u # v. Opét by muselo platit (Lebesgueova véta a (2.42)
/ v(z)p(z)dz = (D°W,¢) Vo € D(Qx)
Qp

a podle Dusledku bychom dostali u = v, coz je spor. Plati tedy ([2.45)).
Zbyva ukazat, ze
o8l
Yo
Od tohoto momentu dale budeme vyuzivat predpokladu, ze 2x ma hladkou hranici 9.
Déle vyuzijeme piedpokladu, Ze pro viechna o € N)Y : |a| < || plati
olelw
Ozt ... 0z}
Necht 5; = a; pro j =1,....,N, j # i, a f; = a; — 1 (zfejmé nés zajimaji jen takovd
i€l,...,N, pro kterd «; > 0). Muzeme tedy s pomoci Véty (véta o vicerozmérné
integraci per-partes) psat

(2.46) / u(@)o(x) de = (DWW, ¢) =

(z) =u(z) Voe Q.

e C(Q).

o8l

ABI=1qp 9
- /QK o 0zl oxl 181:’3”1 Oy (x)aa(i (z)de.
Nyni ukdzeme, ze na uzavéru Qg je
dof 9lBI=1p
a dxt ... 8xfﬁ‘113xfi_18xfﬁl .0z
lipschitzovska funkce. Definujme jesté
def OlB1=1qy,
" oz ... 8xfﬁ’118$fi718xfﬁ11 oLy
Z predpokladu je ihned vidét, ze pro vsechna t € (0, 1] je ¢: € 2() a ||0¢:/ 07|00 <
Kj pro viechna j = 1,...,N. Zvolme x € Q. Necht h € RY | |h| > 0, je takovy, Ze

x + 0h € Qg pro viechna 6 € [0,1]. Oznaéme y = = + h. Potom podle véty o stiednf
hodnoté

N
a(y) — a(z) = ale +h) — q(x Za—q:rJth
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pro n&jaké 6 € [0,1]. Odtud pomoci Holderovy nerovnosti v RY:

N
Oqy
_ < it . | < -
)~ £ 32| G2 )|, 1] < VK o
]:

tato nerovnost plati pro vsechna ¢ € (0, 1]. o

Pro vyse dané h € RY zvolme € : 0 < ¢ < max;_1__n |h;|. ProtoZze ¢ = q na Q, lze
najit 6 > 0 takové, ze pro vsechna ¢ € (0,0) je

max |g,(z) —g(2)| <e < max |h].

Odtud dostaneme nésledujici nerovnost pro ¢ na Qg s hladkou hranici:

(2.47) lq(y) —a(x)| < la(y) — &) + @(y) — @(z) + @(z) — q(x)] <
<lq:(y) — @(x)| + la:(y) — q(y)| + la:(x) — q(x)] <

< NKg max_|hj| +2 max_|hj] < (2+ NKpg) max_|h;| .
j=1,..,N 7j=1,..,N 7j=1,...,
Tato nerovnost jiz zarucuje splnéni Lipschitzovy podminky na oblasti s hladkou hranici
(oblasti s hladkou hranici spliuji S-podminku).

Nyni ovérime podminky Véty . Podle Véty , Rademacherova véta, pak dq/dx;
existuje skoro vSude na Q. Navic |0q/0x;| je omezend Lipschitzovou konstantou a tudiz
dq/0z; € L'(Qx). Dals{ predpoklady véty (absolutn{ spojitost na tiseckach rovnobéznych
s osou x;) vyplynou téz z Lipschitzovy podminky (ovéifte sami). Podle Véty Ize tedy
provést integraci per-partes vzhledem k proménné x; jesté o jeden krok déle a dostaneme

(2.48) /Q u(x)p(z)der =

/ o (@) 2 (2)d
=— r)—(x)dz =
a Oz 02 0xP T 0al L 9y T O

i+1

918w
= ————(2)¢(z) dx.
ax 0. ..8x§3VN( )9(z)

pro kazdé ¢ € Z(Sx). To je spor. Distribuci W € Z'(Q) lze tedy reprezentovat funkef
w € LY(Q)NC>(Qk). [ |
Nyni muzeme pristoupit k dikazu Weylova lemmatu.
Reseni. Chceme ukézat, ze pro kazdé f € C>(Q) plati, ze u € 2'(Q2) spliujici
(2.49) (u, Ag) = (f, &), Vo€ 2(Q)

musi jiz nalezet do C*(Q).
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OBRAZEK 1. Koule B(z,r),... B(x,4r), funkce n a supp w.

Polozme

2
Ye(x) o (47Tt)_% exp [—%] proz € RV atel0,1].

Tato funkce je t¥idy C°(RY x R) a pro jejf klasické derivace plati

el

5 (z) = Ay(z) VzeRYVteR.

Pro libovolné predem zvolené xy € Q vyberme r > 0 tak, aby B(zg,4r) C €. Necht déle
n € C(B(xo,4r)) je funkce s oborem hodnot H(n) = [0, 1] takovd, ze suppn C B(xo, 3r)

an(z)=1prox € B(xg,2r). Polozme v & nu a w Ay — nf . Potom v = u na B(xo, 2r)
av=0na B(xg,4r) \ B(zg,3r)). Ddle w = Av —nf = Av— f =0 na B(x,2r) aw =0
na B(xg,4r) \ B(xg,3r)). Proto suppw C B(xg,3r) \ B(xg,2r). Nyni vezméme

vi() = (n xv)(2) = (v, 7a7)

wi(w) = (v x w) (@) = (w, 725)

(zde uZivdme definici konvoluce pro distribuci s kompaktnim nosi¢em s funkei z C°(RY),
Definice [2.55)). Podle Véty dostaneme, ze pro kazdé t > 0 plati v; € C®°(B(zo,4r)).
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v

OBRAZEK 2. Koule B(z,r),... B(x,4r) a omezenost posunuté ;.

Navic
d : <U7Tx’78> — <U, Tx’%) _
q @) =l s—t -

1. < Tx’)k;s - T:c’?t>
=mi v, — =
s—t s—1t

= <U,Tx%> = <U,TwAu’}/t> =

= <w + 77f7 Txﬁ/}t> = <nfT17Vt> + <w7—xf7t> .

83



84 2. UVOD DO TEORIE DISTRIBUCI

Tim dostéavame diferencidlni rovnici

d 9 v
&Ut(m) = <77f> T:cﬁ)/t> + <’IU, Tx7t> .

Jeji integraci dostaneme:

wte) =u@) - [ n@ar - [

ProtoZe v € 2'(Q) ma kompaktni nosi¢ a pro viechna t € (0,1] je v, € C*(R¥Y), podle
Vety dostaneme:
vi(z) = (m *xv) (x) € C(B(xg,4r)) .
Déle z predpokladu f € C*(2) dostaneme nf € C>(B(xo,4r)) (prohodili se role zhla-
zujiciho ¢initele: zde nf ma derivace vsech radi a ma kompaktni nosi¢, zatimco 7, je pro
t = 0 prvek 2'(Q)) a tudiz podle Véty [2.54] plati v, + (nf) € C*(RY) pro viechna ¢ € [0, 1].
Odtud jiz dostédvame: ftl (e x (nf)) (x)dr € C*(B(x,4r)). Dikaz hladkosti posledniho
¢lenu je ponékud pracnéjsi a je proveden v nésledujicich odstavcich.
Protoze
supp w; C B(xo,4r) \ B(xo,2r),

omezime se nyni na B(zg,4r) \ B(zo,2r). Indukei 1ze dokdzat (provedeme tplné na zévér
celého dukazu na strané, 7e pro viechny multiindexy a € N)Y' existuje polynom P, (z,1) :

RY x R — R stupné nejvyse |a| v proménnych z = (z1,...,zy) a t tak, Ze
a|a| 2 2
%(47#)_% exp {—E—L} = (47Tt)_%t_‘a| exp {—%} P,(z,t).
Odtud lze ukazat, ze
(2.50) Va eN) Vr>0 3K,,>0 V|z|>r Vvte(1,0]:
olel 2
%(47ﬂf)_% exp |:—%:| ‘ < Ka,r .

Protoze v, € C®(RY) pro vsechna ¢ € (0,1] a vSechny derivace jsou odhadnuty uniformné
nerovnosti (2.50]) pro vSechna ¢t € (0, 1] a |z| > r, je funkce

wi(z) = (ToVe, w)
tiidy C*°(B(xo,7)) a jeji parcidlni derivace vSech fadu jsou uniformné odhadnuty nerov-
nostmi:
(2.51) VaeNY vr>0 3K,,>0 VezecRY vte(0,1]:
dlelw,
ox®
Funkce wy|p(g,,) konverguje k distribuci w € 2'(B(zo,r)) ve smyslu distribuci. Vezmeme-

li v dvahu uniformni odhady (2.51) pro vsechna ¢t € (0,00] a faktu, ze koule B(zq,r)
v Eukleidovské normé mé hladkou hranici, pak z Lemmatu [2.87] plyne, Ze distribuce w €

v — x| <r = < Kupr.
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9'(B(xo, 1)) je reprezentovatelnd funkei w € C*°(B(zo, 1)) (zde jsme pouzili stejné znaceni
pro funkei i distribuci).

Protoze Q@ C RY je dle pfedpokladu oblast, tj. oteviena souvisld mnozina, lze ke
kazdému xy € Q najit r > 0 tak, ze B(zo,7) C Q. Z predchozich tvah dostaneme
w € C®(B(xg,7)). Proto w € C*(9).

Zbyva dokazat, Ze pro viechny multiindexy o € NY existuje polynom P, (z,t) : RY x

R — R stupné nejvyse |a| v proménnych = (z1,...,xy) a t tak, ze
8|a| N €T 2 N xT 2
e —(47t)” 2 exp [—%} = (4xt) 2t 1l exp [—%} P.(x,t).

Proni indukcéni krok, |o) = 1. Necht i = 1,..., N, potom

0 2 2711
e (4mt)™ 2 exp [ |4|t 1 = (47rt)’%t’1 exp [—%} 5%
l[L’Z‘.

tedy Po,...0,1.,0...0)(T,t) = 5
Druhy indukéni krok. Plati-li rovnost pro 3 € NY : |B] = k € N, pak plati i pro
a€NY :|a| =k+1. Necht j =1,..., N, potom

|| 0 o\l
4t | Oxd OB

ol

2
(47725)’%15"&' exp [—%} Py(z,t) =

2
)Y B ey | L] (2 0Fs _
(4rt)~ 2t Plexp { n } (th]Pg(x t) +t8xj (x,t)

2
= (47rt)_%t_|6|_1 exp [—%} (%ijg(x,t) + t?(m,t)) :

Lj

P,(z,t) = (%a:ng(x,t) + tg—g@,t)). Zirejmé |o| = |B| + 1 a P,(z,t) je stupné nejvyse ||
v proménnych zy, ...y a t. |
S pomoci teorie distribuci a Weylova lemmatu [2.85 v nasledujicim prikladé ukézeme
ponékud prekvapivy vysledek o neexistenci klasického teSeni pro Poissonovu rovnici se
spojitou pravou stranou f € C(Q). Tento piiklad osvétluje zékladni tézkosti a jevy, se
kterymi se nesetkdme pfi feseni obycejnych diferencidlnich rovnic, ale které se typicky
projevuji i u téch strukturalné nejjednodussich parcialnich diferencialnich rovnic.

Priklad 2.88. Pro spojitou funkci
(= a3) (8 (m2—n /e +3) +1)
f(i[fl,l'g) = — e
6(1'1 +l'2 (1112 — logm>
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pro x1,x2 # 0 a f(0,0) = 0 nem& Dirichletovy tiloha

(2.52) ;é)u@?) - é‘<:c|>$| 0 lel = VTt a3 <1

splnujici rovnici v kazdém bodé

klasické feseni, tj. neexistuje u € C%(B(0,1))NCy(B(0,1))
a u(x) = 0 pro kazdy bod kruznice

0
koule B(0,1) = {z € R*: 0 < |z| < 0} (zde 0 = (0,0))
reR: |z| =1.

OBRAZEK 3. Spojitd prava strana f rovnice z Prikladu na strané [85

ReSeni. V nasledujicim ukéZzeme, 7e
1
u(ry, T9) = 1 (23 — 23) (\/In2 —Iny/a? 4 23 — vln2>

spliiuje okrajovou podminku tdlohy (2.52)), tj. uw(z) = 0 pro |z| = 1; u & C*(B(o,1)); u
splnuje rovnici —Awu = f ve smyslu distribuci na {2 = B(o, 1) a nakonec ukazeme, ze iloha
zadné dalsi feseni ve smyslu distribuci neméa. Protoze klasicka feSeni jsou zaroven
feSenimi ve smyslu distribuci, iloha nemtze mit klasické reseni.

Za prvé si vSimnéme, ze funkce u ma tuto strukturu

u(wy, @) = (27 — 23) g(/2% + 23) = (2] — 23) g(|=]).

coz lze v polarnich souradnicicich x = pcosy, y = psin ¢ vyjadrit takto

u(p, ) = p*cos2¢ g(p) -
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1.0

OBRAZEK 4. Reseni tlohy Au = f na B(o,1), u = 0 na dB(o, 1) ve smyslu
distribuci z P¥ikladu na strané 85 které nenf z prostoru C?(B(o,1)).

V nasledujicim vypoc¢tu budeme pottebovat radidlni parcidlni derivaci funkce u(p, ¢) na

obvodu jednotkové kruznice. Tu lze vypocitat dosazenim do radialni parcialni derivace v
obecném bodé (p, p):

(2.53) (%U(p, p) =cos2¢- (2pg(p) +p* g (p)) -

Okrajovd podminka. Dosazenim za p = 2% + y* = 1 dostaneme

1 1
u(l,gp):§(3052g0< ln2—ln\/I—vln2) zécos%p-O:O.

Splnéni rovnice bodové na B(o,1) \ {o}.
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0*u 1 VIn?2
(2.54) a—x%(xl,xg) =5 (1n2 —Iny/22 + x%) - +
—3z} — 62222 + 22
n 1 271 T Ty n

8 (22 + 22)? \/ln2—ln Vi + ad

(23 — o1) af

3/2
16 (22 + 22)° <ln2 —Iny/2% + m%)

+

0%u

1
(2.55) @(ml,:@) = —5\/1112 —Iny/2? + 23 +
2

vIn 2
5 +

—x} + 62323 + 375

8 (22 4 22)° \/1n2—ln Vo + 13

_I_

+

(23 — a) 23

3/2
16 (22 4 22) <ln2 —In /2% + x%)

Sectenim dostaneme:
92w 9%u (2% — 23) (8 (ln 2 —In\/2? + x%) + 1)

—2<I'1,.’L’2>+—2(.T17.T2):— 3/2
O O3 16 (23 + 23) <1n2 log /3 +x2)

+

Y

1

CcOZ znamena:
0%u 0%u

@(%ZJ) +a_y2(xay> - f(xay) V(l’,y) S R2 : |I| > 0.

Splnéni rovnice ve smyslu distribuci. Budeme pracovat s funkci u zapsanou ve tvaru
u(x) = u(zy, 10) = (22 — 23) g(|x]). Mdme ovétit, Ze plati

(D®Y, ¢) + (DO, ¢) = /01 r)dx Vo € 2'(B(o,1)),

kde x = (x,y). Z definice derivace distribuce a linearity integralu dostaneme nasledujici
integralni identitu:

(256) [ (G + 55w) @ [  Swofa)ds



2.2. PROSTOR TESTOVACICH FUNKCI 2(Q) 89

splnénou pro vsechna ¢ € 2'(B(o,1)).
Tuto identitu dokdzeme sporem. Predpokladejme, Ze existuje ¢ € 2'(B(o,1)) a ¢ > 0

tak, ze
0% @ ) -
/B(Oyl)u( ) (8x1( )+ o (z) | da /B(o,l)f(x) é(z) da

Nejprve upravime integral fB(O ) u(x) (82—2 x) + @(aﬁ)) dz. Necht 0 < & < 1. Rozdé-
) 1
B

(2.57) > q.

2
Oxs

p)
lime integra¢ni obor na B(o,1)\ B(o,¢) a B(o,¢). Na integrél pres B(o, 1)\ B(o, €) uzijeme

Greenovu identitu ([2.14)):

(2.58) u(z)Ap(x)dr =

+/ ) u(x)A¢p(z)dr =
B(o,¢) B(0,1)\B(o,¢)
u(z)Ad(x) da+

:5\ -
™

Au(z)p(x) dx

_l_
SR
D
=
X
S
&

9y 0w\ L
" / e (1) 5200) = Gr(alo(o) ) an
_ /B L DA des
z)o(x)dx
-/ e J@9)

u(@) 22 (@) - @ww)) 0!

; (
0(B(0,)\B(o0,¢)) on

\

Protoze x — u(z)%2(x) je spojitd funkee v R, je
Oy
2. li dH' =
(259) i [ uE@ =0,
Déle u(x) = 0 pro |z| = 1, proto je
Oy
2.60 / dH' = 0.
(2:60) RCEE

Hranice 0B(o, €) je kruznice se stfedem v pocéatku, proto prejdeme do polarnich soufad-

nic r; = pcosp, ro = psing. Potom je derivace % ve sméru normaly k 0B(o,¢) derivaci

podle radiusu p pro p = 1. Dosazenim z ([2.53)) a uzitim parametrizace oblouku kruznice
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dostaneme
ou T Ou,
2.61 lim —(z)p(z dleg/ —(g,¢)dp =
(2.61) l [ @ e
2
T 2 1 _
—ll_f)l(l)é‘{2€g(€)+€ g(s)}/o cos 2¢ dp = lim 0 = 0.
Analogicky
ou T Ou
2.62 / —(@)p(x)dH =c | ——(1,¢)dp =
(2.62) o e e

:{Zg(l)—i-g’(l)}/O 7r(:os2<pd30:0.

Odtud pro libovolné 0 < € < 1 dostaneme:

/B , U(@A0(a)do = / F(2) 6(z) de

B(o,1)

(2.63)

/B , u@)Bo@)do - / @)6(e) dat

B(o,¢)

+ /a — (u(x)%(x) - %(m)@(w)) aH!

Protoze f(z) i u(z)A¢(z) jsou spojité funkce, z Lebesguovy véty (o dominantni konver-
genci), a rovnosti (2.58)), (2.59), (2.60), (2.61)), (2.62) a (2.63) plyne, Ze pro libovolné ¢ > 0
existuje € > 0 tak, ze

<q,

/B ., i(@80(a)do = / £(2) $() do

B(o,1)

coz je ve sporu s (2.57)) a identita (2.56)) plati.
u & C*(B(o,1)). Z predchozich vypocti plyne, Ze napiiklad

o 1
8—;;(561,332) =35 <ln2 —Iny/a? —|—x§> +0(1).
1

Tato funkce mé limitu +oo pro (z1,xs) — (0,0). Tudiz u & C*(B(o,1)).
Neexistuje klasické reseni tulohy . Predpokladejme, Ze kromé vyse uvedeného teseni
u & C*(B(o,1)) existuje jesté klasické feseni v € C?*(B(0,1)). Potom je toto TeSeni téz
fesenim ve smyslu distribuci. Rozdil u — v pak fesi rovnici Aw = 0 na kouli B(o,1)) ve
smyslu distribuci. Podle Weylova lemmatu Lemma je w € C*(B(o,1)). To je spor,
protoze rozdil funkce v € C*(B(0,1)) a u € C?*(B(0,1)) nemtze byt t¥idy C*°(B(o,1)).
Tento trik je prevzat z monografie Zeidler [21] Protiptiklad 6.3 na str. 249]. O
Podobny vysledek jako Weylovo lemma tykajici se regularity feseni ve smyslu distribuci
plati i pro rovnici vedeni tepla.
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Véta 2.89 ([18]). Necht Q C R x RY je libovolnd oteviend mnoZina. Jestlize distribuce
u € 2'(Q) spliuje rovnici vedend tepla

ou -

En +Au=f e C™Q)
ve smyslu distribuct, tj. Yo € () plati

0

potom je distribuce u reprezentovatelnd funkci u € C*°().

Naopak pro vlnovou rovnici
@ —Au=f
ot?
vysledek tohoto typu neplati. Naptiklad funkce u: RxR : R, u(x) o T (sgn(z +t) + sgn(z — 1))
splnuje vlnovou rovnici

o

0%u
2.64 — —Au=0
( ) ot?
pro 2 = Rx R ve smyslu distribuci a pritom neni diferencovatelna pro x = t. Splnéni vinové

rovnice ([2.64)) ve smyslu distribuci ovérime tak, ze budeme uvazovat zhlazenou posloupnost

e 1
Up: RXR = R u,(z) &of 5 (wi/n * sgn(z + t) 4+ win * sgu(z — t)) .

Posloupnost funkei u,, € C*°(R x R) splnuje rovnici (2.64)) klasicky (D’Alamberttv vzorec),

tedy v kazdém bodé (z,t) € R x R a tedy i ve smyslu distribuci. Soucasné u, — u pro
n — +oo ve smyslu distribuci. Tudiz limita u spliuje rovnici (2.64)) ve smyslu distribuci.
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KAPITOLA 3

Sobolevovy prostory
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3.1. Zakladni definice

Definice 3.1. Necht Q C R¥ je oblast a 1 < p < co. Soboleviiv prostor W1P(Q) je prostor
vSech (tfid) funkei u € LP(), jejichz prvni parcidlni derivace ve smyslu distribuci lezi v
LP(2), presnéji pro vSechna i = 1,2,..., N existuje funkce g; € LP(2) takova, ze

u a¢dx: —/g,-gbdx
Ox; Q

pro vsechna ¢ € 2(€2). Funkci g; se ika slabd parcidlni derivace funkce u vzhledem k z; a

znadi se stejné jako klasickd parcidlni derivace g;‘

U funkef z WP(Q) budeme vzdy implicitné predpoklddat, Ze 2% znadi slabou derivaci
pokud nebude vyslovné feceno, ze se jedna o parcialni derivaci klasmkou

Pi¥iklad 3.2. (Leoni, Piiklad 10.14) Necht Q = B(o,1) CRY, a+1 < N, 1 < p < +o0.
Potom funkce

e 1
O pro z # 0
||
nalezi W?(B(o,1)) v tom a jen v tom pripadé, ze (a+1)p < N. Specialné f ¢ W'?(B(o,1)),
pokud p > N.

Predchozi priklad 1ze jesté vylepsit a dostaneme az neuvéritélné divokou funkci patiici
do W'?(B(o,1)).
Piiklad 3.3. (Leoni, P¥iklad 10.14, modifikace) Necht Q = B(o,1) C RY, a+ 1 < N,
1 < p < +o00. Necht ddle P : N « B(o,1) N QY je bijekce (tzv. oéislovani bodi s
raciondlnimi souradnicemi). Potom funkce

[e.e]

e 1 1
f(z) d_fzz_nm pro x # P(n),n € N

nalezi W1?(B(0,1)) v tom a jen v tom pripadé, Ze (a + 1)p < N.

n=1

Poznamka 3.4. Vsimnéte si, ze funkce f z predchoziho prikladu neni omezena na zadné
kompaktni podmnoziné K C B(o, 1) s neprdazdngm vnittkem. Jeji hodnota neni definovana
pro B(o,1) N QY a naopak nabyva redlné hodnoty pro z € B(o,1) \ QV.

Piiklad 3.5. Necht Q = (—1,1). Funkee f(z) & sgn(z) nepatif do W'#(—1,1) pro #adné
1 <p<4o0.

Poznamka 3.6. Vsimnéte si, ze f'(z) existuje skoro vsude na intervalu (—1,1) a je skoro
vSude rovna 0. Plati tedy, ze f' € L>®(—1,1) a zddlo by se tak, Ze f € W'P(—1,1) pro
libovolné p > 1. Ovsem neni tomu tak, nebot distributivni derivace f = sgn je Diracova
distribuce dg, ktera neni reprezentovatelnd integrovatelnou funkci, ale Borelovskou mirou.

Priklad 3.7. Necht Q = (0,1). Cantorova funkce C(z) nepatii do W'?(0,1) pro zadné
1 <p<+o0.
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Poznamka 3.8. Tentokrat se jednd o piipad spojité funkce, ktera nelezi ve W1#(0,1).
Opét jako v Pifkladé [3.5] plati, ze C’(z) existuje skoro viude na intervalu (0, 1) a je na ném
skoro vsude rovna 0. Plati tedy, ze C' € L>(—1,1). OvSem jak vime z prikladu je
distributivni derivace funkce C' reprezentovatelna mirou, ktera neni absolutné spojita vici
Lebesgueové mire. Tudiz distributivni derivace funkce C' neni integrovatelna funkce a C'
tedy nepatif do W1?(0,1) pro zadné 1 < p < +oo.

Definice 3.9. Pro 1 < p < 400 definujeme zobrazeni || - [yrr): WP(Q) — [0, +00)

predpisem
1/p
LP(Q )) ’

kde g—; € L*(Q) jsou slabé derivace u. Déle deﬁnujeme zobrazeni || - || wiee(q): WH(Q) —
[0, +00) predpisem
LW(Q)} ’

Véta 3.10. Pro 1 < p < +oo je zobrazeni || - |lwrsy: WP(Q) — [0,400) definované
predpisem norma na prostoru WP(Q). Metricky prostor (Wl’p(Q), | - HWl,p(Q)) je
Banachiv. Zobrazent |- |lw1.ee(): WHe(Q) — [0, +00) definované predpisem je norma
na prostoru W*°(Q). Metricky prostor (W'*(Q), || - [lwr.=()) je Banachiv.

def
3.1 1,p -
(3.1) [ullwirq) (\IUH a:cz

ou

(3.2) l|lullw.o (@) o maX{HUHLoo(Q), pr.

o
8361

LOO(Q),...,

kde g—z € L>(Q) jsou opét slabé derivace u.

Poznamka 3.11. Misto (W'?(Q),]| - [[wir)) piSeme pro strucnost jen W*(€2). Pokud
bychom chtéli uvazovat WP() s jinou normou nez || - |y1r(), tento fakt explicitné zmi-
nime.

Definice 3.12. Necht Q € RY je oblast a 1 < p < 400. Definujme jesté prostor W, ?(Q)
jako uzaver 2(Q) ve WP(Q) vzhledem k normé || ||y1.»(q). Tuto skuteénost téz zapisujeme
jako

(3.3) wir(Q) < i) e

Poznamka 3.13. VysSe uvedena definice ma jednu drobnou vadu na krase, a sice tu, ze
sméSujeme funkce z Z(Q) a t¥idy funkei z WP(Q). Korektni postup je vzit funkci u € 2(Q)
jako reprezentanta tridy funkei lisicich se od u na mnoziné Lebesgueovy miry nula a pak
pracovat s touto tiidou.

Véta 3.14. Zobrazeni (-, - )y : WH(Q) x WH(Q) = R definované predpisem

(3.4) (U, V)ypre() déf/Vu-Vvdij/uvdx
Q Q
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je skaldrni soucin na W(Q) resp. na Wy*(Q) a unitdrni prostor (W2(Q), (-, Iwiz@)
resp. (Wy(Q), (-, Dz je Hilbertiv.

Definice 3.15. Prostor W'2(Q) resp. W, *() se skaldrnim soucinem ( - , Jwiz(q) budeme
znacit H'(Q) resp. Hg(Q2) (abychom zdiiraznili hilbertovskou strukturu téchto prostorti).
Definice 3.16. Necht Q2 C RY je oblast, k € N: k > 2 a 1 < p < oo. Soboleviiv prostor
WHP(Q) je prostor viech (t¥fd) funkei u € LP(Q), jejichz viechny parcidlni derivace ve
smyslu distribuci o multiindexu a € No™: 1 < |a| < k lezi v LP(f2), presnéji ke kazdému
viechna o € No™¥: 1 < |a] < k existuje funkce g, € LP(Q) takova, ze

alal¢
— (—1)lel
/ xS 9y de = (=1) /angbdx

pro vSechna ¢ € 2(Q). Funkci g, se tiké slabd parcidlni derivace funkce u odpovidajici

% (je to distributivni
derivace, ktera je integrovatelnou funkci, proto ji znacime stejné Jako klasickou derivaci).
U funkef z W1P(Q) budeme vzdy implicitné predpokladat, Ze 8 znaci slabou derivaci

pokud nebude vyslovné feceno, ze se jedna o parcialni derivaci klasmkou

Definice 3.17. Pro 1 < p < +oo definujeme zobrazeni || - [|ye.nq): WHP(Q) — [0, +00)
predpisem

multiindexu « a znadci se stejné jako klasicka parcialni derivace

1/p
def g
(3.5) ||u||W1,p(Q) = | lullf P(Q)+ Z HW ’
aENO ) N LP(Q)
1<]|a]<k

kde aala% € LP(Q2) jsou slabé derivace u. Déle definujeme zobrazen{ ||-||yy1.00 () : WH*(Q) —

[0, +oo) predplsem

def 0%u
(36) ||u||W1,oo(Q) ; maX m s
0<\a\<k T N 1IL>=(Q)
kde 80118% € L>*(Q) jsou opét slabé derivace u a pro a = (0,...,0), tj. pro |a| = 0,
vyraz MW interpretujeme jako u.

Véta 3.18. Pro1 < p < +oo je zobrazend ||| wr.o(oy : WHP(Q2) — [0, +00) definované pred-
pisem (B.5) norma na prostoru W*(Q). Metricky prostor (W*?(Q), | - [lwrs)) je Bana-
chiw. Zobrazend || - |k (o) : WH(Q) — [0, +00) definované predpisem (3.6) je norma na
prostoru W5>(Q). Metricky prostor (W’“‘”(Q), || - Hwk,oo(ﬂ)) je Banachiw.

Definice 3.19. Necht Q C R je oblast, &k > 2 a 1 < p < +00. Definujme jesté prostor
WP (Q) jako uzavér 2(Q) ve W*P(Q) vzhledem k normé || - | wrr(o)- Tuto skutecnost téz
zapisujeme jako

(37) Wéi?,p<Q) déf m“'nwk,p(m ‘
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Véta 3.20. Necht k > 2. Zobrazeni (-, - )z Wk2(Q) x Wk2(Q) — R definované
predpisem

def 6(1“ aav
(3.8) (u, V) 120y = Z /Q Ox(* ... 0z Oxf' ... 0" ot /qudl’

1<]al<k

je skaldrni soucin na W*2(Q) resp. na W*(Q) a unitdrni prostor (W52(Q), (-, Dwra))
resp. (Wi (Q), (-, D)) je Hilbertiv.

Definice 3.21. Prostor W#?2(Q) resp. Wg?() se skaldrnim soucinem ( - , - )wk2(q) Pudeme
znacit H*(Q) resp. HY(Q)) (abychom zdtiraznili hilbertovskou strukturu téchto prostort).
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3.2. Poincarého nerovnost a Rellichova-Kondrachovova véta ve W, (Q)

Poincarého nerovnost je zakladni soucasti variacniho pristupu k Dirichletové tloze.
Poskytuje koercivitu Dirichletova integrélu [, |[Dv|*dz na prostoru Hg(£2).

Véta 3.22 (Poincarého nerovnost). Bud Q oteviend podmnoZina RY, kterd je omezend
v jednom sméru. Pak pro kazdé 1 < p < +oo existuje konstanta C, 5(S2), zdvisejici pouze
na 2, p a N, takovd, Ze

(3.9) ( /Q |u(x)|pdx)’l’ <Oy n(Q) ( /Q f;

Dikaz. Protoze €2 je omezena v jednom sméru, miizeme najit soustavu soutradnic, kterou
pro jednoduchost stale znacime (zq,xs,...,zy), takovou, ze  lezi v pasu a < zy < b.
Piseme = = (2/,zy), kde 2’ = (21, 22,...,2N_1)-

Protoze D(Q) je husta podmnozina W, (Q) (podle definice W, (2)), uvazujme nejprve
v € D(Q). Vysledek pak rozsiiime s vyuzitim hustoty a spojitosti. Definujme

et |V na €2,
T Y0 nmaRV\Q

ov
0@

P\ »
dx) Yo € WP (9).

Pro libovolné z = (z/,zy) € RY, kde a < xy < b a 2/ € RV~! mame
N9

— (2. t)dt.
Gl

O(x) =0(2",zy) = 0(2',a) +

Protoze o(2',a) = 0, plati
N 0o

(2, oy) = %(a:', t)dt.

Z Hoélderovy nerovnosti (= + z% = 1) nyni dostaneme

D=

o o [N ] OB
[0(2", 2n) [P < (-%N—a)p//a drn

ﬁ(x/ﬂg)

<J:—a§
<@v—a? [ |3

Integrujme nejprve podle 2’ € RV~!. Dostaneme

/ (2!, z)Pda’ < (zy —a)é"/
RN—l ]RN

Po integraci podle zy (a < zy < b) pak obdrzime

3 (b . a)l'i‘% /
Pdr <

p

p
dt

(',1)

p

dt.

TN

p

00 dzx.

%(I)

p

& dzx.

7o )
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Protoze 8‘11;]\] = Dv -n, kde n je jednotkovy normalovy vektor k pasu obsahujicimu 2, plati
oo P | an | (as ) (s N elonp
| = —n;| < — n? < NV .
61’]\[ - 8@ = Z ox Z ! - Z 8:701
=1 i=1 =1 =1
Méme 1+ & = p, a tedy
N
b—a) » ov P
/ p@pde < L= N / S| da.
RN p - Ox;
Protoze vné mnoziny €2 plati o = % =0,7=1,...,N, a v mnoziné {2 mame v = v a
gfi = %, dostavame

o . \"
D(Q2
o dx) Vv € D(Q),

(f |v<x>|pdx); < Cyl®) ( / i

1

kde Cp n(Q) = (b— a) X

»
Hustota D(Q) v W, () umoziiuje uvedenou nerovnost piimo rozsitit na W, *(€). Tim

je dikaz (3.9) proveden. [ |

Definice 3.23. Poincarého konstantou nazveme nejmensi konstantu C' takovou, Ze plati

B9, t

1

» 7
ov dx) Yo € WHP(9Q)

33@

inf{ C (/Q \v(x)‘pdxy <¢ (Lg

Jingmi slovy,

V nékterych piipadech (viz napt. ,ledovy mrak“ (,cloud of ice“) v Attouch [?]) je
uziteCné védét presné, jak Poincarého konstanta zavisi na velikosti €.

ov
83&1

1
P p
dx) : / lv[Pdz = 1, v € W, 7(Q)
0

Tvrzeni 3.24. Pro libovolné R > 0 a Q2 C RN plati
C,n(RQ) = RC, §(9).

Diikaz. Necht v € W, P(RQ). Definujeme vg(x) o v(Rz). Z¥ejmé vy € WyP(Q),

[ rt@pa = [ orapas =5 [ jotray
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a

Ov al P
)[Pdx = R _
/]DUR )[Pdx = /Z 8;1:1 /; &Civ(Rx)
/ Z 31‘1
— Rr- N/ Z % e\ ae.

RQ Ox;

Potom

/ o(y)[Pdy = R / [ur(z)Pdz < R¥CP () / DuglPda
RQ Q Q

< RNRPNCY () / | Dv[Pdz
RQ

— (RC, n(Q))? / | DulPdz.

RQ
Tato nerovnost plati pro libovolné v € W, ?(RQ), takze

Cpn(RQ) < RC, N (D).

Naopak, protoze 2 = +(RQ), méme C,, x(Q) < £C, n(RQ), a tudiZ plati rovnost C, y(RQ) =
RC, n(£2). |

V [22], Theorem 8.4.1] je uveden vztah Poincarého konstanty pro p = 2 a prvniho
vlastniho ¢isla Laplacova operatoru s Dirichletovymi okrajovymi podminkami.

Dalsim zakladnim tvrzenim je Rellichova-Kondrachovova véta o kompaktnim vnoreni.
Nejprve pfipomeneme Kolmogorovova kritéria kompaktnosti v LP(RY).

Véta 3.25 (Kolmogorov). Necht p € [1,+00) a F C LP(RYN). Potom F je relativné
kompaktni v LP(RN) prdavé tehdy, kdyZ jsou splnény ndsledugici ti podminky:
(i) F je omezend v LP(RY);
(ii) th}rl flx\>R |v(z)[Pdz = 0 stejnomérné vzhledem k v € F;
(iii) illm(l) |70 =V Lp@yy = O stejnomeérné vzhledem kv € F, kde Tyv je posunutd funkce
H
def
(thv)(x) = v(x — h).
Dukaz. Dokazeme pouze implikaci, kterd je uzitecna v aplikacich, tj. , ((31)]), ((ii1))
= F je relativné kompaktni v LP(RY).
Dokéazeme ekvivalentni vlastnost, ze F je prekompaktni. To znamena, Ze pro libovolné
e > 0 existuje koneény pocet kouli B(vy,¢€), ..., B(vg,€), které pokryvaji F. Zvolme tedy
e > 0 pevné. Podle ((ii)) existuje R > 0 takové, ze pro vsechna v € F

/ |v(x)|Pde < e.
|z|>R
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Necht (pn)nen je zhlazujici jadro. Z |22 Proposition 2.2.4] plyne, Ze

Vn > 1VYv e LP(RY) |lv—uv*p, §/

- pu(y) v — Tyvll7,dy.

Tedy

|lv —v*pyllre < sup ||v — 70| Le-
ly|<i

Diky ((iii)]) existuje néjaké N(e) € N takové, ze pro vSechna v € F
lv —v* pneelr <e.
Na druhou stranu, pro libovolné z,z' € RY, v € ¥?(RY) a n € N mame
(v pu) () = (V% pa)(@')| < /N [v(z —y) —v(@" = y)|pa(y)dy
R
< |17 — 70| o || ool | 1
< HT:rffz/U - UHLpHanLP/'

(V poslednim kroku jsme vyuzili transla¢ni invarianci Lebesguovy miry.) Dale plati

| (v pu) ()| < [[0l[o [ onll 1o

Uvazujme tiidu H = {v * py): B(O,R) = R, v € F}. Z a (|(ii1)) plyne, Ze spl-
nuje predpoklady Ascoliho véty. Tudiz je prekompaktni vzhledem k topologii stejnomérné
konvergence na B(0, R), a tedy existuje konetnd mnozina {vy, ..., v} prvkua z F, splnujici
k
_N
U B(UZ * pN(g),ER p) D H.

=1

Takze pro vSechna v € F existuje j € {1,2,...,k} takové, ze
_1
Vo € B(0,R) |v+ pne)(x) — vj* pe) ()| < €| B(0, R)| ™.

1 1
P P
o= ol < ([ plran) ([ julras)
|z|>R |z|>R

+ v —v*pye)llee + |lv; —vj * prell e

Odtud plyne

+ ||2} * PN(e) — Uj * pN(g)HLP(B(O,R))'

Posledni vyraz miizeme odhadnout shora:

v * pne) — vj * PN (o)l Lo (B0, R))

= (/ ‘U*pN(5)<CL'> —Vj *pN(e)<x)’pd$)
B(0,R)
< e[B(0,R)|"#|B(0,R)|» = <.
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Mame tedy
[v = vjl[ ey < 5e
a diikaz prekompaktnosti F v LP(RY) je dokoncen. [

Rychlost konvergence 7,v k v v prostoru LP(RY) pro |h| — 0 miiZeme uré¢it pfesné pro
funkce v z prostoru W1P(RY).

Tvrzeni 3.26. Pro vsechna 1 < p < 400 a vSechna v € Wl’p(RN) plati nasledujict
nerovnost:

Vh e RN |[mh0 — 0| po@ny < || D] pomy| R,
1
kde | Dv||po@ny = (Jon [Dv(@)[Pdz)? a |Du(z)| je eukleidovskd norma Du(z).

Diikaz. Protoze D(RY) je hustd podmnozina W1P(RY), sta¢i dokazat pozadovanou ne-
rovnost pouze pro v € D(RY). Plat{

(thv)(x) —v(z) =v(x — h) —v(z) = —/0 Du(z — th)hdt.

Podle Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti potom

(o) (@) — v(2)] < / Do — th))| bz,

a tedy diky Holderové nerovnosti
1
(o)) — (@) < [hP? / Do — thPdt,
0

Integraci pres RV dostaneme

/RN |(Thv)(z) — v(@)[Pdz < [A[? /R ) ( /O 1 |Du(z — th)]pdt) dz,

7 Fubiniho-Tonelliho véty a transla¢ni invariance Lebesguovy miry v RY nyni plyne

/ 40 — vfPdz < |h|p/ | Do(a)Pdz,
RN RN
a tim je dikaz hotov. |

Nyni uz mizeme zformulovat hlavni vétu o kompaktnim vnoteni Sobolevova prostoru
do Lebesguova prostoru.

Véta 3.27 (Rellich-Kondrachov). Bud Q omezend oteviend podmnoZina RY. Pak je ka-
nonické vnoteni Wy*(Q) < LP(Q) kompaktni. Jingmi slovy, kazdd omezend podmnoZina
WyP(Q) je relativné kompaktni podmnoZina LP(Q).

Dikaz. Oznacéme ¢ prirozeny rozsirujici operator dodefinovani nulou mimo §2, ktery je
spojity z Wy P(Q) do WHP(RN). Z [22 Proposition 5.1.1] totiz plyne, Ze ¢ je linearni
izometrie.
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Operator r: LP(RY) — LP(Q), ktery funkci v € LP(RY) piitadi jeji restrikci na Q, tj.
r(v) = v, je zlejmé linedrni a spojity s normou mensi nebo rovnou jedné. Tudiz mizeme
nase vnoreni

i WyP(Q) — LP(Q)
napsat jako slozeni i =ro jogq,

WoP(Q) 5 WH(RY) & LP(RN) 5 LP(Q),
kde j je kanonické vnofeni WHP(RY) do LP(RY).

Necht B je jednotkova koule v VVO1 P(Q2). Protoze operator r je spojity a obrazem kom-
paktni mnoziny ve spojitém zobrazeni je kompaktni mnozina, potfebujeme dokazat, ze
(4 0 q)(B) je relativné kompaktni podmnozina LP(RY). K tomu pouZijeme Kolmogorovova
kritéria kompaktnosti v LP(RY), viz Véta

(i) ProtoZe j a ¢ jsou linedrni a spojité, je (j o q)(B) omezena v LP(RY).
(ii) Predpokladdme, ze Q je omezend, takze existuje R > 0 takové, ze Q@ C B(0, R).
Tudiz pro viechna v € B plati g(v) = 0 na RV\ B(0, R), a tedy f|w‘>R lg(v)[Pdz = 0.
(iii) ProtoZe ¢(B) je podmnoZinou jednotkové koule v W1P(RY), plyne z Propozice m,
ze existuje konstanta C' > 0 takova, ze
Vo€ B [|mag(v) — q(v)|lo@yy < ClAl.
To znamena, 7e 7,q(v) konverguje k ¢(v) v prostoru LP(RY) pro h — 0, a to
stejnomérné vzhledem k v € B.
Timto je dikaz dokoncen. |

Podobné Ize dokazat i nésledujici uzitecné tvrzeni.
Dusledek 3.28. Bud F podmnozina WHP(RN), 1 < p < +oo, spliujici ndasledujici dvé
podminky:

(i) F je omezend v WHP(RN), t. sup [|v]lyremyy < +00.
veEF
(ii) F je LP-ekviintegrovatelnd v nekonecnu, tj.

lim |v(x)|Pdz =0
stejnomérné vzhledem k v € F.
Potom je F relativné kompaktni podmnoZinou LP(RY).
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3.3. Rozsifujici operatory z WP(Q) do W'P(RY) a jejich aplikace.

Podafilo se ndm dokazat nékteré dilezité vlastnosti prostoru W, ?(Q), a to bez jakych-
koliv predpokladti na regularitu hranice oteviené mnoziny 2, protoze vzdy existuje spojity
rozsifujici operator z W, *(Q) do Wh»(RY), jmenovité dodefinovani nulou ([22, Proposi-
tion 5.1.1]). V pripadé prace s prostorem W1P(§) je situace komplikovandjsi a regularita
hranice €2 bude hrat zasadni roli v diitkazech a prislusnych tvrzenich. Hlavnim tkolem bude
opét nalezeni rozsirujiciho operatoru. To ndm pak umozni vyuzit predchozich vysledki ve
WLP(RY), kde se pfirozend aplikuji techniky jako konvoluce ¢i posunuti.

Znaceni. Pro x € RY pifeme x = (2, zy), kde 2/ € RV"1 2/ = (21, 29,...,25_1). PiSeme

RY = {z = (2/,zn) : zy > 0} — otevieny horni poloprostor,

1
B = B(0,1) = {x eRN :|z| = (Zi\il xf) f < 1} — oteviena jednotkova koule v RY,

B = B(0,1)NRY,

By= BNRY ' ={z=(2,zny) eRY : |2/| <1 azy =0}
C'-diffeomorfizmem z oteviené mnoZiny U C X do oteviené mnoziny V C Y, kde X a
Y jsou normované linearni prostory, nazveme takové vzajemné jednoznacné zobrazeni ¢

z U do V, které je spojité diferencovatelné a k nému inverzni zobrazeni ¢~! je spojité
diferencovatelné z V' do U.

Definice 3.29. Bud Q oteviend podmnozina RN . Rekneme, Ze Q je tridy C*, pokud pro
vSechna x € T = 9Q (topologickd hranice Q) existuje oteviené okoli G bodu = a C'-
diffeomorfizmus ¢ z B(0,1) do G takovy, Ze

o(By) =GN a ¢(By)=GNT.

Véta 3.30. Bud Q oteviend podmnoZina RN tridy C!, kterd je omezend (nebo Q) = Rf}
Potom existuje rozsirujici operdtor P: WYP(Q) — WLP(RN) ktery je linedrni a spojity.
Presnéji teceno, pro libovolné v € WP(Q) plati
(i) Pvu|g =,
(ii) [[Po]lo@y) < Cffv]| oo,
(iti) [[Poflwrr@yy < Cllvllwie)-

Konstanta C' zdvisi pouze na € a p.

Dikaz Vety provedeme nejprve pro pripad, kdy 2 = Rﬂ\f je poloprostor, a pak pro
obecny pripad s pouzitim rozkladu jednicky a lokalnich souradnic.

Lemma 3.31. Ezistuje rozsirujici operdtor P: WHP(RY) — WIP(RY), ktery venikne zr-
cadlenim:

uw(z',zy)  proxy >0,

u(z',—xy) prozy <O0.

(Pu)(2',zy) = {
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Operdtor P je navic linedrni a spojity, plati
[ Pullze@yy < 2[|ul| o @y,
[Pullwrr@yy < 2l|ullws@y).
Diikaz. Ziejmé Pu € LP(RY) a

(/. |pu<x>|pdx)¢ _ ( I

+

1
P
IU(I)IdeE)
1
=27 |[ull Loy < 2[|ull o).
Dokazeme, ze

0 ou
Pu)=P =1,2,...,N—-1
(P =P (58] proi=L2 N oL

2 e (29)

8:61\; TN

kde operator S definujeme

! 0
(So)(a! ) = § (o) proaw > 0,
—v(z!,—xy) pro zy < 0.

Déle potrebujeme zavést funkci ofiznuti (na oblast). Necht n € C*°(R) splauje

0 prot< i
n(t) = :
1 prot>1.

Oznac¢me ny(t) o n(kt) pro k € N*. Pro dané ¢ € D(R") nyni spocitejme <%(Pu), <p>( ):
i D', D

(a) Nejprve vezméme 1 < i < N — 1. Podle definice

(3.10) < 0 (Pu),<p> = —/ Puagpdx.
Oz, @@E9pEY) S O
Podle definice P déle
Op Op
P dr = da’ ! —(a' d
/]RN uaxi x /sz—l x/ﬂ§+u(x’xN)8xi<x’xN) Ty
/ / ¢,
+/ dz / u(z', —en)=— (2", zn)dey
RN-1 - 8xz
(3.11) :/ u(x) &Z}dx
RY O;

kde ’l/}(x/7 13]\/') déf So(xla SL’N) + SO(‘ZJ’ —IEN)
Protoze ale ¢ nepatif do D(RY), potfebujeme nyni pouzit metodu offznuti.
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Vezméme testovaci funkei (ny)(2’, zn) = nr(zn ) (2, xy). Protoze ngyp patii
do D(RY) a u € WHP(RY), mame

0 du
/RN 8951 (myp)de Rf ox;

Kdyz si uvédomime, ze Tm(nk¢) = nkg—i (protoze uvazujeme 1 < i < N — 1),

dostaneme
/ Uy (gw dox = —/ Ou nYde.
X Rﬁ Ox €

Nyni prejdeme k limité pro k — +o00. Z Lebesguovy véty (o dominantni konver-
genci) pak plyne

(3.12) / ua¢ doe = — wdx
y

ox; RY 8%1

Kombinaci (3.10), (3.11) a (3.12) dostavame
(gtrne)= [ Studs

axi Rﬁ axl
= Ou (', zy)dr + Ou (2, —xy)d
RN 8@ RN 8@
+ +

ou
= P .

Tedya (Pu) = P(%) proi=1,2,...,N —1.

(b) Nyni vezméme i = N a pocitejme

/ Pu—dx / dx/ u(x xN (x',xN)de
RN 833]\7 RN-1 R+

+/ dx// u(x/,—xN)—('O(x/,xN)de.
RN-1 - aCL’N
Dale plati

/ u(’, —xN)aa—gp(x', ry)dry = / u(r' xn)=—(p(2', —xy))dry.
- IN R+
Oznac¢me x(z/,zy) o o', xy) — p(2', —zN). Potom

(3.13) /Pua—(pd:v:/ ua—de.
RN 8:1:N Rf a%N

Protoze x(2',0) = 0, existuje konstanta M > 0 takova, ze
Ix(2',zn)| < M|xx| pro jzny| < R, kde suppy C B(0, R).
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Pomoci funkce orfznuti 7, (plati nyx € D(RY)), dostaneme obdobné jako vyse

0 ou
/ ug—(mx)der = — | = —nexda.
]R_‘]\_f xN Rf xN
Pritom 5 5
7 = 2X
Ty UIEX) = Ty o+ X
a
m(xn) = k' (kxy).
Tudiz
a@—unkxdx = —/ unkaa—xdx —/ ukn'(kzy)x (', zn)dx.
RY OTN RY TN RY

Nyni prejdeme k limité pro k — +o00. Podle Lebesguovy véty
0 0
—unkxdx — el xdz,

T T
RﬁaN RﬁaN

/ unka—xdx% ug—xdx
RY 0N RY Oxy

a posledni integral v (3.14]) 1ze shora odhadnout

/ kun'(kzn)x (2, xn)dz
RY

< kMC/ |ulzydx
0<33N<%

< MC/ fu(z)|de,
0<zn<%

kde C' ¥ sup n'(t). Odtud

te(0,1]
ﬂde —/ uﬂdx,
gN 0Ty rY Oy
a tedy podle ([3.13])
/ Pu@—gpdx =— ﬂXdaz:
gy Oxy rY OTN

ou

- - BN %(@(Jj ,LUN) - QO(ZU ) _xN>)dx
ou ou

=— —d — - d

A r+/RN (axN) (2, —an)pdr



108 3. SOBOLEVOVY PROSTORY

.
0 Ju
—(Pu)=S{=—].
ory Orn
|
Nyni uvazujme obecné otevienou omezenou mnozinu  C RY tiidy C'. PouZijeme
rozklad jednicky. Existuje konecny pocet otevienych mnozin Gy, G4, ..., Gy takovych, ze

QcC Uf:o G;aGy C Qadaleprokazdéi=1,2, ...,k existuje soustava lokalnich soufadnic
Zavedeme si rozklad jednicky vzhledem k otevienému pokryti {Go, Gy, ..., Gy} kom-

paktni mnoziny Q: existuje {ag, a1, ..., }, kde 0y € D(Gy), 0<i<ka Y.l a;=1na

Q). Nyni méme vie potiebné k ditkazu Véty

Diikaz Véty Mégjme v € WP(). Protoze 1 = Y.F oy na Q, plati

k k k
v = (Zal) V= Z%‘U = ZU“ kde v; = o;v.
i=0 i=0 i=0
Nyni rozsfifme kazdou z funkci v; na celé RY. Musime odlisit pfipad i = 0 od piipadu
1> 1.
(a) Rozsifeni vg. Prirozenym rozsifenim je
- vo(x) prox € €,
() = (x) 3
0 pro x € RV \ Q.
Snadno ovérime, ze
0 ~ /51—)/ 8040~
Uy = = v
6332- 0 Oal'i (9.1'1
patii do LP(RY), a tedy vy € WLP(RY).
(b) Rozsiteni v;, 1 < i < k. Pomoci lokédlnich souradnic ¢; na G; definujeme pro
1<i<k

Cdef J Vi 0p; na B,
' 0 na RY \ B;.

Tato funkce patii do W'?(RY). Aplikaci operdtoru rozsifen{ zrcadlenim P (viz

Lemma [3.31]) dostaneme
Pw; € WHP(RY),  pficemz supp Pw; C B(0,1).
Nyni se vratime k mnoziné G; tim, Ze budeme uvazovat Pw; o o; *. Definujeme

def | Pw; o goi_l na G,
V; =
0 na RV \ G,.
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. k . ) VRV ) ”
Protoze v =), ,v; a protoze hleddme linearni rozsitujici operator, polozime

Snadno ovérime, ze Pv se shoduje s v na ) a protoze uvedena konstrukce sestava ze
spojitych operaci na WP, je spojity i operdtor P. |

Jako pifmy diisledek Véty [3.30 dostavame nasledujici tvrzeni, kde znacime D(Q) =
{v]q : v € D(RY)}.

Tvrzeni 3.32. Necht Q je oteviend podmnoZina RY tridy C*, nebo Q = RY. Pak D(Q)
je hustd podmnozina W'P(Q) (1 <p < +o0).

Duikaz. Necht v € WH?(Q). Podle Véty je Pv € WIP(RY). Z hustoty D(RY) ve
WLP(RY) (viz [22, Theorem 5.1.3]) plyne, Ze existuje posloupnost (v, )neny v D(RY) takov,
e vy "2 Py ve WP(RY). Potom v,|g € D(Q) a vn|o — Polg = v ve WhP(Q).

V pripadé Q = RY lze tvrzen{ dokdzat pomoci offznut{ (viz [?, Corollary IX.8]). W

Dalsim dulezitym disledkem Véty je Rellichova-Kondrachovova véta o kompaktnim
vnofeni W1HP(Q).

Véta 3.33. Nécht Q je omezend otevrend podmnozina RN tridy C. Je-li 1 < p < +o0,
pak kanonické vnoreni WP (Q) — LP(Q) je kompaktni.

Diikaz. Necht (v, )nen je omezend posloupnost ve WP(2). Podle Véty je posloupnost
(P(v,)) omezena ve WHP(RY). Diky omezenosti {2 existuje konstanta R > 0 takovd, Ze Q C
B(0, R). Zvolme o € D(RY) tak, aby a« = 1 na B(0, R) a « = 0 na RY\ B(0,2R). Posloup-
nost (aP(vy,))nen je tedy omezend ve WHP(RY) a identicky rovna nule na RY \ B(0,2R).
Z Rellichovy-Kondrachovovy véty ve W1HP(RY) (srov. Disledek pak plyne, Ze po-
sloupnost (aP(v,))nen je relativné kompaktni v LP(RY). Necht aP(v,, ) — v v LP(RY).
Potom
aP(v,,)|a = vig v LP(Q).

Protoze aP(uvy, )|q = Uy, , mame v,, — vlg v LP(Q). [

Rellichovu-Kondrachovovu vétu ve W1?(Q) pouzijeme v ditkazu nasledujiciho tvrzend.

Véta 3.34. Necht Q je omezend oteviend souvisld podmnoZina RN tridy C'. Bud V C
WP wzavreny linedrni podprostor WP(Q) takovy, Ze jedinou konstatni funkci, patrici do
V', je funkce identicky nulovd. Pak existuje konstanta C > 0 takovd, Ze

N
follzre < € ( 5>
=1

Dikaz provedeme sporem. Necht existuje posloupnost (v,,)nen ve V', v, # 0 takova, ze

ov
al[’i

1
P P
da:) Yo e V.

[onllr > nl[ Donl| 2o,
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[

def N | [P\? » def
kde Dv = <Z¢:1 S . Ozna¢me u, =

linedrni podprostor), |[us||z» =1 a ||Du,|» < %, takze lim |[Duy||» = 0. Posloupnost
n—-+00

Un
l[onllLp

. Méme tedy u, € V (protoze V je

(tn)nen je omezena ve WLP(Q), takZe podle Rellichovy-Kondrachovovy véty je relativné
kompaktni podmnozinou LP(€2). Muzeme z ni tudiz vybrat podposloupnost (uy, )ren tako-
vou, Ze
Up, — u v LP(Q).

Protoze

Du,, — 0 v LP(Q),
mame Du = 0. Mnozina € je souvisla, je tedy u = C' a

Uy, — C ve WHP(Q).
Dale V je uzaviena ve W1P(Q), takze C patif do V, a tedy podle pfedpokladu véty musi
byt C' = 0. Na druhou stranu, protoze ||uy,,|» =1 a u,, — C v LP, mame |CHQ\% =1,
coz je spor s C' = 0. [ |

Disledek 3.35 (Poincarého-Wirtingerova nerovnost). Necht ) splriuje predpoklady Véty|3.34).
Potom ezistuje konstanta C, > 0 takovd, Ze
1

v—— [ v(z)dx

< Gyl D)oy Yo € WHP(Q).
€ Jo

Lr(Q)

Ditkaz. Oznacme V & {v € W(Q) : Jov(z)dz = 0}. Ziejmé plati, ze V je uzavieny
linedrn{ podprostor WP(€2) a jedinou konstantn{ funkei, pat¥ici do V, je funkce identicky
nulova. Tvrzeni tedy plyne z Véty |3.34, jelikoz v — ﬁ fﬂvdx patii do V' pro libovolné

veWhr(Q).
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3.4. Sobolevovy prostory pomoci Fourierovy transformace. Prostor H*((2),
selR

Uvedeme popis prostoru H'(RY) s vyuzitim Fourierovy transformace. P¥ipominadme,
7e pro funkci v € L'(RY) je jeji Fourierova transformace 9 definovand vztahem
def 1 i
3.15 (&) = ——5= e %y (x)d.
(3.15) O G [, @

Lze ukazat, Ze © patif do Co(RY). Pokud © € L'(RY), 1ze Fourierovu transformaci obratit
a ziskat v pomoci nasledujiciho vztahu.

_ el
(3.16) v(x) = (271')% /RN (&)dg.

ProtoZe s podminkou ¢ € L*(RY) se ne vzdy dobfe pracuje, je asto vyhodné&jsi pouzivat
nasledujici Fourierovu-Plancherelovu transformaci.
Zékladni vlastnosti je, Ze pokud v € L*(RY) N L*(RY), potom 9 € L*(RY) a plati

(3.17) H@HLQ(RN) = HUHL2(RN)-

Pozor! Lebesguova mira RY je nekonecn4, a proto L?(RY) nenf podprostor L!(R") a nelze
pifmo definovat ¢ pro v € L*(RY) pomoci vzorce (3.15). Nicméné pokud v € L' N L?,
potom mé smysl a (3.17) Tik4, Ze v — 9 je izometrie vzhledem k L? normé.

Protoze L' N L? je hustd podmnozina L? (naptiklad vSechny spojité funkce s kom-
paktnim nosi¢em patif do L' N L?), Ize Fourierovu transformaci rozsifit na celé L2 Takto
ziskané zobrazeni pak nazyvame Fourierova-Plancherelova transformace a znac¢ime ho F.
Zékladni vlastnosti F shrnuje néasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 3.36. Eristuje zobrazeni F: L*(RY) — L*(RY) (nazgvané Fourierova-Plancherelova
transformace) s nasledujicimi vlastnostmi:
(i) Fo =0 Vv € LY(RY) N L2(RY).
(i) [[Follzz@ny = vl 2@y Yo € L2(RY).
(iii) Zobrazeni F je izometricky izomorfizmus L*(RY) na L*(RY).
(iv) Pokud pro v € L*(RY) a vsechna n € N oznacime

def 1

w = ——— e %y (z)dx
O oy [ et

potom pro n — +00 mdme w, — Fv v L*(RY).
(v) Naopak, vezmeme-li v € L*(R™) a pro vsechna n € N oznacime

def 1

v = ———— e F(v
O o [ FEOE

potom pro n — +o0o mdme v, — v v L2(RY).

Nyni miZzeme dokdzat ndsledujici charakterizaci Sobolevova prostoru H'(RY).
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Véta 3.37. Plati

H'RY) = {v e I2®Y): (1+[¢)EF(0) € LARY)}.
Nawic pro libovolné v € HY(RY) mdme

ol = ||(1+ 1€ EF@)

L2(RN)
Diikaz. Nejprve vezméme v € D(RY). Podle definice
v 1 / iex OV
= e v ——(z)dz.

Na uvedeny integral pouzijeme integraci per partes. Protoze v ma kompaktni nosic, dosta-
neme

v A

8_xk<£) = (i&)0(8),

k € {1,2,...,N}. Nyni vyuzijeme hustotu D(RY) v HY(RY) (viz [22, Theorem 5.1.3]).
Pro libovolné v € HY(RY) existuje posloupnost (v, )nen prvki z D(RY) takova, Ze v, — v
v normé prostoru H'(RY). Tudiz pro kazdé n € N

vy,

a—l,k(é*) = (i&k)n(£).

Protoze Fourierova-Plancherelova transformace je pro funkce z D(RY) totoZn4 s klasickou
Fourierovou transformaci, mame rovnez

(3.18) F (ai) (6) = (i€ F(0)(€).

&ck

Protoze v, — v v normé H'(RY), mame v, — v v L*(RY) a g2 — P v L*(RY).

S vyuzitim spojitosti F vzhledem k normé L?(RY) piejdeme nyni ve vztahu (3.18) k
limitdm. Existuje tedy podposloupnost n, takova, ze pro p — +00 mame

F(vn,) (&) = F(v)(&) pro skoro viechna ¢ € RY a
ov ov
"p 7 X RN

F (_&Ek ) &) —F (&Uk) (€) pro skoro vSechna £ € R",

a tudiz
F (83—”) (&) = (i&)F(v)(€) pro skoro viechna ¢ € RY.
T

Odtud a z izometrie F v L*(RY) plyne, Ze

v e HY(RY)
— F(v) € L*(RY) ai&F(v) € L*(RY) Vk € {1,2,...,N}
= (1+|¢)2F(v) € LARN).
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Dale plati

=2

2 —
ol = [ o x+2<8$k) da

- L. ( or+3|F () ©

SR —
= [[(1 + [E2)2F (0) |22y,

a tim je dikaz hotov. |

).

Uvedend charakterizace prostoru H'(RY), vyuzivajici Fourierovu-Plancherelovu trans-
formaci, je velmi uzitecna. Lze pomoci ni elegantné ziskat mnoho dilezitych vlastnosti
Sobolevovych prostort. Nejprve ukazeme, jak lze ziskat Rellichovu-Kondrachovovu vétu.

Véta 3.38 (alternativni dikaz Rellichovy-Kondrachovovy véty). Necht €2 je omezend ote-
viend podmnozina RN s hranici 0Q tridy Ct. Potom je vnoteni HY(2) do L?(2) kompaktni.

Dikaz. Mé&jme posloupnost (v, )neny prvki z HY(Q), kterd je omezend v normé prostoru
HY(Q), tj. sup,ey [|vn]l a1 (@) < +00. Diky existenci operdtoru rozsifeni P z Véty ktery
je linearni a spojity z H*(Q2) do HY(RY), a diky moZnosti vyuzit{ metody offznuti (9 je
omezend) miizeme predpoklddat, Ze posloupnost v, je omezend v HY(RY) a v, = 0 vné
néjaké koule B(0, R) (kde R nezévisi na n € N).

JelikoZ je posloupnost (v, )neny omezend v L2(RY), ma slabé konvergentni podposloup-
nost
—v v LARY),
k — +o00. DokdZeme, Ze stejnomérné omezeni normy prvki v,, v prostoru H!'(R") za-
rucuje, Ze tato konvergence v L?(R”) je dokonce silnd. Bez tijmy na obecnosti miiZzeme
predpokladat, ze v = 0 (v, lze nahradit v,, —v).

Pro jednoduchost budeme psat v misto v,, . Mame

(3.19) v — 0 v LA(RY),
v, =0 wvné B(0,R),

sup [[vg|| a1 ey < 400
keN

Un,,

a chceme dokazat, ze vy — 0 v L*(RY). K tomu pouZijeme Fourierovy-Plancherelovu
transformaci a jeji vlastnost, Ze je izometrii L?(RY) na L*(RY). Potfebujeme dokazat, Ze
||‘/T'.(Uk)||L2(RN) — 0, k — “+00,

pricemz vime (viz Véta [3.37)), ze

def 1
¢ = sup 11+ [€%)2 F(vp) | 2y < 400
S
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Pro M > 0 mtzeme psat

[ Fei©re= [ 1F@i©Pe [ iFmere

l§l<M |€1>M

< /|€ [Pl

1 1
e [0 EE @ P

CQ
(3.20) < /K FEOrE

Na druhou stranu, protoze vy = 0 vné B(0, R), mame v, € L*(RY)N LY (RY) a F(vg) = %,
.

Fun)(e) = (27T1)N . /R e ()
1 —ifx
= W /RN XB(o,r)(T)e o (x)de.

Pro libovolné £ € RY patif funkce z — xp(o.r) (z)e " do L*(RM).
Vyuzijeme-li (3.19)), dostaneme
(3.21) Ve e RY  F(u)(€) — 0 pro k — +oo.

Abychom mohli pouzit Lebesguovu vétu (o dominantni konvergenci), vsimneme si, ze diky
Cauchyho-Schwarzové nerovnosti plati

2 1 2
(3.22) [F(or) () < W’|UI€HL2(RN)|B(O7 R)l,

kde |B(0, R)| je Lebesguova mira koule B(0, R).
Z (3.21) a (3.22) dostavame

(3.23) / | F(vg)(€)?d€ — 0 pro k — +oo0.
[€l<M
Vratime-li se k (3.20)), plyne nyni z (3.23)), ze

2
limsup [ F(we) A€ <

k——+o0

Tato nerovnost plati pro libovolné velké M, takze pro M — +oo konecné dostavame

kginoo | F(vi) || 2@y = 0,

a tim je dikaz proveden. |

Charakterizaci prostoru H'(RY) pomoci Fourierovy-Plancherelovy transformace lze
snadno rozsitit na Sobolevovy prostory vyssiho fddu H™(RY), m € N.
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Veéta 3.39. Pro libovolné m € N plati
H™RY) = {ve L*RY) : (1+|¢*)2 F(v) € L*(R"Y)}
a pro kazdé v € H™(RY) pak

[0l gom ey = || (1 +1€]%)

m
2

FO)|| 12 -

Hlavnim davodem, pro¢ zde tuto charakterizaci Sobolevovych prostort uvadime, je, ze
nam nabiz{ pfirozenou definici prostoru H*(R") i pro jiné hodnoty s, neZ pfirozena ¢isla.
Zde s miize byt i zlomek ¢i obecné realné cislo, nemusi byt ani kladné. Divodem je to, Ze
pozadavek konecnosti integralu

[, a+priFo©Rka

méa smysl pro libovolné s € R, protoze mocnina a® ma smysl pro libovolné s € R, pokud
a>0(zdea=1+£*>1>0).
Tim se dostavame k nasledujici definici.

Definice 3.40. Necht s > 0 je nezdiporné redlné cislo. Definujeme prostor

def

H'RY) = {ve LXRY): (1+[¢})2F(v) € L*(RY)}

se skaldrnim soucinem, ktery pro viechna u,v € H*(RY) definujeme

/RN (14 1€17)° F(u)(§)F (v)(£)de,

def
<U, U>H5(RN) =

a prislusnou normou

0]

@) = ( [0+ |s|2>5|f<v><5>|%15)é .

Nésledujici tvrzenf shrnuje nékteré zakladni vlastnosti Sobolevovych prostortt H*(RY).

Tvrzeni 3.41. Pro libovolné s € RT je H*(RYN) Hilbertiv prostor. Je-li s = m € N, pak
H(RY) = H™(RYN) = W™2(RY) je klasicky Sobolewviv prostor.

Diikaz. Ziejmé F je izomorfizmus prostoru H*(RY) na vahovy Lebesgiiv prostor L?(ad§),
kde ad¢ je mira s hustotou a(€) = (1+ |€]?)® vzhledem k Lebesguové mife dé na RY. Navic
je F izometrie, a tudiZ se hilbertovskd struktura vdhového Lebesguova prostoru L?(ad§)
prenédsi Fourierovym-Plancherelovim zobrazenim F i do prostoru H*(R"). Mame tedy

HRY) =2 L2((1 4 [¢]*)*d€)  (izomorfizmus),
a tim je dikaz hotov. |

V souladu s definici H'(£2) jako topologického dudlnfho prostoru k H}(2) definujeme
H—*(R") pro s > 0 nasledujicim zptisobem.
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Definice 3.42. Necht s je nezaporné redlné cislo. Definujeme

H*S(RN) déf Hs (]RN)*,

tj. topologickyj dudlni prostor k H*(RY).



3.5. TEORIE STOP PRO PROSTORY W*(Q) 117

3.5. Teorie stop pro prostory W?(Q)

Abychom mohli studovat Dirichletovy okrajové tlohy veria¢nimi metodami, musime
nejprve vytesit nasledujici problém:

»,Je mozné dat smysl okrajové podmince v = g na 92 pro libovolné v €
Hl (Q)Qu

Pokud bychom uvazovali o v pouze jako o prvku L*(Q2), neméli bychom ziejmé do-
statecnou informaci, abychom mohli hovorit o v na 92, protoze Lebesguova mira 0 je
nulova (je-li Q dostatecné hladkéd). Chceme-li tedy dat smysl v na 02, musime vyuzit i
dal{ informaci o v, tj. Ze g—; patif do L*(Q2) pro vSechna i =1,..., N.

Poznamenejme, Ze s vyjimkou pifpadu N = 1 neni prostor H'(2) vnotren do prostoru
spojitych funkei C(Q). DokdZeme, 7e pro obecné v € W'P(Q), 1 < p < 400, je mozné dat
smysl v na 02, kterym je tzv. stopa v na 0€2. K tomu vyuzijeme geometrickych vlastnosti
09, konkrétné ze 0N je lokdlné (N — 1)-rozmérné varieta. Pfi tom musi platit, Ze pro
hladkou funkci v je stopa v na 0€) totéz, co restrikce v na 02. Tim se prirozené nabizi
definovat pojem stopy pomoci hustoty a spojitého rozsiteni.

Véta 3.43. Necht ) je omezend oteviend podmnoZina RY, jejiz hranice OQ je tridy C*.
Pak pro libovolné 1 < p < +oo je D(Q) hustd podmnoZina WP(Q) a operdtor restrikce

Y01 D(Q) = L(09) : v = 30(v) = v]ag,

ktery kazdému v € D(Q) pritazuje jeho restrikci na 0N, lze rozsirit na spojité linedrni
zobrazeni z WHP(Q) do LP(0R), které stdle znacime vy. (Lze téZ pouZit jednodussi oznacent
vlaq-)
Takto definované zobrazeni
Yo: WHP(Q) — LP(09)

nazgvame operdtor stop (radu nula).

Dikaz. Diky Propozici a hladkosti hranice 9Q vime, 7e D() je hustd podmnozina

WP(Q). Pro v € D(Q) mizeme bez jakékoli nejednoznacnosti definovat o (v) = vlaq, tj-
restrikei v na 0€).
Predpokladejme na chvili, Ze vime, zZe zobrazeni

Yo: (D(Q), | - [wrr) = (LP(OQ), || - || ra0))

je spojité. ProtoZe je 7 linedrni, je potom také stejnomérné spojité. Prostor LP(0f2) je
Banachuv prostor (je uplny). VSechny predpoklady véty o spojitém rozsifeni jsou tedy
splnény, coz zarucuje existenci Ay,

Ao: WEP(Q) — LP(092),
jednoznacného spojitého linearniho rozsiteni ~y. Pro jednoduchost znacime takto defino-
vany operator, ktery je hledanym operatorem stop, stale 7o.

Jediné, co tedy potfebujeme dokézat, je spojitost v na D(£2). K tomu budeme nejprve
uvazovat pripad poloprostoru €2 = ]Rf a pak pouzijeme lokalni soutradnice.
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Lemma 3.44. Necht Q = RY = {z = (2/,zy) € RV x R : zy > 0}. Pak pro libovolné
1 <p < +o0 plati nerovnost

— 1
Vo € D(Rf) ||%(U)||LP(RN*1) <pr HUHWLP(My

Diikaz. Necht v € D(RY). Pro kazdé ' € RV~ mdme

I )P 0 / p
lv(2',0)]P = — axN\’u(x , o) |[Pdey
0

ov

—+o0
§p/ lo(a, zn5) P (', xn)|dzy.
0

83:]\;

Nyni pouzijeme Youngovu nerovnost
1 1.
ab S —a” + —,bp s
p p

kde é + z% =1, a kde zvolime

0
T -
Dostaneme
to /1] O P /
"O)P < / - == (2, - ' =17} dr .
oo <p [ (5]t + ol ) ) da

S vyuzitim vztahu (p — 1)p’ = p ziskdme nerovnost

o0 o0 v P
lo(z’, 0)|P < (p — 1)/ lo(2', zn)[Pday +/ 8—(m’,xN) dzy.
0 0 TN
Integraci pres R¥~! pak dostaneme
, , ov P
(@’ 0)[Pd2’ < (p—1) | [v(z)["dz + > —(z)| dz
RN-1 RY RY Oxy
Y lov P
<(p-1 / v(x)[Pdx +/ dx
=) [, erar [ 35|

<0, (ng

P
dz.

a dikaz je hotov. |

ov
0331-
Tudiz

1
HU(WO)HLP(RN*U < pPHUHWLP(Rf)
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Dikaz Véty (pokracovéani). PouZijeme soustavu lokalnich soufadnic. Pti stejném
znaceni jako v Odstavci mame

k
QcC UGZ'> kde Gy C 2 a G; je oteviend Vi € {0, ..., k},
i=0
a dale p;: B(0,1) — G;,i=1,2,...,k, jsou lokdlni soufadnice a {aq, ..., ax} je prislusny
rozklad jednicky, tj. a; € D(G;), a; >0 a Zf:o a; =1 na Q.

Vezméme v € (). Pro kazdé 1 < i < k definujeme
w4 (ajv) o p; ma By,
0 na RY \ By.
Protoze w; zrejmé pati{ do D(RY), plyne z Lemmatu [3.44} Ze

1
(3.24) Hwi('JO)HLP(RN—l) < pprz'HWlm(M)-

Pomoci klasickych pravidel diferencidlnho poc¢tu (vSechny funkce oy, v, @; jsou spojité
diferencovatelné) dostdvame existenci konstanty C; (i = 1,..., k) takové, ze

(3.25) [willwrr@yy < Cillollwrrg)-
Z nerovnosti (3.24)) a (3.25)) pak dostavame
(3.26) s, 0) oy < Cip? ol

Nyni pouzijeme definici normy v prostoru LP(J52), kterd vyuziva lokalni soutadnice. Lze
ukazat, ze k normé v LP(0Q2) muzeme vyjadrit ekvivalentni normu pomoci lokalnich sou-
fadnic. Ozna¢ime-li ~ rozsifeni nulou vné mnoziny {y € R¥=1: |y| < 1}, plati

—~——

LP(09Q) = {v: 0Q — R : (ov) 0 (-, 0) € LP(RN™Y), 1 <i <k}

i=1
je norma ekvivalentni s normou v LP(052).

1
k P
v (Z H(Ozﬂ)) © QpiHZp(RN1)>

—_—

Tato definice normy v LP(0€2) a nerovnost (3.26) (mame w; = (a;v) o ¢;) davaji
[0l o) < Cp, N, Q)[v]lwrre)

pro né&jakou konstantu C' = C(p, N, Q). Tim jsme dokézali spojitost 7o na D(Q) a dikaz
je hotov. |

vvvvvv

Tvrzeni 3.45. Predpoklddejme, Ze Q je omezend oteviend podmmnoZina RY, jejiZ hranice
je tridy C*. Pak pro libovolné 1 < p < +oo je prostor Wol’p(Q) totozny s jadrem operdtoru
stop Yo, 1.

WyP(Q) = {v e WH(Q) : yo(v) = 0}.
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Diikaz. Zaéneme ditkazem inkluze W, *(Q) C Ker .

Vezméme v € WyP(Q). Podle definice W, (Q) existuje posloupnost funkei (vy,)nen,
v, € D(Q), takovd, ze v, — v v prostoru W1P(Q). Protoze vo(v,) = vn|oa = 0, plyne ze
spojitosti 7o, Ze Y0(v) = 0, tj. v € Ker .
zime se pri tom pouze na pripad (2 = Rf , k pripadu libovolné omezené oteviené mnoziny
Q) pak lze prejit pomoci lokalnich souradnic.

Vezméme v € WHP(RY) takové, 7e 7(v) = 0. Dokazeme, 7e v € Wy”(RY). Nejprve
rozsifime v nulou vné RY. S vyuzitim predpokladu yo(v) = 0 lze ovérit, ze takto ziskané
rozsifeni ¥ pat¥f do WP(RY). Nyni zavedeme posunuti funkce @. Pro h > 0 definujeme

(m0) (2, 2n) L 5(2!, xy — h).

Nakonec regularizujeme funkei 7,0 pomoci konvoluce. Vime, ze funkce konvoluce g, * (75,0)
patif do D(RY) a g * (1,0) — v v prostoru WH(RY) pro h — 0+ a ¢ — 0+. Tudiz
v e WyP(RY). [

Tvrzeni 3.46 (Greenova formule). Necht Q2 je omezend oteviend podmnoZina RY , jejiz
hranice OS) je tridy Ct. Potom pro libovolné u,v € HY(Q) a kaZdé 1 < i < N plati

ou o o

Dikaz. Zacneme diukazem Greenovy formule pro hladké funkce u,v € D(2). Vyjdeme z

nasledujici rovnosti. Jsou-li realna funkce u a vektorova funkce V obé tiidy C*, potom

/Q div(uV)dz = / (V- )do.

o0

Zvolme V = v€;, tj. vsechny slozky 1% jsou nulové vyjma i-té slozky, ktera je rovna v.

Dostaneme 5 5
v u

der = 1 - é;)do.

/Q<u8xi+vﬁxi> x /muv(n é;)do

Nyni uvazujme libovolné u,v € H*(Q). Vyuzijeme hustotu D(Q) v H(Q). B
Podle Propozice existuji aproximujici posloupnosti (uy)ren @ (Vg )ren prvki z D(Q2)
takové, Ze u, — u a v, — v v prostoru H'(Q). Pro kazdé k € N plat{

0 0
(3.27) /Q <uk a:;l: + 82’: ) do = /8 (i &)do
Nyni vyuzijeme Vétu[3.43] Podle definice vy a diky spojitosti vo z H(2) do L?(99) méme

Ugloa — Yo(u) v L2(8Q),
Vkloa = Yo(v) v LQ(GQ).

Tudiz

/ Ukvk(ﬁ -¢)do — ’Yo(u)’Yo(U)(ﬁ - €;)do.
EY) o0
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Na levé strané rovnosti (3.27) 1ze snadno prejit k limité, takze dostavame

ov ou R
/Q (uﬁxi + Uaxi> dz = /69 Yo(u)yo(v) (7 - €;)do

a tim je dikaz proveden. |

Poznamka 3.47.

(a) Uvedeny dukaz je ndvodem pro obecnou metodu dikazu Greenovych formuli:
zacne se ditkazem pro hladké funkce a pak se prejde k limité pomoci spojitosti
operatoru stop.

(b) Stejnd formule plati i pro w € W'?(Q) a v € WH(Q), kde & + . = 1.

Nyn{ prozkoumdme prostor stop {yo(v) : v € W'P(Q)}, tj. obor hodnot ~,. Diky
Vétévime, ze je podmnozinou LP(0N2). UkézZeme, ze obor hodnot 7y je vlastni podmno-
zinou LP(0S2). Presnéji plati vo(v) € W (0€2). Pro dikaz toho tvrzeni se ale pouzivaji
Sobolevovy prostory lomeného radu na varietach, takze je zna¢né komplikovany. Pro p = 2
ale mame i jiny, mnohem jednodussi dikaz, ktery vyuziva definici Sobolevovych prostorii
pomoci Fourierovy transformace.

Tvrzeni 3.48 (obor hodnot 7). Necht Q je omezend oteviend podmnoZina RY, jejiz
hranice O je tridy C'. Potom je operdtor stop ~, linedrni spojity operdtor, zobrazujici

HY(Q) na H2(09).

Dikaz. Prostor H %((‘39) je definovan pomoci lokalnich souradnic. Potfebujeme tedy do-
kézat toto tvrzeni pouze pro Q = RY, tj. 00 = R¥~1. Diky spojitosti operatoru zrcadleni
P: H'(RY) —» H'(RY) (viz Lemma [3.31)) ndm staci dokézat, Ze operdtor stop

H'(RY) 2% H2(RY)
je spojity. S vyuzitim hustoty D(RY) v HY(RY) a definice , nakonec miizeme zredukovat
cely ditkaz na ditkaz existence konstanty C' > 0 takové, ze pro viechna v € D(RY) plati

(3.28) 002 0)l 3 sy < Cllolan .
K dikazu (3.28)) pouzijeme Fourierovu transformaci, definovanou v Odstavci .

T N )
Oznacime-li my = (27)” 2z, mame

Fu(v)(€) = / ey (2)dmy,

RN

kde Fy zna¢i Fourierovu transformaci v RY. Budeme pouzivat obvyklé znaceni z =
(2',zy) € R¥1 x R. Pro libovolné v € D(RY) dostaneme podle Fubiniho véty

Fao)e o) = [ ([ ey ndme ) i

= Fi(Fnoav(@', ) (zN)
(3.29) = Fy-1(Fro( zn))(@).
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vypo&itejme normu y(v) v prostoru Hz (R¥=1). Méme
Y0(v)(2') = v(a’,0) = FiFi(v(’,))(0),

kde jsme pouzili vzorec pro inverzni Fourierovu transformaci (Propozice [3.36)). Tudiz

+o0
(3.30) Y(v)(') = Fi(v(a',-))(t)de.

—00

Na obé strany rovnosti aplikujeme transformaci Fn_; a s vyuzitim dostavame
(3.31) Fua(ro(0)(@) = / " Fvo)
Z Véty [3.37] pak plyne N

[0l vy = /RN (1+ 2 |(Fyv)(z)*dz

_ / (1+ [P + )| (Fav) (@', 1) Pdedt,
RN

Déle prepiseme (3.31]) do tvaru
oo dt
Fn-1(70(v))(z) = / (Fno)(@, )1+ [2/]” + )2 1
. (1+ |22 +t2)2
a pouzijeme Cauchyho-Schwarzovu nerovnost. Dostaneme

[Fx-1(70(v)) (@) [*

+oo
(3.32) g/_ |(]-"Nv)(:r’,t)|2(1+]a:’|2—|—t2)dt/

o) — 00

oo dt
1+ ‘:L‘/|2 + $2°
Pomoci substituce ¢ = (1 + |2/|?)2s snadno vypocteme, Ze
+oo dt T
(3.33) / L -
feo LA |22+t (1+ |2'[2)2
Kombinaci (3.32)) a (3.33) dostaneme nerovnost

+oo
(3.34) |1+ [2/]?)3 Fiv-1 (0 (0)) (@) < 7?/ (Favo) (@, )P (L + [2']” + £)de.

—0o0

Integraci (3.34]) pres RV~ pak ziskame
/ (14 [2') Fv 1 (0(v)) (@) Pda’
RN-1
< 7T/ [(Fyv) (@, 0)]*(1 + |2 + ¢*)da’dt.
RN

7 Véty a Definice prostoru H 2 tedy plyne
||70<,U)||H%(RN71) < \/E“UHHI(RN)u
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co vyjadiuje spojitost vo z H'(RY) do Hz (RN1). [ |
Poznamka 3.49. Pokud v pati{ do W*P(Q), pak lze analogicky dat smysl i derivaci podle
jednotkové vnéjsi normély %. V tom piipadé totiz Vv € WHP(Q)VN, a tedy stopa Vv na
0Q patif do LP(02)N. Definujeme

on Y0(Vo) - 7,

coz patii do LP(0N2). Presnéji lze ukazat, ze
oy
on
Prop=2av e H*Q) mame 2 € H2(09).
Lze téz dokazat, ze operator v +— {v|ag, g—:’l}, je linearni spojity operator, zobrazujici
W2P(Q) na W2 rP(0Q) x W' 57(9Q).

WP (99).
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3.6. Sobolevovy véty o vnoreni

Necht Q je omezené oteviend podmnoZina RY. V [22] Section 5.1, Theorem 5.1.1], je
dokézéano, 7e kazdy prvek Sobolevova prostoru W1?(a,b), 1 < p < 400, ma spojitého
reprezentanta. Pro prvky prostoru W12(Q) uz to vSak neplati, jakmile je dimenze prostoru
N > 2. Vyvstava tedy prirozené otazka, zda existuje vztah mezi ¢isly m, p a N, ktery by
zaruéil, ze WP (Q) < C(Q). Pozitivni odpovéd na tuto otdzku davd Sobolevova véta o
vnoreni (Véta resp. Véta , ktera tika, ze uvedené vnoreni plati pro mp > N.
Kromé toho jesté Sobolevova véta o vnoreni ikd, ze i kdyz v € W™P()) a mp < N, stale
mame lepsi informaci nez pouze v € LP(Q2), a to v € LI(Q2), kde é = % - %

Zduraznéme, ze Sobolevova véta o vnoreni hraje podstatnou roli ve variaénim ptistupu
k parcidlnim diferencialnim rovnicim, protoze nam dava vztah mezi dvéma druhy prostori:
WmP(Q) a CH(Q).

Pro specialni pripad p = 2 mizeme diikaz provést pomérné snadno pomoci Fourierovy-
Plancherelovy transformace, zavedené v Odstavci [3.4]

Véta 3.50. Necht s > 0 spliuje 2s > N. Potom je prostor H*(RY™) spojité vnorten do
C(RY).

Druikaz. Pripomenme (Véta a Definice |3.40)), ze

ve H (RY) & (1+ ¢ F(v) € L*(RV).
Oznatme g & (1 + |€>)2F(v). Podle predpokladu g € L*(RY). Mame tedy F(v) =
g(1 + €273 a v = F(Fv). Patit-li F(v) = g(1 + |£]*)"2 do LY(RY), pak je F totozné
s klasickou inverzni Fourierovou transformaci , a tedy v € C(RY). ProtoZe g patif
do L?*(R"), pak ndm na to, aby funkce g(1 + |£|?)~2 patfila do L'(RY), staci ukazat, ze
(14 [¢]?)72 patif do L2(RY), tj. [ (1 +[£[*)7*d€ < +o0. Déle platf

df B —+o0 TNfl
/RN TPy / (ETan

a posledni integrél je kone¢ény pravé tehdy, kdyz 2s — (N — 1) > 1, tj. 2s > N. |
Nyni pristoupime k obecnému pripadu 1 < p < +o00. Za¢neme vnofenim prostoru
Wh?(Q). Indukei pies m pak odvodime vnofeni pro W™?((Q).

Véta 3.51 (Sobolev). Necht Q2 je omezend oteviend podmnoZina RN s hranici 02 tridy
Cl. Uvazujeme prostor WiP(Q), 1 < p < +oo. Pak plati ndsledujici tvrzeni o spojitijch
vnorenich.

(i) Pokud 1 <p < N, pak W'?(Q) — L' (Q), kde - =  — . Presnéji feceno kaZdy
prvek v € WHP(Q) patii zdrover do LP" (Q) a existuje konstanta C, zdvisejici pouze
na p, N a Q takovd, Ze pro vsechna v € WHP(Q) plati

vl 2o* @) < Cllvllwrr)-

(ii) Pokud p= N, potom W'P(Q) — L1(Q) pro libovolné 1 < q < +oc.
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(iii) Je-li p > N, pak W'P(Q) < C(Q). Presnéji plati W'P(Q) — C%*(Q), kde
a=1-— %, tj. kaZdy prvek v € WP(Q) md Hélderovsky spojitého reprezentanta
s exponentem « a existuje konstanta C' zavisejici pouze na p, N a € takovd, Ze
pro vsechna v € WHP(Q) mdme

v(@) —v(®)| < Cllolwinaple — yl* pro s.v. 2,y € Q.

Dikaz. Metoda dikazu je podobna metodé pouzité v Odstavci Nejprve dokazeme
spojita vnoreni , a (((iii))) pro pifpad Q = R¥. Ve skutec¢nosti dostaneme jesté o
trochu silnéjsi tvzeni, viz Véta (Sobolev-Gagliardo-Nirenberg pro pripad 1 < p < N),
Véta [3.60] (Morrey pro pripad p > N) a Véta (pro hraniéni pripad p = N).
Pouzijeme spojity linearni rozsitujici operator
P: W'(Q) — WP (RY),

jehoz vlastnosti zachycuje Véta |3.30l Vezméme piipad 1 < p < N. Slozeni spojitych

operatori
Véta [3.52

wie(©) 5 wie®N) UL (RN L L ()

(kde r je operator restrikce na €2) je rovnéz spojité a je to kanonické vnofeni prostoru
WLP(Q) do LP" (), coZ je identita. Stejné postupujeme i v p¥ipadech p > N a p = N.

Poznamenejme, ze k pouziti metody rozsirujicitho operatoru, zavedeného Vétou [3.30
potfebujeme predpoklad regularity mnoziny 2, tj. predpokladame, ze hranice 0f2 je tridy
ct. [ |

Ve zbytku tohoto Ostavce budeme pracovat s celym prostorem RY.

Pripad 1 <p < N.

Véta 3.52 (Sobolev-Gagliardo-Nirenberg). Necht 1 < p < N. Potom W'YP(RY) —
LP"(RY), kde z% =1 _ 1. Pfesnéji Teceno existuje konstanta C' = C(p, N) takovd, Ze

p
Vo € WHRY)  v]| o @ry < Cl V|| Lo@n)-

Poznamka 3.53. Nez zacneme dokazovat Vétu|3.52, ukazeme, ze elementarni homogenni
, /s v , o v ’ v N v ’
transformaci nezavisle proménné muzeme ziskat presnou hodnotu p* = A’;—_p. Predpokla-

dejme, Ze existuje konstanta C' a néjaké 1 < g < +oo takové, ze pro vsechna v € WHP(RY)
plati
[V ze@yy < ClI Vol o).

/v > ~ , . > / . def
Dokazeme, Ze pak nutné ¢ = p*. V posledni nerovnosti vezméme misto v funkci vy(z) =

v(Ax), kde A > 0. Dostaneme

(/RN |v()\$)\qu) ; <C (éN Apm(mnpdx)’l’ .

Pomoci substituce y = Az ziskdme nerovnost

1 1
% [Vl La@yy < CA—x V| Lo (mry,
q P
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kterou upravime do tvaru
V]| Laay < CA(I_%+%>|‘VU‘|LP(RN)-

Tato nerovnost ma ovSem smysl pouze v pripadé, ze 1 — % + % =0, tj. ¢ = p*. Jinak
bychom totiz pro A — 0+ v ptipadé, ze 1 — % + % > (), resp. pro A = 400 v pripadé, ze
1-— % + % < 0, dostali, ze v = 0 skoro viude v celém RY prestoze v € WHP(RY) bylo
libovolné, a to by byl spor.

K dikazu Véty [3.52| budeme pottebovat nasledujici lemma, jehoZ autorem je Gagliardo.
Lemma 3.54. Necht N > 2 a g1,9,...,9v € LY L(RN"1). Potom g € LY (RY), kde

def ~ ~ ~ .

9(x) = 91(31)92(T2) - - gn (T ), @ plati

N

g/l 22y < H 193l -1 -1y

i=1
Dikaz. Nerovnost je ztejmé pro N = 2. Diikaz provedeme indukei, takze budeme predpo-
kladat, ze nerovnost plati az do n¢jakého N, a dokédzeme ji pro N + 1. Mé&jme tedy N + 1
funkei g1, go, - .., gny1 patifcich do LY (RY) a uvazujme funkci g, definovanou pro vsechna
v = (21,29,...,2541) € RY! piedpisem

g(z) = 91(%1)g2(Z2) - . g1 (En41) = [91(Z1) - - gN (TN)]gN 41 (TN 1)

Pro pevné x .1 pouzijeme Holderovu nerovnost

RN
(3.35)

1
! N/
< gn41ll oy we) (/N 91(Z1) - .. gy (En)[Y day .. .de) ;
R

!

kde N’ & 2. Déle si viimnéme, Ze funkee g1 (#1)[Y, . . ., [gn(Zn) |V patif do LN "HRN).

Podle indukéniho predpokadu

N
(3.36) /N 91(@1) - gn @)V day - dey < [T HlgCan ) | v -y-
R i=1
Kombinaci (3.35)) a (3.36) pak dostaneme
N
(3.37) /N lg(@)|dzy ... dey < [lgnvallovsy [T l19:iC 2n) @1
R

i=1
Nyni opét uvazujme xy; a integrujme (3.37)) pres R. Mame
[ ol oy
RN+1
(3.38) N
< ||gN+1||LN(RN)/H ng‘(',$N+1)||LN(RN—1)dIN+1-
Ri=1
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Poznamenejme, ze pro véechna ¢ = 1,..., N patii || g;(-, 2y 1) || v @v-1) do LV (R). PouZitim
Hélderovy nerovnosti na (3.38) pro « + -+ + + = 1 (IV krét) dostaneme

N
/N+1 lg(x)|dzy ... doyg < ||gN+1||LN(RN) H ||gi||LN(]RN)a
R i=1
tj.
N+1

9|l @y < H gill L~ vy,
i=1
¢imz je dikaz indukeci dokoncen. |

Diikaz Véty

(a) Vyuzijeme hustoty a dokazeme, ze je ekvivalentni, jestli nerovnost
(3.39) 0]l 2o vy < ClIV[| Loy
plati pro viechna v € D(RY), nebo pro viechna v € WH(RY). Pro dané v €
WhP(RY) miizeme diky [22], Theorem 5.1.3] najit posloupnost (v, )nen prvki v, €
D(RY) takovou, Ze
v, — v ve WYP(RY) a v, (x) — v(x) pro skoro viechna z € RY.
Méjme
[Vl o= @y < OV || Lo @ny-
Potom
||U||Lp*(RN) < légligaf ||Un||LP*(RN)
< Cn1—1>r—|I-1c>o HVUHHLP(RN) = OHVUHLP(]RN);
kde prvni z nerovnosti je disledkem Fatouova lemmatu.
(b) Nyni ukdzeme, ze nerovnost (3.39)) staci dokazat pro p = 1. Predpoklddejme tedy,
ze pro p = 1 plati, tj.
(3.40) Yo € WHH(RY) [Vl p1e mvy < CLN) IVl L1 gy,
a dokazme, ze potom plati pro libovolné 1 < p < N.
Plati, ze pokud v € D(RY), potom |v| ™ patii do Wh(RY). Skuteéné, protoze

¥ je spojité diferencovatelnd a mé kompaktni

p > 1, mame p* > 1* a funkce |v
" c WH(RY) a

nosi¢. Tudiz |v
*

fl P fl
F ) = —signo |v|
1*

“1vo.

(3.41) v (|v

Nahradme v v nerovnosti (3.40) funkef |v]1*. S vyuzitim (3.41)) dostaneme
1

(3.42) (/RN |v|p*dx) s ol(N)Il’—: /RN v

)
=1 Vo dz.
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(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)
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vels . . 1 1 .
Pouzitim Hélderovy nerovnosti pro 4 -; = 1 na pravou stranu nerovnosti (3.42)

ziskdme

1
ES

RN
<o (N (/ |Uy<’f*—1)p'dx> ’ (/ \Vv|pdx) "
1* RN RN

1_ 1

Jednoduchym vypoctem zjistime, Ze 1 e

p*, a tedy (3.43) muzeme zjednodusit do tvaru

*

D
||U||Lp*(RN) < CI(N)FHVUHLP(RN)a

= z%’ coz je ekvivalentni s (p—* — 1) 2

coz je (3.39) s libovolnym 1 < p < N. Poznemenejme, ze jsme navic dokazali, ze

lze brat

*

p

C(p,N) = Cl(N)F.

Nyni ndm uz staci dokdzat, Ze pro viechna v € D(RY)
||U||Ll*(RN) < Cl(N)HVUHLl(RN)-

Pro libovolné z = (1, 29, ..., 2x) € RY mame

ov

Z;
v(z)| = T1, T2, .. Ti1, b, Tiyqy .., TN dt‘
I ( )| ‘/OO 81'2( 7 1+ )
il v
< T1,L9, ... Tie1, b, Tig1, ..., 2N)| dL.
/_OO al'l( 1,42, i—1 i+1y 3 )
Stejné tak
oo Qw
lv(x)| S/ ’8 (X1, T2y i1, t, Tigq, ..., xy) | dE.
z; i
Sectenim téchto dvou nerovnosti dostaneme
1 [T v
‘U(l’)’ S 5/ ‘ax‘(.ﬁ[l,l’g,...,lj1,t,fl?i+1,...,.1'N) dt
—00 1

Budeme pouzivat nasledujici znaceni. Pro kazdé x € RN a i = 1,2,
jeme

. def
xTr; = (I’l,ZL'Q,..

g [|2

3 Li—1, Lit1y - - - 7xn)7

dt.

(9:1:'1- ’ :Un)

(1'1,1'2, c. ,$i,1,t,$i+1, N

..., N definu-
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Nerovnost (3.46) muzeme tedy prepsat jako |v(z)| < 1f;(&;) pro kazdé i =

1,2,...,N. Odtud plyne

N 1 ~
(3.47) |v(z)] SQ—NEJ%(:B)

Abychom dokézali (3.45)), pottebujeme odhad shora pro [[v|| 1= gx). Protoze 1* =

%, prepiseme (3.47)) do tvaru

(3.48) v(z

def

Pro kazdé i = 1,2, ..., N patif funkee ¢;(#;) 2 f;(3;,)¥71 do LN~1(RN~1) a navic

plati

(3.49) gill Lv-1@n-

Nyni aplikujeme Lemma na

/ fo(@)|" de <
RN

Protoze 1* N 7, plyne odtud

[0l e vy <

v | 7T
axi L1(RN) '
(13.48) a pouiijeme (13.49)). Dostaneme

ng

=1

|

LY(RN)

N
H ||9i||LN*1(RN*1)

2N1

_N
IN-1 el
1 ov
2¥-T il |12 Ll(RN)'
N 1
1
5 g 8'I7, Lt ]RN)

1
N N N
Z nerovnosti mezi geometrickym a aritmetickym priamérem (szl ai> < % Zi:l a;

konec¢né plyne

1
(3:50) ol < 5

a tim je dukaz hotov.

1
T 2N

v
8337;

o 1Vl ),

L1(RN)

Poznamka 3.55. Zkombinujeme-li (3.40)), (3.44) a (3.50)), zjistime, Ze lze brat

C(p,N) =

1 pt  p(N-1)
2N1*  2N(N —p)
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Tato konstanta ovSsem neni optimalni. Ta optimélni je ostfe mensi nez vyse uvedena, je
znéma a jejl odvozeni je znacné komplikované (srov. Aubin [?], Talenti [?| a Lieb [?]).
J€) J p )

Jako ptimy disledek Sobolevovy-Gagliardovy-Nirenbergovy véty dostavame nasledujici
Poincarého-Sobolevovu nerovnost.

Tvrzeni 3.56. Ezistuje konstanta C(p, N) takovd, Ze pro libovolnou otevienou podmnoZinu
Q prostoru RN a pro libovolné 1 < p < N plati nerovnost

Yo € WyP(Q)  [[v]le () < C(p, NIV o(e)-

Diikaz. Necht v € W,?(Q) a © je rozsifenim v nulou mimo Q. Podle [22, Proposition
5.1.1] patif o do W'?(RY). Protoze ||0]| o vy = [|v]| 1o () & VO]l o) = VO o), je
dokazované tvrzeni dusledkem Véty [3.52] pouzité, na funkci 0. [ |

Poznamka 3.57. (a) Zasadni vlastnosti Poincarého-Sobolevovy nerovnosti je, ze plati

pro libovolnou otevienou mnozinu € (i neomezenou) a konstanta C'(p, N) nezéavisi

N
diky tomu, ze odhadujeme ||v||;,* shora pomoci ||Vv||r». To je velky rozdil oproti
klasické Poincarého nerovnosti (Véta [3.22), kde odhadujeme ||v||z» shora pomoci
|Vvl|z». Ta neplati bez predpokladu omezenosti 2 (alespont v jednom sméru) a
navic Poincarého konstanta zavisi na (2.

(b) Je-li © omezend, mizeme klasickou Poincarého nerovnost odvodit z Propozice [3.56]
pomoci Holderovy nerovnosti. Za predpokladu 1 < p < N plati

/Q st (/Q [o(2) p*dx) "

11
[ollzriy < 102177 [0l o (@)

< [Q>7# C(p, N)||Vv| e ()

na . Skuteéné jsme ukazali, ze lze brat C(p, N) =

. Tato vlastnost plati

Odtud plyne

Z rovnosti }D — z% = % tedy dostavame

[v][zr@) < Q[ C(p, N)[| Vv o).

Timto zpiisobem miizeme také vidét, jak Poincarého konstanta Cy, 5 (€2) zévisf na
Q. Protoze |[RQ|~ = R|Q|, dostavdme opét tvrzeni Propozicem tj. Con(RQY) =
RC, n(Q).

Uvedené vysledky shrneme v nésledujicim tvrzeni.

Dtisledek 3.58. Necht € je omezend oteviend podmnozina RN a necht 1 < p < N. Pak
pro libovolné v € W,P(Q) plati nerovnost

[v][zr(@) < Q¥ C(p, N[V 1r()-
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Je-li napifklad Q = B(0,7) C RY, kde N > 2 (= p), dostaneme
/ v(r)?dr < CTQ/ |Vo(z)|?de Vv € Hy(B(0,7)).
B(0,r) B(0,r)

Plati také nasledujici Poincarého-Wirtingerova-Sobolevova nerovnost.

Tvrzeni 3.59. Bud Q omezend, sowvisld a oteviend podmnoZina RY, jejiz hranice 0N je
tridy C'. Necht 1 < p < 4+o00. Potom existuje konstanta C(p, N, Q) takovd, Ze pro libovolné
v € WIP(Q) plati ndsledujici nerovnost.

v— Iﬁl| /Q v(z)de

Diukaz. Ozna¢me M (v) o ﬁ Jov(z)dz a pouzijeme Sobolevovu vétu o vnofeni (Véta

3.51((D)) na funkei v — M (v). Dostaneme
o = M ()|l @) < Cilp, N, Q)[[v = M(v)[lwree
< Ci(p, N Q) (v = M(0)||e() + [Vl o) -

S C(p, N, Q)HVUHLp(Q).
LP* (%)

Nyni pouzijeme klasickou Poincarého-Wirtingerovu nerovnost (Dusledek na funkci v:
lo = M (v)|[Lr(@) < Calp, N, Q)| V| Lr (@)

Z poslednich dvou nerovnosti koneéné plyne
[0 = M ()| @) < Clp, N, DIVl e,

a tim je dikaz hotov.

Pripad p > N.
Nyni uvazujeme prostor W?(RY), kde p > N. Nésledujici vétu dokdzal Morrey [?].

Véta 3.60 (Morrey). Predpoklddejme, e p > N. Potom ezistuje spojité vnoteni WHP(RY) —
COU(RN), kde a = 1 — %. Presnéji receno, ezistuje konstanta C(p, N) takovd, Ze pro
viechna v € WIP(RYN) plati

[o(y) — v(x)| < Clp, N)[[ Vol o@mly — 2|* pro s.v. 2,y € RY.

Diikaz. Za¢neme s v € D(RY). Poté bude diitkaz dokonéen pomoci hustoty. Necht @ je
oteviend krychle obsahujici poc¢atek a jejiz hrany jsou rovnobézné s osami souradnic v RY
a jejich délka je vesmés rovna r > 0. Pro kazdé x € () mame

v(x) —v(0) = /0 %v(tx)dt.
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Odtud pak
1 N
ol) = v0)| < [ 3l | 22) o
0 =1 v
(3.51) Yo
< tx)| dt.
< r; /O 5. (12)
Necht & & ﬁ J 0 v(x)dx znadi integralni prumér v na Q. Integraci (3.51)) pres () dostaneme
— d
ooOl= |@|/ IZ/ oa; "
Nyni zaménime potadi integrovani (Fubiniho véta):
|0 —v(0)] < o / dt / )|dx.
Substituci y = tx dale dostaneme
3.52 0 — dt
(35) o axz

Posledni integral odhadneme shora pomoci Holderovy nerovnosti:

(3.53) /tQ g;’i@)'dys Q7 ( /tQ pdy)’l’.

Protoze 0 € @, mame tQ) C () pro libovolné 0 < t < 1. Z vyse uvedenych nerovnosti (3.52))

a (3.53)) tedy plyne, ze
Fa)
dy)

|@_v<0>\srjl/o dtZ(/(

1—N

ov
o1, (y)

<

p
IVl
p

1—

Diky posunuti plati tato nerovnost pro libovolnou krychli, jejiz hrany jsou rovnobézné s
osami souradnic a jejich délka je rovna r. Tudiz pro kazdé x € @) plati

1—-N

- ror
5= 0@ £ T IVolle)
p

Diky trojuhelnikové nerovnosti

[v(y) = v(@)] < [o(y) =0 + [0 —v(2)]
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dale dostavame N
ot
o(y) = v(a)] < 7

Vvl Yoy eQ.

p
Nyn{ vyuZijeme toho, %e pro libovolné dva body z,y € RY existuje oteviena krychle Q,
konstruovand vyse uvedenym zpusobem, takova, ze z,y € Q a r = 2|y — z|. Odtud pak

plyne, Ze pro viechna z,y € R plati nerovnost

[o(y) = v(@)] < Clp, N)IVollo@ly — 2l 7,

2

kde C(p, N) zavisi pouze na p a N. Zde jsme dostali C(p, N) = 217 . Zbytek dikazu se

<[z

=2

provede standardné pomoci hustoty D(RY). [
Pripad p = N.
Nejprve ukaZeme, Ze pro libovolné 1 < ¢ < +oo je WL (RY) spojité vnoteny do L (RN

loc )

Toto tvrzeni snadno plyne ze Sobolevovy-Gagliardovy-Nirenbergovy véty pro pripad 1 <
p < N a toho, iep*:]f;—fp%jtoo pro p — N_.

Pfipometime, Ze v € L (R") znamena, Ze pro libovolné R > 0 mdme 5, o |v(z)|?dz <

q

1 (RY) je generovana tifdou seminorem {|| - ||, k =1,2,...}

1

nmn:(/ |wmwm),
B(O,Rk)

kde Ry je libovolna posloupnost divergujici do +o00 pro k — +o00. Timto zptisobem dosta-
neme Frechetovu topologii (metrizovatelnou a iplnou), kterd nezévisi na volbé posloupnosti

(Ri)ren, R — +00. Konvergence v, — v v LL _(RY) je ekvivalentni vyroku

~+o00. Topologie na L

VR < +00 / |vp(z) — v(x)]?dx — 0.
B(0,R)

Nyni miizeme pristoupit k formulaci néasledujici véty.
Véta 3.61 (limitni piipad p = N). Plati
WHN(RY) — L}

loc

(RY) V1 < g < +4oo.
Toto vnoreni je spojité a prosté zobrazeni.

Ditkaz. Necht v € WY (RY). PouZijeme metodu offznuti (na oblast). Diky [22, Lemma
5.1.2] vime, Ze pro libovolné M € D(RY) pati{ funkce Mv do WHY(RY) a ma kompaktni
nosic¢. Z toho plyne, ze

Mv € WH=5(RY)  pro libovolné malé ¢ > 0.
(Pro liboviné R > 0 a libovolné malé € > 0 totiz plati LY (B(0, R)) C LY~¢(B(0, R)), coz
nen{ pravda na celém R™!) Nyni pouZijeme Vé&tu m pro p = N —¢e¢ < N. Dostaneme

11 e
Mv € LYRY), kde - = R L —
veRY), kde o= -5 = mN =g
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Pro kazdé M € D(RV) a 0 < e < N tedy mame Mv € L™= (RV),
ZFejme w — 400 pro € — 0+. Vezmeme-li M = 1 na B(0, R), dostaneme pro
libovolné 1 < ¢ < 4+occa R >0
v e LIY(B(0,R)).
Snadno Ize ovéfit, Ze viechny pouZité operace jsou spojité, a tudiZ i vnoreni WhHY(RN) —
L (RYN) je spojité pro libovolné 1 < ¢ < +o0. [ |

loc

Poznamka 3.62. 1. Vnoteni WHN(RY) — LI (RY) plati pro konecné hodnoty g.
Obecné z v € WLV (RY) neplyne, Ze v je omezené na omezenych mnoZinich, viz
pifklad funkce v(x) = | In(z)|*, uvedeny v [22] Section 5.1].

2. Lze ukézat (viz napft. [?, Corollary IX.11]), Ze dokonce WM (RY) — L4(RYN) pro
vsechna 1 < g < +00, coz je ziejme silngjsi tvrzeni, nez Véta [3.61]

3. I kdyz funkce v € WHN(RY) nemusi byt v L (RY), lze dokazat néco vic, Ze

v e LL (RY) prokazdé 1 < ¢ < +oo. K tomu potiebujeme §irs{ t¥idu prostort, nez

klasické Lebesguovy prostory {L?, 1 < p < 400}, a to Orliczovy prostory. Tvrzeni
formulujeme v nasledujici propozici, kterou lze opét snadno dokazat pomoci Véty

[3.52
Tvrzeni 3.63. FExistuji dvé konstanty K > 0 a L > 0 takové, Ze pro libovolné R > 0 a
libovolnou funkei v € WHN(RN) spliiujici suppv C B(0, R) a ||Vvl|px@yy < 1 plati

/ K@ dz < L|B(0, R)|.
B(0,R)

Diikaz. Vratme se k Vété[3.52 Vime, Ze pro kazdé 1 < p < N a v € WIP(RY) plati
(N-1)

p
0] Lo mvy < m”vv\\m(ﬂw)-

Mame
(N—1)p N-1 Np
2N(N —p) 2N2 N —p
Protoze p* = NN—Z; a gj\_ﬂl < 1 pro libovolné N € N, plati % < p*. Tudiz

]| o mvy < 27| VO[] Loy,
Predpokladejme nyni, ze suppv C B(0, R). Z Holderovy nerovnosti pro
1

o
p

plyne

1
IVl zoamy = ( / |Vv\pda:)
B(0,R)
~
> (/ ]Vv\Nd:c> :
B(0,R)

< [B(0, R)
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Kombinaci poslednich dvou nerovnosti dostaneme

* X
HUHLP*(B(O,R)) <p |B(O7R)|” HVUHLN B(0,R))-

Dale pokud 1 < p < N, potom se prislusné p* = pohybuje mezi NN a +00. Zaménime-
li p* za ¢, dostaneme nésledujici tvrzeni: pro hbovolne q takové, ze N]X 7 < g < +o0, plati

(3.54) ol agso.m) < aIBO, R [V0]l 10 -

Nyni pouzijeme asymptoticky rozvoj

K? K1
eK|”| =1 +K|'U‘ + ?|U|2 + -4 ?|’U|q‘|‘

a dostaneme

/ Az =|B(0, R)| + K |v|dz
B(0,R) B(0,R)

+o0o
K4
+Z—'/ lv|?dz.
—2 q: JB(0,R)

Predpokladejme, ze N > 2. Potom % < 2, a tedy (3.54) plati pro kazdé ¢ > 2. Protoze
IVl L (Bo,r)) < 1, mdme

(3.55)

1
3.56 Vg > 2 —/ vz < ¢7.
(3.56) B0, R)| JE0.r) i

Pro ¢ = 1 pouzijeme Hoélderovu nerovnost

/;mjohwxnda:s|fxor3>ﬁ(/Lmjnvxx>ﬁdx)

a nerovnost ([3.56)) pro ¢ = 2 a dostaneme

1
2

1 2
3.57 / )|da < (— v(z de) <2
B B o O S (B 1)

Z nerovnosti (3.55)), (3.56]) a (3.57) plyne

S K@l qy < 14 2K +
BT Joon® >

q=2

Kagt
q!

“ def .9
Polozme u, = qu Mdéme

1 q
lim 22— g lim (1+—) — Ke.
q

g—-+00 uq q——+00
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Rada Z ® je tedy konvergentni pro K < E' Pro zvolené K < % tedy vezmeme L =
1+2K + +f° K;,qq, a tedy pro libovolné R > 0 plati
1 Kox)
_ e "dr < L,
B0, R)| Jg0,r)
¢imz je dikaz dokoncen. |

Tvrzeni Propozice Ize vylepsit. Misto (3.54]) 1ze dokdzat presnéjsi odhad
[v]lze < Cng' =~ [B(0, R)|#||Vv] .

Dulezita je zde znalost nejlepsi konstanty C(p, N) v Sobolevové vété o vnoreni. Stejnym
postupem jako vyse se odvodi nasledujici nerovnost, dokdzana Trudingerem [?] a Moserem

[7].

Tvrzeni 3.64. Mejme stejné predpoklady jako v Propozici|3.63. Potom existuji konstanty
o>0a K(N) > 0 takové, Ze pro libovolné v € WIP(RYN) splriujici suppv C B(0,R) a
IVl Ly (Bo,r) < 1 plati

_N_
/ @M g < K(N)|B(0, R)|.
(0.R)

Poznamenejme, ze mocnina «— je optimalni.
Vratme se nyni s obecnému prlpadu a dokonceme studium Sobolevovych vét o vnoreni
nasledujicim tvrzenim, které dostaneme opakovanym pouzitim Véty [3.51]

Véta 3.65. Necht Q) je oteviend omezend podmnozina RN s hranici 09 tridy C'. Necht
1<p<+o0ameNU{0}.
(i) Je-li mp < N, potom W™P(Q) — L(Q), kde * =
(ii) Je-li mp = N, potom W™P(Q) — L1(Q) pro lzbovo
(iii) Je-li mp > N, potom W™P(Q) — C**(Q), kde

Cre(Q) € {v e CH(Q) : D'v € C%(Q) pro |I] =k},

SRl

N
é1<

N

< g < +o0.

k:[m—%] aa= —%—k(0§a<1).

Poznamka 3.66. Jako priklad pouziti Véty uvedme, ze H?(Q2), kde Q C RY, je
spojité vnoten do C'(£2) pro N < 4, tj. N =1,2,3.

Kapitolu zakon¢ime néasledujici vétou o kompaktnim vnoreni. Pouzitim Sobolevovy véty
o vnoreni lze vylepsit Rellichovu-Kondrachovovu vétu (Véta |3.33]).

Véta 3.67. Necht Q je oteviend omezend podmnozina RY | jejiz hranice O je tridy C*.
Pak mdme ndsledujici kompaktni vnorent.
(i) Je-li p < N, potom WP(Q) < LI(Q) pro kazdé 1 < q < p*, kde z% =
(ii) Je-li p= N, potom WHP(Q) < L1(Q) pro kaZdé 1 < q < +oo.
(iii) Je-li p > N, potom WP(Q) < C(Q).

1_ 1
D N
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Dikaz. Tvrzeni ((iii)|) plyne z Véty [3.51((iii)) a Ascoliho véty, protoze libovolna podmno-
zina W1P(Q) je omezend v C%% kde o = 1 — %, a tedy stejné spojita.

Uvazujme pripad ((i)]). Vezméme omezenou posloupnost (v, )nen prvki prostoru Wh#(€2).

Podle Sobolevovy véty o vnoreni, Véty B.51|((i)), je posloupnost (v,)sen omezend v pro-
storu LP (Q). Podle klasické Rellichovy-Kondrachovovy véty, Véty [3.33] miiZeme vybrat

podposloupnost (vy, )ken takovou, ze v,, — v v prostoru LP(2). Dokazeme, ze konvergence
U, — v plati i v kazdém L(Q), kde 1 < g < p*.
Pouzijeme nasledujici zobecnénou verzi Holderovy nerovnosti. Pokud f1, fa, ..., fx spl-
nuji f; € LPi(Q), 1 <i <k, a
1 1 1 1
-—=— 4+ —+4+--- 4+ — <1,
p P11 P2 Pk

potom jejich soucin f = Hle fi patii do LP(Q2) a
1oy < L filles@ | follzr2q@) - - L fill e -
Specidlné, pokud f € LP(Q) N L), kde 1 < p < ¢ < +o0, potom f € L"(£2) pro vSechna
p < r < q a plati nasledujici interpolac¢ni vztah.
1 o 11—«

(3.58) 1 ler@) < Ao ooy kde — = ;T (0sash
Pouzili jsme Holderovu nerovnost na |f|* € Le a |f|'~® € LT diky tomu, Ze
1 1 1
P
o -«

Nyni vezmeme p < ¢ < p* a pouzijeme vyse uvedeny interpolacni vztah (3.58) na |v,, —v
pro % =2+ 1;—*“ a a > 0 (protoZe g < p*). Dostaneme

lom, = vllzoc@) < o, — vlEsyllon, — w50,

< Cank o UH%P(Q)v

protoZe posloupnost (v,, Jken je omezend v L¥" (2). Napriklad diky Fatouovu lemmatu navic
méme, Ze v patif do LP"(Q). ProtoZe a > 0 a v,, — v v prostoru LP(Q), dostavame, Ze
Up, — v v LY(Q) pro libovolné p < ¢ < p*, a tudiz i pro libovolné 1 < ¢ < p* (2 je
omezena). [ |

Poznamka 3.68. Jiny dikaz Véty se opird o pouziti Vitaliho véty. Lze ukdzat, Ze
pro libovolné 1 < g < p* je posloupnost (v, |9)ken ekviintegrovatelna (pfimym pouzitim
klasické Holderovy nerovnosti) a konverguje v mife (po prechodu k dalsi vybrané podpo-
sloupnosti).
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KAPITOLA 4

Eliptické diferencialni rovnice
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4.1. Dirichletova tloha pro Poissonovu rovnici - varia¢ni pristup

Prototypem okrajové tlohy eliptické parcidlni diferencialni rovnice je homogenni Di-
richletova tloha pro Poissonovu rovnici:

—Au=f v,

(4.1) u=0 na 0f2.

Klasickym tesenim této tlohy je kazda funkce u € C(Q) N C?(Q) spliwjici okrajové pod-
minky. Jak jsme vidéli v Piikladu [2.88] spojitost f na 2 nezarucuje existenci klasického
feSeni. Na druhou stranu feseni ve smyslu distribuci je prilis obecny pojem. Nemusi se
jednat ani o funkci. Z tohoto divodu se definuje slabé resend.

Definice 4.1. Necht F' € H}(Q)*. Rekneme, Ze funkce u € HZ(Q) je slabym resenim pokud
plati

(4.2) /Q Vu-Véde = F(6)

pro vsechna ¢ € HJ(2). Pro pfipomenuti: Vu - V¢ = Zf\il gz gz_.

Véta 4.2 (Dirichletiiv princip). Necht F € H}(Q)*. Potom ezxistuje prdvé jedno slabé
reseni u € HL(Q) 4lohy (1) a plati odhad:

(4.3) lull zp) < KN F[ gy

kde konstanta K = K(N,Q) zdvisi jen na dimenzi N a oblasti .
Navic v tomto reseni se realizuje minimum kvadratického funkciondlu

(4.4) J(v) % /Q Vo2 dz — F(v)

na H} (), to jest

J = in F .
() = i F(v)

Dikaz. Budeme aplikovat Vétum (Laxovo-Milgramovo Lemma). Na Hilbertové pro-
storu Hy () je skalarni soucin (u,v) Hi() ddn predpisem

<u,v>Hé(Q):/Vu-Vvdm+/Vuvdx
Q Q

a norma ||ullg1q) = |/, u) g1(o)- Omezenost bilinedrn{ formy Jo Vu - Vudz je ziejmé z

nasledujici nerovnosti

/QVu.Vudx§/9|Vu|2da7—l—/Qu2dx: ||u||§{é(ﬂ)

Nyni musime dokézat (H& (Q), (-, ) H3(9)>—koercivitu. Podle Véty |3.22| plati nerovnost
(3.9), kterou prepiseme pro p = 2:

/udegcgyN(Q)/ |Vul*dz.
Q Q
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Tudiz
IVull2i = [ [VulPdz+ [ v*dz < (1+cn(Q) [ [Vul*dr,
Hg () 0 0 : 0
a tedy

1 2 2
W,N(Q)HVUHH&(Q) S/Q’VU’ dz.

Tim je dokézana (H&(Q),(~, -)H5(9)>—koercivita. Podle Véty |1.39| existuje pravé jedno
u € H(Q) sphiujici (4.9), to jest
Vo € Hy(Q): / Vu-Vodr = F(¢).
Q
Pro toto feSeni navic plati odhad (|1.20)), coz v nasem pripadé po dosazeni je

[ull @) < (1 + con () [1F ]l 13 0

Protoze konstanta ¢y y(2) (p = 2) z Véty zévisi jen na dimenzi prostoru N a oblasti
Q, je dokazan odhad (4.3).
Z Véty téZ plyne, zZe toto feSeni navic minimalizuje (4.4]). |

Propozice 4.3 (Charakterizace prvki dudlu k H'(Q) a H}(Q)). Necht F € H'(Q)* resp.
H ()" je spojity linedrni funkciondl na H'(Q) resp. HL(Q), Q C RY. Potom existuji
funkce fo, fi, fo, .. fn € L2(Q2) takové, Ze

(4.5) Vo € H'(Q) resp. Hy( /fo¢d$+/fz

a zdroven plati rovnost

1 1
2 2
(4.6) 1E 0= = ( > ||f¢||iz(g)> resp. || Fllmy o)+ = ( > ||fz-||i2<n)>

0<i<N 0<i<N

Naopak, jsou-li dany funkce fo, f1, fo, ... fn € L*(Q), je F : HY(2) — R resp. F : H}(Q) —

R definovany identitou (4.8)) linedrni funkciondl, jehoZ norma spliuje nerovnost

1 1
(4.7) [E[[ 10 < < Z HfiH%2(Q)> Tesp. HFHH(%(Q)* < ( Z Hfz‘”%2(9)>

0<i<N 0<i<N

Diukaz. Na Hilbertové prostoru H'(Q) je skaldrni soucin (u, v) 1) ddn predpisem

<u,v)H3(Q):/uvdx+/Vu-Vvdx.
Q Q

Je-li dan funkciondl F' € H'(Q)*, pak podle Rieszovy véty o reprezentaci spojitého
linedrniho funkcionalu na Hilbertové prostoru existuje u € H(2) tak, Ze plati

(4.8) Vo € HY(Q): F(¢) = /U¢dI+/Z§Z aaz
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Protoze u € H'(), miZeme poloZit fo = u € L*() a f; = g_;i € L*(Q). Rovnost
plyne primo z Rieszovy véty, rovnice ([1.8]).

Necht nyni opa¢né jsou dany funkce fo, f1, f2, ... fx € L*(2). Linearita plyne z linearity
integralu. Zbyva dokdzat spojitost na H'(f2). Podle Cauchyovy-Schwartzovy nerovnosti
(1.4) na Hilbertové prostoru L?(Q2) dostaneme

N
[ noas+ [ 305
@ € =1
Opétovnym uzitim Cauchyovy-Schwartzovy nerovnosti ((1.4) na Hilbertové prostoru RV*!

1 1
(132 aibs| < (Zij\io a?) ’ (Zi]\i(] b?) *), dostaneme

N % N 2 N %
[F(¢)] < (ZHfiH%%Q)) <||¢”%2(Q) +Z ( )) = <Z||fi||2L2(Q)> 9l 1) -
i=0 i=1 L2(© i=0

Tim je dokdzana omezenost a tedy i spojitost. Zaroven odtud plyne i odhad (4.7)).
Stejné bychom provedli diikaz pro H} ().

0
F(0)] - 2 s o

2

N
< | follz@ Illz) + D 1 fill 2
=1

L2(2) '

N|=

9¢
ﬁxi

Poznamka 4.4. Poznamenejme, ze pti konstrukei funkciondlu F' z funkci fo, f1, fo, ... fn €
L?(2) nemizeme obecné dostat rovnost v nerovnosti (4.7). Vytvoiime-li totiz F, mize se
stat, Zze prvek u € H'(Q), ktery tento funkciondl reprezentuje (podle Rieszovy Véty o
reprezentaci nesplnuje rovnost u = fy a g—; = fi, 1 =1,...,N. Ne kazda N-tice

funkei fi, fo,... fv € L*(Q) je totiz gradientem (ve slabém smyslu) funkce f, € L?*(2)!
Rovnost nastane jen v tom ptipadé, pokud plati u = fy a % =fi,i=1,...,N.

Poznamka 4.5. Ve svétle predchozi véty se nékdy slabé reseni definuje ekvivalentné takto.
Necht fo, f1, ... fxv € L*(Q). Rekneme, Ze funkce u € H}(2) je slabym Tesenim pokud plati

N 06
(4.9) /QVu-Vfbdx:/Qfo¢dx+/Q;fi%dx

pro viechna ¢ € H(Q).

V matematické fyzice se ¢asto vyskytuje Poissonova rovnice s nehomogenni okrajovou
Dirichletovou podminkou. V jeji klasické podobé, jsou dany funkce f € C(2) av € C(09).
Klasickym resenim tlohy

(4.10)

je kazda funkce v € C(Q) N C?(Q) sphitujici rovnici i okrajové podminky v kazdém bodé.
Tato tloha byla pro f = 0 studovana od konce osmnéctého stoleti. Byla to pravé tato
uloha, ktera podnitila rozvoj jak varia¢niho poctu tak teorie potencialu.
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Véta 4.6 (2], Véta 9.25). Necht Q C RN je omezend oblast s hranici tridy C*. Necht
f€L*Q) aue HY Q) je slabé Tesent zllohy. Potom u € H*(Q) a |Jul| g2 < C||f]|12,
kde C zavisi pouze na ).

Navic, je-li Q omezend oblast s hranici tridy C™ a f € H™(Q), potom v € H™2(Q) a
|| gm2) < C|\ fllam@), kde C zdvisi pouze na 2.

Specidlné pro m > N/2, Q omezenou oblast s hranici tridy m o f € H™(QQ), dostaneme
u € C?(Q), [ullcz@y < Cllfllam (). Konecné pro Q omezenou oblast s hranici tridy C* a

feC>Q) dostaneme u € C=(Q).

4.2. Princip maxima

Princip maxima pro klasicka feseni se pouziva k jednoduchym avsak casto velmi uzi-
tecnym bodovym odhadtm feseni.

Véta 4.7 ([6], Véta 3.7, str. 36). Necht Lu > [ v omezené oblasti 2, L je unifomné
elipticky operdtor, ¢ <0 au e C(Q)NC%*Q). Potom

(4.11) supu < suput + Csup / )
Q o9 A
Pokud navic Lu = f na dané oblasti potom
If |

(4.12) sSup lu| < sup |u| + Csup

kde konstanta C zdvisi jen na diam €2 a

g bi()

i=1,..,N zeQ A

Ve specidalnim pripade, kdy Q0 leZi mezi dvema nadrovinami mezi nimiz je vzddlennost d,
pak C = eB+1d _ 1.

Diikaz. Necht d > 0 je takové, ze Q2 C {x € RY : 0 < z; < d}. Polozme

def 8U
L(]'U, = Z CLUa ax bza—x .
ig=1 5 —1 i

Pro a > 8+ 1 plati
Loe™™ = (a®ay; + aby)e™™ > )\ (a2 — aﬁ) M > \.

Necht
v ¥ suput + (eo‘d — ™ sup f—) .
oN QO A
Vezmeme-li v tvahu

Lv=Lyv+cv < —Asup—,
o0
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dostaneme -
L(v—u) <=\ (supr—i- i) Vo € Q)
av—u>0nadQ. Odtud pro C =e* — 1 a a > 3+ 1 dostaneme nerovnost (4.11)):

+
supu<supu<supu —l—Csupf
Q 09 o A

Nerovnost (4.12)) dostaneme z (4.11)) zdménou u za —u.

4.3. Schauderova teorie

Schauderova teorie se tykéa diferencidlnich operatori typu

(4.13) Lu® Z aw(x)m(x) + Z bl(:c)ggl () + c(x)u(x),

kde funkce a;;,b; a ¢ € C%*(Q), 4,5 = 1,..., N, a funkce a;; spliiuji podminky uniformn{
elipti¢nosti:

N

(4.14) IN>0 VEERY: ) ;&&= M
ij=1

a symetrie

(415) aij(x) = Clji(ZL’) Vx € ﬁ

Tato teorie se tyka existence klasickych TeSeni. Je zaloZena na teorii potencidlu, kterou v
jistém smyslu zobectiuje. Objev Schauderovy teorie Juliuszem Schauderem [15] v roce 1930
znamenal prilom nejen v teorii eliptickych parcialnich diferencialnich rovnic, ale ptinesl
rovneéz stézejni vysledky ve funkcionalni analyze. Slavny Lerraytv-Schaudertv stupen zob-
razeni, dnes nepostradatelny nastroj nelinearni analyzy, byl ptivodné vytvoren za tcelem
studia i rovnic linearnich. Tento fakt je dnes v zaplavé nelinearnich ¢lankt jiz velice méalo
Znam.

Véta 4.8 (Hlavni Schaudertiv odhad, GILBARG-TRUDINGER [6], Véta 6.6). Necht 0 <
a<1, QCRY je oblast s hranici tridy C%% a necht u € C**(Q) je klasické Tesent tlohy
(4.16) Lu = f vQ,

(4.17) u = ¢ nadfd,

kde f € C*(Q), ¢ € C%*(Q), koeficienty operdtoru L sphiuji podminku uniformnd elipticity
(4.14) a existuje A > 0 takové, Ze

(4.18) Vi,j =1, Nt laijllgoa), [billooem), lelcoam < A

Potom

(4.19) lulceay < € (Nulloog + Ielcza + 1 llcon@) -
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kde C > 0 zavisi jen na N,a, \, A a Q a nikoliv na u.

Poznamka 4.9. Aby nedoslo k mylné interpretaci piedchozi véty, zdiraznéme, ze véta
predpoklada, ze pokud mdme klasické feseni u € C(Q) N C*(Q) tlohy (4.16)), o kterém
uz vime, 7e u € C%(Q)), pak je jeho norma odhadnuta nerovnosti (4.19). Véta netika, ze
kazdé klasické feseni u € C(Q) N C*(Q), tlohy (4.16) ma normu |[ul[pe.a g, odhadnutou

nerovnosti a tudiz je jiz z C>*(Q).
Poznamka 4.10. Vsimnéte si, Zze na pravé strané nerovnice (4.19)) vystupuje téZ norma
||u||Co(§) a proto Véta zahrnuje i pripad, kdy L mé& netrividlni jadro. Napiiklad Di-
richletova tiloha na omezené oblasti Q C RY s hranici t¥idy C**
Au+u = 0 vQ,
v = 0 na 0%,
kde A; je prvni vlastni ¢islo, ma nekoneéné mnoho teseni. Tyto TeSeni lze psat ve tvaru

u = tyy, kde t € R a ¢ je prvni vlastni funkce operatoru A s homogenni Dirichletovou
podminkou na 0f).

Poznamka 4.11. Konstanta C' zavisi na oblasti {2 v tom smyslu, ze C' zavisi na konstanté
K, kterad omezuje C*® normy zobrazeni v, kterd lokalné reprezentuji hranici 9.

Véta 4.12 (Existence klasického Feseni Dirichletovy tlohy, GILBARG-TRUDINGER [6],
Véta 6.8, str. 100). Necht 0 < a < 1, Q C RY je oblast s hranici tridy C**. Necht L

splnugje stejné predpoklady jako ve Veéte a necht navic c(z) < 0 vsude v Q. Za téchto
predpokladi plati ndsledujici implikace. Ma-li Dirichletova iloha pro Poissonovu rovnici

Au = f v
u = ¢ nadf)
reseni v prostoru C**(Q) pro kazdé f € C¥*(Q) a kazdé g € C*>*(Q), potom md i tiloha
(4.20) Lu = f naQ,
(4.21) u = g vof
jednoznacné veseni v prostoru C%*(Q) pro kaZdé f € C¥*(Q) a kaZdé g € C*(Q).
Véta se dokazuje pomoci odhadu z Véty a nasledujici véty.

Véta 4.13 (Kontinuace vzhledem k parametru, GILBARG-TRUDINGER [6], Véta 5.2, str.
75). Necht A je Banachiv prostor, ¥ normovany linedrni prostor a Lo, Ly : B — V jsou
omezené linedrni operdtory. Pro kazdé t € [0,1] polozme

L (1—t)Lo+tL

a predpokladejme, Ze existuje konstanta C > 0 takovd, Ze
(4.22) ullz < C|| Lyull»

pro véechna t € [0,1]. Potom Ly zobrazuje 8 na ¥ tehdy a jen tehdy, pokud Lo zobrazuje
B na V.
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Duikaz. Predpokladejme, Ze L, zobrazuje 2 na ¥ pro néjaké s € [0,1]. Z podminky
(4.22) plyne, ze L, je prosté. TudiZ inverzni zobrazen{ L' existuje. Pro ¢t € [0,1] ay € ¥
je rovnice L;u =y ekvivalentni s rovnici

Liu=y+ (Ls— L) u=

=y+(t—s)Lou—(t—s)Liu,
coz lze prepsat jako
r=L" y+({t—s) L' (Lo— L") u.
Snadno ukazeme, ze zobrazeni
Kyy:B— B, Kau<Ll'y+(t—s)L " (Lo—LYu
je kontraktivni pro s,t € [0, 1] dostatecné blizko sebe. Vskutku pro u,v € £ dostaneme
| Kspu— Kpv|, < |t — s HL;1 (Lo — LY (u—0)||, <

74

|t = sIC (Lol z(z,0) + | L1l 22,0)) u = vz,
kde C' je z nerovnosti (4.22)). Pro kazdé s,t € [0, 1] takové, ze

def
t—s] < 0= C (| Lollzy) + IL1ll2z7))

je K kontraktivni. Tudiz rovnice + = K, x ma pravé jedno feSeni podle Véty [1.12 Toto
feseni je ovSem Tesenim i ptivodni rovnice L; u = y. Zobrazeni L; zobrazuje tedy £ na cely
prostor ¥ pro vSechna t € [0,1] : [s —t| < 0.

Nyni rozdélime interval [0, 1] na systém intervali:

M-1¢ . .
1 1+1
0,1=| ]|, =2
ou=U |55
kde M < 1/4. Jisté plati, ze s € [%, %] pro néjaké ig € {1,... My}. Pak, ale L; zobrazuje

P na cely prostor ¥ pro vSechna t € [%, ﬂ}\}“—l] Déle pouzijeme jako startovni hodnoty
krajni body tohoto intervalu 2% a “+t a vysledek rozsffime na [2—1, 0] g [dd 2042] Toto
opakujeme tak dlouho, az pokryjeme cely interval [0, 1] (opakujeme nejvyse M krat). Tim
dostaneme, ze L; zobrazuje & na cely prostor ¥ pro vSechna t € Ui]\igl[ﬁ, = =0,1].
|

Jako startovni bod nam slouzi Kellogova véta.
Véta 4.14 (KONiG [7], Véta 2, str. 32). Necht Q C RY, N > 2, je omezend oblast s
hranici 0Q tridy C**, 0 < a < 1. Potom pro kazdé f € C*(Q) a g € C**(Q) existuje
prdvé jedno teseni u € C**(Q) Dirichletovy okrajové tilohy
(4.23) Au = f na€,
(4.24) u = g vOo.
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Ditkaz Kellogovy véty je velice slozity. Vysledek nevyplyva jen ¢isté z teorie potencialu
a v dikaze je tfeba kombinovat vice pristupii. Z tohoto divodu dokazeme vétu ve special-
nim tvaru, kdy je diikaz pomérné snadny. Ditkaz plnohodnotného vysledku lze najit napt.
v knize GILBARG-TRUDINGER [6]. Zajimavé je, ze v nasem piistupu pouzijeme metodu

kontinuace jiz k dikazu oslabené Kelloggovy véty.

def

Ditkaz. Budeme navic piedpokladat, ze hranice oblasti je t¥idy C**2 kde k = N/2+1

pro N sudé a k = [N/2] pro N liché.
Bez ztraty na obecnosti lze predpokladat, ze ¢ = 0, nebot muzeme rovnici (4.23)

uvazovat s w =y — g. Rozsifme funkci f € C*(Q) a-Hélderovsky na celé RN (podle Véty
1.174)). Uvazujme jednoparametricky systém

£ Y fxw, pro t € [0,1].

Podle Véty plati, Ze f, € C=(Q) pro t € (0,1] a f; = f stejnomérné na 2. Dokonce
podle Véty pro vSechna t € [0, 1] plati
[felloa@ < 20 loa -
Aplikaci Véty (L? teorie) na jednoparametricky systém tloh
(4.25) Au = f vQ,
(4.26) u = 0 naodQ,

zjistime, Ze tento problém mé pravé jedno fesenf u, € H*22(Q) «— C?*(Q). Nyni, vime-li,
ze uy € C%(Q)), miizeme pouzit Schauderova odhadu (4.19) a dostaneme

lullenay < € (Iluelcoy + I Fellcoa) < € (lulleagy + 20 fllone ) -

kde C' > 0 zavisi jen na N, « a  a nikoliv na ;. Z principu maxima, Véta [£.7, dale plyne,
ze

[well oy < Cazall fell ooy < Camall fill oo @y < 2Cam2ll fll coo ey »
kde Cizrg je konstanta z nerovnosti (4.12)) zavisejici pouze na 2 a N. Odtud

el cze@ < 2(Cama+ Ol fllcoem) -

Tento odhad je platny pro viechna t € [0, 1][]Zvolme né&jaké ¢, € [0, 1]. Pro toto ¢, m4 tiloha
(4.25)-(4.26)) Teseni uy, € C**(Q). Diky predeslému odhadu feSeni pro ¢ = 0 dostaneme
kontinuaci podle Véty |4.13|

|

Véta 4.15 (Existence klasického FeSeni Dirichletovy tlohy, GILBARG-TRUDINGER [6],
Véta 6.14, str. 107). Necht Q c RY je omezend oblast, L je strikiné elipticky linedrni
operdtor typu (4.13) na Q, ¢ < 0 na Q, f € C*(Q) a vSechny koeficienty v L jsou z

Prote (0,1] tento odhad omezuje feSeni o jejichz existenci jiz vime z L?-teorie, pro t = 0 se jedna o
apriorni odhad, tj. odhad typu pokud C%%(Q) feseni existuje, pak jiz musf byt timto odhadem omezené.
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C*(Q) pro néjaké 0 < o < 1. Necht ddle 09 je tridy C>* a funkce g € C**(Q). Potom
Dirichletova uloha
(4.27) Lu = f naQ,
(4.28) u = g vdfd
md prave jedno veseni v prostoru C>* ()
Véta 4.16 (Fredholmova alternativa pro klasické feseni, GILBARG-TRUDINGER [6], Véta
6.15, str. 107-108). Necht Q C RY je omezend oblast, L je striktné elipticky linedrni
operdtor typu (4.13) na Q (c miZe nabyvat i kladnych hodnot) a vsechny koeficienty v L
jsou z C*(Q) pro néjaké 0 < a < 1. Necht ddle 0Q je tridy C**. Potom nastdvd pravé
jedna z ndsledujicich moznosti.
(1) Homogenni Dirichletova tiloha
Lu = 0 naf,
u = 0 vdQ2
ma pouze nulové Tesent. V tomto pripadé ma Dirichletova tloha
Lu = f naf),
u = g vdfd
pravé jedno tesent v prostoru C>*(Q) pro libovoulnou f € C*(Q) a g € C**(Q).
(2) V opacném pripadé mnoZina vech reseni homogenni Dirichletovy tilohy
Lu = 0 naf,
u = 0 vdQ2

tvord konecné dimenziondlni podprostor C**(2).
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KAPITOLA 5

Hillova-Yosidova véta
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5.1. Definice a zakladni vlastnosti maximalnich monoténnich operatori
V celé kapitole bude H znacit Hilbertiv prostor.

Definice 5.1. Neomezeny linearni operdtor A: D(A) C H — H nazjvdme monoténni,
jestlize splnuje
(Av,v) >0 Yv e D(A).
Rekneme, Ze je maximélni monoténni, jestlize navic plati R(I + A) = H, tj.
Vf e H Jue D(A) takové, Ze u+ Au = f.

Tvrzeni 5.2. Necht A je maximdlni monotonni operdtor. Potom
(a) D(A) je hustd podmnozina H,
(b) A je uzavreny operdtor,
(c) pro kaZdé X\ > 0 je (I + NA) bijekce D(A) na H, (I + NA)™! je omezeny operdtor
a [(I+AA) e < 1.
Dikaz.
(a) Necht pro f € H plati (f,v) = 0 pro kazdé v € D(A). Tvrdime, ze pak f = 0.
Existuje vy € D(A) takové, ze vy + Avg = f. Mame
0= (f,v0) = [lvoll* + (Avo, vo) > [|voll.
Tudiz vy =0, a tedy f = 0.
(b) Zvolime-li néjaké f € H, existuje pravé jedno u € D(A) takové, ze u + Au = f.
Kdyby totiz bylo u také feseni, platilo by
u—u+ Alu—u)=0.
Vezmeme-li skalarni soucin s (u—u) a vyuzijeme monotonii, dostaneme u—u = 0.
Déle plati ||lul| < ||f]], protoze |Ju|* + (Au,u) = (f,u) > |Jul|?>. TudiZz zobrazeni
f > u, které znacime (I + A)~!, je omezeny linedrni operdtor zobrazujici H do
sebe a ||(I + A)~ Y|z < 1. Nynf dokdzeme, ze A je uzavieny operator. Necht
(u,) je posloupnost v D(A) takova, ze u, — u a Au, — f. Musime ovéfit, ze
u€ D(A)a Au= f. Ale u, + Au, — u+ f, a tedy
Uy = (I +A) Huy + Au,) — (I + A)7Hu+ f).
Odtud médme u = (I + A) Y (u+ f), tj. u € D(A) au+ Au=u+ f.
(c) Dokazeme, ze pokud R(I + M\gA) = H pro né&jaké \g > 0, pak R(I + \A) = H
pro kazdé A > \g/2. Stejné jako v dukazu tvrzeni ((b)|) plati, Ze pro kazdé f € H
existuje pravé jedno u € D(A) takové, ze u + M\gAu = f. Navic je zobrazeni
[+ u, které znacime (I + A\gA)~!, omezeny linedrni operdtor s normou ||(I +
AoA) M 2y < 1. Cheeme vyfesit rovnici
(5.1) u+ MNu=f, kde\>0.

Tato rovnice muze byt ekvivalentné zapsana ve tvaru

u—l—)\oAu:%qu(l—%)u,
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nebo téz

(5.2) u=(I+ XA {%f + (1 — %) u] :

Je-li ‘1 — %‘ < 1, tj. A > Ao/2, miZeme pouzit princip kontraktivniho zobrazeni
[2l Theorem 5.7] k ditkazu existence FeSenf rovnice (5.2).

Tvrzeni dokazeme snadno indukei: protoze I + A je surjektivni, I + AA
je surjektivni pro kazdé A > 1/2, tudiz i pro kazdé A > 1/4 atd. [ |

Poznamka 5.3. Pokud A je maximalni monoténni, potom také AA je maximalni mono-
tonni pro kazdé A > 0. Nicméné jsou-li A a B maximalni monoténni operatory, potom
jejich soucet A + B, definovany na D(A) N D(B), nemusi byt maximalni monoténni.

Definice 5.4. Necht A je maximdlni monoténni operdtor. Pro libovolné A > 0 znacime

c o 1
LT+« AAd:fX([—JA),

kde J\ nazgvame rezolventa operdtoru A a Ay Yosidova aproximace (¢i regularizace) ope-

ratoru A. Pripomindme, Ze ||J\|| oy < 1.

Tvrzeni 5.5. Necht A je mazximdlni monotonni operdtor. Potom
a) Ayv = A(Jyw) Yve H aVA>0,

f
g

Duikaz.

(a) Rovnost lze prepsat jako v = Jyv + AA(Jyv), coz je piimo definice Jyv.
(b) Podle ((a))) médme

—~

(Ayv,0) >0 Yve H aVA>0,
| Ayl < (1/N)||v]] Yve H aVA>0.

(
(b) Ayv = Jy(Av) Vv € D(A) aVA >0,
(¢) [[Av]] < [JAv]| Vv € D(A) a YA >0,
(d) lim Jyv=v YveH,
A—0
(e) lim Ayv = Av Vv € D(A),
A—=0
)
)

~—~

A+ A(v — Jyv) = Av,
tj.
Ayv + MNA(Ayw) = Av,

coz znamend, ze Ayv = (I + AA) ™' Av.

(c) plyne snadno z (|(b)].
(d) Predpokladejme napted, ze v € D(A). Potom

v = Jyvl| = Al Axv]| < Al Av|
podle , a tudiz limy_,o Jyv = v.
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Nyni vezmeme libovolny prvek v prostoru H. Pro kazdé ¢ > 0 existuje v; €
D(A) takové, ze ||[v — vi|| < e, protoze D(A) je hustd podmnozina H podle Pro-
pozice Méame

[ T30 = vl < [[Jxv = Jyor [ + [[Javr = v ]| + [log = o]
<2lv — vy || + || awvr — 1| < 2+ || Ty — 1|
Tudiz

limsup || v —v|| <2 Ve >0,
A—=0

takze
lim ||Jyv — v|| = 0.
A—0

(e) je dusledek a ((d)).

(f) Mame
(Axv,v) = (Ayv,v — J)v) 4+ (Ayv, Jyv)
= M| Ayv|]? + (A(Jy), Jyv),
a tedy
(5.3) (Ayv,v) > A[Ayv|
(g) je dusledek a Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti. [ |

Poznamka 5.6. Z Propozice plyne, ze (Ay)xso je tiida omezengch operatori, které
saproximuji“ neomezeny operator A pro A — 0. Tato aproximace bude ¢asto pouzivana.
Je pochopitelné, Ze norma [|A,||zxy bude obecné neomezend pro A — 0.
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5.2. ReSeni evoluéni tilohy 2 + Au =0 na [0,+00), u(0) = ug. Existence a
jednoznacnost

Vyklad zahdjime nasledujicim klasickym vysledkem:

Véta 5.7 (Cauchy, Lipschitz, Picard). Necht E je Banachiv prostor a F: E — E je
lipschitzovské zobrazent, tj. existuje konstanta L takovd, Ze

|Fu— Fv|| < L|jlu—0v|| Yu,v € E.
Potom pro kazdé ug € E existuje prdvé jedno teseni u € C([0, +00), E) tilohy

du
E@) = Fu(t) mna [0,+00),

u(0) = wuo.

(5.4)

Proku ug rikame pocatecni data.

Dikaz.
Ezistence. Vyfesit tlohu ((5.4)) znamend nalézt u € C([0, +00), E') spliujici integralni rovnici

t
(5.5) u(t) = +/ F(u(s))ds.
0
Méjme k > 0, které uréime pozdéji. Oznacme

X & {u € C([0,+00), E) : supe™||u(t)]| < OO} '
>0

Snadno lze ovérit, ze X je Banachiv prostor s normou
def _
[ullx = supe™u(#)]].
>0

Pro kazdé u € X plati, ze funkce ®u definovana

t
(Pu)(t) = uo +/ F(u(s))ds
0
patii také do X. Navic mame
L
|Pu — Dv||x < EHu —vllx Yu,veX.

Zvolime-li k > L, pak ma ® (pravé jeden) pevny bod u v X, ktery je fesenim ([5.5)).
Jednoznacnost. Necht u a u jsou feSeni ulohy (/5.4)). Ozna¢me

def _
o(t) = llu(t) —a(t)].
Z rovnice (5.5)) plyne, ze
t
o(t) < L/ p(s)ds VYt >0,
0
a tudiz ¢ = 0. |
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Predchozi véta je velmi uziteéna pro studium obycejnijch diferencidlnich rovnic. Nicméné
je malo uzitecna pro studium parcidalnich diferencialnich rovnic. Zato nasledujici véta je
mocnym nastrojem pro feseni evolucnich parcidlnich diferencidlnich rovnic, viz Kapitola[o]

Véta 5.8 (Hille-Yosida). Necht A je mazimdlni monoténni operdtor a necht ug € D(A).
Potom existuje pravé jedna funkce

u € CH([0,+00), H) N C([0, +00), D(A))

(kde topologie na prostoru D(A) je indukovdna grafovou normou ||v|| + ||Av||, nebo ekvi-
valentni Hilbertovou normou (||v||? + ||Av||*)Y/?), sphiujici

du
- Au —
(5.6) P (t)+ Au=0 na [0,+00),
u(0) = up.
Navic plati
du

[l < ol \

E“”H — Au(®)]| < | Auo]l ¥t > 0.

Poznamka 5.9. Vyznam Véty 5.8 spoc¢ivéa v tom, Ze prevadi ,evolu¢ni tilohu® na ,staciondrni
rovnici“ u+Au = f (vime-li jiz, ze A je monoténni, coz lze v praktickych aplikacich snadno
OVETit).

Dikaz je rozdélen do Sesti krokii.

Krok 1: Jednoznacnost. Necht u a u jsou feseni ulohy (/5.6)). Plati

(%(u_a),u_a> = —(A(u—@),u—17) <O0.

Pro kazdé ¢ € C'([0, +00), H) plati, Ze

ol € €040l B) o llel? =2 (o).
a tedy
30 = 0l = () = ), u(o) ~ ate) ).

Odtud plyne, Ze funkce ¢t — [|u(t) —u(t)|| je nerostouci na [0, +00). Protoze ||u(0) —u(0)| =
0, méame
|lu(t) —u(t)|| =0 Vt>0.
Hlavni myslenkou dikazu existence je nahradit operator A v tloze operatorem
Ay, pouzit Vétu na aproximujici lohu a pak prejit k limité pro A — 0 s pouzitim
riznych odhadi nezdvislych na . Necht je tedy uy fesenim tlohy

d
ﬂ -+ AAU)\ =0 na [0, +OO),

(5.7) at
U)\(O) =Ug € D(A)
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Krok 2: Mame odhady
(5.8) [ux@ < fluoll V& =0 VA >0,

du,\

(5.9) ' -

které plynou piimo z nésledujictho lemmatu a skutecnosti, ze || Ayug|| < || Auo]|.

()] = 4w < 4wl vtz 03> 0,

Lemma 5.10. Necht w € C'([0,4+00), H) je funkce spliiujici
d
(5.10) d—Qf + Ayw =0 na [0,400).

Potom jsou funkce t — |[w(t)|| at — ||92(¢)|| = [[Arw(t)| nerostouct na [0, +00).
Dtikaz. Mame
d
(d—t;,w) + (Ayw,w) = 0.

Diky Propozici vime, Ze (Ayw,w) > 0, takze $L[|w|®> < 0, a tedy [|w(t)| je

nerostouci. Na druhou stranu A, je linedrni omezeny operator, takze z rovnice (5.7) plyne
(indukei), ze w € C*(]0, +00), H) a také, ze

d /dw dw
E <E) +A>\ (E) = 0.

Stejné jako [[w(t)]| je tedy i [|42(¢)|| nerostouci. Dokonce pro libovolné k € N je ‘

0]
také nerostouci. [ ]
Krok 3: Nyni dokazeme, Ze pro libovolné ¢ > 0 konverguje uy(t) pro A — 0 k néjaké limité,
kterou ozna¢ime u(t). Tato konvergence je navic stejnomérnd na libovolném omezeném
intervalu [0, 7.

Pro kazdé A, > 0 mame

duy, du
E - d_tu + A)\U)\ A#uﬂ = 0,
a tedy
1d )
(5.11) S lea®) = uaI + (Avua(t) = Auu(t), ua(t) — up(t)) = 0.

Vynechame-li pro prehlednost argument ¢, mizeme psat
(Ayuy — Ajuy, uy —uy,)
= (Ayun — Ayuy, uy — Jyuy + Jhuy — Ju, + Ju, —uy,)
(5.12) = (Ayuy — Ayuy, Myuy — pA,uy,)
+ (A(Sux — Jyuy,), oy — J,u,)
> (Anuy — Ayuy, Myuy — pAuuy,).
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2 69, G10) o (12) plyne
1d
el = wlP < 200+ )| Auo

Integraci této nerovnosti dostavame

lun(t) = wu(OI* < A + )t Auol|?,
tj.
(5.13) [[ux(t) — uu ()] < 2/ (A + w)t]| Augl|

Odtud plyne, zZe pro kazdé pevné t > 0 je uy(t) cauchyovska posloupnost pro A — 0, a
tedy konverguje k néjaké limité, kterou oznacime u(t). Pfechodem k limité pro 4 — 0 v

nerovnosti (5.13]) dostaneme
lun(t) = u(®)]] < 2v/At]| Auo].

Tato konvergence je tedy stejnomérnd pro t z libovolného omezeného intervalu [0, 77, takze
u e C([0,+00), H).
Krok 4: Budeme-li navic predpoklddat, Ze ug € D(A?), tj. nejen uy € D(A), ale i

Aug € D(A), potom dokazeme, ze ddit*(t) konverguje pro A — 0 k néjaké limité a zZe

tato konvergence je stejnomérnd na libovolném omezeném intervalu [0, 7.

Ozacime-li vy o dstA, mame dstA + Ayvy = 0. Pouzitim stejného argumentu jako

v Kroku 3 dostaneme, ze
1d

(5.14) 51or = vall” < (Aol + 1 Awoa DA ANl + 1l Awogl])-
Z Lemmatu plyne
(5.15) [Axoa()]l < [|[Axoa(0)]] = [ AxAxuol]
a obdobné
(5.16) [A () < | A0u0) ]| = [[ApAyuol]-

Protoze Aug € D(A), dostavame
A)\A)\uo = J)\AJ)\AUO = J)\J)\AAUO = J/%AZUO,

a tedy
(5.17) [ AxAsuoll < |A%uoll & | AuAuuoll < | A%uo.
Z nerovnosti (5.14), (5.15)), (5.16) a (5.17)) konecné plyne, ze
1d
5 lon = wall? < 20+ ) A%l
Stejné jako v Kroku 3 odtud vyplyva, ze vy(t) = dd%(t) konverguje pro A — 0 k néjaké

limité a ze tato konvergence je stejnomérna na kazdém omezeném intervalu [0, 7).
Krok 5: Za predpokladu uy € D(A?) dokéZeme, Ze u je TeSeni tlohy (b.6)).
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7 ptredchozich Krokl 3 a 4 vime, Ze pro vSechna T' < oo

duy

dt

ux(t) = u(t) pro A — 0, stejnomérné na [0, 77,
(t) konverguje pro A — 0, stejnomérné na [0, 7).

Odtud uz plyne, ze u € C'([0, +00), H) a L2(¢) — 2%(¢) pro A — 0, stejnomérné na [0, 7.

Prepiseme rovnici v tloze (5.7) do tvaru

(5.18) %(t) + A(Jyus(t)) = 0.

Pro A — 0 konverguje Jyuy(t) — u(t), protoze
[ Tyun()) — ()] < [Iyu(t) — Ju(t)]| + [ Inu() — u(d)]
< ua(t) — w(@)|| + || Sau(t) — u(t)|| — 0.
Protoze A ma uzavieny graf, plyne z (5.18)), ze u(t) € D(A) pro vSechna t > 0 a
du
—(7 Au(t) = 0.
2 4) + Auft
Protoze u € C([0,+00), H), je funkce t — Au(t) spojitd z [0,+00) do H, a tedy u €
C([0,400), D(A)). Dostali jsme tedy Teseni tlohy ([5.6]), které navic spliuje

du

@l <l o | G0

' — Au(®)] < [Auol Ve > 0.

Krok 6: Nyni dokon¢ime ditkaz véty.
K tomu vyuzijeme nasledujici lemma.

Lemma 5.11. Necht ug € D(A). Potom pro kaZdé e > 0 existuje ug € D(A?) takové, Ze
|ug — wol] < € a ||Aug — Aug|| < . Jingmi slovy, D(A?) je hustd podmnoZina D(A) (v
grafové norme).

Dikaz. Zvolime uy = Jyugp pro néjaké vhodné A > 0, které uré¢ime pozdéji. Mame
Uy € D(A) a U+ /\Aﬁo = Uyg-.
Je tedy Aug € D(A), tj. ug € D(A?). Na druhou stranu diky Propozici 5.5 vime, ze
lim || Jyug — wol|| = 0, lim ||JyAupg — Aug|| =0 a  JyAug = AJyuo.
A—0 A—0
Pozadované tvrzeni dostaneme, zvolime-li A > 0 dostatecné malé. |
Nyni se vratime k dikazu Véty Pro dané uy € D(A) zkonstruujeme s pouzitim

Lemmatu m posloupnost (ug,) v D(A?) takovou, Ze ug, — ug a Aug, — Aug. Podle
Kroku 5 existuje feseni u,, ulohy

du
W g =
(5.19) ; + Au, =0 na [0, 400),

U, (0) = ugp.
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Pro libovolné t > 0 mame

[un(t) = um @ < [luon = uoml| — 0,

;N—>00
du,, du,,
|0 - S0 < hvon = Avonl — 0

Tudiz

un(t) = u(t)  stejnomérné na [0, +00),
%(t) — %(t) stejnomérné na [0, +00),
kde u € C'([0,+00), H). Piechodem k limité v tloze (5.19) s vyuzitim uzavienosti ope-
ratoru A dostaneme, ze u(t) € D(A) a u splnuje (5.6) pak vyplyva, ze u €
C(]0,+00), D(A)). [
Poznamka 5.12. Necht u) je feSeni ([5.7)).

(a) Predpoklddejme, ze uy € D(A). Podle Kroku 3 vime, ze pro A — 0 konverguje u, (t)
pro kazdé t > 0 k né&jaké limité u(t). Lze piimo dokédzat, ze u € C([0, +o0), H) N
C([0,4+00), D(A)) a ze spliuje (5.6)).

(b) Predpokladejme pouze, Ze ug € H. Stale muzeme dokazat, ze pro A — 0 kon-
verguje uy(t) pro kazdé t > 0 k néjaké limité, kterou znacime u(t). Muze se ale
stat, ze tato limita w(t) nepatii do D(A) pro vSechna ¢ > 0 a Ze u(t) neni na
0, +00) nikde diferencovatelné. Pak u(t) neni ,klasické“ FeSeni (5.6)). Pro takové
uo pak nemé zadné klasické feseni. Muzeme nicméné takové u(t) povazovat
za ,zobecnéné® feseni tlohy . V sekci uvidime, Ze tato situace nemuze na-
stat, je-li operator A samoadjungovany. V tomto piipadé je u(t) ,klasické“ feseni
(5.6) pro kazdé vy € H, i kdyz ug € D(A).

Poznadmka 5.13 (Kontrakéni semigrupy). Pro libovolné ¢t > 0 uvazujme linedrni zobra-
zeni ug € D(A) — u(t) € D(A), kde u(t) je TeSeni tlohy (5.6), jehoz existenci zarucuje
Véta 5.8 Protoze ||u(t)]| < [Juo|| a D(A) je hustd podmnozina H, mizeme toto zobrazeni
spojité rozsitit na omezeny operator z H do sebe, ktery znacime Sy4(t). Muzeme téz pouzit
Poznamku a definovat S4(t) na H primo jako zobrazeni uy € H +— u(t) € H.
Lze snadno oveérit, ze Sa(t) mé nésledujici vlastnosti:

(a) pro kazdé t > 0 je Sa(t) € L(H) a ||Sa(t)|lzmy <1,

L Sa(ti +1t2) = Sa(ty) o Sa(ta) Vti,ta >0,

) { 5a(0) =1,

(c) lim |1Sa(t)up — uo|| =0 Vug € H.

t>0

Takova tiida {S(t)}+>0 operatort (z H do sebe) zavisejici na parametru ¢t > 0 se nazyva
spojitd semigrupa kontrakci.

Hille a Yosida dokonce dokéazali i opacné tvrzeni, tj., ze pro kazdou spojitou semigrupu
kontrakei S(t) na H existuje pravé jeden maximalni monoténni operator A takovy, ze
S(t) = Sa(t) pro vsechna t > 0. Tim je tedy ddno vzdjemné jednoznacné prirazeni mezi
mazimalnimi monotonnimi operdtory a spojitymi semigrupamsi kontrakci.
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Poznamka 5.14. Necht A je maximalni monoténni operator a A € R. Ulohu

3—1;+Au+>\u:0 na [0, +00),
u(0) = o,
lze redukovat na tlohu pomoci jednoduché substituce. Oznacme
o(t) & My(h).
Potom v splnuje
dv

r +Av =0 na [0,+00),

v(0) = up.
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5.3. Regularita

Dokéazeme, 7Ze za dodateénych predpokladi na poc¢atecni data wug je Feseni u tlohy ((5.6)),
jeho# existenci zarucuje Véta [5.8] hladsf, nez pouze C([0, +00), H) N C([0, +00), D(A)).
Za tim ucelem definujeme indukei prostor

D(A*) = {ve D(A* ") : Ave D(A* 1)},
kde k € N, k > 2. Vidime, 7e D(A¥) je Hilbertiiv prostor se skaldrnim sou¢inem

k

(U, U)D(Ak) = (Aju7Ajv)
=0

a prislusnou normou

1
k 2
def i
[ullpary = (Z ||AJUH2) -
=0

Véta 5.15. Necht ug € D(A¥) pro néjaké k € N, k > 2. Potom veseni u lohy (5.6)), dané
Vetou (5.8, splnuje

u € CFI([0,+00), D(AY)) Vje{0,1,... k).
Dikaz. Nejprve predpoklddejme, ze k = 2. Uvazujme Hilbertuv prostor H; = D(A) se
skalarnim soucinem (u,v)pa). Lze snadno ovérit, Ze operdtor A,: D(A,) C Hy — Hi,
definovany

Aju= Au prou € D(Ay),

je maximalni monotéonni na H;. Pouzijeme-li Vétu [5.8] na operdtor A, v prostoru Hy,
dostaneme existenci funkce

u € C*([0,+00), Hy) N C([0,4+00), D(A;))

{D(An — D(4?),

takové, ze
d
d_?: + Aju=0 na [0,+00),
u(0) = up.

Tedy u je TeSenim ulohy (5.6)), které je dano jednoznacéné. Zbyva tudiz dokazat, ze u €
C?([0,+00), H). Protoze

AE,C(Hl,H) a UEC([O,+OO),H1),
méme Au € C([0,+00), H) a

d du
5.20 —(Au)=Al—|.
(5.20) a0 =a(5)
Pouzijeme-li (5.6)), dostaneme
du

n € CY([0,+00), H), tj. u€ C*([0,+0c0), H),
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a

(5.21) % <%) + A (%) =0 na [0,+00).

Nyni pfejdeme k obecnému pripadu k£ > 3. Budeme postupovat indukci pres k. Pfedpo-
klddejme, Ze tvrzeni plati az do fadu k — 1 a vezméme ug € D(AF). Diky piedchozi analyze
vime, Ze TeSeni u tlohy patii do C*(]0, +o0), H) N C([0,+00), D(A)) a Ze spliluje
. Oznacime-li

def du
Cdt’
mame
v € C([0,+00), H) N C([0, +00), D(A)),
d
d—;} +Av =0 na [0,+00),
U(O) = —AUU.
Jinymi slovy, v je (jednoznacné) feseni tlohy (5.6 s pocateéni podminkou vy = —Auy.
ProtoZe vy € D(A*™1), vime podle indukéntho piedpokladu, ze
(5.22) v e CF ([0, 400), D(AY)) Vi e{0,1,... k—1},
tj.

u € CFI([0,+00), D(AY)) Vje{0,1,... . k—1}.
Uz zbyva jen ovérit, ze
(5.23) u € O([0, +00), D(AF)).
Pouzijeme-li s J =k —1, vidime, zZe

(5.24) ‘21—7; € C([0, +00), D(AFY)).

Z (5.24) a (5.6) pak plyne, ze
Au € C([0, +00), D(A*1)),

tj. plati (5.23)). [ |
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5.4. Samoadjungovany pripad

Necht A: D(A) C H — H je neomezeny linearni operator s D(A) = H. Ztotoznime-li
H* s H, mizeme na A* nahlizet jako na neomezeny linedrni operator na H.
Definice 5.16. Rikdme, Ze
o A je symetricky, jestlize (Au,v) = (u, Av) Yu,v € D(A),
e A je samoadjungovany, jestlize D(A*) = D(A) a A* = A.

Poznamka 5.17. Pro omezené operatory pojmy symetrického a samoadjungovaného ope-
ratoru splyvaji. Nicméné pro nemezené operatory je mezi symetrickym a samoadjungova-
nym operatorem jemny rozdil. Kazdy samoadjungovany operator je ziejmé rovnéz symet-
ricky. Opacné to ale neplati, protoze symetrie operatoru A znamena pouze, ze A C A*, tj.
D(A) C D(A*) a A* = A na D(A). Muze se ale stat, ze A je symetricky a D(A) C D(A").
Nasledujici tvrzeni rika, ze pokud A je maximalni monoténni, pak

A je symetricky <= A je samoadjungovany.
Tvrzeni 5.18. Necht A je mazimdlni monotonni symetricky operdtor. Potom je A samo-
adjungovany.
Dikaz. Oznac¢me J; 4 (I + A)~'. Nejprve dokdzeme, ze J; je samoadjungovany. Protoze
J1 € L(H), staci overit, ze

(5.25) (Jiu,v) = (u, Jyv) Yu,v € H.
Oznacime u, def Jiu a vy def Jiv, takze

uy + Aug = u,

v + Av; = v.
Podle predpokladu mame (u1, Avi) = (Aug,v1), a tedy (ur,v) = (u,v1), tj. plati (5.25).

Necht u € D(A*) a oznac¢me f 0w+ A*u. Méme
(f,v) = (u,v+ Av) Vv € D(A),
£,
(f, Jhw) = (u,w) Ywe H.

Odtud plyne, ze u = J; f, a tedy v € D(A). Tim jsme dokazali, ze D(A*) = D(A), tedy ze
A je samoadjungovany. |

Poznamka 5.19. Je tfeba si dat pozor, Ze kdyZ je A monoténni operdtor (dokonce sy-
metricky monoténni operétor), pak A* nemusi byt monoténni. Nicméné lze dokazat, Ze
nasledujici vlastnosti jsou ekvivalentni:

A je maximalni monoténni <= A* je maximélni monoténni

<= A je uzavieny, D(A) je hustd, A a A* jsou monoténni.
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Véta 5.20. Necht A je samoadjungovany maximdlni monotonni operdtor. Pak pro kazZdé
ug € H existuje prave jedna funkce

u € C([0,+00), H) N C'((0,+00), H) N C((0, +00), D(A))

takova, Ze

d
d—?(t) +Au=0 na (0,+00),
u(0) = uo.
Navic mdme
du

(@] < ol a \

1
0] = 14wl <l >0,

(5.26) u e C*((0,+00), D(AY)) Vk,1€{0,1,2,...}.
Poznamka 5.21. Zduraznéme rozdil mezi Vétami 5.8 a[5.20l Zde mame libovolné uy € H

(misto ug € D(A)), zato tvrzeni ik, Ze feSen tlohy je hladké mimo ¢ = 0 a || 9%(t)|| mize
jit do nekonecna pro t — 0+.

Dikaz.
Jednoznacnost. Necht u a « jsou TeSeni. Diky monotonii A je pak funkce ¢(t) oo ||lu(t) —
u(t)||* nerostouci na (0, 4+00). Zarovei je ¢ spojita na [0, +00) a ¢(0) = 0. Tudiz ¢ = 0.
Existence. Diikaz rozdélime do dvou kroki.
Krok 1. Nejprve budeme predpokladat, ze ug € D(A?) a Ze u je FeSeni (5.6)), jehoZ existenci
zarucuje Véta [5.8, Tvrdime, ze
du
dt
Stejné jako v dikazu Propozice [5.18 mame

Jy=Jy a A=A, VYA>0.

(5.27) |

1
] <l o

Vracime se priblizné tloze, formulované v dikazu Véty [5.8|
du by

(5.28) w + Ayuy =0 na [0,400),

ux(0) = ug.

Vezmeme-li skaldrni soucin rovnice v ([5.28) s uy a zintegrujeme pres [0, 7], dostaneme
1 o [ 1,
(5.29) a7+ [ (Avur, un)dt = Fluo|”
0

Vezmeme-li skalarni soucin rovnice v (5.28)) s tddit* a zintegrujeme pres [0, 7], dostaneme
T
du
(5.30) / A
0

@ 2tdt+/0T (A,\u,\(t),%(t))tdtzo.
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&<A/\u>\>uk) = (A)‘d_t)\’u)‘) + (AAU/\, d_t)\> =2 (A)\U)n d_t)\) ;

protoze A5 = A,. Pouzijeme-li integraci per partes na druhy integral v (5.30]), dostaneme

T du,y 1 [T d(Ayuy, uy)
Ay t,—(t)tdt:—/ DA TV gt
/0 ( wa(t), (1) 2 Jo dt

Méme

(5.31) 1 o
= —(A)\U)\(T), UA(T»T - = (AAU)\,U)\)dt.
2 2 /s
Protoze je funkce ¢ — || dur (1) || nerostouct diky Lemmatu 5.10, mame
T 2 2 2
dU)\ dUJ)\ T
.32 — )| tdt > ||—(T)| —.
(5.52) [ | ez || 5

Nyni zkombinujeme (5.29), (5.30)), (5.31) a (5.32)) a dostaneme

i

Sr (D) + T(Asr (T, un(T) + T2 |

Odtud pak plyne

dU)\
—(T
3 \7)

Nakonec v (5.33)) prejdeme k limité pro A — 0+. Tim je dokoncen dikaz ((5.27)), protoze
dur — du (viz Krok 5 ditkazu Véty [5.8).
Krok 2. Nyni piedpokladejme, 7ze ug € H. Necht (ug,) je posloupnost v D(A?) takovd, Ze
Ugn — ug (pFipometime, ze D(A?) je hustd podmnozina D(A) a D(A) je hustd podmnoZina
H, takze D(A?) je hustd podmnoZina H). Necht u, je feSenim tlohy

du,,

Ty + Au, =0 na [0, 400),

1
(5.33) ’ < Flwll VI > 0.

un(0) = uop.
Diky Vété 5.8 vime, ze
|un(t) — wum (V)] < [|von — vom|| VYm,n € NVt >0
a diky Kroku 1, ze

1

du,, du,,
Y Y §¥Hu0n—u0m\| VYm,n € NVt > 0.

-G

Odtud plyne, Ze u, konverguje stejnomérné na [0, 4+00) k néjaké limité u(t) a 94 (¢) kon-
verguje k 9%(t) stejnomérné na libovolném intervalu [§, +-00), kde § > 0. Limitn{ funkce u
splnuje

u € C([0, +o0), H) N C*((0, +00), H),

u(t) € D(A) Vi>0 a i—z(t) +Au(t)=0 Vt>0
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(zde vyuzZivame toho, Ze A je uzavieny).
Nyni ptikrocime k dikazu (5.26). Indukei pres k > 2 dokézeme, ze

(5.34) u € CFI((0,4+00), D(AY)) Vje{0,1,... k}.
Predpokladejme tedy, ze plati az do radu k — 1. Plati tudiz
(5.35) u € C((0,4+00), D(A*1Y).

K dikazu (5.34) staci (vzhledem k Véteé |5.15)) ovérit, ze

(5.36) u € C((0,+00), D(AF)).

Uvazujme Hilbertfiv prostor H % D(A*1) a operator A: D(A) ¢ H — H definovany
D(A) = D(A"),
A=A

Vidime, Ze A je maximalni monoténni a symetricky v H, je tedy samoadjungovany. PouZijeme-
li prvni tvrzeni Véty |5 - 0| v Prostoru H na operator A ziskame jednoznacné feseni v tlohy

dv

dt< )+ Av =0 na (0,+0c0),

v(0) = vp.
pro libovolné voH. Navic mame
v e C([0,+00), H) N C((0,400), H) N C((0, +00), D(A)).

i)
Zvolime-li vo = u(e), kde £ > 0, dostaneme u 6 C((g,+00), D(A¥)), protoze podle (5.35))
jiz vime, Ze vy € H. Tim jsme dokondili dikaz (5.36)). [ |
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KAPITOLA 6

Ulohy pro evoluc¢ni diferencialni rovnice
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6.1. Rovnice vedeni tepla: existence, jednoznacnost a regularita

Pismenem ) budeme znaéit otevienou podmnozinu R s hranici 9. Déle ozna¢me

Q% Q x (0, +00),

5 90 x (0, +00),

kde @ nazyvame (Casoprostorovym) vilcem a ¥ jeho plastém.
Uvazujme tlohu nalézt funkei u(z,t): 2 x [0, +00) — R takovou, ze

ou

(6.1) i Au =0 na @,
(6.2) u=0 na X,
(6.3) u(z,0) = ug(x) mna Q,

kde A = Zf\il 88—;? je Laplactv operator v prostorovych proménnych z, dale ¢ je Casova
proménnd a ug(x) je dand funkce, zvand pocatecni (Cauchyho) podminka ¢ pocéatecéni
data.

Rovnici nazyvame rovnici vedeni tepla, protoze modeluje rozlozeni tepla u v oblasti
() v ¢ase t. Rovnice vedeni tepla a jeji varianty se pouzivaji k modelovani rtiznych difuznich
jevi (nejen difuze tepla). Rovnice vedeni tepla je také nejjednodussim prikladem parabolické
rovnice.

Rovnici rikdme (homogenni) Dirichletova okrajovd podminka. Ta muze byt nahra-
zena Neumannovou okrajovou podminkou

Ju
(6.4) o 0 naX,

kde n je vektor jednotkové vnéjsi normaly k 92, pfipadné jinou okrajovou podminkou (viz
napf. [2 Chapters 8, 9]). Podminka odpovida predpokladu, ze teplota na hranici 02
je udrzovana na nule, zatimco podminka (6.4) odpovidé predpokladu, ze tok tepla pfes
hranici 99 je nulovy (izolovana hranice). ReSeni u(z,t) tlohy (6.1), (6.2). budeme
hledat jakozto funkeci definovanou na [0, +00) s hodnotami v prostoru H, kde H je vhodny
prostor funkci, zdvisejicich pouze na x, naptiklad H = L?(Q) ¢i H = H}(Q). PiSeme-
li pouze u(t), mame tim na mysli, ze u(t) je prvek prostoru H, tedy funkce z — u(x,t).
Tento pristup nam umozni vytesit alohu (6.1)), (6.2)), (6.3)) velmi snadno kombinaci Hillovy-
Yosidovy véty a vysledki uvedenych v [2, Chapters 8, 9].

Pro jednoduchost budeme v celé kapitole predpokladat, ze €2 je tiidy C'*° s omezenou
hranici 0f2, nicméné tento predpoklad lze podstatné zeslabit, pokud hledame pouze slaba
reseni.

Véta 6.1. Necht uy € L*(Q). Potom ezistuje pravé jedna funkce u(z,t) spliujici (6.1)),
9. 63,
(6.5) u € C([0,+00), L*(Q)) N C((0,+00), H*() N Hy () a

(6.6) u € CH((0,+00), L*(Q)).
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Navic plati
u € C®(Q x [g,+00)) Ve >0,
ddle uw € L*((0,+00), H3 () a

T
(6.7) %”U(T)”%?(Q)ﬂL/O Hvu<t)‘|%2(§2)dt:%HMOH%Q(Q) VT >0,
kde
[0(T) 30 /|ux T)Pd
a
|Vu(t ||L2 0u :Et 2 dz.

Dikaz provedeme pomoci Hillovy-Yosidovy teorie v prostoru H = L*(Q) (prostor lze
zvolit i jinak, viz ditkaz Véty [6.2)). Uvazujme neomezeny operdtor A: D(A) ¢ H — H
definovany
D(4) = H¥(Q) N HY(9),
Au = —Au.

Je dilezité zduraznit, ze okrajové podminky (6.2) jsou zahrnuty ve volbé definicniho
oboru D(A). Tvrdime, Ze A je samoadjungovany maximalni monoténni operdtor. Pak lze
totiz pouzit Vétu 2, Theorem 7.7] k dikazu existence jednoznaéného feseni ulohy (6.1)),

, , splnujiciho a .

(i) A je monoténni. Pro vSechna u € D(A) mame

(AU,U)LQ(Q) = /

(—Au)u = / |Vul? > 0.

Q Q

(i) A je maximdlni monoténni. Musime ovéfit, ze R(I + A) = H = L*(Q). Vime
(viz [2] Theorem 9.25]), Ze pro libovolné f € L?(2) existuje pravé jedno Feseni
uw € H?(Q) N HY(Q) rovnice u — Au = f.

(iii) A je samoadjungovany. Diky [2, Proposition 7.6] staci ovéfit, Ze operdtor A je
symetricky. Pro vsechna u,v € D(A) plati

(Au,v)2(0) = / (—Au)v = / Vu- Vv

Q Q

(u, Av)2() = / u(—Av) = / Vu- Vo,
Q Q

takze (Au,v) = (u, Av).

Déle z [2, Theorem 9.25] plyne, 7e pro libovolné I € N je D(A!) ¢ H%() se spojitym
prostym vnotfenim. PTresnéji receno,

={ueH*(Q):u=Au=---=A""u=0nao0}.
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Diky [2, Theorem 7.7] vime, Ze feSeni tlohy (6.1), (6.2), splnuje
u € C*((0,4+00), D(AY)  Vk, I,
a tedy
u € C*((0,+00), H*(Q)) Vk, L.
Odtud plyne (diky [2, Corollary 9.15]), ze
u € C*((0,4+00), C*(Q))  Vk.

Nyni dokézeme rovnost (6.7)). Nejprve formalné vynasobime rovnici (6.1]) funkei v a inte-
grujeme pies Q x (0,7). To je tfeba provést obezietné, jelikoz u(t) je diferencovatelné na
(0, +00), ale ne na [0, +o00). Uvazujme funkei ¢(t) = 3[u(t)]|72 g Tato funkee je tiidy C*
na (0,4o00) (podle (6.6)) a pro t > 0 mame

¢ = (w0 F0) = 08000 =~ [ [P

Pro 0 <e < T < +0 tedy dostavame

o(1) = o0 = [ ot == [ [Tu0) B

Nakonec provedeme limitni pfechod pro e — 0+. Jiz jsme dokdzali, ze u € C([0, +o0), L*(£2)),
takze plati () — g[luoll72(q), a tedy u € L*((0, +00), H(Q2)) a rovnost (6.7) je dokdzana.
|

Pridame-li dalsi predpoklady na pocatecni podminku ug, pak feseni v bude hladsi az
do t = 0. Piipomeiime, Ze mimo bod ¢ = 0 zarucuje Véta vzdy, ze Teseni u je hladké,
tj. u € C®(Q X [e,+00)) pro libovolné malé € > 0.

Véta 6.2. (a) Je-li ug € HY(SY), pak Teseni u lohy (6.1)), (6.2)), (6.3)) spliuje
u € C([0, +00), Hy (2)) N L*((0, +00), H*(R2))
ou

5 € L*((0, 4+00), L*(2)).

Navic mdme

/ T ou
0 12(@)

E(t)
(b) Je-li ug € H*(2) N HY(Q), pak
u € C([0, +00), H*(2)) N L*((0, +00), H*(Q))

2
1 1
dt + S [Vu(T) 20 = 51 Vuollieey VT > 0.

ou 9 1
e € L*((0, +00), Hy(£2)).
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(c) Je-li ug € H*(Q) pro viechna k € N a splriuje tzv. podminky kompatibility
(68) uozAuoz...:Ajuoz...zo na OS5
pro vechna j € N, potom u € C®(Q x [0, +00)).

o . def /s .
Dikaz @ Pracujeme v prostoru H; = HJ () se skalarnim sou¢inem

(u,v) g, d:ef/Vu~Vv+/uv.
Q 0

V prostoru H; uvazujeme neomezeny operator A;: D(A;) C Hy — H;, definovany
D(A)) = {u c H*(D)NH(Q) : Au € H&(Q)} ,
Aju = —Au.

Tvrdime, ze A; je maximalni monoténni a samoadjungovany.

(i) A; je monoténni. Pro vsechna u € D(A;) méme

(Avu, u) g /v ~Au) - Vu+/( Au)u

/yAu|2 /|Vu|2>0

(i) A; je maximdln{ monoténni. Pro libovolné f € H'(Q) patii podle [2, Theorem
9.25] feSeni u € H,(Q) tlohy
u—Au=f v,
{ u=0 na S}
do prostoru H3(Q). Pokud navic f € H}(Q), pak Au € HL(Q), a tedy u € D(A4,).
(iii) A je symetricky. Pro kazdé u,v € D(A;) plati

(A, ), = /Q V(—Au) - Vo + /Q (—Au)

= / AulAv + / Vu-Vu = (u, A10) g,
Q Q
Z [2| Theorem 7.7] plyne, Ze pokud uy € H}(Q), potom existuje fesen{ v tlohy (6.1)), (6.2)),
(6.3) (které se diky jednoznacnosti shoduje s fesenim ziskanym ve Vété takové, ze
u € C([0, +00), Hy(2)).
Nakonec ozna¢me ¢(t) o S Vul(t )HL2 . Tato funkee je t¥idy C'*° na (0,4o00) a plati
d
¢ = (vuto) v—“(ﬂ)
4t/ 120

- (_AU(t)’ %(t)> 12(Q) T ‘ dt

@)
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Odtud pak plyne, ze pro 0 < € < T < 400 mame

2

du

— dt = 0.
dt

L*(9)

o(T) — ple) + / (t

Tvrzeni pak snadno dostaneme z toho, ze ¢(¢) — %||Vu0||%2(m pro € — 0+.

Drikaz @ Zde pracujeme v prostoru Hy = I 2(Q) N HY(Q) se skaldrnim sou¢inem

def
(u, ), = (Au, Av) 200y + (U, v) 2(0)

(dokazte, ze piislusnd norma je ekvivalentni s b&Znou normou v H?(2)). V prostoru Ha
uvazujme neomezeny oparator As: D(As) C Hy — Hj, definovany

D(As) = {u c HYQ)NH} Q) : Au € H&(Q)} :
Ayu = —Au.
Lze snadno dokazat, ze As je samoadjungovany maximalni operator v Hy. Muzeme tedy

aplikovat [2] Theorem 7.7] na Ay v prostoru Hy. Konecné oznac¢me o(t) o %||Au(t)||%2(m.
Tato funkee je tiidy C'* na (0, 400) a plati

o) = (AU(t)= A%(t))m(m

= (Au(t), A%u(t)) 1oy = — IV AU(E) 72 -

Tudiz pro 0 < e < T < 400 mame

o(T) — ple) + / IV ()| dt = 0.

V limité pro € — 0+ dostaneme, ze u € L*((0, +oc), H3(Q2)) (zdivodnéte!) a (diky rovnici
B1)) & € L2((0, +00), H ().

Dikaz . V prostoru H & L*(Q)) uvazujme neomezeny operdtor A: D(A) C H — H,
definovany

{ D(A) = H(©) N Hy (%),
Au = —Au.
Pouzitim [2, Theorem 7.5] dostaneme, 7e pokud uy € D(A*), k € N, potom
u € C*([0,4+00) : D(AY)) Vje{0,1,...,k}.
Predpoklad Ize piepsat jako ug € D(A*) pro viechna k € N. Tud{Zz mdme
u € C* ([0, 4+00), D(AY)) VEeNVje{01,... k}.

7 toho vyplyvé (srov. ditkaz Véty [6.1)), 7e u € C(Q x [0, +00)). |
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Poznamka 6.3. Véta ukazuje, Ze rovnice vedeni tepla ma silny zhlazovaci efekt na
pocdatecni data ug. Vsimnéte si, ze Teseni u(x,t) je tiidy C*° v proménné x pro kazdé ¢ > 0,
a to i v pripadé, Ze jsou pocatecni data nespojita. Z toho mimo jiné plyne, Ze rovnici
vedeni tepla nelze obrdtit v case. To znamena, ze obecné nelze Tesit tlohu s , koncovou*
podminkou

(6.9) % —Au=0 na Q x (0,7,
(6.10) u=0 na 02 x (0,7,
(6.11) u(z,T) = ur(x) na

Museli bychom totiz nutné predpokladat, ze

ur € C®°(Q) a Alup=0nadQ Vje{0,1,...}.
Ale ani s timto predpokladem by FeSeni zpétné ilohy , (6.10)), (6.11]) nemuselo existovat.
6.10), (6.11),

Tato zpétna nesmi byt zaménéna s tlohou (6.12)), kde
0
(6.12) —a—;‘—Auzo na Q x (0,7),

kterd méa vidy pravé jedno FeSen{ pro libovolnou koncovou podminku up € L*() (staci
pouzit substituci ¢t := T — t a aplikovat Vétu .

Poznamka 6.4. Piedchozi vysledky plati (po drobnych tpravéch), i kdyz nahradime Di-
richletovu okrajovou podminku Neumannovou okrajovou podminkou.

Poznamka 6.5. Je-li ) omezena, lze ilohu , , resit téz rozkladem v Hilber-
tové bdzi prostoru L2(2). Pro tento ucel je vhodné zvolit bazi (e;(x))i;en prostoru L2(£2)
sestavajici z vlastnich funkci operdtoru —A (s homogenni Dirichletovou okrajovou podmin-
kou), tj.

{ —Ae; = N\je; mna €,

e, =0 na o2
(viz [2Z, Section 9.8]). Reeni u tlohy (6.1)), (6.2)), (6.3) hleddme ve tvaru fady

o0

u(a,t) =Y a;(t)e;(x).

i=1
(Tato metoda je nazyvana metodou separace proménngch ¢i Fourierovou metodou. Fourie-
rovy tady skutecné historicky vznikly, kdyz Fourier studoval rovnici vedeni tepla v jedné
prostorové proménné.) Okamzité vidime, ze funkce a;(t) musi spliiovat

a;(t) + Nai(t) = 0,

takze mame a;(t) = a;(0)e~**. Konstanty a;(0) pak uréime ze vztahu

o0

up(x) =Y a;(0)e; ().

=1
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To znamend, ze feseni u tlohy (6.1] m ﬂ . dostaneme ve tvaru

u(z,t) :Zaz ei(x),
=1

kde konstanty a;(0) jsou soufadnice ug(x) v ortonormalni bézi (e;)ien, tj. a;(0) = [, uge;.
Otézka konvergence této rady (a také regularity feseni u, ziskaného timto zpﬁsobem) je

studovéna v [?]. VSimnéte si analogie mezi uvedenou metodou a standardni metodou feseni
linedrni soustavy diferencidlnich rovnic

du

— + Mu =0,

dt

kde hodnoty u(t) se nachézeji v konetné rozmérném linedrnim Vektorovém prostoru a M
je symetrickd matice. Zasadni rozdil samoziejmé spociva v tom, Ze tloha (6.1] . .
prislusi nekonecné rozmeérnd soustava.

Poznamka 6.6. Podminky kompatibility vypadaji mozna na prvni pohled zdhadné,
ale ve skutecnosti jsou prirozené. Tyto podminky jsou nutné k existenci feseni u tulohy

(6.1), (6.2), (6.3), které je hladké az do t = 0, tj. u € C*>(Q x [0,400)) (jen podminky
ug € C°(Q) a ug = 0 na 92 nezarucuji hladkost az do t = 0). Skutecné, predpokladejme,

7e u € C(Q) x [0, +00)) spliuje (6.1 (6.1), (6.2), (6.3). Pak zfejmé

j
gtu—O na VjeN

a diky spojitosti také

J
YU pa 9 x [0,400) Ve N.

ot
0*u ou
T =A (E)t) =A% naQ,

(6.13)
Dale plati

a indukei dostaneme

o’
87;_Aju na Q VjeN.
Opét diky spojitosti mame také
i
(6.14) 81: =Au naQx[0,+00) VjeN.

Porovnanim (6.13) a na 9 x {0} ziskdme (6.8).
Poznamka 6.7. Existuje ovsem mnoho variant véty o regularité u blizko ¢ = 0, pokud
zvolime predpoklady nékde mezi pripady (b)) a ((c)) Véty [6.2]
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6.2. Princip maxima

Principem maxima nazyvame nasledujici tvrzeni.

Véta 6.8. Necht ug € L*(Q) a bud u resent tilohy (6.1)), (6.2), (6.3)). Potom pro viechna
(x,t) € Q plati

min {O,igfuo} < u(z,t) < max {O,supuo} :
Q

Diikaz. Podobné jako v [2] pro elipticky piipad pouzijeme Stampacchiovu metodu ofiznuti.
Oznac¢me

K% max {O, sup uo}
Q

a predpoklddejme, ze K < 4o00. Zvolme funkci G € C*'(R), spliiujict
(i) IG"(s)| < M Vs €R,
(ii) G je ostre rostouci na (0, +00),
(i) G(s) =0 Vs <0
a oznacme

H(s) % / Glo)do, seR.
0

Snadno lze ovérit, ze funkce

ot) /Q H(u(z,t) — K)da

ma nasledujici vlastnosti:

(6.15) v € C([0,4),R), ©(0)=0, ¢ >0na|0,+00),
(6.16) ¢ € C((0,+0),R)

J(t) = /Q G(u(x,t)—K)%(x,t)dx: /Q Glu, 1) — K)Au(z, )da

= — / G'(u — K)|Vul*dr <0,
Q
diky tomu, Ze G(u(z,t) — K) € H}(Q) pro vSechna ¢t > 0. Odtud pak plyne, Ze ¢ = 0, a
tedy pro vsechna ¢t > 0 plati u(x,t) < K skoro vsude na . [ |

Dusledek 6.9. Necht ug € L*(Q). Potom teseni u 4lohy (6.1)), (6.2)), (6.3) md ndsledujici
vlastnosti:

(i) Je-li ug > 0 skoro vsude na 2, pak u >0 na Q.

(ii) Je-li up € L>*(Q), potom u € L>*(Q) a

(6.17) [ullz@) < lluollz=(o)-
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Diisledek 6.10. Necht ug € C(Q)NL*(Q) a ug = 0 na 9. Je-li Q neomezend, predpokld-
dejme navic, Ze ug(x) — 0 pro |z| — +o00. Potom feseni u tlohy (6.1), (6.2)), (6.3) patri
do C(Q).

Dikaz. Ziejmé existuje posloupnost (ug, n)neN funkei z C§°(92) takova, ze uo n — Uy V Pro-

storech L=(2) a L*(Q). Podle Véty [6.2] pat¥{ feseni u,, tlohy (6.1)), - s pocatecni
podminkou g, do prostoru C*(Q). Déle diky [2, Theorem 7.7] vime, Ze

Jn®) — u(®) 200y < lto — tollziey Ve > 0.
Navic podle (6.17)) plati
||un - um“L‘X’(Q) S HUO,n - uO,m”L“(Q)

Tudiz posloupnost (u,),en konverguje k u stejnomérné na @, a tedy u € C(Q). [ |
Podobné jako v eliptickém piipadé (viz [2]) existuje alternativni pristup k principu
maxima. Pro jednoduchost nyni predpokladejme, ze € je omezend. Necht u(x,t) spliuje

(6.18) u € C(Q x[0,7)),
(6.19) u je tiidy C* v t a tiidy C?* vz na Q x (0,7T) a
(6.20) % —Au<0 naQx(0,7).

(Vsimnéte si, nepfedepisujeme zadnou okrajovou ani poc¢ateéni podminku.)
Véta 6.11. Necht u splnuge (6.18]), (6.19) a (6.20)). Potom

(6.21) max u = maxu,
Qx[0,T] P

kde P (Q x {0}) U (092 x [0,T)) (hranice casoprostorového vilce 2 x (0,T) bez ,horni

podstavy ).

Dikaz. Ozna¢me v(z,t) o u(x,t) + elx|?, kde e > 0, takze

(6.22) % —Av < —2eN <0 nax(0,7).

Dokazeme, ze

max v = maxu.

Qx[0,T] P
Pfedpokladejme opak. Pak musi existovat bod (z¢,ty) € Q x [0, T] takovy, Ze (xo,to) & P
a

max v = v(xg, ty).

Qx[0,T)
Protoze zop € Q2 a 0 <ty < T, mame
(623) Av(xo,to) S 0
a
ov
6.24 t 0,
( ) ot -, (w0, t0) =
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protoze pokud ty < T, pak %(mo, to) = 0 a pokud ¢ty = T', potom %(wo, to) > 0 (preciznéjsi
by bylo pracovat na Q x (0,7"), kde T’ < T, a pak prejit k limité pro 7" — T'—, protoze v
je tridy C' v t pouze na Q x (0,7')). Kombinaci (6.23) a (6.24]) nyni dostévame

0
(a_: - AU) (x07t0) > 07

coz je spor s (6.22). Dokéazali jsme tedy, Ze

‘max v =maxv < maxu + eC,
Qx[0,T] P P

def v .
kde C' = sup,.q |7|>. Protoze u < v, madme

‘max u <maxu+eC Ve >0,
Qx1[0,7] P

a tim je dukaz (6.21]) dokoncen. [ |
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6.3. Vlnova rovnice
Necht Q C R¥ je oteviend mnozina. Stejné jako vySe oznac¢me
Q def 0 x (0 +OO>

2 290 x (0, +00).

Uvazujme nasledujici tlohu: najit funkei u(z,t): Q x [0, +00) — R splitujici

82
(6.25) a—tg—Au_O na @,
(6.26) u=0 na X,
(6.27) u(z,0) = ug(x) mna €,
ou
(6.28) 5 —(z,0) = vo(z) na €,
kde A = Z@ 1 a 5 je Laplactiv operator v prostorovych proménnych z, dale ¢ je casova

proménna a ug a UO jsou dané funkce.
Rovnici (6.25)) nazyvame vinovou rovnici. Operator ( 5 A) se Casto znac¢i [ a nazyva

se d’Alemberttuv operator. VInova rovnice je typickym prikladem hyperbolické rovnice.

Pro N = 1 a Q = (0,1) modeluje rovnice (6.25) malé kmitdni struny pii absenci
vnéjsich sil. Malé proto, Ze plna rovnice je velmi slozita nelinearni rovnice, jejiz linearizace
blizko ekvilibria (rovnovazného stavu) je rovnice (6.25)). Pro kazdé ¢ popisuje graf funkce
x € Q+— u(z,t) polohu struny v ¢ase t. Pro N = 2 modeluje rovnice (6.25) malé kmitani
pruzné membrany. Pro kazdé t pak graf funkce = € Q — wu(x,t) popisuje polohu membrany
v case t. Obecné rovnice modeluje sirent viny (zvukové, elektromagnetické atd.) v
homogennim pruzném prostiedi 2 C RV,

Rovnice (/6.26)) je (homogenni) Dirichletova okrajovd podminka. Ta miZe byt nahrazena
Neumannovou nebo i jinou podminkou. Podminka u = 0 na ¥ znamend, Ze struna (nebo
membrana) je pevné uchycend na 0f2, zatimco Neumannova podminka ik, ze struna je v
koncovych bodech volna.

Rovnice a popisuji pocatecni stav soustavy, a to pocdtecni rozloZeni (po-
¢atecni vychylku) popsané funkei ug a pocdtecni rychlost popsanou funkei vy. Data (ug, vo)
jsou téz nazyvany Cauchyho data.

Pro zjednoduseni situace budeme ve zbytku této sekce predpokladat, ze 2 je tiidy C*°
s omezenou 0f).

Véta 6.12 (existence a jednoznacnost). Necht uy € H*(Q)NHY(Q) a vy € HF(2). Potom
existuje jednoznacné teseni u ulohy (6.25)), (6.26)), (6.27), (6.28]) spliujici

u € C([0, 4+00), H*(2) N H(2)) N CH([0, +00), Hy ()

(6.29) N C%([0, +00), L*(12)).
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Navic plati

ou
030 | G0] IV = ol + IVule 20
12(0)

kde ) )
ou ou
— (1 = t)| d
50|, = [l5es] e

a

2
dz.

ou
IVu()] oo Z/ e

Poznamka 6.13. Rovnice (6.30)) je zdkon zachovani, ktery ikd, Ze energie soustavy se v
case nemeéni.

Pred dikazem Véty zminme jesté vétu o regularité.
Véta 6.14 (regularita). Predpoklidejme, Ze pocatecni podminky spliuji
uy € H*(Q) a vy € H*(Q) VEeEN
a podminky kompatibility
Alug = ANvy=0na 0Q Vje{0,1,2,...}.
Potom teseni u lohy (6.25), (6.26), (6.27), (6.28)) patri do C>®(Q x [0, +00)).

Dukaz Véty [6.12| Stejné jako v sekci se budeme na u(x,t) divat jako na zobrazeni
definované na [0, +00) takové, ze pro kazdé t > 0 je jeho hodnota u(t) zobrazeni x — u(x,t).
Rovnici (6.25)) prepiSeme ekvivalentné ve tvaru soustavy dvou rovnic prvniho fadu

%—U—O na @,
(6.31) avt
a—AU—O na @

(standardné se diferencidlni rovnice k-tého fadu prepisuje jako soustava k rovnic prvniho
Fédu). Oznacime-li U % (u,v)7, piejde (6.31)) do tvaru

dU

— + AU =0,

dt
kde

v ()0 (A7) ()-(3)

Nyni aplikujeme Hillovu-Yosidovu teorii v prostoru H = H}(Q) x L*(Q) se skaldrnim
soucinem

(Uy,Uy) = / Vuy - Vusdz + / uqguodx + / v voda,
Q Q Q
kde U1 = (Ul,U1>T a U2 = (UQ,UQ)T.
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Uvazujme neomezeny operator A: D(A) C H — H definovany (6.32)) s
D(A) = (H*(Q) N Hy () x Hy ().

Poznamenejme, ze okrajova podminka ((6.26]) je zahrnuta ve volbé prostoru H. Podminka
v = % =0 na X je pfimym dusledkem (6.26)).

Tvrdime, ze A + I je maximélni monoténni na H.

(i) A+ I je monoténni. Pro U = (u,v)T € D(A) skutetné mame

(AU,U)H+||U||§{:—/Vv-Vu—/uv—I—/(—Au)v
e 0 0

+/u2+/]Vu]2+/v2

Q Q Q

Z/uv+/u2+/v2+/|Vu|220.
Q Q Q Q

(ii)) A+ I je maxim&lni monoténni. To obnasi dokazat, ze A + 2I je na. Pro libovolné
dané F' = (f,9)" € H tedy musime dokézat existenci fesen{ soustavy AU + 2U =
F' tj. soustavy
—v+2u=f naf,
(6.33)
—Au+2v=g nafl,
kde
uw€ H*(Q)NHQ) a ve H Q).
Ze soustavy (6.33]) plyne, ze
(6.34) —Au+4u=2f+g.

Rovnice ([6.34) ma diky [2], Theorem 9.25] jednoznacné feseni u € H?(Q) N Hy ().

Funkci v € Hj () dostaneme jednoduse jako v = 2u — f. Tim mame feseni ([6.33)).
Pouzitim Hillovy-Yosidovy véty ([2, Theorem 7.4 a Remark 7.7]) dostdvame nyni existenci
a jednoznacnost feseni tlohy

dU
s + AU =0 na [0,+00),
U(0) = U,
kde
(6.35) U € CY([0,+00), H) N C([0, +00), D(A)),

protoze Uy = (ug,vo)T € D(A). Z (6.35)) pak plyne (6.29).
K dikazu (6.30) sta¢i vyndsobit rovnici (6.25) derivaci 2% a zintegrovat pies €. Vyuzi-

jeme pri tom, ze
Pudu, 10 / ?
—_——dr = ——
o Ot? Ot 20t Jq

ou du

E(Z‘J)
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/Q( Au)atdx—/Vu —Vudx—ﬁa/]Vu] dz.
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