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Predmluva

Véazeny ¢tenari,

predlozeny text se vaze ke stejnojmennému modulu vytvoreného v ramci reSeni projektu
»Matematika pro inZenyry 21. stoleti— inovace vyuky matematiky na technickych skoldch v novych
podminkdch rychle se vyvijejici informacni a technické spolecnosti“.

V textu jsou vylozeny zékladni partie tykajici se abstraktnich prostort, prostoru funkei, pro-
storu distribuci a jejich aplikace na feseni tloh pro eliptické, parabolické a hyperbolické parcidlni
diferencidlni rovnice.

Cilem predklddaného textu je vysvétlit, ze existence a nasobnost feseni okrajovych tloh par-
cidlnich diferencidlnich rovnic zavisi na funkénim prostoru, v némz tato feSeni hleddme. Ctenar
bude seznamen se zékladnimi poznatky z teorie prostort diferencovatelnych funkci, integrovatelnych
funkei, teorii distribuci a teorii Sobolevovych prostort. Teoretické poznatky jsou pak aplikoviany
pri studiu existence reseni zakladnich typu diferencidlnich rovnic. Zakladnim pojmem, na kterém
stavime, je distribuce.




Text byl vysazen pomoci sazectho systému TEX ve formatu pdf BTEX.

Tento a také ostatni vyukové materidly vzniklé v rdmci projektu Matematika pro inzenyry 21.

stoleti lze najit na strankach http://mi21.vsb.cz/ a http://mi21.zcu.cz/.

Text byl vysizen pomoci sazeciho systému TEX ve formatu pdf BTEX 2¢.

V Plzni 30.6. 2012 Jiri Benedikt, Petr Girg, Petr Tomiczek
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Kapitola 1

Abstraktni prostory a prostory
funkci




Pruavodce studiem

V této kapitole se sezndmite se zdkladnimi poznatky z funciondlni analyzy (teorie topologickych, me-
trickych, linedrnich, normovanych, Banachovych a Hilbertovjch prostori) a teorie miry (méritelny
prostor a prostor s mirou, o-algera, konstrukce miry, Lebesguetiv integrdl). Uvedené poznatky z funk-
ciondlni analyzy a teorie miry se pak spolecné uplatni v teorii prostori integrovatelngch funkci. Na
zdver kapitoly wvedeme jesté zdklady teorie prostoru spojitych funkci. Tato kapitola md pripravny
charakter pro modernt pristup k teorii parcidlnich diferencidlnich rovnic a doporucujeme si ji precist
jako pruni. Funkciondlni analyza i teorie miry jsou v soucasné dobé velmi rozsdhlé teorie a v této
uvodni kapitole pokryvdme jen velmsi zakladni témata nutnd k pochopent dalsich casti tohoto ucebniho
textu.

1.1. Abstraktni prostory

1.1.1. Topologicky prostor

V nésledujicim textu uvazujeme systémy {A;};c; prvki néjaké mnoziny B (Vi € I : A; € B) popsané
pomoci indexu 7 z mnozZiny I, kterd muze byt spofetnd i nespocetné. Systém {A;};c; chdpeme jako
zobrazeni I — B, které indexu i € I prifadi prvek A; € B. Je-li I = N, pak {4;}ien je posloupnost
prvki v B a zapisujeme to téz jako {A;}2,. Je-li I = {1,2,..., M} koneénd podmnozina N, piSeme
{A; M.V tomto textu je vétsinou I C R.

Definice 1.1 (Topologie, topologicky prostor, spojitost, [20], Definice 1.2). Necht X je
neprazdna mnozina.

1. Systém 7 C 2% podmnozin mnoziny X se nazyva topologie na X, ma-li nasledujici t¥i vlast-
nosti

(T1) 0eTaXeT.
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M
(T2) VM e NV{V;}M, c T nlvi eT. T@7
1= ‘:’* ‘?

(T3) Y{Valtaer € T (indexovd mnozina I muze byt konefnd, spodetnd i nespocetnd), plati

UV.eT.
acl
> ZAPADOCESKA
2. Je-li T topologie na X, nazyvame (X, T) topologicky prostor a prvky systému T nazyvdme D Vo
otevrené mnoziny v X.

3. Jsou-li X,Y topologické prostory a f: X — Y zobrazeni X do Y, fikdme, ze f je spojité prave
tehdy, kdyZ pro kazdou otevienou mnozinu V C Y je jeji vzor f~1(V) oteviend mnoZina v X.

Definice 1.2 (Uzavienost a kompaktnost, [20], Definice 2.3). Necht (X,7T) je topologicky
prostor .

(1) Mnozina E C X je uzaviend, jestlize X \ E € T.

(2) Uzdvér E mnoziny E C X je nejmensi uzaviena podmnozina X obsahujici £ (nejmensi ve
smyslu inkluzi).

(3) Mnozina K C X je kompaktni, jestlize pro kazdy systém {Va}acr CT: K CJye;
koneény podsystém, jehoZ sjednoceni obsahuje K. (Rikdme, Ze z kazdého pokryti kompaktni
mnoziny K otevienymi mnozinami lze vybrat koneéné podpokryti).

V. existuje

(4) Jestlize X je kompaktni mnozina, nazyva se kompaktni prostor.
(5) Okoli bodu x € X je kazdd U € T takovd, ze x € U.
(6) (X,T) je Hausdorffiv prostor, jestlize plati:
Vp,qe XU, VeT:p#q = peU)A(geV)ANUNV =0)

(tzv. aziom oddélitelnosti dvou bodi).




(7) X je lokdiné kompakini, jestlize

Ve e X3U € T: € UAU je kompaktni.

Poznamka 1.3. Kompaktnost hraje ustfedni roli v aproximaci. Vétsina metod hledani feSeni je na
aproximaci a postupném priblizovani k feseni zalozena. Proto nas bude velmi zajimat charakterizace
kompaktnosti podmnozin v riznych prostorech.

Topologii T lze ¢asto vyjadrit pomoci mensi mnoziny zvané baze.

Definice 1.4. Bdze topologického prostoru (X, T) je soustava otevienych mnozin B C T takova,
ze kazda oteviend mnozina A € T se da zapsat jako sjednoceni prvka v B, tj.

VAET Hratacr CB: A=|J7a.

icl

Definice 1.5. Necht’ (X,T) je topologicky prostor, {u;};XF C X je posloupnost bodii z X a
u € X. Jestlize ke kazdému okoli G bodu x existuje index ng € N takovy, ze u, € G pro vSechna
n > ng, rekneme, ze posloupnost {u; }:1°5 konverguje k bodu u € X a piseme x,, — = v (X, T) nebo

lim u; = u, pripadné také
71— 00
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1.1.2. Kviz - Topologické prostory

| Topologické prostory - zakladni pojmy
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1. Mame topologicky prostor (X, T),
a) pak plati: D

A, BeET=ANBeT
A, BeT=AUBeT

A €T= U An¢T
n=1
A, BET=ANBET

DeT,XeT
A €T=UALET

A, BeT=ANBeT
DeT,X¢T
A, BeET=AUBeT
A, BeET=ANBeT
0¢T,XeT

Ane€T= () AngT
n=1

b) pro A€T a spojitou funkei f : X — X plati

f~1(A)eT
i A)e¢T
fA)eT

FAET




¢) pro kazdou mnozinu A€ 7T plati

X\ A je oteviend

A je oteviend i uzavienda
D ZAPADOCESKA

> UNIVERZITA

A je uzaviend v PLZNI

A je oteviend

d) pro uzavienou mnozinu AC X a kompaktni mnozinu £ C X plati

ACE, pak A je kompaktni
ECA, pak E je uzaviend

ANE je uzaviena

(X\A)NE, je kompaktni




e) soustava mnozin BC T tvoii bdzi prostoru (X, T) pravé tehdy, kdyz
VAT Hro}eB: A= | 7a

acl
VAeT Hrat€B: A= () Ta

acl
VAET H{ra}eB: AC U 7a

acl

VAET je X \ AeB




1.1.3. Metricky prostor

Definice 1.6. Necht X # () je libovolnd mnozina a p: X x X — [0,+0c0) spliiuje pro vSechna
z,y € X podminky

(MT1) p(z,y) =0z =y,
(MT2) pz,y) = p(y, @) (symetric),
(MT3) p(z,y) < p(z, 2) + p(z, x) (trojihelnikovd nerovnost ).
Potom zobrazeni p fikdme metrika a dvojice (X, p) se nazyva metricky prostor.

Poznamka 1.7. Metricky prostor je zaroven topologickym prostorem. Na metrickém prostoru X

uvazujeme tzv. zobecnéné koule B(z,r) e {y € X: p(z,y) < r} se stiredem xz € X a polomérem

r > 0. Topologie 7 na metrickém prostoru je pak mnozina vSech moznych sjednoceni zobecnénych
kouli. Této topologii fikime topologie indukovand metrikou p. Bdzi topologie indukovanou metrikou
je pak systém vSech otevienych kouli B(z,r), kde & probihd vSechny prvky X a r probihd interval
(0, +00).

Véta 1.8. Posloupnost prokd {u;};2, C X konverguje v metrickém prostoru (X, p) k proku u € X
(v topologii indukované metrikou p) prdavé tehdy, kdyz plati

Ve > 03ng € NVn € N: n 2 ng = p(u,u,) <e.

Definice 1.9. Rekneme, Ze posloupnost prvki {u;}3°2, C X je cauchyovskd v metrickém prostoru
(X, p), pokud plati:

Ve > 03ng € NVm,n € N: m,n 2 ng = p(um,u,) <€.

Definice 1.10. Rekneme, 7e metricky prostor (X, p) je tiplng, pokud kazda cauchyovska posloupnost
konverguje k néjakému prvku tohoto prostoru.
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Definice 1.11. Zobrazeni A: X — X se nazyva kontrakce, pokud existuje 0 < o < 1 takové, Ze pro
vsechna z,y € X plati

p(A(x),A(y)) < ap(z,y).

Nésledujici tvrzeni je kli¢ové v mnohych dikazech existence feSeni operdtorovych rovnic (speci-
alné parcidlnich diferencidlnich rovnic) a zéroven podtrhuje vyznam uplnosti prostoru. Proto i pres
jeho notorickou zndmost mezi matematickou verejnosti si zde dovolime provést dikaz.

Véta 1.12. Necht (X, p) je neprizdny dplng metricky prostor a A: X — X je kontrakce na X. Pak
existuje pravé jeden prvek x € X takovy, Ze A(x) = x.

Diikaz. Nejprve definujeme rekurentn{ posloupnost z,11 = A(z,), n € N a g € X je libovolny
prvek. Nyni ukdZeme, Ze tato posloupnost je cauchyovska. To ukazeme snadno z trojuhelnikové
nerovnosti (MT3) a faktu, ze A je kontrakce. Zvolime ¢ > 0 a hleddme pfislusné ny € N. Necht
m,n € N. Bez Gjmy na obecnosti lze pfedpoklddat, ze m > n (symetrie p):

P(TmsTn) S P(Tms Tm—1) + P(Tm—1,Tm—2) + -+ + p(Tnt1,Tn) =
P(A(zm-1), A(Tm—2)) + p(A(Tm—2), A(Tm-3)) + -+

+ ot p(Azn), Alzn-1)) S

ap(Tm—1,Tm—2) + Ap(Tm—2,Tm—3) ++ + ap(Tp, Tn-1) =

m—2

< Oém_lp(xhxo) +a p(z1,20) + -+ a"p(x,20) =
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1849
Protoze lim -2— =0, lze najit ng € N tak, %e pro viechna n > ng plati:
e N 0 ) J 0 ; p 0P Y 7
2 >

%
Y, 5
n /05'4' 5 “\Qk

0< T1,%0) < €.

1 _ Oép ( 1, 0)
Tudiz je posloupnost cauchyovska. Protoze podle predpokladu je prostor X uplny, konverguje po- p ZAravocesa
sloupnost z, k néjakému prvku z € X. Ziejmé plati v pLZNI

p(A(x), A(zn-1)) < ap(z, zn),
kde z,, — x. Proto téz A(x,—1) = A(z). Z vySe uvedenych konvergenci a rekurence
Vn e N: A(zp_1) = an
jiz plyne
Alz)==x.

Jednoznacnost plyne opét z vlastnosti kontrakce. Necht =,y € X: x # y a zaroven A(z) =
=z, A(y) = y. Potom
p(A(z), A(y)) = ap(z,y) = ap(A(z), A(y)) ,

coz jespor s 0 < a < 1. ]

Definice 1.13. Necht’ (X, p) je metricky prostor. O mnoziné M C X fekneme, Ze je v prostoru
(X, p) hustd, jestlize M = X, naproti tomu o M fekneme, 7e je 7idkd, jestlize X \ M je hustd. Dale
fekneme, ze mnozina M C X je 1. kategorie, jestlize M = U2, M, kde M,, jsou ridké v X a ze
mnozina M C X je 2. kategorie, jestlize M neni 1. kategorie.

Nésledujici véta mé zajimavé disledky, s nimiz se seznamite pozdéji.

Véta 1.14 (Baire, RUDIN [21]). Necht’ (X, p) je dplng metricky prostor a M C X je libovolnd
otevrend a meprdzdnd podmnoZina. Pak M je 2. kategorie v X. Specidlne X je 2. kategorie sdm v
sobée.




1849
Definice 1.15. Metricky prostor se nazyva separabilni, jestlize v ném existuje spocetnd hustd pod-
mnozina. Y 7
D 4

Véta 1.16. Metricky prostor (X, p) je separabilni, pravé tehdy, kdyz existuje spocetnd bdze topologie

indukované metrikou p.
ZAPADOCESKA
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1.1.4. Linearni prostor

Definice 1.17. Linedrni prostor nad R (C; obecné nad libovolnym télesem F) je mnozina X
spolecné se dvéma operacemi: s¢itdni - + -: X x X — X a ndsobeni redlnym (komplexnim) ¢islem
(obecné prvkem télesa F): R x X — X. Tyto dvé operace spliiuji axiomy: Pro vSechna a,b € R (C;
obecné F) a u,v,w € X:

Jo e XVv € X: v+ o= wv. Prvek o se nazyva neutrdlni prvek nebo nulovy vektor.
Vv € X Jw € V: v+ w = o. Prvek w se nazyva opacny prvek k prvku v.

LP3) Vu,v,w € X: u+ (v+w) = (u+v) +w.

LP6) Yu € X: 1v = v, kde 1 je ¢islo jedna (v obecném piipadé jednotkovy prvek télesa IF).

)
)
)

LP4) Vu,v € X:u4+v=v+u.
)
)

LP7) Yu,v € X Va € R (C; obecné F): a (u+v) =au+ av.
)

(
(
(
(
(LP5) Vu € X Va,b € R (C; obecné F): a (bv) = (ab)v.
(
(
(

LP8) Vu € XVa,beR: (a+b)u=av+bu.

Nebudeme zde rozvadét obsahlou teorii linedrnich prostori. Axiomy jsme zde uvedli jen pro
zopakovani. Kazdy ¢tenar by mél umét dokazat tato tvrzeni:

1. Kazdy linearni prostor ma pravé jeden nulovy prvek.




2. Pro kazdy prvek u € X existuje pravé jeden opacny prvek a tento opacny prvek je roven
(—1) u.

1.1.5. Normovany linearni prostor, Banachiv prostor

Definice 1.18. Necht X je linedrni prostor. Nezdporna funkce || - ||x: X — [0,400) se nazyva
norma na linedrnim prostoru X, splnuje-li axiomy

(N1) Vu € X: ||lu||lx =0 = u = o, kde o je neutrdlni prvek X,
(N2) Yu € XVk € R: ||kul|x = |&| Jullx,

(N3) Vu,v € X: |lu+v|x S |ullx + ||v]|x-

Nezépornd funkce || - [|x: X — [0,4+00) spliujici (N2)-(N3) se nazyvd seminorma na linedrnim
prostoru X.

Dvojici (X, || - || x) nazyvadme normovany linedrni prostor.

Normovany linedrni prostor je metricky prostor s metrikou d(u,v) ef lu — v||x. Jako kazdy

metricky prostor je to tedy i topologicky prostor. V teorii parcidlnich diferencialnich rovnic se nej-
castéji potrebuji uplné normované prostory, proto maji svij nazev, rika se jim prostory Banachovy
na pocest polského matematika Stefana Banacha.

Definice 1.19. Necht (X, || - |x) je normovany linearni prostor. Rekneme, Ze je tento prostor
Banachiiv, pokud je vzhledem k metrice d(u, v) = |lu—v||x plny, tj. kazda cauchyovska posloupnost

prvka {u,}52; C X v normé || - || x konverguje v téZze normé k n&jakému prvku u € X.

Poznamka 1.20. Zkuste si sami odpovédét na otazku, pro¢ se v analyze nejcastéji potiebuji Ba-
nachovy prostory. Svoji odpovéd zduvodnéte.

Na jednom prostoru muze byt definovano vice norem.
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Definice 1.21. Necht X je linedrni prostor, ||-||1: X — [0,400), ||-|l2: X — [0, +00) jsou zobrazeni
spliujici axiomy normy (N1)-(N2)-(N3) na X. Rekneme, ze normy || - ||1 a || - ||2 jsou ekvivalentni,
pokud existuji konstanty C' > ¢ > 0 takové, ze plati

vu e X: clull £ [lulls £ Cllull (L1)

Poznamka 1.22. Snadno se ovéri, ze se jednd o relaci ekvivalence na tridé zobrazeni splnujicich
axiomy (N1)-(N2)-(N3) na X. Takze nazev ekvivalence norem na X je opravnény.

Véta 1.23. FEkvivalentni normy na X indukuji tutéz topologii T na X (tj. otevrené mnoziny vzhledem
k jedné z ekvivalentnich norem jsou oteviené i vzhledem k druhé a naopak).

Ve svétle predchozi véty, je pak vétsinou nasim cilem v ramci systému ekvivalentnich norem najit
takovou, se kterou se nam bude nejlépe v daném pripadé pracovat.

Definice 1.24. Necht jsou ddny dva Banachovy prostory X s normou || -||x a Y s normou || - ||y.
Rekneme, ze prostor X je spojité vnoren do prostoru Y, pokud plati:

X Cc Y (1.2)
IC>0VueX : July <Cllulx.- (1.3)

Tento fakt symbolicky zapisujeme X < Y a této relaci mezi X a Y fikdme spojité vnoreni X do Y.
Pokud je navic identické zobrazeni Id : X — Y,u — u kompaktni, fekneme, Ze prostor X je
kompaktné vnoren do prostoru Y (pozor u se sice zobrazi na wu, ale ve vychozim prostoru X je

C 2
obecné jind topologie nez na cilovém prostoru Y'). Tento fakt symbolicky zapisujeme X < Y a této
relaci mezi X a Y rikdme kompaktni vnorend.

1.1.6. Unitarni linearni prostor, Hilbertiav prostor

Definice 1.25. Necht X je linearni prostor nad R (C). Rekneme, 7e g: X x X — R (g: X x X — C)
je skaldrni soucin na X, splnuje-li nasledujici axiomy:

@:
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(Ul) Yue X:  u# o= g(u,u) >0, kde o je neutrdlni prvek X (pozitivni definitnost); v 57
— R 5

(U2) Yu,v € X: g(u,v) = g(v,u) (symetrie) (nebo pro X nad C plati g(u,v) = g(v,u), tav. 2 ““\‘é"\'
konjugovand symetrie);
(U3) Yu,v,w € XVa € R (nebo a € C) plati APADOEESK
> UNIVERZITA
glau,v) =ag(u,v), glu+w,v)=g(u,v)+ g(w,v). Lo

Dvojici (X, g) nazyvame prostor se skaldrnim soucinem nebo téz unitdrni prostor.
Pozndmka ke znacent: skaldrni souéin se ¢asto zna¢i pomoci zavorek, napf. (u,v)x, (u,v)x nebo
pro X = RY pomoci tecky u - v.

Véta 1.26 (Norma indukovana skaldrnim souéinem). Necht (X,g) je unitdrni prostor. Zob-
razeni || - |l(x,¢): X = R, u \/g(u,u) je norma na X.

Véta 1.27. Necht (X, g) je unitdrni prostor. Potom pro vsechna u,v € X plati Cauchyova-Schwar-
Zova nerovnost

lg(u, v)| = llullx, ¢y IVl (x, g) - (1.4)

Navic pro vsechna u,v € X plati také rovnobéznikova rovnost

Ju+ vl g+ llu = vl gy = 2 (llullfx, g + Il ) - (15)

Poznamka 1.28. Protoze lze pomoci skalarniho souc¢inu definovat normu na unitdrnim prostoru,
je unitdrni prostor také v tomto smyslu normovany (vzhledem k této normé) tudiZ i metricky i
topologicky prostor.

Definice 1.29 (Hilbertiiv prostor). Je-li (X, g) je unitarni prostor a (X, || - [|(x,4)) je Banachav
prostor, potom (X, g) se nazyva Hilbertiv prostor.

Véta 1.30 (Propozice 5.1 [6]). Kazdy Hilbertiv prostor je reflexivni.




Véta 1.31 (Projekce na konvexni mnozinu, Véta 5.2 [6]). Necht (H,g) je Hilbertiv prostor a
K C H je jeho neprdazdnd uzavrend konvexni podmnoZina. Potom pro vsechna f € H existuje prdve
jedno u € K takové, Ze

1f = uller,gy = min |f —vli(zr,q) = dist(f, K) - (1.6)
Navic tento prvek u € K je charakterizovan podminkou
ue KAVwe K: g(f —u,v—u) 0. (1.7)
Dikaz. Nejprve dokazeme ezistenci prvku splnugiciho (1.6). Necht {v,}52, C K je minimizujici
posloupnost, to jest

def .
d, = I = vnll(z,g) —>d:1}1é1]f(||f—v||(H’g) pro n — +o0o.

Snadno ukéZeme, Ze minimizujici posloupnost musi byt cauchyovské. Zvolime-li v := (f — v,)/2 a
v:= (f — vm)/2 v rovnobéznikové rovnosti (1.5), dostaneme
2

Un — Um

_1 2 2
9 _2(dn+dm).

(H,9) (H,9)

Protoze K je konvexni, plati Eﬂ%m € K a tudiz

Un + Um .
f——H 2 inf ||f —vlmg =d.
‘ 2 (H,g) veEK (H.9)
Odtud )
Un — Um 1 » 2 2 2 2 2 2
a5 é_(dn+dm)_d__(dn_d)+ (d _d)
2 Mg 2
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A tedy minimizujici posloupnost {v,}32; C K je cauchyovské. Protoze H je prostor Hilbertiv a

tedy dplny vzhledem k || - ||(q,g), existuje u € H tak, ze v, — u pro n — +oo. Mnozina K je
uzaviend a {v,}52; C K, tudiz v € K. Ze spojitosti zobrazeni v — ||f — v|(z,q) vzhledem ke
konvergenci v || - ||(a,g) Plyne, ze d = || f — ul|(#,4). Tim je existence u z tvrzeni dokizana.

Nyni dokézeme jednoznacnost prvku spliiujiciho (1.6). Necht existuji ui, us € K, u; # ug takova,
ze ||f —will(m,g) = d a ||f — u2ll(z,g) = d- Potom

2 2

U1 + usg U1 — U 1
Hf— 5 5 =§(d2+d2):d2.
(H,9) (H,9)
Odtud stejnym postupem jako vyse dostaneme
2
i <d>-d>=0
2 (Hg)

€OZ je spor s uj # ug. Jednoznacnost je tim dokazana.
Necht u € K spliiuje (1.6) a w € K je libovolny prvek. Potom z konvexnosti K dostaneme

Ve [0,1]: v =1 —-thu+twe K
a tudiz z definice infima
I1f = ullar,g) S I1f = (A = u+ tw)|| 7,5y = I(f —w) = t{w = u)|| g4 -

Vicenasobnym uzitim linearity a symetrie skaldrnfho sou¢inu v redlném Hilbertové prostoru dosta-
neme pravidlo pro skalarni roznasobeni sou¢tu dvou prvku:

Va,b€ H: g(a+b,a+b) =g(a,a) + 2g(a,b) + g(b,b) .
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Pomoci tohoto pravidla pak jiz zjistime, ze
AL\ <2
;\}

%/
0= 1f —ully ) < I(f = u) = thw — w3 ) =
— g ((f —w) — tlw — ), (f — w) — t(w — u)) =
=g(f —u, f—u)—2tg(f —u,w —u) + Pg(w — u,w —u) = [‘ > invenm
= 1 =l — 2t9(F —ww — ) + Ellw — uly )

Tudiz
t)w — u||%H’g) 2 29(f —u,w—u).

Protoze ¢ € [0, 1] je libovolné, musi platit
g(f —u,w—u) £0.

Tim je dokézano (1.7).
Naopak uvazujme nyni libovolny prvek v € K spliiujici (1.7). Potom

Vw € K |lv = flita,g) = lw = flifn,g = 20(f —v,w —v) = llv - wl{y,4 S0

a tudiz
Vw e K: ||v— flla,g) = lw— flla,g) -

Takovy prvek ovsem existuje praveé jeden podle prvnich dvou ¢asti dukazu existence a jednoznacnost
prvku spliiujiciho (1.6). Tim je dikaz hotov.
|

Poznamka 1.32. V predchozi vété je konvexnost dulezita kvili jednoznac¢nosti a konvexnost kom-
binovand s uzavienosti je potfebnd pro existenci minima v dané mnoziné (podmnoziné tuplného
prostoru nekoneéné dimenze).
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Definice 1.33 (Projekce na konvexni mnozinu). Prvek u z Véty 1.31 se nazyva projekce na
mnozinu K a znaci se Y 7

u=Pgf. x>
Véta 1.34 (Propozice 5.3, [6]). Necht (H,g) je Hilbertiv prostor a K C H je jeho neprdzdnd
uzavrend konvexni mnozina a Px : H — K, f — Pk f je projekce na tuto mnoZinu. Potom plati D p Zirasocesta
UNIVERZITA
Vfi, fo € H: ||Px fi — Pk fall(a,g) = 1f2 — fill(a,g) - o

Dusledek 1.35. Necht M C H je uzavreny linedrni podprostor Hilbertova prostoru H a f € H.
Potom u = Py f je jeding prvek splnujict

ue MAYve M: g(f —u,v)=0.
Navic v tomto pripadé je Py linedrni zobrazent, kterému se 1ikd ortogondlni projekce.

Dikaz. Kazdy uzavieny linearni podprostor M Hilbertova prostoru H je konvexni mnozina. Podle
Véty 1.31 existuje prave jeden u € M tak, ze

YVoeM: g(f —u,v—u) Z0.

Plati-li nerovnost pro vSechna v € M, pak musi platit také pro v = w + u, kde w € M je libovolné
(protoze uw € M a M je linedrni prostor). Odtud dostaneme

Ywe M: g(f —u,w) £0.

Protoze M je prostor, w € M implikuje —w € M. Proto také plati
Ywe M: g(f —u,—w) £0.

Odtud z linearity g dostaneme g(f —u, —w) = —g(f — u, w). Z opaénych neostrych nerovnosti plyne
rovnost a musi tedy platit
Ywe M: g(f —u,w)=0.

Dtkaz linearity Py; provedte sami.
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Véta 1.36 (Rieszova véta o reprezentaci, Véta 5.5, [6]). Necht H je Hilbertiv prostor se
skaldrnim soucinem g. Pro kazZdé ¢ € H* existuje prdvé jedno f € H tak, Ze “ 7
&

Vue H: ¢(u) =g(f,u).

Navic o > ZAPADOCESKA
e UNIVERZITA
1fllz,9) = 18lla+ = sup{lg(w)| : u € H, ||ull(z,q) =1} (1.8) Ve

Diikaz. Necht M = ¢~ 1({0}) (jadro ¢), tudiz z linearity a spojitosti ¢ plyne, ze M je uzavieny
podprostor H. Uvazujme dva pripady M = H a M # H. Pifipad M = H znamend, ze ¢ je nulovy
funkciondl a sta¢i polozit f = o, potom g(f,u) = 0 pro vSechna u € H. V piipadé, ze M # H,
zvolme h € H tak, ze h & M. Necht h™ = (h — Pph)/||(h — Parh)||(a1,g)- Potom

Ih |z =1aVw e M: g(h™,w) =0. (1.9)
Pro libovolné u € H polozme
def $(w) ;1
V= Uu— h—,

¢(h't)
kde ¢(ht) # 0, protoze h* & M a zaroven v € M, nebot

d(u) i

P(v) = ¢(u) — ¢(h™)=0.
(v) = o) — ST o(n)

Podle (1.9) je

0= (10) = (iu= Sht) =g - (1t Tt

a tudiz (g(ht,h*) = 1) plati

ha
=
\_':



Odtud po uprave
P(hH)g(ht, u) = d(u),

odkud je jiz vidét, ze hledané f € H je f % ¢p(ht) ht.
n

Definice 1.37. Necht (H,g) je redlny Hilberttiv prostor. Zobrazeni a : H x H — R spliujici
Vu,v,w € H a A € R podminky

(BF1) a(u+v,w) =a(u,w) + a(v,w) a a(w,u+ v) = a(w,u) + a(w,v),
(BF2) a(Au,v) = da(w,v) a a(u, W) = Aa(w,v)

se nazyva bilinedrni forma na H.
Rekneme, ze bilinearni forma a je symetrickd, pokud plati

Vu,v € H: a(u,v) = a(v,u). (1.10)
Rekneme, 7e bilinearn{ forma a je omezend, pokud plati
3C > 0Vu,v € H: |a(u,v)| £ Cllull(m,g) vl (#,g) - (1.11)
Rekneme, Ze bilinearni forma a je (H, g)-koercivni, pokud plati
Je > 0Vu € H: clull(g,9) = |a(u,u)]. (1.12)

Véta 1.38 (Stampacchia, viz Véta 5.6 [6]). Predpokldidejme, Ze a(u,v) je omezend (H, g)-koer-
civnd bilinedrni forma na redlném Hilbertové prostoru (H,g). Necht K C H je neprdizdnd uzaviend
konvezni podmnozina. Potom ke kaZdému ¢ € H* existuje pravé jeden prvek u € K takovy, Ze

Yo e K: alu,v—u) 2 ¢p(v—u). (1.13)

Navic, je-li a symetrickd, potom toto u € K je jediny prvek spliujici

%a(u, u) — ¢(u) = min {%a(v,v) — o(v) } (1.14)

veEK
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Dukaz. Z Rieszovy véty o reprezentaci plyne, ze existuje pravé jedno f € H tak, ze

Vv e H: g(f,v) = ¢(v).

Pro libovolné pevné u € H je zobrazeni v — a(u,v) spojity linedrni funkciondl na H. UZzijeme-li
Rieszovu vétu o reprezentaci na tento funkcional, nalezneme k danému u pravé jeden prvek, oznac¢me
jej Au, takovy, ze

Vv € H: g(Au,v) = a(u,v) .

Operator A : H — H spliuje nasledujici vlastnosti:

Vu € H : || Aul|(m,9) = vV 9(Au, Au) = Cllull(m,g) , (1.15)
Vu e H : g(Au,u) 2 c||u||%H’g) . (1.16)

Nasim cilem je nalézt u € K tak, ze
Yo e K: g(Au,v —u) 2 (f,v—u).
Necht p > 0. Potom predchozi nerovnice je ekvivalentni nerovnici
Y e K: glpf —pAu+u—u,v—u) <0,
coz lze s vyuzitim Véty 1.31 a Definice 1.33 zapsat ekvivalentné jako
u= Pg(pf — pAu+u).

Nyni definujeme zobrazeni S : K — K, w — Pk (pf — pAw + w). Pfedchozi rovnici mtzeme zapsat
jako dlohu o pevném bodé pro operator S:

u=S(u). (1.17)
Protoze Pk nezvétSuje vzdalenost (Véta 1.34), plati odhad:

[Swi — Swa|(s1,9) = (w1 — wa) — p(Awr — Awz)||(m,9)
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a tudiz
“7

1Swy — Swal?y ) = 2y

= ||’U_]1 — w2||(H,g) — 2pg(A’w1 — Aw27w1 - w2) + p2||Aw1 - sz”?H,g) §
< (1= 2pc 4+ 2C) s — wallBr ). D p s

V PLZNI

Snadno zjistime, ze pro 0 < p < 2¢/C? je (1 —2pc+ p?C?) < 1 a tudiz S je kontraktivni. Podle véty
1.12 existuje pravé jedno feseni rovnice (1.17), coz je zaroven jedingm hledanym u € K.

Nyni predpokladejme, Ze bilinedrni forma a je navic symetrickd. Z podminky (H, g)-koercivity
snadno ovéfime, Ze a(u,u) > 0 < u # 0. TudiZ a je také skaldrn{ soucin na H. Z (H, g)-koercivity a
spojitosti dostaneme:

Vu € H: cg(u,u) < a(u,u) < Cglu,u), (1.18)
def

odkud snadno plyne ekvivalence norem || - [[(z,q) @ || - [|(#,0) = Va(-, ). Topologicky jsou tedy
prostory (H,g) a (H,a) nerozlisitelné a proto je prostor (H,a) také Hilbertuv.
Podle Rieszovy véty o reprezentaci, nyni ovSem na prostoru (H,a), existuje pravé jedno w € H
takové, ze
Yo € H: a(w,v) = p(w) .

Nerovnici (1.13) 1ze pak pfepsat jako
Yo € K: a(u,v —u) 2 a(w,v — u)

a tedy
Yoe K:alw—u,v—u)Z0.

Reseni této nerovnice je u = Pxw, kde projekce Pk je nyni pocitana ve skalarnin soucinu a. Toto
reseni je jediné a minimalizuje vzdalenost, tj.

a(w — u, w — u) :Ume% a(w —v,w —v)
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a tedy i polovinu kvadratu vzdalenosti
A\ <l
1 1 1 1 %, S

1
Ea(w —v,w—v) = —a(v,v) — a(w,v) + §a(w,w) = ia(v,'v) —o(v) + —a(w,w) .

2 2
Protoze w € K je pevny prvek a tedy %a(w, w) je konstantni vici zméndm v, minimalizace posledné p oot
uvedeného vyrazu je ekvivalentni minimalizaci funkcionalu: UNIVERZITA

1
S0(v.0) = 9(0).

coz jsme méli dokazat.
|

Véta 1.39 (Laxovo-Milgramovo Lemma, Véta 5.8 [6]). Predpokladejme, Ze a(u,v) je omezend
(H, g)-koercivni bilinedrni forma na redlném Hilbertové prostoru (H,g). Potom ke kazdému ¢ € H*
eristuje pravé jeden prvek u € H takovy, Ze

Yo € H: a(u,v) = ¢p(v) . (1.19)
Zdroven je splnéna nerovnost
ol < Sl (1.20)
Navic, je-li a symetrickd, potom je u € H jediny prvek spliujici
1 (1
ia(u, u) — d(u) = min {ia(v, v) — ¢(v) } (1.21)

Diikaz. Laxovo-Milgramovo Lemma je disledkem Véty 1.38. Stac¢i zvolit K = H. Potom existuje
pravé jeden prvek u € H splnujici

Yo € H: a(u,v) = ¢(v).




Protoze H je linearni prostor, v € H & —v € H a tedy plati zaroven nerovnosti ||

“ OsTRavY 7
) B ) =) 2 )

a(u,v) 2 ¢(v) Aa(u,v) < ¢(v).

a z linearity a i ¢ dostaneme
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Plati tedy
Yo € H: a(u,v) = ¢(v).

Z této identity nyn{ dokdzeme odhad normy (1.20):
Vv € H: |a(u,v)| = [¢(v)| = |g(f, )| = [ fll(m.9llvll(a,g)

kde f € H je takovy, ze
Vv e H: g(f,v) = ¢(v),

viz Rieszova Véta 1.36. Specialné

cllullte,gy S lalu, W)l £ 1f g Il z1.)

a tudiz

1 1
lull(r,g) = < flla.g) = =Nl - -
c c

Minimizace (1.21) je pfimy diasledek Véty 1.38 pro K = H.

Dausledek 1.40. Necht jsou splnény predpoklady predchozi véty. Potom teseni rovnice (1.19)
Yo € H: a(u,v) = ¢(v).

z4visi spojité na ¢.




Dukaz. Necht u; € H, i = 1,2, fesi rovnici

Vv € H: a(u;,v) = ¢;(v),

ZAPADOCESKA
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kde ¢; € H*,i = 1,2. Potom diky linearité bilinedrni formy a v prvnim argumentu prvek w := ug—uq
resi rovnici D

Vv € H: a(w,v) = ¢a(v) — ¢1(v) .
Podle (1.20)
1
lwll(rg) = ZlId2 = P1llm-,

coz implikuje spojitou zavislost na ¢.




1.2. Kviz - metrické, Banachovy a Hilbertovy prostory

“ STRA 7
4,,/0“ “Ny
| Metrické, Banachovy a Hilbertovy prostory - zakladni pojmy|
1. Mame metricky prostor (X, o),
A CESKA
a) x,y,z € X, pak plati: D > f\;ﬁ{{z,ﬁ“

o(z,y)=0&z=y,
o(z,y)=o(y, z),

o(z, z)=o(z,y)+o(y, 2),
o(z,y)=0=z=y,
o(z,y)=o(y, z),

o(z, z) S o(x, y)+o(y, 2),
o(z,y)=0&z=y,
o(z,y)=o(y, z),

o(z, z) Loz, y)+o(y, 2),

b) posloupnost {u,} C X konverguje k u € X pravé tehdy, kdyz plati

Je>03np eNVREN: n=2ng= p(un,u)<e
Ve>03ng eNVREN: n2ng= o(un,u)<e
Ve >0Vno ENVREN: n2ng = o(un,u) <e

Ve>03ng eNIneEN: n=2ng= o(un,u)<e




L]

c) fekneme, ze (X, o) je uplny, jestlize
{ IsTRavY, ’
(‘4' §

v X existuje hustd podmnozina %
] p Q>

kazdéa cauchyovska posloupnost je konvergentni

> ZAPADOCESKA
kazdéa konvergentni posloupnost je cauchyovska vazEunlzm

kazdé posloupnost je omezend
d) v X existuje spoCetnd hustd podmnozina, pak

X je 1.kategorie
X je 2.kategorie
X je tplny

X je separabilni




2. Mame linedrni prostor X,

a) funkee || - [|x : X — [0, 00) se nazyvad norma na X, jestlize Vu,v € X,V €R plati

Jullx =0=u=o,

lrullx =klllullx,
lutollx S llullx +llvlx,
lul| x =0=u=o0,

lrullx =klllullx,
lutvllx =llullx +lvllx,
|lul| x =0=u=o,

lrullx =rsllullx,

lutvllx = llullx +llvlix,

b) X se nazyva Banachuv, jestlize

jenormovany a uplny
vzhledem k metrice
o(u, v)=|lu+vllx
kazdé konvergentni

posloupnost méa limitu
v X

jenormovany a iplny
vzhledem k metrice
o(u,v)=|lu— vl x
kazda cauchyovska

posloupnost mé limitu
v X

L]

{ Istan S T ’

O &
2, <S>
Sk g\
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IsTRANY

c) funkee g : X x X — R se nazyva skaldrni soucin na X, jestlize Vu, v, w€ X,Vk €R plati

W\ /A

N
u#0=g(u,u)>0, "4'/0“ ““\@&
g(u,v)=g(v, u),
g(ku,v)=rg(u,v),

g(u 4w, v) S g(u, v)+g(w, v) ZAPADOCESKA
P univerzima
u#0=g(u,u)>0, V PLZNI

9(u,v)=g(v,u),
g(ku, v) =rg(u,v),

g(u + w,v) =g(u, v)+g(w,v)

u#0=g(u,u)>0,
g(u,v)=g(v, u),
g(ru, v) =rlg(u, v),
g(u + w,v) =g(u, v)+g(w, v)
d) X se nazyva Hilbertuv, jestlize je unitdrni (se skaldrnim soucinem g(u,v)) a
je normovany a uplny
vzhledem k metrice
o(u, v)=|lu —v||x
je aplny vzhledem

k metrice o(u,v)=
g(u—v,u—v)

je aplny vzhledem

k metrice g(u,v)=
7 Crp—y
jenormovany a kazda
cauchyovska posloup-
nost ma limitu v X




1.2.1. R”" - topologicky, metricky, linedrni a normovany prostor

Mnozinu RV, kde N € N: N > 1 definujeme jako kartézsky soucin

RV RxRx...xR. (1.22)
—_— —

n—krat

Prvky této mnoziny budeme podle kontextu nazyvat bud vektory nebo body podle toho, zda
budeme R¥ povazovat za vektorovy nebo afinni prostor. Pro vektory a,b € RY definujeme vnitini
operaci s¢itani a vnéjsi operaci nasobeni redlnym ¢islem « € R. obvyklym zptsobem po slozkéch.
Je-li tedy

a= (alva%"'aaN) ab= (blvb2a"'abN)7

pak

f
a+b¥ (a1 +b1,as + bo,...,an + by)

def
aa = (@a,aag,...,qay).

Vzhledem k témto operacim tvoii RV linedrni prostor nad R s neutralnim (nulovym) prvkem o =
=(0,0,...,0).
Necht A ¢ RY, 2 € RN a a € R. V nésledujicim textu budeme pouzivat znaceni

Atz ™ {yERN:ElaeAtakové, 2ey:a+x} (1.23)
a
aA {y € RY: Ja € A takové, ze y = az} . (1.24)
Definice 1.41. Necht p € [1,+00) a u = (u1, us, . ..,uy). Na RY definujeme zobrazeni

|' |RN,p: RY — [O,-i—OO)
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predpisem
def
lulgy p = (Jur]? + [ualP + - + [un|P) /7. (1.25)

Také definujeme zobrazeni | - [gn oo : RY — [0, +00) predpisem

def
|U|RN 0o = max {|u1], |ugl, ..., |un|} (1.26)
Témto zobrazenim ikdme normy na RY. Normé |- g~ o (p = 2) ikédme eukleidovskd norma na RY.

Véta 1.42. Vise wvedend zobrazend | - [gnv ,: RN — [0, 400) pro p € [1,400) a
| [RN, 00t RY — [0, 400) spliuji aziomy normy na RY.

V RY plati velice diilezitd véta.
Véta 1.43. Vsechny normy |- gy , prop € [1,+00) a |- gy o jsou ekvivalentni normy na RV,

Zajimame-li se pouze o topologickou strukturu RY, mfizeme pracovat s tou normou, ktera je
v dané situaci nejvyhodnéjsi. Vétsinou se pracuje s normami | - [gnv 1 (soucet absolutnich hodnot
slozek), | - [g~, » (Pracuje po slozkich, coz je vétsinou velmi vyhodné) a | - [z~ o (rotacni symetrie).
V R¥ plati nasledujici kritérium kompaktnosti.

Véta 1.44 (Heine-Borel). Kompaktni podmnoziny prostoru RY s topologii indukovanou normou
| - |rN 00, @ tedy i indukovanou vsemi ekvivalentnimi normami |- gy ,, p € [1,+00), jsou prdvé ty
mnoziny, které jsou uzavrené a omezené.

Definice 1.45. Rekneme, Ze podmnozina A C RY je obloukové souvisld, pokud ke kazdé dvojici
bodu a,b € A existuje spojita kiivka v: [0,1] — A takovd, ze v(0) = a a y(1) = b.

V teorii parcidlnich diferencidlnich rovnic mezi podmnozinami RY hraji dstfedni tlohu tzv. ob-
lasti.

Definice 1.46. Oteviend obloukové souvisld podmnozina Q C RY se nazjva oblast.
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Definice 1.47. Rikdme, 7e podmnozina A C RY je omezend, pokud existuje R > 0 takové, e
A C B(o, R), kde B(o, R) je koule vzhledem ke kterékoliv z ekvivalentnich norem s normou euklei-
dovskou.

Definice 1.48. Rekneme, 7e omezend oblast Q C RN je jednoduse souvisld omezend oblast, pokud
RV \ © je obloukové souvisl4 podmnozina RY.

V dalsim textu budeme podle potieb pridévat definice dal$ich vlastnosti oblasti v RY.

1.3. Prehled vysledkti teorie miry a integralu

1.3.1. Rozsirena realna osa

Definice 1.49. Mnozina R* = RU {—o00} U {+00} spolu s operaci uspofddani < definovanou pro
a,b € R stejné jako na R a spliujici —oco < 400 a

VaeR: —oc0o<a<+o0

se nazyvd rozsirend redlnd osa.
Na R* rozsitime operace scitdni a ndsobeni nasledujicim zptisobem:

+ (400) L o, +oota=a+ (+00), Vae (0,+],

a+ (—o0) e, —c0o+a=a+(—0), Vaé€|[-0,0),
a - (£o0) 1o, (£oo)-a=a- (o), Vae€ (0,+o00],
a- (£o0) oo, (£oo)-a=a-(t0), Vae|[-0,0),
0-(00) € 0, 0:(do00)=%00-0.

Poznamka 1.50. Neni definovina operace +o0o + (—o0). Takto definované operace na rozsifeném
oboru spliiujf axiomy komutativity axb = bxa, asociativity ax (bxc) = (axb)xc (symbol x zastupuje
v daném vyrazu bud + nebo ) a distributivity (a+b)-c=a-c+b-c.
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Poznimka 1.51. Definici 0 - (£o00) 410 zavadime z toho dtvodu, zZe integrujeme-li napf. nulovou
funkei pfes mnozinu libovolné (i nekoneéné ) miry chceme, aby vysledek v souladu s intuici byl 0 (kde
nic neni, ani ¢ert nebere). Stejné tak chceme, aby piispévek integrandu (ktery miZze nabyvat i neko-
necné hodnoty) na mnoziné miry nula byl nulovy. Tato definice nds v zddném piipadé neopraviiuje
k néasledujicim tpravam limit:

lim a, =0, lim b, = +o00 = lim a,b, = lim a, lim b, =0 - (+o00) =0.

n—oo n—oo n—oo n— oo n—oo
Prostudujte si poradné dukaz véty o algebre limit a uvidite, ze takto limity nelze pocitat ani s nasi
novou definici. Principidlné to souvisi s tim, Ze limita funkce je vlastnost prstencového okoli bodu,
nikoliv bodu samého a v R* to plati i pro posloupnosti, protoze jsme ptidali body —oo a +o0o. V
limitnim prechodu n — 400 proménné n totiz nenabyva hodnoty 400, jedna se o souhrnné chovani
pro extrémné velkd n € N. Proto nenf rozpor v tom, ze lim 1/n =0, lim n = 4oo,

n—-+4oo n—-+oo

( lim l/n) ( lim n) =0-(+0)=0#1= lim 1= lim 1/n-n.
n—-+0o n—-+o0o n—-+o0o n—-+o00

Nejsme tedy nijak ve sporu s klasickou redlnou analyzou byt to tak na prvni pohled vypadd. Na
druhou stranu, je-li napriklad a,, = 0 a b,, = 400 pro vsechna n € N, dostaneme

lim apb, = lim (0 - (+00)) = lim 0=0.

n—roo n—roo n—roo
Vysledek jsme ovsem dostali z toho, ze a,b, = 0 je konstantni posloupnost a ne z véty o algebte
limit.

Véta 1.52 (RUDIN, [20]). Rozéitend redlnd osa R* se sytémem T C 2% tvorengm oteviengmi
intervaly (a,b), mnoZinami typu (a,+o0], [—00,b), a,b € R, a jejich libovolngmi sjednocenimi je
topologicky prostor.
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1.3.2. Kviz - Prostor RY

W\ /A

. . q %, £
Prostor RY - zakladni pojmy g Wi
1. Mame prostor RN = R x R x -+ x R,
i 3 N 5 3 i i ZAPADOCESKA
a) eukleidovskd norma na prostoru R je ddna predpisem P ampoces

V PLZNI

1
lulgn o =(lu1>+. . .+|un|?)2

1
[ulgw p,=(lurP+.. .+ |un|P)?
[ulgn 1 =(u1l+. . .+lun])
[ulgn oo =max{luil,. .., |un]}

b) podmnoziny prostoru R¥ s topologii indukovanou normou |u|gy ,, jsou kompaktni pravé tehdy,
kdyz

jsou oteviené a obloukové souvislé

jsou uzavrené a obloukové souvislé

jsou uzaviené a omezené

jsou oteviené a omezené




¢) podmnozina 2 C RY se nazyva oblast, jestlize je

obloukové souvisld a uzaviena
oteviend a omezend
uzaviena a omezena

obloukové souvisla a oteviena




1.3.3. Zakladni pojmy ‘.7

V teorii parcidlnich diferencialnich rovnic at uz klasické zalozené na teorii potencidlu ¢i moderni "%“ >
zalozené na pojmu slabého feseni se pracuje s mirou a integralem. V této podkapitole stucné a

prehledné zopakujeme vysledky teorie miry. Nejednd se o uceleny a systematicky vyklad, ale jen o

pripomenuti zékladnich pojmu, které budeme potrebovat. Velmi pékny vyklad z néhoz zde ¢erpame D p ZAravocesa
lze nalézt v uéebnim textu MALY [10]. v pLzNI

Definice 1.53. Necht X je prostor (neprazdnd mnozina). Rekneme, 7e & C 2% je o-algebra na
mnoziné X, pokud

(S1) 0 € 6,
(S2) VACX: AcG=X\A€6,
(83) V{Az}iﬁl Cc6G: UieN A; € 6.

Mnozinova funkce p: & — [0, +00] se nazyva mira, pokud plati

(M1) p(@) =0,

(M2) V{A}ien CGVi,j EN: (i#j=>ANA =0)= %ﬂ(Ai) = p (Ujen Ai)-

Trojici (X, &, ) se ¥ika prostor s mirou.

Poznamka 1.54. Pro dany prostor X muze existovat vice o-algeber a na dané o-algebre mize také
byt definovano vice mér.

Definice 1.55. MnozZiné E C &: u(E) = 0 se iikd mnozina miry nula (vzhledem k mife p) nebo
mnozina nulové miry (vzhledem k mite p).




Definice 1.56. Nechf P je n¢jakd vlastnost bodu x € D C &, kterou bod  bud méd nebo nema.
Vyrok ,,Pro p-skoro vsechna x € D plati P(x)” chdpeme v tom smyslu, Ze existuje N € &: u(N) =0
takova, ze vyrok

Vz € D\ N: P(z)

plati.
V nasledujici definici jsou zadefinovany nékteré specialni typy mér.
Definice 1.57.

1. Mira p se nazyva tuplnd, pokud plati

VACXVEeGS: (W(E)=0NACE)=(AecGAu(d)=0).

2. Mira p se nazyva koneénd, pokud plati p(X) < 4o0.

3. Mira p se nazyva o-konecnd, pokud existuje spocetny systém {A;}ieny C 6, takovy, ze X =
= U;en Ai a zérovenl Vi € N: pu(4;) < +oo.

Mira se vétsinou vytvari z tzv. vychozi mnozinové funkce pomoci vnéjsi miry. Vnéjsi mira je na
rozdil od miry definovdna na vSech podmnozinach prostoru X.

Definice 1.58. Mnozinova funkce p*: 2% — [0, +-00] se nazyva vnéjsi mira, pokud plati
(VM1) p=(0) =0,
(VM2) VA,BC X: AC B = p*(A) £ p*(B) (monotonie),

(VM3) V{A;}ien C X: p* (Ujen 4i) < %u*(Ai) (o-subaditivita).
1€
Vnéjsi mira je na rozdil od miry pouze o-subaditivni. Nésledujici dulezity vysledek ukazuje, Ze
restrikce vnéjsi miry na vhodnou podmnozinu je jiz mira.
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Definice 1.59. Necht v: 2% — [0, +-00] je vngj$i mira na X. Mnozinu M C X nazveme y-méritelnou
(podle Carathéodoryho), jestlize plati

VI CX:y(T)=~v(TNM)+~T\M). (1.27)
Mnozinu v8ech M C X splilujicich (1.27) oznacime (7).
Véta 1.60 (Véta Carathéodoryova[l6]). Necht vy je vnéjsi mira na X. Pak mnoZina 9M(~y) tvord
o-algebru a restrikce y|on(+) je tplnd mira na M(y).

Uzitecnost vyse uvedeného tvrzeni bude patrna az pii konstrukci miry. V praxi mame danu né-
jakou vychozi mnozinovou funkci ° definovanou na néjaké podmnoziné G C 2%, u: G — [0, +o0].
Mnozina G je zpravidla mnozinou néjakych jednoduchych geometrickych utvart, jimz je snadné pri-
fadit miru (intuitivné, tak aby méla geometricky nebo fyzikalné smysl - objem, hmotnost a podobné).
Naptiklad pti konstrukei trojrozmérné Lebesgueovy miry (viz ddle) se jednd o mnozinu vSech kvé-
drt se sténami rovnobéznymi s rovinami xy, yz, zx. V abstraktni teorii miry jedinou podminkou na
vychozi funkci je tzv. pocateéni podminkas:

DeGau’®=0. (1.28)

Z funkce p® vytvoiime mnozinovou funkci definovanou na celém 2% :

Aermnf{ZMO(Gi):Ac UGi,Gieg,z’eN}. (1.29)

i€EN i€N
Plati nasledujici véta.

Véta 1.61 ([16]). Zobrazeni definované v rovnici (1.29) splriuje aziomy (VM1)-(VM3) vnéjsi miry
Definice 1.58 .

Nyni mame z vychozi mnozinové funkce vytvorenu vnéjsi miru

w*(A) définf{Zuo(Gi): AC UGi,Gi Gg,iGN}

1€N €N
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definovanou na celém 2%, kterd je obecné pouze o-subaditivni. Jeji restrikei na DM (u*) dostdvame
uplnou miru g na M(p*). Bohuzel abstraktni konstrukce nezarucuje ani

VG € G: u°(G) = u(G) (1.30)
dokonce ani inkluzi
G C M) . (1.31)

Toto je tfeba dokazat pro dany konkrétni ptripad a je to obvykle nejpracnéjsi ¢ast celé konstrukce.
Jakmile je (1.30) a (1.31) dokézano, povazuje se konstrukce za Gspésnou.

1.3.4. Lebesgueova mira

Nejcasteji pouzivana mira v teorii diferencialnich rovnic je Lebesgueova mira, protoZze se jednd o
zobecnén{ objemu. Vychozi mnozinovou funkei je objem N-rozmérného intervalu (kvadru).

Definice 1.62. Mnozina @ C RY se nazyvd omezeny N-rozmérng interval, pokud existuje N
omezenych intervalt Iy, Io,... Iy, takovych, ze @ = I; X Iy X ...Ix. Mnozinu vSech omezengch
N -rozmérnych intervali budeme znacit Zy. Necht a; = inf I; a b; = sup I;. Potom definujeme objem
N-rozmérného omezeného intervalu QQ € Iy:

def

N(Q) = (br—ay) - (by—ag) - ... - (by —an). (1.32)

Objem ¢ N-rozmérného omezeného intervalu @ vezmeme jako vychozi mnozinovou funkei defi-
novanou na Zy. Snadno se ovéii podminka ¢V ((})) = 0, protoze napt. ) = (0,0) x (0,0) x ... x (0,0)
(kartézsky soucin N prazdnych intervalii). K ¢V vytvoifme funkci A\V*: 2RY [0, +00] predpisem

AN*(A4) X inf {ZﬁN(Qi): Ac|JQi,Qiely,ic N} : (1.33)
€N €N

O funkci AV* vime podle Véty 1.61, Zze je to vnéjsi mira. Této funkei se ¥fké Lebesgueova vnéjsi
mira. Nyni se provede restrikce AV* na 9M(A\V*) a podle Véty 1.60 dostaneme tiplnou miru AV
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na M(AV*). Této mife se ik N-rozmeérnd Lebesqueova mira. Nyni nastava nejpracnéjsi ¢dst celé
konstrukce a sice musi se dokazat, ze Zy C MAV*) a VQ € In : AV (Q) = £V (Q). Nebudeme zde
dokazovat, jen poznamename, ze se k tomu pouziva nasledujici lemma.

Lemma 1.63 (Subaditivita objemu). Necht Q) € In je N-rozmérny interval a {G}y je (koneénd
nebo spocetnd) posloupnost N -rozmeérngjch intervali, Q C |J,cy Gr. Potom

M@ SN (G -

keN

Dukaz. viz MALY [10].
Zékladni vlastnosti Lebesgueovy miry, které se zdsadné projevuji v teorii parcialnich diferenciél-
nich rovnic, jsou uvedeny v nasledujici véteé.

N
Véta 1.64. Lebesgueova mira AN je iplnd a o-konecnd mira na RY. Necht e € RN, Y e? =1, a
i=1
T, je operdtor otoceni okolo pocitku o € RY, ktery prevede vektor (1,0,0,...,0) na e. Potom plati
nasledugict tmplikace:

(1) VA € Ry e RN: A € MAN*) = A+ € MAN) a AN(A) = AV (A + 2) (translacni

invariance Lebesgueovy miry).

N
(2) VA € 28" ve € RN Ye2=1AA € MAY*) = T (A) € MOAN™) a AN (A) = AV(T.(A))
i=1
(rotaéni invariance Lebesgueovy miry).

Na zavér jedna neptijemnd véta.

Véta 1.65 (Existence lebesgueovsky neméfitelné mnoziny). Eristuje E C RY takovd, Ze
E & MAN*).
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Poznamka 1.66. Existence lebesgueovsky neméritelné mnoziny se dokazuje pomoci axiomu vy-
béru. Prestoze ditkaz je Cisté existencni a prakticky vyskytujici se mnoziny méritelné jsou, je tieba
meéfitelnost mnoziny, jejiz miru pocitame, dokazat. V teorii nelinedrnich parcidlnich diferencialnich
rovnic se casto potfebuje odhadnout Lebesgueova mira vzoru ¢iselné mnoziny v zobrazeni, které
je (nezndmym) FeSenim parcidlni diferencidln{ rovnice. Zde je tfeba maximélni opatrnosti (jakdko-
liv intuice muZe byt zavadéjici) a méfitelnost tohoto vzoru je tieba rigorézné dokdzat z apriornich
znalosti o feseni daného typu rovnice.

1.3.5. Méritelny prostor a topologie

Véta 1.67 ([20], Vé&ta 1.10). Je-li F C 2% libovolny systém podmnozin X, potom existuje na X
nejmensi o-algebra Mz obsahujici F.

Na zakladé této véty ma smysl néasledujici definice.

Definice 1.68. Necht (X, 7)) je topologicky prostor, kde T je systém vSech otevienych podmnozin
na X. Potom definujeme B(X,T) jako nejmensi o-algebru obsahujici 7. o-algebte B(X, T) fikdme
o-algebra borelovskych mnozin.

Poznamka 1.69. Z Definice 1.53 se snadno ukédze, ze B(X,T) obsahuje také vSechny uzaviené
mnoziny.

Poznamka 1.70. Borelovské mnoziny provazuji strukturu prostoru s mirou (X, &, ) s topologii
prostoru (X, 7), kterd mimo jiné uréuje spojitost funkei na ném. Proto miry definované na systému
borelovskych mnozin, tj. pokud B(X,7T) C &, hraji jistou tstfedni tlohu, jak uvidite pozdéji.

Na R¥ (obecnéji na lokélné kompaktnich Hausdorffovych topologickych prostorech) lze topologii
provazat s méfitelnosti jesté vice. Zde se omezime na definici pro RY s topologii danou eukleidovskou
(nebo ekvivalentni) normou, kterou budeme pfi studiu parcidlnich diferencidlnich rovnic nejvice
potfebovat.

@:
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Definice 1.71 (Uplna Radonova mira, MALY [16]). Necht N € N, (RY, &, ) je prostor s mirou
a p je uplna mira na &. Rekneme, ze u je uplnd Radonova mira, pokud plati:

(RM1) Je-li K C RN kompaktni, pak K € & a u(K) < +oo (konecnost na kompaktnich mnoZindch).
(RM2) Je-li E C 6, pak u(E) =sup{u(K): K C E, K je kompaktni} (vnitini regularita).
Plati totiz nésledujici véta, dikaz viz [16]:

Véta 1.72 (Vlastnosti tplnych Radonovych mér, MALY [16]). Necht & je o-algebra na RN
a p je uplnd Radonova mira definovand na &. Potom

(1) By C & (symbol By~ bude znacit borelovskou o-algebru na RN s topologii danou eukleidov-
skou normou,),

(2) w je o-koneénd.

Véta 1.73. Lebesqueova mira v RN je iplnd Radonova mira.

1.3.6. Dalsi miry pouzivané v teorii parcialnich diferencialnich rovnic

Nasledujici miry jsou dilezité v teorii distribuci a Sobolevovych prostort.

Definice 1.74. Uplnd Radonova mira definovand na néjaké o-algebie & prostoru R se nazjva
Lebesgueova-Stieltjesova mira.

Budeme vyuzivat nésledujici dvé véty prevzaté z textu [16], kde je uveden dukaz:

Véta 1.75. Necht F: R — R je neklesajici zprava spojita funkce. Potom ezistuje prdvé jedna Lebe-
squeova-Stieltjesova mira p na R takovd, Ze plati

—0<a<b<+oo= F(b) — F(a) = u((a,b]) .
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Véta 1.76. Necht u je Lebesgueova-Stieltjesova mira na R. Potom ezistuje zprava spojitd neklesajici
funkce F: R — R takovd, Ze plati

—c0<a<b<+oo= pu((a,b]) =F(0b)— F(a).
Funkce F' je mirou p urcena jednoznacné azZ na aditivni konstantu.

Pro méteni napt. délek a povrchu M-rozmérnych utvart v N-rozmérném prostoru se pouziva
Hausdorffova mira. Tuto miru nyni definujeme pomoci zakladni konstrukce z vnéjsi miry.

Definice 1.77 (Primér mnoZiny). Rekneme, Ze mnozina E C 28" ma primér d = 0 (znac¢ime
diam(FE)), pokud plati

d = diam(E) def sup{|z — y|lg~: z,y € E}, (1.34)
kde | - |gv znaéi eukleidovskou normu na R¥Y.
Definice 1.78 (Hausdorffova vnéjsi mira). Necht £ C RY. Rekneme, 7e spocetny systém

{A4;}i=n C 2®Y je §-pokryti E, pokud plati

ieN

Necht s € [0, +00). Pro libovolné § > 0 definujme nejprve pomocnou mnozinovou funkei
s 28 5 [0, +00]
predpisem

s def . s VT . 5. . )
H; = inf {2 T +s/2) iGZN (diam A4;)" : {A;}ien je 0-pokryti E} . (1.35)
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1849
Mnozinova funkce #*: 28" — [0, +00] definovand pfedpisem
ey
;\}

5,% def s ""/ok- e
H>*(E) = supH5(E) (1.36) 4 oy
>0
se nazyva s-rozmérnd Hausdorffova vnéjsi mira. ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
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Poznamka 1.79. V predchozi definici je pouzita Eulerova funkce I': R\ Z5 — R:
+o00
I'(t) déf/ ri e dr.
0

Pro s € N predstavuje vyraz ﬁ_% objem jednotkové koule v R®.

Lemma 1.80 (ATTOUCH-BUTTAZZO-MICHAILLE [3], Propozice 4.1.1, str. 110). MnoZinovd
funkce H**: oRY [0, +00] z Definice 1.78 spliiuje axiomy vnéjsi miry, viz Definice 1.58.

Dukaz. viz [3] str. 110-111. |
Standartnim postupem vytvorime z vnéjsi miry H** Uplnou miru H® definovanou na o-algebre
M (H>*). Zkracené budeme pouzivat

Myge = M(H™™).

Definice 1.81. Mife vytvorené z vnéjsi miry H** standarni konstrukei fikdme s-rozmeérnd Hausdor-
fova mira.

V nasledujici vété shrneme poznatky o H® a My
Véta 1.82 ([3], shrnuti vét a komentaFa, str. 109-116).

(1) Borelovské mnoZiny na RY jsou H® meéritelné, tj. Brn C My .




(2) V prostoru RN plati: My C My~ a
AT <l
& &

VE € Mg : AV (E) = HY(B). xS
3) VN e NVE CRMVs > N: H*(E) = 0. —
ZAPADOCESK,
4) VN € NVE C RN Vk > 0: H*(KE) = k*H*(E). vezm

5) Mira H° je pocitaci mira (priradi podmnoziné RN pocet jejich prvki N U {+oo} ).

3)
(4)
()
(6) Pro0<s< N neni H® na RN o-konecnd.

Pro dostatec¢né regularni M-rozmérnou nadplochu v RY je M-rozmérna Hausdorffova mira rovna

klasickému povrchu této plochy vypoc¢tenému pomoci parametrizace.

Véta 1.83 ([3], Propozice 4.1.6, str. 117). Necht M, N € N, M < N, f: RM — R je prosté
zobrazeni splniujici Lipschitzovu podminku. Necht E € Brn. Potom

(N) (1/2)
HY(f(B)) = / S| v,
E\ =1

kde J;, v = 1,2,..., (AA/;) jsou minory M x M Jacobiho matice zobrazeni f a (AA/;) df N je

MI(N—DMM)!
kombinacni ¢islo.
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| Teorie miry a integrélu|

1. Mame neprazdnou mnozinu X,

ZAPADOCESKA

a) fekneme, ze & C 2% je o-algebra na mnoziné X, jestlize P univerzima
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Pe6

VACX:Ac6=X\Ae6

V{Ai}?il Cc6: N A;e6
1€N

Pee

VACX:Aec6=X\Ae6

V{Ai}?il Cc6: JA;e6
1€N

Peo

VACX:Aec6=X\Ae6

VA, BCG6:AUBeS
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b) funkce p : & — [0, 00) se nazyva mira, jestlize spliiuje % .l
?é,‘, 94

w(@)=0;V{A;}2, C6:
(i#j=>A;#A;)=>

> (A S (U 4)
- ! ZAPADOCESKA

> UNIVERZITA
V PLZNI

L

W(0)=0,¥{A;}°, C&:
i::l H(A:)

=u(;Lj1 Ai) - u(ﬁl A)
w(0)=0;¥{A;}2, C&:
(i5= As £ A7) =

i::l u(A;) = u(;le A9)

¢) mame vnéjsi miru v : 2% — [0, 0o}, jestlize

M(y)={MCX:VTCX
Y(T)=y(TNM)+~(T\ M)},
pak «y je iplnd mirana (7).

M(y)={MCX:VTCX
YT)=y(TUM)—y(TNM)},
pak 7 je Gplnd mirana M (y).
My)={MCX:VTCX
YT)=A(TNM)+~(T\M)},
pak ~y je mirana 9i(7y).




2. Na prostoru RY méme Lebesgueovu vnéjsi miru AN, % || 5
, - OspaN™ N
a) pro A C R plati NS
LS
4 uNY

AL*(A) :sup{:g:l(bi — )

AD G [ai, bi]} ZAPADOCESKA

> UNIVERZITA

V PLZNI

i=1
AL*(A)=inf{(b; —a;):
AcC N [as, bi]}
=1
AL*(A) =inf{ 5 (bs —as) :
=1
ac { fas,bil}
=1
3. Mame topologicky prostor (X, T),
mnozina A C X se nazyvd Borelovskd (A € B(X,T) = Bx), jestlize

je prvkem nejmensi o-algebry, kterd obsahuje T

A=UB;: B;€T
A=NBi: B;eT

je prvkem o-algebry, kterd obsahuje 7




4. Méme prostor (R, &, i) s tiplnou mirou p,

fekneme, ze p je uplnd Radonova mira, jestlize

je-li K C RN kompaktni,
pak u(K) < oo a

je-li ECG, pak u(E)=sup{
w(K): K C E, K kompaktni}

je-li K CRYN kompaktni,
pak K €6, u(K) < oo a
jeli ECGS, pak u(E)=sup{
w(K): K C E, K kompaktn{}

je-li K C RN kompaktni,
pak K €6, u(K) < oo a
je-li ECG, pak u(E)=inf{
u(K): EC K, K kompaktni{}
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5. Necht H® je s-rozmérnd Hausdoffova mira,

pak tato mira je o-kone¢nd pro




1.4.1. Abstraktni Lebesguv integral

Definice 1.84. Necht (X, &, ) je prostor s mirou. Rekneme, ze funkce f: X — R* je p-méritelnd
nebo G-meéritelnd, pokud vzorem kazdé borelovské mnoziny E € ‘Bgr- je py-méfitelnd mnozina, tj.
E € ®Br- = f71(E) €.

Poznamka 1.85. K definici pojmu méfitelnosti funkce nepotfebujeme miti danu miru. Stac¢i nam
k tomu o-algebra & na X. Protoze ovsem v praktickych situacich tato o-algebra vznika az prii
konstrukci néjaké konkrétni miry, definujeme jak G-méritelnost tak p-méritelnost, i kdyz je to totéz.

Véta 1.86 (Kritérium meéritelnosti). Necht & je o-algebra na X, D€ &, f: S - R* a
VgeQ: {zeX: f(z)>qeb.
Potom je funkce f &-méritelnd.

Véta 1.87. Necht (X,T) je topologicky prostor, f: X — R* je spojitd funkce vzhledem k topologii
T, potom vzorem borelovské mnoZiny E € B+ je borelovskd mnoZina f~'(E) € B(X,T).

Dusledek predchozi véty pozdéji sehraje dilezitou roli pri charakterizaci spojitych funkcionala
na prostoru spojitych funkei:

Dusledek 1.88. Necht (X, S, ) je prostor s borelovskou mirou, B(X,T) C & a f: X — R* je
spojitd, pak je p meritelnd.
Tato véta je velice dilezita v teorii nelinedrnich parcialnich diferencialnich rovnic:

Véta 1.89 (Méritelnost slozené funkce, [16]). Necht (X, S, u) je prostor s mirou, [ je u-
-méritelnd a g: G C R* — R* je spojitd funkce na otevrené nebo uzavrené mnoziné G. Potom je
mnozina D' = {x € X: f(x) € G} méritelnd a sloZend funkce go f je méritelnd na D’.

Poznamka 1.90. Pozor, budeme-li sklddat funkce v opacném poradi, tj. vnéjsi bude méritelna a
vnitini spojitda, nemusime obecné dostat méritelnou funkci. Nastésti prirozené poradi sklddani funkci

@:
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u nelinearnich parcidlnich diferencidlnich rovnic je stejné jako ve Vété 1.89, takze v praktickych
situacich jsme zachrédnéni. Vyjimecné se téz v praxi vysSetfuji dlohy (napf. suché tfeni), kde g je po
Castech spojitda s konecné mnoha skoky. Timto pripadem se zde zabyvat nebudeme.

Definice 1.91. Necht & je o-algebra na mnoziné X a F € &. Konecny systém
{Al,AQ,...,Am} c6

po dvou disjunktnich mnozin, tj. A; N A; = 0 pro i # j, nazyvane délenim mnoziny E, pokud plati

o {)a
=1

Definice 1.92 (Kladna a zdporna éast funkce). Necht f : D — R* kde D je néjakd mnozina.
Definujeme funkce

ft:D — R* 2+ max{0, f(z)}, (1.37)
f7: D —=R" z— max{0,—f(z)}. (1.38)
(1.39)

Funkci T se ¥ik4 kladnd édst funkce f a funkci f~ se ¥ik& zdpornd édst funkce f.
Poznamka 1.93. Pro vSechna x € D plati f(x) = f(z) — f (2).

Definice 1.94 (Definice Lebesgueova integralu, [16]). Necht f: D € & — R* je nezdpornd
p-métitelnd funkce, pak definujeme

/ fdp f sup Zaju(Aj): {41, As,... A} je déleni DA (1.40)
D =

AVzeA;: 05 a; S f(x),7=1,2,...m
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Necht f: D € 6 — R* je y-méfitelnd funkce a
A\ <2
2 S

/ frdu < +oo \// frdpu < o0 2z >
D D

definujeme
def [ ot - > T
fdu = f dH - f dﬂ . v PLZNI
D D D
Necht f: D' € & — R* je p-méfitelnd funkece, D' C D a p(D \ D’) = 0, potom definujeme
def
[ ran™ [ ga.
D D’

Véta 1.95 (Rizné vlastnosti Lebesgueova integralu, [16], Véty 8.6, 8.11 a 8.12). Necht
D e G a f,g jsou G-meritelné funkce na D.

(LI1) Je-li f 20, D1,D3 € & a D1 C Dy C D, pak

fdp = Jdu;
Dy Do

(monotonie vzhledem k integra¢nimu oboru).

(L12) Jestlize D1,Dy € &, DyN Dy =0 a Dy UDy = D, pak

/Dfdu= led/l-i-/DQfdp

(aditivita vzhledem k integra¢nimu oboru).
(LI3) Je-li
/ | fldp < +oo0,
D

pak | f(x)] < 400 pro u-skoro vSechna x € D.




(L14) Je-li

[ 1nidu=o.

pak f(z) =0 pro p-skoro vSechna x € D.

(LI5) Jestlize pro p-skoro vSechna x € D plati f(x) < g(x) pak nerovnost

/Dfduéngdu

plati, kdykoliv oba integrdly existuji (monotonie vzhledem k integrandu).

(LI6) Eristuje-li konecnyj integrdl

/ gdp < 400
D

a |f(z)| £ g(x) pro p-skoro vsechna x € D, pak ezistuje i konecny integral

/ fdp < +o00.
D

/D(f+g)du=/ngu+/Dfdu

(aditivita vzhledem k integrandu).
/ (kf)dp =k / fdu
D D

(homogenita vzhledem k integrandu).

(LI7)

(LI8) Necht k € R, potom

o

1849
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1.4.2. Konvergencéni véty

V prostoru (X, &, ) lze definovat rizné zpusoby konvergence, uvedeme zde jen nasledujici dva, které
budeme v tomto textu potrebovat.

Definice 1.96. Necht (X, S, i) je prostor s mirou, u,,u: X — R* jsou méfitelné funkce.

(1) Rekneme, Ze posloupnost {u, }>2, konverguje k u bodové p-skoro viude jestlize existuje E C &
takovd, ze u(E) = 0 a pro vSechna z € X \ E plati

(2) Rekneme, ze posloupnost {un}s2, konverguje k u v mire p jestlize pro vSechna e > 0 plati:

nlgréou({ac € X: Jup(z) —u(z)| >e}) =0.

Véta 1.97 (Leviho véta, [16]). Necht (X,S,u) je prostor s mirou. Bud {f,}5., posloupnost
nezaporngch p-méritelngch funkei definovangch na D C & spliujici podminku 0 < f1(z) £ fa(x) <

< ... pro p-skoro viechna x € D. Potom pro p-skoro vSechna x € D existuje limita
fa)= tim_fula),

funkce f je u-méritelnd, jeji integrdl existuje a

Poznamka 1.98. Leviho véta v této podobé je vyjimecénd v tom, Ze umoznuje narozdil od jinych
konvergencnich vét dokazat, ze integral limitni funkce je roven 4+oc0. Ve vétsiné literatury je bohuzel
psana pro omezené funkce. Tim se ztraci jeji ptivodni vyznam.
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Véta 1.99 (Fatouovo Lemma). Necht {f,}22 je posloupnost nezaporngch p-méritelngch funkei
definovanych na D C &. Potom funkce lim Jirnf fn je meritelnd, md Lebesgtiv integral a plati
n—-+0oo

/ liminf f,du < liminf/ Sndp.
D D

n— —+oo n—-+oo

Véta 1.100 (Lebesgueova véta o dominantni konvergenci). Necht {f,}°2, je posloupnost
u-meéritelngch funkci definovangch na D C & a pro p-skoro vsechna x € D plati

fo(x) = f(2),

tj. u, konverguje k u bodové u-skoro vsude. Predpokladejme ddle, Ze existuje p-méritelnd nezdpornd
funkce g definovand na D s konecngm Lebesgueoviym integralem na mnozine D takovd, Ze pro vSechna
n € N a p-skoro vsechna x € D plati

|fn(2)] < g().

Potom funkce f,,, n € N, a f maji konecny Lebesquiiv integrdl a plati:

/fdu: lim /fnd,u.
D n—+oo Jp

7 vyse uvedené véty lze dokazat véty o spojitosti integralu podle parametru a derivovani podle
parametru. Tyto véty se pak hojné pouzivaji v teorii parcialnich diferencialnich rovnic a ve varia¢nim
poctu.

Véta 1.101 (Spojitost integralu podle parametru, FUCik-JOHN-KUFNER [8]). Bud (X, &, i)
prostor s mirou a M je metricky prostor. Necht D C &, AC M a f: D x A — R. Predpoklddejme,
ze plati

(i) Pro p-skoro vsechna x € D je f(x, -) spojitd na A.

(ii) Pro kazZdé o € A je f(-,a) méritelnd funkce na D.
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(iii) FEzistuje nezdpornd funkce pu-méritelnd funkce definovand na D s konecngm Lebesqueovim in-
tegralem takovd, Ze pro vSechna o € A a skoro vSechna x € D plati “ 7
&

[f (@, )| < g(x) .

Potom f []nmm“
de V PLZNI
Fle)® [ 1.0

je spojitou funkci proménné o na mnoziné A.

Véta 1.102 (Derivace integralu podle parametru, FUCIK-JOHN-KUFNER [8]). Bud (X, &, i)
prostor s mirou a I = (a,b) interval. Necht D C & a f: D x I — R. Necht plati

(i) Integrdl
kst )
Fle)® [ 1.0

je konecény alespori pro jednu hodnotu o € (a,b).

(ii) Pro kaZdé o € (a,b) je funkce f(-,a) méritelnd na D.
(iii) Pro vSechna a € (a,b) a skoro vSechna x € D existuje konecnd derivace

ﬁ(;13 a).

Oa

(iv) Existuje nezdpornd funkce p-méritelnd funkce definovand na D s koneéngm Lebesgueovgm in-
tegralem takovd, Ze pro vsechna a € A a skoro véechna x € D plati

o (@,0) < gl).
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Potom pro kazdé o € (a,b) plati, Ze integrdl
AN\ s /ol
;\}

F(a) :/ (-, a)du xS
D
je ]COTLBCVTLy/ a > ZAPADOCESKA
dF af UNIVERZITA
T(a)= [ Z(,a)du.
da p O

Nez uvedeme jednu z nejobecnéjsich konvergencénich vét vyslovime nasledujici definici.

Definice 1.103. Necht (X, &, 1) je prostor s mirou, 1 < p < +00. Rekneme, Ze systém F méfitel-
nych funkei u: X — [—o00,+00] je p-ekviintegrovatelny, jestlize pro vSechna e > 0 existuje 0 > 0 tak,

ze
[ upd <=
E

pro vSechna u € F a pro vSechny méfitelné mnoziny E C X: u(E) < 6.

Véta 1.104 (Vitalliova konvergenc¢ni véta, LEONI [13], V&ta B.101, str. 535). Necht (X, S, p)l}
je prostor s mirou, 1 < p < 400, {u,}52, C LP(X, 6, n). Potom u, konverguje k u € LP(X, &, u)
prave tehdy, kdyz

(i) {un}s2y konverguje k u v mire u;
(ii) {un oo, je p-ekviintegrovtelnd;

(iii) pro kazdé e > 0 existuje E € & takovd, Ze u(E) < 400 a pro vsechna n € N plati

/ lup|Pdp S €.
X\E

Poznamka 1.105. Podminka (iii) je splnéna automaticky, pokud u(X) < +o0.




Toto je vhodné kritérium pro ovéreni ekviintegrability.

Véta 1.106 ([13], Véta B.102, str. 535). Necht (X, &, u) je prostor s mirou. Necht F je systém
méritelngch funkei u: X — [—oo, +00]. Uvazujme ndsledujici podminky:

(i) Systém Fje 1-ekviintegrovatelny.
(i)
lim sup/ luldp =0
t=+00 yeF {zeX: |u|>t}

(iii) Ewistuje rostouct funkce 7: [0, +o00] — [0, +00] s limitou

takovd, Ze

St / y(Jul)dp < +o.
uweF JX

Potom (ii) a (iii) jsou ekvivalentni a kazdd z nich implikuje (1). Pokud navic predpokldddme

sup/ luldp < +o0,
uEF J X

potom (1) implikuje (ii) a vsechny 7% podminky jsou ekvivalentnd.

1.4.3. Soucin mér a Fubiniova véta

Necht (X1,61,u1) a (X2,62, u2) jsou dva prostory s mirou, kde miry p; a ps jsou o-konecéné. Na
prostoru X; x X uvazujme systém mnozin G = {G € 2X1%¥X2: G = G| x Go, kde G; € &;,i = 1,2}
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(systém métitelnych obdélnikil), a mnoZinovou funkei u®: G — [0, +00] definovanou pro G = G x Go
takto Y 7

4‘* - &
p2(G) = 1 (Gh) - p(Gs) . L
Snadno se ovéti, ze u°(f) = 0. Standardni konstrukei dostaneme z této vychozi mnozinové funkce
pres vnéjsi miru p* dplnou miru p na prostoru X; x Xs. V textu [16] je ukdzéno, ze G C M(u*) a P Inaooseskh
ze plati u(G) = u°(G) = u1(G1) - u(G2) pro G € G, G = G x G5. Mira p se nazyva souc¢inova mira UREL

mer (1 a o a pise se = 1 ® lg.

Véta 1.107 (Fubiniova véta). Necht (X1,61, 1) a (X2, 60, ua) jsou prostory se o-konecnymi
miramsi (41, o @ W je soucinovd mira uy @ ue na X1 X Xo. Necht f: X7 x Xo — R je u-méritelnd a
leXxQ |fldp < +00. Potom pro ps-skoro vsechny hodnoty xe € Xo plati

funkce f(-,x2) je pi-méritelnd a / £ 22)dp < +00.
X1

Navic funkce g: X1 — R definovand integrdlem

def . .
glzg) = f(-,xo)dpr je pa-meritelnd a / lg(z2)|dpe < +00.
X, X2

/ fdu=/ gd#2=/ ( (-,wz)dul) dps -
X1><X2 X2 XQ X1

Poznamka 1.108. Prostory X; a X5 jsou rovnocenné a tak plati i rovnost

/ fdMZ/ ( f(fﬂl»',)d/&)d/lr
X1 X Xo X1 X2

Plati rovnost
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Véta 1.109 (Tonelliho véta). Necht (X1,61,p1) a (X2, 82, u2) jsou prostory se o-konecnymi
mirami py, o o @ je soucinovd mira py @ pz na X1 X Xo. Necht f: X1 x Xo — [0, +00] je u- ‘- 7

%,
‘o 2 o Q S
-méritelnd. Potom plati rovnost Zri e

/ fd[t = / < ( ﬂxQ)d,Ud) d,u’2 = / ( f(zla ! )dlu’2> d.“’l ; D ZAPADOCESKA
X1 X Xo Xo X1 X1 Xo P univerzima

V PLZNI

kde integrdly mohou nabyvat hodnot z oboru [0, +00].

1.4.4. Integral a derivace

Nyni uvedeme prehled vét, které davaji do souvislosti Lebesgueovu miru, derivaci a diferencial funkce.
Jednorozmérnd Lebesgueova mira je vytvorena z délky intervalu, proto se da intuitivné ocekévat, ze
nasledujici véty pro Lebesgueovu miru plati. Samoziejmé jejich dikazy jsou znacné komplikované.

Definice 1.110. Necht f je AN méfitelna funkce definovans na R a pro kazdou kompaktni pod-
mnozinu D C RY plati fD |fldAY < +oc0. Potom fekneme, Ze bod = € RN je Lebesgueovym bodem
funkce f, pokud plati:

1
lim ——— f—f(@)]d\N=o0.
B Jepe @

Poznamka 1.111. Necht f je AV méfitelnd funkce definovand na RY a pro kazdou kompaktni
podmnozinu D C R¥ plati fD |fIAAY < 4o00. Kazdy bod, v némz je funkce f spojitd je jejim
Lebesgueovym bodem.

Véta 1.112. Necht f je A\ méritelnd funkce definovand na RN a pro kazdou kompaktni podmnoZinu
D C RY plati [, |f|dAN < +oo. Potom skoro kaZdy bod x € RN je Lebesgiiv bod funkce f.

Lemma 1.113. Necht f: [a,b] — R je monotdnni. Potom derivace f'(x) existuje pro A-skoro
véechna x € [a, b].




Poznidmka 1.114. T kdyZz derivace monoténni funkce existuje skoro vSude, nemusi platit f(b) —
— fla) = f; f'(z) dz. Uvazujme napiiklad funkei s: [-1,1] — R, s(z) = —1 pro [-1,0) a s(z) =1
pro z € [0,1]. Potom s'(z) = 0 pro vSechna x € [—1,1] \ {0} a zdroven s(1) — s(—1) =2 # 0 =
= f[_l’l} s'(z) du.

Definice 1.115. Funkce f: [a,b] — R se nazyva absolutné spojitd, jestlize pro kazdé e > 0 existuje
takové 6 > 0, ze pro kazdy systém intervalt [a;,b;], i =1,2,..., M, M € N:

a§a1<b1§a2<b2§...aM<bM§b

plati
M

M
D bi—ai) <6=> |f(b:)— fla:)| <e.

i=1 i=1
Véta 1.116. Necht funkce f: [a,b] — R je absolutné spojitd. Potom derivace f’ existuje pro A-skoro
vSechna z € (a,b) a pro vSechna x,y € [a,b] plat? f(y) — f(z) = f(m ) fldA.

Véta 1.117 (Véta Rademacherova). Necht M, N € N, Q C RY je oblast a f: Q — RM spliuje
Lipschitzovu podminku:

3L > 0Va,y € Q: MgL
ly — z|gw

na oblasti Q, potom je zobrazeni f diferencovatelné N -skoro viude v Q.

1.4.5. Prostory integrovatelnych funkci
Definice 1.118. Necht (X, &, ) je prostor s mirou a u: X — R* p-méfitelnd funkce na X. Pro

1 £ p < +oo definujeme
def 1/p
a2 ([ 1o
b's
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a pro p = +oo definujeme

]l oo L inf {C 2 0: |u(z)| £ C pro skoro viechna =z € X} .

Véta 1.119. Nechtp € [0, +00], LP(X, 6, u) je mnoZina vSech p-méritelnych funkci w definovangch
na X takovych, Ze
flull, < +o0.

Potom LP(X, 6, p) je linedrni prostor a |- ||,: LP(X, &, u) — [0, +00) je seminorma na LP(X, S, p).
Véta 1.120. Relace ~ definovand na LP(X, S, u) x LP(X, S, u) vztahem

u~v < u(x) =v(z) pro skoro vSechna x € X

je relact ekvivalence na LP(X, S, u).
Definice 1.121. Symbolem LP(X, &, 1) ozna¢ime faktorprostor

LP(X,6,p1) & LP(X,6,p)/ ~

obsahujici t¥idy ~-ekvivalence prvki prostoru LP(X, S, p):

(] ¥ {ve £P(X,6,0):v~ul}.

Poznamka 1.122. Lze pak také psat
LP(X,8,p) ={[u]: v € LP(X,6,p)} .

Poznamka 1.123. Pokud nejste sbéhli s tiidami ekvivalence a faktorprostory, nejsnazsi objekty, na
kterych lze tento velmi dulezity koncept pochopit, jsou zbytkové tfidy mod v (Z,+), které tvori
faktorgrupy (Z, +).
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Definice 1.124. Na prostoru L?(X, &, ) definujeme vnitini bindrni operaci séitdni: v 57

def /0k- “\‘\‘
[u] + [v] = [u+2] -
a operaci vnéjsi binarni operaci ndsobeni redlnym cislem: 2APADOCESKA
’ UNIVERZITA
def V PLZNI
€
ku] = [ku].

Daéle definujeme zobrazeni || - || 1»(x,&,4) ¢ LP(X, &, 1) — (0, +00) predpisem

def
Illlze (x.e.0 = Nully

a také relaci usporadani:
[u] < [v] © u(z) = v(z) pro u-skoro vsechna = € X

Véta 1.125. Prostor LP(X, 6, u) vybaveny vyse uvedenymi operacemi scitani a ndsobeni redlngm
cislem je linedrni prostor.

Zobrazent || - || e (x,&,u) je norma na LP(X, &, i) a prostor LP(X, &, i) je vzhledem k této normé
dplng (tj. Banachiv prostor).

Definice 1.126. Rekneme, Ze prvek [u] € LP(X,&,u) je spojity, pokud existuje reprezentant
u € LP(X, 6, 1), ktery je spojity.

Definice 1.127 (Prostory lokalné integrovatelnych funkci). Necht (X,7T) je lokdlné kom-
paktn{ Hausdorftv prostor a (X, &, i) je prostor s borelovskou mirou p: & — [0, +00], B(X,7T) C &
al< p < +oo. Prostor LY (X, &, p) je prostor t¥id ~-ekvivalence [u] méfitelnych funkef u: X — [—

—00, +00] takovych, ze pro kazdou kompaktni mnozinu K C X plati [u] € LP(K,2K N &, ). _



1.4.6. Dualni prostory k LP(X, S, 1)

Definice 1.128. Necht 1 < p £ +oo. Holderiv konjugovany exponent je prvek rozsifeného realného
oboru p’ € [1, +0o0] definovany takto:

i pro 1l < p< +o0

1 pro p = +o0
Poznamka 1.129. Pro p € (1,400) je p’ € (1,400) a je splnéna rovnice

1 1

===l 1.42
PP (142)

Pro dualitu na prostorech LP(X, &, ) je klicova Holderova nerovnost.

Véta 1.130 (Holderova nerovnost). Necht LP(X, S, p) je prostor s mirou a 1 < p £ 400 a p
je Hélderiv konjugovany exponent p. Jestlize u,v: X — R* jsou p-méritelné funkce, pak plati

||UU||L1(X,G,u) S ||u||LP(X,6,u) ||U||Lp’(x,6,u) :

Véta 1.131. (Rieszova véta o reprezentaci v LP(X, S, u)). Necht LP(X, &, ) je prostor s mirou a
1 <p<+o0 ap' je Holderiv konjugovany exponent p. Potom kaZdyj omezeny linedrni funkciondl
l: LP(X,6,u) — R lze reprezentovat pravé jednim vy € LP (X, S, u) — R takovgm, Ze

Vu € LP(X, 6, p): I(u) =/ uvrdp.
b

Navic operdtorovd norma l je stejnd, jako |lvi|| v x s,y Plati téZ opacné turzend, Ze zobrazeni
ly: v — fX uvdp definuje omezeny linedrnd funkciondl na LP(X, S, p). V tomto smyslu lze dudlni
prostor (LP(X, S, )" ztotoznit s L (X, &, ) (mezi témito dvéma prostory existuje izometricky
izomorfismus). LP(X, &, u) je reflexivnd prostor ((p') =p).
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Véta 1.132. (Rieszova véta o reprezentaci v L1 (X, &, i), [13], Véta B.95, str. 533). Necht L*(X, &, )i}
je prostor se o-konecnou mirou, potom dudlni prostor k L*(X, &, ) lze ztotoznit s L (X, &, ). “ 7
¥,

Definice 1.133. Necht X je neprazdnd mnozina a 2 je algebra podmnozin X, to jest

(Al) @,X € 2[, > ZAPADOCESKA
(A2) VE € 2A: X\AEQ‘, v PLZNI

(A3) VEl,EQ S Ql: E1 U E2 &S 9«[
Rekneme, Ze mnozinové funkce v: 2 — [—oo, +00] je konecné aditivni znaménkovd mira, plati-li
(KM1) v(0);

(KM2) v nabyvé nejvyse jedné z hodnot —oo, +00, tj. bud v: A — [—00,4+00) nebo v: A = (—oo, +
+o0l;

(KM3) pro vSechna Eq, Ey € A: E; N Ey = 0 plati

I/(E1 U Eg) = V(El) + I/(EQ) 5

Necht (X, S, 1) je prostor s mirou. Definujeme prostor ba(X, &, u) koneéné aditivnich znamén-
kovych mér absolutné spojitych vzhledem k p jako mnozinu vSech v: & — R takovych, ze

(i) v je konetné aditivni znaménkovd mira na &;

(ii) v je omezend, tj. jeji totdlni variace

l
v| & sup{Z|V(En)|} ,
n=1

je konecna, kde supremum je pres vSechna konecna déleni prostoru X;




(iii) absolutné spojitd vzhledem k p, tj. pro vSechna E € &: p(E) = 0 plati v(E) = 0.

Véta 1.134. (Rieszova véta o reprezentaci v L (X, &, i), [13], Véta B.96, str. 533; YOSIDA-HEWITT
[30], Véta 2.3, str. 53). Necht L (X, &, u) je prostor s mirou. Potom dudlni prostor k L= (X, S, p) lze
ztotozZnit s prostorem omezenych konecné aditivnich znaménkovych meér absolutné spojitych vzhledem
k p v tom smyslu, Ze ke kaZdému omezenému linedrnimu funkciondlu | na L>=(X, &, u) odpovidd
pravé jeden prvek v, € ba(X, S, u) takovy, Ze pro viechna u € L (X, &, u) plati

l(u) = /Xudl/l.

Navic operdtorovd norma l je rovna totdlni variaci |v|. Naopak pro dany prvek v € ba(X, S, u) je
zobrazeni l,: uw — [ udv omezeny linedrni funkciondl na L>®(X,&, ).

Poznamka 1.135. Jak plyne z piedchozi véty, prostory L' (X, &, u) a L>°(X, &, u) nejsou reflexivni.
To vyrazné ztézuje analyzu v téchto prostorech. Bohuzel nékdy je i pres tyto obtize z divodu
regularity nutno v téchto prostorech pracovat.

1.4.7. Vnoreni prostoru integrovatelnych funkci

Véta 1.136 ([13], Véta B.84, str. 531). Necht (X, S, p) je prostor s mirou a 1 < p < g < +00.
Potom

(1) L*(X, 6, u) neni podmnozinou LY(X, S, u) prdvé tehdy, kdyZ X obsahuje méritelné mnoZiny
libovolné malé miry, tj.
Ve >03E € G: u(E)<e.

(2) LUX, 6, n) neni podmnozinou LP(X, S, u) prdvé tehdy, kdyZ X obsahuje méritelné mnoZiny
libovolne velké miry, tj.
Ve >03E € G: u(E) > ¢.
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Véta 1.137 (srovnej [13], Dusledek B.85, str. 531). Necht (X, &, u) je prostor s mirou a
1< p<q < +oo. Jestlize p(X) < +o0, potom

L9(X, 6, 1) C IP(X, &, ).
Navic existuje ¢ > 0 tak, Ze ||ull, < c||ullq pro vSechna v € LU(X, S, 1) a tedy
LI(X,6,p) <= LP(X,6,p) .

1.4.8. Typy konvergenci a kompaktni mnoziny v L?(X, S, i)

O charakterizaci totdlné omezenych podmnozin L?(Q2) hovoii Kolmogorova véta viz Adams [1, Véta
2.21, strana 31].
V nésledujici vété budeme k funkci u definované na méfitelné mnoziné Q C RY uvazovat jeji
rozsifeni @ nulou na celé RV, tj.
oy (=) pro z € {2,
)= { 0 proz € RV \ Q. (1-45)
Véta 1.138 (Kolmogorova véta). Necht 1 £ p < +o00. Omezend podmmnozina K C LP(Q), t.
podmnozina spliujici podminku
sup |lullLr@) < ¢ < +oo (1.44)
ucK

je totdlné omezend v LP(Q) (jeji uzdvér je kompaktni v LP(2)) prdvé tehdy, kdyZ pro vSechna & > 0
ezistuje § > 0 a G C € takové, Ze pro vsechna u € K a vsechna h € RN : |h|gn < & plati

/Q li( + h) — (@)’ dz < & (1.45)

/ _|u(@)Pdz < P (1.46)
O\G

Poznamka 1.139. Podmince (1.45) se i{kd spojitost v pruméru a podmince (1.46) se ¥ika pokles
v nekonecnu.
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1.4.9. Znaménkové a komplexni miry

Definice 1.140. Necht & je o-algebra na mnoziné X a E € &. Spodetny systém {E;} C & po dvou
disjunktnich mnozin, tj. E; N E; = () pro i # j, nazyvéne rozklad mnoziny E, pokud plati E = |J E;.
Znaménkovd (komplexni) mira u na & je pak takova redlnd (komplexni) funkce na &, Ze pro kazdé
E € 6 a kazdy rozklad {E;} mnoziny FE uvedend fada konverguje a plati:

Poznimka 1.141. Protoze permutace indexu systému {F;} neméni sjednoceni systému, uvedena
rada konverguje dokonce absolutné.

Definice 1.142. Necht p je znaménkové (komplexn{) mira na &. Mnozinovou funkei u: & — RT
definovanou vztahem:

|ul(E) = sup {Z |w(E:)|: {Ei} je rozklad E}

nazyvame variace miry p. Cislo p(X) se nazyvé totdlni variace miry p na X.

Véta 1.143 (Rudin, véty 6.2 a 6.4). Variace |u| znaménkové (komplexni) miry p definované na
o-algebre & je (nezdpornd) mira na &. Navic |pu(X)| < oo.

Poznamka 1.144. Necht p a v jsou znaménkové (komplexni) miry definované na téze o-algebie &
a c € R (c € C). Definujme operace p + v a cu obvyklym zpusobem, tj. pro kazdé F € &

(+N(E) = W(E) + XE), (cp)(E) = cu(E).

Lehce lze ovéfit, ze p+ A a ¢ u jsou znaménkové (komplexni) miry. Systém vsech komplexnich mér na
G tvofi vektorovy prostor. Polozime-li ||u|| = |u|(X), 1ze ovéFit, Ze jsou splnény axiomy normovaného
linearniho prostoru.
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Definice 1.145. Necht (X,T) je Hausdorffuv topologicky prostor a necht & je o-algebra na X
obsahujici oteviené mnoziny T (takzZe kazdd oteviend mnozina je méfitelnd a & obsahuje o-algebru
Borelovskych mnozin na X). Potom mira p na méfitelném prostoru (X, &) se nazyva reguldrni
zevnitr pokud pro kazdou mnozinu A z &, plati

w(A) = sup{p(K): K je kompaktni a K C A}.
Tato vlastnost se také nékdy nazyva “aproximace kompaktnimi mnozinami”.

Definice 1.146. Borelovskd mira je definovana nasledovné: Necht X je lokdlné kompaktni Hausdor-
ffiv prostor, a necht B(X) je nejmensi o-algebra obsahujic{ vSechny oteviené podmnoziny X (tak-
zvané o-algebra Borelovskych mnozZin). Kazdd mira p definovand na o-algebie Borelovskych mno-
zin se nazyva Borelovskd mira. Jestlize Borelovskd mira p je zaroven reguldrni zevnitr i requldrni
zunéjsku, nazyva se reguldrni Borelovskd mira. Je-li p zaroven regularni zevniti a lokalné konecéné
(pro kazdou kompaktni C' € B(X) je u(C) < +00), nazyva se Radonova mira.

Definice 1.147. Linedrni prostor vSech spojitych zobrazeni ¢ : X — R(C) takovych, Ze jejich nosi¢

{z € X :¢(z) # 0}

je kompaktni mnozina v (X, T) oznac¢ime C.(X).

Véta 1.148. Necht X je lokdlne kompakini Hausdorfiv topologicky prostor. Potom ke kazZdému
omezenému linedrnimu funkciondlu ® na prostoru Co(X) existuje prdvé jedna reguldrni (znaménkovd
nebo komplexni) borelovskd mira p takovd, Ze plati

o(f) = / fdp
X
pro vSechny funkce f € C.(X). Navic je norma ® rovna totdlni variaci p:

[} = [l (X).

@:
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Poznamka 1.149. Piipomenime si, Ze je-li f: X — R(C) spojitd na X, pak vzor f~1(A) oteviené
mnoziny A € R(C) je také oteviend mnozina a tedy f~1(A) € B(X). Funkce f spojitd na X je
tudiz p-méritelnd libovolnou borelovskou mirou na X. Z linearity integralu je vidét, ze zobrazeni

®(f) = [y fdp je linearni.

1.4.10. Znaceni pouzivané mimo abstraktni teorii

Tam, kde se Lebesguv integral s Lebesgueovou mirou pouzivd mimo vyse uvedenou abstraktni teorii,
se vétsinou z historickych divoda pouziva nasledujici znaceni:

b
/ f(z)dz °= fdx

(a,b

)
/Q f(z)dz = /Q faxy

| tewasay 2 [ g

/f(x,y,z)dxdydz o= /fd)\3
Q Q

Toto znaceni téz odrazi fakt, ze Lebesguv integral zobecnuje Riemanniv integral, ktery se takto
tradi¢né zapisuje. I my se budeme v tomto textu vétsinou tohoto znaceni drzet. Vzdy to bud vyplyne
z kontextu (nebude-li hrozit nedorozuméni), nebo to vyslovné zminime.
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1.5. Kviz - méritelné funkce a Lebesguetiv integral

Y STRA 7
NG
/0"4- ““\‘\
| Meéritelné funkce a Lebesgueuv integral |
1. Mame prostor (X, &, u) s mirou y, JAPADOCESKA
fekneme, ze funkce f: X — R* je p-métitelnd, jestlize > Ve

VECBg«: f~YE)€S
VECR* f~Y(E)e&
VEEBp«: f Y E)CX

VECR f~YE)e&

2. Necht f: D — R* je nezdporna p-méritelnd, {41, Aa,... A} je déleni D,

pak Lebesgueuv integral je dan vztahem

Lfdu:igf{Zaju(Aj):O§f(m)§aj,Vw€Aj}
j=1

/Dfdu:sup{Zaju(Aj):0§aj§f(z),V:E€Aj}
™ =1

/D fdu= sup{z ojp(Aj): 0S o= f(xj), x; GAj}

3. Necht f,, : D — R* je posloupnost nezapornych p-méritelnych funkei, pak

f(z)=limsup f, je méfitelnd funkce a [, fdu = limsup [, fr du




L]

f(z)=liminf f, je méfitelnd funkce a [, f du = liminf [, fn du

A e “ IsTRANY 7

%4'/ '8‘”\
g L p - Sk yws
f(x)—lgr_l)loréf fn je méfitelna funkce a fD fdu < libn_lgoréf fD fndu [T
4. Posloupnost {u,} konverguje k u v LP((a,b), &, u) pravé tehdy, kdyz
ZAPADOCESKA

up — u v mife g a {un} je p-ekviintegrovatelna | 2 (L)

up — u bodové a {un} je p-ekviintegrovatelnd
up — u v mife g a {un} je omezend

un — u bodové a {un} je p-ekviintegrovatelna

5. Necht f je monoténni funkce na [a, b], potom

f je absolutné spojitd funkce

F #dx= (6~ f(a)

f/(z) existuje pro sko- ro vSechna x € [a, b]

f(z) = f(y) pro z,y€[a, b, zZy
6. Mame prostor LP(X) = LP(X, &, i), Rieszova véta

popisuje omezenost spojitého funkcionalu na LP(X)

dokazuje existenci dudlniho prostoru k LP(X)




popisuje reprezentaci spojitého funkciondlu na LP(X)

dokazuje, ze pro u,v € LP(X) plati ||u + v|| < ||u||+]|v]|

7. Necht K C LP(X, G, p) je totdlné omezend mnozina. Pro funkei u€ K neplati
Ve>0356>0aGG X, 7e VhERY :|h|gy < §

/ lu(z + h) — u(z)|P dz < €P
X

/ _ |u(@)|P dx < P
X\@

sup |u(z)| < +oo
reX




1.6. Prostory spojitych funkci ‘_7

1.6.1. Zakladni prostory 22

Definice 1.150. Necht 2 C R¥ je oblast. Definujeme nasledujici mnoziny funkci:

(1) C(Q) (nebo C°(2)) — mnozina viech funkef definovanych v kazdém bodé oblasti  a spojitych D P Cwewans

V PLZNI

v kazdém bodé oblasti €.

(2) C*(Q), k € N — mnozina vsech funkei definovanych v kazdém bodé oblasti €2, které maji v
kazdém bodé oblasti 2 vSechny parcidlni derivace az do fadu k vcetné a tyto derivace jsou
spojité v kazdém bodé oblasti €.

(3) C°°(Q) — mnozina funkei majici spojité derivace vSech fada v kazdém bodé Q, to jest
o~ def -~ k
C=(Q) = [ CrH9).
k=0

Poznamka 1.151. Protoze soucet dvou spojitych funkei u,v € C(2) je opét spojitd funkce u +
+ v € C(Q) a ndsobenim spojité funkce u € C(Q) redlnym cislem v € R dostaneme opét spojitou
funkei yu € C(Q), jsou vyse uvedené mnoziny z hlediska algebraické struktury linedrnd prostory nad
telesem redlnych cisel.

Definice 1.152. Necht € R¥ je oblast. Necht funkce u je definovina v kazdém bodé 2. Mnozinu

Supp u o {z € Q: u(x) # 0} (1.47)
nazyvame nosicem funkce u.

Definice 1.153. Necht k € {0} UN U {oo}. Symbolem C¥(Q) ozna¢ime mnozinu vsech funkei z
C*(Q), jejichz nosice jsou kompaktni v €.
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Poznamka 1.154. Opét se snadno nahlédne, ze vyse definované mnoziny C*(Q) jsou z hlediska
algebraické struktury linedrni prostory nad telesem redlnych cisel. Y 7
&

Definice 1.155. Necht 2 C RY je oblast. Definujeme jesté nasledujici mnoziny funkei:

(1) C(Q) (nebo C°(Q)) — mnozina vech funkei z C(), které jsou omezené a stejnomérné spojité D s EOOE
na .

V PLZNI

(2) C*(Q), k € N — mnozina vSech funkci u € C*(Q) takovych, Ze kazda jejich parcidlni derivace

az do fadu k lezi v C(92).

(3) C°°(Q) — mnozina definovand piedpisem

ce@) ¥ ﬁ k@) .

Véta 1.156. Necht Q C RY je omezend oblast. Potom lze funkci u € C(Q) jednoznacné spojité
rozsirit na ).

Poznédmka 1.157. Pro omezené oblasti 2 C RY budeme s funkcemi u € C(Q) pracovat jako s
jejich spojitymi rozsitenimi na 2. Tim bude mozné pouzivat napr. Weierstrassovu vétu a budeme
moci uvazovat, ze funkce u € C(Q) (ve smyslu spojitého rozsifeni) nabyvd svého maxima a minima
na €.

Podle predchozi pozndmky mé smysl nésledujici definice.

Definice 1.158. Necht Q € RY je omezena oblast. Pro funkce u € C(Q) definujeme

def
e, < max|u(a) (1.48)
e




Necht © € RN je omezend oblast. Pro k € N a funkce u € C*(Q) definujeme

k

lull o s 2 hax lu(z)| + Z max Sl (x) (1.49)
eui@m) — z€Q =1 zeq |0z -+ QxON ’ ’
kde o € NY, a = (a1, as,...,an), N € N je dimenze oblasti 2 a |a] def o1 +ag+---+apn. N-tici a

fikdme multiindez a ¢islu |a| fikdme délka multiindezu «. Z diuvodu zkraceni zapisu pro multiindex
a € N} jesté definujeme

def 8‘0"“

T Qaor-.-Qwon

Véta 1.159. Necht Q C RY je omezend oblast. Potom plati

0%u

(i) zobrazend || - [|o(m): C(Q) — Rt dané predpisem (1.48) je norma na C(Q).
(ii) Prostor C(Y) je vzhledem k této normé Banachiv prostor.

(iii) Prostor C(Q) s touto normou je navic separabilni.

Poznamka 1.160. Konvergence v normé dané predpisem (1.48) odpovida stejnomérné konvergenci
na Q. Uplnost dokazeme tak, Ze nejprve najdeme bodovou limitu (cauchyovska ¢iselnd posloupnost
je konvergentni). Dale vyuzijeme faktu, Ze limitou stejnomérné konvergujici posloupnosti spojitych
funkei na kompaktni mnoziné  (Q je dle predpokladu omezend a uzaviend), je funkce spojitd na
Q. Diky tomu je prostor C(Q) tplny.

Separabilita vyplyva z nasledujici véty.

Véta 1.161 ([12], Véta 1.4.4, str. 30). Necht Q C RY je omezend oblast, u € C(Q) a e > 0.
Potom existuje n € N a polynom P, (v proménngch x1,xa,...TN)

P,(z) = Z aqxyt Ty

la|<n
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takovy, Ze
lu—Pulleg <e-
Poznamka 1.162. K predchozi vété je tieba dodat, ze dany polynom lze volit tak, Zze vSechny
jeho koeficienty spliuji a, € Q. Mnozina vSech polynomu s racionalnimi koeficienty 2 je spocetné
sjednoceni mnozin vSech polynomi s raciondlnimi koeficienty stupné nejvyse n € Ny, proto je 2
spoCetné. Z vyse uvedené véty plyne, Ze spofetnd mnozina 2 je hustd v C(Q2) a tudiz je C(Q)
separabilni prostor.
Z podobnych davodi jako u Véty 1.159 plati i nasledujici véta.
Véta 1.163. Necht k € R, Q C RY je omezend oblast. Potom plati
(i) zobrazent | - ||cr ) C*(Q) — Rt dané predpisem (1.49) je norma na C*(Q).

(ii) Prostor C*(Q) je vzhledem k této normé Banachiv prostor.

(iii) Prostor C*(QQ) s touto normou je navic separabilni.

1.6.2. Holderovy prostory

Definice 1.164. Necht 2 C RY je oblast a 0 < A < 1. Pro funkei u € C*(2) a multiindex a € NY

definujeme
o _ o
Hya(u) < sup [0%u(z) )\u(y)| . (1.50)
z,y€N |LE - y|
TFY

Symbolem C**(Q) ozna¢ime mnozinu viech funkef z C*(Q) takovych, ze
Va: |af =k: Hyx(u) < 4+00.
Pro u € C**(Q) definujeme

def
lellorn@y = Nulleray + D2 Haa(u) (1.51)
|| =k
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Poznamka 1.165. Necht L, H > 0 jsou realné konstanty. Ze zakladniho kurzu matematické analyzy
vite, ze funkci splnujici podminku

[f(z) = f(Y)l = L]z — ylr~ (1.52)

pro viechna z,y € E C R se iik4 lipschitzovska funkce na mnozing E. Podmince (1.53) se iika
Lipschitzova podminka a konstanté L Lipschitzova konstanta funkce f. Podobné, je-li 0 < A < 1,
funkci spliujici podminku

f(x) — f(y)] £ H|z — ylg~ (1.53)

pro viechna z,y € E C RY se ifké holderovska funkce na mnoziné E. Podmince (1.53) se ¥ika
Holderova podminka a konstanté H Hdélderova konstanta funkce f.

Véta 1.166 ([12], Lemma 1.3.1., str. 25; Véta 1.3.3, str. 26). Necht k € Np, 0 < A = 1,
Q C RY je omezend oblast. Potom || - lora (@) Je norma na C*A(Q). Prostor C**(Q) je vzhledem k
této normé Banachiv.

Véta 1.167 ([12], Cviceni 1.2.8, str. 23). Necht je Q C RY je omezend oblast, 0 < v S A< 1,
k=0 aueCH*Q). Potom pro vsechna o € NYY takovd, Ze |a| = k plati:

Hoo(u) £ (diamQ) ™" Hoa(u); (1.54)
(A=»)/A R
Hyo(u) < <2r;1§5<|8°‘u(x)|> (Hoa(u)” (1.55)

7 predchozi véty plyne nésledujici dulezitd véta o vnoreni:
Véta 1.168. Necht Q C RY je omezend oblast, 0 <v < X< 1, k > 0. Potom
CPAQ) — CP(Q). (1.56)

Jemnéjsimi odhady lze dokonce ziskat kompaktni vnoreni:
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Véta 1.169 ([12], Véta 1.5.10, Poznamka 1.5.11 str. 38-39). Necht Q C RY je omezend
oblast, 0 <v < X< 1, k2 0. Potom

ckA @) S o @) S k@) (1.57)

Dalsim typem vnoreni, ktera jsou uzite¢na pri studiu parcialnich diferencidlnich rovnic jsou tato

cHAQ) - CcPANQ), (1.58)
CH Q) — CFMNQ). (1.59)

V pripadech vnoreni prostort s vyssi diferenecovatelnosti do prostort s nizsi diferencovatelnosti je
situace ponekud slozitéjsi nez bychom na prvni pohled cekali a zdvisi na tvaru oblasti. Ukazme si to
na zdkladnim pifkladé: C1(Q) — C%1(Q). Potiebujeme z omezenosti prvnich derivaci

ou

Vo € Q: oz, (z)

g ||u||Cl(ﬁ) i = 15"'7N

vyvodit odhad na H; ¢ seminormu funkee u (tj. odhad na Lipschitzovu konstantu funkee u: Hy o(u) =
= L 2 0) tak, aby platilo Hy,o(u) < M||ul|c1 g), kde konstanta M nesmi zdviset na konkrétnf funkci
u, ale muze eventuelné zaviset na oblasti Q.

V ¢em spociva problém odhadu rozdilu funkénich hodnot pomoci derivace je nejlépe vidét z
nésledujici ivahy o grafu funkce nad kfivkou ve dvou dimenzich (modifikaci pro vhodnou oblast
provedte podrobné sami). Mé&jme spirdlu S: z = 1/tcost, y =1/tsint,t € (7, +00). Délka oblouku
této spiraly je

™

t /1 2 Al 2
s(t) = / Va(t)? +y(t)2dt = Vit arcsinh 7 — YLoes + arcsinh ¢. (1.60)
0 '/T
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Snadno zjistime, Ze tlim s(t) = 4o00. Déle uvazujme funkei
— 00

Snadno se ovéri, ze

0 t<o0,
4 4 1
ut)={ —t*— =t + t* 0<t<2m,
s s s
0 t > 2.

w'(0) =u'(27) =0

8
— — / e —
max [u(t)] = u(r) =1, max[u(t)] = W
lim u(t) =0
t—o00

(1.61)
(1.62)

(1.63)

Nyni budeme uvaZovat inverzni funkei k funkei (1.60), s + t(s), a zobrazen{ Z.: (0, +00) — R?,

pro s € (0, +00), kde ¢ € R je libovolna predem zvolend konstanta. Zobrazen{

x(s) = 1/t(s)cost(s),
y(s) = 1/t(s)sint(s),
z(s) = wu(s+¢)

xz(s) = 1/t(s) cost(s), y(s) = 1/t(s)sint(s)

je vyjadieni spirdly S v prirozeném parametru - délce oblouku. To znamena, vyska grafu zobrazeni
Z. nad rovinou zy je po ubéhnuti oblouku s > 0 po spirédle S rovna z = u(s + ¢). Derivace vysky z

vzhledem k oblouku s je u’(s+c), pro kterou plati |u'(s+c)| <

8

IS Maximalni vysky z = 1 se nabyva
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PIO Smax = ™ — c. Protoze sBToo u(s+c¢)=0a SEIJPOO 1/t(s) cost(s) = 0, sgrfoo 1/t(s) sint(s) = 0,
dostavame nasledujici dolni odhad

. 2(52) = 2(s0)

152604 \[(a(s2) — a(o0))? + (9(53) — y(o0))?

1A%

|2(8max)| 1

V @(5t00)? + W (5tmax))?

1\
Il

= t(Smax) = t(mr —¢).

Uvazujme nyni poslopoupnost ¢,, — —oo a odpovidajici posloupnost zobrazeni Z.. Potom t(m —
—¢p) — 00 a tudiz

. |z(s2) — z(s1)]
up
19260429 [((3) — 2(61))® + (y(52) — y(s1))?

nelze odhadnout max : |’ (s)|. Divod je ten, Ze zatimco rist funkce méme derivaci kontrolovén
s€(0,4+00

pouze podél oblouku spiraly, vyse uvedené supremum pocitame i tzv. “skokem pres zavit”. Tim, ze
délka oblouku spiraly S je +oo (tlinolo s(t) = +00), miZeme Spax libovolné zvétsovat, ¢imz se bod se
2(8s) = 1 na spirdle posunuje do mist, kde jsou zdvity ¢im dal blize k sobé, a zaroven pro dostateéné
velkd s > sjax + 7w je z(s) = 0. Podobné by tomu bylo naptiklad, pokud bychom studovali graf
funkce u nad grafem kiivky K: (0,1) — R? z(t) = t,y(t) = sin(1/t) (opét kombinace nekoneéné
délky grafu se zahustovanim vln v okoli bodu 0, provedte rozbor sami).

Zde popsané situace nds privadi k definici vhodného typu oblasti, kde vnofeni (1.58) a (1.59)
plati L.

1Podminka z monografie [12], Definice 1.2.12, str. 24, je nejlepsi, kterou se ndm pro tato vnofeni podaiilo vyhledat.
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1849
Definice 1.170 ([12], Definice 1.2.12, str. 24). Rekneme, 7e oblast Q2 C R spliuje S-podminku,
pokud existuje konstanta M > 0 takovd, Ze pro kazdé dva body x,y € Q existuje n € N a (n+1)-tice “ 7
bodi zg, ..., z, € RY spliujici tyto tii podminky: oy oW
T =20,y 2n =1, (1.64)
D ’ ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
Vt€[0,1],6=0,...n—1:tz; + (1 —t)z41 C Q, (1.65) oo
n—1
> |zt — il = Mz —yl. (1.66)
i=0

Véta 1.171 ([12], Véta 1.2.14). Necht Q C RY spliuje S-podminku, potom plati ndsledujici
unorent

Ck+1’>‘(§) N Ck’l(ﬁ) ,
Ck+1,A(§) CE) Clc,)\(ﬁ) ’
oand(9)) 2 CRA@),

plati prok € Ng a 0 < A < 1.
Diikaz. Dokézeme specialni piipad C1(Q) < C%1(Q). Déle se vyuzije nasledujiciho fetézce vnoien,
ktery plyne z Véty 1.168:

Q) S CL@) = 001 @) S o).
Obecny pripad k > 1 se dokazuje analogicky jen je technicky komplikovangjsi. Méjme dany dva body
z,y € Q anecht zy,...,z, € RV je (n+ 1)-tice bodi spliiujici podminky (1.64)—(1.66). Ziejmé

u(y) —w(@) = u(zn) — w(zn-1) + w(zn-1) = u(zn-2) - +u(z1) — u(z0) .

Navic, jak je vidét z pfedchozich tivah je velmi pfirozend. V monografii [1] je uvedena pouze podminka konvexnosti
nebo hvézdicovosti oblasti.




7Z trojihelnikové nerovnosti odtud dostaneme

)= @) = 3 fales -+ 1) = s(z)]
1=0

Uzitim véty o stfedni hodnoté na kazdé z dsecek tz; 4+ (1—1t)z;11, t € [0, 1], dostaneme pro vhodné
6 € [0, 1] rovnost:

N ou
w(zig1) — Z 6— 0z + (1 = 0)zit1)vk
k=1

q , v def &2 GG 2 2 g 3
kde vy je k-ta slozka vektoru v = z;11 — z;. Tudiz diky Cauchyové-Schwarzové nerovnosti a ekviva-
lenci norem v R existuje konstanta K > 0 nezavisld na u, z;,1, 2; takova, ze

[u(zit1) — w(zi)| = Kllullor g lzie1 — 2ilrw -

u(y) —u(z)] =
n—1 n—1

E Z luzi +1) — u(z)| = K||u||01(§) Z |zit1 — 2zi|rv =
i=0 i=0

S Klullgr @Ml — ylr~

kde v posledni nerovnosti jsme pouzili (1.66) s konstantou M > 0 z definice (1.170) pro danou oblast
Q (nezdvislou na volbé bodu z,y € Q).
|

"7

STRA
%
Y, 5
70, i v “\“v

L
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Priklad 1.172 ([9],str. 53). Uvedme piiklad, kde vySe uvedené vnoteni neplati a na prvni pohled
neni patrné, Ze nenf splnéna S-podminka. Uvazujme oblast Q@ % {z € R?2: 22422 < 1Az < |z1|/2}.
Necht 1 < 8 < 2. Potom pro funkei u: @ =+ R, 2 — acg sgnz; plati u € C1(Q) a zdrovei u ¢ C*(Q)
pro /2 <a £ 1.

Reseni Platnost u € C*(Q) a u € C*(Q) pro 4/2 < a < 1 dokazte sami. Problém s S-podminkou
nastdvd na okoli bodu o = (0,0). Uvazujme systém dvojic bodi xp,y, na hranici 09 spliujic
= (=h,vh)ay=(h,vh), h € (0,1/4]. Vzdalenost dvojic téchto bodt je |z, — yn|re = 2h zatimco
nejkratsi lomenna ¢ara lezici v €2 spojujici dvojici zy, a y, je sjednoceni tsecek xpo a oy, jejiz délka
je 2v/h? + h. Déle plati

|.’L’—O‘R2 + |0_y|]R2 _ 1

2h
= lim ——= lim — =
|z — y|ge h—=0+ 2y/h2 +h  h=0+ /14 1/h

Proto tato oblast nesplnuje S-podminku.

+00

|
Tato véta asi ¢tenare nepotési, ale ¢tenar znaly této véty se bude moci vyhnout nékterym chybam
v dukazech vét z teorie parcidlnich diferencidlnich rovnic zalozenych na aproximaci.

Véta 1.173 ([12], Véta 1.4.9, str. 32). Necht k € Ny a 0 < X\ < 1, potom prostor C**(Q) neni
separabilni.

Nasledujici véta je uzitetnd v nékterych konstrukcich feSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic,
kdy potfebujeme mit funkci dodefinovanou vné oblasti, kde je zaddna (a zachovat pritom tridu
spojitosti).

Véta 1.174 (MCSHANE [17], Dtisledek 1). Necht E C RN a f : E — R spliuje na E Lipschitzovu
nebo Holderovu podminku, tj. existuje M >0 a 0 < a <1 takové, Ze

Yo,y eRY: 2,y € E= |f(2) — f(y)| < Mlz —ylgn . (1.67)

Pak lze f rozsivit na RN tak, Ze je podminka (1.67) zachovdna.

@:
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Nasledujici véta se tyka zhlazovani spojitych a Holderovskych funkci. Nejprve ale definujme tzv.
zhlazujici jadro.

Definice 1.175 (Systém standardnich zhlazujicich jader). Pro libovolné dané ¢ > 0 definu-
jeme funkci w, : RY — R po ¢astech predpisem

82
(o) | oo (~zp) pro lal <, (1.68)
0 pro |z|ze,

kde C; je voleno tak, aby fRN we dr = 1. Tomuto systému funkei fikdme systém standardnich zhla-
zujicich jader.

Véta 1.176 (GILBARG-TRUDINGER [9], Lemma 7.1, str. 147). Necht u € C(2). Pro libovolnou
OV CQal<e<dist(0Q,Q) definujeme u.: Q' — R vztahem ue(x) e Jo w(@)we (z — y) dy.
Potom pro libovolnou Q' : Q' C Q plati lim0 |ue — UHC(W) =0.

E—

Podobné tvrzeni plati i pro Hélderovy prostory.

Véta 1.177 (srovnej diskuzi v [9] na str. 148). Necht u € C**(Q), 0 < a < 1. Pro libovolnou
Q' CQa0<e<dist(0Q,) definujeme u.: Q' — R vztahem u.(z) def Jo w(@)we (z — y) dy.
Potom pro libovolnou Q' : Q' C Q a libovolné 0 < B < « plati liH(l) lue — “”cw(ﬁ) =0.

E=

1.7. Typy oblasti
Definice 1.178. Rekneme, 7e omezena oblast  C RY m4 hranici t¥idy C*, jestlize tato hranice

mtize byt pokryta koneéné mnoha (N — 1)-dimensionalnimi nadplochami I'?, i = 1,2,..., M < +oo0,
které ve vhodné zvoleném lokalnim systému soutadnic (&}, ...,&Y%) lze vyjadrit ve tvaru

é;V:gi(€§7"'7€§V—1)7 i:]‘727"'7M7
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kde _ _
gzeck,a(Qz)’ i:1327"'7M7
Q' {(E, ..., &y ) RN |(EL, ... € )len—1 S 71} ari > 0. Déle predpokladdme, Ze existuje
€o > 0 tak, ze paralelni posuv nadplochy I'. dany rovnici
g}\/ = gl(gi’ e agf\f—l) +57

pro —go < e < 0lezi v Q a pro 0 < € < g9 v  nelezi. (Diky tomu oblast  lez{ lokdlné na jedné
strané své hranice 0Q).

Véta 1.179. Omezend oblast Q C RN s hranici tridy C**, k + o = 1, spliiuje S-podminku.

Diisledek 1.180. Necht oblast Q C RN md hranici tridy C**, k 4+ a = 1. Potom na této oblasti
vnoreni z Véty 1.171 plati.

1.8. Kompaktnost mnozin v prostorech spojitych funkci

Véta 1.181 (Arzela-Ascoli, dodat citaci). Necht X je kompakini metricky prostor s metrikou
d: X x X =Rt U{0} a K je omezend podmnoZina C(X), tj.

sup |lullex) <c < 4o0. (1.69)
c(x)

ue

Jestlize pro vsechna € > 0 existuje § > 0 tak, Ze pro vsechna x1,x9 € X a vSechna u € K plati
implikace
d(z1,22) < 0 = |u(x1) —u(x2)| < e, (1.70)

pak uzdvér K v C(K) je kompaktni.

Poznamka 1.182. Podmince (1.69) se fikd stejnd omezenost a podmince (1.70) se fika stejnd
spojitost.
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1.9. Kviz - prostory spojitych funkci

| Prostory spojitych funkci |

SpOJlte funkce D ZAPADOCESKA

1. Pro funkci f € Cg(ﬂ) neplati P> univerzima

V PLZNI

mnozina {z €Q : u(z) #0} je kompaktni
derivace f(F) je spojita
funkce f je omezend na €2

mnozina {z € : u(x) #0} je omezend

2. Necht Q je omezend oblast a pro f€C(f) definujeme || f|| c@ = max |u(z)|, potom neplati
e

zobrazenf || - ”C(ﬁ) je norma na C(9)

prostor C(Q) je vzhledem k || - ”C’(ﬁ) Banachuv
prostor C(Q) je s || - ”C(ﬁ) separabilni

prostor C(Q) je s || - Hilbertiv

o)




3. Necht Q C R je oblast a 0 < A < 1, pro funkci f € C(Q) definujeme hodnotu Hy (f) =
= sup L@ =/ Wl (T;:Zl(y) , potom
TF£Y

Hp »(+) je norma na C(Q)

|- ”c(ﬁ)"'HOJ\(') je norma na C%*(Q)

fEC(Q) & Hoa(f)<oo

FECOMQ) & Ho A(f)<oo







Kapitola 2

Uvod do teorie distribuci




Pruavodce studiem

V této kapitole se seznamite s klicovym pojmem moderniho pristupu k parcidlnim diferencidlnim rov-
nicim, jimz je distribuce. Distribuce umoznuji definovat zobecnénd reseni parcidalnich diferencidlnich
rovnic, to jest resent, kterd mohou mit mensi hladkost, nez je rad dané rovnice. Krome teorie se zde
naucite nékteré méné zndmé (byt velmi dilezité) pocetni obraty s distribucemi. Jednim z dstrednich
bodu této kapitoly je Weylovo lemma, které je pronim vysledkem o regularité zobecnéného reseni Po-
issonovy ulohy. Velmi poucny je také priklad Poissonovy ulohy, kterd md pravou stranu spojitou, ale
reseni nemd spojité druhé derivace (neexistence klasického tesent). Budeme zde aplikovat poznatky
z predchozi kapitoly, které je nutné k pochopeni této kapitoly perfekiné ovlddat.

2.1. Motivace

Koncept distribuce vychézi prirozené z pomérné jednoduchych fyzikalnich uvah tykajicich se rozlo-
zeni néjaké fyzikalni veli¢iny v prostoru. Odtud nazev distribuce. Rozlozen{ fyzikalnich veli¢in mize
byt spojité, nespojité i diskrétni, pripadné ruzné kombinace téchto rozlozeni. Protoze vétsina rov-
nic matematické fyziky popisujicich vztah mezi fyzikalnimi velicinami mé diferencialni charakter, je
cilem teorie distribuci vytvorit takovy aparat, ktery by umoznil uziti metod diferencidlniho poctu
i na nespojité pripadné diskrétné rozlozené veliciny. Z matematického pohledu lze distribuce pova-
zovat za jisté zobecnéni funkci, které zbavuje diferencialni pocet komplikaci zpusobenych existenci
nehladkych funkei. Teorie distribuci rozsifuje metody diferencidlniho poctu na velice sirokou tiidu
objekti, distribuci, kterym se také rika zobecnéné funkce. Toto rozsiteni diferencidlniho poctu na
sirsi tfidu objektu spliiuje nasledujici prirozené pozadavky (viz Rudin [21, Kap. 6]):

1. Kazda lokalné integrovatelna funkce je distribuce.

2. Kazda distribuce mé vSechny parcidlni derivace, které jsou opét distribucemi. Trida distribuci
je tedy uzavrend vzhledem k derivovani a kazda distribuce méa derivace vSech rada.

3. Pro diferencovatelnou funkci je nové definovand derivace pro distribuce identickd (v jistém
smyslu) s puvodni definici.
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4. Bézna formalni pravidla diferencidlniho poctu plati i pro distribuce.
5. Teorie distribuci je vybudovana tak, aby platily vhodné konvergenéni véty pro limitni procesy.

Nyni se vratime k fyzikalni motivaci pojmu distribuce. Uvidime, Ze distribuce matematicky vy-
jadruje fyzikalni fakt, Zze neni v praxi mozné stanovit hodnotu fyzikalni veli¢iny v daném bodé, ale
pouze jeji prumérnou hodnotu v néjaké dostatecné malé testovaci oblasti obsahujici dany bod. Za
timto dcelem uvazujme prostorové rozlozeni néjaké fyzikalni veli¢iny popsané funkci f. Abychom
mohli vyjadrit prumérnou hodnotu funkce v dané testovaci oblasti pomoci integrdalu, budeme o této
funkei piedpokladat, Ze je lokdlné integrovatelna v Lebesguové smysluy, tj. f € Li (), kde Q je ote-
viend podmnozina RY (oblast). Z teorie lebesguovsky integrovatelnych funkei je zndmo, Ze prostor
[ € L, (Q) je faktor-prostor integrovatelnych funkef nabyvajicich stejnych hodnot v € a7 na mno-
Zinu Lebesgueovy miry nula a tudiz funkéni hodnota daného reprezentanta f(z) v konkrétnim bodé
z € Q nemé zadny vyznam (bud neni definovédna vibec, a pokud je, pak stejné neovlivni hodnotu
integralu). Avsak z fyzikdlniho hlediska, je mozné uvazovat pouze integralni prameéry f na libovolné
malych podoblastech 2. Specidlné muzeme uvazovat integralni pruméry na koulich B(z,e) C €, se
stredem v x € 2 a polomérem ¢. Z teorie Lebesgueova integralu plyne, ze pro skoro vSechna x € )

(ve smyslu Lebesguovy miry), nasledujici limita existuje a pro skoro vSechna z € 2 plati

f(@) = lim —+— £(6)de.

e—0 |B(Z‘, 6)| B(z,e)

Body, ve kterych toto plati nazyvame Lebesguovymi body funkce f. PovSimnéte si, ze integraly pres
koule B(z,e) C Q lze pfepsat jako integraly pres celou oblast ndsledujicim zptisobem:

1
|B(x,s>|/3<$,€> fle)de= /Q F(&)vae(€) d,

e Vielea)] weklE @ s
_ z,€)| pokud £ € B(x,¢),
Vo,e(€) = { 0 jinak .
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1

TudiZ je ekvivalentni znat f jakozto element L; .

(©2) nebo znat hodnoty integralt

/Q F(€)var(€) de, (2.1)

pro vsechna z € Q a ¢ > 0 takovd, ze B(xz,e) C Q. Obecnégji, distribuci ptifazenou k funkci f
pak chapeme jako zobrazeni F : v — fQ f(©v(€)d€ pro v z uréité t¥idy funkei, které se nazyvaji
testovaci funkce. Protoze integraly (2.1) ndm poskytuji informaci o tom, jak jsou funkéni hodnoty v
Q rozlozeny, tj. distribuovany, je tato tivaha motivaci k zavedeni abstrakniho pojmu distribuce.
Pred tim, nez vyslovime presnou definici se jesté podivame na jeden motivacni priklad, ktery
ukazuje, ze distribucemi muzeme popisovat i takova fyzikalné opodstatnéna rozlozeni velic¢in, kterd
pomoci funkci z L}OC(Q) popsat nejdou. Predpokladejme, ze bychom chtéli popsat fyzikalni situaci,
kdy je hmota soustfedéna do velmi malého prostoru, jehoz velikost je pod rozliSovaci schopnosti

pristroju. Z gravitac¢nich uc¢inku jsme pouze schopni urcit celkovou hmotnost soustifedénou do tohoto

Vv

uvazujme jednotkovou. Potom celkovd hmota soustiedénd v kouli B(z,¢) je

[ 1 pokud o€ B(x,¢),
m(B(z,¢)) = { 0 pokud o & B(x,¢).

1
loc

[ 1 pokud o€ B(z,¢),
/B(Ls) &) de = { 0 pokud o ¢ B(x,¢). (2.2)
Pro x # o plati o &€ B(x,¢) pro vSechna € : 0 < ¢ < |z|g~v. Mdme pro skoro vSechna = € Q:
flx) = Eh_r}r}) m fB(%E) f(&)d¢ = 0. Na druhou stranu, je-li f(z) = 0 pro skoro vSechna = € Q,
pak fB(x 9 (&) d€ = 0 pro vSechny koule B(z,e) C Q, tedy i fB(o 9 f(&)d¢ = 0, coz je ve sporu s
predpokladem (2.2), nebot o € B(0,¢) pro libovolné e > 0.

Predpokladejme sporem, ze takovéto rozlozeni lze popsat funkei f € L
f e L _(Q) takova, Ze

loc

(Q), to jest, existuje

@:
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Nyni se na celou situaci podivejme z jiného pohledu. Fakt, ze hmota je koncentrovana do po-
catku, lze povazovat za limitni pripad rovnomérného rozdéleni stejné celkové hmoty v ¢im dal men-
§ich koulich se stfedem v poédtku. Uvazujme tedy jednoparametricky systém funkef f. € Ll ()
definovanych vztahem:

fo(z) = { (1){|B(075)| z € B(0,¢),

proe > 0: B(0,e) C Q. Potom distribuce pfifazend k funkci f, je zobrazeni

1
v /Q Fo@u(E)de = s [ vl)de

B(0,¢)

Zbyva vyjasnit z jaké t¥idy volit testovaci funkce v. Protoze f. € L>(Q) a f. = 0 vné B(0,¢), je
patrné, Ze integraly maji smysl pro libovolnou testovaci funkci v € LllOC (RN). Z Véty 1.112 plyne, 7e

pro testovaci funkci v € L (RY) limita

lim _1 v(€) d¢

£—0 |B(.’L‘, €)| B(z,e)

existuje ve skoro kazdém bodé z € Q a je rovna v(z). Pokud by tedy testovaci funkce v byla z
LL (RN), limita

loc

lim /Q £-()v(€) € = tim v(€) d

e—0 =0 |B(z,€)| JB(ae)

obecné nem4 smysl, nebot v(z) nenf v t¥{dé Li (RY) déno jednoznaéné a ani nemusi byt definovano.

Pokud vezmeme za t¥idu testovacich funkei prostor C.(£2) (prostor spojitych funkei s kompaktnim
nosi¢em v ), pak podle Pozndmky 1.111,

lim /Q f-(€)v(€) d€ = lim

e=0 =0 |B(.’L‘,€)| B(z,e)

v(£) d€ = (o).
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Hledana limitni distribuce je tedy zobrazeni:
Jo: Ce(2) = R, v v(0). (2.3)

Protoze se jednd o fyzikalné vyznamnou distribuci, znac¢ime ji , a nazyvame ji Diracova distribuce.
Jak bylo ukazano vyse, Diracovu distribuci d, nelze reprezentovat lokalné integrovatelnou funkci.
Budeme-li pro jednoduchost uvazovat omezenou oblast Q C RY, pak zobrazeni definované vztahem
(2.3) je spojité a podle Rieszovy-Alexandrovovy véty 1.148 existuje Borelovskd mira p: B(2) — R
takova, ze

pro viechny funkce v € C(Q). Tato mira se nazyva téz Diracova mira a také se obvykle znaéi d,.
Zapis pak vypada takto:
0o(v) = / vdd, .
Q

Pro neomezené oblasti je situace trochu komplikovanéjsi a bude vyresena v nésledujici kapitole.
Pomoci distribuci mizeme pracovat s celou fadou objektu reprezentujicich linedrni funkciondly,
které nelze ztotoznit s funkcemi. MiiZeme naptiklad definovat derivaci libovolné funkee z Li. (). Pro
jednoduchost, protoze jesté nemame definované potiebné pojmy, si to vysvétlime na funkci z L*(£2),
kde Q C RY je omezend oblast. Vezméme f € L'(Q) a pokusme se nalézt vhodnou definici pro
Of |0x;. Za testovaci funkce vezméme prostor C'*(Q), coZ je normovany linedrni prostor nad télesem

R. Tento prostor uvazujeme s normou || - Hcl(ﬁ)7 vzhledem ke které je Banachuv. Distribucems

budeme v tomto prikladé rozumét spojité linearni funkcionaly na C'(Q). K definici distributivn{
derivace funkce f € L'(Q) se dostateme pomoci nazorného limitniho pfechodu. Aproximujme funkci
f € LY(Q) posloupnosti funkei f,, z C1(Q). Pfipomenime, ze prostor C*(Q) je husty v L'(€2). Pro
libovolnou funkci f,, € C1(Q) pak piislusna distribuce df, /0x; je zobrazeni

fu

L=
C (Q)—>R,v|—>/ﬂaxi

(x)v(z)dz.
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1849
V integralu vsak nemtzeme prejit k limité pro n — oo. Integraci per-partes dostaneme ekvivalentni
vyjadieni ‘- 7

%,
%, £
v sy

Afn /
——(z)v(x)dx = — n(x x)dx
[ (@ota) [ @) @)
platné pro kazdé n € N. Protoze f, — f v L*(Q), dostavame D > Cuvenan
V PLZNI

ov
| nta) = f@) @) da

sup
veCH @) IIvll g1 gy S1

§/Q|fn(w) ~ f(@)] dz = 0.

7 predchozi nerovnosti plyne, 7ze posloupnost 7}, spojitych funkcionalii asociovanych s f,, € C1(Q)

T,:CY(Q) > R,v— /Q ZZ (z)v(z)de = —/an(:c)g—;(x) dx

konverguje v operatorové normé k funkcionalu

v
61'7;

T:CYQ) - Rv— —/Qf(x) (z)dx. (2.4)

Tento operdtor pak nazveme distributivni derivace f € L(f). Distribuce pfifazend k df/0x; je
potom spojity linedrni funkcional T definovany (2.4).

Podobné bychom na Q mohli definovat i derivace vyssich f4dd tim, ze bychom zvysili pozadavky
na hladkost testovacich funkci. Predchozi priklady nés motivovaly k zavedeni pojmu distribuce a
prvni distributivni derivace. Abychom mohli podobné limitni prechody provadét nejen na kompakt-
nich podmnozindch @ € RV, kde Q je omezend oblast, ale i na obecné otevienjch i neomezenych
oblastech 2, musime vhodné zvolit prostor testovacich funkci a hlavné velmi netrividlnim zptisobem
definovat na tomto prostoru topologii, kterd ndm tyto limitni prechody umozni. O tom pojedndva
nasledujici odstavec.




2.2. Prostor testovacich funkci Z(2)

V tomto odstavci definujeme prostor testovacich funkci a zavedeme na ném vhodnou topologii a
uvedeme néktera klicova tvrzeni. Dikazy téchto tvrzeni maji fundamentalni charakter a jsou velmi
obtizné. Proto je zde neuvddime a odkazujeme do monografie [21, Rudin, str. 32 a 33].

Definice 2.1. Prvek a € N}, a = (a1, as,...,ay), kde N € N je dimenze oblasti 2 (€2 je oteviena

2 7.2 o o % .. 29 Y, def
souvisld podmnozina C RY) se nazyva multiindex. Piirozené éislo |a| = oy + as + -+ + an se

nazyvéa délka multiindezu . Symbol D*v bude v nésledujicim textu znadit parcidlni derivaci (a to i
v zobecnéném smyslu, viz dale):

def dlely

D% = .
al a2 anN
0x{" 0x5? ... 0z}

Rekneme, e funkce v : @ — R (C) definovana na oblasti Q € RY patii do C°°(f2), pokud
D%y € C(f2) pro viechny multiindexy o € Nj'.

Definice 2.2. Nosic¢ funkce v : Q — R (C) je mnozina

suppv & {z € Q:v(x) #0}.

Je-li K C Q kompaktni mnozina, potom Zx(2) znaci prostor vsech funkci v € C°°(£2) s nosicem
obsazenym v K, tj.

D () X {v e C*(Q) : suppv C K} . (2.5)
Poznamka 2.3. Snadno se ovéti, ze O (Q) i Dk (Q) jsou linedrni prostory. V nasledujicim definu-
jeme na téchto prostorech lokalné konvexni topologii i metriku.

Necht K;, i € N je posloupnost kompaktnich mnozin takovych, ze K; C int K; 11 a Q = U;en K.
Na prostoru C*°(2) definujeme nésledujici systém seminorem:

loll; % max{|D*v(z)| : = € K;, |o| < i} (2.6)
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Lokélni béze linedrniho topologického prostoru C*°(£2) je potom
Vi={velC®®):|v| <1/i} proieN.

Systémem seminorem || - ||; je definovdna metrizovatelnd lokalné konvexni topologie na C°°(Q), viz
[21, Véta 1.37, str. 26, a bod (c) v pozndmce 1.38, str. 27]. P¥islusnd metrika je ddna timto vztahem:

oo

Q(u7 ’U) def Z M (2'7)

2T lu—ol;

Prostor C*°(Q)), ale bohuzel nen{ lokdlné omezeny a neni tudiz ani normovatelny ([21, str. 34]). V
monografii [21, str. 33] je navic ukdzano, ze C*°(2) je vzhledem k metrice (2.7) tplny prostor.
Konecné se dostavame k definici prostoru testovacich funkci.

Definice 2.4. Necht Q C RY je oblast. Prostorem hladkijch funkci s kompaktnim nosicem nazveme
mnozinu
cee U w©.
KcQ
K je kompaktni

Snadno se nahlédne, ze C2°(£2) je linedrni prostor. Problém je se zavedenim vhodné topologie na
tomto prostoru.

Poznamka 2.5. Prostor Zx () je uzavieny podprostor C°(£2).} Tedy prostor Zx (£2) je také tplny
vzhledem k metrice (2.7).

I Pro libovolné pevné dané xg € Q definujeme funkcional
Fao 1 C(Q) = R (C),v — v(xo) .

Takto definované funkciondly jsou spojité pro vSechna xg € €. Snadno zjistime, ze Pk () = Nzoea\ Kk ker Fag. Tvrzeni
o uzavienosti I () pak plyne z toho, ze jidro spojitého funkcionédlu je uzaviend mnozina a prunik libovolného
systému uzavienych mnozin je uzaviend mnozina.
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Nejprve zac¢neme “Spatnou” topologii. Na prostoru C2°(£2) mizeme uvazovat systém seminorem
(2.6) a definovat metriku (2.7). Bohuzel vzhledem k této metrice neni tento prostor tplny, jak doklada Y 7
nésledujici piiklad. oy oW
Priklad 2.6. Pro jednoduchost zvolme N =1 a Q = R. Uvazujme funkci ¢ € C°(£2) s nosiem v
[—1, 1] Potom posloupnost funkeci D > lzjﬁll’c::zi.;::n
V PLZNI

6n(0) 4 = 1)+ 30— + 58w =)+ + gz —n), TER

je cauchyovskd vzhledem k metrice (2.7), ale jeji limita nemd kompaktni nosi¢ a tudiz nepatti do
C*(9Q) (patii do C*°(2), protoZe tento prostor je jiz tplny vzhledem k (2.7)).

Definice 2.7. Necht 2 je oblast v RY, K je kompaktni podmnozina © a necht 7x je topologie na
Pk () indukovana metrikou (2.7).

(B) Oznaéme f3 sjednoceni viech konvexnich vyvazenych! mnozin U C C°(Q) takovych, Ze

UN9k(Q) €tk

pro kazdou kompaktni mnozinu K C .
(T) Oznac¢me 7 sjednoceni vSech mnozin tvaru ¢ 4+ U, kde ¢ € C°(Q) a U € S.
Véta 2.8 ([21, Véta 6.4, str. 138]). Necht T a 8 jsou systémy mmozin z Definice 2.7. Potom
(a) T je topologie na linedrnim prostoru C°(Q);
(b) B je lokdlni bdze T;

(c) prostor C°(QY) s topologii T je lokdlné konvexni linedrni topologicky prostor.

1Rekneme, 7e podmnozina FE linedrniho prostoru L nad R je vyvazend, pokud tz € E pro viechna z € E a
te[-1,1]




1849
Definice 2.9. Linedrni topologicky prostor (C°(Q2), 7) se nazyva prostor testovacich funkei a znaci
se 2(9). V‘ 7
&

Definice 2.10. (Zobecnéni cauchyovské posloupnosti a tplnosti prostoru na topologické linedrni
prostory.) Necht X je linedrni topologicky prostor s topologii 7. Necht ddle 8 je libovolna lokaln{ D

ZAPADOCESKA

baze 7. Rekneme, Ze posloupnost {v,}5%, C X je cauchyovskd, pokud ke kazdému U € 8 lze najit | oo

ng € N tak, aby v,, — v, € U pro vsechna n,m > ng.
Linearni topologicky prostor X s topologii 7 je uplny, pokud kazda cauchyovska posloupnost ma
limitu v X.

V PLZNI

Véta 2.11 ([21, Véta 6.5 na str. 139]).
1. Topologie 1, na Dk (Q) je stejnd jako topologie, kterou md Pk (Y) jakozto podprostor D ().

2. Je-li E omezend podmnozina 2(Q2), potom E C Pk () pro néjakou kompakini podmnozinu
a navic existuje posloupnost {M,}>2,; C R takovd, Ze

Vo € EVn € N: [|¢lln < M,.

3. Je-li {1521 C 2(Q) cauchyovskd posloupnost, potom existuje kompaktni podmnozina K C
takovd, Ze {¢n}52; C DK (Q) a navic pro kaZdé pevné dané n € N plati

lim ¢ — ¢l — 0.
1,j—00

4. KaZdd cauchyouvskd posloupnost v 2(Q) je konvergentni (tj. prostor 2(Q) je uplng).

5. Jestlize posloupnost funkci ¢; — 0 v topologii 2(R2), potom existuje kompakini podmnoZina
K C Q takovd, Ze supp ¢; C K pro vSechna i € N a D*¢; — 0 uniformé na K (tedy i na )
pro viechny multiindery o € NY.




Poznamka 2.12. Prostor 2(2) neni metrizovatelny. K tomuto tvrzeni se pouzije Baireho véta o
kategoriich [21, Véta 2.2 na str. 42] nebo presnéji jeji dusledek:

Uplng metricky prostor je druhé kategorie sém v sobé, tj. neni spocetné sjednoceni nikde hustijch
podmnozin. Protoze Z()) je spocetné sjednoceni prostori Zk(2), prostory Zk () jsou vzhledem
k topologii 7 uzaviené (viz pozndmka na str. 103), navic Zx maji vzhledem k topologii 7 prazdny
vnitfek, nemize byt prostor Z(Q) s topologii T metrizovatelny (protoze je vzhledem k 7 plny).

Bod 5) z predchozi véty lze prepsat do nésledujictho tvrzeni.

Véta 2.13. Posloupnost funkci {v,}2, konverguje v prostoru 2() k funkci v € 2() pokud jsou
splnény ndsledujici podminky:

1. existuje kompaktni mnozina K C § takovd, Ze suppv, C K pro vsechna n € N a suppv C K;
2. pro vsechny multiindery o € NYY, D%v,, — D%v stejnomérné na K.

Poznamka 2.14. Alternativné se predchozi Véta 2.13 pouziva k defininici sekvencidlni konvergence
na 2(12) a topologie 7 na Z() se pak vibec nedefinuje.

Véta 2.15 ([21, Dusledek Véty 6.6, str. 141]). KaZdy diferencidlni operdtor D, o € N}, je
spojité zobrazeni 2(Q2) do D(R).

2.2.1. Prostor distribuci
Definice 2.16. Distribuce T (na Q) je spojita linedrni forma na Z(12).

Poznamka 2.17. Podle Véty 2.8 je 2(Q) lokdlné konvexni prostor. Lokdlné konvexni prostory maji
tu vyzna¢nou vlastnost, Ze prvky duélniho prostoru v ném oddéluji prvky [21, Dusledek Véty 3.4
na str. 59]. To znamend, ze x1 = x2 € X pravé tehdy, kdyz I(z1) = l(x2) pro vSechny | € X*. Tato
vlastnost bude velice vyznamnd v aplikacich, napt. umoziuje definovat slabou topologii na Z(Q2) a
na topologickém duélu k Z(Q2) budeme moci definovat #-slabou topologii.
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Alternativné, bere-li se Véta 2.13 za definici sekvencidlni konvergence, linedrni forma
T:2(Q) — R je distribuci na €, jestlize pro kazdou posloupnost {v,, }22; C 2(2) plati nasledujici Y 7

implikace: 2 >
v, =0 v 2(Q) (viz Véta 2.13) = T'(v,) — 0.
Prostor distribuci na Q znac¢ime 2'(Q2). Dualitu mezi 2(Q) a 2'(Q)) zapisujeme D y e
UNIVERZITA
<T7 U>(@/(Q)7@(Q)) = <T7 v> = T(U) . v PLZNI

Nésledujici tvrzeni ndm umozni rozhodnout, zda je dand linedrni forma na Z(2) spojité a tudiz
distribuce.

Propozice 2.18. Necht T je linedrni forma na 2(Q2). Potom T je distribuce na Q pravé tehdy, kdyz
pro vSechny kompaktn{ K C Q existuje n € Ng a C' 2 0 piipadné zéavisejici na K takové, ze

Yo e 2(Q) :suppv C K = [T (v)| £ C Z |1 D%V|oo -

aeNY : |a|Sn

Poznamka 2.19. Cislo n z predchozi véty miize pifpadné ziviset na kompaktni mnoziné K C €.
Pokud n na K nezavisi jedné o takzvanou distribuci konec¢ného radu n.

Definice 2.20. Rekneme, 7e distribuce T € 2'(Q) je konecného tddu n, pokud existuje n € Ny
takové, ze pro vSechny kompaktni K C 2 existuje C' 2 0 piipadné zavisejici na K takové, Ze

Vo€ P(Q):suppy CK = [T)| £C Y [[D*V]n-

aeN) : |a|Sn

P¥iklad 2.21. Necht f € LL (). Potom f definuje distribuci koneéného fadu 0 identitou:

loc
V6 € 9(2): Ty(0) = | f(@)ota)da.

Takto definovana distribuce Ty se pak v praxi ztotoziuje s funkei f.




ReSeni. Z linearity integralu plyne, Ze Tt je linedrni zobrazeni. Nyni dokdZeme spojitost 1. Uva-
zujme K kompaktni podmnozinu K C Q au € Pk, t.j. u € Z a jeji nosi¢ je podmnozinou K. Potom
podle Hoélderovy nerovnosti plati

Tl = |[ @
[ 1@l jota)ldo
K
[ 1 @)ldz ol
K

Protoze f je lokdlné integrovatelnd, je [i |f(x)|dz konecéné. Ke kazdé kompaktni K C Q tedy
existuje 0 £ Cx = [, |f(z)|dz < +o0 takové, Ze

T4 (¢)| = Ckldlloo -

A

A

Tudiz f je distribuce fadu 0 dle Definice 2.20. O
Definice 2.22. Necht T' € 2'() a necht existuje f € L _(Q) tak, Ze je spléna identita
V6 € 2(2): T(¢) = | f(@)ota)da, 28)

pak se T' nazyva reguldrni distribuce a funkce f se nazyva funkci asociovanou s distribuci Ty.

Priklad 2.23. Necht Q@ = R. Necht f(z) = 0 pro x £ 0 a f(x) = 1/x pro & > 0. Zobrazeni
T : 2(R) = R,¢ — [, f(x)¢(x)dx neni spojité, tedy neni to distribuce. Naproti tomu, je-li
Q=RT" a f(z) = 1/z pro > 0, potom obrazeni T5 : Z(R*) = R,¢ — [, f(x)p(x) dz je spojité

a je to dokonce distribuce nultého radu.

Reseni. Funkce f(x) = 0 pro £ 0 a f(z) = 1/2 pro x > 0 neni integrovatelnd na kompaktnich
podmnozinich R a integral [, f(x)¢(x)dz neni definovin pro vSechny ¢(z) € Z(R). Staci napr.
uvazovat funkce z 2(Q) konstantni nenulové na néjakém okoli bodu z = 0.

Funkce f(z) = 1/z je lokdlné integrovatelnd na R* a tudiz definuje distribuci nultého radu.
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Priklad 2.24. Necht o € Q C R. Potom g definovana identitou
do(¢) = ¢(0) Vo€ 2(Q)

je distribuce konecného radu 0.

ReSeni. Ziejmé. Dokazte sami.

Piiklad 2.25. Necht p : B(Q2) — [0, +0o0] je Radonova mira. Potom u definuje distribuci koneéného
radu 0 identitou:

T.0) = [ odu voe ().
Takto definovana distribuce 7}, se pak v praxi ztotoznuje s mirou p.

ReSeni. Necht K C Q je kompaktni a ¢ € P (). Z Hélderovy nerovnosti plat{ :

T (6)] = \ / ¢du‘ - ] / qﬁdu‘ ~ lgll.. \ /| du\ — 0 1K)

Hledan4 konstanta Ck je tedy u(K), coz je konecéné ¢islo dle predpokladu na miru p.
Zajimaveéjsi je ovsem opacné tvrzeni k tvrzeni predchoziho prikladu.
Véta 2.26. [17, Leoni, Véta 9.13] Necht Q C RY je oblast a necht T € 2'(Q).
1. Jestlize T je kladnd distribuce, tj. T(¢) = 0 pro vsechny nezdporné funkce ¢ € 2(Q2), potom

existuje prdvé jedna Radonova mira p : B(Q) — [0, +o00] takovd, Ze

7(¢) = [ odn Vo e 2(@).

LV této Holderovy nerovnosti uvazujeme nejprve ||¢lco, 1 4 inf {a e R: p({z: ¢(z) > a}) = 0}. Protoze vsak

¢ € 2(Q) je funkce spojitd, [|P|lco, p = max |¢(x)| pro vSechny Borelovské miry a mizeme tedy pouzit supremovou
zE

normu pro Lebesgueovu miru ||¢||cc-
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2. Jestlize T je distribuce nultého Tddu, potom existuji dvé Radonovy miry pi, pe : B(Q) — [0, +
+o0] takové, Ze

T(¢):/Q¢dm—/g¢du2 Vo € 2(Q).

Poznamka 2.27. Vsimnéte si, ze narozdil od Rieszovy-Alexandrovovy véty 1.148, v této vété vy-
stupuje mira, u které se pripousti hodnota +oc. Je to ddno topologii prostoru 2(2). Sta¢i ndm
konecnost na kompaktnich mnozindch. Piikladem Radonovy miry konec¢né na kompaktnich mnozi-

nich je Lebesgueova mira na RY nebo tfeba mnozinova funkce: p(A) o [ f(2)dz pro f € L (Q)
a f = 0. Tato mira by nedédvala spojity linedrni funkcionél na Cy(Q2), protoze napiiklad pro 2 = R,

f@) =2? € Lj,(R), ¢(x) = 1/(1 +2°) € Co(R), [ f(z)v(z)dz = +oo.

2.2.2. Lokalizace distribuce - nosi¢ distribuce

Z definice distribuce jakoZto spojitého funkciondlu na 2(Q) je zfejmé, zZe neni obecné mozné pocitat
hodnoty distribuce v daném bodé x € Q (to neni mozné ani u lokélné integrovatelnych funkei, které
distribuce zobectuji). Na druhou stranu muzeme urcit kdy je distribuce nulovd v dané oblasti.

Definice 2.28. [20, Vladimirov, str. 70-71]

1. Rekneme, ze distribuce T € 2'(Q) je nulovd v oblasti G C Q, pokud T(¢) = 0 pro vSechna
b€ P(Q), supp ¢ C G. Piseme zkrdcené T = 0 na G.

2. Rekneme, ze dvé distribuce S, T € 9'(Q) se rovnaji na oblasti G C 2, pokud T — S = 0 na G.
Zkracené piseme S =T na G.

3. Rekneme, ze distribuce T € 2'(Q) je tridy C*(QG), jestlize existuje funkee f ¢ € C*(G) takova,
ze T je na G rovna distribuci asociované s funkei f c.

Lemma 2.29. [20, str. 71] Necht T € 2'(Q) a Q C R"™ je pokryta spocetnym systémem okoli
B(zy; Ry) (koule se stredem xyp, a polomérem Ry), k € N. Ddle necht na kaZdém okoli B(xy; Ry)
plati T =Ty, € 2(). Potom je T urceno jednoznacné systémem Tj.

@:
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Véta 2.30. [20, str. 71] K tomu, aby T € 2'() byla rovna nule na G C Q je nutné a staci, aby
byla nulovd v okoli kaZdého bodu x € G.

Definice 2.31. Mnozina vSech bodu z € Q takovych, Ze na kazdém okoli x plati T # 0, se nazyva
nosic distribuce T'. Tuto mnozinu znacime supp 7.

Lemma 2.32. [20, Du Bois Reymondovo Lemma; str. 72] K tomu, aby funkce f € Li (G) byla
nulovd ve smyslu distribuci je nutné a staci, aby f(x) =0 pro skoro vsechna x € G.

Nejcastéji se pouziva tento disledek Du Bois Reymondovo lemmatu:

Disledek 2.33. KaZdd reguldrni distribuce je definovdna prdvé jednou f € Li (Q) (tedy tridou
integrovatelnych funkci lisicich nejvyse na mnoziné miry nula).

Dalsi dusledek Lemmatu 2.32 je tento.

Dausledek 2.34. Nosic¢ distribuce (podle Def. 2.28) asociované se spojitou funkci f € C(2) je stejnd
mnozina jako nosic této funkce t.j. supp f = {x € Q: f(z) # 0}.

Tematicky do této kapitoly téz patfi pojem restrikce distribuce.

Definice 2.35. Necht Q a ' jsou oteviené podmnoziny RY a 2 C €. Necht Eqq: : 2(Y) — 2(9)
je operator rozsifeni funkei z 2(2') na () nulou na O\ ', tj.

def [ u na
EQ/Q’LL = { 0 na \ Q/ (29)
pro kazdou u € 2(§'). Potom restrikce T € 2'(2) na Q' je distribuce T'|or € 2’(2) spliiujici
Tl (¢) = T(Egad) (2.10)

pro vSechny ¢ € 2().

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI




2.2.3. Derivace distribuci

Véta 2.36. Necht o € NI je multiindex a T € 2'(Q2) je distribuce, potom identita
(D°T) (¢) = (-1)IT(D%¢) Vo € 2(Q) (2.11)
definuje spojity linedrni funkciondl (D*T) na P(Q) tj. distribuci.

Dukaz. Linearita se ovéfi snadno. Je-li |[T(¢)] < C > [|[D7¢|leo pro néjaké n € Ny a vSechna
[vlsn

¢ € Pk (), potom piimo z definice

(DT (@) SC D D Plloo -

[v|Sn+|al
Tudiz podle Propozice 2.18 je D*T distribuce. |

Definice 2.37. Distribuci (D*T) piitazenou T € 2/'(Q) a multiindexu o € N} identitou (2.11)
nazyvame distributivni derivaci T'.

Poznamenejme, ze zaména poradi distributivnich derivaci D*DAT = D**tAT = DB DT plati
pro kazdou distribuci 7' € 2(2) a libovolné multiindexy « a 3, nebot operatory D a D” komutuji
na 2(Q):

(D*DPT)(¢) = (—=1)I*/(DPT)(D*¢) = (—-1)!**IPIT(DF D*¢) =
(_1)|0¢\+|5|T(Dﬂ+a¢) _ (Dﬁ""o‘T)(qﬁ) ]

Pii praci s distributivnimi derivacemi funkci se ¢asto pouziva vice rozmérné integrovani per-
-partes a Greenovy identity. Zde si uvedme variantu pro dostatecné hladkou dvojici funkei a oblast s
dostatecné hladkou hranici (v pfipadé vypoctu pres konkrétni hladkou hranici se Hausdorffova mira
HN =1 vypocte z parcidlnich derivaci parametrizace dané N — 1 rozmérné nadplochy).
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Véta 2.38 (Vicerozmérna integrace per-partes). Necht oblast Q C RY je omezend oblast s
hranici O tridy C* a u,v € C*(Q). Potom plati

ov

ou _
u(z)v(z)n; () HN 1 —/Qu(a:)axi (x)dz, (2.12)

o Ox;

(z)v(z)dz = /

o0

kde n;(x) je i-td slozka jednotkového vektoru vnéjsi normdly 7i(x) k nadplose 02 v bodé x € I a
1=1...N.

Véta 2.39 (Greenova prvni a druhd identita). Necht oblast 2 C RY je omezend oblast s hranici
o0 tridy C* a u,v € C%(Q). Potom

ov

= T)—(x N-l .
/QVU(:U)-VU(:U) dx—i—/gu(:v)Av(ac) dx—/a ( )Oﬁ( )dH (2.13)

u
Q

/Q (u(z) Ao (z) — v(z) Au(z)) dz = (2.14)

= /m (u(m)%(w) —v(x)%(x)) dHN 1

V nasledujicim prikladé si techniku prace s vicerozmérnou integraci per-partes nazorné predve-
deme.

Priklad 2.40. Necht Q = R?. f(z,y) = (23y — y3z)/(2* + v?) pro (z,y) # 0 a f£(0,0) = 0.
2
Druhé smiSené parcidlni derivace této funkce nejsou zdménné v bodé (0,0): 6“9—@,%(0, 0)=-1#1=

= 66—;%(0, 0). Naproti tomu pro distributivn{ derivace plati DD D10 f = pL,O) pO.1) £,
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Reseni. Vypoctem snadno zjistime, ze

0?f

W&y(x’y) =

3y —322 2y (yP —32%y) 22 (Bwy® —aP)  Suy (wy® —ady)

x2 +y? (22 + 2)*

_ﬁ(x )
= Byor Y

pro (z,y) # (0,0).

Na druhou stranu,

(@ +y2)° (2 +y2)°

3, _ .3 2 2y _
= lin%(xy y'a)/e” +y7) 0:—y proy #0,
z—
g(o,o) — i J®OF00 0y,
ox z—0 T z—0 1
2 9 (0 0,0 —y—
ﬁ(o,o) _ g 320Y) 0.0 _ . —y=0_ |
Oyox z—0 y—=0

o

1849
"7
R S
%, <
Ck, i ““\‘\
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a
oy ’ y—0 x
3, .3 2 2) _
_ g &Y —ye)/@+y) -0 pro @ £ 0,
y—0 Yy
90,0 = 1img L0V =SOO _ 5 0,
oy’ y—0 78 y—0 Yy ’
9 9
82—f(0 0) = lim 50 = 5,00 _ lim 29 4
0zxdy ’ T 250 Y T =0 oz

Odtud mame hledanou nerovnost %L(O,O) =—1#1= 8‘%{—(0,0).
Oy yox
Druhé derivace funkce f nejsou zdménné v bodé (0,0). Piesto distribuce Ty € 2’(R?) definovana
vztahem:

Ty(0) 2 [ o)y~ o)/ + ) drdy Vo€ 2R

mé derivace vsech Ffaddu zameénné. Z definice distributivni derivace a hladkosti ¢ totiz plyne:

D(O’l)D(l’O)Tf((ﬁ) —

_ 82¢ 3 3 2 2 _

= L 8m—ay(x,y)(m y—y'z)/(z°+y°)dzdy =

— [ 2 (o ety — v (e + ) dedy =
r2 Oydx "’

= DODDIOT(9) = DUVTy (9)

ol
&7

S
<

( e 94 »
) STRAN
% D
0"4' ““\‘\

&
S

-
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1849
Ukéazali jsme, ze klasické smiSené parcidlni derivace nejsou pro funkci f zaménné, na druhou
stranu distributivni derivace zaménné jsou. Z toho vyvstava nasledujici otazka: lze distributivni “ 7
2 &
derivaci DY f reprezentovat pomoci integralu a klasické parcidlni derivace a—L nebo a—yat? Qx>
Necht R > 0 je takové, ze supp ¢ C B(0, R). Pro libovolné malé ¢ € (0, R) uzitim vzorecku (2.12) s
pro = na mezikruzi ¢ < 2 4+ y? < R dostaneme: vpLzn

i)
r2 Oyox

-(/ +/ ) o o) dody =
e<z24y?<R 0<z?+y?<e ayax ’ ’
0
-(/ ) S o ki~
wz_,_yz_az z2+y2 R2 Yy

0
/ . ax (z,y) 85 (v,y)dz dy+
e<z2+y?<

DIDTy(¢) = (z,9)(z%y — y*z)/(«® + y*) dz dy =

+ (J: y) f(z,y)dedy.

/O<ac2+y2 <e dxdy

Protoze supp ¢ C B(0, R), plati f£2+y2:R2 %f(x,y)f(x,y)nw dH' = 0. Odtud déle pokrac¢ujeme a



o

1849

pro libovolné malé € € (0, R) uzitim vzorecku (2.12) pro y na mezikruzi ¢ < 22 +y? < R dostaneme: - o
DTN

9 AT
DUVT) = [, e -
+y‘=e

0
([ ) senS e, o
22 4y2=c2 22+4y2=R2 ox
2

o°f
dz d
+/€<x2+y2<R¢( >a n (z,y) dr dy+

2
- D0 () ) dady.

0<xz2+y2<e Oxdy

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA

V PLZNI

A4

Opét, protoze supp ¢ € B(0, R), dostaneme fm2+y2:R2 o(x, y)%ﬂé(w, y)n, dH' = 0. Protoze jak f tak
2

3(2/8% jsou spojité na B(0, R), pro € — 0, dostavame

i

2

o f
/<I2+y2<R é(x,y) By (z,y)dzdy — / o(x,y) 220y (z,y)dz dy

0<z?+y2<R

2
/ T i)y = 0,

0<z2+y?<e 8.%‘8’!4
Daéle f i Jsou omezené a spojité na B(0, R). Proto
0

. 09 1_
gl_>mo  ryices By —(z,y) f(z,y)n, dH =0 (2.15)

lim q&(w,y)%(x,y)ny dH' =0 (2.16)

e—0 z2+y2:€2




Tudiz
1,1) >*f A 2
DTy () = /R 9w y) () dedy NS

Oyozx XxTS>
(a stejné tak i) / o(x,y) Of (z,y)dxd
n i) = 3, z,y)daedy.
: v Y gy Y Y D >
V PLZNI
Distribuci D(l’l)Tf Ize vyjadrit pomoci %(x? y) i %(m, y), nebot se lis{ jen v jednom bodé, tedy
na mnoziné miry nula. O

Necht Tt € 2(9) je distribuce asociovana s lokalné integrovatelnou funkei. Potom distributivni
derivace T existuje a je podle vySe uvedené véty také distribuci. Nyni vyvstdva zajimava otézka,
co se stane, pokud D f existuje v klasickém smyslu a je lokalné integrovatelna. Zajim4a nas vztah
mezi klasickou derivaci D f a DTy, specidlné nas zajima, zda plati

(~1)l /Q f(2)(D*$)(z) dz = /Q (D) (@)d(x)dz Vo € D).

Pokud f mé vSechny parcidlni derivace spojité az do fddu M véetné a |a| £ M, predchozi rov-
nost plati — staci integrovat per-partes jako v predchozim prikladé. Problém nastane pokud tato
podminka spojitosti neplati, jak ukazuje nasledujici priklad:

Priklad 2.41. Necht Q =R, f(z) =0 prox <0a f(z) =1 pro z 2 0. Potom f’(z) = 0 pro skoro
viechna z € R a tudiz f’ € L] .(R). Na druhou stranu

loc

(1) - _ A / _
(P017,6) =~ (31,61 | #@/@) da
~ [ #@)dz = 0(0) - lim 6(2) = 6(0) = o(0).

Predchozi priklad lze jesté ponékud zobecnit.




Véta 2.42. Necht Q@ =R a f je zprava spojitd neklesajici funkce. Potom identita

DOf,6) /¢ r)dz Ve 2

plati pravé tehdy, kdyz f je absoluiné spojitd. Pokud f je zprava spojitd neklesajici funkce ale neni

absolutné spojitd, pak plati alespon toto:
(D0 f.6) / b(z)du(z) Vo€ D), (2.17)
kde u je iplnd Lebesgueova-Stieltjesova mira spliujict p((a, b)) = f(b) — f(a) pro vSechna a < b € R.

Dikaz. Je zndmo, ze derivace zprava spojité nerostouci funkce existuje v klasickém smyslu skoro
vSude vzhledem k Lebesgueové mife 1.113 a Ze plati f’ € L{ (R). Nyni dokdZeme identitu (2.17).
Vyjdeme z definice distributivni derivace

(D0, 4) = /f r)dz Vo€ D(R).

Zvolme K > 0 takové, ze pro dané ¢ € 2(R) plati supp ¢ C (—K, K). Potom f(y) = p((—K,y]) +
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+ f(=K)a

—/Rf(m)qﬁ'(x) de = —/_I; f(@)¢/(2) do =

K ZAPADOCESKA
- /—K{f(_K) +up ((_Ka I])}(b,(x) dr = D > o

55 [ Z d@ae- [ Z ( | du(y)) #(z) do =

Fubini

- / / #(z) duly) ® dz =
—K<m<K,—K<y<z

nni_[* ( / e dx) )=

= — [T 6@ du(y) = [5 o) du(y) = [ o(y) du(y) .

Uprava tietiho fadku na étvrty a étvrtého fadku na péaty je provedena pomoci Fubiniovy véty?.

ILebesgueova-Stieltjesova mira vytvorend z neklesajici zprava spojité funkce f je o-koneénd na R a koneénd na
(=K, K). Z tohoto dtavodu je i souéinovd mira p ® A (X zna¢i Lebesgueovu miru) kone¢nd na (—K, K) x (—K, K).
Integral

- // ¢ () du(y) ® dz
—K<z<K,-K<y<z

ma smysl, nebot integrujeme omezenou spojitou funkci ¢(z) pres oblast (—K, K) x (—K, K) kone¢né p ® A-miry. Tim

jsou ovéreny podminky Fubiniovy véty. _




Protoze rovnost B ) ‘_7
| s@aua = [ o) @a NS

/05'4' ““\Qﬁ
nastava prave tehdy, kdyz f je absolutné spojitd, dostavame odtud hledané kritérium v jedné dimenzi.
u P Gnvenaa
V PLZNI
Priklad 2.43. Distributivni derivace Cantorovy funkce C': R — R je Borelovskd mira.
Reseni. Piipomeiime aritmetickou definici Cantorovy funkce. Funkce C'(z) = 0 pro = < 0, C(z) = 1
pro z > 1 a tedy C’(z) = 0 pro z € R\ [0, 1]. Nyni definujeme C(z) pro x € [0,1]. Necht = € [0,1]
je libovolné pevné a posloupnost {a., ;}52, je takova, ze a, ; = {0,1,2} pro vSechna j € N a
S} .
x =Y 37 7a,, ; (triadicky rozvoj ). Pfipomenme, Ze tento rozvoj existuje pro kazdé ¢islo = € [0, 1]

j=1
a je jednozna¢ny, pokud pro vsechna k,m € N plati 2 # 4+m/3*. Pokud = +m/3F pro néjaké
k,m € N, existuji dva rozvoje Cisla x:

Jo—1

Jo 00
2= 3a,; az=Y 37as;+(as o —1)37°+2) 377,
j=1 j=1 jo+1

kde a, ;, € {1,2}. V pfipadé nejednoznac¢ného rozvoje volime ten druhy. Necht

M, = min{i € N:a, ; =1} pokud {i e N:a, =1} #0

a M, ©f o opacném piipadé. Potom hodnota Cantorovy funkce v bodé x je definovana nasledovné:

def 1 1 et —j
J

1




kde pro M, = oo polozime 1/2M= 270 4 sumu do M, —1 chapeme jako soucet nekonecné rady. Tato
definice je prevzata z prehledového ¢lanku o Cantorové funkci Dovgoshey-Martio-Ryazanov-Vuorinen
[7].

Z aritmetické definice snadno plyne, ze Cantorova funkce je neklesajici funkce (dokazte jako
cviceni).

Z konstrukce je dale patrné, ze Cantorova funkce je konstantni na intervalech, které lze zapsat v
trojkové soustave jako

T bm by = (0.b1bobs - --5,022222 | 0.bybybs -+ b, 122222 -+ ),
b; € {0,2},i =1...n an €N, coz jsou pfesné ty intervaly, které se vyjimaji z intervalu [0, 1] pfi
konstrukci Cantorova diskontinua.
Nyni dokdzeme spojitost funkce C' na intervalu [0, 1]. Pro libovolné dva body x,y € [0,1] : z £ y

plati
z—=y=>min{ne€N:a; , —ay,#0} = 00. (2.19)

Uvazujme posloupnost 4, — x, ¥, # T a oznacme
Ny, % min {neN:ay ,—ay, n#0}. (2.20)

Pak z (2.19) plyne, Ze N,,, — 0o pro m — oo. Pro M, # oo tedy existuje mg € N takové, ze VYm € N:
m > mgy = N,, > M,. Potom

M, =min{n €N:a; ,} =min{ne€N:ay, o} =M,, Ym>mg.

Pak ovsem plati

1 11 [Mex? Mym -1
o) -0 = e - e+ (5 0= 8 ) =0
= =

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI




pro vSechna m > myg. Funkce C je spojitd ve vSech bodech z € [0,1], kde M, < co. Pro M, = co
musi M, — co. Potom

|C(z) = Clym)| =

1 oo
Z 279 (a, j — Oypn, j +§ _ZN: 277 (0, 5 — Gy, )| =

1 1 i _ 3 1 €9
§2Mym+§ Z 2 J(az,j+aym’j>§ 5 Z 2~ 9 2+2
J=Nm G=Nm
R + 22=Nm
oMy, 2 oM,

pro m — oo. Cantorova funkee je tedy spojitd na [0,1]. Protoze C'(0) = 0 a C(1) = 1, je Cantorova
funkce spojita na R.

Derivace Cantorovy funkce existuje v klasickém smyslu na I, p,,...5,) @ je Tovna 0. Mnozina
[07 1] \ U U I(bl,bm-»-ybn)
neN (by, ba,..., by )€{0,2}"

je zndmé Cantorovo diskontinuum, které ma Lebesgueovu miru 0. Derivace Cantorovy funkce tedy
existuje v klasickém smyslu skoro vSude na R a je rovna nule. Tudiz C’ € L{ (R). Na druhou stranu
je Cantorova funkce nekonstatni a tudiz nent absolutné spojitd. Podle Véty 2.42 tedy neplati

<D<1>C, ¢> = /R #(2)C'(x)dz Vo € D(R).

Lze tici alespon toto: uplna Lebesgue-Stietjesova mira x vytvorend z vychozi mnozinové funkce
£ ; v s 2 ’ . o .
k((a, b)) Lo (b) —C(a) (standardnim procesem vytvoreni miry z mnozinové funkce viz napt. [Maly])

je distributivni derivace C| tj.:

(D¢, ) = /R s(@)dr Vo € D(R).
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D @
Vétu 2.42 1ze jesté dale zobecnit: ‘é% 7

Véta 2.44. Necht Q) =R a f je zprava spojitd funkce konecné variace na kompaktnich podmnozindch

R. Potom identita
<D<1)f, ¢> = /R o(x)f'(x)dz Vo € 2(N) D > unverema

V PLZNI

plati pravé tehdy, kdyz f je absolutné spojita.

Dukaz. Protoze funkce f je zprava spojitd a mé konecnou variaci na kompaktnich intervalech, na

daném kompaktnim intervalu ji rozlozime na rozdil dvou neklesajicich zprava spojitych funkci f; a

f2 k nimZ vytvorime Lebesgue-Stieltjesovy miry py a ps. Potom f(b) — f(a) = f: dpy — f: duso pro

vsechna a < b € R. Dale postupujeme analogicky jako ve Vété 2.42. |
Tento vysledek lze dile zobecnit do RY viz [Schwartz], Kap. 2, Sek. 5, Véta V, &st (1).

Véta 2.45. Necht Q C RN je oblast a P,TQ je ortogondini projekce @ do nadroviny x; = 0 v RV,
Necht f € Llloc(Q) je absolutné spojitd vzhledem k proménné x; na skoro vsech primkdch rovnobézngch
s osou x; prochdzejicich P,'Q, t.j. pro danou tridu funkci f € Li () ! existuje reprezentant f
takovyj, Ze pro HN ~'-skoro vsechna

. T
(Ila"'7xi—1;mi+1a"'a$N) : (wla"'7xi—1707xi+17"'amN) ePz Q

plati, Ze funkce

f(xlw"7xi717taxi+17-"7mN)

je absolutné spojitd funkce jedné redlné promenné t, kde

te {SERZ (1717-“71‘1'—1’331:1'-&-13--'3331\7) EQ} 0

! Pfipomenime opét, ze Li (Q) je faktorprostor funkei f(z) = f(z) skoro viude v Q




L Necht ddle %& € LL (Q). Potom pro kazdou ¢ € 2(Q) lze integrovat per-partes:
of _ [ 9f _ 9¢ — [ 719(0,..,0,1,0,...,0)
(.6} = [ @w@ar-- [ 1072 @w=(D .0)

a tudiz prislusnd distributivni parcialni derivace souhlasi s klasickou parcialni derivaci skoro vsude
v .

Dukaz. Viz napf. [Schwartz], Kap. 2, Sek. 5, Véta V, éast (1).

|
Déle néasleduji uzitecné priklady distributivnich derivaci riznych integrovatelnych funkei i distri-
buci.

Priklad 2.46. Uvazujme Q = R. Potom prvni distributivni derivace funkce |z| je distribuce aso-
ciovand s Heavisideovou funkei Hy(z) = 0 pro « < 0, Ho(xz) = 1 pro & = 0. Druhd distributivni
derivace funkce |z| je Diracova distribuce.

Reseni. Necht T'(¢) E _Jr;:’ |z|¢(x) do pro vSechna x € R. Potom dle definice distributivni derivace

T () = — fj;o |z|¢’ (z) do pro vSechna ¢ € 2(R). Protoze |z| je absolutné spojitd a ¢ mé kompaktni
nosi¢ na R, integraci per-partes dostaneme:

+ oo + oo
@)=~ [ lal@do= [ Hol@)olz)da,
pro vSechna ¢ € Z(R).
Opét podle definice distributivni derivace T"(¢) = fjocf |z|¢” () dx pro vSechna ¢ € Z(R).
Integraci per-partes stejné jako v predchozim ptripadé dostaneme:

+oo +oo
T"(6) = / ¢ (@) dz = — [ Ho(x)¢/(x)de,

— 00

ISnadno se ovéfi, ze mnozina {seR:(T1,...,Ti—1,8,Tit1,---,TN) € Q} je oteviend a tudiz spocetné sjednoceni
otevienych intervald. Na téchto intervalech pak pozadujeme absolutni spojitost ¢ — f(z1,...,%i—1,t,Tit1,.--,TN).
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pro vSechna ¢ € 2(R). Déle jiz per-partes integrovat nemuzeme, protoze funkce Hy neni spojitd v
nule. Z definice Heavisideovy funkce je patrné, ze

+00 RS
T¢)=— [ Ho@)d(z)de = - / ¢/ () dz

— 00
a odtud dale integraci:

+oo

@)=~ [  F@de=-Jim ¢() - 4(0)) = 9(0).

0 T—r 00

Tato rovnost je platnd pro libovolnou ¢ € 2(Q), tudiz T" = §y, coZ jsme méli ukézat.

Priklad 2.47. Uvazujme Q = R. Zobrazeni

Py i b piv. /R o(a) o dz = lim. ( _: ) - / ~ 6(@)/x dac)

je distribuce prvniho radu.
Pfipomertime, Ze pro méfitelnou funkei f na R (funkce f nemusi byt integrovatelnd) lze definovat
tzv. Cauchyovu hlavni hodnotu v nule

—€ o0

p.v./ f(z)dz 4 Yim < f(z) dx—i—/ f(z) dm) ,
R e—0+ —c9 &

kdykoliv mé uvedend limita smysl.

ResSeni. Necht ¢ € Z2(R). Potom lze najit k > 0 tak, Ze supp ¢ C [k, k]. Pro kazdé e > 0, je funkce

¢(x)/x na mnoZiné [—k, —e] U [e, k] lebesgueovsky integrovatelnd. Tudiz, po substituci  — —z pro

x € [—k, —¢] dostaneme

Prya(d) = pov. /R o(z)/vds = tim [ 2B =24 (2.21)

e—0+ e, k] x
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Protoze ¢ € 2(R), je integrand v poslednim vyraze spojity a dokonce diferencovatelny pro vSechna
x € R\ {0}. Navic integrand konverguje k 2¢'(0) pro x — 0, tudiz mé odstranitelnou nespojitost Y 7
v z = 0. Dodefinovdnim integrandu hodnotou 2¢’'(0) v bodé x = 0 dostaneme spojitou funkci na oy oW
[0, k]. Takto dodefinovany integrand je tedy zfejmé Lebesgueovsky méfitelny a také integrovatelny na
[0, k]. Pouzijeme jej tedy jako majorantu v nésledujicim limitnim pfechodu. Uvazujme posloupnost
fn(@) = X(1/nk) (¢(z) — ¢(—2)) /x. UZitim Lebesgueovy véty o dominantni konvergenci dostaneme [y
V PLZNI
(z) — ¢(—2)
Pia(0) = ——~da.
[0.k] r

Jak jsme pravé ukdzali, integrdl na pravé strané existuje a je koneény pro libovolnou ¢ € Z(R).
Tudiz hodnota &, /,(¢) je konecnd a funkciondl &, ,, zobrazuje Z(R) do R. Protoze Z(R) je linearni
prostor, z linearity integralu dostavdme linearitu & /.

Zbyva dokazat spojitost & ,. Uvazujme tedy kompaktni mnozinu K C R a ¢ € Zk. Bez Gjmy
na obecnosti lze predpokladat, ze K C [—k, k] pro néjaké k > 0. Pro x > 0 plat{

% % (_msw)
< 2[¢llos
kde || - oo je supremova norma. V rovnosti uzijeme zékladni vétu kalkulu pro Lebesguetv integral,

nebot ¢ je absolutné spojita na [—k, k]). Tudiz
| 21)2(9)| < 2K(1¢'[|o

a &/, je distribuce prvnfho fadu, coz jsme méli ukdzat. O

Piiklad 2.48. Necht Q = R. Distributivni derivace funkce In|z| € Li  (R) je funkciondl £/, a
nikoliv funkce = ¢ L{ (R).

loc




Reseni. Protoze klasick derivace dlgzlml = 1/z pro vSechna z € R\ {0} (tj. pro skoro vSechna

x € R) a funkce 1/z neni lokdlné integrovatelnd, vyvstava otdzka jak souvisi distributivni derivace
funkce DWIn|z| s funkei 1/x.
7 definice distributivni derivace:

“+o0
<D<1> In |x|,¢> —— <1n 1], %> - _/ In|z| ¢/ (z) d, (2.22)

— 00

priéemz posledni rovnost plati, protoze In|z| je lokdlné integrovatelnd funkce.
Protoze In |z| ¢' () je integrovatelnd funkce na okoli bodu 0, lze psét

<D(1) In |z], ¢> = - lir% In|z| ¢'(z)dz.
=

|z|>e

Posledni vyraz integrujeme per-partes s vyuzitim faktu, ze ¢ ma kompaktni nosic:

1) =— i € 1 M =
<D 1n |$|’ ¢> 61—1>%1+ [ln |m| (b(m)]_s + 61—1>I(1],l+ |m|>5 X dx
— lim 251H5M+ lim Mdm:py'/&m)dm:
e—0+ 2e =0+ Jigse T R T

= gzl/x(qs) 0

Zbyvé ukazat, ze DM In || nelze vyjadiit pomoci zddné integrovatelné funkce. Pokud by existo-
vala takova funkce f € L (R), pak by podle Véty 2.30 a Lemmatu 2.32 muselo platit f(z)—1/z =0
skoro vSude na kazdé oblasti G C R neobsahujici bod 0. To by ale znamenalo, ze f(x) = 1/x skoro
vsude v R, coz je spor s lokalni integrovatelnosti f.

O

Priklad 2.49. Necht Q = R. Distribuce 7 = D) &, . je druhého fadu. Navic plati T(¢) = —
—p.v. f+°0 o(2)=¢(0)

—0o0 xT
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ResSeni. Z definice distributivni derivace mame
(DO P1ja, ) = = (P1/2,8) = (nlel, ) = [ lnla]¢"(0) do.
R

Prvni ¢ast tvrzeni plyne z toho faktu, Ze funkce In |z| je lokdlné integrovatelnd. Zbylou ¢ast tvrzeni

dokazte sami integraci per-partes.
|

2.2.4. Konvoluce

Nyni zobecnime pojem konvoluce dvou funkci na konvoluci distribuce a testovaci funkce a poté jesté
na konvoluci dvou distribuci (z nichz alespon jedna ma kompaktni nosic).

Definice 2.50. Pro funkci u : RY — R a 2,y € RV definujeme 7,u a i predpisy

() (y) € uly — ) (2.23)

i(y) = u(-y). (2.24)
Ziejmé
(720) (y) = u(y —z) = u(z —y).

Necht u,v : RY — R jsou méfitelné funkce, pak jejich konvoluce je definovana virazem
def
(e o)) [ utwola =)y (2.25)

pokud integrél existuje pro skoro vsechna z € RY. Tento integral existuje pro vSechna z € RV,
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pokud jsou napi. u € LL (RY) a v € 2(RY) L. Protoze (2.25) lze psét jako

(wso)(e) = [ ulw) () () dy (2.26)

je nasledujici definice prirozenym rozsitenim definice konvoluce dvou funkei na konvoluci distribuce
a testovaci funkce.

Definice 2.51. Necht T € 2'(RY) a ¢ € Z2(RY). Konvoluci T a ¢ nazveme funkei (T*¢) : RN — RV

definovanou
def

(T * 9)(x) = T(rs9). (2.27)

Poznamka 2.52. Vimnéte si, Ze zobrazeni z — T(7,¢) je definovano pro kazdé z € RY | protoze
je-li ¢ € P(RY), pak také pro kazdé z € RN jei 7,0 € 2(RN) a T € 2'(RYN) je spojita linearni
forma na Z(RY).

Vzhledem k tomu, Ze pro méritelné funkce plati:

/ (725 () dy = / e
RN RN

kdykoliv integraly maji smysl, je pfirozené definovat translaci distribuce.

Definice 2.53 (Translace distribuce). Necht T € 2'(RY), potom translace distribuce je defino-
vana

(rT)(9) = <TIT,¢>> ot <T, u¢> — T(r_.9) (2.28)

pro viechna ¢ € Z(RY).

1V tomto pripadé (u * v)(z) = [pn u@)v(z — y)dy = fsupp<715) u(y) (120) (y) dy, kde supp(7z0) je kompaktni

mnozina a diky tomu stacf u € L}

loc (RN). Pomoci Lebesguovy véty o dominantni konvergenci se pak snadno ovéfi, ze

u * v je spojitd funkce na RN,
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Véta 2.54 ([21, Véta 6.30, str.156], [13, Véta 9.29, str. 275]). Necht T € Z'(RY) a
b, € D(RN). Potom “ 7
&

1. 7(T % ¢) = (1,T) * ¢ = T * (12¢) pro viechna z € RV ;
2. T « ¢ e C> (RN), D > ZAPADOCESKA

V PLZNI

3. supp(T * ¢) C supp T + supp ¢;

4. pro kazdy multiindex o plati

« _ 8|a|¢ _ «
D (T*¢)_T*<8m“)_(D T)* ¢,

(Txg)xp =Tx(px7).

Dikaz.
Viz [21], str. 156-157 nebo [13], str. 275.
|

Smysl ma i nasledujici definice

Definice 2.55. Necht T € 2/(RY) ma kompaktni nosi¢ a ¢ € C>°(R™). V tomto piipadé pro kazdé
x € RY definujeme (T * ¢)(x) opét vzorcem (2.27), tj:

def

(T *¢)(2) = T(126).

Poznamka 2.56. Distribuci 7 € 2/(RY) s kompaktnim nosi¢em lze rozsifit na spojity linearni
funkcional definovany na C>°(RY), viz [21, Véta 6.24].

Véta 2.57 (Véta 6.35, [21]). Predpoklddejme, Ze T € 2'(RYN) md kompaktni nosic a ¢ € C=(RY).
Potom plati




1. 72 (T % ¢) = (T4u) x ¢ = u * (1, @) pro vsechna v € RY,
2. Tx¢peC®RN) a
DT x¢) = (DT)xp =T * (D) .
3. Jestlize navic 1 € 2(RN), potom dokonce T x ¢ € 2(RY) a
Tx(¢px9)=(Tx9p)xp=(Txh)x¢.

Definice 2.58. Necht T € Z2'(RY), S € 2'(RY) a alesponi jedna z téchto distribuci ma kompaktni
nosic¢, potom definujeme konvoluci dvou distribuci 7" * S identitou

def

(T*8)(¢) = Tx(S*p) Vo€ PRY).
Poznimka 2.59. Spravnost této definice vyplyva z uvah v [21] na str. 159-160.
Véta 2.60 ([21, Véta 6.37, str. 160]). Necht R, S, T € 2'(RY).
1. Necht alespor jedna z distribuci S, T md kompaktni nosic. Potom

S«T=TxS asupp(S*T)=suppS+suppT.

2. Jestlize alespori dva nosice supp R,supp S,supp T jsou kompaktni, potom
R+« (S«T)=(R+xS)«T.
3. Je-li § Diracova distribuce a o multiindex, pak
DT = (D%6) = T.
Specidlné plati
T=6xT.

Dukaz. Viz [21], str. 160-161.
|
Tato véta je velice dulezita pti konstrukei feseni parcidlnich diferencidlnich rovnic s konstantnimi
koeficienty, zname-li fundamentalni reseni.
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2.2.5. Topologie v prostoru distribuci
Nyni definujeme vhodnou topologii v prostoru 2’ () tak, aby byl topologickym dudlem k 2(f2). Pro-

stor 2'(Q) je podle definice prostor vSech linedrnich funkciondlia definovanych na 2() a spojitych
v topologii prostoru 2(2). Podle Véty 2.8(c) (viz téz [21], str. 66) je prostor Z(N2) lokdlné konvexni
linedrni topologicky prostor. Na lokalné konvexnich linedrnich topologickych prostorech lze definovat
tzv. *-slabou topologii. Nejprve si vysvétlime, co je x-slaba topologie v abstraktnich prostorech.

Necht X je lokdlné konvexn{ linedrni topologicky prostor (nad R nebo C) a necht X’ je mnozina
vsech spojitych linedrnich funkcionédl definovanych na X. Pro pevné z € X definujeme seminormu
na X',

Pz ¢ X' — R3_7PT(F) = ‘F(I)‘ o

Snadno se ovéri, ze jsou splnény axiomy seminormy:

1. p,(F) = 0 pro vSechna F € X',

2. py(aF) = |alp;(F) pro vsechna F € X', a € R (a € C),

3. px(F + G) £ pu(F) 4+ pu(G) pro véechna F,G € X'.

Definice 2.61 (x-slaba topologie na X'’). Topologie na X’ definovand systémem seminorem
{ps : © € X} (lokédln{ bdze) se nazyvéd *-slabd topologie na X'.

Tato *-slabé topologie na X’ je nejslabsi topologie takova, Ze pro libovolné z € X je zobrazeni
tvaru F — F(z) spojité z X’ do R (C).

Podle Véty 2.8(c), je 2(€) lokalné konvexni linearni topologicky prostor. Proto mizeme na 2’(1)
definovat *-slabou topologii.

Definice 2.62 (x-slaba topologie na 2'(2)). Topologie na 2'(Q) definovana systémem semi-

norem {py : ¢ € 2(Q)}, ps(T) e T(¢)] : T € 2'(),¢ € 2(0N), se nazyva *-slabi topologie na

2'(9).

@:
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Tato definice okoli pak vede na nasledujici vlastnost pro konvergenci posloupnosti:

Véta 2.63 (Konvergence posloupnosti distribuci). Necht {T,,}°2; C 2'(Q) je posloupnost
distribuci a T € 2'(Q). Posloupnost {1,152, konverguje k T v x-slabé topologii na 2'(Q) privé
tehdy, kdyz

Jim T,,(¢) =T(¢) Vo€ 2(Q).

Zkracené konvergenci v *-slabé topologii posloupnosti nebo parametrického systému distribuci
zapisujeme T, = T v 2'(2) nebo lim T,, =T v 2'(Q).
n—r oo
Véta 2.64 ([3, Propozice 2.2.7, str. 27]). Necht a € N je multiindex. Zobrazeni
TeP'(Q) v~ DT € 2'(Q)

je spojité pro kazdy multiindex «. To znamend, Ze pro kaZdou posloupnost {T,}52, C 2'(R) a
T € 2'(Q) plati
T, 2T v2(Q) = DT, > D°T v2'Q)

Dikaz. Viz [3], str. 28.
|

P¥iklad 2.65. Necht Q = R. Posloupnost spojitych lokalné integrovatelnych funkei £, (z) = x /(2 +
+ 1/n) konverguje ve smyslu distribuci k &, pro n — oo.

Reseni. Uvazujme posloupnost

Ts 1 nz? +1
F = ——ds==1 .
n(®) /1 s2+1/n ° 2n<n+1>
Pro kazdé n € N je f, € L*(R), proto F,, € AC(I) pro kazdé n € N a kazdy kompaktni interval
I C R. Tudiz pro distributivni derivaci DM F,, plati

(DVF,,¢) = (fn9) Vo€ 2'(Q). (2.29)
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Plati nasledujici nerovnost:
AL\ 7

0<|Fu(2)| < Infz|| VneNaveeR\{0}. oy
Protoze |In |z|| € LL.(R) a F,(z) — In || pro viechna z € R\ {0}, z Lebesgueovy véty dostdvime
OERZTA
lim <Fn,¢> = (230) V PLZNI
n—oo
K
= lim [ F,(2)¢(z)dz = lim F,(z)p(x)dz =
n—oo Jp n—oo |_pe

K
:/“mwwwmz/m@wwmz

K R

= (In|z|,¢) V¢ e Z(R),

kde K = max{— minsupp ¢, maxsupp ¢}. Z rovnice (2.30) plyne, Ze F,, = In|z| v prostoru dis-
tribuci 2'(R) (z divodu srozumitelnosti v pfedchozim vykladu ztotonujeme funkce F,, s piislus-
nymi distribucemi a funkei In|z| s pfislusnou distribuci). Podle Véty 2.64 dostaneme, ze také
DWE, = DWin|z| v 2'(R). Podle (2.29) lze distributivn{ derivaci D™ F,, vyjadiit pomoc klasické
derivace a z Piikladu 2.48 vime, ze DV In|z| = &, /. Proto

xT

#51n = DO = DV Inlal = 2

v 2(R).

O



Priklad 2.66. Necht Q = (0, +00). Zobrazeni T : 2(0, +00) — R definované vyrazem % -
) <
R S

00 %, £
def d()b 1 QD
T(p) LS L2 (2
=D (n>
n=1
je distribuce T' € 2'(0, +00) nekonecéného fddu. Nelze jej rozsitit na distribuci na R, tj. neexistuje D [y
v ’ . . . - V PLZNI
distribuce S € Z'(R) takovd, ze S| +o0) = T. Nekonecnou fadu chdpeme jako limitu posloupnosti

castecnych souctli, proto tento priklad tematicky zarazujeme mezi posloupnosti distribuci.

Reseni. Tento piiklad vyfeste sami. Pro ditkaz neroziFitelnosti uvazujte funkci ¢ s kompaktnim
nosi¢em v R rovnou exp(x) na néjakém okoli bodu 0.
O
Zde si pripomeneme definici systému standardnich zhlazujicich jader.
P¥ipomenuti(Definice 1.175, strana 90.) Pro libovolné dané € > 0 definujeme funkci w, : RN — R
po castech predpisem

2
o (i) o e »
(&3 - o
0 pro |z|=e,

kde C. je voleno tak, aby fRN we dr = 1. Tomuto systému funkci fikdme systém standardnich zhla-
zugicich jader.

Véta 2.67. Necht e > 0 a w. je standardni zhlazujici jidro. Potom
we € (RN
Diisledek 2.68. Necht T € 9'(RN), e > 0 a w. je standardni zhlazujici jddro. Potom

T xw, € C°(RY).




Véta 2.69 ([13, V&ta 9.30, str. 277]). Necht T € 2'(RY) a necht {w}., € > 0, je jednopara-
metricky systém standardnich zhlazujicich jader. Potom pro € — 0+ systém T s w. — T v prostoru
distribuci 9'(Q), tedy

lim (T * w.) (z)p(x)dx = T(p) Vo € 2RY).

e—0+ RN

Dukaz. Viz [13], str. 277.
[ ]

Disledek 2.70. Necht Q C RY je oblast a T € 2'(Q2). Pak ezistuje posloupnost {T,,}5°; C 2'(Q)
takovd, Ze suppT, C Q a T,, = T v 2'(Q). Dokonce existuje {T,,}>>, C 2'(Q) s vyse uvedenou
vlastnosti, kde kazdy prvek T,, lze reprezentovat funkci z C°(£2).

7 predchoziho tvrzeni plyne tato véta.

Véta 2.71. Prostor C°(Q) je husty v 2'(Q) vzhledem k *-slabé topologii na 2'(S2).

2.2.6. Diferencialni rovnice ve smyslu distribuci
Definice 2.72. Necht a € C®(Q) a S € 2'(Q). Potom souéin aS je distribuce spliujici identitu
((aS),0) = (S,a¢) Vo € 2(Q). (2.32)
Piiklad 2.73. Necht Q C RY, a € C=(Q). Potom ad, = a(0)d, nebot plati
(ado,9) = (00,a 9) = a(0)p(0) = (a(0) bo,4) Vo € Z(Q).
Ptiklad 2.74. Necht Q = R. Potom 2%/, = 1 ve smyslu ditribuci, nebof plati
<£U 32’1/93,@@ = <<@1/x,m¢> = (2.33)
_ p.V./R%(x)dx _ /Rqﬁ(ac)dx _(1,6) Voe2(Q).
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Poznamka 2.75. Obecné soucin dvou distribuci nemusi byt distribuce. Navic souc¢in dvou distribuci
nelze obecné konzistentné definovat tak, aby splioval bézna pravidla pro nasobeni ¢isel tj. nemiize
byt zaroven komutativni i asociativni. To dokézal jiz v padesatych letech dvacatého stoleti zakladatel
této teorie, Laurent Schwartz. Napriklad uzitim vysledkt Priklada 2.73 a 2.74 dostaneme absurdni
fetézec rovnosti:

0=02 ), = (®00) P1/z = (60%) P1/x =00 (* P1/z) = o
Pouze ndsobeni distribuce funkei t¥idy C'*° je opét distribuce (hned z definice).
Véta 2.76 (Leibniziv vzorec pro derivaci souéinu). Necht a € C*(Q) a S € 2'(Q),

acNY:|al=1

, tj. existuje pravé jedno i € {1,..., N} takové, Ze c; =1 a aj = 0 pro j # i. Potom pro distributivni
derivaci soucinu aS plati Leibniziv vzorec
[e7 aa [e7
D% (aS) = S+aD"S. (2.34)
Bxi
Dikaz. Dikaz je jednoduchy. Provedte sami podrobné. |

Definice 2.77. Necht m 2 1, F € 2'(Q0), aq € C°°(Q). Distribuci v € 2’(2) spliiujici rovnici ve
smyslu distribuci

> aDu=F (2.35)
|a|=0
nazveme 7eSenim diferencidlni rovnice
“ olely

|a]=0

ve smyslu distribuct.
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Poznimka 2.78. Samoziejmé, ze diferencidlni rovnici (2.36) nelze obecné chépat tak, Ze je spl-
néna v kazdém bodé oblasti ). Je-li vSak distribuce F' reprezentovatelna dostatecné hladkou funkci Y 7
f € LL (Q), mé4 smysl uvazovat o splnéni diferencialni rovnice oy oW
= aloly
2 4a(®) grar—gan () = (2) (237) Bz
|a|=0 v PLZNI

v kazdém bodé x € Q.

Poznamka 2.79. Diky predpokladu a, € C*°(f) je vysledek operdtoru na levé strané distribuce.
Operator muzeme dle definice sou¢inu hladké funkce a distribuce a derivace distribuce piepsat na

tvar
< Z Qg Do‘u,qﬁ> = <u, Z (=)D (ay ¢)> . (2.38)

ler|=0 lor|=0

Poznamka 2.80. Prestoze fesenim diferencialni rovnice ve smyslu distribuci je obecné distribuce,
v teorii diferencidlnich rovnic se vétsinou omezujeme na u € Li () piipadné jesté navic pozadu-
jeme integrovatelnost nékterych distributivnich derivaci reseni. O tom bude podrobné pojedndno v
nasledujici kapitole.

Priklad 2.81. Necht Q = R. Resenim diferencialni rovnice prvniho fadu
22/ () =0

ve smyslu distribuci je
S e QI(Q) :S=cl+cHy+ 0350,

kde ¢1, ¢, c3 € R jsou libovolné konstanty, 1 je distribuce asociovana s konstantni funkci nabyvajici
hodnoty 1 na R, Hy je distribuce asociovana s Heavisideovou funkei Hy(z) = 0 pro < 0, Hyp(z) =1
pro xz 2 0 (znac¢ime zde stejné funkci i distribuci) a dy je Diracova distribuce lokalizovand v bodé 0.
Reseni ve smyslu distribuci 1, Hy, 8o jsou linedrné nezavisla.
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Reseni. Ovérte sami splnéni identity
A\ <l
2 S

% &
<01]]. —+ CQHO —+ 63(50, 2!13(]5 —+ 372(25,> = 0 V(ZS S @(R) . */0“ ““\"‘
Poznamka 2.82. Vsimnéte si toho, Ze feSeni ve smyslu distribuci mtize mit vice parametri (3 para- e .
metry) nez je fad rovnice (prvni fadd). Konstantni feseni 1 € 2'(Q) je reprlezentovatelné spojité difen- > e

covatelnou konstantn{ funkef nabyvajici hodnoty 1 na R. ReSeni Hy € Li..(R) nenf diferencovatelné
a ani spojité v bodé 0. Dalsi nezdvislé feseni oy € 2'(Q2) nelze ani vyjadtit lokdlné integrovatelnou
funkei.

P¥iklad 2.83. Necht Q = R?. Potom A In |z| = 276,, kde druhé derivace v operdtoru A = % + 86—;2
1 2
jsou chapény ve smyslu distribuci, tj. A = D0 4 D(0:2),

Reseni. 7Z definice derivace distribuce dostaneme:

2 2)
(Aln|z|,¢) = <D‘2’°) In |z| + DO In |z, ¢> = <ln o], 22,2 ¢> _

— (ln|z], Ad) = / Inz] A(e) s,
]RZ

kde posledn{ integral ma smysl, nebof funkce In |z| je lokdlné integrovatelnd v R?.
Posledni integral pak prepiseme jako limitu

/]R2 In|z| Ap(x)dz = 61_1%1+ In |z| Ag(x) dx .

|z|>e

Nyni pouzijeme Greenovu identitu (2.14). Zvolme €' C R? s dostateénd hladkou hranici, kterd

obsahuje nosi¢ ¢ a zaroven uzévér koule B(0,¢). Nejsnazsi je za Q' volit kouli B(0,R), R > e, _



takovou, aby supp ¢ C B(0, R). Uzitim Greenovy identity (2.14) na B(0, R) \ B(0,¢) dostaneme:

In || Ap(x)dx = lim In |z| A¢(x) dx

[ i 0wz = tim [ injel A0t

= lim/ Aln|z| ¢(z)dz 2.
€20+ JB(0,R)\B(0,¢) (2:39)

& b / ) <In|x| aq;_g) - M(ﬁ(x)) aH.

=0+ Jo(B(0,R)\B(0,2) on
Snadno se ovéf{ pfimym vypoctem, ze pro || > ¢ > 0 plati bodové pro klasické parcidlni derivace

Aln|z| = 0. Protoze nosi¢ ¢ je vlastni podmnozinou B(0, R), je ¢(x) i O¢(x)/07 rovno nule na
0B(0, R). Tudiz

/ In|z| Ad(z) dH! =
R2

. 0¢(x)  Oln|z| 1
al—l>r(1)1+ 9B(0,e) <ln|8;zl( ?ﬁ ) on $(@) ) dH" =
. X 1
_ _ - = 2.40
sli)%l+ |z|=¢ (1115 on € («T)> L ( )
— lim elne lim 1/ 6¢—(_9,C)d7-l1 1 lim o(z)dH' =
e—0+ e—=0+ € |]7|=E Bn £ e—0+ |I|=8
_ 9¢

Ukéazali jsme tedy, ze
(Aln|z|, ) = 214(0) = (2780, ¢) Vo € 2(R?),

COZ znamena, ze
Aln |z| = 27w

ve smyslu distribuci. O
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Priklad 2.84. Necht Q = R3. Potom A(1/|z|) = —4ndy.

Reseni. Pro Q = R? se rovnice A(1/|z]|) = —4mdy dokaze analogicky pomoci Greenovy identity
(2.14). 0

K pojmu reseni diferencialni rovnice ve smyslu distribuci se tizce vaze nésledujici vyznamny vy-
sledek - Weylovo lemma. Toto lemma predstavuje jedno z prvnich tvrzeni tykajicich se regularity
zobecnénych feseni parcidlnich diferencidlnich rovnic. Teorie regularity zobecnénych reseni zkouméa
podminky, za jakych je napt. feSeni ve smyslu distribuci tézZ fesenim klasickym, tj. za jakych podmi-
nek je feSeni diferencovatelné az do Fadu rovnice! a rovnice je splnéna ve viech bodech dané oblasti

Q.

Lemma 2.85 (Weylovo lemma, viz nap¥. [23]). Necht Q C R je oblast. Necht u € 2'(f2)
spliiuje ve smyslu distribuci rovnici Au = f, kde f € C*(Q2). Potom také u € C*().

Poznamka 2.86. Regularita feseni rovnice Au = f v sobé obsahuje zajimavy paradox. Reseni
eliptické rovnice zavisi na hodnotach f v celém (2, ale naproti tomu je regularita lokalni jev. Pokud
napf. f € 2'(Q) bude néjakd obecné "divoka'distribuce na 2 a zaroven restrikce f na podmnozinu
' C Q bude reprezentovatelnd funkei z C>°(€'), pak také restrikce feSeni u na podmnozinu Q' C Q
bude reprezentovatelnd funkei z C°°(€)'), i kdyz hodnoty této restrikce budou z4vislé na hodnotéch
f na Q\ Q. Jak tento paradox funguje bude zfejmé az z dikazu Weylova lemmatu. To, Ze hodnoty
funkce u zdvisi na hodnotich f na celém Q je vidét napi. z toho, ze pro Q = R? a f = 276, je
u = In|z|, kde u(z) < 0 pro vsechna 0 < |z| < 1 a u(xz) > 0 pro vSechna 1 < |z|. Zaroven ale
u € C*(Y) pro kazdou ' C R? takovou, Ze o & V.

Ve vétsiné ucebnich textu tykajicich se zobecnénych feseni parcidlnich diferencidlnich rovnic je
toto tvrzeni uvedeno bez dikazu. Z hlediska formy vykladu i zvoleného postupu nés zaujal clanek
[23], kde je dikaz z velké ¢asti proveden netradi¢nim postupem pomoci teorie potencidlu. Puvodn{

Weyltv dikaz (viz [28]) také zaloZeny na teorii potencidlu je mnohem technic¢téjsi. Protoze dikaz v
¢lanku [23] neobsahuje vSechny detaily, rozhodli jsme se je v téchto skriptech doplnit. Nez pfistoupime

Inebo existuji vSechny parcialni derivace vyskytujici se v rovnici ve vSech bodech oblasti

@:
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k dikazu Weylova lemmatu dokazeme nasledujici pomocné tvrzeni, které se k dikazu v ¢lanku [23]
pouziva, ale explicitné se nezminuje ani nedokazuje.

Lemma 2.87 (Pomocné tvrzeni k Weylové lemmatu). Necht Q C RY je omezend oblast.
Necht wy € 2(Q), t € (0,1], je jednoparametricky systém funkci a necht pro kazdé m € N existuje
K > 0 tak, Ze pro vsechna t € (0,1] a multiindery o € NYY : || = m plati

o0

H alalwt

aq N
0z ... 0z}

< K. (2.41)

Necht ddle pro t — 04 konverguje w, — W € 2'(Q), tj.

Jim [ wi(@)d@)de = (W,0) 6 e (). (2.42)
Q

Potom_distribuci W € 2'(Q) lze reprezentovat funkei w € L*(€2) N C>=(Qg) pro kaZdou podoblast
Qr : Qx € Q s hladkou hranici 0.

Ditkaz pomocného tvrzeni k Weylové lemmatu. Protoze ||wi]|eo < Ko a

[0!%w, /0251 ... Dz oo £ K1,
pro viechna o € NJY : |a| = 1 a pro vechna t € (0, 1], je systém funkef wy, t € (0, 1], stejné omezeny
v normé L*(Q2) (podminka (1.44)) a stejné spojity v priméru (podminka (1.45)). Pokles v nekoneénu
(podminka (1.46)) je zarucen predpokladem omezenosti Q. Tim jsou splnény podminky Véty 1.138

(Kolmogorova véta) a existuje vybrand posloupnost w;, — w € L'(2). Ukazeme, ze W € 2'(Q2)
z tvrzeni Lemmatu 2.87 lze reprezentovat funkcf w € L1(Q), tj., Ze plati

Awmwmw=auw o€ 2(Q). (2.43)
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Vskutku, podle Lebesgueovy véty o dominantni konvergenci (||wt]|oc £ Ko pro vSechna ¢ € (0,1])
dostavame Y 7

4’/ - Q
lim wy, (z)p(x) de = / w(x)p(x)dr VYo € 2(Q) et i
tn—0+ Jq o
a zaroven podle predpokladu (2.42) D N
> inerzima
Jin [, @)ole)ds = (W.0) Vo€ I(@).

Odtud srovnianim
| w@ele) = W) o e 2@,

¢imz jsme (2.43) dokazali pro podposloupnost funkei {w;, }52 ;. Distribuce W € 2(Q) je reprezen-
tovatelnd integrovatelnou funkei w € L'(Q) a tedy reguldrni.

Nyni ukdzeme, Ze toto plati nejen pro podposloupnost {wy, }52 ,, ale dokonce pro cely systém
funkef wy, t € (0,1], plati wy — w pro t — 0+ v L'(R2). Pokud by to neplatilo, pak bychom z
mnoziny (0,1]\ {¢t,}52; vybrali posloupnost {s,}32; konvergujici k 0+ pro n — oo takovou, ze pro
néjaké € > 0 plati pro vSechna n € N

/ |ws, () —w(z)| de > €. (2.44)
Q

Z posloupnosti funkcf w,, 1ze postupem jako vyse diky stejné omezenosti v normé L'(Q) a stejné
spojitosti v prumeéru vybrat podposloupnost ws, — v konvergujici v LY(Q) a zéroven podle (2.44)
musi platit w # v. Podle Lebesgueovy véty o dominantni konvergenci dostaneme

lim [ w,, (2)6()ds = / w(z)$(x)dz Vo € 2(Q)
Q

Sny, —0+ Q

a zaroven podle predpokladu (2.42)

lim ws, (2)¢(z)dz = (W,¢) Vo€ 2(Q).

®
3
ES
1
o
T
2



Odtud srovnanim - o
[ o@o@ds=wg) voe 7@,

Podle Dtisledku 2.33 je reguldrn{ distribuce W € 2’(f2) reprezentovdna pravé jednou funkef z L(Q).
Tudiz w = v. Toto je spor s (2.44) a plati w; — w pro t — 0+. D
> UNIVERZITA

Nyni ukiZeme, Ze pro kazdou podooblast Qg, Qx C Q plati w; = w € C(Qk) konvergujici v
C(Q) stejnomérné pro t — 0+. Protoze |[wy s < Ko a [|01%w, /025" ... 023 ||oo < K1, pro|al =1,
pro v8echna t € (0,1], je systém funkei wy, t € (0,1], stejné omezeny v C(Qg) (podminka (1.69)
z Véty 1.181) a stejné spojity (podminka (1.70) z Véty 1.181). Tim jsou splnény podminky Véty
1.181 (Arzelaova-Ascoliova véta) a uzavér systému wy, t € (0,1], v C(Qx) je kompaktni a existuje
vybrané posloupnost w;, = u € C(Qk) pro n — 4o0 a t, — 04. Predpokladdejme, Ze u — w # 0 na
podmnoziné wx C Qg nenulové miry. Podle Lebesgueovy véty o dominantni konvergenci dostaneme

V PLZNI

lim wy, (x)d(x) de = / u(z)p(z)dz Vo € D(Qk)

tn—0+ Qx Qx

a zaroven podle predpokladu (2.42)

lim wy, (z)p(x)de = (W, ¢) Vo € 2(Qk).
tn =0+ Jq

Odtud srovnanim

/Q w(z)d(z)dz = (W,8) Vé € D(Qx).

Odtud dostaneme spor, protoZe restrikce distribuce W € 2'(Q2) na Q je reprezentovana restrikef
funkce w na Qg a je také regularni. Podle Disledku 2.33 je reguldrni distribuce reprezentovana
pravé jednou lokélné integrovatelnou funkci. Tudiz w = v skoro vSude na Q. Toto je spor s tim,
7e u — w # 0 na podmnoziné wx C Qx nenulové miry. Plati tedy w; = w stejnomérné na Qg pro
t — 0+ (pfesn&ji, existuje spojity reprezentant w dané t¥idy funkci z faktorprostoru L!(Q2), ktery je
zéroveni v C(Qy) a ke kterému w; konverguje stejnomérné na Qg pro t — 0+).




Nyni ukdzeme, ze w € C°°(Qk). Predpokladejme, Ze existuje 8 € NY tak, ze DPW nelze
reprezentovat spojitou funkel u € C(2k) takovou, Ze

BIE —

—wﬁ(a?) =u(z) Vre Qg

Oxy*...0xy"

(Qx C Q) a zdroven, ze pro viechna a € NYY : |a| < |B| plati

lelyw _
- €C(Qk).
x9N ()
Postupnym dosazenim za m := |3] a m := |8| + 1 do nerovnosti (2.41) zjistime, Ze systém funkef
9181w
: € (0,1]

oo 0

je stejné omezeny a stejné spojity na Q. Podle Véty 1.181, Arzelaova-Ascoliova véta, lze vybrat
konvergentni posloupnost {t,}5 4, t, — 0+ pro n — oo, takovou, ze

% —u e CQx)
pro n — oo a t,, — 0+. Z Lebesgueovy véty o dominantni konvergenci ihned dostaneme
3Iﬂ|wt
lim / G g )0l da = /Q u@)ox)dr Y9 € POx).
Zaroveti podle (2.42) dostaneme
alﬂlwtn

] _ Tta — B
tnh_r)ré_‘_ e D2 ...8x1ﬁVN (x)p(z)do = (D°W,¢) Vo € 2(Qk).
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Srovnanim
/Q w(z)p(z)dz = (D°W,¢) Vo € 2(0x). "7

Nyni ukdzeme, zZe pro cely systém

ZAPADOCESKA
a|f3| a|f3| D UNIVERZITA
—wtﬁ te (07 1]7 plati ﬂ—wtnﬁ =uc C(QK) (245) VPLZNI
oxy*...0xy" Oxy*...0z

pro ¢ — 0+. Pokud by to neplatilo, vybrali bychom (opét pomoci Arzelaovy-Ascoliovy véty) z
mnoziny (0, 1]\ {¢,}22, posloupnost {s,}22,, s, — 0 pro n — oo takovou, ze

81Plw,

_ T e g
oz ...axﬁ;v

a zarovenl u # v. Opét by muselo platit (Lebesgueova véta a (2.42))

| v@ete)ds = (DW.0) v e 2(@)

a podle Dusledku 2.33 bychom dostali u = v, coz je spor. Plati tedy (2.45).
Zbyva ukazat, ze
9181w

—5———-(¢) = u(=z) Vr € Q.
o0z} 83:?\,

Od tohoto momentu déle budeme vyuzivat predpokladu, ze Qx mé hladkou hranici 0Qg. Déle
vyuzijeme predpokladu, ze pro viechna o € NY¥ : |a| < |B] plati

Ay
o =
Ozt ... 0z

C(Qx) -




Necht 8; =a;proj=1,...,N, j#1i,a f; = a; — 1 (zfejmé nds zajimaji jen takova ¢ € 1,..., N,
pro kterd «; > 0). Mazeme tedy s pomoci Véty 2.38 (véta o vicerozmérné integraci per-partes) psit

/Q u(z)p(z)dz = (DPW, ¢) = (2.46)

18l
— (_1)IB|/Q w(m)&(m) Gl =

o0 . 0BT

9lBl=14, ¢
- _/ B1 Bi—1a Bi—1a Bit1 B (w)@(ﬂf) dx.
Qx Oxy' ... 0z ) Oy Oz .. Oy
Nyni ukdzeme, Ze na uzavéru Qg je
def 8|B|_1

oxi* .. 6:65" lamﬁ’_laxﬁfll ...6:6?\,”
lipschitzovska funkce. Definujme jesté
def 91P1= 1y,

e = , - . 0
ozt .. .Bccffll dx’ laxf_ﬁl el

Z predpokladu (2.41) je ihned vidét, ze pro vSechna t € (0,1] je ¢+ € 2(f2) a [|0q:/0l|ec = Kp
pro viechna j = 1,..., N. Zvolme x € Q. Necht h € RY |n| > 0, je takovy, 7e = + 0h € Q pro
vsechna 6 € [0, 1]. Oznacme y = x + h. Potom podle véty o stfedni hodnoté

=2

0(y) = a:(2) = q:(z + h) — q(z Z—qurah
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pro n&jaké 6 € [0, 1]. Odtud pomoci Hélderovy nerovnosti v RY:

aQt
333]

N
la:(y) — ae( §Z

x + 6h) ’ T |hj| £ NKg maxN|hj| ;

tato nerovnost plati pro vSechna ¢ € (0, 1].

Pro vyse dané h € RN zvolme ¢ : 0 < & < max |hj|. Protoze ¢; = ¢ na Q, lze najit 6 > 0
ST
takové, Ze pro vSechna t € (0,0) je

max |g:(z) —q(z)| <e < T h] -

Odtud dostaneme nasledujici nerovnost pro g na Qx s hladkou hranici:

q(y) —q()| = lq(y) — a:(y) + a:(y) — q:(2) + @) — q(z)| < (2.47)
S g (y) — @ ()| + g (y) — a)| + g (z) — q(x)] =
<NKg max |hj| +2 jmax |hj| £ (24+ NKj) | I{laXN|hj| :

Tato nerovnost jiz zarucuje splnéni Lipschitzovy podminky na oblasti s hladkou hranici (oblasti s
hladkou hranici spliiuji S-podminku).

Nyni ovéfime podminky Véty 2.2.6. Podle Véty 1.117, Rademacherova véta, pak dq/0z; existuje
skoro viude na Q. Navic |9q/0z;| je omezend Lipschitzovou konstantou a tudiz dq/dz; € L' (Q).
Dalsi predpoklady véty (absolutni spojitost na tiseckdch rovnobéznych s osou z;) vyplynou téz z
Lipschitzovy podminky (ovéfte sami). Podle Véty 2.2.6 lze tedy provést integraci per-partes vzhledem
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k proménné z; jesté o jeden krok déle a dostaneme

Y
/ u(z)g(z) dz = (2.48) Ly
QK

(B:
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J o (@) @)
=— z)=——(z)dz =
Qr Oz .. .ﬁxfi_llax?i_laxfiﬁl R ik

918w
= ——(2)¢(x) dx .
/S;K 8£811 ...(9{E]BVN( )¢( )

pro kazdé ¢ € 2(Qx ). To je spor. Distribuci W € 2() lze tedy reprezentovat funkcef w € L1(£2) N

NC>(Qxk). [ |
Nyni mtzeme pristoupit k dikazu Weylova lemmatu.

Dukaz Weylova lemmatu. Checeme ukdzat, ze pro kazdé f € C*°(Q) plati, ze u € 2'(Q) spliujici

(u, Ag) = (f, ), Vo€ 2(Q) (2.49)
musi jiz ndlezet do C*(12).
Polozme )
() = (47rt)_% exp [—%} proz e RY ate(0,1].

Tato funkcee je tiidy C°(RY x R) a pro jeji klasické derivace plati

%(m) = Ay (z) VzeRNVteR.

Pro libovolné predem zvolené 2, € Q vyberme r > 0 tak, aby B(xo, 4r) C Q. Necht déle p € C°(B(zo,4r))}
je funkce s oborem hodnot H(n) = [0, 1] takova, Ze suppn C B(zg, 3r) a n(z) = 1 pro « € B(xz, 2r).




o

VIR
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Polozme v % nu a w L Ay — nf. Potom v = u na B(xp,2r) a v = 0 na B(xg,4r) \ B(zo,3r)). \ o7

Déle w = Av —nf = Av— f = 0 na B(zo,2r) a w = 0 na B(zg,4r) \ B(xo,3r)). Proto

suppw C B(zg, 3r) \ B(zo,2r). Nyni vezméme g Wi
vi(x) = (7 % 0)(@) = (v, T V)

ZAPADOCESKA
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wi(z) = (3 x w)(x) = (w, 7V)
(zde uzivdme definici konvoluce pro distribuci s kompaktnim nosi¢em s funkei z C°°(RY), Definice
2.55). Podle Véty 2.57 dostaneme, Ze pro kazdé ¢ > 0 plati v, € C°°(B(xg, 4r)). Navic

(v, ToVs) — (U, oY)

o) =l S

_ 1 < Tz’?s - Tz’7t> _
=mv, —- ) =
s—t s—1t

o O . _
- <”’Twﬁ + 70((s —t|>> =

= <U,Tz%> = <v7TzAv'yt> =

= <w +nf, Tx'?t> = <77f7'x'7t> + <1UT90'7t> 0
Tim dostéavame diferencidlni rovnici

d ~ 2
avt(x) = <77f, T:L"Yt> + <waTz7t> .




Jeji integraci dostaneme:

1 1
vt(x):’ul(x)—/t ’yt*(nf)(x)dT—/t w,(z)dr.

Protoze v € 2’'(£)) ma kompaktni nosi¢ a pro vSechna t € (0,1] je v, € C=(RY), podle Véty 2.57
dostaneme:
vi(z) = (71 % v) (x) € C=(B(xo, 4r)).-

Déle z pfedpokladu f € C*°(Q) dostaneme nf € C(B(zo,4r)) (prohodili se role zhlazujictho
Cinitele: zde nf m4 derivace vSech ¥4dll a md kompaktni nosié¢, zatimeco ~; je pro t = 0 prvek 2'(Q))
a tudiz podle Véty 2.54 plati v, * (nf) € C<(RY) pro viechna t € [0,1]. Odtud jiz dostavame:
ftl (v * (nf)) (z)dr € C°(B(xo,4r)). Dikaz hladkosti posledniho ¢lenu je ponékud pracnéjsi a je
proveden v nasledujicich odstavcich.
Protoze
suppwy C B(xzg,4r) \ B(zo,2r),

omezime se nyni na B(zg,4r) \ B(zo,2r). Indukef lze dokdzat (provedeme tiplné na zavér celého
diikazu na strané 153), ze pro vechny multiindexy o € N}’ existuje polynom P,(z,t) : RY xR — R

stupné nejvyse |a| v proménnych © = (z1,...,2N) a t tak, Ze
olel 2 2
%(47#)_% exp [—%} = (47rt)_%t_‘°‘| exp [—%} P,(x,t).
Odtud lze ukazat, ze
YVaeN) Vr>0 3K,,>0 Vz|>r Vte(1,0]: (2.50)
oled o ||
%(47@) 2 exp |:—4—t < Ka,r
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Protoze ¢ € C>°(RY) pro vsechna t € (0, 1] a viechny derivace jsou odhadnuty uniformné nerovnosti
(2.50) pro vSechna ¢ € (0,1] a |z| > r, je funkce Y 7
&

wt(x) = <Tw'7\;taw>

tiidy C*°(B(xo,7)) a jeji parcidlni derivace vsech fadu jsou uniformné odhadnuty nerovnostmi: D p ZAraocesca
V PLZNI
VaeNY V¥r>0 3K,,>0 VzeRY vte(0,1]: (2.51)
1w,

|z —xol <r = ' < Ko,

Ox®

Funkee w¢| g(z,,r) konverguje k distribuci w € 2'(B(xo,7)) ve smyslu distribuci. Vezmeme-li v tivahu
uniformni odhady (2.51) pro vSechna ¢ € (0,00] a faktu, ze koule B(zg,r) v Eukleidovské normé
m& hladkou hranici, pak z Lemmatu 2.87 plyne, ze distribuce w € 2'(B(xq, 7)) je reprezentovatelna
funkei w € C*°(B(zo,7)) (zde jsme pouzili stejné znadeni pro funkei i distribuci).

Protoze  C RY je dle piedpokladu oblast, tj. oteviend souvisld mnozina, lze ke kazdému
xo € Q majit 7 > 0 tak, ze B(xo,7) C Q. Z predchozich tvah dostaneme w € C*(B(zo,r)).
Proto w € C>().

Zbyvéa dokazat, ze pro viechny multiindexy o € NYY existuje polynom P, (z,t) : RY x R — R

stupné nejvyse |a| v proménnych z = (z1,...,zx) a t tak, Ze
glel 2 2
%(m)—% exp —% = (4rt)~ 2t exp —% Po(z,t).

Prond indukéni krok, || = 1. Necht ¢ = 1,..., N, potom

0 _N

|z

v } = (4mt)" =t Lexp {——]

exp [




Druhigj indukeni krok. Plati-li rovnost pro f € N : |3| = k € N, pak plati i pro o € N : |a| =
=k+1. Necht j=1,..., N, potom “ 7
¥,

Qi ““\"o
glel X 2] o o8 x |z/?
axa( Ft) 2 exp |: 4t :| 81‘3 &w( 7Tt) >t exp 4t B(x’t) D ZAPADOCESKA
P univerzima
V PLZNI

_ ()-8l e [ 2] (L 0P -
(4wt)~ 2t~ Plexp [ o 2tx]Pﬁ(:c,t) +t 7z, (x,t)

_N 8- |!E|2 1 a.Pg
= (4rt) 2 ¢ 1A1- 1 exp [—— —z;Pg(z,t) +t—=(z,t) | ,
a | \2777°7 oz;

P,(z,t) = (%ijg(x,t)—}-tg—Z?(x,t)). Ziejmé |a| = |B] + 1 a P,(z,t) je stupné nejvyse |a| v
proménnych x1,...xxN a t. |

S pomoci teorie distribuci a Weylova lemmatu 2.85 v nasledujicim piikladé ukazeme ponékud
prekvapivy vysledek o neexistenci klasického feSeni pro Poissonovu rovnici se spojitou pravou stranou
f € C(Q). Tento piiklad osvétluje zakladni tézkosti a jevy, se kterymi se nesetkdme pii Fesenf
oby¢ejnych diferencialnich rovnic, ale které se typicky projevuji i u téch strukturalné nejjednodussich
parcidlnich diferencidlnich rovnic. Nami prezentovany priklad vznikl modifikaci prikladu z Xinwei Yu
[29] a schematu z monografie Zeidler [31, Protipfiklad 6.3 na str. 249].

Priklad 2.88. Pro spojitou funkci

(z3 — z3) (8 (ln2 “In m) N 1)
16 (z2 + z2) (ln2 —log m>3/2

f(l‘lyiﬂz) = -

M




pro z1,z2 # 0 a f(0,0) = 0 nem& Dirichletovy tloha

—(A;L(x) = g(x|) | 0 él |z = Vai + a3 <1 (2.52)

klasické feseni, tj. neexistuje u € C?(B(o,1)) N Co(B(o,1)) splitujici rovnici v kazdém bodé koule
B(o,1) = {z € R?: 0 < |z| < 0} (zde o = (0,0)) a u(x) = 0 pro kazdy bod kruznice z € R? : |z| = 1.

Reseni. V néasledujicim ukazeme, ze

1
w(zy, x2) = 1 (zf — x3) (\/ln2—ln x? + 23 — vln2>

splituje okrajovou podminku tlohy (2.52), tj. u(z) = 0 pro |z| = 1; u & C%(B(o, 1)); u splituje rovnici
—Au = f ve smyslu distribuci na Q = B(o, 1) a nakonec ukidzeme, Ze tloha (2.52) ziddné dalsi Feseni
ve smyslu distribuci nema. Protoze klasicka Teseni jsou zaroven fesenimi ve smyslu distribuci, tiloha
nemuze mit klasické feseni.

Za prvé si v§imnéme, ze funkce v ma tuto strukturu

u(wy, @2) = (23 — 23) g(y/af +a3) = (af — 23) 9(|z]) ,
coz lze v polarnich souradnicicich x = pcosy, y = psin ¢ vyjadrit takto
u(p, ) = p*cos 2 g(p) .

V nésledujicim vypoétu budeme potfebovat radidlni parcidlni derivaci funkce u(p, @) na obvodu
jednotkové kruznice. Tu lze vypocitat dosazenim do radialni parcidlni derivace v obecném bodé

(o, p):

(%U(p, p) =cos2¢- (209 (p) +p* g (p)) - (2.53)
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Okrajovd podminka. Dosazenim za p = 22 + y2 = 1 dostaneme

1 1
u(l,) = 5005290( 1n2—1n\/T—\/1n2> = §COS2QO-0=0.

Splnéni rovnice bodové na B(o,1) \ {o}.

0%u

—(z1,22) =
8&0%(1 2)

DN | =

VIn2
<ln2—ln\/a:%+x%>— 2n+

—330‘11 — 6:3%1‘% + m%

8 (22 + 22)° \/1n2—1n\/x%+x%

+

+

(#3 — %) 22

3/2
16 (22 4 22)° (ln2 —In /2% + x%)

+

(2.54)

5

O\ U A ’
O &
2, <S>
Sk g\
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9? 1 VIn2
6—;§(x1,x2):—5\/In2—ln\/1‘%+x§+ 2n—|— (2.55)

—x% + 62322 + 323

8 (22 4 22)° \/ln2—ln«/x% + a3

L

+

+

(23 — a?) 25

3/2
16 (2 + x§)2 (ln2 —1In /2% + x%)

+

Sectenim dostaneme:

ou 0% (53 —3) (5 (w2~ /o7 +03) +1)

@($1,$2)+—($1,$2):— 372
! 16 (22 + 22) (ln2 —log \/z% + x%)

)

7
0x3

COZ znamena:
0%u 0%u
’ Y z- = R?: )
S @)+ g5 (9 = f(ny) V(oy) €R®:fal >0

Splnéni rovnice ve smyslu distribuci. Budeme pracovat s funkei u zapsanou ve tvaru u(z) =
= u(w1,x2) = (21 — 23) g(|z]). Mame ovérit, ze plati

<D<2’O>u,¢>+<D<o’2>u,¢>=/B< J@ 0@ V6 € 7 (Bl 1),




kde x = (z,y). Z definice derivace distribuce a linearity integrdlu dostaneme nésledujici integralni
identitu:

¢ ¢
/B o u() (a_x%(‘”") + 8—365(@) dr = /B o f(x) ¢(x) dx (2.56)

splnénou pro vSechna ¢ € 2'(B(o,1)).

Tuto identitu dokdZeme sporem. Predpokladejme, ze existuje ¢ € Z'(B(o,1)) a ¢ > 0 tak, ze

>q. (2.57)

/ e (%m T %(@) a- [ @)

Nejprve upravime integrél [ Blo1) u(z) (g—i}f(x) + %(x)) dz. Necht 0 < ¢ < 1. Rozdélime inte-
gracni obor na B(o,1)\ B(o,¢) a B(o,¢). Na integral pres B(o, 1)\ B(o, ¢) uzijeme Greenovu identitu

o

1849
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(2.14): I!V!I

‘ OspaN™ 7
«é. 'STRA {s

u(z)A¢(z) de = (2.58) 2>
(0,1)

</ Jr/ ) u(z)Ad(x) dr =
B(o,¢) B(0,1)\B(o0, €)

/ u(z)A¢(x) do+

B(o, e
/ Au(z)¢(x) dw

B(0,1)\B(o, )

dp, . Ou ) .

/8 (0.)\B(0,2)) (“(”’) 57 %) — p=(@)e(2) | dH
/ (z) dz+

B(o 5)

* /;(o 1)\ B(o, €) f m>¢( )

_|_

o
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ai a5)) = % a5 X 1
P— (u<x> % (@) 2 () )) ar

Protoze x — u(x )6 (x) je spojitd funkce v R?, je

lim u(x )8g0
=0 JaB(o,¢) on

(z)dH' =0. (2.59)
Déle u(x) = 0 pro |z| = 1, proto je

/ u(z )g“’( ydH! = 0. (2.60)
dB(o,1) n




Hranice 0B(o, ) je kruZnice se stfedem v pocéatku, proto prejdeme do poldrnich soufadnic z7 =
= pcosp, xo = psin . Potom je derivace % ve sméru normély k dB(o, €) derivaci podle radiusu p
pro p = 1. Dosazenim z (2.53) a uzitim parametrizace oblouku kruznice dostaneme

ou ™ du
lim —(z)p(x)dH =¢ —(g,p)dp = 2.61
LY B - OC g eR)de (2.61)

2m
_ 2 im0 —
_g1_r)%5{2£g(6)+5 g (5)}/0 cos 26 dp = lim 0 = 0.

Analogicky

ou 2T Ou
—(2)p(z)dH =€ —(1,p)dp = 2.62
L 5@ 9w (262)

— 29+ W} [ cos2edp 0.

Odtud pro libovolné 0 < € < 1 dostaneme:

= (2.63)

/B R OLE / 1(2) é() d

B(o,1)

+/g)(3(o,1)\3(o,5)) (u(a:)%(m) = %(m)w(m)) dn| .

Protoze f(z) i u(z)Ad(z) jsou spojité funkce, z Lebesguovy véty (o dominantni konvergenci), a
rovnosti (2.58), (2.59), (2.60), (2.61), (2.62) a (2.63) plyne, Ze pro libovolné ¢ > 0 existuje € > 0 tak,

/B R OCOLE / Fa)b(z) dort
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g e
/ (@) Ad(z) do — / #(@) (@) da < g, NS
B(o,1)

B(o,1)
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u & C?(B(o,1)). Z predchozich vipoétii plyne, ze naptiklad

0? 1
8—;;($1,x2) =5 (ln2 —1Iny/2? —|—x§> +0(1).
1

Tato funkce ma limitu +oco pro (z1,2) — (0,0). Tudiz u ¢ C?(B(o,1)).
Neexistuje klasické resent dlohy (2.52). Predpokladejme, Ze kromé vyse uvedeného feSeni

u ¢ C*(B(o,1))

coz je ve sporu s (2.57) a identita (2.56) plati. D

V PLZNI

existuje jesté klasické reseni
v € C?(B(o,1)).

Potom je toto Feseni téz feSenim ve smyslu distribuci. Rozdil u — v pak fesi rovnici Aw = 0 na kouli
B(o, 1)) ve smyslu distribuci. Podle Weylova lemmatu Lemma 2.85 je w € C*°(B(o0,1)). To je spor,
protoze rozdil funkce v € C?(B(0,1)) a u & C?(B(0,1)) nemize byt t¥idy C>°(B(o,1)). Tento trik
je pfevzat z monografie Zeidler [31, Protipiiklad 6.3 na str. 249]. (|

Podobny vysledek jako Weylovo lemma tykajici se regularity feseni ve smyslu distribuci plati i
pro rovnici vedeni tepla.

Véta 2.89 ([23]). Necht Q C R x RY je libovolnd otevrend mnozina. Jestlize distribuce u € 2'(R)
splnuje rovnici vedent tepla

Ou oo
E%—Au—fEC' ()

ve smyslu distribuct, tj. Vo € D(Q) plati

<U,—%—|—A¢)> :<f7¢> )




potom je distribuce u reprezentovatelnd funkci u € C*(Q).

Naopak pro vlnovou rovnici
@ —Au=f
ot? B
vysledek tohoto typu neplati. Napiiklad funkce u: R x R : R, u(x) o 1 (sgn(z +t) + sgn(z — 1))

spliiuje vlnovou rovnici

o

0%u

— —Au=0 2.64

ot? ( )
pro 2 = R x R ve smyslu distribuci a pritom neni diferencovatelna pro x = t. Splnéni vinové rovnice
(2.64) ve smyslu distribuci ovéfime tak, ze budeme uvazovat zhlazenou posloupnost

def

Un: RXR = R, un(x) = 2 (wi/n *sgn(@ +t) + wi/m *xsgn(z —t)) .

N | =

Posloupnost funkef u,, € C*°(R x R) spliiuje rovnici (2.64) klasicky (D’Alamberttuv vzorec), tedy v

kazdém bodé (z,t) € R x R a tedy i ve smyslu distribuci. Soucasné u,, — u pro n — 400 ve smyslu
distribuci. Tudiz limita u splituje rovnici (2.64) ve smyslu distribuci.

0
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2.3. Kviz - Distribuce | |
v ISTRA 7
‘:’4'/ . \"3”\'

4
1. Necht © Cc RY je omezen4 oblast, pak pro Diracovu distribuci 8, neplati
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I Borelovskd mira p: §o(v) = [ vdp
Q
00:Cc(Q2) =R, §o(v) = v(0)
80:Ce(Q) = R,600) = lim si—r [ v(£)dE
=0 ‘B(O’E)Js(o,e)

0o: LY

loc

() =R, do(v) = v(0)

2. Necht Q ¢ RY je oblast, pak neplati

2(QCC=(Q)

veC>®(Q)= D*weCX(N)

C () CC™(Q)

vEDK ()= D*weC(N)




L]

IsTRANY

3. Distribuce T' (na Q) je

W\ /A

spojité linedrni forma na 2(Q) "4'/0“ “ “\"3&\
spojité zobrazeni 2(Q) — 2(R)
ZAPADOCESKA
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spojité zobrazeni CZ°(Q) - R

spojité linedrni zob- razeni C*°(Q) - R

4. Pro T linearn{ formu na 2(2) existuje n € Ny takové, Ze pro vSechny kompaktni K C Q) existuje
C pripadné zavisejici na K takové, ze
YoeP(Q):spptvC K = |T(v)|SC > ||D*]||s , potom neplati

lo]Sn

T je omezend forma na 2(Q)

T je distribuce kone¢ného radu n

T je C-omezend forma na 2(Q)

T je distribuce




5. Pro nosi¢ sppt T' distribuce T' asociované se spojitou funkei f € C(f2) plati

sppt T={p€ 2():T(¢) =0}

sppt T={p€ 2():T(¢) #0}
[l p e

SpptT:Spptf V PLZNI

spptT={¢€@(Q):g¢fdx;é0}

6. Necht f je zprava spojité na R. Potom identita (DM f,¢) = [¢ ¢(z)f'(z) dz Vé € 2 plati, jestlize

f je neklesajici a omezend
f ma konec¢nou variaci na kompaktnich podmnozindch R

f je absolutné spo- jitd a omezena

f je neklesajici a absolutné spojita




o

7. Necht T€ 2'(RY) a ¢,9 € 2(RY), ((1,u)(y) = u(y — x)), pak neplati v l. -

»
STRAN §
Q
Zxg ynis

&
S

=

T2 (T* ¢)=(72T) * ¢

T x ¢p€CX(RV)
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sptt (T'x ¢) C  sptt T+ sptt ¢

(T« ¢) =T * (¢ * 1))
8. Necht T, T € 2'(RY), pak

Ty =T, jestlize Ty (¢) —T(¢) Vo € 2(Q)
Tn — T, jestlize Ty (¢) — T(¢) V¢ € 2(Q)

Ty 2T, jestlize Ty % ¢ — T % ¢ Vo € 2(Q)

Tn— T, jestlize limsup [T (¢)—T(¢4)|=0
PED




9. Necht A= D@9 4 D02 O CR?, pak Aln|z| se rovna

47,

10. Necht QCRY je oblast, u€ 2'(Q) splituje ve smyslu distribuci rovnici Au = f, kde f€C>(Q),
pak

ue 2()
u€ L>®(Q)
ueC>®(Q)

ueC=(Q)




o

7

RAVY
s>

A\
D
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%
4
e, i
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y =N

-10B(z, 4r)

. B(x,4r), funkce 1 a supp w.

Obr. 2.1 Koule B(z,r),..
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-10B(z, 4r)

Obr. 2.2 Koule B(x,r),...B(z,4r) a omezenost posunuté ;.



Obr. 2.3 Spojita prava strana f rovnice z Prikladu 2.88 na strané 154.
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Obr. 2.4 Reseni tlohy Au = f na B(o,1), u = 0 na 9B(0,1) ve smyslu distribuci z P¥ikladu 2.88
na strané 154, které nenf z prostoru C%(B(o,1)).







Kapitola 3

Sobolevovy prostory




Pruavodce studiem

Moderni teorie parcidlnich diferencidlnich rovnic je zaloZena na operdtorové formulaci ulohy v li-
nedrnich prostorech. Metody, které mame k dispozici pak silné€ zdvisi na strukture téchto prostori.
V pruni kapitole jsme vidéli, Ze z uvedenych struktur ndm nejvétsi moznosti poskytuje hilbertovskd
struktura. BohuZel prostory hladkych funkci tuto strukturu nemaji. Tuto strukturu ovsem nemaji ani
prostory distribuci. V této kapitole se sezndmite s teorii Sobolevovijch prostori, které jistym zpisobem
zobecriufi prostory hladkyjch funkci. Specidlni typy Sobolevovijch prostori jsou prostory Hilbertoviymi.
Diky tomu je pak mozné pouzit prislusné metody ke studiu parcidlnich diferencidlnich rovnic. Resend
pak hleddme v techto prostorech v jistém zobecnéném smyslu. V této kapitole budou dokdzdany dule-
Zité vety s jejichz pomoct lze pak aplikovat vysledky pruni kapitoly na eliptické parcidlni diferencidlni
rovnice, coz bude provedeno v ndsledujici kapitole. Tak naprikad jedna z fundamentdlnich metod re-
send eliptickijch parcidlnich diferencialni rovnic je spojena s minimem kvadratického funkciondlu viz
Lazxovo-Milgramovo lemma, které bylo abstrakiné zformulovdano a dokdzdno v pruni kapitole. Klicovy
predpoklad Lazova-Milgramova lemmatu, koercivita prislusné bilinedrni formy, se v Sobolevovych
prostorech overuje pomoct Poincarého nerovnosti, kterou dokdZeme v této kapitole. Mnoho metod je
také zaloZeno na kompaktnosti operdtori. K dukazu kompaktnosti se v Sobolevovych prostorech casto
pouzivd Rellichova-Kondrachovova véta a véty o vnotenich. Ddle v této kapitole definujeme pojem
stopy funkce ze Sobolevova prostoru, ktery umozni definovat nékteré okrajové podminky pro zobec-
nend reseni. Pro lepsi pochopeni souvislosti bude téZ uvedena charakterizace Sobolevovych prostori
pomoci Fourierovy transformace.

3.1. Zakladni definice

Definice 3.1. Necht 2 C RY je oblast a 1 < p < oo. Soboleviiv prostor W1P(§2) je prostor viech
(t¥id) funkei u € LP(Q), jejichz prvni parcidlni derivace ve smyslu distribuci lez{ v LP(Q), pFesnéji
pro vSechna ¢ = 1,2,..., N existuje funkce g; € L”(Q) takovd, Ze

a¢dx=—/gi¢dx
Q

u
o Ox;

@:
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pro vSechna ¢ € 2(Q). Funkei g; se ¥ikd slabd parcidlni derivace funkce u vzhledem k x; a znadi se
stejné jako klasicka parcidlni derivace %.

U funkef z W1P(2) budeme vZzdy implicitné piedpoklddat, Ze gT“ znaci slabou derivaci pokud

nebude vyslovné feceno, ze se jednd o parcidlni derivaci klasickou.

P¥iklad 3.2. (Leoni, Pifklad 10.14) Necht Q = B(o,1) C R¥, a+1 < N, 1 < p < +00. Potom
funkce
def

= —— prox#0
|$|RN

f(z)
nalezi WHP(B(0,1)) v tom a jen v tom p¥ipads, Ze (a + 1)p < N. Specidlné f ¢ WP(B(o,1)),
pokud p = N.

Predchozi priklad lze jesté vylepSit a dostaneme az neuvéritelné divokou funkei patiici do
WLP(B(o,1)).

P¥iklad 3.3. (Leoni, Piiklad 10.14, modifikace) Necht Q = B(0,1) CRY, a+1 < N, 1 < p < +oo.
Necht déle P : N < B(o,1) N Q" je bijekce (tzv. o¢islovani bodii s racionalnimi soufadnicemi).
Potom funkce

f(z) défi L1 pro z # P(n),n € N

= 2" |z — P(n)|gw
nalez{ W1P(B(0,1)) v tom a jen v tom pifpadé, ze (a + 1)p < N.

Poznamka 3.4. Vsimnéte si, ze funkce f z predchoziho prikladu neni omezena na zaddné kompaktni
podmnoziné K C B(o, 1) s neprdzdngm vnittkem. Jeji hodnota neni definovdna pro B(o,1) N QYN a
naopak nabyva realné hodnoty pro = € B(o, 1)\ Q.

Priklad 3.5. Necht Q = (—1,1). Funkce f(x) &f sgn(z) nepatif do WP(—1,1) pro zadné 1 < p <
< +o00.
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Poznamka 3.6. Vsimnéte si, Ze f'(x) existuje skoro vSude na intervalu (—1,1) a je skoro vsude
rovna 0. Plati tedy, ze f' € L>(—1,1) a zddlo by se tak, ze f € WP(—1,1) pro libovolné p > 1.

Ovsem neni tomu tak, nebot distributivni derivace f = sgn je Diracova distribuce §p, kterd nend

reprezentovatelnd integrovatelnou funkci, ale Borelovskou mirou.
Pt¥iklad 3.7. Necht Q = (0,1). Cantorova funkce C(x) nepatif do W1P(0, 1) pro zddné 1 < p < +o0.

Poznamka 3.8. Tentokrat se jedna o piipad spojité funkce, kterd nelezi ve W(0,1). Opét jako
v Piikladé 3.5 plati, Ze C'(x) existuje skoro vSude na intervalu (0,1) a je na ném skoro vSude rovna
0. Plati tedy, ze C’ € L>®(—1,1). OvSem jak vime z piikladu 2.43, je distributivni derivace funkce
C reprezentovatelnd mirou, kterd neni absolutné spojita viuci Lebesgueové mire. Tudiz distributivni
derivace funkce C nenf integrovatelna funkce a C' tedy nepatii do W?(0,1) pro zadné 1 < p < +o0.

Definice 3.9. Pro 1 < p < +oo definujeme zobrazen{ | - [0y : WP(Q2) — [0, +00) predpisem

1/p
, (3.1)
LP(Q)

kde % € LP(Q) jsou slabé derivace u. Déle definujeme zobrazeni

def
||UHW1P Q) = <||U|

’L

I+ llws.oe gy : WH2(2) — [0, +00)

predpisem
ou
(93? 1

} | (5.2
L= ()

[0,4+00) definované predpisem

def
lllooe gy max{ lull =, H X
Lo (Q TN

kde % € L>(9) jsou opét slabé derivace u.

Véta 3.10. Pro 1 < p < +oo je zobrazeni || - |[w1irq): WHP(Q) —

(3.1) norma na prostoru W*P(Q). Metricky prostor (W'P(Q), || - lw1r(q)) je Banachiv. Zobrazeni

|- [lwreo(): WH(Q) — [0,+00) definované predpisem (3.2) je norma na prostoru W (Q).
Metricky prostor (W°°(Q), || - [[w1.()) je Banachiiv.

@:
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Poznamka 3.11. Misto (W?(Q),]| - lw1.r(n)) piSeme pro struénost jen W' (€2). Pokud bychom
chtéli uvazovat W1+(Q) s jinou normou nez || - |10 (), tento fakt explicitné zminime.

Definice 3.12. Necht Q C RY je oblast a 1 < p < +oo. Definujme jesté prostor WOLP(Q) jako
uzévér 2() ve WHP(Q) vzhledem k normé || - [|w1.»(q). Tuto skutecnost téz zapisujeme jako

wir(q) & gy lvire (3.3)

Poznamka 3.13. Vyse uvedena definice mé jednu drobnou vadu na krase, a sice tu, ze smésujeme
funkce z 2(Q) a t¥idy funkei z W1P(€Q). Korektni postup je vzit funkci u € Z(f2) jako reprezentanta
tridy funkci lisicich se od u na mnoziné Lebesgueovy miry nula a pak pracovat s touto tiidou.

Véta 3.14. Zobrazend (-, -)Wl,z(m :WH2(Q) x WH2(Q) — R definované predpisem
(u, V)y1.2(0 déf/ Vu - Vo d:v+/ uvde (3.4)
Q Q
je skaldrni soucin na W2(Q) resp. na Wy>(Q) a unitdrni prostor (WH2(Q), (-, Dwrz(q)) TESp.
(Wo (), (-, Iwraqqy) de Hilbertiv.

Definice 3.15. Prostor W2(Q) resp. Wy'*(€2) se skalarnim souéinem ( -, “)w.2(q) budeme znacit
HY(Q) resp. Hj () (abychom zdtraznili hilbertovskou strukturu téchto prostort).

Definice 3.16. Necht Q C RY je oblast, k € N: k > 2 a 1 < p < oco. Soboleviv prostor WP (Q)
je prostor vSech (t¥id) funkei u € LP(Q), jejichz vSechny parcidlni derivace ve smyslu distribuci o
multiindexu a € No™: 1 < |a] < K lezi v LP(QY), presnéji ke kazdému vSechna « € NoV:1< o) Sk
existuje funkce g, € LP(Q2) takovd, ze

ol g
- = (=1 e / I
/Q“axffl...ax?vadx (1) Qg e

@:
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pro vSechna ¢ € 2(Q). Funkci g, se ¥ka slabd parcidlni derivace funkce u odpovidajici multiindexu

lal . e 2 g
ax‘f?..—.;x;fv (je to distributivni derivace, kterd je
integrovatelnou funkci, proto ji zna¢ime stejné jako klasickou derivaci).

U funkci z WHP(Q) budeme vzdy implicitné piedpokladat, Ze gT" znaci slabou derivaci pokud

nebude vyslovné Teceno, ze se jednd o parcidlni derivaci klasickou.

a a znadi se stejné jako klasicka parcidlni derivace

Definice 3.17. Pro 1 < p < +oo definujeme zobrazent || - ||y« (q): W'(€2) = [0,400) predpisem

1/p
def 0%u i
fulbwrriy ™ (Wil + 3 | o , 5)
() a%}\, 927" ... 0z || 1o (o
1Z|e| Sk
kde %m € LP(9) jsou slabé derivace u. Déle definujeme zobrazen{ ||-|| 1.0 () : W2 (€2) — [0, +I
Ly .. m}V
+00) predpisem
def 0%u
lullwrioe(@) = max || s—ar—F—av , (3.6)
s, 11025 - 0Ty [l e )

kde i

a1 TN
Oxy ' ...0x

interpretujeme jako wu.

€ L>(Q) jsou opét slabé derivace u a pro a = (0,...,0), tj. pro |a| = 0, vyraz

0%y
&E'lll.‘.f)wNN
Véta 3.18. Pro 1 < p < +oo je zobrazent || - ||wr.)y: WEP(Q) — [0,+00) definované predpisem
(3.5) norma na prostoru W*P(Q). Metricky prostor (W*?(Q), || - [lwr.r(q)) je Banachiv. Zobrazeni
|- llwe.ooy: Wk(Q) — [0,4+00) definované predpisem (3.6) je norma na prostoru W ().
Metricky prostor (W5 (Q), || - lwr.(q)) je Banachiv.

Definice 3.19. Necht Q C R” je oblast, k > 2 a 1 < p < +o00. Definujme jesté prostor Wéc’p(ﬂ)
jako uzévér 2(Q) ve W*P(Q) vzhledem k normé || - [|lyyr.s (o). Tuto skuteénost téZ zapisujeme jako

wi(@) & gy wrre (3.7)
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Véta 3.20. Necht k = 2. Zobrazend (-, ->ka2(9) . W’“Q(Q) « WkQ(Q) IR dlaemnnt ielnieen . .
A\ N
% X

0% 44,/0“ ““\‘.3«
d d 3.8
(b = D /890 . 8;1:0‘1\,” 9z ... Oz “/Q“” * (3.8)

1<| |<k
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je skaldrni soucin na W*2(Q) resp. na W(;“Z(Q) a unitdrnd prostor (W*2(Q), (-, '>Wk7?(ﬂ)) —
k, . . .
(WO Q(Q)v < Tyt >W’°2(Q)) Jje Hilbertuw.

Definice 3.21. Prostor W*2(Q) resp. Wr2(Q) se skalarnim soudinem (-, w2y budeme znacit
H*(Q) resp. HE(2) (abychom zdtraznili hilbertovskou strukturu téchto prostorii).




3.2. Poincarého nerovnost a Rellichova-Kondrachovova véta
1,p Y 7
ve Wy (Q) RS>

Poincarého nerovnost je zakladni soucasti varia¢niho pristupu k Dirichletové tloze. Poskytuje koer-
civitu Dirichletova integralu [, |[Dv|*dz na prostoru Hg(€2). D A

’ UNIVERZITA

V PLZNI

Véta 3.22 (Poincarého nerovnost). Bud ) oteviend podmnoZina RY | kterd je omezend v jednom
sméru. Pak pro kazdé 1 < p < +oo existuje konstanta Cy, n(S2), zdvisejici pouze na Q, p a N, takovd,

(f |v<x>|1’dx)’1’ < G (®) ( / i

Dukaz. Protoze €2 je omezend v jednom sméru, mizeme najit soustavu souradnic, kterou pro jedno-
duchost stale znac¢ime (z1,x2,...,znN), takovou, Ze Q lezi v pdsu a < zy < b. PiSeme = (2/, 2 n),
kde ' = (x1,29,...,xN_1).

Protoze 2(€2) je husts podmnozina W, *(Q) (podle definice Wy (Q)), uvazujme nejprve
v € P(Q). Vysledek pak rozsifime s vyuzitim hustoty a spojitosti. Definujme

_det | ¥ ma
v =
0 naRV\Q.

ov
8xi

p \?
d:v) Yo € WP (). (3.9)

Pro libovolné z = (', 2y) € RN  kde a S oy < ba ' € RV~! mame

™90

a a:EN

3(z) =0(z',zn) = 0(2, a) + («, t)dt.

Protoze ©(x’,a) = 0, plati

[~
—
8
8
2
SN—
I
S]
o5l
8
Z
=
-
SN~—
o
~



Z Holderovy nerovnosti (1—1) + 1% = 1) nyni dostaneme

TN

(B, 2P S (en — a)F /

a

(xn —a)f/]R

Integrujme nejprve podle 2’ € RN~ Dostaneme

/ |5(z’, zw)Pde’ < (zy — a) 7 /
RN-1 RN

Po integraci podle zy (a £ zy < b) pak obdrzime

. (b—a)H_ﬁ /
(x)Pdx <
/RNl ( )| - 1+I% RN

p

0 dt.

/
6:1;1\/' (:E ) t)

A

p

o dx.

8xN

()

p

05 dz.

c')xN

(z)

Protoze aifv = Dv - n, kde n je jednotkovy normélovy vektor k pasu obsahujicimu €, plati

P
7

p N \P N
NG s
v i=1 i=1

N -
& ov

. 6:1%
=il

o
Ox

83:N

‘85 p§<i

i=1

Méme 1 + z% =p, a tedy

N
b—a)? » v P

[ wrars Py [ 5P Fg,,

RN p RN 5 81:,»
Protoze vné mnoziny 2 plati o = g—; =0,7=1,...,N, a vmnoziné ) mame ¥ = v a
dostavame

, Noas .\
Pd S Con(R2 d Yv € P(Q
([ w@ra)” < co ></Q§_j - :c) ve 2(0),




kde Cp n () = (b— a) 2.
pP

Hustota 2(2) v WO1 ?(Q) umoziiuje uvedenou nerovnost pifmo rozsitit na Wy (Q). Tim je dikaz
(3.9) proveden. |

Definice 3.23. Poincarého konstantou nazveme nejmensi konstantu C' takovou, Ze plati (3.9), tj.

Jinymi slovy,

ol \* » 1p
B dz | : Q|v| de =1, ve Wy?(Q)

V nékterych piipadech (viz napi. ,ledovy mrak“ (,cloud of ice“) v Attouch [2]) je uzitecné védét
presné, jak Poincarého konstanta zdvisi na velikosti €.

Propozice 3.24. Pro libovolné R > 0 a Q C RY plati

Cp.n(RQ) = RC, n(Q).

Diikaz. Necht v € W, ?(RQ). Definujeme vp () o v(Rz). Ziejmé vy € W, P(Q),

[ lor@Pds= [ pRoras = BN [ jo)rdy
Q Q RQ
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T7
N p ‘:‘Iy &

/Q|DUR(1:)|pdx=/Qi pdz:/ﬂz -v(Rz)| d

i=1

p ZAPADOCESKA
dx P univerzima
V PLZNI

8_;m(x)

Potom

[ rdy = RY / lvr(z)Pdz < RYC? (2 / |DuglPde
RQ Q ’ Q
< RYRPNCE (Q) / | Dv|Pdx
RQ

= (RC, n(Q))? /RQ |Dv|Pdx.

Tato nerovnost plati pro libovolné v € W, *(RQ), takze
Cp,n(RQ) £ RCp n(9).

Naopak, protoze Q = +(RQ), mdme C, y(Q) < £C, n(RQ), a tudiz plati rovnost Cp y(RQ) =

= RC, (D). [
V [3, Theorem 8.4.1] je uveden vztah Poincarého konstanty pro p = 2 a prvniho vlastniho ¢isla
Laplacova operatoru s Dirichletovymi okrajovymi podminkami.
Dalsim zékladnim tvrzenim je Rellichova-Kondrachovova véta o kompaktnim vnoreni. Nejprve
piipomeneme Kolmogorovova kritéria kompaktnosti v LP(R™).




Véta 3.25 (Kolmogorov). Necht p € [1,+00) a F C LP(RY). Potom F je relativné kompaktni v
LP(RN) prdvé tehdy, kdy? jsou splnény ndsledugici tri podminky:

(i) F je omezend v LP(RY);

(if) Rlirfm fIII>R |v(z)|Pdz = 0 stejnomérné vzhledem k v € F;

(iii) }lbin%] [Thv — vl Lemyy = 0 stejnomerne vzhledem k v € F, kde Thv je posunutd funkce
=
(mh0)(z) < v(z — h).

Dikaz. Dokazeme pouze implikaci, kterd je uziteéna v aplikacich, tj. (i), (ii), (iii) = F je relativné
kompaktni v LP(RY).

Dokazeme ekvivalentni vlastnost, ze F je prekompaktni. To znamend, ze pro libovolné € > 0
existuje koneény pocet kouli B(vy,¢€), ..., B(vg,€), které pokryvaji F. Zvolme tedy € > 0 pevné.
Podle (ii) existuje R > 0 takové, Ze pro vSechna v € F

/ otk < .
|z|>R

Necht (pn)nen je zhlazujici jadro. Z [3, Proposition 2.2.4] plyne, ze
Vn=1Voe LPRY) v — v pa|lt, < / on@)llv = vl dy.
RN

Tedy

lv—v*pplle £ sup ||[v— Tyv| L.
lyl<2

n

Diky (iii) existuje néjaké N(e) € N takové, Ze pro vSechna v € F

||U — U * pN(E)”Lp < E:
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Na druhou stranu, pro libovolné z, 2’ € RY, v € £P(RY) a n € N mdme
T <l
;\}

7 R
(s pa)(@) = @ep) @) S [ [0 =2) = vl = p)lpaly)dy
R
§ ||Txi/} N Tzlij”LP ||pn||Lp, ZAPADOCESKA
é HTJJ—Z’U - 'UHLPHPn”Lp’- > sn:’llvzsunlzm

(V poslednim kroku jsme vyuzili transla¢n{ invarianci Lebesguovy miry.) Déle plati

(v pu) (@) < [|vl| o[l on o

Uvazujme t¥idu H = {v * pn(e): B(0,R) = R, v € F}. Z (i) a (iii) plyne, Ze spliuje piedpoklady
Ascoliho véty. Tudiz je prekompaktni vzhledem k topologii stejnomérné konvergence na B(0, R), a
tedy existuje koneénd mnozina {vy,...,v;} prvka z F, spliujici

k N
U B(vi * pn(e),eR™ 7 ) D H.

i=1

Takze pro vSechna v € F existuje j € {1,2,...,k} takové, Ze
1
Vz € B(0,R) |v*pne)(x) —vj* pniey ()| = €|B(0,R)| 7.

Odtud plyne

=

1
P
o —vjllLe@y) = </ |v|pdm> + (/ |vj|pdx>
sl |z|>R

+ v —v* pne)llze + vy — v; * pn(e)ll e

+ v * pn(e) — V5 * PNl Le (B0, R))-




Posledni vyraz mizeme odhadnout shora:

[|v* PN(e) — Vj * PN(e) ”LP(B(O,R))

= </ |v* p(e) (@) — v * PN(E)($)|pd$>
B(0,R)
< e[B(0,R)| "7 |B(0,R)|» =e.

1
P

Mame tedy
lv — vjllLemyy < B¢

a diikaz prekompaktnosti F v LP(RY) je dokonéen. [ |

Rychlost konvergence 7,v k v v prostoru LP(R™) pro |h| — 0 mtzeme uréit piesné pro funkce v
z prostoru WHP(RY).

Propozice 3.26. Pro viechna 1 < p < 400 a viechna v € WP (RY) plati nasledujici nerovnost:

Vh €RY || — v]|o@yy S 1DV Loy A,

kde || Dv||zo@yy = (fgn |Dv(1:)|pdx)% a |Dv(x)| je eukleidovska norma Du(z).

Diikaz. Protoze Z(RY) je hustd podmnozina W1P(RY), staéi dokézat pozadovanou nerovnost
pouze pro v € Z(RY). Plati

1
(thv)(z) —v(z) =v(x — h) —v(x) = —/ Dv(x — th)hdt.
0
Podle Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti potom

[(Tho)(2) — v(2)] = /0 |Dv(x — th)| [h|dt,

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI




1849
a tedy diky Holderové nerovnosti
T7
;\}

! 7 R
(mo)(o) — v(a)l < b | 1Du(o -~ thypat, S
0
Integraci pres RV dostaneme D . Zimontzsi
UNIVERZITA
V PLZNI

/RN |(Th)(z) — v(z)[Pdz < |h|P /RN (/01 |Dv(z — th)|”dt> i

Z Fubiniho-Tonelliho véty a transla¢ni invariance Lebesguovy miry v RY nyni plyne

/ o — vfPda < |h|p/ | Do(z)|Pdz,
RN RN

a tim je dukaz hotov. |

Nyni uz mizeme zformulovat hlavni vétu o kompaktnim vnoreni Sobolevova prostoru do Lebes-
guova prostoru.

Véta 3.27 (Rellich-Kondrachov). Bud Q omezend oteviend podmnoZina RY . Pak je kanonické
vnoreni WyP(Q) < LP(Q) kompaktni. Jingmi slovy, kazdd omezend podmmozina WyP(Q) je rela-
tivné kompaktni podmnoZina LP(2).

Dikaz. Oznacme ¢ prirozeny rozsirujici operator dodefinovani nulou mimo 2, ktery je spojity
z W&’p(Q) do WHP(RY). Z [3, Proposition 5.1.1] totiz plyne, 7e g je linearn{ izometrie.

Operétor r: LP(RYN) — LP(Q2), ktery funkei v € LP(RY) p¥itadi jejf restrikci na Q, tj. 7(v) = v|q,
je zfejmé linearni a spojity s normou mensi nebo rovnou jedné. Tudiz muzeme nase vnoreni

it Wy P(Q) < LP(Q)
napsat jako slozeni i =rojogq,

WP (Q) S wie@RN) & [2(RY) 5 [P(Q),
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kde j je kanonické vnoreni W1P(RN) do LP(RY).
Necht B je jednotkova koule v VVO1 P(Q). Protoze operétor r je spojity a obrazem kompaktni Y 7

%,
mnoziny ve spojitém zobrazeni je kompaktni mnozina, potfebujeme dokdzat, ze (joq)(B) je relativné o o
kompaktni podmnozina LP(RY). K tomu pouzijeme Kolmogorovova kritéria kompaktnosti v L? (RY),

viz Véta 3.25.
ZAPADOCESKA
(i) Protoze j a q jsou linedrni a spojité, je (j o ¢)(B) omezend v LP(RY). P uwvenzima

V PLZNI

(ii) Predpokldddme, Ze € je omezend, takze existuje R > 0 takové, ze Q C B(0, R). Tudiz pro
viechna v € B plati ¢(v) = 0 na RN \ B(0, R), a tedy f|z|>R lg(v)|Pdz = 0.

(iii) Protoze q(B) je podmnozinou jednotkové koule v W1-P(RY), plyne z Propozice 3.26, Ze existuje
konstanta C' > 0 takova, ze
WweB [mg(v) — qv)llr@y) £ Clh.

To znamena, ze 7,q(v) konverguje k q(v) v prostoru LP(RY) pro h — 0, a to stejnomérné
vzhledem k v € B.

Timto je dukaz dokoncen. |

Podobné lze dokazat i nasledujici uzitecné tvrzeni.

Disledek 3.28. Bud F podmnozina WH1P(RY), 1 < p < 400, sphiujici ndsledujici dvé podminky:

(i) F je omezend v WHP(RN), t. sup |Jvllyrr@yy < +00.
veEF
(ii) F je LP-ekviintegrovatelnd v nekonecnu, tj.

lim [v(z)Pdz =0
R—+o0 |z|>R
stejnomeérné vzhledem k v € F.

Potom je F relativné kompaktni podmnoZinou LP(RY).




3.3. Rozsifujici operatory z W'?(Q) do W?(RY) a jejich apli-
kace.

Podarilo se nam dokéazat nékteré dilezité vlastnosti prostoru Wol’p (2), a to bez jakychkoliv predpo-
kladt na regularitu hranice oteviené mnoziny 2, protoze vzdy existuje spojity rozsirujici operator z
WyP(€) do WHP(RN), jmenovité dodefinovani nulou ([3, Proposition 5.1.1]). V p¥padé prace s pro-
storem W1P(Q) je situace komplikovangjsi a regularita hranice € bude hrat zésadni roli v ditkazech
a prislusnych tvrzenich. Hlavnim tkolem bude opét nalezeni rozsifujictho operatoru. To nam pak
umozni vyuzit predchozich vysledkii ve W1P(RY), kde se prirozené aplikuji techniky jako konvoluce
¢i posunuti.

Znaéeni. Pro x € RY piSeme x = (2/,2y), kde 2’/ € RVN71 2/ = (21, 79,...,25_1). Znacime
RN = {z = (2/,2n) : zy > 0} — otevieny horni poloprostor,
1
N 3
B= B(0,1) = {x eERN :|z| = (Z mf) < 1} — oteviend jednotkova koule v RY,

i=1
By = B(0,1)NnR.Y,
Bo= BNRN "l ={z=(2/,2n) eRY : |2/| £ 1 a xx = 0}.

C'-diffeomorfizmem z oteviené mnoziny U C X do oteviené mnoziny V C Y, kde X a Y jsou
normované linearni prostory, nazveme takové vzajemné jednoznacéné zobrazeni ¢ z U do V, které je
spojité diferencovatelné a k nému inverzni zobrazeni ¢! je spojité diferencovatelné z V do U.

Definice 3.29. Bud Q otevienid podmnozina RY. Rekneme, ze  je tiidy C', pokud pro vsechna
x € T = 09 (topologickd hranice Q) existuje oteviené okoli G bodu x a C!-diffeomorfizmus ¢ z
B(0,1) do G takovy, ze

p(B+) =GN a ¢(By)=GnNT.

@:
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Véta 3.30. Bud Q oteviend podmnoZina RN tridy C!, kterd je omezend (nebo Q@ = R, YN ). Potom
existuje rozsirugici operdtor P: WIP(Q) — WLP(RN), ktery je linedrni a spojitj. Presnéji veceno,
pro libovolné v € WP (Q) plati

(i) Pu|g =,

(ii) [|Pvllr@ny = CllvllLe (@),
(iii) [[Pvllwir@yy = Cllollwie)-
Konstanta C' zdvist pouze na € a p.

Drtikaz Véty 3.30 provedeme nejprve pro piipad, kdy © = R, ¥ je poloprostor, a pak pro obecny
pripad s pouzitim rozkladu jednicky a lokalnich souradnic.

Lemma 3.31. Ezistuje rozsirugici operdtor P: WP (R N) — WLP(RN), ktery vznikne zrcadlenim:

v 0
(Pu)(a, 2) = u(z', ) pro xn > 0,
u(a’,—xn) proxzy <O0.

Operdtor P je navic linedrni a spojity, plati

| Pull Lrmvy = 2|l r g, vy,
[ Pullwrr@yy < 2l|ullwrr @, vy-

Diikaz. Ziejmé Pu € LP(RY) a

( /R ) |Pu(:c)|pda:)p _ (2 /R . |u(w)|pdx>;

1
=27 ||ullp vy = 2|ullrw, vy
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Dokéazeme, ze

0 ou .
&Ti(Pu)_P(axi) proi=1,2 N -1,
0 ou
= (Pu)=S[—
8xN( u) S(al’N>7

kde operator S definujeme

g >0,

(S’U)(ZII/,ZL'N) — ’U(.’E '?N) pro rn
—v(z',—zn) prozy 0.

Déle potiebujeme zavést funkei ofiznuti (na oblast). Necht n € C*°(R) spliuje

0 prot< 2
n(t)={ 2

1 prot>1.

n(kt) pro k € N*. Pro dané ¢ € Z(R") nyni spoéitejme <ax,» (Pu), cp>

def
Oznaéme n(t) = 3
’ () (2.9)

(a) Nejprve vezméme 1 < i £ N — 1. Podle definice

< 0 (Pu),cp> = —/ Pu Op dez. (3.10)
Ow; (2 (RN),2@®RY)) RV O
Podle definice P déle

/ Pu (pda;—/ dx/ w(@',zN)
3331 RN-1 R+
+/RN_1 dm'/_ u(a:',—mN)a;i (', zn)dzy

_ o0
_/nw u(w) s, (3.11)

(x xy)dzy

o
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def
kde ”ll)(l‘/, ZZTN) = QD(IL‘/, ZZTN) + SO(SU/, —LEN).
Protoze ale 1 nepatii do Z(R ), potfebujeme nyni pouzit metodu ofiznuti.

Vezméme testovaci funkei (ny)(z’, 2n5) = ne(xn ) (2, ). Protoze niy patifi do Z2(R.N) a

u € WHP(RLY), mame
0 ou
U Y)dr = —/
/]R+N 8$i (nk ) RN

Kdyz si uvédomime, ze =2 (nkw) = k5 Bz (protoze uvazujeme 1 < i < N — 1), dostaneme

/ uny, b dx = —/ Ou nepda.
RN ox; RN Oz;

Nyni pfejdeme k limité pro kK — +o0. Z Lebesguovy véty (o dominantni konvergenci) pak

plyne
81& . ou
/ 8:1:1 dz = /RJrN 6xi1/1dx. (3.12)

Kombinaci (3.10), (3.11) a (3.12) dostdvame

0 ou
< - (Pu>,so> -/ e

B ou , ou ,
- /]R+N 81:1 @(x 7IN)d$ + /R+N 81:7: @(x ’ xN)dm

ou
_ANP<8$i> wdz.

Tedy %(PU)ZP(g—;) proi=1,2,...,N — 1.

£

STRAVY,
', D
%, S
/05'4' ““\Qﬁ

L
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(b) Nyni vezméme ¢ = N a pocitejme

/ Pud? 4z :/ dx,/ “(xlny)ai(x/7xN)de
RN oxpn RN-1 R+ Orn

/ dx/ —N) 680 —(2',zy)dzN.
RN-1 = 8 TN

Daéle plati
| ue—ex) g2 awidon = [ ulel om) 5o (pla —a)do,

Oznacme x(x', zy) et o', zn) — (2, —zN). Potom

/ Pua—gadx:/ ua—xdx. (3.13)
RN 81‘]\] R+N 833N

Protoze x(z’,0) = 0, existuje konstanta M > 0 takova, ze
Ix(a',zn)| £ Mlzn| pro lan| £ R, kde suppy C B(0, R).

Pomoci funkce ofiznuti 7, (plati n,x € (R, ")), dostaneme obdobné jako vyse

0 / ou
U——o dr = — —_— dx.
/]R+ 81‘]\[ (nkX) R+N 6ankX
Pritom

0 B 195'% ,
%(nkx) = ﬁk% + M X

Me(zn) = kn'(kzn).

o
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Tudiz

/ ﬂ77kxdac = —/ unk%dx = / ukn'(kzn)x (2", zy)dx.
R R+N a ]R+N

N 89:N TN

Nyni pfejdeme k limité pro k — 400. Podle Lebesguovy véty

ou ou
—nexdr — —xdz,
RN axN RN axN

/ unka—xdx — ua—Xd:c
RN oxnN RN oxrn

a posledn{ integrdl v (3.14) lze shora odhadnout

/ kun'(kzn)x (2, xn)dx

< kMC'/ |u|znde
0<zn <%

< MC/ |u(z)|dz,
0<zn<f

kde ¢ %' sup 7/'(t). Odtud
t€[0,1]

/ ﬂde = —/ ua—xdm,
RN (9581\1 RN axN

o
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a tedy podle (3.13)

/ Pua—‘”dx:—/ O e
RN oxn RN ox N

—— [ s lola on) = (o', ~on))da

N 8$N

ou ou ,
= —A+N —8xN<pdx+/R_N <_3$N) (2", —xN)pda

ou
=[5 (g ) st

5P =5 (7).

tj.

Oz N oxN

Nyn{ uvazujme obecné otevienou omezenou mnozinu Q@ C RYN ti{dy C'. PouZijeme rozklad
jednicky. Existuje koneény poéet otevienjch mnozin Go, Gy, ..., Gy takovych, ze Q C Uf:o G; a
Gy C Q a dale pro kazdé i = 1,2,.. ., k existuje soustava lokalnich soufadnic ¢;: B(0,1) — G;.

., G} kompaktni mno-

Zavedeme si rozklad jednicky vzhledem k otevienému pokryti {Go, G1, . .

=0

1=0

k k k
v = E a; |v= E ;v = g v;, kde v; = a,v.
=0 1=0

=0

ZAPADOCESKA
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_ k _
Ziny §: existuje {ag, a1,..., a5}, kde a; € 2(G;), 0 £ i < ka > o =1na Q. Nynl mdme vse
potrebné k dukazu Véty 3.30.
k
Diikaz Véty 3.30. M&jme v € W1P(Q). Protoze 1 = 3 a; na Q, plati
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Nyni rozsifime kazdou z funkef v; na celé RY. Musime odlisit pfipad i = 0 od piipadu i > 1.
A\ <2
) S

(a) Rozsiteni vy. Pfirozenym rozsifenim je

/0‘,4. ““\Q’v
o () vo(xz) proz €9,
Vol lx) =
0 pro x € RN \ Q. ZAPADOCESKA
P> univerzima
Snadno ovéﬁme, ze V PLZNI
0 - v + 8a0~
—Ug =ag=— + —v
8$i 0 Oaxi 8.17,

patif do LP(RY), a tedy 0o € WLP(RY).
(b) Rozsifeni v;, 1 £ i < k. Pomoci lokdlnich soufadnic ¢; na G; definujeme pro 1 £ ¢ < k
W, def Jviopi ma By,
‘ 0 na R, N\ B;.

Tato funkee patif do W1P(R, V). Aplikaci operatoru rozsiteni zrcadlenim P (viz Lemma 3.31)

dostaneme
Pw; € WHP(RY),  piidemz supp Pw; C B(0,1).

Nyni se vratime k mnoziné G; tim, Ze budeme uvazovat Pw; o ¢, 1. Definujeme

—1
. def {sz ° Y, na Gi,

"o na RV \ G;.

k
Protoze v = ) v; a protoZze hleddme linedrni rozsifujici operator, polozime
i=0

k
i=1




Snadno ovérime, ze Pv se shoduje s v na ) a protoze uvedena konstrukce sestava ze spojitych operaci
na WP, je spojity i operdtor P. [ |
Jako primy dusledek Véty 3.30 dostavame nésledujici tvrzeni, kde zna¢ime

2(Q) = {vlg :ve 2RN)}.

Propozice 3.32. Necht () je oteviend omezend podmnozina RY tifdy C!, nebo Q = R, V. Pak
2(9) je hustd podmnozina W1P(Q) (1 < p < +00).

Diikaz. Necht v € W1P(Q2). Podle Véty 3.30 je Pv € WEP(RN). Z hustoty Z2(RY) ve WLP(RN)
(viz [3, Theorem 5.1.3]) plyne, Ze existuje posloupnost (v )nen v Z(RY) takové, Ze vy "ZEC Py ve
WLP(RN). Potom v,|q € 2(Q) a v,|a — Pulg = v ve WHP(Q).

V pifpadé Q = RV lze tvrzeni dokdzat pomoci ofiznuti (viz [, Corollary IX.8]). ]

Dalsim dulezitym dusledkem Véty 3.30 je Rellichova-Kondrachovova véta o kompaktnim vnoreni
wir(Q).

Véta 3.33. Nécht Q je omezend oteviend podmmozina RN tridy C'. Je-li 1 < p < +oo, pak
kanonické vnoteni WHP(Q) — LP(Q) je kompaktns.

Diikaz. Necht (v,)nen je omezend posloupnost ve W1P(Q). Podle Véty 3.30 je posloupnost (P(vy,))
omezend ve W1P(RY). Diky omezenosti 2 existuje konstanta R > 0 takova, ze Q C B(0, R). Zvolme
a € 2(RY) tak, aby a = 1 na B(0,R) a o = 0 na RY \ B(0,2R). Posloupnost (aP(v,))nen je tedy
omezend ve W1HP(RY) a identicky rovna nule na RY \ B(0,2R). Z Rellichovy-Kondrachovovy véty
ve WHP(RY) (srov. Diisledek 3.28) pak plyne, Ze posloupnost (aP(v,))nen je relativné kompaktni
v LP(R™M). Necht aP(v,, ) — v v LP(RY). Potom

aP (v, )|a = vla v LP(Q).

Protoze aP(vn, )|q = Vp,,, mame v,, — v|q v LP(Q). [ |

Rellichovu-Kondrachovovu vétu ve W1P(Q) pouZijeme v ditkazu nasledujiciho tvrzeni.

@:
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Véta 3.34. Necht Q je omezend oteviend souvisld podmnoZina RN tridy C'. Bud V. C WP
uzavreny linedrni podprostor WLP(Q) takovy, Ze jedinou konstatni funkci, patvici do V, je funkce
identicky nulovd. Pak existuje konstanta C' > 0 takovd, Ze

ov
8.%‘1‘

N
lvllr) = C (/ Z
Q=1

Ditkaz provedeme sporem. Necht existuje posloupnost (v, )nen ve V, v, Z 0 takovd, ze

P P
dx Yv e V.

[onl[Le > 0| Don | 2,

N p\ P

kde Dv % (Z % > . Oznaéme u, &f ooty - Méme tedy u, € V (protoze V' je linedrni
i=1'"" "

podprostor), |[uy|lrr = 1 a ||Duy|lr» < L, takze HEIJIrlOOHDunHLp = 0. Posloupnost (un)nen je

omezené ve WHP(Q), takZe podle Rellichovy-Kondrachovovy véty je relativné kompaktni podmno-
zinou LP(Q). Mizeme z ni tudiz vybrat podposloupnost (un, )ren takovou, ze

Up, — u v LP(Q).

Protoze
Du,, — 0 v LP(Q),

mame Du = 0. Mnozina 2 je souvisld, je tedy u = C a
Up, — C ve WHP(Q).

Dale V je uzaviena ve WP (), takze C patif do V, a tedy podle pfedpokladu véty musi byt C = 0.
Na druhou stranu, protoze ||un, || =1 & up, — C v LP, mame |C||Q|% =1, coz je spor s C = 0.1
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Dausledek 3.35 (Poincarého-Wirtingerova nerovnost). Necht Q spliiuje predpoklady Veéty 5.3/.
Potom ezistuje konstanta C, > 0 takovd, Ze

v — ﬁ/gv(x)dx

Ditkaz. Oznaéme V {fv e WhP(Q) : [,v(z)dz = 0}. ZFejmé plati, Ze V je uzavieny linedrni
podprostor WHP(Q) a jedinou konstantni funkei, pattici do V, je funkce identicky nulovd. Tvrzen{
tedy plyne z Véty 3.34, jelikoz v — ﬁ Jq vda patii do V pro libovolné v € WP ().

< Cpl|Dvllr() Yo € WHP(Q).
Lr(Q)

O

N
STRA &s
&
/ck,i 5 “\Q‘v
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3.4. Sobolevovy prostory pomoci Fourierovy transformace.
Prostor H*(Q2), s € R

Uvedeme popis prostoru H'(R"Y) s vyuzitim Fourierovy transformace. Pfipomindme, Ze pro funkci
v € LY(RYN) je jeji Fourierova transformace 9 definovana vztahem

a(g) W;N/Q /R e u(a)da. (3.15)

Lze ukdzat, ze © pati{ do Co(RY). Pokud % € L'(RY), lze Fourierovu transformaci obratit a ziskat
v pomoci nasledujictho vztahu.

v(x) = ﬁ /R N eltTH(€)de. (3.16)

Protoze s podminkou © € L' (RY) se ne vzdy dobte pracuje, je ¢asto vyhodngjsi pouzivat nasledujici
Fourierovu-Plancherelovu transformaci.
Zakladn{ vlastnosti je, ze pokud v € L*(RY) N L2(RY), potom ¢ € L2(R") a plati

19/l L2y = [Vl 2 @vy- (3.17)

Pozor! Lebesguova mira RY je nekoneénd, a proto L?(R™) neni podprostor L'(RY) a nelze ptimo
definovat © pro v € L2(RY) pomoci vzorce (3.15). Nicméné pokud v € L' N L%, potom (3.15) ma
smysl a (3.17) ¥kd, Ze v > 9 je izometrie vzhledem k L? normé.

Protoze L'NL? je hustd podmnozina L? (napiiklad viechny spojité funkce s kompaktnim nosi¢em
patii do L' N L?), 1ze Fourierovu transformaci rozsf¥it na celé L2. Takto ziskané zobrazeni pak
nazyvame Fourierova-Planche/-/relova transformace a znac¢ime ho F. Zékladn{ vlastnosti F shrnuje
nasledujici tvrzeni.

Propozice 3.36. Existuje zobrazeni F: L*(RY) — L%*(RY) (nazgvané Fourierova-Plancherelova
transformace) s nésledujicimi vlastnostmi:
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(i) Fv=195Vve LY(RN) N L2RN).
(i) |Fvllp2@ny = llvll 2wy Yo € LA(RY).
(iii) Zobrazen{ F je izometricky izomorfizmus L?(RY) na L?(RY).

(iv) Pokud pro v € L?(R") a vSechna n € N ozna¢ime

e 1 i
wn(ﬁ) d:f (27.[.)N/2 [zlgn e_lgzv(x)dxa

potom pro n — +0o0 mame w, — Fv v L*(RY).
(v) Naopak, vezmeme-li v € L?(RY) a pro viechna n € N oznacime

def 1

() = ——x 182 F(y
n( ) (271_)]\[/2 /|€|§ne ]:( )(f)dfa

potom pro n — 400 mame v, — v v L2(RY).

Nyni miizeme dokézat nasledujici charakterizaci Sobolevova prostoru H!(RY).

Véta 3.37. Plati
H'®RY) = {v e PRY): (1+ 2 FE) € PRY)}.
Nawic pro libovolné v € HY(RY) mdme

olleneny = ||+ g2 F )|

L2(RN)

o
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Diikaz. Nejprve vezméme v € Z(RY). Podle definice - o
) S
5 5

— 4‘4, ) &
AL / 62 2% (1)dq.
oxy, (271-)7 RN oxy,
Na uvedeny integral pouzijeme integraci per partes. Protoze v ma kompaktni nosi¢, dostaneme D S
V PLZNI
o0

8—3%(5) = (iék)0(8),
k€ {1,2,...,N}. Nyni vyuzijeme hustotu 2(RY) v H(RY) (viz [3, Theorem 5.1.3]). Pro libovolné
v € HY(RY) existuje posloupnost (v,)nen prvki z Z2(RY) takovd, Ze v, — v v normé prostoru
HY(RY). Tudiz pro kazdé n € N
ov,
8xk
Protoze Fourierova-Plancherelova transformace je pro funkce z Z(RY) totozna s klasickou Fourie-
rovou transformaci, mame rovnéz

(&) = (&) 0n (&)

F (8—) () = (i66) F (1) ©). (3.18)

al‘k
Protoze v, — v v normé H'(RY), mdme v, — v v L(RY) a ngZ — aaTvk v L2(RY). S vyuzitim
spojitosti F vzhledem k normé L2(RY) prejdeme nyni ve vztahu (3.18) k limitdm. Existuje tedy
podposloupnost n,, takové, ze pro p — +00 mame

F(vn, )(€) = F(v)(&) pro skoro viechna ¢ € RY a
F (%z;p) & —F <837v> &) pro skoro viechna & € RV, _
k k ==




a tudiz
3 (88—0) (€) = (i&)F(v)(€) pro skoro viechna & € RY.
Tk
Odtud a z izometrie F v L2(RY) plyne, ze
ve HY(RY)
— F(v) € L*(R"Y) a i, F(v) € L2RY) Vk € {1,2,...,N}
= (1+ ¢ F(v) € L*RY).

Dale plati

N v 2
v 2 1/MmNY — U2 X — x)ax
Pl = [, w26+ 3 (g ) @

N

: .

-/ <|f<v><s>| 3|7 (5) ©
- [ 0+ lePIF@©Fa

= |1+ &) 2 F () |22,

2
Je

a tim je dukaz hotov. |

Uveden charakterizace prostoru H!(RY), vyuzivajici Fourierovu-Plancherelovu transformaci, je
velmi uzitec¢na. Lze pomoci ni elegantné ziskat mnoho dulezitych vlastnosti Sobolevovych prostort.
Nejprve ukazeme, jak 1ze ziskat Rellichovu-Kondrachovovu vétu.

Véta 3.38 (alternativni dukaz Rellichovy-Kondrachovovy véty). Necht §) je omezend ote-
vrend podmnozina RN s hranici 0Q tridy C'. Potom je vnoteni H*(Q) do L?(2) kompaktni.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI




1849
Diikaz. M&jme posloupnost (v, )nen prvkii z H(2), kterd je omezend v normé prostoru H(Q), tj.
sup [|vy || g1 () < +oo. Diky existenci operatoru rozsiteni P z Véty 3.30, ktery je linedrni a spojity Y 7
neN D>

z H*(Q) do H*(RY), a diky moznosti vyuziti metody offznuti (2 je omezend) miizeme predpokladat,
7e posloupnost v,, je omezend v H*(RY) a v,, = 0 vné n&jaké koule B(0, R) (kde R nezdvisi nan € N). D

ZAPADOCESKA

JelikoZ je posloupnost (v, )nen omezend v L2(RY), m4 slabé konvergentni podposloupnost p ZArapotcs

V PLZNI

U, —v v LARY),
k — +o0. Dokazeme, 7e stejnomérné omezen{ normy prvki v,, v prostoru H'(RY) zarucuje, Ze tato
konvergence v L?(RY) je dokonce silna. Bez tijmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze v = 0 (v,

lze nahradit v,,, — v).
Pro jednoduchost budeme psit v;, misto vy,,. Mame

vy =0 v L2(RY), (3.19)

vy =0 wvné B(0,R),

sup ||vk||H1(RN) < +o00
keN

a chceme dokézat, ze v, — 0 v L2(RY). K tomu pouzijeme Fourierovy-Plancherelovu transformaci
a jeji vlastnost, Ze je izometrii L?(RY) na L?(RY). Potiebujeme dokézat, 7e

IF (i)l Lz ey = 0, & — 400,
pri¢emz vime (viz Véta 3.37), Ze

def 1
€ sup (1 + [¢[2) D F(00) ) < +00.
S




Pro M > 0 miuzeme psat
[ Fea©re= [ Fea©Paes [ (Fe)©Pe
RN |€|SM [€lzM
< F *d
< /§SM| (0r) (€) e
1 1
T L O D@
02
2 B —

< [, Fo0@rE T o (3.20)

Na druhou stranu, protoze vy = 0 vné B(0, R), mame v, € L2(RV) N LY(RY) a F(vy) = g, tj.

F(vk)(€ o N/2/]R e”

—igx
27T)N/2/R XB OR) 'Uk( )dx

2

2

Pro libovolné £ € RY patif funkce 2 — x (o) (x)e ™" do L2(RY).
Vyuzijeme-li (3.19), dostaneme

Ve e RY  F(ug)(€) — 0 pro k — +o0. (3.21)

Abychom mohli pouzit Lebesguovu vétu (o dominantn{ konvergenci), vSimneme si, ze diky Cauchyho-
-Schwarzové nerovnosti plati

IO S s [0 a1 BO. B (3:22)

kde |B(0, R)| je Lebesguova mira koule B(0, R).

m

2\ IsTRAvY,
G 'S \}
TRA Q

%
Y, 5
70, i v “\Q‘v

L
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Z (3.21) a (3.22) dostavame
[ F(@PdE 0 pro k- +o. (3.23)
[|EM

Vratime-li se k (3.20), plyne nyni z (3.23), Ze

02
" 24¢ < :
ﬁigf/m F )@ dE = -7

Tato nerovnost plati pro libovolné velké M, takze pro M — +oo koneéné dostavame
li =0
Jim [P0l =0,

a tim je dukaz proveden. |

Charakterizaci prostoru H!(R") pomoci Fourierovy-Plancherelovy transformace lze snadno roz-
§fiit na Sobolevovy prostory vysstho fadu H™(RY), m € N.

Véta 3.39. Pro libovolné m € N plati
H™RY)={ve L2 (RY): 1+ |¢*) 7 F(v) € L*(RY)}

a pro kazdé v € H™(RY) pak

m
2

lollzrm ey = (|1 + [€1%) % F @) Lo gy -

Hlavnim duvodem, pro¢ zde tuto charakterizaci Sobolevovych prostortt uvadime, je, ze nam
nabizi pfirozenou definici prostoru H*(RY) i pro jiné hodnoty s, nez piirozend ¢isla. Zde s miize
byt i zlomek ¢i obecné realné ¢islo, nemusi byt ani kladné. Duvodem je to, Ze pozadavek konec¢nosti
integralu

|, a+EPrIF@©FE
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mé smysl pro libovolné s € R, protoze mocnina a®* mé smysl pro libovolné s € R, pokud a > 0 (zde
a=1+[%*21>0). A 7

Tim se dostavame k néasledujici definici. %“n‘ s
Definice 3.40. Necht s 2 0 je nezdporné realné ¢islo. Definujeme prostor
d f > ZAPADOCESKA
HY®RY)Z {ve LXRY): 1+ |¢>)2F(v) € L2(RN)} Ve

se skalarnim souc¢inem, ktery pro vsechna u,v € H*(RY) definujeme

(wohman [ (1+1E2) F@OF
a prislusnou normou .
ol ey & ( [+ |§|2>S|f<v><£>|2d§)z .
RN

Nésledujici tvrzeni shrnuje nékteré zakladni vlastnosti Sobolevovych prostori H*(RY).

Propozice 3.41. Pro libovolné s € R* je H*(RY) Hilbertiiv prostor. Je-li s = m € N, pak
H*(RYN) = H™(RN) = W™2(RV) je klasicky Soboleviiv prostor.

Diikaz. Ziejmé F je izomorfizmus prostoru H*(R™) na vahovy Lebesgiiv prostor L?(ad¢), kde ad¢
je mira s hustotou a(&) = (1+|¢|?)* vzhledem k Lebesguové mite d¢ na RY. Navic je F izometrie, a
tudiz se hilbertovskd struktura vdhového Lebesguova prostoru L?(ad¢) pienasi Fourierovym-Plan-
cherelovym zobrazenim F i do prostoru H*(RY). Mame tedy

HS(RN) = L2((1 + |€]?)*d¢)  (izomorfizmus),

a tim je dukaz hotov. |

V souladu s definici H~1(2) jako topologického dudlniho prostoru k Hg (2) definujeme H—%(RY)
pro s 2 0 nésledujicim zptsobem.




Definice 3.42. Necht s je nezaporné realné c¢islo. Definujeme

H—S(RN) déf HS(RN)*,

tj. topologicky dudlni prostor k H*(RY).




3.5. Kviz - Sobolevovy prostory, zakladni teorie

| Sobolevovy prostory |

> UNIVERZITA
V PLZNI

1. Funkce u je prvkem prostoru W12(0, 1), jestlize ue L2(0,1) a zaroveri D 2APADOCESKA

klasicka derivace u’ € L2(0, 1)
1 1
Jup' dr=—[u'odz Vpe L2(0,1)
0 0
1 1
g€ L2(0,1) : fup' dr=—[ gpdx Y€ 2(0,1)
0 0
1 1
g€ L2(0,1) : fup' dv=—[ gpdx YpeC>(0,1)
0 0

2. Funkce u je prvkem prostoru T/VO1 2(0,1), jestlize existuje posloupnost funkei {u,} z prostoru

C°°(0,1) takova, ze [[u—unllw1.2(0,1)—0

2(0,1) takova, Ze [[u—unllp2(9,1)—0
C°°(0,1) takova, Ze [[u—unllyw1.2(0,1)—0

2(0,1) takova, ze |[u—un|lw1.2(0,1)—0




L]

3. Pro kazdé 1 £ p < oo existuje konstanta C),(a,b), zdvisejici pouze na p, a, b, takovd, ze

(f u(z) [P dac) P <0, (f [/ ()P dm) P YueWa?(0,1) o o
a a
b 1 b N S s
({ [u(@)|P o) £Cp ({ o' @) de) " Yue Wy (0,1) J. Bossn
UNIVERZITA
V PLZNI
b 1 b , L]
(J lu(@)P dz)* <Cp ([ 1w @) dw) ™ WYueC(0,1)
a a
b 1 b 1
(f |u(z)|P dx) v <0, (f ! () [P dx) ? vueCh(0,1)
a a

4. Necht Q je omezenad podmnozina RY a M je podmnozina prostoru WO1 P(Q), potom

jestlize M je uzavrend, tak je kompaktni podmnozina LP ().
jestlize M je omezend, tak je relativné kompaktni v LP(€2).

jestlize M je omezend, tak je kompaktni v LP(€2).

jestlize M je uzaviend, tak je relativné kompaktni v LP ().




L]

IsTRANY

5. Jestlize Q C RY je

W\ /A

N
kompaktni %, Y
' XxTS>
oteviend, omezena, tiidy C?,
ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
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omezend, tiidy C1,
oteviend, omezend, se spojitou hranici,
pak existuje rozsitujici operdtor P : WP (Q) — VVO1 P(RN), ktery je linedrni a spojity.

6. Necht podmnozina Q C RY je omezend oteviend souvisla tiidy C, potom existuje konstanta c
takova, ze

[vllze@ S cll Dvlipegy Yo WP ()

IvllLe@ SclDvllorg YveWP(Q)

lvllegy S cllDvllLpg) Yo e WHP(Q) takové, ze [v(z)dz =0
Q

Iollci SellDvllngy Y& Wh#(@) takovs, 7o [ v(z)de =0




7. Pro Fourierovu-Plancherelovu transformaci F : L2(RY) — L%(RY) neplati

S e Xu(a) dx — F(v) v L2(RY)

|z|Sn R
itz

2 (Z;)g:)gﬂ dé—v v L2(RN)

|z|Sn > ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
2 /N v PLZNI
IF@)L2@ny = lIvllL2 @y Yo e L*(RY)
(RY) RY)

Fw)=v VvcL?RN)
8. Necht v € HY(RY), pak

(1+1€)2 F(v) € L2(RY)
(1+1€)) F(v) € L* (RN
(1+¢)ve L2 RN

(1+lgve L (RY)




9. Na prostoru H*(RY) se definuje skaldrni soucin funkcf u,v rovnosti (u,v) =

J+IENEF ) FR)de

RN

JA+IENEF@FR)de
RN

JO+IEPF@)F@)ds
RN

JQ+€))E upde
]RN




3.6. Teorie stop pro prostory Wr(Q)

Abychom mohli studovat Dirichletovy okrajové tlohy varia¢nimi metodami, musime nejprve vytesit
nasledujici problém:

»Je mozné dat smysl okrajové podmince v = g na 952 pro libovolné v € H(Q)?“

Pokud bychom uvaZovali o v pouze jako o prvku L?(€2), neméli bychom zfejmé dostateénou in-
formaci, abychom mohli hovofit o v na 92, protoze Lebesguova mira 912 je nulova (je-li Q dostatecné
hladka). Chceme-li tedy dat smysl v na 92, musime vyuzit i dalsi informaci o v, tj. Ze g—;fi patii do
L?(Q) pro viechna i =1,...,N.

Poznamenejme, 7e s vyjimkou pripadu N = 1 nenf prostor H'(Q) vnoien do prostoru spojitych
funkei C(9). Dokazeme, Ze pro obecné v € W1P(Q), 1 < p < +o0, je mozné dat smysl v na 99,
kterym je tzv. stopa v na 0. K tomu vyuzijeme geometrickych vlastnosti 02, konkrétné ze 92
je lokdlné (N — 1)-rozmérnd varieta. PTi tom musi platit, Ze pro hladkou funkeci v je stopa v na
0f) totéz, co restrikce v na ON). Tim se prirozené nabizi definovat pojem stopy pomoci hustoty a
spojitého rozsiteni.

Véta 3.43. Necht Q je omezend oteviend podmnozina RY | jejiz hranice 09 je tridy C'. Pak pro
libovolné 1 < p < +o0 je 2(Q) hustd podmnozina WLP(Q) a operdtor restrikce
Y0: 2(Q) = LP(99) : v~ 70(v) = v]aq,
ktery kazdému v € 2(Q) pritazuje jeho restrikei na 0S), lze roz8irit na spojité linedrni zobrazeni z
WLP(Q) do LP(0R), které stdle znacime ~yo. (Lze téZ pouZit jednodussi oznaceni vlasq.)
Takto definované zobrazeni
Y0: WHP(Q) — LP(09)

nazgvdme operdtor stop (Tddu nula).

Diikaz. Diky Propozici 3.32 a hladkosti hranice 92 vime, Ze 2(2) je hustd podmnozina W1P(Q).

Pro v € 2(Q) mtizeme bez jakékoli nejednoznacnosti definovat ~o(v) def v|aq, tj. restrikei v na IN.

@:
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Predpokladejme na chvili, ze vime, Ze zobrazeni
Y0: (2(Q), || - lwrr()) = (LPOQ), || - lLr(a0))

je spojité. Protoze je 7o linedrni, je potom také stejnomérné spojité. Prostor LP(9)) je Banachuv
prostor (je uplny). VSechny predpoklady véty o spojitém rozsiteni jsou tedy splnény, coz zarucuje
existenci Ay,

So: WHP(9) = LP(90),

jednoznacného spojitého linedrniho rozsiteni 7. Pro jednoduchost znac¢ime takto definovany opera-
tor, ktery je hledanym operatorem stop, stale vq.

Jediné, co tedy potiebujeme dokazat, je spojitost o na 2(Q). K tomu budeme nejprve uvazovat
piipad poloprostoru 2 = R,V a pak pouzijeme lokalni souiadnice.

Lemma 3.44. Necht Q = RN = {z = (2/,zy) € R¥"1 xR : 2y > 0}. Pak pro libovolné
1 £ p < +oo plati nerovnost

g 1
Yo € Z(RN) 170 (v)llr@y-1) S 7 [v]lwir @, ~)-

Diikaz. Necht v € Z(R, V). Pro kazdé 2’ € RV~ mame

+oo
0 == [ oot e
) 0 6:1?1\/ )
too ov
p [P )| do
0

Nyni pouzijeme Youngovu nerovnost

A

1 1.
ab < —aP + WP,
p p
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kde Il) + - =1, a kde zvolime

Oz n

paorss [ (3
7 —Jo p

S vyuzitim vztahu (p — 1)p’ = p ziskdme nerovnost

—+o0 —+o00
jo(a, 0)P < (p— 1) / lo(a’, o) Pdz + / O o
0 0 3:81\1

Integraci pres RN ~! pak dostaneme

/]wal lo(z’,0)[Pdz’ < (p— 1) /RJrN lo(z)Pdz +/
§(p—1)/R+ |pdx+/R+ N
§P/R+N <|v(m)|p+zl‘§_;)z )daz

1
[o(, 0)ll e @n-1) < p? [0llwre v

’ dv (2, a:N)’ a b= v, zN)P

Dostaneme

P
o, ,

890N (x 7IN)

Ov

(936Z

Tudiz

a dikaz je hotov.

Dikaz Véty 3.43 (pokracovani). Pouzijeme soustavu lokdlnich soufadnic. Pfi stejném znaceni

jako v Odstavci 3.3 mame
k

Qc|JGi, kdeGpCQa G, je oteviend Vi € {0, ...,
=0

(@)

1 /
+ —/|’U($/,J,‘N)|(p_1)p > dzy.
p

)

k},

£

STRAVY,
', D
%, S
/05'4' ““\Qﬁ

L
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a déle p;: B(0,1) = G;, i = 1,2,...,k, jsou lokdlni soufadnice a {ayg,...,ax} je prislusny rozklad % -
k o 2 /S
jednicky, tj. a; € 2(G;), a; 20a ) a; =1 na Q. 5N 4
i=0

Vezméme v € 2(Q). Pro kazdé 1 < i < k definujeme

ZAPADOCESKA
Ws def (Oéi’U) °op; na By, | 2 sn:’llvzsunlzm
’ 0 na R, N\ B;.

Protoze w; ziejmé patii do (R, ), plyne z Lemmatu 3.44, ze

1
lws (-, 0) || Lr @ -1) = PP [Jwill W,y (3.24)

Pomoci klasickych pravidel diferencidlnho poctu (vSechny funkce «;, v, ¢; jsou spojité diferencova-
telné) dostdvame existenci konstanty C; (i = 1,..., k) takové, ze

lwillw.em, vy S Cillvl|wre)- (3.25)

Z nerovnosti (3.24) a (3.25) pak dostavame

1
lws (-, 0)|| Lo @y -1y = Cip? ||[v]lwre ) (3.26)

Nyni pouzijeme definici normy v prostoru L?(9), kterd vyuziva lokéln{ soufadnice. Lze ukdzat, ze
k normé v LP(92) muzeme vyjadfit ekvivalentni normu pomoci lokdlnich soufadnic. Oznacime-li ~
rozsfien{ nulou vné mnoziny {y € RN=1: |y| < 1}, plati

—_—~—

LP(OR) = {v: 00 = R : (yv) 0 3(-,0) € LP(RV1), 1 < i <k}

=1

1
k P
v = <Z ||(OQU) © (pi“ip(RN—l))




je norma ekvivalentni s normou v LP(99).

—_~—

Tato definice normy v LP(9€2) a nerovnost (3.26) (méme w; = (a;v) o ;) dévaji
[vllzeae) = Clp, N, Q)[[v]lwr(e)

pro né&jakou konstantu C' = C(p, N, ). Tim jsme dokazali spojitost 7o na 2(Q) a diikaz je hotov.l

vvvvvv

Propozice 3.45. Piedpoklddejme, Ze € je omezend oteviend podmnozina R, jejiz hranice je t¥idy
C'. Pak pro libovolné 1 < p < 400 je prostor Wol’p(Q) totozny s jadrem operdtoru stop 7o, tj.

WoP(Q) = {v € W'P(2) : 0(v) = 0}.

Diikaz. Zaéneme ditkazem inkluze W, () C Ker .

Vezméme v € W, P(Q). Podle definice W, (Q) existuje posloupnost funkci (v, )nen, vn € 2(9),
takovd, Ze v, — v v prostoru WP(Q). ProtoZe 7o(v,) = vn|oa = 0, plyne ze spojitosti g, Ze
Yo(v) =0, tj. v € Ker .
tom pouze na pifpad Q = RV, k piipadu libovolné omezené oteviené mnoziny € pak lze piejit
pomoci lokalnich souradnic.

Vezméme v € WHP(R, V) takové, Ze 7o (v) = 0. Dokézeme, ze v € Wy P (R N). Nejprve rozsitime
v nulou vné R, V. S vyuzitim piedpokladu yo(v) = 0 lze ovéfit, Ze takto ziskané rozsfieni o patif do
WLP(RN). Nyni zavedeme posunuti funkce . Pro h > 0 definujeme

(1h0)(2, z3) & 5(2), 2y — ).

Nakonec regularizujeme funkei 7,9 pomoci konvoluce. Vime, ze funkce konvoluce g, * (7,0) pati{ do
P2(RN) a g * (,9) — v v prostoru WHP(RyN) pro b — 0+ a € — 0+. Tudiz v € WyP(R, V). W
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Propozice 3.46 (Greenova formule). Necht (2 je omezend oteviena podmnozina RY | jejiz hranice
99 je t¥idy C'. Potom pro libovolné u,v € H*(2) a kazdé 1 < i < N plati

ou v Lo
s vdz = _/Quﬁ‘xi dz + /89 Yo (u)vo(v) (7 - &;)do.

Diikaz. Za¢neme ditkazem Greenovy formule pro hladké funkce u,v € 2(Q). Vyjdeme z néasledujici
rovnosti. Jsou-li redlnd funkce u a vektorova funkce V obé t¥idy C', potom

/Q div(uV)dz = / w(V - it)do.

o0

Zvolme V = v€;, tj. vsechny slozky 1% jsou nulové vyjma i-té slozky, kterd je rovna v. Dostaneme

ov ou S
/Q (uc’)xi + vaxi> dz = /BQ wv(7 - €;)do.

Nyn{ uvazujme libovolné u,v € H*(Q). Vyuzijeme hustotu 2(Q) v H'(Q). _
Podle Propozice 3.32 existuji aproximujici posloupnosti (ug)ren & (vk)ken prvka z 2(Q) takové,
7e U, — u a v, — v v prostoru H(Q). Pro kazdé k € N plat{

ka 8uk - = =5
/Q (uka—xZ + v, 8_1‘1) dr = /OQ upv (7 - €;)do. (3.27)

Nyni vyuzijeme Vétu 3.43. Podle definice vy a diky spojitosti 7o z H*(2) do L?(99Q) méme

urloa — vo(u) v L?(09),
vkloa = Yo(v) v L2(8Q).
Tudiz

/ upv (7 - €)do — Yo(u)y0(v) (7 - &)do.
o0 90
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Na levé strané rovnosti (3.27) lze snadno pfejit k limité, takze dostdvame

v ou R
/Q <uawi + vaxi) dz = /BQ ~Yo(u)yo(v) (7 - €)do

a tim je dukaz proveden. |

Poznamka 3.47.

(a) Uvedeny dikaz je ndvodem pro obecnou metodu dikazu Greenovych formuli: za¢ne se dikazem
pro hladké funkce a pak se prejde k limité pomoci spojitosti operatoru stop.

(b) Stejnd formule plati i pro u € WP(Q) a v € Wh4(Q), kde % + % =1.

Nyni prozkouméme prostor stop {vo(v) : v € WHP(Q)}, tj. obor hodnot . Diky Vété 3.43 vime,
Ze je podmnozinou LP(0). Ukdzeme, Ze obor hodnot 7y je vlastni podmnozinou LP(952). Presnéji
plati vo(v) € Wi=sP (09). Pro dukaz toho tvrzeni se ale pouzivaji Sobolevovy prostory lomeného
radu na varietach, takze je znacné komplikovany. Pro p = 2 ale mame i jiny, mnohem jednodussi
dukaz, ktery vyuziva definici Sobolevovych prostort pomoci Fourierovy transformace.

Propozice 3.48 (obor hodnot ;). Necht Q je omezend oteviena podmnozina RY | jejiz hranice
1
09 je tiidy C*. Potom je operator stop o linedrn{ spojity operator, zobrazujici H'(Q) na Hz (99).

Diikaz. Prostor Hz (09) je definovdn pomoci lokilnich souradnic. Potfebujeme tedy dokazat toto
tvrzeni pouze pro Q@ = R,V tj. 90 = RN~!. Diky spojitosti operatoru zrcadleni P: H'(R,
+N) — HY(RY) (viz Lemma 3.31) nam sta¢i dokazat, Ze operator stop

H'RN) S H3 (RN

je spojity. S vyuzitim hustoty 2(RY) v H'(RY) a definice 7y nakonec mtzeme zredukovat cely
ditkaz na diikaz existence konstanty C' = 0 takové, ze pro vsechna v € Z(RY) plati

[[o(-, 0)

|H%(RN,1) < Cllll g ww).- (3.28)
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K dukazu (3.28) pouzijeme Fourierovu transformaci, definovanou v Odstavci 3.4. % -
22 9 _N , -
Oznadime-li my = (27)~ 2z, mdme N
4'/4.“ = >

Fv@(©) = [ e o@ydmy,

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

L

kde Fy znac¢i Fourierovu transformaci v RY. Budeme pouzivat obvyklé znaceni
r=(2',zy) € RV xR.

Pro libovolné v € Z(RY) dostaneme podle Fubiniho véty

Fn)(@',zn) = /R e~ iont ( /R - e—“'yv(y,t)dmzvl(y)> dmy (t)

=F (}—N—lv(xlv ))(wN)
= Fn-1(Frv(-,zn)) (). (3:29)

vypoéitejme normu vo(v) v prostoru H 3 (RV=1). Mame

0 (v)(2") = v(@’,0) = FrFi(v(z’,))(0),

kde jsme pouzili vzorec pro inverzni Fourierovu transformaci (Propozice 3.36). Tud{Zz

+oo
Yo()(z') = Fi(v(a', ) (t)dt. (3.30)

—o0
Na obé strany rovnosti (3.30) aplikujeme transformaci Fy_1 a s vyuzitim (3.29) dostdvdme
+oo
Fn-1(70(v))(z") =/ (Fyv) (', t)dt. (3.31)

— 00




7 Véty 3.37 pak plyne
lollnesy = [ (14 [aP)(Fro)(@)Pda
— [ @+ P + O(Fyo)@ P,
]RN

Déle pfepiSeme (3.31) do tvaru
Fualo)@) = [ Exo)a o+ + ey
_ v))(z") = v) (', 7 _
N-1(70 - N (14 |22 + t2)2
a pouzijeme Cauchyho-Schwarzovu nerovnost. Dostaneme

[ Frn—1(%0(v)) (")

+oo
g/ |(]-'Nv)(m’,t)|2(1+|w’|2+t2)dt/

— 00 — 00

+oo dt
1+ [P+

Pomoci substituce ¢ = (1 4 |2/|2)2 s snadno vypolteme, 7e

/+°° dt B 7r
oo LF[TP T (14 [22)}
Kombinaci (3.32) a (3.33) dostaneme nerovnost

+o0o

@+ P FvaGo@)EP 7 [ [(Fro)@ R+ o + )t

—00

Integraci (3.34) pies RV ! pak ziskdme
1
[ G+ Py o) @) P

< 7r/ (Fao)@, D21+ |2']2 + £2)da’dt.
RN

o

1849
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(3.32)

(3.33)

(3.34)




7 Véty 3.37 a Definice 3.40 prostoru H? tedy plyne
Yol 74 g1y S Vol @),

coz vyjadiuje spojitost vo z H(RY) do H? (RN-1). [ ]

Poznamka 3.49. Pokud v patif do W2P(§2), pak lze analogicky dat smysl i derivaci podle jed-
notkové vnéjsi normaly g_Z' V tom piipadé totiz Vo € WLP(Q)N | a tedy stopa Vv na 9 patif do
LP(0Q)N. Definujeme

OV def

% = VO(V,U) - n,

coz patii do LP(9N2). Presnéji lze ukdzat, Ze

8’U 1—1
— e W »P(00Q).
7 »P(0%)
Prop=2av € H?*) mame g_z c H%(@Q),
Lze téz dokdzat, ze operdtor v — {”U|aQ, g—Z}, je linedrni spojity operator, zobrazujici W?2P(Q)
na W2~5P(9Q) x W 5?(9).

O

N
STRA &s
4
/0‘,4. 5 “\Q‘v
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3.7. Sobolevovy véty o vnoreni

Necht € je omezena oteviena podmnozina RY. V [3, Section 5.1, Theorem 5.1.1], je dokézano, ze
kazdy prvek Sobolevova prostoru W1P(a,b), 1 < p < 400, ma spojitého reprezentanta. Pro prvky
prostoru W12(Q) uz to v8ak neplati, jakmile je dimenze prostoru N = 2. Vyvstéva tedy piirozend
otazka, zda existuje vztah mezi ¢isly m, p a N, ktery by zaruéil, ze W™ (Q) — C(Q). Pozitivni
odpovéd na tuto otdzku dévd Sobolevova véta o vnofeni (Véta 3.51, resp. Véta 3.65), kterd iks,
ze uvedené vnoreni plati pro mp > N. Kromé toho jesté Sobolevova véta o vnoreni 1ika, ze i kdyz
v e W™P(QQ) a mp < N, stidle mame lepsi informaci nez pouze v € LP(Q), a to v € L%(N), kde
1_1

— I

g p_ N
Zdtraznéme, ze Sobolevova véta o vnofeni hraje podstatnou roli ve varia¢nim pristupu k par-

cidlnim diferencidlnim rovnicim, protoze nam dava vztah mezi dvéma druhy prostora: W™P () a
Cke(Q).

Pro specialni piipad p = 2 muzeme dikaz provést pomérné snadno pomoci Fourierovy-Planche-
relovy transformace, zavedené v Odstavci 3.4.

Véta 3.50. Necht s > 0 spliuje 2s > N. Potom je prostor H*(RY) spojité vnoren do C(RY).
Dikaz. Pfipomenme (Véta 3.37 a Definice 3.40), Ze

ve H'RY) & (14 [£>)2F(v) € L2(RN).

Oznacme g % (1 + [¢2)3 F(v). Podle predpokladu g € L2(RY). Mame tedy F(v) = g(1 + |¢[2)~3
av = F(Fv). Patii-li F(v) = g(1 + [£]?)~% do L'(RY), pak je F totozné s klasickou inverzni
Fourierovou transformaci (3.16), a tedy v € C(RY). Protoze g patif do L?>(RY), pak ndm na to,
aby funkce g(1 + |£]?)~% patiila do L'(RY), sta¢i ukazat, ze (1 + |£]?)~% patif do L2(RY), tj.
Jan (14 [€]?)7#d€ < 4o0. Déle plati

dg _ 400 ’I“N_l
/RN AT Ierr — / EES O
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a posledni integral je konecny pravé tehdy, kdyz 2s — (N — 1) > 1, tj. 2s > N. [ ] % -
Nyni piistoupime k obecnému piipadu 1 < p < +oo. Zacneme vnofenim prostoru W12 (Q). ‘“‘1»4, 453
Indukei pfes m pak odvodime vnoteni pro W™P(Q).

ZAPADOCESKA

> UNIVERZITA

Véta 3.51 (Sobolev). Necht Q je omezend oteviend podmnozina RN s hranici 0 tridy C*'.
Uvazujeme prostor WHP(Q), 1 < p £ 4o00. Pak plati ndsledugici turzeni o spojitijich vnorenich. D

V PLZNI

(i) Pokud 1 < p < N, pak WhP(Q) — LP"(Q), kde z% = 117 — % Presnéji teceno kazdy prvek
v € WHP(Q) patii zdroveri do LP" (Q) a existuje konstanta C, zdvisejici pouze na p, N a
takovd, Ze pro vsechna v € W1P(Q) plati

lvll o= (Q) < C||’U||W1’p(9)~
(ii) Pokud p = N, potom W1P(Q) — L(Q) pro libovolné 1 < q < +oc.
(iii) Je-li p > N, pak W'P(Q) < C(Q). Presnéji plati WHP(Q) < C**(Q), kde o = 1 — ¥ #.

P )
kazdy prvek v € WYP(Q) md Hélderovsky spojitého reprezentanta s exponentem o a existuje

konstanta C zdvisejici pouze na p, N a § takovd, Ze pro viechna v € WP()) mdme

lv(z) —v)| = Clollwrr@lz —yl*  pros.v. z,y e

Dikaz. Metoda dikazu je podobnd metodé pouzité v Odstavci 3.3. Nejprve dokazeme spojitd
vnoteni (i), (ii) a (iii) pro ptipad 2 = RY. Ve skutecnosti dostaneme jesté o trochu silngjsi tvzeni,
viz Véta 3.52 (Sobolev-Gagliardo-Nirenberg pro piipad 1 < p < N), Véta 3.60 (Morrey pro piipad
p > N) a Véta 3.61 (pro hrani¢ni pt¥ipad p = N).
Pouzijeme spojity linearni rozsifujici operator
P: WhP(Q) —» WHP(RY),
jehoz vlastnosti zachycuje Véta 3.30. Vezméme piipad 1 < p < N. Slozeni spojitych operdtori

Véta 3.52
=

wir(Q) 5 wie(RY) P (RN) 5 L7 (Q)




(kde 7 je operdtor restrikce na Q) je rovnéz spojité a je to kanonické vnofeni prostoru W1P(Q) do
LP"(Q), coz je identita. Stejné postupujeme i v piipadech p > N a p = N.

Poznamenejme, ze k pouziti metody rozsitujiciho operatoru, zavedeného Vétou 3.30, potfebujeme
predpoklad regularity mnoziny €2, tj. predpokladame, ze hranice 952 je tiidy C*. ]

Ve zbytku tohoto Ostavce budeme pracovat s celym prostorem RY.

Pripad 1 <p< N

Véta 3.52 (Sobolev-Gagliardo-Nirenberg). Necht 1 < p < N. Potom W'P(RN) «— LP" (RVN),

kde ]% = % — % Presnéji teceno existuje konstanta C = C(p, N) takovd, Ze

N
Vo e WHPRY) vl Lo gy £ Cll Vol Loger).
Poznamka 3.53. Nez zacneme dokazovat Vétu 3.52, ukdzeme, Ze elementdrni homogenni transfor-
maci nezavisle proménné muzeme ziskat presnou hodnotu p* = J\’;—]_Vp. Predpokladejme, ze existuje
konstanta C' a néjaké 1 < g < +oo takové, Ze pro véechna v € WHP(RY) plati

vl a@@ny = C[VVl| e @yy-

Dokézeme, Ze pak nutné ¢ = p*. V posledni nerovnosti vezméme misto v funkei vy (x) = v(Azx), kde
A > 0. Dostaneme

(/RN |U(Ax)|qu>; <c </RN )\”|Vv()\a:)|1’dx> ’

Pomoci substituce y = Ax ziskdme nerovnost
1 < 1
— llLa@yy £ CA—xF[IVV|| o),
X AP

kterou upravime do tvaru
N

_N
o]l Loy < CAOF+8) | Vo] Lo ).
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Tato nerovnost ma ovsem smysl pouze v pripadé, ze 1 — % + % =0, tj. ¢ = p*. Jinak bychom totiz v 5
pro A — 04 v ptipadé, ze 1 — % + % > 0, resp. pro A — 400 v piipadeé, ze 1 — % + % < 0, dostali, ":3:,* ’9&43
D
7e v = 0 skoro viude v celém R, piestoze v € W1P(RY) bylo libovolné, a to by byl spor. i yW
K dukazu Véty 3.52 budeme potiebovat nasledujici lemma, jehoz autorem je Gagliardo. eoocesrh
’ UNIVERZITA
Lemma 3.54. Necht N 22 a g1,9s,...,9n € LYY (RN™1). Potom g € L'(RY), kde vew

9(@) € g1(81)g2(F2) . .. gn (&)

a plati
N
||g||L1(]RN) = H Hgi”LN*l(]RN*l)-
i=1
Diikaz. Nerovnost je ziejmé pro N = 2. Diikaz provedeme indukci, takze budeme predpoklddat, ze
nerovnost plati az do néjakého N, a dokdzeme ji pro N +1. Méjme tedy N+1 funkci g1, g2, ..., gn+1

patifcich do LY (RY) a uvazujme funkci g, definovanou pro viechna z = (21,2, ...,rx41) € RVF!
predpisem

9(x) = 91(21)92(22) - - - gn+1(En+1) = [91(F1) - - - 9N (EN)]gN+1(EN41)-

Pro pevné x 1 pouzijeme Holderovu nerovnost

lg(z)|dz1day . .. doy
RN
(3.35)

1
’ Nl
< llgn+alloy myy (/RN lg1(Z1) ... gn (@)Y day . ~de) :

kde N’ & % Déle si vSimnéme, Ze funkce |g1(i’1)|N,, e, |gN(:EN)|N/ patii do LN -H(RN-1).




Podle indukéniho predpokadu

N
/ |g1(i’1)gN(i‘N)|N,dl‘1d$N § Hllgi(',x}\[.ﬂrl)”g]l\l(RN—l). (336)
RY i=1
Kombinaci (3.35) a (3.36) pak dostaneme
N
/RN lg(@)|dzy ... den < [lgnsalloy sy [[ 19 enen) oy @y, (3.37)
i=1

Nyni opét uvazujme xy41 a integrujme (3.37) pres R. Mame

/ lg(@)ldas ... dzwss
RN+1

N (3.38)
< ||9N+1||LN(RN)/H||gi(',$N+1)||LN(RN—1)d$N+1~
Ri=1
Poznamenejme, Ze pro viechna i = 1,..., N patif ||g;(, 2n41)||pv @y-1y do LY (R). Pouzitim Hél-
derovy nerovnosti na (3.38) pro 4 + -+ + % = 1 (N krét) dostaneme
N
/N+1 lg(z)|dzy1 ... dzNn41 S [lgn+1lloy @y H lgill L~ ®ny,
R i=1
tj.
N+1
Hg”Ll(RN) = H ||gi||LN(RN)7
i=1
¢imz je dikaz indukci dokoncen. |

Dikaz Véty 3.52.

‘(‘7

- OspaN™ N
‘}:’ STRAY $
2, <S>
xS
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(a)

Vyuzijeme hustoty a dokazeme, Ze je ekvivalentni, jestli nerovnost

[0l Lox ey = ClI VOl Lr ) (3.39)

plati pro vSechna v € Z(RY), nebo pro viechna v € WLP(RY). Pro dané v € WHP(RY)
miizeme diky [3, Theorem 5.1.3] najit posloupnost (v, )nen prvki v, € 2(RN) takovou, Ze

v — v ve WHP(RYN) a v, (z) — v(z) pro skoro viechna z € RY.
Méjme
lvnllLo* ®yy = CllVR| Lo @ny-
Potom
[0]| Lo* mvy = légfg [vnll Lo* @)

= Cnliffoo [Vonllr@yy = ClIV| Lo @),

kde prvni z nerovnosti je disledkem Fatouova lemmatu.

Nyni ukdzeme, ze nerovnost (3.39) sta¢i dokdzat pro p = 1. Pfedpoklddejme tedy, ze prop = 1
plati, tj.
Vo e WELRY) loll e gy < CLV) V0l ey, (3.40)

a dokazme, ze potom plati pro libovolné 1 < p < N.
Plati, ze pokud v € Z(RY), potom |v|T= patii do W1 (RY). Skuteéné, protoze p > 1, mame
p* > 1* a funkce |v|= je spojité diferencovatelns a ma kompaktni nosié¢. Tudiz

o] € WhL(RY)

*

117**) = 11)—* signv |v|€;_1Vv. (3.41)

\Y (|u
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Nahradme v v nerovnosti (3.40) funkef |v|117*: S vyuzitim (3.41) dostaneme

1
. 1* * »*
(/ v|P dx) §C’1(N)]1)—*/ o] ¥ =1 |Vo|dz. (3.42)
RN RN

Pouzitim Holderovy nerovnosti pro 11_3 + L =1 na pravou stranu nerovnosti (3.42) ziskdme

p
</ |v|p*dx)
]RN
<o </ |v|(’f:‘1)1"dx> " </ |Vv|pdx>p
1 RN RN

}%, coz je ekvivalentni s (f‘l’—* - 1) P = p*, a

1

E3

"

(3.43)

Jednoduchym vypoctem zjistime, ze £ — 1% =
tedy (3.43) muZeme zjednodusit do tvaru
p*
V]l Lo* @y = CI(N)I_*HVU”LP(RN)’
coz je (3.39) s libovolnym 1 < p < N. Poznemenejme, Ze jsme navic dokézali, Ze lze brat
p*

Cp,N) = CuM)E. (3.44)

Nynf ndm uz staéi dokdzat, ze pro viechna v € Z(RY)
[0l L2 mvy & CLN) V|- (3.45)

Pro libovolné z = (1, %2, . ..,rx) € RN mame

v
|’U(IE)|= 8_(xla$27"'axi—latami+1a-"7$N)dt
— oo 05

§/‘“ ov

6{Ei

(931,1‘2, . .,CEi_l,t, Lit1lye-- ,IEN)' dt.
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Stejné tak

- ool v
|’U(.’E)| s aLE (mhmz, 000 ,.’E,;l,t, Lit1lye-- ,IN) dt.
T K3

i

SeCtenim téchto dvou nerovnosti dostaneme

1 v
|U((E)| 5/ ‘6‘%‘(ml)m%"'axi—17t5£i+1a"‘va)‘dt' (346)
K3
Budeme pouzivat nisledujici znaceni. Pro kazdé x € RN ai=1,2,..., N definujeme
. def
€Tr; = ($1,$2, ey L1, L4 1y - - - ,:I,‘n),
“+oo
-\ def Ov
fz(xz) = / 8_(171»:172’"'axi—l,taxi—l-la"'axn) dt.
— 00 X

Nerovnost (3.46) mizeme tedy piepsat jako |v(z)| < 1 f;(%;) pro kazdé i = 1,2,..., N. Odtud
plyne

o)V £ LN H Fil&s). (3.47)

Abychom dokézali (3.45), potfebujeme odhad shora pro [[v[| 1+ (gny. Protoze 1% = -, pie-
piSeme (3.47) do tvaru

1

3.48

r@I S e 1) (3.48)
Pro kazdé i = 1,2,..., N pati{ funkce g;(Z;) def fi(&) 1 do LY-Y(RYN~1) a navic plati
v |71
v ||
lgillpy-2@u-1) = H : (3.49)
( ) 0z; L1(RN)

£

STRAVY,
', D
%, S
/05'4' ““\Qﬁ

L
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Nyni aplikujeme Lemma 3.54 na (3.48) a pouzijeme (3.49). Dostaneme

[, @

£

STRAVY,
', D
Q <&
1* >

L1(RN)
N ZAPADOCESKA
< — [T lodlos-s@sos D’:",m"f"*
2N-T 5
< 1 2|l ov||™
- 2% i1 81'1 LI(RN).
Protoze 1* = N 7, Plyne odtud
1N
vl p1* <z
Pl = 5 1T g5 o

JL N
. . . . i o N N .
Z nerovnosti mezi geometrickym a aritmetickym primérem (Hi:l ai) < 4 Y a; koneéns

i=1
plyne

1
V]| 1 vy = IN Z Haxz = WHVUHLI(RN), (3.50)

a tim je dukaz hotov.

L1(RN)

Poznimka 3.55. Zkombinujeme-li (3.40), (3.44) a (3.50), zjistime, Ze 1ze brat

1 pr p(N-1)
CeN) = SN T~ NN —p)




Tato konstanta ovsem neni optimdlni. Ta optimalni je ostie mensi nez vyse uvedend, je zndma a jeji
odvozeni je znacné komplikované (srov. Aubin [4], Talenti [24] a Lieb [15]).

Jako primy dusledek Sobolevovy-Gagliardovy-Nirenbergovy véty dostavame néasledujici Poin-
carého-Sobolevovu nerovnost.

Propozice 3.56. Existuje konstanta C(p, N) takové, Ze pro libovolnou otevienou podmnozinu 2
prostoru RY a pro libovolné 1 < p < N plati nerovnost

Yo e WoP(Q)  [ollze () < Clp, N) V0l Lo (o)-

Diikaz. Necht v € W, (Q) a @ je rozsifenim v nulou mimo €. Podle [3, Proposition 5.1.1] patii ©
do WLP(RYN). Protoze ||5]|,»* @™y = [vllzee @) & IVOllLo@yy = [[VVllLr(q), je dokazované tvrzeni
dusledkem Véty 3.52, pouzité, na funkci . ]

Poznamka 3.57. (a) Zasadni vlastnosti Poincarého-Sobolevovy nerovnosti je, Ze plati pro libo-

volnou otevienou mnozinu 2 (i neomezenou) a konstanta C(p, N) nezévisi na €. Skuteéné jsme
ukézali, Ze lze brat C(p, N) = 2’]’\5?7]\,__1;). Tato vlastnost plati diky tomu, Ze odhadujeme ||v|| p=
shora pomoci ||Vv||e. To je velky rozdil oproti klasické Poincarého nerovnosti (Véta 3.22), kde
odhadujeme ||v||z» shora pomoci ||Vv||ze. Ta neplati bez predpokladu omezenosti €2 (alespon

v jednom sméru) a navic Poincarého konstanta zdvisi na ).

(b) Je-li Q omezend, muzeme klasickou Poincarého nerovnost odvodit z Propozice 3.56 pomoci
Holderovy nerovnosti. Za predpokladu 1 < p < N plati

1
[vllze) < Q77 0]l Lo~ ()

1_ 1
< 1977 C(p, N)[| V|l Lo ()

Odtud plyne

@:
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7 rovnosti zla — 1% = % tedy dostavame
AL\ 7

||U||LP(Q) = |Q|%C(p, N) ||VU||LP(Q)- ’*’4‘“ m\\“@

Timto zptisobem miuzeme také vidét, jak Poincarého konstanta C_’p, ~(§2) zavisi na Q. Protoze
|RQ|™ = R|Q)|, dostavame opét tvrzeni Propozice 3.24, tj. Cp n(RQ) = RCp N (£2). D Pctaeeaa

V PLZNI

Uvedené vysledky shrneme v nasledujicim tvrzeni.

Ditisledek 3.58. Necht Q je omezend oteviend podmnozina RN a necht 1 < p < N. Pak pro
libovolné v € W, P(Q) plati nerovnost

lollzr@) < 1917 Clo, N Vol o).
Je-li naptiklad Q = B(0,7) C RV, kde N > 2 (= p), dostaneme
/ v(z)?dr < C’I‘Q/ |Vo(z)]2Pdz Yo € HE(B(0,7)).
B(0,r) B(0,r)
Plati také nasledujici Poincarého-Wirtingerova-Sobolevova nerovnost.

Propozice 3.59. Bud € omezend, souvisld a oteviend podmnozina RY | jejiz hranice 99 je t¥idy
C'. Necht 1 < p < +00. Potom existuje konstanta C(p, N, ) takové, Ze pro libovolné v € W1P(Q)
plati nésledujici nerovnost.

v — ﬁ/ﬂv(m)dz

Dikaz. Oznacme M (v) &f ﬁ Jo v(z)dz a pouzijeme Sobolevovu vétu o vnoreni (Véta 3.51(i)) na

= C(p, N, Q)|IVv e (-
L (@)

funkei v — M (v). Dostaneme
lo = M)l Lo (@) = Cilps N, Q)llv = M(v)llwrr ()
< Cilp, N, Q) (llv = M)llr () + IVVllr@)) -
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Nyni pouzijeme klasickou Poincarého-Wirtingerovu nerovnost (Dusledek 3.35) na funkci v: % -
R &

%,
[v — M(v)||zr@) = C2(p, N, Q)| Vv Lr(q)- o o
7 poslednich dvou nerovnosti konec¢né plyne
e
[v = M ()|l 1= () = C(p, N, Q)| V| Lr () OGELT

a tim je dtikaz hotov.
Pripad p > N
Nyni uvazujeme prostor W1P(RY), kde p > N. Nasledujici vétu dokdzal Morrey [15].

Véta 3.60 (Morrey). Predpoklidejme, Ze p > N. Potom existuje spojité vnotent

WHP(RY) — CO*(RY),

kde = 1 — %. Presnéji teceno, existuje konstanta C(p, N) takovd, Ze pro vsechna v € WHP(RY)
plati
lo(y) — v(@)| £ C(p, N)|Vvllo@m)ly — 2|*  pro s.v. z,y € RY.

Diikaz. Zacneme s v € 2(RY). Poté bude diikaz dokon¢en pomoci hustoty. Necht Q je oteviena
krychle obsahujici po¢atek a jejiz hrany jsou rovnobézné s osami soufadnic v RV a jejich délka je
vesmeés rovna r > 0. Pro kazdé z € () mame

o(@) — v(0) = /0 %v(tx)dt.



o
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Odtud pak .
T7
% S

lo(z) — v(0)] < / Z o | (1) Rt
(3.51)
< Z/l av(t)dt APADOCESKA
= r T ZAPADOCESK,
= Jo |0z g
Necht 5 % |712| /. 0 v(x)da znadi integralni prumér v na Q. Integraci (3.51) pres @ dostaneme
N
v
[0 —v(0)| = / dx / (tx)| dt.
Q1 Jq z; o |0;
Nyni zaménime poradi integrovani (Fubiniho véta):
1
|0 —v(0 d¢ dz.
0
Substituci y = tx dale dostaneme
v — dt —. 3.52
o et (352
Posledni integral odhadneme shora pomoci Holderovy nerovnosti:
8’1} 1 (?’U p P
dy < tQ|?’ d . 3.53
[ gew|avsiar ([ || a) (353)

Protoze 0 € @, mdme tQ C @Q pro libovolné 0 < t < 1. Z vySe uvedenych nerovnosti (3.52) a (3.53)




1849
tedy plyne, ze
A\ <2
1 &, A

N 1N N D 1 5 A
- re’ te’ v B Zri i
—v(0 —_— —dt E d
|U 'U( )| TN_l /; tN . (/ <axl (y) y>

i=1
1—-N
re S
1_N HVUHLP(Q)‘ v PLZNI

p

A

A

Diky posunuti plati tato nerovnost pro libovolnou krychli, jejiz hrany jsou rovnobézné s osami
souradnic a jejich délka je rovna r. Tudiz pro kazdé x € @ plati

1—-N

N e
o —v(z)] = 1_—ﬂ||vv||LP(Q)~

p

Diky trojuhelnikové nerovnosti
lv(y) —v(@)| < o(y) — 3] + |0 — v(=)|

dale dostavame Y
1—-N

2r-—p
lv(y) —v(@)| = N IVullLeq) Yo,y € Q.
P

Nyni vyuzijeme toho, Ze pro libovolné dva body z,y € RY existuje oteviend krychle @, konstruovana
vySe uvedenym zpusobem, takovd, ze z,y € Q a r = 2|y — z|. Odtud pak plyne, Ze pro vSechna
x,y € RY plati nerovnost

[0(y) = v(z)] < Clp, N)IVollooyly — 2|~ 7,

N
2

kde C(p, N) zévisi pouze na p a N. Zde jsme dostali C(p, N) = —x. Zbytek diikazu se provede
p

standardné pomoci hustoty Z2(R™Y). |




Pripad p=N

Nejprve ukazeme, Ze pro libovolné 1 < ¢ < +oo je WHN(RN) spojité vnoreny do L (RYM). Toto

loc
tvrzeni snadno plyne ze Sobolevovy-Gagliardovy-Nirenbergovy véty pro pfipad 1 £ p < N a toho,
ze p* = ]\’,’—J_Vp—>+ooprop—>N_.

q

Pfipometime, Ze v € L;__

q
loc

(RN) znamen4, Ze pro libovolné R > 0 mame fB(o R) |v(x)]9de < +o0.
(RY) je generovana t¥idou seminorem {|| - ||z, k =1,2,...}

1
||v||k:< / |v<x>|qu> ,
B(O,Rk)

kde Ry je libovolna posloupnost divergujici do +o0o pro k — +o0o. Timto zptsobem dostaneme
Frechetovu topologii (metrizovatelnou a tplnou), kterd nezdvisi na volbé posloupnosti (R)ken,

Ry, — +00. Konvergence v,, — v v L (RY) je ekvivalentni vyroku

Topologie na L

VR < 400 |vn () —v(x)]9dx — 0.
B(0,R)

Nyni mutzeme pristoupit k formulaci néasledujici véty.
Véta 3.61 (limitni pfipad p = N). Plati
WHN(RY) — LT

loc

(RY) V1 £ q< oo
Toto vnoreni je spojité a prosté zobrazeni.

Diikaz. Necht v € W1V (RM). Pouzijeme metodu offznuti (na oblast). Diky [3, Lemma 5.1.2] vime,
7e pro libovolné M € P(RY) patii funkce Mv do WHN(RY) a m4 kompaktni nosi¢. Z toho plyne,
ze

Mv e WHN=5(RY)  pro libovolné malé € > 0.
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(Pro libovolné R > 0 a libovolné malé € > 0 totiz plati LY (B(0, R)) € L¥=¢(B(0, R)), coz nenf
pravda na celém R™V!) Nyni pouzijeme Vétu 3.52 pro p = N — ¢ < N. Dostaneme

1 1 €

1
MveLIRY), kde-=—— - —=— ">
veARY), ke o =g - N v =9

Pro kazdé M € Z(RV) a 0 < £ < N tedy méme Mv € L™ (RV).
Ziejmé w — 400 pro ¢ = 0+. Vezmeme-li M = 1 na B(0, R), dostaneme pro libovolné
1€g<+caR>0
v e L1(B(0,R)).
lOC(RN)
je spojité pro libovolné 1 < ¢ < +oo. |

Snadno lze ovéfit, 7ze vSechny pouzité operace jsou spojité, a tudiz i vnoreni W~ (RY) « L1

Poznamka 3.62. 1. Vnoten{ WHV(RY) — L{ (RY) plati pro koneéné hodnoty g. Obecné z
v € WHN(RYN) neplyne, 7e v je omezené na omezenych mnozinach, viz piiklad funkce v(z) =

= |In(2)|*, uvedeny v [3, Section 5.1].

2. Lze ukézat (viz napt. [5, Corollary IX.11]), Ze dokonce W1V (RY) — L4(RY) pro viechna
1 £ g < 400, coz je ziejmé silngjsi tvrzeni, nez Véta 3.61.

3. I kdyz funkce v € WL (RY) nemusf byt v LS, (RY), lze dokdzat néco vic, ze v € LL (RY)
pro kazdé 1 £ ¢ < +oo. K tomu potrebujeme Sirsi t¥idu prostort, nez klasické Lebesguovy
prostory {L?, 1 £ p £ +oo}, a to Orliczovy prostory. Tvrzeni formulujeme v ndsledujici
propozici, kterou lze opét snadno dokazat pomoci Véty 3.52.

Propozice 3.63. Existuji dvé konstanty K > 0 a L > 0 takové, ze pro libovolné R > 0 a libovolnou
funkei v € WHN(RY) spliujici suppv € B(0, R) a Vol v @y = 1 plati

/ Kv@)dz < L|B(0, R)|.
B(0,R)
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o
Diikaz. Vratme se k Vété 3.52. Vime, Ze pro kazdé 1 < p < N a v € WHP(RY) plati

> UNIVERZITA
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2 RS
“7

(N -1)p %""rd u“\“"é\

[Vl Lo vy = m”vvﬂm(]@y
Méme ZAPADOCESKA
(N—-1)p N-1 Np
2N(N —-p) 2N2 N-p’
Protoze p* = —A],V_pp af=t <

1 pro libovolné N € N, plati % < p*. Tudiz
V]l o= @y = P IVV| Lo @y

Predpoklddejme nyni, Ze suppv C B(0, R). Z Holderovy nerovnosti pro

plyne

B l=

I90llzqar) = ( / |Vv|pdx>
B(0,R)
§|B(0,R)p%/ VolVdz | .
B(0,R)

Kombinaci poslednich dvou nerovnosti dostaneme

* L
vl o= (B(0,R)) = P*IB(0, R)|[»7 || Vvl L~ (B(0,R))-




Déle pokud 1 £ p < N, potom se pifslusné p* = NN—_’;) pohybuje mezi i~ a +o00. Zaménime-li p*

= < g < 400, plati

za ¢, dostaneme nasledujici tvrzeni: pro libovolné ¢ takové, ze
1
[vllLa(B(o,r)) < a|B(0, R)|7[|Vvl| Ly (B(0,R))- (3.54)

Nyni pouzijeme asymptoticky rozvoj

K? K1
eXKlvl :1+K|U|+?|U|2+"'+7|’U|q+"'

a dostaneme

/ eXlYldz =|B(0, R)| + K/ v|da
B(0,R) B(0,R)

+oo
Kq/
+ —— v|?dz.
> T )y |v]

— (0,R)

(3.55)

Predpoklddejme, ze N = 2. Potom % < 2, a tedy (3.54) plati pro kazdé ¢ = 2. Protoze
Vol L~ (Be0,r)) < 1, mdme

1
|B(0, R)| Jp(0,R)

Pro ¢ = 1 pouzijeme Holderovu nerovnost

v(z)|dz < |B ,R% v(z)|?dz
/B(O7R)|<>| < B0, R)| (/B(&R)un )

a nerovnost (3.56) pro ¢ = 2 a dostaneme

Vg =2 [v|fdz < q7. (3.56)

Nl

N

1 1
_— v(z)lde £ | ——r v(@)?dz | <2 3.57
|B(0, R)| B(o,R)l ()lde = <|B(07R)| B(O,R)| @) ) - (3:57)
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Z nerovnosti (3.55), (3.56) a (3.57) plyne

+oo
1 / Klo(o)| Kiq1
—_— e dr <1+2K + .
|B(0, R)| JB(o,r) - q; q!

q,4 ,
K29% Méme

. def
Polozme u, = 7

1 q
B S — <1+-) — Ke.

g—+00  Ug q—+o0 q

Rada 3 K;f’q je tedy konvergentni pro K < % Pro zvolené K < % tedy vezmeme L = 1+ 2K +

{_CXD q,9
+ > Kq!q , a tedy pro libovolné R > 0 plati
q=2
1 / Kuv(x)
—_ e dz £ L,
|B(0, R)| JB(o,R) -
¢imz je dikaz dokoncen. |

Tvrzeni Propozice 3.63 lze vylepsit. Misto (3.54) lze dokédzat presnéjsi odhad

[vllze £ Cng" =% |B(0, R)|7 || V0| -

Dulezité je zde znalost nejlepsi konstanty C(p, N) v Sobolevové vété o vnofeni. Stejnym postupem
jako vyse se odvodi nésledujici nerovnost, dokdzand Trudingerem [25] a Moserem [19].

Propozice 3.64. M¢jme stejné predpoklady jako v Propozici 3.63. Potom existuji konstanty o > 0
a K(N) > 0 takové, ze pro libovolné v € WHP(RY) splitujici suppv C B(0, R) a |[|[Vol| .~ (50,r)) < 1
plati

N
/ @I 4z < K(N)|B(0, R)|-
B(0,R)
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Poznamenejme, zZe mocnina % je optimalni.
Vratme se nyni k obecnému pripadu a dokon¢eme studium Sobolevovych vét o vnofeni nasledu-
jicim tvrzenim, které dostaneme opakovanym pouzitim Véty 3.51.

Véta 3.65. Necht Q je oteviend omezend podmnozina RY s hranici 0Q tridy C'. Necht 1 < p <
< +o00 ame NU{0}.

(i) Je-li mp < N, potom W™P(Q) < LU(Q), kde ; = L — 5.

(i) Je-li mp = N, potom W™P(Q) < L1(Q) pro libovolné 1 < q < +o0.
(iii) Je-li mp > N, potom W™P(Q) — C*(Q), kde

def

che(Q) & {y e CF(Q) : Dlv e C*(Q) pro [I] =k},

k= [m—%] aa:m—%—k Osa<l)
Poznamka 3.66. Jako pitklad pouziti Véty 3.65 uvedme, Ze H2(Q), kde Q C R je spojité vnoren
do C(2) pro N < 4,tj. N =1,2,3.

Kapitolu zakon¢ime nésledujici vétou o kompaktnim vnoteni. Pouzitim Sobolevovy véty o vnoreni
1ze vylepsit Rellichovu-Kondrachovovu vétu (Véta 3.33).

Véta 3.67. Necht Q je oteviend omezend podmnozina RY , jejiz hranice O je tridy C. Pak mdme
nasledujici kompaktni vnorend.

i) Je-li p < N, potom ’ e pro kaZdé 1 < q < p*, kde — = + —
i) Je-l N wtr(Q L1(Q kazdé 1 < *, kd pl ;

2

(ii) Je-li p= N, potom WHP(Q) < LI(Q) pro kaZdé 1 < q < +oc.

(iii) Je-li p > N, potom W'P(Q) —— C(Q).
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Diikaz. Tvrzeni (iii) plyne z Véty 3.51(iii) a Ascoliho véty, protoZe libovolnd podmnozina WP ()
je omezend v C% kde o =1 — %, a tedy stejné spojita.

Uvazujme pifpad (i). Vezméme omezenou posloupnost (v,)nen prvkil prostoru WHP(Q). Podle
Sobolevovy véty o vnoieni, Véty 3.51(i), je posloupnost (v, )nen omezend v prostoru LP (). Podle
klasické Rellichovy-Kondrachovovy véty, Véty 3.33, mtizeme vybrat podposloupnost (vy, )ren tako-
vou, 7e vy, — v v prostoru LP(Q). DokéZzeme, ze konvergence v, — v plati i v kazdém L4(2), kde
1< g <ph.

Pouzijeme néasledujici zobecnénou verzi Holderovy nerovnosti. Pokud fi, fo, ..., fx splauji
fielPi(Q),15i<k, a

1 1 1
_ = — + J—
P D1 P2
potom jejich soucin f = Hi-czl fi patif do LP(2) a

4+ 4+ —=1,

1
Dk

I flle) = 1f1llzes @)l fellzee @) - - - |l ok )-

Specidlng, pokud f € LP(Q)NLI(Q), kde 1 < p £ ¢ < 400, potom f € L"(2) pro vSechnap < r < g
a plati nasledujici interpola¢ni vztah.

1 a 1—«

1 llzr@) S IF11Zn o) 1l a()  kde —= P 0sasl). (3.58)
Pouzili jsme Holderovu nerovnost na |f|* € L= a |f|'~* € L™= diky tomu, Ze
1 1 1
R

Nyni vezmeme p < ¢ < p* a pouzijeme vySe uvedeny interpolaéni vztah (3.58) na |v,, — v| pro

% =2+ 1;—*‘1 a a > 0 (protoze ¢ < p*). Dostaneme

lem, — ollzey < v, — s llvm — ol

< Cllvp, — 7)||%p(9)a

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI




protoze posloupnost (v, Jken je omezend v LP" (2). Napifklad diky Fatouovu lemmatu navic mame,
7e v patii do LP" (Q). Protoze a > 0 a v,, — v v prostoru LP(f2), dostavame, 7e v,, — v v LI(Q)
pro libovolné p < ¢ < p*, a tudiz i pro libovolné 1 < g < p* (2 je omezena). |

Poznamka 3.68. Jiny dikaz Véty 3.67 se opird o pouziti Vitaliho véty. Lze ukazat, Ze pro libovolné
1 < g < p* je posloupnost (|v,,|?)ken ekviintegrovatelnd (pfimym pouzitim klasické Holderovy
nerovnosti) a konverguje v mife (po prechodu k dalsi vybrané podposloupnosti).
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3.8. Kviz - Vnoreni Sobolevovych prostoria v .| =
N2t S
oy
| Vnoteni Sobolevovych prostori |
1. Operétor stop vp : WHP(2) — LP(9) je spojitym linedrnim rozsffenim operdtoru o : D p Zrsotesca
Wy P (Q) — LP(99) o

2(Q) — LP(89)

2(92) — LP (892)

C(Q) = LP(3Q)
2. Necht g : WHP(Q) — LP(99) je operator stop, pak jeho jadro se rovnd prostoru

Wy (€)




3. Necht Q C RY je omezend oteviend mnozina s hranici 9Q tiidy C'. Potom pro libovolné

u,v € H'(Q) a kazdé 1 < i < N plati

ou

D,
Q|

I 5
Q

i

Q
4. Necht

»

>

)

&=z

s >

e

s> N —2,

25> N — 2,

pak prostor H*(R™) je spojité vnoien do prostoru C(R™).

vdz= [uflde+ [ yo(u)ro(v)(i - &) do
Q 80

vdz=—[ufLdz+ [ v0(u)y0(v)(7 - &) do
Q ‘ 2Q

fg;‘i Uda:—l—fu(%’idzz— J vo(w)vo(v)(7t - &) do
Q a0

L]

IsTRANS, 7
D
%

A\
¥,

%/
Zxg ynis
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5. Necht  C RY je omezend oteviend mnozina s hranici 99 t¥idy C'. Potom prostor W1?(€),
1 < p < N je spojité vnoren do prostoru LP (€2), kde

p* = J\;EP
p* = ik
p* = ]\;‘;\’]P
pt = £

6. Necht © C R" je omezend oteviend mnozina s hranici 99 t¥idy C*. Potom prostor W'(Q),
N < p, je spojité vnoren do prostoru C%(Q), kde

a=1-—
a=1-—
a=1-—
a=1

N

P

1
p

2=

L]

IsTRANY, :

v
N 4

%/
Zxg ynis
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7. Necht 1 < p < N, potom prostor WP (RY), je spojité vnoren
do prostoru LP™ (RN), kde

il — 1
pT=p+ N
* 1 ZAPADOCESKA
pT=p+ pN > UNIVERZITA
V PLZNI
x _ N—p

p*=p+N -1
8. Necht 2 C RY je oteviend mnozina, 1 < p < N. Pak pro libovolné

v € LP(Q)
v € WyP(Q)

v e WhP(Q)

ve wh I (@)
plati nerovnost ||v||zr) = Q¥ C(p, NIV e (e)-




9. Necht p > N,aa = 1 — %. Pak existuje konstanta C = C(N,p) takové, Ze pro libovolné
v € WEP(RYN) plati

[v(y) —v(@)|* =C|Vol| o gy ly— 2|

Al CESKA
[v(y) —v(@)| = Cllvll Lo @iy ly—=]* D |

V PLZNI

o) —v(@)| SCIVll Lo @ ly—al®

[v(y) —v(2)| S CNVY|l o= gny ly— 2]
10. Necht p = N, potom

WLN(RN) s LIRN),q€]1, 00)

WLN(RN) — L1

loc

®RN),q€[1,00)

WLIRN) — LY (RN), g€[1,00)

loc

WLN(RN) < Li

loc

(RN),q€[1, 00




L]

11. Existuji konstanty K > 0, L > 0 takové, ze pro libovolné R > 0 a libovolnou funkeci

v € WHN(RYN) splitujici “ > 7
LS
4 o\
supp v C B, ) A [Vl ey < 1
suppv C B(0, R) A Vol o gy 1 > ﬁ:?:::zﬁ::“

V PLZNI

supp v C B(0, B) A [Voll v gy < L

supp v C B(0, R) A [Voll v gy € K

plati nerovnost [ eX*(®) dx < L|B(0, R)|.
B(0,R)

12. Necht Q C R'2 je omezend oteviend mnozina s hranici 99 tiidy C'. Potom

a) plati vnoren{

W23(Q) — L1(Q), g€[1,12]

W23(Q) — CL(Q)

W23(Q) — L1(Q), ¢€[1, 5]

W23(Q) — L1(Q), g[6,12)




b) plati vnofeni

W34(Q) > C(Q)
W34(Q) — C1(Q)
W34(Q) & L®(Q)

W34(Q) < L1(Q), ¢€[1,00)
¢) plati vnofeni

W45(Q) < C2%(Q), a€[0,0.2)
W45 (Q) < CL(Q), ae[0,0.6)
W45(Q) < C1(Q), ae[0,0.8)

W45(Q) — C2(Q), a€l0,2)




d) plati kompaktn{ vnoteni

Wh12(Q) e C(Q)
W12(Q) e L (Q)
W1,12(Q) 3oy Lq(Q), qe [17 OO)

wWh12(Q) = Cl(Q)







Kapitola 4

Eliptické diferencialni rovnice




Pruvodce studiem

V této kapitole se sezndmite s modernimi metodams resend eliptickych parcidlnich diferencidlnich rov-
nic. Vijchozi je variacni pristup a Lazovo-Milgramovo lemma. Reseni hleddme v zobecnéném smyslu
v Sobolevovijch prostorech. VyuZijeme zde poznatki z predchozi kapitoly a z pruni kapitoly. Ddle se
pak budeme zabyvat podminkami, za kterych je zobecnéné reseni tesenim klasickym (hladkost resent
je alespor takovd, jako 7dd rovnice a rouvnice i okrajové podminky jsou splnény v kaZdém bodé).
Uvedeme si slavné Schauderovy odhady a nékteré jejich disledky.

4.1. Dirichletova tloha pro Poissonovu rovnici - variaéni pri-
stup

Prototypem okrajové tlohy pro eliptické parcidlni diferencidlni rovnice je homogenni Dirichletova

tloha pro Poissonovu rovnici:
—Au=f v Q,

u=~0 na 0f2. (4.1)

Klasickym resenim této tlohy je kazda funkce u € C(2) N C?(Q) spliujici okrajové podminky. Jak
jsme vidéli v Prikladu 2.88, spojitost f na €2 nezarucuje existenci klasického feseni. Na druhou stranu
feseni ve smyslu distribuci je prilis obecny pojem. Nemusi se jednat ani o funkci. Z tohoto divodu
se definuje slabé Tesent.

Definice 4.1. Necht F' € H}(Q)*. Rekneme, ze funkce u € HE(Q) je slabym resenim tilohy (4.1)
pokud plati

/ Vu- Vo de — F(9) (4.2)
Q
pro viechna ¢ € Hg(9).

N
Pro pfipomenuti: Vu - Vo = > %%.
£ i D
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Véta 4.2 (Dirichletiv princip). Necht Q@ C RY je oblast omezend v jednom sméru. Necht
F € H(Q)*. Potom ezistuje pravé jedno slabé veseni u € H} () lohy (4.1) a plati odhad:

lullzr ) = KN F ||l g~ (4.3)

kde konstanta K = K(N, Q) zdvisi jen na dimenzi N a oblasti Q.
Navic v tomto Teseni se realizuje minimum kvadratického funkciondlu

def 1

J(v) = 2/Q|Vv|2dac—F(v) (4.4)

na H (), to jest
J(u)= min J(v).
(u) e E( ) (v)

Diikaz. Budeme aplikovat Vétu 1.39 (Laxovo-Milgramovo Lemma). Na Hilbertové prostoru Hg ()
je skalarni soucin (u, v) g1 (q) ddn predpisem

(u,v>H1(Q):/uvdx—i—/Vu-Vvdm
Q Q

anorma ||ul| g1 (o) = /{1, u) g1 (q). Omezenost bilinedrni formy [, Vu- Vo dz je ziejmé z nésledujici
nerovnosti

/Vu~Vudx§/u2dx+/ |Vu|2dx:||u||%{1(g)
Q ) Q

Nyn{ musime dokézat (Hg(€2), (-, - )1 (a))-koercivitu. Podle Véty 3.22 plati nerovnost (3.9), kterou
prepiseme pro p = 2:

/U2d$§CQ,N(Q)/ |Vul|*dz .
Q Q
Tudiz
||Vu||§{1(m :/ |Vu|2dx+/u2dx§ (1—1—62,1\7(9))/ |Vu|? dz,
Q Q Q
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a tedy
1

1+ 0271\[(9)

Tim je dokdzana (H(Q), (-, -) 1 (q))-koercivita. Podle Véty 1.39 existuje pravé jedno u € H}(9)
spliujici (4.1), to jest

Vo € Hy(Q): / Vu-Védr = F(¢).
Q
Pro toto FeSeni navic plati odhad (1.20), coz v naSem piipadé po dosazeni je
lullzre) = (14 c2,n () [1F ]l 10+

Protoze konstanta co n(€2) (p = 2) z Véty 3.22 zavisi jen na dimenzi prostoru N a oblasti Q, je
dokazan odhad (4.3).
7 Véty 1.39 téz plyne, Ze toto Feseni navic minimalizuje (4.4). ]

Véta 4.3. Necht Q C RY je oblast omezend v jednom sméru. Na prostoru HZ () lze definovat
skalarni soucin

(u,v) 1 déf/QVu-Vvdx.
Norma definovand timto skaldrnim soucinem
lull gy = 4/ o, u) g
je na tomto prostoru ekvivalentni s normou ||ul| g1 (q), t.j. evistuji konstanty c,C > 0 tak, Ze
Vu € Hy(Q): cllullmio) S llullay@) < Cllulla o) -

Diikaz. Z dikazu predchozi véty je vidét, ze C =1 a ¢ = m, kde ¢, N je konstanta z Véty
3.22 pro p = 2. ’ |
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Propozice 4.4 (Charakterizace prvkia dualu k H(Q) a H}(Q)). Necht FF € HY(Q)* resp.
H}(Q)* je spojity linearni funkciondl na H'(Q) resp. Hi(Q), Q@ C RY. Potom existuji funkce
fos f1, fo, ... fn € L2() takové, Ze

0
Vo € H'(Q) resp. Hy(Q)): F(¢) = / f0¢dx+/ i a%’dx (4.5)
Q Q i
a zaroven plati rovnost
IFlar@x=| D, Ifillizq | - (4.6)
0<i<N

V piipadé prostoru H}(Q), kde Q je oblast omezend v jednom sméru, lze volit fo = 0 a pak plati

1

2

1Flay- = | Do IfillZey | - (4.7)

1SN

Naopak, jsou-li ddny funkce fo, f1, fo, ... fnv € L2(Q), je F : HY(Q) — R resp. F : H}(Q) = R
definovany identitou (4.5) linedrni funkcionél, jehoZ norma splituje nerovnost

2

IFla@x S| D) Ifilliz@ | - (4.8)
0<i<N

Diikaz. Na Hilbertové prostoru H!(f2) je skaldrni soucin (u,v) (o) dan predpisem
(u,v) g1y = / uvdx+/ Vu-Vovdz.
Q Q

Je-li ddn funkciondl F' € H'(Q)*, pak podle Rieszovy véty o reprezentaci 1.36 spojitého linearnfho
funkciondlu na Hilbertové prostoru existuje u € H*(Q) tak, Ze plati 4.5:

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI




Vo € HY(Q): F(¢) = /u¢dx+/ Z SZ gi (4.9)

Protoze u € H'(Q), mizeme polozit fo = u € L*(Q) a f; = g—; € L?(Q2). Rovnost (4.6) plyne pifmo
z Rieszovy véty, rovnice (1.8).

Necht nyni opa¢né jsou dany funkce fo, f1, f2,... fv € L*(). Linearita plyne z linearity inte-
gralu. Zbyva dokézat spojitost na H*(£2). Podle Cauchyovy-Schwartzovy nerovnosti (1.4) na Hilber-
tové prostoru L?(£2) dostaneme

N 96
= [lfollzz@ 19l 2 () + Z 1fill2() H%
i—1

illra@)

a(é dx

F¢>|:Vﬂfo¢dx+/gifia
i=1 g

Opétovnym uzitim Cauchyovy-Schwartzovy nerovnosti (1.4) na Hilbertové prostoru RV +1

T /N 2
(| Z aib;| < (Z a?) (Z bf) ), dostaneme
i=0
N 3
) = <Z ||fi||%2(n)> 18]l 11 () -
L2(Q) i=0

i=0
N
F(¢)| = (Z IIfz'Ilizm)) <
i=0
Tim je dokézdna omezenost a tedy i spojitost. Zéroven odtud plyne i odhad (4.8).
Stejné bychom provedli ditkaz pro H}(Q). V pfipadé, ze 2 je oblast omezend v jednom sméru,
Ize na Hy(Q) pouzit skalarni souéin (u, v) g1 (o) davajici ekvivalentni normu [Jul| g1 (o). Protoze se ve

N

8@

skaldrnim soucinu (u,v) g1(q) nevyskytuje ¢len Jouvdz, vyjde fo = 0.
|

Poznamka 4.5. Poznamenejme, Ze pii konstrukei funkcionalu F z funkef fo, fi1, f2, ... fx € L?(Q)
nemuzeme obecné dostat rovnost v nerovnosti (4.8). Vytvorime-li totiz F, muze se stét, ze prvek
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u € HY(Q), ktery tento funkcional reprezentuje (podle Rieszovy Véty o reprezentaci 1.36) nespliiuje

rovnost u = fp a 5’5 = fi, i = 1,...,N. Ne kazda N-tice funkci f1, f2,... fv € L*(Q) je totiz

gradientem (ve slabém smyslu) funkce fo € L?(Q2)! Rovnost nastane jen v tom pifpadé, pokud plati
_ Ju __ o

’U,—foaaiwi—fi’l—l,...,N.

Poznamka 4.6. Ve svétle predchozi véty se nékdy slabé reseni definuje ekvivalentné takto. Necht
fos f1,--- fn € L%(2). Rekneme, Ze funkce u € H}(Q) je slabym resenim pokud plati

N 96
AVU'Vqux/Qfogbd:ch/Q;ﬁamidx (4.10)

pro viechna ¢ € H}(Q).

V matematické fyzice se ¢asto vyskytuje Poissonova rovnice s nehomogenni okrajovou Dirichleto-
vou podminkou. V jeji klasické podobé, jsou dédny funkce f € C(2) a v € C(90Q). Klasickgm reSenim
tlohy

—Au=f v Q,

U =w na 0f2. (4.11)

je kazda funkce u € C(Q) N C?(£2) splitujici rovnici i okrajové podminky v kazdém bodé. Tato tiloha
byla pro f = 0 studovdna od konce osmnactého stoleti. Byla to pravé tato tuloha, kterd podnitila
rozvoj jak variacniho poctu tak teorie potencidlu.

Véta 4.7 ([6], V&ta 9.25). Necht Q C RN je omezend oblast s hranici tridy C2. Necht f € L*(Q)
au € H(Q) je slabé Tesent dlohy 4.1. Potom u € H*(Q) a |[ul| g2y < C||f|l12, kde C zdvisi pouze
na .

Navic, je-li Q@ omezend oblast s hranici tridy C™ a f € H™(Q), potom u € H™2(Q) a
llull gmiz) = Cllfllam @), kde C zdvisi pouze na €.

Specidlné pro m > N/2, Q omezenou oblast s hranici tridy m a f € H™(Q), dostaneme
u € C%(Q), lullc2@my S Cllflem (). Konecné pro 2 omezenou oblast s hranici tridy C= a f € C>(2)
dostaneme u € C*(€2).

@:
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4.2. Princip maxima

Princip maxima pro klasicka reseni se pouziva k jednoduchym avsak casto velmi uziteénym bodovym
odhadum feseni. Zde si uvedeme jeho variantu pro elipticky operédtor typu

N
def
Lu = bi( 4.12
u MZ:la ()axza% +; %) + e(w)u(®), (4.12)
kde funkce a;;,b; a c € C%%(Q), 4,5 = 1,..., N, a funkee a;; splituji podminky uniformn{ elipti¢nosti:
N
IN>0 VEERY: > a;&& 2 M (4.13)
i,j=1
a symetrie .

a;j(z) = aj(x) VreQ. (4.14)

Véta 4.8 ([9], Véta 3.7, str. 36). Necht Lu = f v omezené oblasti Q, L je uniformné elipticky
operdtor, ¢ <0 au € C(2) NC?(Q). Potom

supu < suput + Csup (4.15)
Q a0 A
kde f~ 4 ax — f,0. Pokud navic Lu = f na dané oblasti potom
Sup lu] £ sup |u| + Csup |f| (4.16)

kde konstanta C zdvisi jen na diam ) a

b;
ﬁd:ef max sup —— (ac)
i=1,...,N zc A
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Ve specidlnim pripade, kdy 0 lezi mezi dvéma nadrovinami mezi nimiz je vzddlennost d, pak C =
— oB+1)d _q
=e .

Diikaz. Necht d > 0 je takové, ze Q C {x € RY : 0 < x1 < d}. Polozme

N 2 N
def 0°u ou
Lou = E aij—-i- bi_'
f= 3.’1718.'17] im1 63;1

Pro a 2 41 plati
Loe®' = (@®ay1 + aby)e™™ 2 X (a® — aB) e*™ 2 \.

Necht

def N
v é Sllp u+ + (ead _ e()tfl'l Sup f_) .
9 Q

Vezmeme-li v ivahu

Lv:L0v+cv§—)\supf—,
a0 A

dostaneme

L(v—u)é—A(sgpr_—i-%) Vz € Q

av—u=0nad Odtud pro C =e*? —1 a a = 3+ 1 dostaneme nerovnost (4.15):

supu < supu’ + Csup .
Q 0 o A

Nerovnost (4.16) dostaneme z (4.15) zdménou u za —u.

T7

- OspaN™ N
‘}:’ STRAY $
2, <S>
Sk g\
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4.3. Schaud teori
chauderova teorie ‘_7

Schauderova teorie se tyka diferencidlnich operatora typu ""/0“- >
N 9 N
def 0°u ou
Luzg a;ii(r)=——(x b;(x z) + c(x)u(x),
2, gy ) 2 M) () ) D e
W= - V PLZNI

kde funkce a;j,b; a ¢ € C%%(Q), 4,5 = 1,..., N, a funkce a;; spliuji podminky uniformni elipticity
(4.13). a symetrie (4.14) Tato teorie se tykd existence klasickych feSeni. Je zaloZena na teorii poten-
cidlu, kterou v jistém smyslu zobectiuje. Objev Schauderovy teorie Juliuszem Schauderem [22] v roce
1930 znamenal prilom nejen v teorii eliptickych parcidlnich diferencidlnich rovnic, ale pfinesl rovnéz
stézejni vysledky ve funkciondlni analyze. Slavny Lerrayuv-Schaudertuv stupen zobrazeni, dnes ne-
postradatelny nastroj nelinedrni analyzy, byl pavodné vytvoren za ticelem studia i rovnic linearnich.
Tento fakt je dnes v zaplavé nelinedrnich ¢lank jiz velice méalo znam.

Véta 4.9 (Hlavni Schaudertv odhad, GILBARG-TRUDINGER [9], Vé&ta 6.6). Necht 0 < a <1,
Q C RN je oblast s hranici tiidy C** a necht u € C**(Q) je klasické reseni tilohy

Lu = f »Q, (4.17)
u = ¢ nadfd, (4.18)

kde f € C**(Q), p € C*%(Q), koeficienty operdtoru L spliuji podminku uniformni elipticity (4.13)
a existuje A > 0 takové, Ze

Vi,j=1,...,N: ||aij||coya(§)a ||bi||coya(ﬁ)v ||C||coya(ﬁ) SA (4.19)

Potom
lllga.ay S € (lullo@ + Iellczag + 1 looa) (4.20)

kde C > 0 zdvist jen na N,a, \, A a Q a nikoliv na u.




Poznamka 4.10. Aby nedoslo k mylné interpretaci predchozi véty, zdiraznéme, Ze véta pied-
poklada, ze pokud mdme klasické feSeni u € C(Q) N C*(Q) tlohy (4.17), o kterém uZ vime, Ze
u € C%%(Q), pak je jeho norma odhadnuta nerovnosti (4.20). Véta neiikd, ze kazdé klasické feSeni
u € C(2) N C?(), tlohy (4.17) m4 normu [[ull 2. @) odhadnutou nerovnosti (4.20) a tudiz je jiz z
C?2(Q).

Pozndmka 4.11. Vsimnéte si, Ze na pravé strané nerovnice (4.20) vystupuje téZ norma ||ul|cog)
a proto Véta 4.9 zahrnuje i pripad, kdy L ma netrividlni jadro. Naptiklad Dirichletova tiloha na
omezené oblasti Q C RN s hranici tiidy C%

Au+X u = 0 vQ,
v = 0 mnadQ,

kde A; je prvni vlastni ¢islo, mé nekone¢né mnoho reseni. Tato reseni lze psat ve tvaru u = t 1, kde
t € R a ¢ je prvni vlastni funkce operatoru A s homogenni Dirichletovou podminkou na 0f2.

Poznamka 4.12. Konstanta C' zédvisi na oblasti 2 v tom smyslu, ze C zavisi na konstanté K, ktera
omezuje C%® normy zobrazeni 1), kters lokalné reprezentuji hranici 0.

Véta 4.13 (Existence klasického Feseni Dirichletovy tlohy, GILBARG-TRUDINGER [9], Véta
6.8, str. 100). Necht 0 < a < 1, Q C RY je oblast s hranici tridy C*<. Necht L spliuje stejné
predpoklady jako ve VEté 4.9 a necht navic c(z) < 0 viude v Q. Za téchto predpokladii plati ndsledugici
implikace. Ma-li Dirichletova tloha pro Poissonovu rovnici

Au = f vQ,

u = g mnadf)
resent v prostoru C*(Q) pro kazdé f € CO*(Q) a kazdé g € C*%(Q), potom md i tloha
Lu = f vQ, (4.21)
u = g naodf (4.22)

jednoznacné reseni v prostoru C*%(Q) pro kazdé f € C%%(Q) a kazdé g € C>*(Q).

@:
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Véta 4.13 se dokazuje pomoci odhadu (4.20) z Véty 4.9 a nésledujici véty.

Véta 4.14 (Kontinuace vzhledem k parametru, GILBARG-TRUDINGER [9], Véta 5.2, str.
75). Necht B je Banachiv prostor, ¥ normovany linedrni prostor a Lo, L1 : 8 — ¥ jsou omezené
linedrni operdtory. Pro kaZdé t € [0,1] poloZme

L —t)Lo+tL,

a predpokladejme, Ze existuje konstanta C > 0 takovd, Ze
lulls = C|| Leull» (4.23)
pro vSechna t € [0,1]. Potom Ly zobrazuje # na ¥ tehdy a jen tehdy, pokud Lo zobrazuje 2 na ¥ .

Ditkaz. Predpokladdejme, ze L zobrazuje & na ¥ pro néjaké s € [0,1]. Z podminky (4.23) plyne,
7e L je prosté. TudiZ inverzni zobrazeni L' existuje. Pro t € [0,1] a y € ¥ je rovnice Lyu = y
ekvivalentni s rovnici

Liu=y+ (Ls— Li)u=

=y+({t—9s)Lou—(t—s)Lu,

coz lze prepsat jako
z=L7 y+(t—s)L7 (Lo — LY u.
Snadno ukézeme, ze zobrazeni

def

Kit:B—>B, Koru=L'y+({t—s)L7' (Lo—L")u

je kontraktivni pro s,t € [0, 1] dostatecné blizko sebe. Vskutku pro u,v € # dostaneme
1K u—Kspvllg S ¢ = sl ||L7H (Lo = L) (u—v)|| 5 <

|t — s|C (| Loll.z(w,v) + | L1l 2@,v)) lu—vl=,
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kde C' je z nerovnosti (4.23). Pro kazdé s,t € [0,1] takové, zZe

def
t—s| <6< C (Lol @) + 1Ll 2@,))
je K, kontraktivni. TudiZ rovnice z = K, ;x mé pravé jedno feseni podle Véty 1.12. Toto feSeni
je ovSem Fesenim i puvodni rovnice L; u = y. Zobrazeni L; zobrazuje tedy % na cely prostor ¥ pro
vSechna t € [0,1] : |s — ¢] < 0.
Nyni rozdélime interval [0, 1] na systém intervali:

M-1 . .
v 1+1
0,1] = —, —
o.0= U |57
kde M < 1/5. Jisté plati, ze s € [1&, 1] pro ngjaké ip € {1,... Mo}. Pak, ale L; zobrazuje % na

cely prostor ¥ pro vsechna t € [%’2—, %] Déle pouzijeme jako startovni hodnoty krajni body tohoto

. i, dotl o v - ig—1 i io+l ig+2 - .
intervalu §% a 4= a vysledek rozsiiime na [*9=, 4] a [*4—, “47~]. Toto opakujeme tak dlouho, az

pokryjeme cely interval [0,1] (opakujeme nejvyse M krat). Tim dostaneme, ze L; zobrazuje £ na
cely prostor ¥ pro vSechna t € Uﬁal[ﬁ, 2l =10,1].
|

Jako startovni bod nadm slouzi Kellogova véta.

Véta 4.15 (KONIG [10], Vé&ta 2, str. 32). Necht Q@ C RN, N = 2, je omezend oblast s hranici

00 tridy QQ’O‘, 0 < a < 1. Potom pro kazdé f € C*(Q) a g € C*%(Q) ewistuje prdvé jedno Teseni
u € C?%(Q) Dirichletovy okrajové tilohy

Au = f vQ, (4.24)

u = g nadf). (4.25)

Diukaz Kellogovy véty je velice slozity. Vysledek nevyplyva jen Cisté z teorie potencidlu a v dukaze
je tfeba kombinovat vice pristupu. Z tohoto duvodu dokazeme vétu ve specidlnim tvaru, kdy je dukaz
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1849
pomérné snadny. Dukaz plnohodnotného vysledku lze najit napt. v knize GILBARG-TRUDINGER  [9].
Zajimavé je, ze v nasem piistupu pouzijeme metodu kontinuace jiz k ditkazu oslabené Kelloggovy Y 7
v < <
vety. g yw

Diikaz. Budeme navic predpokladat, Ze hranice oblasti je t¥idy C**2, kde k f N /241 pro N sudé

ak= |—N/2—| pro N liché. D ZAPADOCESKA

Bez ztraty na obecnosti lze predpoklddat, ze g = 0, nebot muZeme rovnici (4.24) uvazovat s P univerzma

V PLZNI

w - g. Rozsitme funkci f € C%(Q) a-Hoélderovsky na celé RY (podle Véty 1.174). Uvazujme

jednoparametricky systém
I déff*wt pro t € [0,1].

Podle Véty 1.177 plati, ze f; € C>(Q) pro t € (0,1] a f; = f stejnomérné na Q. Dokonce podle
Véty 1.177 pro vSechna ¢ € [0, 1] plati

Ifelca@y = 20fllca -

Aplikaci Véty 4.7 (L? teorie) na jednoparametricky systém tloh

Au = fi vQ, (4.26)
u = 0 naodf, (4.27)

zjistime, Ze tento problém md pravé jedno reseni u; € HF22(Q) — C?%(Q). Nyni, vime-li, ze
up € C%%(Q), mizeme pouzit Schauderova odhadu (4.20) a dostaneme

el S C (Iullcog + I fillcoa) S C (lulloog + 2 lcoa)
kde C' > 0 zavisi jen na N, « a  a nikoliv na u;. Z principu maxima, Véta 4.8, dédle plyne, ze
lutllcoy = Carslfill @y S Carllfill oy = 2Ca16ll fll oy »
kde Cj 16 je konstanta z nerovnosti (4.16) zdvisejici pouze na Q a N. Odtud

||Ut||c2,a(§) < 2(Caa6 + C)||f||cova(ﬁ) :




Tento odhad je platny pro vechna t € [0,1].! Zvolme néjaké ¢ty € [0,1]. Pro toto ¢y ma tloha
(4.26)—(4.27) feSeni uy, € C?*(Q). Diky predeslému odhadu feseni pro ¢ = 0 dostaneme kontinuaci
podle Véty 4.14.

]

Véta 4.16 (Existence klasického FeSeni Dirichletovy tilohy, GILBARG-TRUDINGER [9], Vé&ta

6.14, str. 107). Necht Q1 C RN _je omezend oblast, L je strikiné elipticky linedrni operator typu

(4.12) na Q, ¢ = 0 na Q, f € C¥(Q) a vsechny koeficienty v L jsou z C*(Q) pro néjaké 0 < a < 1.
Necht ddle 99 je tridy C** a funkce g € C**(Q). Potom Dirichletova tiloha

Lu = f vQ, (4.28)

u = g mnadfd (4.29)

md prdvé jedno veseni v prostoru C**(Q)

Véta 4.17 (Fredholmova alternativa pro klasické reSeni, GILBARG-TRUDINGER [9], Véta
6.15, str. 107-108). Necht Q C RYN je omezend oblast, L je strikiné elipticky linedrni operdtor
typu (4.12) na Q (c miZe nabyvat i kladnyjch hodnot) a vsechny koeficienty v L jsou z C*(Q) pro
néjaké 0 < a < 1. Necht ddle 09 je tridy C**. Potom nastdvd pravé jedna z ndsledujicich moZnosti.

1. Homogenni Dirichletova tloha

Lu = 0 vQ,
u = 0 nadfd

md pouze nulové reseni. V tomto pripadé md Dirichletova iloha

Lu = f vQ,
u = g mnadf)

Pro t € (0, 1] tento odhad omezuje fesen{ o jejichz existenci jiz vime z L2-teorie, pro t = 0 se jedné o apriorni
odhad, tj. odhad typu pokud C?%(Q) feSeni existuje, pak jiz musi byt timto odhadem omezené.
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prdvé jedno reseni v prostoru C*%(Q) pro libovoulnou f € C*(Q) a g € C*>(Q).

2. V opacném pripadée mnozina vsech reseni homogenni Dirichletovy ulohy

Lu = 0 vQ,
u = 0 nadfd

tvori konecné dimenziondini podprostor C*%(Q).




4.4. Kviz - eliptické parcialni diferencialni rovnice

| Eliptické rovnice - zakladni teorie |

1. Uvazujeme Poissonovu rovnici —Au = f vQ; u=0 nadQ, QcRV.

a) Klasické feseni u Poissonovy rovnice spliiuje okrajové podminky a

u€HE(Q)
ue Wy N ()
u€ 2(Q)
weC(@NC(Q)
b) Slabé feseni u Poissonovy rovnice spliiuje rovnost ({ Vu-Vodr = s{ fodr
Vo e HL(Q) a ue HY(Q)
Voe H(Q) a ue Wy N ()
Voe2(Q) a ue HY(Q)

Vpe2(Q) a ueCO(Q)

T7

- OspaN™ N
‘}:’ STRAY $
2, <S>
Sk g\
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¢) Necht f € L?(Q), potom existuje pravé jedno slabé feseni u € Hg (2) Poissonovy rovnice a pro
funkciondl F'(v) =

1 2 g
= [|Vu|?dx— | fvdz je F(u)= max F(v

1 2 . .
= | |Vu|* —fvdz je F(u)= min F(v
B[Vl —fode jo Flw)= min F()
1 2 . .
= | |Vu|*de— | fvdx je F(u)= min F(v
31907 da—[fods jo Fu) = min F©)

|Vv|? - fvdz je F(u)= max F(v)

1
2 vEHE(Q)

D D D

d) Necht Q je omezend oblast s hranici t¥idy C™. Necht f€ H™(Q) a u € Hi(Q) je slabé fesent
Poissonovy rovnice. Potom
u e H™(Q) a [lullgm =C||fllam,
u € H™2(Q) a|lull gm+2 SC|Ifllam,
u€ Hg(Q) a [lullgg Clfllam,
u € COQ) a llullgm SOl fllam,

kde konstanta C' zavisi pouze na (2.

L]

“ 2, 'S
) STRAN
2
Cy, A

<l
&
s
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2. Necht Lu > f v omezené oblasti 2, L je uniformné elipticky operator, ¢ < 0 a funkce u € C(Q)N
N C2(Q). Potom plati supu <
Q

+
suput +C sup fT

a0 Q
f, > ZAPADOCESKA
9 UNIVERZITA
supu™ +C'sup
90 o V PLZNI

+
supu~ +C'sup fT
o0 Q

supu~ +C'sup fT_
o0 Q

3. Necht 0 < a < 1, Q C R¥ je oblast s hranici tridy C% a necht u € C>%(Q) je klasické feseni
tlohy Lu = f v Q, u = 0 na 99, kde f € C%%(Q), koeficienty operatoru L splituji podminku
uniformni elipticity a existuje A > 0 takové, ze

Vioj = 1,..., N llagllgo.o gy 103l oy el oy < A-

Potom

||U||Cz,a(§) <

Cllull o) + 11l 0,0y

C(”“”co,a(ﬁ) + ||f||c'0,a(§))7

full o, @y + CUF ooy

C(”“”cl,a(ﬁ) + ”f”co,a(ﬁ))v
kde kostanta C' > 0 zavisi na N, a, A, A a Q.




4. Necht 0 < < 1, Q CRY je oblast s hranici tiidy C?®, necht koeficienty operatoru L spliuji
podminku uniformni elipticity a existuje A > 0 takové,

Vi, j=1,...,N : [|lasll co.a @y, 10ill co.o @y Il coo @y S A
a c¢(z) £ 0. M&-li Dirichletova tiloha pro Poissonovu rovnici
Au=0 vQ; u=g nadQ, QcRY
feSeni v prostoru C%(Q) pro kazdé g € C*(Q), potom ma4, i tiloha

Lu=0 vQ; u=g nadQ,QcRY

jednoznaéné feseni u € C?*(Q) vV geC%x(Q)
nejednoznaéné feseni u € C*(Q) YV geC?%(Q)
nejednoznaéné feseni u € C%*(Q) VgeC%(Q)
jednoznaéné feseni u € C2%(Q) VgeC?*(Q)

L]

“ 0, 'y
) STRAN
2
Cy, A

<l
&
s
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Schauderova teorie - podrobny kviz |

1. Necht B je Banachiiv prostor, V je normovany linedrni prostor a Lg, L; : B — V jsou omezené
linedrni operétory. Polozime L; = (1 — t)Lg + tLy pro t € [0, 1]. Pfedpokladdme, ze existuje
konstanta C' takova, ze

ZAPADOCESKA
llulls = C|| Leullv P univerzima
l . v PLZNI

[ Loully = Cl| Leully
[ Leully = CllLaully

[ Leully =Cllulls

pro vSechna t € [0, 1]. Potom Ly zobrazuje B na V tehdy a jen tehdy kdyz L zobrazuje B na V.

2. Necht 0 < o < 1, Q C RN, N > 2, je omezen4 oblast s hranici tfidy C>*. Potom

Vf e 0% (Q), Vg € CO(Q) 3! feseni u€ C2*(Q)
Vf € L%(Q), Vg € C%*(Q) 3! feseni ue C%*(Q)
Vf € CY*(Q), Vg € C%(Q) 3! feseni ue C2%(Q)
Vf € L%(Q), Vg € CO(Q) 3! fegeni ue WH2(Q)

dlohy Au=f v, u=g nadfQ.




L]

3. Necht 0 < o < 1, Q C RV je omezend oblast s hranici t¥idy C??, necht koeficienty striktné

eliptického operatoru L jsou z C*(2). Uvazujeme homogenni Dirichletovu tilohu “ Zrand 7
o>
(1) Lu=0 vQ; u=0 naodQ,
a nehomogenni ZAPADOCESKA
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(2) Lu=f vQ; u=g nadQ, fecC»(Q), gecC>*(Q).

Potom

(1) mé pouze nulové feseni, pak (2) ma V f, g pravé jedno feseni u€ C%*(Q)
mmozina FeSeni (1) tvoii nekoneéné dimenzionalni podprostor C%:*(Q)
(1) mé pouze nulové feseni, pak (2) ma V f, g alespoii jedno feseni u € C%*(Q)

(1) mé jedno nenulo- vé feSeni, pak (2) ma V f, g pravé jedno feseni u € C%*(Q)




Kapitola 5

Hillova- Yosidova véta




Pruvodce studiem

V této kapitole vysvétlime abstraktni funkciondlne analyticky apardt k reseni evolucnich rovnic. Po-
moci tohoto apardtu miuZeme evolucni parcidlni rovnice (napt. rovnici vedeni tepla mebo vinovou
rovnic) chdpat jako “obycejnou diferencidlni rovnici” s derivaci v case a funkénimi hodnotami v Hil-
bertoveé prostoru viz Hillova-Yosidova véta. Pred tim, nezZ je tato steZejni véta vyslovena je nutné
zadefinovat podpurné pojmy ze spektrdlni teorie neomezenych operdtori v Hilbertovyjch prostorech.
Na konci kapitoly je pak vysvetlen a diskutovdn pojem semigrupy, ktery je zdikladem moderni teorie
evolucnich parcidlnich diferencidlnich rovnic.

5.1. Definice a zakladni vlastnosti maximalnich monotéonnich
operatoru
V celé kapitole bude H znacit Hilberttv prostor.

Definice 5.1. Neomezeny linedrni operdtor A: D(A) C H — H nazyvame monoténni, jestlize
splnuje
(Av,v) 20 Vv e D(A).

Rekneme, Ze je mazimdini monotonni, jestlize navic plati R(I + A) = H, tj.
Vf € H Ju € D(A) takové, ze u+ Au = f.
Propozice 5.2. Necht A je maximélni monoténni operdtor. Potom
1. D(A) je hustd podmnozina H,
2. A je uzavieny operator,

3. pro kazdé A > 0 je (I + AA) bijekce D(A) na H, (I + AA)~! je omezeny operator a ||(I +
+AA) gy S 1
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Dikaz.
A\ <l
1. Necht pro f € H plati (f,v) = 0 pro kazdé v € D(A). Tvrdime, Ze pak f = 0. Existuje %, &

vg € D(A) takové, Ze vg + Avyg = f. Mame
— — 2 > 2
0= (f7 UO) = HUOH + (AU(),U()) = ||’U()|| . D ZAPADOCESKA

’ UNIVERZITA
Tudiz vy = 0, a tedy f = 0.

V PLZNI

2. Zvolime-li néjaké f € H, existuje pravé jedno u € D(A) takové, ze u + Au = f. Kdyby totiz

bylo u také feseni, platilo by
u—1u+ A(u—1u) =0.

Vezmeme-li skaldrni soudin s (v — @) a vyuZijeme monotonii, dostaneme u — u = 0. Déle plati
llull £ |If]l, protoze ||ul|* + (Au,u) = (f,u) = ||u||?. TudiZ zobrazeni f + u, které znaéime
(I + A)~', je omezeny linedrni operdtor zobrazujici H do sebe a ||(I + A) || z(z) < 1. Nyni
dokéZeme, Ze A je uzavieny operdtor. Necht (u,) je posloupnost v D(A) takova, Ze u, — u a
Au,, — f. Musime ovérit, ze u € D(A) a Au = f. Ale u,, + Au, = u+ f, a tedy

tp = (I +A) Y up + Auy) = (I + A) 7 Hu+ f).
Odtud méme v = (I + A)~Y(u + f), tj. u € D(A) au+ Au=u+ f.

3. Dokézeme, 7e pokud R(I + XAoA) = H pro néjaké Ao > 0, pak R(I + AA) = H pro kazdé
A > Ao/2. Stejné jako v dikazu tvrzeni 2 plati, Ze pro kazdé f € H existuje pravé jedno
u € D(A) takové, ze u + \oAu = f. Navic je zobrazeni f +— u, které znac¢ime (I + \gA)~!,
omezeny linedrni operator s normou |[(I + AgA) ™| z¢zy < 1. Cheeme vyTesit rovnici

u+Au=f, kde>0. (5.1)

Tato rovnice muze byt ekvivalentné zapsana ve tvaru

A

u—i—)\oAu:%f—F(l—ﬁ)u,



nebo téz
o=@ [ (1-2).]. 52 *7

A

Je-li ‘1 — &)\1| < 1, tj. A > Xg/2, miizeme pouzit princip kontraktivniho zobrazeni [6, Theorem
5.7] k dikazu existence FeSeni rovnice (5.2). D 2APADOCESKA

’ UNIVERZITA
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Tvrzeni 3 dokazeme snadno indukci: protoze I + A je surjektivni, I + AA je surjektivni pro
kazdé A > 1/2, tudiz i pro kazdé A > 1/4 atd. ]

Pozndmka 5.3. Pokud A je maximélni monoténni, potom také A je maximalni monoténni pro
kazdé A > 0. Nicméné jsou-li A a B maximéalni monoténni operatory, potom jejich soucet A + B,
definovany na D(A) N D(B), nemusi byt maximalni monoténni.

Definice 5.4. Necht A je maximalni monoténni operdtor. Pro libovolné A > 0 znaéime

1
BT+ a A4,Y T =),
kde Jy nazyvame rezolventa operatoru A a Ay Yosidova aprozimace (Ci regularizace) operatoru A.
Pfipomindme, Ze || Jx||zm) < 1.

Propozice 5.5. Necht A je maximélni monoténni operator. Potom
1. Ayv=A(Jyv) Yve H aVA>0,
2. Ayv=Jy(Av) Yve D(A)aVA>0,
3. || Axv|| £ ||Av|| Vv € D(A) a VA >0,

4. lim Jyv =v Yv e H,
A—0

5. lim Ayv = Av Vv € D(A),
A—0




6. (Axv,v) 20 Yve HaVA>0, . l!!l 7

7. Ao £ (1/N)|v]l Vo € H a ¥ > 0.

Dukaz.

1. Rovnost lze prepsat jako v = Jyv + AA(Jyv), coz je piimo definice Jyv. . ZArAootEsis
UNIVERZITA
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L

2. Podle 1 mame
Ayv+ A(v — Jy) = Av,

v Axv+ AMA(Ayw) = Av,
coz znamend, ze Ayv = (I + \A)~1 Av.
3. plyne snadno z 2.
4. Predpoklddejme napted, ze v € D(A). Potom
o = Jxv]| = AllAxv[| < Al|Av]|

podle 3, a tudiz lim Jyv = v.
A—0

Nyni vezmeme libovolny prvek v prostoru H. Pro kazdé € > 0 existuje v; € D(A) takové, Ze
[lv —v1|| £ e, protoze D(A) je hustd podmnozina H podle Propozice 5.2. Mdme

[Txv =l = [[Jxv = Jyorl| + [[xvr = o] + [lor = v]|
S 2)lv —v1]| + |[Javs — v £ 26 + || Javr — v
Tudiz
limsup || Jyv —v|| £ 2 Ve >0,
A—0

takze
lim ||Jyv — =0.
)\1 0|| AU v||




5. je dutsledek 2 a 4.
“ 2
%,

STRA 7
6. Mame 2 “\"8‘”
(Axv,v) = (Axv,v — Jyv) + (Arv, Jyv)
= A Axvl* + (A(Jav), Jrv), D e
a tedy
(Axv,v) = M| Ax|. (5.3)
7. je dusledek (5.3) a Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti. |

Poznamka 5.6. Z Propozice 5.5 plyne, ze (A)) x>0 je t¥ida omezengch operdtort, které ,aproximuji“Jj
neomezenyj operator A pro A — 0. Tato aproximace bude ¢asto pouzivana. Je pochopitelné, Ze norma
| Ax]|z(zry bude obecné neomezend pro A — 0.




5.2. ReSeni evolu¢ni dlohy % + Au = 0 na [0,+00), u(0) = up.
Existence a jednoznacnost

Vyklad zahdjime nasledujicim klasickym vysledkem:

Véta 5.7 (Cauchy, Lipschitz, Picard). Necht E je Banachiv prostor a F: E — E je lipschit-
zouské zobrazent, tj. existuje konstanta L takovd, Ze

|Fu— Fv|| £ Lllu—v| Yu,vekE.

Potom pro kazdé ug € E ezistuje prdvé jedno reseni u € C*([0, +00), E) tlohy

du
5 ()= Fult) na[0,+00), (5.4)
u(0) = uo.

Proku ug rikdme pocatecni data.

Dukaz.
Ezistence. Vytesit tlohu (5.4) znamend nalézt u € C([0, +00), E) spliujici integralni rovnici

w(t) = uo + /O F(u(s))ds. (5.5)

Méjme k > 0, které ur¢ime pozdéji. Oznac¢me

x & {u € C([0,+00), E) : supe™* u(t)]| < oo} :
t=0

Snadno lze ovérit, ze X je Banachuv prostor s normou

def _
lullx = aupE u@)]l-
t>0
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Pro kazdé u € X plati, ze funkce ®u definovana
2 S

(Pu)(t) = uo + /0 F(u(s))ds o>

ZAPADOCESKA
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patii také do X. Navic mame D
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L
|Pu — Pov||x < EHU —vl|lx Yu,veX.
Zvolime-li k > L, pak ma ® (pravé jeden) pevny bod u v X, ktery je FeSenim (5.5).
Jednoznacnost. Necht u a @ jsou FeSeni tlohy (5.4). Oznaéme

o(t) < Jlu(t) — a®)])-

Z rovnice (5.5) plyne, Ze
t
POSL [ plops ez
0

a tudiz p = 0. ]

Predchozi véta je velmi uzitecnd pro studium obycejnych diferencidlnich rovnic. Nicméné je malo
uziteénd pro studium parcidlnich diferencidlnich rovnic. Zato néasledujici véta je mocnym nastrojem
pro Teseni evolucnich parcidlnich diferencidlnich rovnic, viz Kapitola 6.

Véta 5.8 (Hille-Yosida). Necht A je maximdlni monoténni operdtor a necht ug € D(A). Potom
existuje pravé jedna funkce

u € CH([0, +00), H) N C([0, +00), D(A))

(kde topologie na prostoru D(A) je indukovdina grafovou mnormou ||v|| + ||Av||, nebo ekvivalentni
Hilbertovou normou (||v]|? + ||Av||?)'/2), spliujict
du

—({t)+Au=0 na [0,+00),

dt (5.6)

u(0) = up.




Navic plati
du "7
lu@I = lluoll o || =) = [Au(®)]| = [lAuo]| V¢ 2 0. Q <

Poznamka 5.9. Vyznam Véty 5.8 spociva v tom, ze prevadi ,evolu¢ni tlohu* na ,staciondrni
rovnici“ u+ Au = f (vime-li jiz, ze A je monoténni, coz lze v praktickych aplikacich snadno ovéfit). D ZAPADOCESKA
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Dikaz je rozdélen do Sesti krokii.
Krok 1: Jednoznacnost. Necht u a u jsou feseni ilohy (5.6). Plati

Pro kazdé ¢ € C1([0,+00), H) plati, Ze

d dey
2 1 A2 _of4®
el € CH 0,400k B) & ol =2 ($E.0),

a tedy

_ d _ _
3 5plu®) — a1? = ( 00 — ), u(t) - 0.
Odtud plyne, ze funkce t — ||u(t) —u(t)|| je nerostouci na [0, +00). Protoze ||u(0) —u(0)|| = 0, mdme
[u(t) —u@)| =0 Vvt =0.

Hlavn{ myslenkou ditkazu existence je nahradit operator A v tloze (5.6) operdtorem Ay, pouzit
Vétu 5.7 na aproximujici tilohu a pak pfejit k limité pro A — 0 s pouzitim ruznych odhadi nezdvislych
na A. Necht je tedy uy fesenim tlohy

du,\

—— + Ayuy =0 na [0,+00),

dt (5.7)

ux(0) = ug € D(A).



Krok 2: Mame odhady
lua@Il < lluoll vt 20 VA >0, (5.8)

dU)\
g(t)

které plynou pifmo z nésledujictho lemmatu a skuteénosti, ze || Axuo| < || Auol].

] 4@ € [ Auoll Ve = 0WAS 0, (5.9)

Lemma 5.10. Necht w € C([0,+00), H) je funkce spliugici

d
d—‘t” +Aw=0 nal0,+00). (5.10)
Potom jsou funkce t — |[w(t)|| a t — |92 (t)|| = [[Axw(t)|| nerostouct na [0, +00).

Dukaz. Mame

d
(d—ltu,w) + (Ayw,w) = 0.

Diky Propozici 5.56 vime, ze (A w,w) 2 0, takze %%Hw”z <0, a tedy ||w(t)| je nerostouci. Na dru-
hou stranu Ay je linedrni omezeny operétor, takze z rovnice (5.7) plyne (indukef), ze w € C*°([0, +

+00), H) a také, ze
d [dw dw
G <E> + A, (E) =0.

Stejné jako ||w(t)]| je tedy i |‘§—f(t)” nerostouci. Dokonce pro libovolné k& € N je H‘fT}f(t)H také
nerostouci. ]
Krok 3: Nyni dokdzeme, Ze pro libovolné ¢ = 0 konverguje uy(t) pro A — 0 k néjaké limité, kterou
ozna¢ime u(t). Tato konvergence je navic stejnomérnd na libovolném omezeném intervalu [0, 7.
Pro kazdé A, p > 0 mame
duy  duy

E_?—FAAU)\_AHUH:(),
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a tedy

5 77 1A () — w11 + (Axua(t) — Auu(t), ua(t) — up(t)) = 0.

Vynechame-li pro prehlednost argument ¢, mizeme psat

(Anux — Apuy,un —uy)
= (Axux — Apuy, un — Jhuy + Jun — Jyuy, + Juu, —uy)
= (Axux — Apuy, NMyuy — pAyuy,)
+ (A(Jruxn — Juuy), Jaux — Juuy,)
2 (Axun — Apup, AMyuy — pAy ).

Z (5.9), (5.11) a (5.12) plyne

1d % %
5 lhs = wll? < 20+ )| Auo .
Integraci této nerovnosti dostavame

lua(®) = uu (I < 4(A + )t ]| Auol|?,

tj.

ux(t) — wu (B = 23/ (A + p)t]| Auo|-

(5.11)

(5.12)

(5.13)

Odtud plyne, Ze pro kazdé pevné t = 0 je wuy(t) cauchyovskd posloupnost pro A — 0, a tedy
konverguje k néjaké limité, kterou oznacime wu(t). Pfechodem k limité pro g — 0 v nerovnosti (5.13)

dostaneme

lun() = w(®)]| < 228 Aug.

Tato konvergence je tedy stejnomérnd pro ¢ z libovolného omezeného intervalu [0, T'], takze v € C([0, Hi}

+00), H).
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Krok 4: Budeme-li navic predpokladat, ze ug € D(A?), tj. nejen ug € D(A), ale i Aug € D(A),
potom dokaZeme, ze 9% (¢) konverguje pro A — 0 k n&jaké limité a Ze tato konvergence je stejnomérna

dt
na libovolném omezeném intervalu [0, 7.
Ozacime-li vy = %, mame dstA + Ayvy = 0. Pouzitim stejného argumentu jako v Kroku 3
dostaneme, ze
1d
3 3p1ox — vull® = (1Avoall + 1 Awva ) A Axvall + el Apwvl)- (5.14)
Z Lemmatu 5.10 plyne
[Axva@)] = [|Axva(0)]| = [|AxAxuol| (5.15)
a obdobné
|40, 0] £ 14w, O] = 14, Aol (5.16)

Protoze Aug € D(A), dostéavame
A)\A)\UO = J}\AJ}\AUO = J)\J)\AA’U,O = JfAQUO,

a tedy
[AxAxuoll S | A%uoll & [ A Auuoll < [ A%uoll. (5.17)

Z nerovnosti (5.14), (5.15), (5.16) a (5.17) kone¢né plyne, ze

1d
S@lvr = vull? S 200 + )| A%uo .
Stejné jako v Kroku 3 odtud vyplyva, Ze vy(t) = %A(t) konverguje pro A — 0 k néjaké limité a Ze
tato konvergence je stejnomérnd na kazdém omezeném intervalu [0, T7].
Krok 5: Za predpokladu ug € D(A?) dokézeme, Ze u je feseni tlohy (5.6).

Z predchozich Kroku 3 a 4 vime, Ze pro vSsechna T' < oo

du>\

dt

ux(t) = u(t) pro A — 0, stejnomérné na [0, 7],
(t) konverguje pro A — 0, stejnomérné na [0, T].
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Odtud uz plyne, ze u € C1([0, +00), H) a L2 (¢) — 9% (¢) pro A — 0, stejnomérné na [0, T'. Piepfeme
rovnici v tloze (5.7) do tvaru Y 7
4,

rn V
%(t) + A(Jyux(t)) = 0. (5.18) >
Pro A — 0 konverguje Jyux(t) — u(t), protoze onnateent
’ UNIVEROZI::K
[ Txua(t) — w(@)] = [|Txux(t) = Iau(®)]| + [ Ixu(t) —u)]| v

S Jlua(®) — w(@)| + [[Ixu(t) — u(@)]| — 0.
Protoze A m4 uzavieny graf, plyne z (5.18), ze u(t) € D(A) pro vSechna ¢t =2 0 a

du
E(t) + Au(t) = 0.

Protoze u € C*([0,+00), H), je funkce ¢t — Au(t) spojita z [0,+00) do H, a tedy u € C([0,+
+00), D(A)). Dostali jsme tedy Feseni tlohy (5.6), které navic spliluje

du

Ol <ol |50 = l4u < favoll e 2o.

Krok 6: Nyni dokoncime dtkaz véty.
K tomu vyuzijeme nasledujici lemma.

Lemma 5.11. Necht ug € D(A). Potom pro kadé ¢ > 0 existuje ug € D(A?) takové, Ze ||ug —
— Ul < € a ||Aug — Atig|| < €. Jingmi slovy, D(A?) je hustd podmnoZina D(A) (v grafové normé).

Dukaz. Zvolime ug = Jyug pro néjaké vhodné \ > 0, které uré¢ime pozdéji. Mame
Uy € D(A) a uUg -+ ANug = ug.

Je tedy Atig € D(A), tj. ug € D(A?). Na druhou stranu diky Propozici 5.5 vime, Ze

lim || Jyup — upl| =0, lim ||JyAug — Aug|| =0 a JyAug = AJyuo.
A—0 A—0



Pozadované tvrzeni dostaneme, zvolime-li A > 0 dostatecné malé. [ |
Nyni se vratime k dukazu Véty 5.8. Pro dané ug € D(A) zkonstruujeme s pouzitim Lemmatu 5.11
posloupnost (ug,) v D(A?%) takovou, Ze ug, — ug a Aug, — Aug. Podle Kroku 5 existuje feseni u,,
tlohy
du,,

— 4+ Au, =0 na [0, +0),

dt (5.19)

un (0) = ugp.

Pro libovolné ¢t = 0 mame

[un(t) — um @) < [luon — vom| — 0,
m,n—

o0

du,

dup dug,
dt

(t) a

(t)H < || Aton — Augm|| — 0.

Tudiz
un(t) = u(t)  stejnomérné na [0, +00),
du,
—(t
3 &)
kde u € C1([0,+00), H). Pfechodem k limité v tloze (5.19) s vyuZitim uzavienosti operdtoru A
dostaneme, ze u(t) € D(A) a u spliiuje (5.6). Z (5.6) pak vyplyva, ze u € C(]0, +00), D(A)). [ |

— d—qz(t) stejnomérné na [0, +00),

Poznamka 5.12. Necht uy je Teseni (5.7).

1. Pfedpokladejme, ze ug € D(A). Podle Kroku 3 vime, Ze pro A — 0 konverguje u,(t) pro kazdé
t = 0 k n&jaké limité u(t). Lze pifmo dokézat, ze u € C*([0, +o0), H) N C([0, +0), D(A)) a Ze
spliiuje (5.6).

2. Predpokladejme pouze, ze ug € H. Stale muzeme dokézat, ze pro A — 0 konverguje uy(t) pro
kazdé ¢t = 0 k néjaké limité, kterou znac¢ime u(t). Mize se ale stat, ze tato limita u(t) nepatii
do D(A) pro vSechna t = 0 a Ze u(t) neni na [0, +00) nikde diferencovatelné. Pak w(t) neni
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wklasické* Feseni (5.6). Pro takové ug pak (5.6) nemd zaddné klasické reseni. Muzeme nicméné
takové u(t) povazovat za ,zobecnéné feSeni tlohy (5.6). V sekci 5.4 uvidime, ze tato situace
nemuze nastat, je-li operdtor A samoadjungovany. V tomto pripadé je u(t) ,klasické* feseni
(5.6) pro kazdé ug € H, i kdyz ug & D(A).

Poznamka 5.13 (Kontrakéni semigrupy). Pro libovolné ¢ = 0 uvazujme linedrn{ zobrazen{
ug € D(A) — u(t) € D(A), kde u(t) je TeSeni tlohy (5.6), jehoz existenci zarucuje Véta 5.8. Protoze
[lu(@®)| < |luwoll @ D(A) je hustd podmnozina H, mizeme toto zobrazeni spojité rozsifit na omezeny
operator z H do sebe, ktery znad¢ime S4(t). Muzeme téz pouzit Pozndmku 5.122 a definovat S4(¢) na
H piimo jako zobrazeni ug € H — u(t) € H. Lze snadno ovérit, ze S4(t) mé nasledujici vlastnosti:

1. pro kazdé ¢ 2 0 je Sa(t) € L(H) a |Sa(®)] e < 1,

Sa(ti +1t2) = Sa(t1) 0 Sa(ta) Viq,t2 20,
S4(0) =1,

3. lim [|Sa(tyuo —uol =0 Vup € H.

t>0

Takovd tiida {S(¢)};>o operdtoru (z H do sebe) zdvisejici na parametru ¢ = 0 se nazyva spojitd
semigrupa kontrakci.

Hille a Yosida dokonce dokézali i opacné tvrzeni, tj., ze pro kazdou spojitou semigrupu kontrakei
S(t) na H existuje pravé jeden maximalni monoténni operdtor A takovy, ze S(t) = Sa(t) pro vSechna
t 2 0. Tim je tedy dédno vzdjemné jednoznacné prirazeni mezi mazximdlnimi monoténnimi operdtory
a spojitymi semigrupamsi kontrakct.

Poznémka 5.14. Necht A je maximélni monoténni operator a A € R. Ulohu

i—?—i—Au—i—)\u:O na [0, +00),

u(0) = uyg,
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1ze redukovat na tlohu (5.6) pomoci jednoduché substituce. Ozna¢me

o(t) B M),

Potom v splnuje
d
d_:: +Av =0 na [0,+00),

v(0) = ug.




5.3. Regularita

Dokézeme, Ze za dodateénych predpokladii na pocateéni data ug je TeSeni u tlohy (5.6), jehoz
existenci zarucuje Véta 5.8, hladsf, nez pouze C1([0,+00), H) N C([0, +00), D(A)). Za tim déelem
definujeme indukci prostor

D(AF) ={ve D(A" ") : Ave D(A* )},

kde k € N, k = 2. Vidime, ze D(A*) je Hilbertiiv prostor se skaldrnim soucinem

k
(U, ’U)D(Ak) déf Z (Ajuv Ajv)
=0

a prislusnou normou

2

k
def i
lullpeary = | Y [ A7ulf?
=0

Véta 5.15. Necht ug € D(A*) pro néjaké k € N, k = 2. Potom Teseni u 4lohy (5.6), dané Vétou
5.8, splnuge ' '
u € C*I([0,4+00), D(A9)) Vj€{0,1,...,k}.

Dikaz. Nejprve predpoklddejme, ze k = 2. Uvazujme Hilberttuv prostor H; = D(A) se skaldrnim
soucinem (u,v)p(a). Lze snadno ovéfit, Ze operdtor A;: D(A;) C Hy — Hy, definovany

D(A;) = D(4?%),
Aju=Au prou € D(A;),

je maximalni monoténni na H;. Pouzijeme-li Vétu 5.8 na operdtor Ay v prostoru Hi, dostaneme

existenci funkce
u € CH([0, +00), H1) N C([0,400), D(A;))
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takové, ze
du "7
— 4+ Aju=0 na [0,+00), D 4

dt
u(0) = ug.

Tedy u je feSenim tlohy (5.6), které je déno jednoznaéné. Zbyva tudiz dokézat, ze u € C2([0,+ ZAPADOCESKA
+00), H). Protoze UNIVERZITA

V PLZNI

A€ L(Hl,H) a ue€ C([O,+OO),H1),

méame Au € C*([0,400), H) a

%(Au) = A (i-?) . (5.20)

Pouzijeme-li (5.6), dostaneme

‘31—1: € CY([0, +00), H), tj. u€ C([0, +00), H),
) d (d d
u u

Nyni prejdeme k obecnému pripadu k = 3. Budeme postupovat indukef pies k. Predpokladejme,

ze tvrzeni plati az do fadu k — 1 a vezméme ug € D(A*). Diky predchozi analyze vime, ze feseni u
tilohy (5.6) pat¥{ do C?([0,+o0), H) N CL([0, +00), D(A)) a Ze spliiuje (5.22). Oznacime-li

det du

Codt’
mame

v € C1([0,+00), H) N C([0, +00), D(4)),
d

L Av=0 mna [0, +00),

dt
U(O) = —AUO .




o
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Jinymi slovy, v je (jednozna¢né) feSeni tlohy (5.6) s poc¢ateéni podminkou vy = —Aug. Protoze .
vy € D(A¥=1), vime podle indukéniho piedpokladu, ze “
o>
ve CF179([0, +0), D(A%)) Vje{0,1,...,k—1}, (5.22)
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L

u € C*7([0,400), D(A?)) Vje€{0,1,...,k—1}.

Uz zbyva jen oveérit, ze
u € C([0,+00), D(AF)). (5.23)

Pouzijeme-li (5.22) s j = k — 1, vidime, zZe

du

T € G0, +00), D(4"7)). (5.24)

Z (5.24) a (5.6) pak plyne, ze
Au € C([0,400), D(A*71)),

tj. plati (5.23). |




5.4. Samoadjungovany pripad - o

%,
Necht A: D(A) C H — H je neomezeny linedrni operator s D(A) = H. Ztotoznime-li H* s H, xS
muzeme na A* nahliZzet jako na neomezeny linearni operator na H.

> UNIVERZITA

V PLZNI

Definice 5.16. Rikdme, Ze D ZAPADOCESKA
o A je symetricky, jestlize (Au,v) = (u, Av) Yu,v € D(A),
o A je samoadjungovany, jestlize D(A*) = D(A) a A* = A.

Poznamka 5.17. Pro omezené operatory pojmy symetrického a samoadjungovaného operatoru
splyvaji. Nicméné pro nemezené operatory je mezi symetrickym a samoadjungovanym operatorem
jemny rozdil. Kazdy samoadjungovany operator je ziejmé rovnéz symetricky. Opacné to ale neplati,
protoZe symetrie operatoru A znamend pouze, ze A C A*, tj. D(A) C D(A*) a A* = A na D(A).
Muze se ale stat, ze A je symetricky a D(A) C D(A*). Nésledujici tvrzeni 1ikd, Ze pokud A je
maximalni monoténni, pak

A je symetricky <= A je samoadjungovany.

Propozice 5.18. Necht A je maximalni monoténni symetricky operator. Potom je A samoadjun-
govany.
Diikaz. Oznac¢me J; = (I+A)~L. Nejprve dokdzeme, 7e J; je samoadjungovany. Protoze J; € L(H),
staci overit, ze

(Jru,v) = (u, J1v) Vu,v € H. (5.25)

v def def .
Oznac¢ime vy = Jyu a vy = Jyv, takze

u + Aug = u,
v1 + Av; = 0.




Podle predpokladu mame (u1, Avy) = (Auq,v1), a tedy (u1,v) = (u,v1), tj. plati (5.25). % -
Necht u € D(A*) a oznaéme f % u+ A*u. Méme "3::,* 4

(f,v) = (u,v + Av) Yo € D(A),

tJ ’ ZAPADOCESKA
(f, iw) = (u,w) VYw € H. UNIVERZITA

Odtud plyne, ze u = J1 f, a tedy u € D(A). Tim jsme dokéazali, ze D(A*) = D(A), tedy Ze A je
samoadjungovany. |

Poznamka 5.19. Je tieba si ddt pozor, Ze kdyZz je A monoténni operdtor (dokonce symetricky
monoténni operétor), pak A* nemusi byt monoténni. Nicméné lze dokézat, Ze nasledujici vlastnosti
jsou ekvivalentni:

A je maximélni monoténni <= A* je maximélni monoténni

<= A je uzavieny, D(A) je hustd, A a A* jsou monoténni.

Véta 5.20. Necht A je samoadjungovany maximdlni monotdnni operdtor. Pak pro kazZdé ug € H
ezistuje prdavée jedna funkce

u € C([0,+00), H) N C*((0,+00), H) N C((0, +00), D(A))

takovd, Ze

i—?(t) +Au=0 mna (0,+00),
u(0) = up.
Navic mame
< du < 1
lu@®l < lluoll a2 @) = lAu@®)ll = Zlluoll ¥t >0,

u € C*((0,400), D(AY)) Vk,1e€{0,1,2,...}. (5.26)




Poznimka 5.21. Zdiraznéme rozdil mezi Vétami 5.8 a 5.20. Zde mame libovolné ug € H (misto
ug € D(A)), zato tvrzeni Fikd, Ze FeSen{ tlohy je hladké mimo ¢ =0 a || ‘(ii—qg(t) || mize jit do nekone¢na
pro t — 0+.

Dikaz.
Jednoznacnost. Necht u a u jsou FeSeni. Diky monotonii A je pak funkce ¢(t) dof lu(t) — u(t)]|?
nerostouci na (0, +00). Zaroven je ¢ spojitd na [0,400) a ¢(0) = 0. Tudiz ¢ = 0.
Existence. Dlikaz rozdélime do dvou krok.
Krok 1. Nejprve budeme ptedpokladat, ze ug € D(A?) a Ze u je feseni (5.6), jehoz existenci zarucuje
Véta 5.8. Tvrdime, ze
du
@

Stejné jako v dikazu Propozice 5.18 mame

1
(t)H < ol ¥t > 0. (5.27)

Ji=Jy a AL=Ay VYA>O0.

Vracime se priblizné tloze, formulované v dikazu Véty 5.8,

d’LL)\
— 4+ A =0 0
dt + )\U’)\ na [ 3+OO)7 (5.28)
ux(0) = up.
Vezmeme-li skaldrni soudin rovnice v (5.28) s uy a zintegrujeme pies [0, T, dostaneme
1 2 g 1 2
Slua@IP+ [ (s, un)dt = ol (529)
0

Vezmeme-li skalarni souéin rovnice v (5.28) s t4% a zintegrujeme pies [0, 77, dostaneme

r

%(t)’rtdt + /OT (wa(t), %(0) tdt =0. (5.30)
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Mime w 7.
d d d d C )
—(Ayux,uy) = <A>\ﬂ>u)\> + <wa, ﬂ) =2 (AAU,\, uA) : 2 <

dt dt dt dt e
protoze A} = Ay. Pouzijeme-li integraci per partes na druhy integral v (5.30), dostaneme
ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
T &
d 1M dA D
/ <A)\U)\(t), %(t)) tdt = 3 / Wt dt v PLZNI
’ ’ (5.31)

T
= %(AAUA(T)yuk(T))T - %/0 (Axuy,uy)dt.

Protoze je funkce t — ’ %‘—?(t)” nerostouci diky Lemmatu 5.10, mame

T 2 2 2
duA dU)\ T
—=()|| tdt = ||—=(T =, .32
Nyni zkombinujeme (5.29), (5.30), (5.31) a (5.32) a dostaneme
1 du !
@I + T (@) @) + 72 |G| < G uol?
Odtud pak plyne
d’LL)\ 1
—(M)|| £ = T . .
‘ = )H s Flull VT >0 (5.33)

Nakonec v (5.33) prejdeme k limité pro A — 0+. Tim je dokoncen dikaz (5.27), protoze dT“tA — C}l—?
(viz Krok 5 dukazu Véty 5.8).

Krok 2. Nyni piedpoklddejme, ze ug € H. Necht (ug,) je posloupnost v D(A?) takova, 7ze ug, — uo
(pfipometime, 7e D(A?) je hustd podmnoZina D(A) a D(A) je hustd podmnozina H, takie D(A?)




je hustd podmnozina H). Necht u,, je FeSenim tlohy

d
% + Au, =0 na [0, +00),

Un (0) = ugy.
Diky Vété 5.8 vime, Ze
[un(t) = um @)l < lluon — uoml|l  Vm,n € NVt 20
a diky Kroku 1, ze

du, @) du,,
de de
Odtud plyne, 7e u,, konverguje stejnomérné na [0, +o00) k né&jaké limité u(t) a 9= (t) konverguje k

dt
(é—’;(t) stejnomérné na libovolném intervalu [d, +00), kde 6 > 0. Limitni funkce u spliuje

1
(t)H < ¥||u0n — Ugm|| Vm,n € NVt > 0.

u € ([0, +00), H) N CL((0, +00), H),

u(t) € D(A) Vt>0 a i—?(t)JrAu(t):o Vt>0

(zde vyuzivdme toho, Ze A je uzavieny).
Nyni pfikro¢ime k dikazu (5.26). Indukei pres k = 2 dokdzeme, ze

ue CF7((0,400), D(A7)) Vje{0,1,... k}. (5.34)
Predpoklddejme tedy, ze (5.34) plati az do ¥ddu k — 1. Plati tudiz

u € C((0,+00), D(A*1)). (5.35)

o
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K dukazu (5.34) staci (vzhledem k Vété 5.15) ovérit, ze .
“ IsTRaNY, 7
9470#‘ ““\‘é"

u € C((0,+00), D(A¥)). (5.36)
Uvazujme Hilberttv prostor H et D(A¥=1) a operdtor A: D(A) ¢ H — H definovany

D(A) = D(A"),
A=A

ZAPADOCESKA
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Vidime, 7e A je maximélni monoténni a symetricky v H, je tedy samoadjungovany. Pouzijeme-li
prvni tvrzeni Véty 5.20 v Prostoru H na operator A, ziskime jednoznacné feseni v ulohy
dv
E(t) +Av =0 na (0,+00),
v(0) = vp.

pro libovolné vy H. Navic mame

v € C([0,+00), H) N C*((0, +00), H) N C((0, +00), D(A)).

Zvolime-li vy = u(e), kde € > 0, dostaneme u € C((g,+00), D(A)), protoze podle (5.35) jiz vime,
ze vg € H. Tim jsme dokonéili dukaz (5.36). [ |







Kapitola 6

Ulohy pro evoluc¢ni diferencialni
rovnice
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Pruvodce studiem
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V této kapitole budeme aplikovat visledky predchozi kapitoly na rovnici vedeni tepla a vinovou rov- ’*I‘"kd >
nici. Rovnice vedeni tepla je nejjednodussim prikladem parabolické rovnice a lze na ni vysvétlit prin-

cipy zdkladnich metod pro stanovent existence, jednoznacnosti a reqularity reseni pocatecni ulohy bez

komplikaci technickymi detaily. Zaroven vsak jsou tyto metody aplikovatelné na pocatecni ulohy pro D S f,ﬁ'.’:;fzﬁ:“
parabolické rovnice obecné. Také zde zminime souvislost s Fourierovou metodou, kterd se v praktic- v pen

kijch vypoctech rTeseni pocdtecnich uloh evolucnich rovnic uspésne pouzivd priblizne 200 let. V zdvéru
kapitoly je studovdna vlnovd rovnice, kterd predstavuje nejjednodussi priklad hyperbolické rovnice.
Opét je studovdna existence, jednoznacnost a reqularita TeSeni pocdtecni ulohy. Navic je dokdzdn
zakon zachovdni energie pro vinovou rovnici.

6.1. Rovnice vedeni tepla: existence, jednoznacnost a regula-
rita

Pismenem € budeme znaéit otevienou podmnozinu RY s hranici 9. Dale ozna¢me

Q= Q% (0,+00),

2 ¥ 90 x (0, +00),

kde @) nazyvdme (Casoprostorovym) vilcem a X jeho plastém.
Uvazujme tlohu nalézt funkei u(x,t):  x [0,4+00) — R takovou, Ze

ou

Frie Au=0 na @, (6.1)
im0 6 |
u(z,0) = up(xz) na Q, (6.3) _



N
kde A = 88—; je Laplactv operator v prostorovych proménnych z, dile ¢t je ¢asova proménna a
= 93

=
up(z) je dand funkce, zvand pocdteéni (Cauchyho) podminka ¢ poéatecni data.

Rovnici (6.1) nazyvame rovnici vedeni tepla, protoze modeluje rozlozeni tepla u v oblasti Q v
Case t. Rovnice vedeni tepla a jeji varianty se pouzivaji k modelovan{ ruznych difuznich jevi (nejen
difuze tepla). Rovnice vedeni tepla je také nejjednodussim prikladem parabolické rovnice.

Rovnici (6.2) fikdme (homogenni) Dirichletova okrajovd podminka. Ta muze byt nahrazena Ne-
umannovou okrajovou podminkou

% =0 nay, (6.4)

kde n je vektor jednotkové vnéjsi normély k OS2, pfipadné jinou okrajovou podminkou (viz napf.
[6, Chapters 8, 9]). Podminka (6.2) odpovidad pfedpokladu, Ze teplota na hranici I je udrzovdna
na nule, zatimco podminka (6.4) odpovidd pfedpokladu, Ze tok tepla pfes hranici dQ je nulovy
(izolovana, hranice). Reseni wu(z,t) tlohy (6.1), (6.2), (6.3) budeme hledat jakozto funkci ¢asové
proménné ¢ definovanou na [0,+00) s hodnotami v prostoru H, kde H je vhodny prostor funkei,
zavisejicich pouze na x, naptiklad H = L*(Q) & H = H}(Q2). Pi{Seme-li pouze u(t), mdme tim na
mysli, Ze u(t) je prvek prostoru H, tedy funkce x — wu(z,t). Tento pfistup ndm umozni vytesit
tlohu (6.1), (6.2), (6.3) velmi snadno kombinaci Hillovy-Yosidovy véty a vysledki uvedenych v [6,
Chapters 8, 9].

Pro jednoduchost budeme v celé kapitole predpokladat, ze Q je tiidy C'°° s omezenou hranici
0f), nicméné tento predpoklad lze podstatné zeslabit, pokud hleddme pouze slabé feSeni.

Véta 6.1. Necht ug € L%(Q2). Potom existuje prdavé jedna funkce u spliujici (6.1), (6.2), (6.3),

u € C([0, +00), L2(Q)) N C((0, +00), H*(Q) N Hy(Q)) a
u € C1((0,+00), L*(Q)).

Navic plati
u € C®°(Q x [¢,+00)) Ve >0,

@:
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ddle u € L*((0,+00), H} () a

1 T 1
Sl + [ 1960t = Gl T >0 (6.7
kde
[W(T) sy = [ fule, T)Pda
Q
a
N Su 2
IV = 3 [ | 5@ do
i=1 ¢

Diikaz provedeme pomoci Hillovy-Yosidovy teorie v prostoru H = L?(Q) (prostor lze zvolit i jinak,
viz dikaz Véty 6.2). Uvazujme neomezeny operator A: D(A) C H — H definovany

D(A) = H*(2) N Hy (),
Au = —Au.

Je dilezité zdaraznit, ze okrajové podminky (6.2) jsou zahrnuty ve volbé definiéniho oboru D(A).
Tvrdime, ze A je samoadjungovany mazimdlni monoténni operdtor. Pak lze totiz pouzit Vétu [0,
Theorem 7.7] k dikazu existence jednoznacéného feseni dlohy (6.1), (6.2), (6.3), spliiujiciho (6.5) a
(6.6).

(i) A je monoténni. Pro vSechna u € D(A) méme
o iy = / (—Au)u = / IVl > 0.
Q Q

(ii) A je maximaln{ monoténni. Musfme ovéfit, ze R(I + A) = H = L*(Q). Vime (viz [6, Theorem
9.25]), ze pro libovolné f € L*(Q) existuje pravé jedno feSenf u € H?(Q) N H} () rovnice
u—Au=f.
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(iii) A je samoadjungovany. Diky [6, Proposition 7.6] staci ovérit, ze operator A je symetricky. Pro
vSechna u,v € D(A) plati “ 7
&

(Au,v)r2(q) :/ (—Au)v:/Vu'Vv
Q Q

a D p Zrsesia
(U,A’U)L2(Q) = / u(—Av) = / Vu - Vo, VPLZNI
Q QO
takze (AU,U) = (u’ A’U)

Déle z [, Theorem 9.25] plyne, ze pro libovolné I € N je D(A!) C H? () se spojitym prostym
vnorenim. Pfesnéji feceno,

D(Al) = {“€H21<Q)3U:AU= ZAl_luZOnaﬁQ}.
Diky [6, Theorem 7.7] vime, ze FeSeni tlohy (6.1), (6.2), (6.3) spliiuje
u € C*((0,+00), D(A")) Vk,1,

a tedy

u € C*((0,+00), HA(Q)) Vk, .
Odtud plyne (diky [6, Corollary 9.15]), ze

u € C*((0,400),C*(Q)) Vk.

Nyni dokéZeme rovnost (6.7). Nejprve formalné vyndsobime rovnici (6.1) funkei v a integrujeme
pres Q x (0,T). To je tfeba provést obezietné, jelikoz u(t) je diferencovatelné na (0, 400), ale ne na
[0, 4+00). Uvazujme funkei ¢(t) = %||u(t)||%2(m. Tato funkce je tiidy C* na (0, +oc0) (podle (6.6)) a
pro t > 0 mame

o) = (10 GO) | = 00,8600 = [ Vo



Pro 0 < e < T < +o0 tedy dostavame

T T
o0 - o6 = [ POt == [ VUit

Nakonec provedeme limitn{ piechod pro e — 0+. JiZ jsme dokdzali, ze u € C([0, +00), L*(Q)), takZe
plati p(e) — %||ug||2L2(Q)7 a tedy u € L2((0,+0c0), H}(Q)) a rovnost (6.7) je dokézana. [ |

Ptidame-li dalsi predpoklady na pocatec¢ni podminku wug, pak feseni v bude hladsi az do ¢ = 0.
Piipomeiime, e mimo bod ¢t = 0 zarucuje Véta 6.1 vzdy, ze feSeni u je hladké, tj. u € C=(Q x [, +
+00)) pro libovolné malé ¢ > 0.

Véta 6.2. (a) Je-li ug € H}(Q), pak Teseni u dlohy (6.1), (6.2), (6.3) splriuje

u € C([0, +00), Hy (2)) N L2((0, +00), H*(2))

a
04 ¢ £2((0, +00), I2()
ot
Navic mame
T 2
ou 1 1
[ IZ0] | e+ SIvumiem = 51 Vuliq v >0
0 L2(Q)

(b) Je-li ug € H?(Q) N HL(Q), pak

u € C([0, +00), H3(Q)) N L?((0, +00), H3(Q))

ou

E € Lz((oa +OO)»H&(Q))
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(c) Je-li ug € H*(Q) pro vsechna k € N a sphiuje tzv. podminky kompatibility
uw=Aug=---=ANuyy=---=0 nadQ (6.8)
pro viechna j € N, potom u € C=(Q x [0, 4+00)).

o . def Y v.
Diikaz (a). Pracujeme v prostoru H; = HE(Q) se skalarnim soucinem

(u,v) my déf/Vu-Vv—I—/uv.
Q Q

V prostoru H; uvazujeme neomezeny operator A;: D(A;) C H; — Hy, definovany

D(A)) = {ue H*(Q)NHy(Q) : Au € H}(Q)},
Aju = —Au.

Tvrdime, ze A; je maximélni monoténni a samoadjungovany.

(i) A; je monoténni. Pro vSechna u € D(A4;) méme

(A, u) g, :/QV(—Au)'ViH—/ (—Au)u

Q
:/ |Au|2+/ Vul? 2 0.
Q Q

(ii) A; je maximalni monoténni. Pro libovolné f € H'(Q) patif podle [0, Theorem 9.25] feSeni
u € H(Q) tlohy

u—Au=f v,
=0 mnadf)

do prostoru H?(Q). Pokud navic f € Hg(2), pak Au € H}(Q), a tedy u € D(A;).

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI




(iii) A; je symetricky. Pro kazdé u,v € D(A;) plati
A\ <2
% 5

I S
(AluvU)Hl = / V(—Au) : VU+/ (_A’LL)”U 4"'#4 W
Q Q

= / AulAv + / Vu-Vov= (u, A1U)H1. D ZAPADOCESKA
O O P> univerzima

V PLZNI

Z [6, Theorem 7.7] plyne, %e pokud ug € H{(f2), potom existuje feseni u tlohy (6.1), (6.2), (6.3)
(které se diky jednozna¢nosti shoduje s feSenim ziskanym ve Vété 6.1) takové, Ze

u € C([0,+00), Hy(2)).

Nakonec oznaéme ¢(t) 3[[Vu(®)[172(q)- Tato funkee je tiidy C° na (0, +00) a plati

du
¢ = (Va0 v 0)
L2(Q)
du du 2
~ (2w, F0) =G0 .
L2(Q) L2(Q)
Odtud pak plyne, ze pro 0 < e < T < 400 mame
T 2
du
o0 -ve)+ [ |FO| a0
€ L2(Q)

Tvrzeni pak snadno dostaneme z toho, Ze p(e) — %HVUOH%‘Z(Q) pro € — 0+.
Diikaz (b). Zde pracujeme v prostoru Ho e 2 () N HE(Q) se skalarnim soucinem

def
(u, ’U)H2 = (A’U,, AU)Lz(Q) + (u, 'U)L2(Q)




(dokazte, Ze piislusna norma je ekvivalentni s béZnou normou v H?(Q2)). V prostoru Hs uvazujme
neomezeny oparator As: D(As) C Hy — Hs, definovany

D(As) = {u e H Q)N Hy(Q) : Au € H}(Q)},
Asu = —Au.

Lze snadno dokézat, ze As je samoadjungovany maximalni operator v Hy. MuzZeme tedy aplikovat

[6, Theorem 7.7] na As v prostoru Hs. Kone¢né oznacme ¢(t) def %||Au(t)||2L2(Q). Tato funkce je
tfidy C'*° na (0,+00) a plati
¢0 = (8u. a5 0)
dt 7/ L2y
= (Au(t)’ A2u(t))L2(Q) = - HVAu(t)HiQ(Q) .

Tudiz pro 0 < e < T < 400 mame

T
A1) = p(e) + [ IVAUDI ) dt =0,

V limité pro ¢ — 0+ dostaneme, ze u € L?((0,+00), H3(Q)) (zdivodnéte!) a (diky rovnici (6.1))
du e L2((0,+00), H(1)).
Dikaz (c). V prostoru H ef L2(£2) uvazujme neomezeny operator A: D(A) C H — H, definovany

D(A) = H*(2) N Hy (),
Au = —Au.

Pouzitim [, Theorem 7.5] dostaneme, Ze pokud ug € D(A¥), k € N, potom

u € C*9([0,400) : D(A7)) Vje{o,1,...,k}.
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Piedpoklad (6.8) lze prepsat jako ug € D(AF) pro vSechna k € N. Tud{z mame - o
R S

ue CFI([0,400), D(A7)) VkeNVje{0,1,....k} RS
Z toho vyplyva (srov. ditkaz Véty 6.1), Ze u € C(Q x [0, +00)). |
ZAPADOCESKA
Pozndmka 6.3. Véta 6.1 ukazuje, Ze rovnice vedeni tepla méa silng zhlazovaci efekt na pocdtecni D > e

data ug. VSimnéte si, ze feSeni u(x, t) je tfidy C*° v proménné z pro kazdé ¢ > 0, a to i v piipadé, Ze
jsou pocatecni data nespojitd. Z toho mimo jiné plyne, ze rovnici vedeni tepla nelze obrdtit v case.
To znamena, ze obecné nelze fesit tlohu s ,,koncovou“ podminkou

% —Au=0 na Q x (0,7, (6.9)
u=0 na 092 x (0,7, (6.10)
w(z, T) =ur(x) na Q. (6.11)

Museli bychom totiz nutné predpokladat, ze

ur €C*°(Q) a Alur =0nadQ Vje{0,1,...}.

Ale ani s timto predpokladem by FeSeni zpétné dlohy (6.9), (6.10), (6.11) nemuselo existovat. Tato
zpétnd tiloha nesmi byt zaménéna s tlohou (6.12), (6.10), (6.11), kde

—%—Au:O na Q x (0,7), (6.12)

kterda ma vidy pravé jedno feseni pro libovolnou koncovou podminku ur € L2(£2) (stadf pouzit
substituci ¢ := T — ¢ a aplikovat Vétu 6.1).

Poznamka 6.4. Predchozi vysledky plati (po drobnych dpravich), i kdyz nahradime Dirichletovu
okrajovou podminku Neumannovou okrajovou podminkou.




Poznimka 6.5. Je-li 2 omezend, 1ze tlohu (6.1), (6.2), (6.3) feSit téz rozkladem v Hilbertové bdzi
prostoru L2(Q). Pro tento tcel je vhodné zvolit bazi (e;(x));en prostoru L?(€2) sestavajici z vlastnich
Junkc? operdtoru —A (s homogenni Dirichletovou okrajovou podminkou), tj.

—Aei = )\iei na Q,
e; =0 na 0f)

(viz [0, Section 9.8]). Reseni u tlohy (6.1), (6.2), (6.3) hleddme ve tvaru fady

u(z,t) = Z a;(t)e;(x).

(Tato metoda je nazyvana metodou separace proménngjch ¢i Fourierovou metodou. Fourierovy fady
skuteéné historicky vznikly, kdyz Fourier studoval rovnici vedenf tepla v jedné prostorové proménné.)
Okamzité vidime, ze funkce a;(t) musi spliiovat

a;(t) + )\iai(t) =0,
takze mame a;(t) = a;(0)e~*:*. Konstanty a;(0) pak uréime ze vztahu
uo(z) = Z a;(0)e;(x).
i=1
To znamend, Ze FeSeni u tlohy (6.1), (6.2), (6.3) dostaneme ve tvaru

u(z,t) = Z ai(0)eNle;(x),

kde konstanty a;(0) jsou soufadnice uo(x) v ortonormalni bézi (e;)ien, tj. ai(0) = [, uge;. Otazka
konvergence této fady (a také regularity FeSen{ u, ziskaného timto zpisobem) je studovdna v [27].
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Vsimnéte si analogie mezi uvedenou metodou a standardni metodou reseni linedrni soustavy dife-
rencidlnich rovnic

4 Mu=
dt—}-uO,

kde hodnoty wu(t) se nachézeji v koneéné rozmérném linedrnim vektorovém prostoru a M je symet-
rickd matice. Zasadni rozdil samoziejmé spoc¢iva v tom, Ze uloha (6.1), (6.2), (6.3) prislusi nekonecné
rozmeérnd soustava.

Poznamka 6.6. Podminky kompatibility (6.8) vypadaji moznd na prvni pohled zdhadné, ale ve
skutecnosti jsou prirozené. Tyto podminky jsou nutné k existenci feSeni u tlohy (6.1), (6.2), (6.3),
které je hladké az do t = 0, tj. u € C°(Q x [0,4+00)) (jen podminky uy € C*®(Q) a ug = 0 na 9N
nezarucuji hladkost az do t = 0). Skutecné, predpokladejme, Ze u € C°°(Q) x [0, 4+-00)) splituje (6.1),
(6.2), (6.3). Pak zfejmé

o7
8—; —0 na¥ YjeN
a diky spojitosti také '
Y
8—; =0 1nadQx[0,+00) VjeN. (6.13)
Dale plati
0?u ou 5
W—A(a)—AU naQ,
a indukci dostaneme ]
u j .
% = Ay na Q VJ € N.
Opét diky spojitosti mame také
du p — .
prk Ay na Qx[0,+00) VjeN. (6.14)

Porovnanim (6.13) a (6.14) na 9 x {0} ziskdme (6.8).
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Poznamka 6.7. Existuje ovSsem mnoho variant véty o regularité u blizko ¢ = 0, pokud zvolime
predpoklady nékde mezi pripady (b) a (c¢) Véty 6.2.




6.2. Princi i
rincip maxima ‘_7

. . . d e 7 e’ 7 7 %
Principem maxima nazyvame nésledujici tvrzeni. LS

Véta 6.8. Necht ug € L*(Q) a bud u Tesent tilohy (6.1), (6.2), (6.3). Potom pro viechna (x,t) € Q

platz’ > ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
min {O, igf uo} < u(z,t) £ max {0, sup uo} ) v pLZNI
Q

Dikaz. Podobné jako v [] pro elipticky pfipad pouZijeme Stampacchiovu metodu ofiznuti. Oznac¢me
K % max {O, sup uo}
Q

a piedpokladejme, 7e K < +oc. Zvolme funkci G € C*(R), spliujici
() IG'(5) S M Vs eR,
(ii) G je ostfe rostouci na (0, +0o0),

(ifi) G(s) =0 Vs<0

a oznacme

H(s) déf/ G(o)do, seR.
0

Snadno lze ovérit, ze funkce
o) = / H(u(z,t) — K)do
Q
ma nésledujici vlastnosti:

pE C([Ov +OO)3]R)7 30(0) =0, ¢ 2 0 na [Oa +OO)) (615)
¢ € C*((0,+0),R) (6.16)




ou

o'(t) = /QG(U(:U,t) - K)—t(m,t)dx = /QG(u(az,t) — K)Au(z, t)dx

_ —/QG'(U _ K)|VulPdz <0,
diky tomu, Ze G(u(z,t) — K) € Hg () pro viechna ¢t > 0. Odtud pak plyne, Ze ¢ = 0, a tedy pro
vSechna t > 0 plati u(z,t) £ K skoro vSude na €. [ |
Disledek 6.9. Necht ug € L%(2). Potom feseni u tilohy (6.1), (6.2), (6.3) md ndsledugici vlastnosti:
(i) Je-li ug = 0 skoro vsude na Q, pak v 2 0 na Q.
(i) Je-li ug € L (), potom u € L>®(Q) a

lull (@) = lluollzee(0)- (6.17)

Diisledek 6.10. Necht ug € C(Q) N L3(Q) a up = 0 na IQ. Je-li Q neomezend, predpoklddejme

navic, Ze ug(z) — 0 pro |z| — +o00. Potom Tedeni u dlohy (6.1), (6.2), (6.3) patii do C(Q).

Dikaz. Ziejmé existuje posloupnost (ugn)nen funkei z C§°(2) takova, Ze ug,, — uo v prostorech
L>(9Q) a L?(Q2). Podle Véty 6.2 pat¥{ feseni u,, tlohy (6.1), (6.2), (6.3) s po¢ateéni podminkou ug .,

do prostoru C*(Q). Déle diky [6, Theorem 7.7] vime, ze
lun(t) — u(t)llL2) < lluon — wollz2@@) YVt 2 0.

Navic podle (6.17) plati
[un = umllLoe(@) < llton — womllL=()-

Tudiz posloupnost (u, )nen konverguje k u stejnomérné na @, a tedy u € C(Q). [ |
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Podobné jako v eliptickém ptipadé (viz [0]) existuje alternativni pfistup k principu maxima. Pro
jednoduchost nyni predpoklddejme, ze Q je omezend. Necht u(zx,t) spliuje

u € C(Qx [0,T)), (6.18)
u je tifdy C! v t a t¥idy C% v 2 na Q x (0,7) a (6.19)
g—? —Aus0 naQx(0,7). (6.20)

(Vsimnéte si, neptredepisujeme zddnou okrajovou ani poc¢éteén{ podminku.)
Dausledek 6.11. Necht u splriuje (6.18), (6.19) a (6.20). Potom

max « = maxu, (6.21)
Ox[0,T] P

kde P (Qx {0} U (0 x [0,T)) (hranice casoprostorového vdlce Q x (0,T) bez ,horni podstavy“).

Ditkaz. Ozna¢me v(z,t) < u(z,t) + e|z/?, kde £ > 0, takze

% ~Av< -2N <0 naQx(0,T). (6.22)
Dokéazeme, ze
max v = maxuv.
ax[0,7T] P

Piedpokléddejme opak. Pak musi existovat bod (xg,to) € Q x [0, T] takovy, Ze (xo,t0) € P a

~max v = v(xg,to).
Qx[0,T]

Protoze 79 € 2 a 0 < tg < T, mame
AU(IQ, t()) é 0 (623)
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: L]
@(wo,to) 20, (6.24) " /4

STRA <
Q <
at & K i ““\‘\*’

4
protoze pokud ty < T, pak %(xo, to) = 0 a pokud tg = T, potom %(wo, to) 2 0 (preciznégjsi by bylo
pracovat na  x (0,7"), kde T" < T, a pak prejit k limité pro 77 — T—, protoze v je tiidy C! v ¢
pouze na 2 x (0,7)). Kombinaci (6.23) a (6.24) nyni dostdvame

<@ — AU) (:L‘(],to) 2 0,

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

L

ot
coz je spor s (6.22). Dokézali jsme tedy, Ze

_max v =maxv < maxu + eC,
Qx[0,T) P P

def v .
kde C' '= sup |z|?. ProtoZe u < v, mame
€N

“max u < maxu+eC Ve >0,
Qx[0,T] P

a tim je dukaz (6.21) dokonden. |




6.3. Kviz - tloha vedeni tepla v I!,!I >

e 2; Y N
) STRAN $
2 <
Ckj ““\‘\
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Uloha na vedeni tepla

1. Nyni Q je oteviend podmnozina RY s hranici 9Q a Q = Q x (0,00), ¥ = 9 x (0,00) a ug je
dana funkce. Ulohou na vedeni tepla (VT) rozumime néasledujici rovnice

L

%—Au:O na Q u=0 na X u(z,0)=uo(z) na O

%—Auzo na Q u=0 na X u(z,0)=uo(z) na O

%—AU:O na Q@ u=0 na 9% u(z,0)=up(x) na Q

%—Au:() na Q@ u=0 na X u(z,0)=up(z) na Q
a) Necht ug € L?(Q2) a oznaéime H = H?(Q)NHE(Q), potom existuje pravé jedna funkce u splitujict
(VT) a

u€C((0,00), L3(Q)) ue€C((0,00), H) u€C1((0,00), L2())
u€C([0,00), L3(Q)) u e C([0,00), H) u€C1((0,00), L2())
u€C([0,00), L3(Q)) u€ C((0,00), H) u€C1((0,00), L3(RQ))

u€C([0,00), L2(Q)) ue C((0, 00), H) u€C1([0,00), L%(Q))




b) Navic VT >0 plati

fely (z,t)|2da:dt

u€C®(Qx[e,+00)) Ve>0 a az,»

oy
M=

@
Il
,_\

lluoll? 2 gy = [ Iu(z, T)?dz + [
2o =]

|u(z, T)|?dx + | ou (m,t)|2das dt

u€C®(Qx[e,+00)) Ve>0 a %”“0”22 B

s
Il
2

—N
M=
D

_1
o~ zg

M= o

u€C®(2x(0,+00))  a glluolFs o= JIU(% T)|?dx +

o

o
1
-

f|%(m,t)|2dmdt
PALER

c) Je-li ug € HE(Q), potom Feseni u tlohy (VT) splituje

ue L2((0,00), H'(R2)) ue C([0, 00), H} () 2% € LA(0, 00), LAQ))
u€ L2((0, 00), H2()) u€ C([0, 00), HE () 2% € L(0, 00), LX)
u€ L2((0, 00), H2(Q)) u€ C([0, 00), HA (€2)) &% € L(0, 00), L))

u€ L2((0,00), HY(Q)) ue C([0,00), HE (22 )) “ e LY(0, 00), L)

o

1849

"7

STRANS,
%,
% <
LTS
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d) Je-li up € H?2(Q) N HL(Q), potom feseni u tlohy (VT) spliuje % .l
o\
%,

u€ L?((0, 00), H4()) u€ C([0, 00), Hj () Fy€ L¥(0, 00), H(S)

.77

N
STRAY &s
&
LTS

uw€ L2((0,00), H3(Q)) ue C([0,00), H3 () 2% € LA(0, 00), LAQ))
ZAPADOCESKA
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L

ue L2((0,00), H3(Q2)) ue C([0, 00), H2(Q)) Ste L(0, 00), HY(Q)
ue L3((0, 00), H3()) ue C([0, 00), HE () 2% € L(0, 00), L)

e) Rekneme, e uy € H*(Q) pro viechna k € N spliiuje podminku kompatibility, jestlize

ug =0 na 90
ug =Aug=0 na 9N

ug=Aug=---=AFug=---=0 na 9Q pro viechna k € N

Aug=---=AFyg=...=0 na 9Q pro viechna k € N




L]

f) Fourierova metoda spo¢iva v hleddni feseni u ulohy (VT) ve tvaru
I “ IsTRaVS, 7
&
uzi;ai (t)ei(z), kde —Ae; = Aje; na €2, e; =0 na 99 "’/c“ >
o0
u=>ya;(z,t)e;(z), kde —Ae; = N\je; na Q, e; =0 na N
=1 ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
o0
u=Yy_a;(t)e;(z,t), kde —Ae; = \je; na Q, e; =0 na 9Q oLt
1=1
o0
u=>ya;(z,t)e;(x,t), kde —Ae; = N\;e; na Q, e; =0 na 9Q
g=il

g) Je-li ug € L?(Q), potom fesen{ u tlohy (VT) spliiuje

|u(z, t)] §ma,x{|igfuo|,\s1§12puo|}
inf up Su(z,t) < supug
Q Q

min{0, igf uo } Su(z, t) < max{0, Slép uo}

[u(z, )| < sup |uo
Q




h) Je-li ug € L*°(€2), potom feSeni v tlohy (VT) spliuje

llull oo (@) < lluollLoe (o)
lu(, )l Loe () = lluoll Loo () VEE (0, 00)
lu(, )l L2y S lluoll Lo o)Vt E [0, 00)

lullz2(@) = lluollLoe (o)




6.4. VInova rovnice

Necht © C R je oteviend mnozina. Stejné jako vySe oznacme
def
Q= Q x (0,+00),

2 % 90 x (0, +00).

Uvazujme nésledujici ilohu: najit funkei u(x,t): Q x [0, 4+00) — R spliujici

0?u
W —Au=0 na Q, (625)
u=0 na X, (6.26)
u(z,0) = up(xz) na €, (6.27)
@(:c, 0) =wvo(xz) mnaQ, (6.28)

ot

N
- 8% . o . / ) . s w . v s
kde A = E ) 507 1€ Laplactv operator v prostorovych proménnych x, dale ¢t je casovd proménna a
iz

ug a vy jsou dané funkce.
. . d e . 7’ 7 2 v Nl 7 7z
Rovnici (6.25) nazyvame vinovou rovnici. Operdtor (% — A) se Casto znaci [J a nazyva se

d’Alembertuv operator. Vlnova rovnice je typickym prikladem hyperbolické rovnice.

Pro N =1 a Q = (0,1) modeluje rovnice (6.25) malé kmitdni struny pii absenci vnéjsich sil.
Malé proto, Ze plnad rovnice je velmi slozitd nelinearni rovnice, jejiz linearizace blizko ekvilibria
(rovnovazného stavu) je rovnice (6.25). Pro kazdé ¢ popisuje graf funkce € Q — wu(zx,t) polohu
struny v ¢ase t. Pro N = 2 modeluje rovnice (6.25) malé kmitdni pruiné membrdny. Pro kazdé t pak
graf funkce x € Q — wu(x,t) popisuje polohu membrény v ¢ase ¢. Obecné rovnice (6.25) modeluje
girent viny (zvukové, elektromagnetické atd.) v homogennim pruzném prostiedi Q C RY.

Rovnice (6.26) je (homogenni) Dirichletova okrajovd podminka. Ta muze byt nahrazena Neu-
mannovou nebo i jinou podminkou. Podminka u = 0 na ¥ znamend, Ze struna (nebo membréna)
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je pevné uchycena na 0f), zatimco Neumannova podminka ¥iké, Ze struna je v koncovych bodech
volna.

Rovnice (6.27) a (6.28) popisuji pocateéni stav soustavy, a to pocdtecni rozlozeni (pocateéni
vychylku) popsané funkei ug a pocdtecni rychlost popsanou funkci vg. Data (ug, vg) jsou téz nazyvany
Cauchyho data.

Pro zjednoduseni situace budeme ve zbytku této sekce predpokladat, ze € je ttidy C*° s omezenou
o09.

Véta 6.12 (existence a jednoznaénost). Necht ug € H?(Q) N HE(Q) a vy € HL(Q). Potom
existuje jednoznacné teSeni u dlohy (6.25), (6.26), (6.27), (6.28) spliujict

u € C([0,+00), H*(Q) N Hy(Q)) N C([0, +00), Hy(Q))

6.29
N C?([0, +00), L*()). (6.29)
Navic plati
ou 2
|50, * 17O = Il + Vol 20, (6.30)
2(Q
kde )
ou ou
(t) —(z,t)| dz
‘815 ey Jolt
a
IVl = Z / (@) da.

Poznamka 6.13. Rovnice (6.30) je zdkon zachovani, ktery Fikd, Ze energie soustavy se v Case
nemeéni.

Pred dikazem Véty 6.12 zminme jesté vétu o regularité.
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Véta 6.14 (regularita). Predpokiddejme, Ze pocdtecni podminky splriuji v 57
R 5

u € H*(Q) a wvo € H*(Q) VkeN oS

a podminky kompatibility

. . ZAPADOCESKA
Alug = Avg =0 na 0Q Vj € {0, 1,2,... } P univerzita

V PLZNI

Potom teseni u tilohy (6.25), (6.26), (6.27), (6.28) patri do C*(Q x [0, 400)).

Dukaz Véty 6.12. Stejné jako v sekci 6.1 se budeme na u(z,t) divat jako na zobrazen{ definované
na [0,400) takové, Ze pro kazdé ¢ = 0 je jeho hodnota u(t) zobrazen{ x — u(x,t). Rovnici (6.25)
prepiseme ekvivalentné ve tvaru soustavy dvou rovnic prvniho rfadu

%—020 na @,
(%t (6.31)
E—Auzo na

(standardné se diferencidlni rovnice k-tého fddu prepisuje jako soustava k rovnic prvniho fadu).
Oznaéime-li U (u,v)T, piejde (6.31) do tvaru

dU
AU =
T + AU =0,

v (WD (ANQ-(5) e

v
Nyni aplikujeme Hillovu-Yosidovu teorii v prostoru H = Hg () x L?(2) se skaldrnim souc¢inem

(Ul,Ug):/Vul-Vuzd:c—i—/ulqux—l-/vlvgdx,
Q Q Q



kde U1 = (Ul,’Ul)T a Ug = (’U,Q,’UQ)T.
Uvazujme neomezeny operator A: D(A) C H — H definovany (6.32) s

D(A) = (H*(Q) N Hy(Q)) x Hy ().

Poznamenejme, ze okrajova podminka (6.26) je zahrnuta ve volbé prostoru H. Podminka v = %

na ¥ je piimym dusledkem (6.26).
Tvrdime, ze A + I je maximalni monoténni na H.

(i) A+ 1T je monoténni. Pro U = (u,v)T € D(A) skutetné mame
(AU,U)H+||U||%,=—/Vv~vU—/uv+/ (—Au)v
Q Q Q
+/u2+/|Vu|2+/v2
Q Q Q
:/uv+/u2+/v2+/|Vu|2§O.
Q Q Q Q

=0

(if) A+ I je maximdlni monoténni. To obndsi dokdzat, Ze A + 2I je na. Pro libovolné dané F =

= (f,9)T € H tedy musime dokézat existenci feseni soustavy AU + 2U = F, tj. soustavy

—v+2u= Q,
v+2u=f na (6.33)
—Au+2v=g naf),
kde
ue€ HX Q) NH}(Q) a v HH Q).
Ze soustavy (6.33) plyne, Ze
—Au+4u=2f+g. (6.34)

Rovnice (6.34) ma diky [0, Theorem 9.25] jednoznaéné feseni u € H?(Q) N HL(Q). Funkci

v € HE(Q) dostaneme jednoduse jako v = 2u — f. Tfm méme Feseni (6.33).
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Pouzitim Hillovy-Yosidovy véty ([0, Theorem 7.4 a Remark 7.7]) dostdvdme nyni existenci a jedno-

znacnost reseni tlohy
dU

E%—AU—O na [0, +o00),
U(O) = UO)
kde
U € CH([0,4+00), H) N C([0, +00), D(A)), (6.35)

protoze Uy = (ug,v0)T € D(A). Z (6.35) pak plyne (6.29).

K dikazu (6.30) staci vyndsobit rovnici (6.25) derivaci ‘?9—7; a zintegrovat pres (). Vyuzijeme pii
tom, zZe
2

ou d

0%u Ou 19
[ |5 @0

G 02 Ot 20t Jg

ou 0 9
/Q( Au)ad /QVu~at( dz = 28t/|Vu| dz.

o
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6.5. KViZ = VanVé rovnice
t 7
5 &

%,
Qe
e . K, \)
Vlnovéa rovnice L

1. Nynif Q je oteviena podmnozina R s hranici 9Q a Q = Q x (0,00), ¥ = 9 x (0,00) a ug, vy
jsou dand funkce. Vlnovou rovnici (VR) rozumime nésledujici ilohu D ZAPADOCESKA

UNIVERZITA

V PLZNI

%—Auzo na Q u=0 na X u(z,0)=wuo(z) na 9N %(w,o)zvo(z) na
%—Auzo na Q u=0 na X u(z,0)=ug(z) na O %(m, 0)=wvo(z) na Q
%—Auzo na Q u=0 na 9% u(z,0)=up(z) na Q %(x,O):vo(z) na @

%—Auzo na Q u=0 na X u(z,0)=uo(z) na Q %—It‘(z,O):vo(x) na 2

a) Necht 2 je tiidy C°° s omezenou d€2. Ozna¢ime H = H?(Q)NHL (), necht ug € H, vy € HL(Q),
potom existuje pravé jedna funkce u spliiujici (VR) a

u€C([0,00), L3(Q)) u € C((0,0), H) u€C?((0,00), L*(N))

u€C1([0,00), L2(R2)) u€ C?((0,00), H) u€C>®((0,00), L2(Q))
u€C([0,00), H) ueC([0,00), HI(Q) ueC?([0,00),L2(Q))

u€CL([0,00), L2(Q)) ue C?((0,00), H) u€C3((0,00), L2(R))




L]

IsTRANS, 7
D
%

b) Necht ug € H*¥(Q2) a vg € H¥(Q) pro k € N a AFug = Ay, pro viechna k € NU {0}. Potom
feseni (VR) nepatii nejvyse do prostoru ’3;.,/
o>

HE(Q)

@ b ot
CL(@ x [0,00))

> (Q x [0, 00))

¢) Pro N = 2 modeluje (VR)

malé kmitani struny
malé kmitdni pruzné membrany

proudéni tekutiny

kmity matematického kyvadla
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faktorprostor, 67
funkce

absolutné spojita, 66
meéritelnd, 55

integral
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konstanta
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konvergence
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koule
metricky prostor, 12
kritérium
ekviintegrability, 63

Lemma
Fatouovo, 60

mira, 40

mira
o-konecna, 41
uplné, 41
tplné Radonova, 46
Hausdorffova, 48
kone¢na, 41
Lebesgueova, 44
Lebesgueova-Stieltjesova, 46

metrika, 12

mnozina
borelovska, 45
kompaktni, 7
miry nula, 40
nemértitelnd, 44
nulové miry, 40
omezena, 36
oteviend, 7

nerovnost
Cauchyova-Schwarzova, 18
Hélderova, 69

Poincarého, 180
Poincarého, 233 ‘-7

. 2 %, &
Poincarého-Sobolevova, 233 Zri e
Poincarého-Wirtingerova-Sobolevova, 2341
trojuhelnikova, 12
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norma, 16
norma

eukleidovska, 35
unitarni prostor, 18
v RN, 35

oblast, 35
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