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Predmluva

Text, ktery pravé ctete, je zdznamem prednasek predmétu Parcidlng diferenci-
alni rovnice, ktery je v této formé na Fakulté aplikovanych véd Zapadoceské
univerzity v Plzni pfednésen od akademického roku 1995/96. Jedna se o druhé,
vyraznym zpusobem prepracované a doplnéné vydani, které vzniklo v ramci
feSeni projektu ,,Matematika pro inZenyry 21. stoleti — inovace vyuky matema-
tiky na technickych skoldch v novych podminkdch rychle se vyvijejici informacni
a technické spolecnosti“ (http://mi2l.vsb.cz).

O parcialnich diferencialnich rovnicich, které tvoii jeden z nejmocnéjsich
nastroji matematického modelovani problémi reidlného svéta, v dnesni dobé
existuji stovky, mozna tisice knih (u¢ebnic i monografii), které obsahuji obrovské
mnozstvi materidlu. To je na jedné strané vyhoda, nebot diky tomuto faktu je
dnes mozné Fesit celou fadu slozitych problému, na strané druhé vsak existence
tak rozsahlé literatury zacateénikiim velmi ztézuje orientaci v této problematice.
Nejsou schopni rozlisit podstatné od nepodstatného, rozhodnout se, co studovat
dfive a co odlozit na pozdéjsi dobu apod.

Protoze nase prednaska neni uréena pouze studentlim, kteii se chtéji v da-
18im studiu specializovat na matematiku, a protoze v nasi prednasce jde o prvni
seznameni s parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi, je nas text na velmi elemen-
tarni trovni. Nasim cilem je, aby student pochopil, co to je parcialni diferenci-
alni rovnice, jak vznika a proc je potieba ji fesit. Chceme také, aby pochopil za-
kladni principy, které pro jednotlivé typy parcidlnich diferencidlnich rovnic plati,
a osvojil si nékteré klasické metody jejich feSeni. V neposledni fadé chceme, aby
si student uvédomil, Ze v soucasné dobé existuje celd fada programovych baliki,
které miize pro fesSeni fady specialnich typt parcidlnich diferencidlnich rovnic
vyuzit, ale které mu bez pochopeni podstaty véci nebudou pfili§ mnoho platné.
Proto jsme se omezili pouze na zdkladni typy rovnic a zakladni metody jejich
zkoumani.

Radi bychom na tomto misté zduraznili, Ze velmi casto pracujeme s pojmy
pouze intuitivné a tmyslné se vyhybame nékterym definicim a presnym du-

vvvvv

a zaroven vyniknou zékladni myslenkové postupy a pouzité metody. Text obsa-
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iv Predmluva

huje fadu reSenych prikladt a ilustrativnich obrazku. Na konci kazdé kapitoly
je vzdy nékolik cviceni, kterd davaji ¢tenaii Sanci si aktivnim zplisobem pro-
cvicit studovanou problematiku. U komplikovanych a teoretickych tloh je uve-
den navod k feseni, u prikladi zalozenych na vypoctu ¢tenai nalezne ocekavany
vysledek. Radi bychom zdiraznili, Ze feseni mtize mit ¢asto i jiny tvar a jedi-
nou kontrolou spravnosti vypoctu je zkouska dosazenim ziskanych vysledkt do
feSené rovnice.

Pii omezeném rozsahu prednésky i tohoto textu si v zddném piipadé ne-
klademe narok na tplnost vykladu. Jde o vybér, ktery je subjektivni, ale ktery
podle naseho nazoru pokryva to, co by mél znat a ovladat ten, kdo chce teorii
parcialnich diferencialnich rovnic dale pouzivat nebo ji hloubéji studovat. Za-
byvame se vyhradné klasickymi metodami, které jsou nezbytnym vychodiskem
pro dalsi studium.

Nejedna se o nase prvni dilo tohoto druhu a proto jsme si dobre védomi toho,
Ze jej neni mozné napsat bez chyb a zaroven tak, abychom se zavdécili kazdému
¢tenafi. Proto se predem omlouvame za pripadné chyby a jsme otevrieni jakékoli
kritice, ale i nekritické chvale.

Plzen, zaii 2011 Pavel Drabek a Gabriela Holubova
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Kapitola Motivace,

odvozeni zakladnich
matematickych
modeli

Vznik a rozvoj teorie parcidlnich diferencidlnich rovnic byly tzce spjaty s fyzi-
kalnimi védami a se snahou popsat jazykem matematiky co mozna nejpresnéji
(zaroven vsSak relativné jednoduse) nékteré fyzikalni déje a jevy. S néstupem
novych obora vSak takto vybudovany matematicky aparat nachéazel uplatnéni
i mimo fyziku. Sife a slozitost zkoumanych problémii dala vzniknout novému
odvétvi nazvanému matematické modelovani. Teorie parcidlnich diferencialnich
rovnic se vyclenila v jeho ramci jako samostatna védni disciplina. Presto vSak
studium parcidlnich diferencidlnich rovnic zistava tésné svazano s popisem —
modelovanim — fyzikéalnich ¢ jinych jevu.

V tvodni kapitole nastinime odvozeni nékolika zakladnich matematickych
modeltl, kterym se budeme v dalsim textu podrobnéji vénovat.

1.1 Zakony zachovani

Matematickym modelem v naSem textu rozumime matematickou tlohu, jejiz
FeSeni popisuje chovani zkoumaného systému. Obecné je matematicky model
zjednodusenym matematickym popisem (fyzikalni) reality. V nasem pfipadé se
budeme zabyvat modely popsanymi parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi, tj.
diferencialnimi rovnicemi se dvéma a vice nezavislymi proménnymi.



2 Kapitola 1

Pr1i studiu prirodnich, technickych, ekonomickych, biologickych, chemickych
a dokonce i socialnich jev a déji mtizeme Casto pozorovat snahu dosdhnou jisté
rovnovahy mezi pfi¢inami a jejich nasledky, pfipadné snahu tuto rovnovahu na-
rusit. Velkd ¢ast matematickych modelt tedy vychézi z tzv. bilanénich zédkonti
nebo principt, které vyjadiuji pravé takovou rovnovahu mezi stavovymi velici-
nami a tokovymi veli¢inami a jejich prostorovymi a ¢asovymi zménami.

Uvazujme prostiedi (téleso, tekutinu, plyn, pevnou latku apod.), které vy-
pliiuje danou oblast

Qc RV,

V tomto ptipadé N znaci prostorovou dimenzi. V redlnych situacich se obvykle
pohybujeme ve tfech prostorovych dimenzich, tj. N = 3, ve zjednodusenych
modelech se ¢asto omezujeme na pripad N = 2 nebo N = 1. Stavovou funkci
(stav) uvazovaného prostfedi v misté x a ¢ase t budeme znagcit

u=u(z,t), e, te(0,T)C(0,+00).

Vétsinou budeme uvazovat skalarni stavovou funkci, obecné ale mtze jit i o funkci
vektorovou nebo tenzorovou. Funkei toku (obvykle vektorovou) téhoz prosttedi
budeme znacit

¢ =¢(x,t), e, te(0,T)C(0,+00).
Hustota rozlozeni zdroji v misté x a Case t je vétSinou znacena skalarni funkci
f=flxt), €, t€(0,T)C(0,+00).

Necht Qp C Q je libovolna vnitini podoblast (tzv. bilancni oblast) oblasti (2.
Integral

UQp,t) = /u(a:,t) dx
Qp
pak mtzeme chapat jako celkové mnozstvi uvazované veli¢iny u obsazené v bi-
lan¢ni oblasti Qp v case t. Integral

t2
U(QB,tl,tg)://u(w,t)dwdt

t1 QB

predstavuje celkové mnozstvi veli¢iny u v 5 béhem ¢asového intervalu (t1,te) C
(0,7). (Mnozina Qp x (t1,t2) se nazyva ¢asoprostorova bilanéni oblast.)

Pokud napiiklad stavova funkce u(x, t) odpovidd hmotnostni hustoté o(x, t),
pak integral

m(Qp,t) = /g(w,t) dx

Qp
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predstavuje hmotnost substance v bilan¢ni oblasti 25 v ¢ase t, zatimco hodnota

to
m(QB,tl,tg)://g(:c,t)d:cdt

t1 Qp

vystihuje celkovou hmotnost substance obsazené v ) g béhem ¢asového intervalu
(t1,t2).

Pokud symbolem 0€2p oznad¢ime hranici bilan¢ni oblasti 25, pak hrani¢ni
integrél (tj. plo$ny integral v R3, kiivkovy integral v R?)

O (00p,t) = / o(x,t) -n(x)dS

oNp

reprezentuje mnozstvi dané veli¢iny ,protékajici“ hranici 0Qp ve sméru vnéjsi
norméaly n v Case t. Podobné integral

t2

(I)(aQB,tl,tg) = / / (,b(:l),t) . n(m) dsdt

t1 895

odpovida celkovému mnozstvi dané veli¢iny, které proteklo hranici Qg ve
sméru vnéjsi normaly n béhem ¢asového tseku (¢, ts).

Jak jsme jiz uvedli vysSe, hustota zdroji v bodé x a ¢ase t je obvykle popsana
funkci f = f(x,t). Integral

to
F(QB,tl,tg)://f(w,t)dwdt

t1 QB

reprezentuje celkovou produkci zdroju v oblasti {05 béhem ¢asového intervalu
(t1,t2).

1.1.1 Evoluéni zakon zachovani

Pokud se modelovany systém vyviji nezanedbatelnym zptsobem v cCase, ho-
vofime o evoluénim (nestaciondrnim) procesu. Pro odvozeni bilan¢niho prin-
cipu takového procesu zvolime libovolnou bilanc¢ni oblast Qg C Q a libovolny
Casovy interval (t1,t2) C (0,00). Pro jednoduchost budeme uvazovat skalarni
stavovou funkci u = u(x,t), vektorovou funkci toku ¢ = ¢(x,t) a skalarni
funkci popisujici rozlozeni zdroju f = f(x,t).

Zakladni bilan¢ni zakon fika, Ze zména celkového mnozstvi veli¢iny u obsa-
zené v oblasti Q0 mezi Casy t; a to se musi rovnat celkovému mnozstvi veli¢iny
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proteklé pies hranici Q25 béhem obdobi od ¢; do ty a pfirastku (nebo ubytku)
veli¢iny vyprodukované zdroji (nebo pohlcené norami) uvnitt Qp béhem ¢aso-
vého intervalu (t1,t2). V jazyce matematiky muZeme toto tvrzeni zapsat nasle-

dovné
u(x,to)de — [ u(e,t;)dx
Qé Q{
(1.1) ta ta
= o(x,t) -n(x)dSdt + f(zx,t) dedt.
/] /4

Znaménko minus pred prvnim ¢lenem na pravé strané odpovida skutecnosti, ze
tok chédpeme jako kladny pfi pohybu smérem ven. Rovnost (1.1) pfedstavuje
evolucni zakon zachovdni v integrdlnim (globdlnim) tvaru.

Pokud predpokladame, Zze funkce u mé spojitou parcidlni derivaci vzhle-

to

dem k proménné ¢, mizeme rozdil u(x,t2) — u(w,t1) zapsat jako [ %u(m,t)dt
t1

a zaménit poradi integrace na levé strané rovnosti (1.1):

(1.2) //—u x,t)dedt

t1 QB

= —/2/¢($,t)-n(w)d5dt+7/f(a:,t)d:cdt.

t1 0Qp t1 Qp

JelikoZ jsme Casovy interval (t;,ts) zvolili libovolné, mtizeme (za pfedpokladu
spojitosti pFislusnych funkei vzhledem k ¢asové proménné) piejit ke vztahu

(1.3) /%u(mt /q’)wt )dS+/f(w,t)dw
Qp

Qp oQp

Pokud dale predpokladame, ze funkce ¢ je spojité diferencovatelna vzhle-
dem ke svym prostorovym proménnym, muzeme pouzit Gaussovu-Ostrograd-
ského vétu (nékdy téz uvadénou pod nadzvem véta o divergenci), podle které

plati

/ ¢(x,t) -n(x)dS = /div ¢(x,t) de
oNp Qp

Po dosazeni tohoto vztahu bude mit rovnost (1.3) tvar

(1.4) /—u x,t)dx = / (—div ¢(x,t) + f(x, 1)) de.

Qp
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Protoze jsme bilané¢ni oblast g zvolili naprosto libovolné, musi rovnost platit
i pro samotné integrandy v (1.4) (za pfedpokladu spojitosti vSech funkci vzhle-
dem k prostorovym proménnym). Odtud dostavame evoluéni zdkon zachovani
v tzv. lokdlnim (diferencidlnim) tvaru

(1.5) %u(w,t) +divo(z, t) = f(x,t).

Vztah (1.5) pfedstavuje jednu rovnici pro dvé neznadmé funkce u a ¢. Funkce f
popisujici rozloZeni zdroji je obvykle dana, muze vsak zaviset na proménnych
x,t i nepiimo prostiednictvim veli¢iny u, tj. mizeme mit f = f(x,t, u(x,1)).

1.1.2 Stacionarni zakon zachovani

V nékterjch piipadech nés nezajimé vyvoj uvazovaného systému v c¢ase. Ri-
kame, ze studujeme staciondrni stav nebo chovani systému v ustdleném (rov-
novdzném) stavu. Znamena to, ze vSechny veli¢iny uvazujeme nezavislé na case
(tj. jejich asové derivace jsou nulové). V takovych pfipadech pracujeme se zjed-
nodusenou verzi zédkona zachovani. Stacionarni zdkon zachovani v globalnim
tvaru je pak popsan vztahem

(1.6) | ¢@-n@ds= [ fe)de
Qp

g

a jeho lokalni verzi mizeme zapsat jako

(L.7) div p(a) = f(2)

(za predpokladu spojitosti vSech uvedenych funkei a jejich prostorovych deri-
vaci).

1.1.3 Zakon zachovani v jedné dimenzi

V nékterych situacich lze predpokladat, ze vSechny vyznamné zmény systému
probihaji pouze v jednom sméru (napf. modelujeme-li proudéni v dostatecné §i-
roké trubici a nezajima nas situace u stén trubice, anebo — naopak — modelujeme-
li chovani tenké struny nebo 1zké tyce s konstantnim prifezem). V takovych
pripadech mtzeme nas model zredukovat do jedné prostorové dimenze. Jelikoz
se jednorozmérny zakladni zdkon zachovani v nékterych drobnych aspektech lisi
od obecného zdkona (napt. tok ¢ je skalarni funkce), uvedeme ho zde zv1ast.
Uvazujme trubici s konstantnim prifezem A, na ni libovolny (avSak pevny)
usek a <z < b, asovy interval (t1,t2) a veliéinu o hustoté u. Zakon zachovani
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Obrézek 1.1: Izolovand trubice s prifezem A. UvaZované velidiny se méni pouze
ve SMEry 08y T.

opét Fik4, Ze zména celkového mnozstvi dané veli¢iny v prostorovém tseku (a, b)
mezi ¢asy t; a to musi byt rovna celkovému toku bodem z = a zmensenému
o celkovy tok bodem z = b od Casu t1 do to a celkové bilanci zdroju v intervalu
(a,b) a ¢asovém rozmezi (t1,to):

b

/bu(x,tg)dzn _ /u(:n,tl)da:

(1.8) to ¢ to b
:/(qﬁ(a,t)—gb(b,t))dt—i—//f(w,t)dxdt.

Tato rovnost predstavuje jednorozmeérny zdkon zachovdni v integrdlnim (globdl-
nim) tvaru (necht jej ¢tenafr porovné s obecnym vyjadienim (1.1)). Pokud jsou
funkce u a ¢ dostatecné hladké, mizeme stejné jako v obecném vicerozmérném
pripadé prejit k diferencidlni formulaci.

Pokud ma konkrétné hustota u spojitou parcialni derivaci vzhledem k c¢asu ¢
a tok ¢ spojitou parcialni derivaci vzhledem k prostorové proménné x, mtizeme
vztah (1.8) prepsat do tvaru

ty b
//[Ut(lﬂ,t) + ¢p(x,t) — f(x,t)]dadt = 0.

t1 a
Jelikoz jsme intervaly (a,b) a (t1,ta) volili zcela libovolné, musi byt integrand
identicky roven nule, tj.

(1.9) ur(z,t) + ¢p(x,t) = f(z,t).

Rovnost (1.9) je lokalni verzi vztahu (1.8) a vyjadiuje jednorozmérny zdkon za-
chovdni v diferencidlnim (lokdlnim) tvaru (opét porovnejte s obecnym vztahem

(1.5)).
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Pokud modelujeme jednorozmérny stacionarni jev, pouzijeme stacionarni
verzi predchoziho zakona zachovani, tj.

(1.10) ¢z(z) = f(),

coz neni nic jiného nez obycejna diferencialni rovnice pro neznamou funkci ¢.

1.2 Konstitutivni zakony

Jak jsme jiz zminili dfive, zakon zachovani piredstavuje jednu rovnici pro dvé ne-
znamé funkce: stavovou veli¢inu u a tok ¢. K vytvoreni matematického modelu
potfebujeme jesté dalsi vazbu mezi témito velicinami. U konkrétnich procest
a jevl maji stavové a tokové funkce své konkrétni nazvy a znaceni. Naptiklad
pfi popisu termodynamickych déji obvykle pouzivame tyto veliCiny:

stavové veli¢iny:  hustota  tokové veli¢iny:  rychlost

tlak hybnost
teplota napéti
entropie tepelny tok

Otéazky vzajemné zavislosti nebo nezavislosti téchto parametra byvaji velice
komplikované a jsou tzce spojené s volbou matematického modelu. Vztahy
mezi stavovymi veli¢inami a odpovidajicimi tokovymi veli¢inami jsou obvykle
zalozeny na zobecnéni experimentalnich pozorovani a zavisi na vlastnostech
konkrétniho prostfedi nebo materidlu. Obvykle je nazyvame konstitutivnimi
zakony nebo materidlovymi vztahy.

Prikladem konstitutivniho vztahu z teorie pruznosti je Hookuv zdkon, ktery
fika, Ze mezi napétim (tokovou veli¢inou) a pfislusnym posuvem, resp. defor-
maci (stavovou veli¢inou) je za ur¢itych podminek linearni zévislost.

1.3 Zakladni modely

Na zavér této kapitoly odvodime jednoduché matematické modely nékolika za-
kladnich fyzikalnich procest: unaseni necistoty proudici tekutinou, difuze v uzké
trubici i v trojrozmérné nadobé, vedeni tepla v ty¢i i v trojrozmérném télese
a kmitani tenké struny a dvojrozmérné membrany. Matematickym popisem je-
jich evolu¢niho a staciondrniho chovéani ziskdme transportni, difuzni, vlnovou
a Laplaceovu rovnici, které predstavuji fundamentalni linearni parcialni dife-
rencidlni rovnice. Znalost jejich vlastnosti a metod feSeni patii k zakladim
klasické teorie parcidlnich diferencidlnich rovnic a jejich studium bude tvofit
stéZejni ¢ast tohoto textu.
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1.3.1 Proudéni a transportni rovnice

Jednorozmérny evolu¢ni model, ve kterém je tok pfimo timérny hustoté, tedy
¢ = cu,

kde c je konstanta, popisuje napf. unaseni latky v trubici s proudici tekuti-
nou. Veli¢ina u zde pfedstavuje koncentraci unasené latky (feknéme necistoty)
a parametr ¢ odpovida rychlosti proudéni. Do modelu neni zahrnuta difuze.
Dosadime-li takto vyjadfeny tok do jednorozmérného zakladniho zdkona za-
chovani (1.9) a budeme-li uvazovat, ze rychlost proudéni ¢ > 0 je konstantni
a zdroje f nulové, dostavame tzv. transportni rovnici (pro nezndmou koncent-
raci u)

)

Jak ukdzeme pozdéji, FeSenim rovnice (1.11) je funkce

(1.12) u(z,t) = F(z — ct),

kde F je libovolna diferencovatelna funkce. Takové feSeni se nazyva pravd po-
stupna vina (anglicky: right travelling wave), protoze grafem funkce F(z — ct)
je graf F'(x) posunuty doprava o hodnotu ct. Tedy s rostoucim ¢asem se profil
F(x) pohybuje nezménén doprava rychlosti ¢ (viz obrazek 1.2).

’LL(QZ‘, tl)
F(x — cty)
u(z,0) ! |
t1 |
~
~
/ac/— ct
B F(z)
N
0 T

Obrazek 1.2: Postupnd vina.

Pokud je rychlostni parametr ¢ zdporny, coz odpovidd tomu, ze tekutina
a stejné tak unasend latka proudi doleva rychlosti |c|, FeSeni u(z,t) = F(z — ct)
se nazyva levd postupnd vina.
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Pokud je tok ¢ nelinedrni funkci hustoty u, dostava zdkon zachovani (pro
f =0) podobu

(1.13) ur + (p(u))e = ug + ¢ (u)uy = 0.

Tento vztah modeluje nelinedrni transport, ktery je ovsem z hlediska dalsi ana-
Iyzy mnohem komplikované&jsi.

Proudéni s rozpadem. Z teorie obycCejnych diferencialnich rovnic je znamo,
ze rozpad (napi. radioaktivni) lze popsat vztahem

du
— = —-\u

dt ’

kde u je pocet dosud nerozpadlych Castic v ¢ase t a A je rychlost rozpadu.
Chovéani radioaktivni chemikalie unésené trubici rychlosti ¢ lze tedy modelovat
rovnici

(1.14) | ug + cup = — .
V tomto piipadé je opét ¢ = cu a f = —Au popisuje zdroje dané rozpadem
castic.

1.3.2 Difuze v jedné dimenzi

Studujme chovani plynu v jednodimenzionélni trubici. Koncentraci plynu v misté
x a v Case t ozna¢me u = u(z,t) (stavova funkce) a odpovidajici hustotu toku
oznacme ¢ = ¢(x,t) (tokova funkce). Pokud neuvazujeme zadné zdroje (f = 0),
spliuji obé veli¢iny jednodimenzionalni zékon zachovéani (1.9) ve tvaru

Na zakladé pozorovani lze usoudit, Ze molekuly plynu se pohybuji z mist s vyssi
koncentraci do mist s nizsi koncentraci a ¢im vétsi je gradient koncentrace, tim
vétsi je tok. Stejné chovani mizZeme pozorovat napf. i u hmyzu v klimatiza-
¢ni roufe nebo u lidského davu v koridoru. Nejjednodussi vztah, jaky témto
predpokladtim odpovidé, je linearni zavislost

(1.15) ¢ = —kug,

kde k je konstanta iimeérnosti. Znaménko minus zarucuje, ze pokud je u, < 0,
pak ¢ je kladné a tok sméfuje doprava. Vztah (1.15) se nazyva Fickiv zd-
kon a konstanta k difuzni konstantou. Dosadime-li (1.15) do zakladniho zakona
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zachovéani, dostdvame tzv. jednodimenziondlni difuzni rovnici (pro nezndmou
koncentraci u)

(1.16) uy — ktigy = 0.]

Proudéni s difuzi. Pokud chceme do modelu zahrnout proudéni i difuzi, pak
musi pro tok platit konstitutivni vztah

¢ = cu — kuy,

a ze zékona zachovani dostavame rovnici

(1.17) | ug + cup — kg, = 0.

Takto lze nalézt napi. rozlozeni hustoty chemikalie, kterd je unasena proudici
tekutinou s rychlosti ¢ a zaroven do této tekutiny difunduje s difuzni konstan-
tou k.

1.3.3 Vedeni tepla v jedné dimenzi

Stejné predpoklady, z jakych jsme vychéazeli pfi odvozovani difuzni rovnice, lze
uplatnit i na modelovani vedeni tepla. Uvazujme jednorozmeérnou ty¢ s kon-
stantni hustotou p a konstantni mérnou tepelnou kapacitou ¢. Oznacime-li tep-
lotu v bodé z a case t funkci u = u(x,t), pak veli¢ina pcu(z,t) predstavuje
hustotu tepelné energie. V tomto pfipadé zakon zachovani vyjadiuje rovnovahu
mezi vnitini energii pcu a tepelnym tokem ¢:

(1.18) (pcu)(z,t) + ¢pgp(z,t) =0

(pro jednoduchost zatim neuvazujeme zadné zdroje). Konstitutivnim vztahem,
ktery svazuje tok ¢ a teplotu u, zde bude Fourieriv tepelny zdkon, ktery tika,
Ze tok je pfimo umérny gradientu teploty se zapornou konstantou tmeérnosti,
tedy

¢ =—Ku,.

Konstanta K predstavuje soucinitel tepelné vodivosti. Fourieriv zédkon je obdo-
bou Fickova zakona: teplo proudi z teplejsich oblasti do chladnéjsich. Dosadime-
li vyse uvedené vztahy do zdkladniho zdkona zachovani (1.18), dostavame

K
(119) Uy — kux‘x = 07 k= )
pC

coz je opét difuzni rovnice v jedné dimenzi. (Konstanta k se nazyva tepelna
difuzivita.) Oba jevy, vedeni tepla i difuzi, lze tedy modelovat toutéz rovnici.
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1.3.4 Vedeni tepla ve tfech dimenzich

Pfi odvozeni rovnice vedeni tepla ve vice (v tomto pfipadé ve tfech) dimenzich,
postupujeme podobnym zptsobem jako v jednorozmérném pripadé. Necht 2 je
prostorové oblast v R a necht u = u(z,y, 2,t) znaéi teplotu v éase ¢ a misté
(z,y,2) € . Predpokladejme, Ze material, ktery vypliuje danou oblast, je
homogenni a je charakterizovan konstantni hustotou p a konstantni mérnou te-
pelnou kapacitou c. Vnitini energie v misté (x,y, z) a ¢ase ¢t odpovidé veli¢iné
cpu(z,y, z,t), tepelny tok je dan vektorovou funkei ¢ = ¢(x,y, z,t) a rozlozeni
tepelnych zdroji je popséno skalarni funkci f = f(z,y, z,t). Zakon zachovani
tepelné energie (v diferencidlnim tvaru) vyjadifuje rovnovdhu mezi témito ve-
licinami nésledujicim zptsobem:

(1.20) cpu + divep = f

pro vSechna (z,y,z) € Q, t > 0.
Konstitutivnim zakonem je v tomto pfipadé trojrozmérné verze Fourierova
tepelného zakona, a sice
¢ = —Kgrad u.

Stejné jako v jednorozmérném piipadé tento zakon fika, ze tepelny tok je pfimo
umérny teplotnimu gradientu se zdpornou konstantou timérnosti (teplo proudi
z teplejsich oblasti do chladnéjsich). Uvédomime-li si navic, ze plati

Au =div gradu =V - Vu = Uy + Uyy + U,

kde A znaé¢i Laplacetiv operator, dostdvame po dosazeni do (1.20) koneénou
podobu rovnice vedeni tepla ve tfech dimenzich

(1.21) up — kAu = if
cp

Tato rovnice rovnéz vystihuje chovani difundujici latky v trojrozmérné oblasti,
proto ji budeme opét nazyvat (nehomogenni) difuzni rovnici.

Analogicky bychom dostali stejné vyjadieni i v piipadé dvoudimenzional-
niho problému. Laplacetiv operator by pak mél podobu Au = uz; + uy,.

1.3.5 Kmitani struny a vlnova rovnice

V predchozich odstavcich jsme odvodili transportni a difuzni rovnici standard-
nim zptsobem: dosadili jsme konkrétni konstitutivni vztah do zdkladniho za-
kona zachovani a ziskali odpovidajici model. Nyni budeme postupovat ponékud
odlisSnym zptsobem a odvodime dalsi zdkladni parcidlni diferencialni rovnici,
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tzv. vinovou rovnici, kterd popisuje jeden z nejcastéjSich jevu v prirodé: vinéni
(zminme napf. elektromagnetické vlnéni, vilny na vodni hladiné nebo akustické
viny).

Uvazujme pruznou strunu délky [ a predpokladejme, ze dochézi pouze k ma-
lym kmitim ve vertikdlnim sméru. Vychylku v bodé = a case t popiSme spojité
diferencovatelnou funkci u(z, t). Vlastnosti struny jsou popsany spojitymi funk-
cemi p(z,t) a T'(x,t), které pfedstavuji hustotu a vnitini napéti struny v bodé =
a Case t. Predpoklddame, ze napéti T'(z,t) ma vzdy smér tecny k profilu struny
v bodé z. Uvazujme nyni libovolny, avsak pevny tsek struny mezi body x = a,
x = b (viz obrazek 1.3). Uhel, ktery svira teéna v daném bodé s horizontalou,
je spojita funkce, kterou oznacime ¢(x,t). VSimnéme si, Ze plati

(1.22) tgp(z,t) = ug(z,t).

Obrézek 1.3: Usek struny.

K odvozeni rovnice popisujici pohyb struny pouzijeme tentokrat Newtontv
pohybovy zakon, ktery rika, Zze zména hybnosti v daném tiseku je rovna ptisobici
sile. Budeme predpokladat, ze jedinou silou, kterd na tsek struny ptisobi, je
napéti vyvolané okolnimi ¢astmi struny (tihu a tlumeni prozatim neuvazujeme).
Protoze v horizontalnim sméru nedochézi k zddnému pohybu, musi platit

(1.23) T'(b,t) cos (b, t) — T(a,t)cos p(a,t) = 0.

Jelikoz jsme interval (a, b) volili libovolné, nezavisi veli¢ina T'(x,t) cos p(x,t) na
proménné z. Oznacme

(1.24) 7(t) = T(z,t) cos p(x,t).
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Ve vertikalnim sméru ziskame kinetickou rovnici pro hledanou vychylku u z po-
hybového zakona:

b

(1.25) % p(z, tyur(z,t)\/1 + ug(z,t)?de =

a

=T(b,t)sinp(b,t) — T(a,t)sinp(a,t).

(Vyraz /1 + u,(z,t)? dz predstavuje element obloukové délky.) VSimnéme si,
ze tento vztah odpovida jednodimenziondlnimu zakonu zachovani (1.3) s hyb-
nosti jako uvazovanou veli¢inou. Abychom mohli pfejit k lokalni verzi, vyuZi-
jeme dalsi zdkon zachovani — zakon zachovani hmotnosti. Ten fika, ze Casova
zména celkové hmotnosti daného segmentu je nulova. (Zde je uvazovanou veli¢i-
nou hmotnost, tok i zdroje jsou nulové.) Jinymi slovy to znamend, Ze hmotnost
daného useku v libovolném case ¢t musi byt rovna hmotnosti téhoz tiseku v case
t = 0. Oznacdime-li po(z) = p(x,0) a budeme-li uvazovat, ze na pocéatku, tj.
v Case t = 0, je struna v rovnovazné poloze u(x,0) = ug = konst., dostavame

rovnost
b b

[ VT e de = [ o),

a a

Interval (a,b) jsme vSak volili libovolné, musi tedy platit
(1.26) p(@, )/ 1+ ug(z, ) = po(z)

pro vSechna z a t.

Nyni se mizeme vratit ke kinetické rovnici (1.25). Vyuzijeme-li vztah (1.26)
a zaménime-li poradi derivovani a integrovani (coz opét vyzaduje dostate¢nou
hladkost uvazovanych funkci), dostavame

b
(1.27) /po(a:)utt(a:, t)dx = T'(b,t)sin (b, t) — T'(a,t)sin p(a,t).

a

Pravou stranu vztahu (1.27) mtzeme s vyuzitim (1.22) a (1.24) pfepsat nésle-
dujicim zptusobem

T(b,t) cos (b, t)tg p(b,t) — T'(a,t)cos p(a,t) tg p(a,t)
b

= 7(t)(ug (b, t) — uz(a,t)) = 7(t) /um(a:,t) dz.

a
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Odtud dostavame

b b

/po(x)utt(x,t) dx :T(t)/um(x,t) dx.

a a
Tento vztah musi opét platit pro libovolny interval (a,b), miuZzeme tedy ptejit
k diferencidlnimu vyjadreni

po()u(x,t) = 7(t)ugs (z,t).

V piipadé, ze po(z) = po, 7(t) = 70, a oznacime-li ¢ = /79/pp, dospéjeme
k zékladni rovnici matematického modelovani popisujici kmitani struny v jedné
dimenzi

(1.28) U = gy,

Rovnice (1.28) se nazyvéa vinovd rovnice a konstanta ¢ > 0 vystihuje rychlost
sirent viny.

Zakladni vlnovou rovnici lze riznymi zptsoby modifikovat.

(i) V pfipadé, ze uvazujeme ptitomnost vnéjsiho tlumeni (napi. odpor okol-
niho prostiedi), v rovnici se objevi ¢len umérny rychlosti u;:

U — gy +rup = 0
s koeficientem tlumeni r > 0.
(ii) Pokud v rovnici uvazujeme elastickou silu struny, dostavame
st — gy + ku =0
s tuhosti k > 0.

(iii) Pokud chceme do modelu zahrnout pfitomnost vnéjsiho buzeni popsaného
funkci f(z,t), dostavime nehomogenni vlnovou rovnici

Ut — C2umm = f(ﬂi‘,t).
(iv) VSechny tyto vlivy mizeme kombinovat. Dostavame pak rovnici tvaru

Ut — C2ump +ru; + ku = f(:l},t).
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1.3.6 VInova rovnice ve dvou dimenzich — kmitajici membrana

Dvojrozmeérnou analogii kmitajici struny je vibrujici membrana napjata na pev-
ném ramu. Uvazujme opét pouze vertikdlni kmity a vychylku v bodé (z,y)
a Case t oznacme u(x,y,t). Zvolme libovolnou pevnou podoblast 2 membrany
(viz obrazek 1.4) a aplikujme Newtontiv pohybovy zdkon a zdkon zachovani
hmotnosti. Postupujeme stejnym zpusobem jako v jedné dimenzi (odstavec
1.3.5).

Obréazek 1.4: Kmitajici membrdna nad podoblasti €.

Aplikovani obou zminénych zakoni zachovani vede ke vztahu

0
(1.29) // po(@, y)uw(z,y, t) dedy = /T(x’y’t)ﬁ_zds
G 9

(srovnejte se vztahem (1.27) pro jednodimenziondlni strunu). Zde 92 znaci
hranici oblasti € a pfedpokladéame, Ze v kazdém bodé hranice 952 existuje vektor
normaly. Funkce T' = T'(x,y,t) pfedstavuje vnitini napéti membrany a py =
po(z,y) znadci rozlozeni hustoty membrany v ¢ase ¢ = 0. ProtoZe neuvazujeme
pohyb v horizontalnim sméru, mizeme ptredpokladat, ze T'(x,y,t) nezavisi na
x a y, tj. musi platit T(z,y,t) = 7(t). Pouzijeme-li Greenovu vétu, miizeme
kiivkovy integral na pravé strané rovnice (1.29) pfepsat na integral plosny:

/ —ds —/ div(7(t) grad u) dz dy.

o0
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Odtud tedy plyne

J[ e gunte..ydedy = [ [ @) divigradu) dzdy,
—_—
Q Q Au

kde Au = uz; + uyy je Laplacetv operator ve dvou dimenzich. Jelikoz jsme ob-
last Q volili libovolné, miizeme (za predpokladu dostatecné hladkosti funkece )
prejit k diferencidlnimu vyjadieni. Pokud budeme navic uvazovat hustotu pg
i napéti 7 konstantni, tj. po(z) = po, 7(t) = 70, a oznadime-li ¢ = /79/po,
dostaneme vztah

(130) Ut = c2Au.

Je zfejmé, Ze obdobnym zptsobem bychom odvodili analogicky vztah v troj-
rozmérném piipadé, kde vSak Au = ugz, + uyy + u.. je Laplaceiv operator
ve tfech dimenzich. Z fyzikalniho hlediska by takovy model popisoval vib-
race v elastickém télese, sifeni zvukovych vin vzduchem, $ifeni seismickych vin
v zemské kure, elektromagnetické vinéni apod.

Je-li u ve vztahu (1.30) neznamou funkei, pak mluvime o vlnové rovnici ve
dvou, respektive tfech prostorovych proménnych.

1.3.7 Laplaceova a Poissonova rovnice — stacionarni pripad

Pri vySetfovani vyse odvozenych modeld nas ¢asto zajima pouze chovani v tzv.
rovnovazném (ustaleném) stavu, tedy ve stavu, kdy FeSeni nezavisi na case (uy =
ug = 0). VIlnovéa i difuzni rovnice pak v libovolné dimenzi prejde na Laplaceovu
rOUNICL

(1.31) Au =0,

kterd ma ve dvou dimenzich tvar wu;, + uyy = 0. Resenim Laplaceovy rovnice
jsou tzv. harmonické funkce.

Uvazujme napt. téleso, které je zahtivano v peci. Pfedpokladame, ze tep-
lota v peci neni rozlozena rovnomérné (neni prostorové konstantni). Po uréitém
case dosdhne teplota v télese rovnovazného stavu, ktery bude popsan pravé har-
monickou funkei u(z,y, z). V pfipadé, ze v peci bude teplota ve vSech bodech
stejnd, bude rovnovaznym stavem télesa rovnéz u(z,y, z) = konst. V jednoroz-
mérném pripadé si lze predstavit podélné izolovanou tenkou ty¢, u které dochéazi
k vyméné tepla s okolim pouze pres jeji konce. Funkce u popisujici teplotu v tyc¢i
pak zavisi pouze na proménné x. Laplaceova rovnice se zredukuje na tvar

Uggr = 0
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a jejim FeSenim je linearni funkce u(z) = c1z + c2. Ve vicerozmérném piipadé
je situace mnohem zajimavéjsi.

Rovnovazny stav mizeme zkoumat i v piipadé, ze jsou v modelu pritomny
¢asové nezavislé zdroje. VInova i difuzni rovnice pak pro u; = uy = 0 prejde na

tvar

coz je tzv. Poissonova rovnice.

Kromé stacionarni difuze a vlnéni se s Laplaceovou a Poissonovou rovnici
muzeme setkat napf. v nasledujicich modelech.

Elektrostatika. Maxwellovy rovnice
_ : _r
rot E=0, divE= -
popisuji elektrostatické vektorové pole intenzity E v prostiedi o konstantni

permitivité€ €; p znaéi objemovou hustotu elektrického naboje. Z prvni rovnice
plyne existence tzv. elektrického potencidlu, kterym je skalarni funkce ¢ splnujici

vztah E = —grad ¢. Dosadime-li do druhé rovnice, dostavame
A¢ = div(grad ¢) = —div E = _57

coz je Poissonova rovnice s pravou stranou f = —g.

Ustalené proudéni. Predpokladejme, Ze modelujeme nevifivé proudéni po-
psané rovnici rotv = 0, kde v je rychlost proudéni (nezavisld na ¢ase). Tato
rovnice implikuje existenci skaldrni funkce ¢ (tzv. rychlostniho potencidlu) ta-
kové, ze v = —grad ¢. Dale predpokladejme, Zze proudici tekutina je nestlaci-
telnd (napf. voda) a proudéni solenoidalni (tj. beze zfidel a nor). Pak dive = 0.
Dosadime-li do tohoto vztahu potencial ¢, mizeme psat —A¢ = —div(grad ¢) =
div v = 0. Dostavame tedy Laplaceovu rovnici A¢ = 0.

Holomorfni funkce komplexni proménné. Ozna¢me z = z + iy komplexni
promeénnou a

f(2) = u(z) +iv(z) = u(z +iy) + iv(z +1y)

komplexni funkci proménné z. Funkce u a v jsou realné funkce komplexni pro-
ménné z a predstavuji redlnou a imaginarni ¢ast funkce f. Jelikoz 1ze Gaussovu
komplexni rovinu ztotoznit s R?, miizeme chapat u(z) = u(z,y), v(z) = v(x,y)
jako funkce dvou nezavislych redlnych proménnych x a y. Teorie funkci kom-
plexni proménné Fikd, Ze holomorfni funkce f na oblasti  (tj. komplexni funkce
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f, ktera mé derivaci f’(z) v kazdém bodé z € ) je loklné rozvinutelnd v moc-
ninnou fadu se stfedem v zy € . Pokud 2y = 0, ma tento rozvoj funkce f
tvar

f(Z) = Zanznv
n=0

kde a,, jsou komplexni konstanty. Dosadime-li za f a z, dostavame
o
u(e,y) +iv(z,y) = an(z +iy)™.
n=0

Formalnim derivovanim této fady snadno odvodime (provedte!)

ou Ov ou ov

ax oy By 0w

coz jsou tzv. Cauchyovy-Riemannovy podminky derivovatelnosti komplexni fun-
kce komplexni proménné. Jejich dalsim derivovanim zjistime, Ze

Ugy = VUyx = VUgy = —Uyy,
tedy Au = 0. Obdobné i Av = 0. To znamend, ze redlnad i imaginirni ¢ast

libovolné holomorfni funkce jsou funkce harmonické.

1.4 Cvideni

1. Jak by se zménilo odvozeni zdkona zachovani (1.9) v pfipadé trubice s pro-
meénnym prufezem A = A(x)?

2. Odvodte model kmitajici struny, ktery zahrnuje ptisobeni gravitacni sily:
Uy = Pllgg — g.

Zde g je konstanta reprezentujici gravitacni zrychleni. Uvédomte si, ze
titha pusobi ve svislém sméru v kazdém bodé struny, tj. objevi se jako
vnéjsi zdroj v zdkonu zachovani hybnosti.

3. Odvodte vinovou rovnici s tlumenim:
_ 2 k
Utt = C Ugpgy — RUt,

ktera popisuje kmitani struny, jejiz vertikalni pohyb je zpomalovan tlumici
silou imérnou rychlosti struny. Zde k je koeficient tlumeni.
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4. Uvazujte proces vedeni tepla v dokonale podélné izolované tyc¢i, bez vni-
tfnich zdrojt tepla a s mérnou tepelnou kapacitou, hustotou hmotnosti
a soucinitelem tepelné vodivosti zavislymi na proménné z, tj. c(x), o(x)
a K (x). Vyjdéte ze zakona zachovani a odvodte piislusnou rovnici vedeni
tepla.

5. Uvazujte dokonale podélné izolovanou ty¢, avsak tentokrat s proménnym
prufezem, tj. A(z). Vyuzijte zékon zachovani odvozeny ve cviceni 1 a Fou-
rieriv tepelny zakon (jako konstitutivni vztah) a odvodte pfislusnou rov-
nici vedeni tepla.

6. Hustota aut na rusné jednoproudé dalnici bez vyjezdu a ndjezdu je v misté
o soufadnici z a ¢ase ¢t dana funkci u = u(x,t) aut na kilometr. Necht
¢ = ¢(x,t) udava tok aut méfeny poctem aut za hodinu. Mizeme uéinit
nasledujici pozorovani. Pokud nejsou na dalnici zadna auta, je tok nulovy.
Zaroven existuje kritickd hodnota hustoty aut, oznac¢me ji u;, pro kterou
nastava dopravni zacpa a tok je opét nulovy. Dale musi existovat optimélni
hodnota ,,, 0 < u, < uj, pro kterou je tok maximalni. Pokuste se
zformulovat jednoduchy konstitutivni zdkon svazujici u a ¢ a odvodte
zékladni (nelinedrni) model dopravniho proudu.

[Dopravni konstitutivni zdkon mize mit napf. podobu ¢ = u(u; — u) a pfislusny
dopravni model ma tvar u; + uju, — 2uu, = 0.]

7. Odvodte nelinedrni rovnici popisujici chovani bakterii v jednorozmérné
trubici za predpokladu, Ze se popula¢ni rist fidi logistickym zdkonem
ru(l — u/K). Zde v = wu(z,t) zna¢i koncentraci bakterii, r je rtstova
konstanta a K predstavuje kapacitu prostiedi. Vyuzijte zakladni zakon

zachovani s tokem ¢ = —Du, (bakterie difunduji uvnit¥ trubice s difuzni
konstantou D) a zdrojem f = ru(l — u/K), ktery vystihuje reprodukci
populace.

[Vysledny model u; — Dugy = ru(l —u/K) je zndm jako Fisherova rovnice.]
8. Odvodte tzv. Burgersovu rovnici
Up — DUgy + uty, = 0,

ktera popisuje vazbu mezi nelinearnim proudénim a difuzi v mechanice
tekutin. Vyuzijte jednorozmérny zakon zachovani (1.9) beze zdroju a kon-
stitutivni vztah ¢ = —Du, + %uz. Zde prvni c¢len predstavuje difuzni
proces, zatimco druhy ¢len odpovida nelinearnimu transportu.

9. Ukazte, Ze Burgersovu rovnici uy — Dug, + uu, = 0 Ize transformovat
na difuzni rovnici ¢y — Dy, = 0 pomoci Coleovy-Hopfovy transformace

U= 1Yy, Y =-2DInp.
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10. Modelujte elektrické vedeni, které neni dobfe odizolované od zemé. Uva-
Zujte, Ze pro napéti V(z,t) a proud I(z,t) plati vztahy V, = —LI; — RI
al, =—CV;— GV, kde L je indukénost, R je odpor, C je kapacita a G
je svod do zemé. Ukazte, ze V a I spliuji telegrafni rovnici
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Jednim z hlavnich cila teorie parcidlnich diferencidlnich rovnic je vyjadrit ne-
znamou funkci vice nezavisle proménnych z rovnosti, ve které vystupuje tato
funkce spolu se svymi parcidlnimi derivacemi. V dalsim vykladu se budeme
drzet nasledujici konvence: ¢ bude znacit ¢asovou proménnou a z,¥, z,... Pro-
storové proménné. Obecny zapis pro parcidlni diferencialni rovnici pro nezna-
mou funkci u ve tfech prostorovych dimenzich pak vypada takto:

F(‘T7y7 Zat7u7ux7uy7UZ7utau:cy7uxt7 e ) = 07

piicemz (z,y,2) € Q C R3, t € I, kde Q je zadana oblast v R* a I C R je
Casovy interval. Je-li F' vektorova funkce, tj. F' = (Fy,..., F,,), a nezndmych
funkci, které hledame, je vice: u = u(x,y, z,t), v = v(z,y, 2,t), ..., pak

F(z,y,z,t,u,tug, ..., 0,0z,...) =0

je tzv. systém parcidlnich diferencidlnich rovnic. Je patrné, ze jde o vztahy
obecné velmi komplikované, a matematicka teorie v soucasné dobé umi zkoumat
pouze nékteré specialni typy. Proto je dulezité umét jednotlivé typy rovnic
rozeznat a vzajemné je od sebe odlisit.

21
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2.1 Zakladni typy rovnic

Klasifikovat parcidlni diferencidlni rovnice muZzeme na zakladé nejriznéjsich
hledisek. Je-li ¢as ¢ jednou z nezavisle proménnych, hovorime o evoluc¢nich rov-
nicich, v opaéném piipadé (kdy v rovnici vystupuji pouze prostorové nezavisle
proménné) hovorime o staciondrnich rovnicich. Nejvyssi fad derivace hledané
funkce, ktery se v rovnici vyskytuje, urCuje 7dd rovnice. Je-li vztah mezi u
a jejimi derivacemi linedrni (napi. neobsahuje souciny typu wug, uzuyy atd.)
hovofime o linedrni rovnici. V opa¢ném pripadé jde o nelinedrni rovnici. Line-
arni rovnici mizeme symbolicky zapsat pomoci tzv. linedrniho diferencialniho
operatoru L, tj. operatoru s vlastnosti

L(au + pv) = aL(u) + SL(v),
kde «, (8 jsou realné konstanty a u, v jsou realné funkce. Rovnici
L(u)=0
pak nazyvame homogenni, rovnici
L(u) = f,

kde f je zadand funkce, pak nazyvame nehomogenni. Funkci f nazyvame pravou
stranou rovnice.
Z vyse uvedenych hledisek muZzeme nésledujici rovnice klasifikovat takto:

1. Transportni rovnice v jedné prostorové proménné:
U+ ug; =0

je evolu¢ni, prvniho fadu, linearni s operatorem L(u) = u; + u,, homo-
genni.

2. Laplaceova rovnice ve tfech prostorovych proménnych:
Uggy + Uyy + Uz = 0

je stacionarni, druhého fadu, linearni s operdtorem L(u) = Au = uy, +
Uyy + U, homogenni.

3. Poissonova rovnice ve dvou prostorovych proménnych:

Ugy + Uyy = f(:an)y

kde f = f(z,y) je zadana funkce, je staciondrni, druhého Fadu, linedrni
s operatorem L(u) = Au = ugy + uyy, nehomogenni.
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4. Vlnovéa rovnice v jedné prostorové proménné:
=0
Ut — Ugg + U =

je evolu¢ni, druhého fadu, nelinedrni. Tato rovnice se nazyva vinovou rov-

nici s interake? reprezentovanou ¢lenem u>.

5. Difuzni rovnice v jedné prostorové proménné:
Ut — Uy = f(x7t)

je evoluéni, druhého fadu, linearni s operatorem L(u) = uy — gy, neho-
mogenni.

6. Rovnice vibrujiciho nosniku:
Ugt + Uggae = 0

je evolu¢ni, ¢tvrtého fadu, linedrni s operatorem L(u) = uy + Ugpzrx,
homogenni.

7. Schrodingerova rovnice v jedné prostorové proménné:
U — Uy = 0

je evoluéni, druhého fadu, linedrni s operatorem L(u) = u; — itz,, homo-
genni (zde i je imaginarni jednotka: i = —1).

8. Rovnice disperzni viny:
Up + Uy + Uggy = 0

je evolucni, tietiho fadu, nelinearni.

2.2 Obecné a generické reseni

Funkci u nazveme fesenim parcidlni diferencidlni rovnice, pokud po dosazeni
této funkce (spoleéné s prislusnymi parcidlnimi derivacemi) je dand rovnice
identicky splnéna v kazdém bodé. To znamenad, Ze funkce v musi mit vSechny
derivace, které se v rovnici vyskytuji. Obvykle ale pozadujeme o néco vice. Je-
li k& fad prislusné parcidlni diferencidlni rovnice, pak jejim feSenim rozumime
funkci t¥idy C*, ktera vyhovuje dané rovnici. V takovém piipadé mluvime o kla-
sickém Tesent parcidlni diferencialni rovnice. Resime-li tedy napf¥. difuzni rovnici
v jedné prostorové proménné, tj. rovnici

Uty = ku:c:ca
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ktera je druhého Fadu, pak jejim klasickym FeSenim bude funkce t¥idy C?, tj.
funkce, kterd ma spojité parcialni derivace az do druhého fadu ve vSech uvazo-
vanych bodech (z,t). Pozadujeme tedy existenci a spojitost i derivaci uy a ¢,
které se v rovnici viibec nevyskytuji!

Stejné jako v pfipadé obycejnych diferencidlnich rovnic neni feseni parcialni
diferencialni rovnice urceno jednoznacné. U obycejnych diferencidlnich rovnic
mluvime o tzv. obecném Tesent, které zavisi na volitelnych konstantdch a jejich
pocet je dan fadem rovnice. V pripadé parcidlnich diferencidlnich rovnic muze
byt situace zajimavéjsi. Tuto skutec¢nost si ukédzeme na nésledujicich piikladech.

Priklad 2.1. Hledejme funkci dvou proménnych v = u(z,y) splilujici rovnici
(2.1) Ugy = 0.

Tuto tlohu muZeme fesit pfimou integraci rovnice (2.1). Vzhledem k tomu,
Ze integrujeme podle x, mize integrac¢ni konstanta zaviset obecné na y. Z rov-
nice (2.1) vyplyva

ug(2,y) = f(y)
a dalsi integraci pak
u(z,y) = f(y)z +9(y).

Pro libovolné funkce f a g proménné y tak dostdvame FeSeni rovnice (2.1).
Chceme-li vsak mluvit o klasickém feseni, musi byt funkce f a g dvakrat spojité

diferencovatelné.
O

Priklad 2.2. Hledejme funkci u = u(z,y, z) spliujici rovnici
(2.2) Ugy +u = 0.

Podobné jako v pripadé obycejné diferencialni rovnice pro neznamou funkci
v =u(t),
v 4+ v =0,

kdy feSenim je funkce v(t) = A cost+ Bsint s libovolné volitelnymi konstantami
A, B € R, mé klasické feSeni rovnice (2.2) tvar

u(z,y,2) = f(y,2z) cosz +g(y, z) sin z,

kde f a g jsou libovolné dvakrat spojité diferencovatelné funkce proménnych y
a z.

O
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Priklad 2.3. Hledejme funkci v = u(x,y) splitujici rovnici
(2.3) Ugy = 0.
Integraci (2.3) podle x dostavame
uy = f(y)
(f je libovolna ,konstanta® zavisla na y). Dalsi integraci podle y pak obdrzime
u(z,y) = F(y) + G(x),

kde F’' = f. Funkce F a G jsou opét libovolné. Ma-li byt feseni u klasické, pak
obé funkce F' a G musi byt opét dvakrat spojité diferencovatelné.
O

Z predchozich prikladt bychom mohli usoudit, Ze feSeni parcialni diferenci-
alni rovnice zavisi na volitelngch funkcich (analogicky k volitelnym konstantam
v pfipadé obyéejnych rovnic). Je-li navic n pocet nezavisle proménnych v rov-
nici, pak tyto funkce zévisi na (n — 1) proménnych a jejich pocet je opét dén
fadem rovnice. Toto pravidlo vSak vyvraci néasledujici piiklad.

Priklad 2.4. Hledejme funkci v = u(x,y) splitujici rovnici
(2.4) (u:c:c)2 + (uyy)2 = 0.

Rovnice (2.4) ¥kd, Ze soucet kvadratit (usq)? a (uyy)? mé byt nulovy. To
znamena, Ze Uz, = 0 a soucasné uy, = 0. Z prvni rovnosti dostaneme

u(z,y) = fr(y)z + f2(v),

kde f1, fo jsou libovolné funkce, zatimco druhé rovnost znamena

u(z,y) = g1(2)y + g2(x),

kde opét g1, go jsou libovolné funkce. Maji-li oba predpisy platit soucasné,
dostavame

u(z,y) = axy + bx + cy + d,

kde a, b, ¢, d jsou libovoln realn &isla. Reseni tedy nezavisi na dvou libovolnjch
funkcich jedné proménné, ale na ¢tyfech libovolnych konstantach!
O
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Na zékladé vyse uvedenych prikladi budeme rozliSovat tzv. obecné resent
a generické resent.

Obecngm 7tesenim parcialni diferencidlni rovnice rozumime soubor vsech
feSeni dané rovnice. (V anglické literatufe se pouziva termin general solution.)
Casto lze obecné feseni zapsat pfedpisem, ktery obsahuje volitelné funkce nebo
konstanty, po jejichz konkrétnim dosazeni ziskame jedno z feSeni dané rovnice.

Generickym tesenim parcialni diferencialni rovnice fadu k s n nezavislymi
proménnym rozumime funkci, kterd zavisi na k volitelnych funkcich (n—1) pro-
ménnych, které jsou t¥idy C*. (V anglické literatufe se pouziva termin generic
solution.)

V fadé pripadt oba pojmy splyvaji, v fadé pfipadi jsou vsak rtzné. Jak
uvidime pozdéji na piikladu difuzni rovnice, existuji i parcidlni diferencialni
rovnice, pro které nejsme schopni obecné ani generické feseni viibec nalézt.

2.3 Okrajové a pocatecni podminky

Stejné jako u obycejnych diferencidlnich rovnic plati, Ze samotna parcialni di-
ferencidlni rovnice neposkytuje dostatecnou informaci k tomu, abychom jeji
feseni byli schopni ur¢it jednoznac¢né. K jednoznacnému urcéeni feseni je tfeba
mit k dispozici jesté dalsi informace. U staciondrnich rovnic to byvaji nejcastéji
tzv. okrajové podminky, které spolu s rovnici tvori tzv. okrajovou tlohu. Napf.

Uy + Uy =0,  (z,y) € B(0,1) = {(z,y) e R*: 2 +y* < 1},
u(z,y) =0, (z,y) € 9B(0,1) ={(z,y) e R?: 2? +y* =1}

tvori tzv. Dirichletovu homogenni okrajovou tlohu pro Laplaceovu rovnici na
jednotkovém kruhu se stfedem v poéatku. Je-li obecné  omezené oblast v R3,
rozliSujeme nésledujici zakladni typy okrajovych podminek.

Dirichletova okrajova podminka:

u(x7 y? Z) = g(w7 y? Z)? ("L.? y? Z) E 897

Neumannova okrajova podminka:

ou
%(3373/7'2) —g(:E,y,z), (ZE,y,Z) ean

Newtonova (nékdy téz Robinova) okrajova podminka:

A%(;p,y, z) + Bu(x,y, 2) = g(z,y,2), (x,y,2) € 09,
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kde % znadi derivaci podle vnéjsi normaly k hranici (povrchu) oblasti 2, A, B,
A% 4+ B? £ 0, jsou dané konstanty. Pokud jsou na rfiznych ¢astech hranice OS2
zadany razné typy okrajovych podminek, jedna se o ulohu se smisenymi okra-
jovymi podminkami. V pfipadé, ze g = 0, mluvime o homogennich okrajovych
podminkach, v opacném pfipadé o mehomogennich okrajovych podminkach.
V jedné dimenzi, tj. v pfipadé uloh na intervalu Q = (a,b), tvofi hranici 99
pouze dva body x = a, x = b. V takovém pripadé se napf. nehomogenni Neu-
mannova okrajova podminka redukuje na tvar

—uz(a) = g1, uz(b) = go.

Na neomezené oblasti, napf. na intervalu Q = (0, 00), kdy neni mozné hovotit
o hodnoté dané funkce v bodé ,nekonecno“, vypada Dirichletova homogenni
okrajova podminka takto:

u(0) =0, lim u(z) =0.

T—00

Stejné jako samotné rovnice i okrajové podminky maji svoji fyzikalni inter-
pretaci.

Kmitajici struna. Kmitani struny délky [, ktera je pevné uchycena na obou
koncich, popiseme jednodimenzionalni vlnovou rovnici s homogennimi Dirichle-
tovymi okrajovymi podminkami u(0,t) = u(l,t) = 0. Naopak, struné s volnymi
konci odpovidaji homogenni Neumannovy podminky u,(0,t) = ug(l,t) = 0
(napéti na koncich je nulové). Newtonova okrajovd podminka by pak popiso-
vala konec struny uchyceny na pruziné (podléhajici Hookovu zakonu), ktera jej
tahne zpét do rovnovazné polohy.

Difuze. Je-li difundujici substance uzaviena v nadobé () tak, ze nic nemuize
uniknout ven ani vniknout dovnit¥, je jeji tok pres hranici nadoby nulovy a tedy
(z Fickova zakona) du/dn = 0 na 9f2, coz je homogenni Neumannova okrajova
podminka. Naopak, pokud je nddoba konstruovana tak, Ze jakakoli substance,
ktera se dostane na hranici, okamzité odtece ven, pak mame u = 0 na 0.

Vedeni tepla. Proces vedeni tepla je popsan opét difuzni rovnici, kde hleda-
nou veli¢inou u(x,y, z,t) je teplota. Pokud je objekt 2, kterym teplo proudi,
dokonale izolovany, je tepelny tok hranici nulovy a dostdvame Neumannovu
okrajovou podminku du/0n = 0 na 9. Naopak, pokud je objekt ponofen do
velkého rezervoaru s danou teplotou g(t) a tepelnd vodivost je idedlni (tj. ne-
kone¢nd), pak na hranici 02 mame Dirichletovu okrajovou podminku u = g(t).
Modelujeme-li homogenni ty¢ délky [, ktera je podélné izolovana a jejiz ko-
nec = [ je ponoren do nadoby o teploté ¢(t), muzeme predpokladat, ze mezi
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koncem tyce a ndadobou dochéazi k vyméné tepla. Tento proces lze popsat Newto-
novym zidkonem o pfestupu tepla (odtud ndzev Newtonova okrajova podminka)

O 1) = ~alu(l,) — (1),

kde a > 0 (teplo z horké tyce proudi do chladnéjsi nadoby).

U evolucnich rovnic mame obvykle k dispozici kromé okrajovych podminek
jesté tzv. pocdtecni podminky, které spolu s rovnici a okrajovymi podminkami
tvori tzv. pocdatecné-okrajovou tlohu. Napf.

Uy = Ugy, tE ( )7 (0’ 1)7
w(0,8) = u(1,6) =0, ¢ € (0,00),
u(z,0) = ¢(x), u(z,0) =¢(z), =e€(0,1),

tvori tzv. pocateéné-okrajovou tlohu pro vlinovou rovnici. Okrajové podminky
jsou zde homogenni Dirichletovy. Funkce ¢ znaéi pocatecni vychylku a 1) poca-
tecni rychlost struny v daném bodé x. Derivace u; se v ¢ase t = 0 chape jako
derivace zprava. V pripadé, ze hleddme tzv. klasické feseni, jsou ¢ a 1 spojité
funkce a také hledané u je spojitou funkci. Proto okrajové a poc¢atecéni podminky
musi spliiovat tzv. podminky kompatibility:

Resenim (klasickym feSenim) pocatecné-okrajové (resp. okrajové) tilohy ro-
zumime funkci, kterd je (klasickym) FeSenim dané parcidlni diferencidlni rovnice
a splnuje i dané okrajové a pocate¢ni podminky v kazdém bodé. Tyto pozadavky
mohou byt prilis silné, a proto pojem feseni chdpeme ¢asto v jiném (zobecné-
ném) smyslu. V nasem textu se az na vyjimky omezime na hledéani klasickych

feSeni. Budeme-li uvazovat obecnéjsi situace a pracovat s pojmem zobecnéného
feSeni, ¢tenafe na tuto skutecnost upozornime.

2.4 Korektni a nekorektni tiloha
Dalsim pojmem, ktery v této Casti zavedeme, je korektnost okrajové (nebo
pocateéné-okrajové) tilohy. Uloha se nazyvéa korektni (anglicky: well-posed),
jsou-li splnény nasledujici tfi podminky:

(i) FeSeni tlohy ezistuje;

(ii) feSeni tlohy je uréeno jednoznacné;
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(iii) FeSeni tlohy je stabilni viéi vstupnim datim, coz znamend, Ze ,velmi malé
zména“ pocatecnich ¢i okrajovych podminek, pravé strany (nebo jinych
dat tlohy) vyvold pouze ,malou zménu“ Feseni.

Posledni podminka se obzvlasté tyka modeld fyzikdlnich problémi, protoze
vstupni data nikdy nelze naméfit s absolutni pfesnosti. V definici stability je
vSak otazkou, co je to ,velmi mald“, resp. ,mald“ zmeéna. To zavisi na kon-
krétnim zadani tlohy a v tomto okamziku se spokojime pouze s intuitivnim
chapanim tohoto pojmu.

Opakem korektni tlohy je tloha nekorektni (anglicky: ill-posed), tj. tloha,
ktera nesplnuje alesponi jeden ze t¥i pfedchozich pozadavki. Pokud feseni exis-
tuje, ale neni zarucena jednoznacnost, mize se jednat o tlohu nedostatecné
urcenou. Naopak, pokud feSeni neexistuje, mize se jednat o preurcenou ulohu.
Nedostatec¢né uréend tloha, preurcend tloha a stejné tak tiloha nestabilni pfesto
mohou mit redlny smysl. Déle stoji za zminku, Ze pojem korektnosti tlohy je
uzce vazan na definici feSeni. Jak uvidime pozdéji, vinova rovnice s nehladkymi
pocateénimi podminkami je ve smyslu klasického Feseni definovaného vyse tlo-
hou nekorektni, nebot jeji klasické Feseni neexistuje. Uvazujeme-li vSak FeSeni
v zobecnéném smyslu, tloha se jiz stava korektni, zobecnéné feseni existuje, je
urceno jednoznacné a je stabilni vic¢i ,malym*“ zménam dat tlohy.

2.5 Klasifikace linearnich rovnic druhého fadu

V této kapitole uvedeme klasifikaci zakladnich typt parcidlnich diferencialnich
rovnic druhého fadu, které se v praktickych modelech vyskytuji nejcastéji. Za-
¢neme s rovnicemi se dvéma nezavislymi proménnymi.

Zakladnimi typy linedrnich evoluénich rovnic druhého radu jsou vlnovd rov-
nice (v jedné prostorové proménné):

Uy — Uz =0 (c=1),
kterd je hyperbolického typu, a difuzni rovnice (v jedné prostorové proménné):
U — Uz =0 (k=1),

ktera je parabolického typu. Zakladnim typem linearni stacionarni rovnice dru-
hého adu (ve dvou prostorovych proménnych) je Laplaceova rovnice:

Ugy + Uyy = 0,

ktera je eliptického typu. Formalnimi analogiemi téchto parcidlnich diferencial-
nich rovnic jsou rovnice kuzeloseCek v roviné: rovnice hyperboly 2 — 22 = 1,
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rovnice paraboly ¢ — 22 = 1 a rovnice elipsy (zde jejiho specidlniho piipadu —
kruznice) 72 + y% = 1.

Uvazujme obecnou linearni homogenni parcidlni diferencidlni rovnici dru-
hého Fadu

(2.5) 11Uy + 2012Ugy + A22Uyy + A1Ug + a2ty + agu =0

s nezavisle proménnymi x, y a se Sesti redlnymi koeficienty, které mohou obecné
zaviset na x a y. Oznacme

a a
A— 11 Q12
aiz a2

matici tvofenou koeficienty u parcidlnich derivaci druhého fadu. Je mozné uka-
zat, Ze existuje linedrni transformace proménnych z, y, kterd zredukuje rov-
nici (2.5) na jeden z nésledujicich tvart. V této souvislosti hraje dulezitou roli
determinant matice A: det A.

i) Elipticky tvar: Pokud det A > 0, tj. ajjase > a2y, je rovnice redukova-
12
telnd na
Ugg + Uyy + -+ =0,

kde tii tecky reprezentuji ¢leny s derivacemi nizsich fad.
(ii) Hyperbolicky tvar: Pokud det A < 0, tj. ajiaz < a?,, je rovnice redu-
kovatelna na
Ugg — Uyy + -+ = 0.

(iii) Parabolicky tvar: Pokud det A = 0, tj. ajjaze = ay, je rovnice reduko-

vatelna na

Uggy + - =0, (resp. uyy +--- =0),
pokud neni a11 = a19 = a9y = 0. TTi tecky opét predstavuji ¢leny s derivacemi
nizsich rada.

Nalezeni prislusnych transformacnich vztahi a zredukovani rovnice je za-
lozeno na stejné myslence jako analyza kuZelosecek v analytické geometrii. Pro
jednoduchost uvazujme pouze podstatné ¢leny v rovnici, tj. necht a;; = 1,
ay = ag = ag = 0. Zavedeme-li jesté oznaceni 0, = 0/0x, 85 = 0%2/0y? atd.,
miizeme rovnici (2.5) zapsat takto:

(8:% + 2&126m8y + CLQQOS)’LL =0
a formalnim doplnénim na ¢étverec ji pfevedeme na tvar

(2.6) (81, + algay)2u + (CL22 — a%Q)E);u = 0.
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Uvazujme dale elipticky ptipad, tedy age > a2, a oznacme b = (age — a%z)l/ 2,

tj. b € R. Zavedeme nové nezavisle proménné ¢ a 7 nasledujicimi vztahy

‘T:§7 y:a12§+b77~
Pro transformované derivace plati
85 =0, + algay, 8,7 = b8y

a rovnice (2.6) ptejde na tvar

Z?gu + agu =0
neboli

Uuge + Upy = 0.
Ve zbylych dvou piipadech bychom postupovali analogicky (v parabolickém
pifpadé mame b = 0, v hyperbolickém ptipadé je b = i(a2, — a22)1/2 e C).
Priklad 2.5. Uréeme typy nésledujicich rovnic:

(a) Ugg — DUgy = 0.
(b) gy — 12ugy + Yuyy + uy = 0.
(€)  dugy + 6ugy + Yuyy = 0.

Na zakladé predchoziho vykladu rozhodujeme podle znaménka det A =
aijaze — a3y. Tedy v pifpadé (a) dostavdme det A = —25/4 < 0 a rovnice
je hyperbolického typu. V pfipadé (b) je det A = 0, jedna se tedy o parabolicky
typ. V ptipadé (c) je det A = 27 > 0 a rovnice je elipticka.

O

Pokud matice A zavisi na x a y (tj. rovnice méa nekonstantni koeficienty),
pak se typ rovnice muze lisit v ruznych c¢astech roviny xy. Tuto skutecnost
ilustruji nasledujici priklady.

Priklad 2.6. V roviné zy naleznéme oblasti, ve kterych je rovnice
Ylzg — 2Ugy + TUyy = 0

elipticka, hyperbolickd nebo parabolicka.

V tomto pripadé koeficienty zévisi na x a y a dostavame det A = aj1a99 —
a?, = wy — 1. Rovnice je tedy parabolickd na hyperbole zy = 1, elipticka ve
dvou konvexnich oblastech zy > 1 a hyperbolickd v souvislé oblasti xy < 1.
(Nagrtnéte si obrazek!)

O
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Priklad 2.7. Naleznéme v roviné xy oblasti, ve kterych je rovnice
(14 2) gy + 20Yusy — Y2y, =0

eliptickd, hyperbolickd nebo parabolicka.
Tentokrat plati det A = ajjase — a2y = —y?(1 + ) — x2y>. Rovnice je tedy
hyperbolické v celé roviné kromé osy z, na které je parabolicka.
O

Poznamka 2.8. Podobnym zptsobem muzeme klasifikovat linedrni parcidlni
diferencialni rovnice druhého fadu s libovolnym koneénym poctem promeén-
nych n. Potom je matice A typu n X n a o typu rovnice rozhoduje definitnost
matice A, resp. znaménka jejich vlastnich ¢isel:

(i) rovnice je eliptickd, pokud jsou vlastni ¢isla matice A vSechna kladna nebo
vSechna zaporna (tj. matice A je pozitivné nebo negativné definitni);

(ii) rovnice je parabolickd, pokud ma matice A pravé jedno vlastni ¢islo nulové
a vSechna ostatni vlastni ¢isla maji stejné znaménko (tj. specialni piipad
pozitivné nebo negativné semidefinitni matice);

(i) rovnice je hyperbolickd, pokud mé matice A préavé jedno zaporné vlastni
¢islo a vSechna ostatni vlastni ¢isla jsou kladné, anebo ma matice A prave
jedno kladné vlastni ¢islo a vSechna ostatni vlastni ¢isla jsou zaporna (tj.
specialni pfipad indefinitni matice);

(iv) rovnice je wltrahyperbolickd, pokud ma matice A vice nez jedno kladné
vlastni ¢islo, vice nez jedno zaporné vlastni ¢islo a zadné nulové vlastni
¢islo (tj. speciélni pfipad indefinitni matice).

Vsimnéme si, Ze matice A je symetrickd (uvazujeme zaménné druhé smisené
parcialni derivace) a tedy vSechna jeji vlastni ¢isla musi byt redlna.

2.6 Cviceni

1. Rozhodnéte, které z nasledujicich operatori jsou linearni.
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(e) urs (22 + y?)(siny) uy + 23 uyyy + [arccos (zy)]u.
[a,d,e]

2. U kazdé z néasledujicich rovnic urcete jeji fad a to, zda je nelinearni,
linedrni nehomogenni nebo linedrni homogenni. Sva tvrzeni zduvodnéte.

(b) wup — Uge + xt3u = 0,
(€) ug + Uggr + uPug = 0,
(d) ugy — dugy +2* =0,

g (14 u2) ™2 4y, (1 + uf/)_l/2 =0,
e Uy +uy = 0,
Ut + Uggge + \3/1+U:0.

Upy + € uy = ucos .

)

)

)

)
(€) iup — ugy + 23 =0,
(f)

)

)

)

[linedrni: a,b,d,e,g,i]

3. Ovétte, ze funkce u(x,y) = f(x)g(y)h(z) je generickym FeSenim rovnice
uUzy, = uzuyu, pro libovolnou trojici (diferencovatelnych) funkei f, g
a h jedné realné proménné.

4. Ukazte, ze nelinearni rovnice u; = u?c + Uz miZe byt prevedena na difuzni
rovnici uy = u,, pomoci transformace zavisle proménné w = ev.

5. Jaké jsou typy nasledujicich rovnic?

(8) Upy — Upy + 2Uy + Uyy — 3y, +4u =0,
[hyperbolicky typ]
(b) gy + 6ugy + Uyy + uy = 0.
[parabolicky typ]

6. Klasifikujte rovnici
Uy + 2kugy + K2uy =0, k #0.

Pouzijte transformaci £ = z+bt, 7 = z+dt nezavisle proménnych s nezna-
mymi koeficienty b a d, kterd pfevede rovnici na jednodussi tvar uge = 0.
Naleznéte generické feseni ptivodni rovnice.

[rovnice parabolického typu; u(z,t) = f(z — )z + g(z — £)]
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10.

11.

Klasifikujte rovnici
TUgpy — duge =0

v oblasti # > 0. ReSte tuto rovnici nelinedrni substituci 7 = ¢, & =
t+4lnx.

[rovnice hyperbolického typu; u = e~ /4 f(t + 41nz) 4 g(t)]
Ukazte, Ze rovnici
U — gy + aug + buy + du = f(x,t)
lze transformovat na tvar
wer +hw=g(&, 1), w=w(T)

substitucemi ¢ = z —ct, 7 = z + ct a u = we® T pro vhodnou volbu
konstant « a .

o = biae g — booe)

Klasifikujte rovnici
Ugg — OUzy + 12uyy = 0.
Naleznéte transformaci nezavisle proménnych, ktera ji pfevede na Lapla-
ceovu rovnici.
[rovnice eliptického typu; & = z, n = V/3z + %y]
Rozhodnéte, v kterych oblastech roviny xy jsou nésledujici rovnice elip-
tické, hyperbolické nebo parabolické.
) 2Ugpe + duyy + dugy —u =0,
) Ugg + 2y Ugy + Uyy +u =0,
) sin(xy)ugs — 6ugy + Uyy + uy =0,
) Ugy — COS(T)Ugy + Uyy + Uy — Uz + 5u =0,
(e) (1+ 2®)ugy + (14 y?)uyy + 2uy + yuy = 0,
(£) € ugzy + 26" Wugy + ey, + (€% — e ¥)u, =0,
) Ugy — 28I T Uy — cos2:17uyy —cosxuy =0,
) €Vugy + (cosh x)uyy + uy —u =0,
(i) flog(1 + 2% + y*)|uge — [2 + cos x]uy, = 0.

Pokuste se nalézt parcialni diferencialni rovnice, jejichz obecné a soucasné
generické feSeni mé tvar
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12.

13.

14.

(a) u(z,y) = ¢ +y) + ¢ - 2y),
(b) u(z,y) = zp(z +y) +yv(x +y),
(0) u(z,y) = 2(p(z —y) + ¥(x +y)).

Ve vsech pripadech jsou ¢ a v libovolné diferencovatelné funkce.
[(a) 2ugy — Ugy — Uyy = 0, (D) Ugy — 2Ugy +Uyy = 0, (€) T(Upg — Uyy) +2uy = 0.]
Uvazujte tzv. Tricomiho rovnici
YUz + Uyy = 0.
Ukazte, Ze tato rovnice je

(a) eliptickd pro y > 0 a lze ji pfevést na

1
Uge + Upy + %un =0
— 24802,
pomoci transformace £ =z, n = y

(b) hyperbolickd pro y < 0 a lze ji pfevést na

1
Uen ~ g Ve 1) =0

pomoci transformace £ = x — 2(—y)?’/2, n=x+ %(_y)g/zl
Ukazte, Ze rovnici

Uz + Ylyy + Uy =0

2

lze pfevést na kanonicky tvar ug, = 0 v oblasti, kde je hyperbolického
typu. VyuZijte tuto skutecnost a ukazte, ze v této oblasti ma prislusné
obecné (i generické) FeSeni tvar

u(z,y) = f(z+2v=y) +g(z — 2v—y),
kde f a g jsou libovolné dostateéné hladké funkce.

Rozhodnéte, zda nésledujici tfidimenzionalni rovnice jsou eliptické, hy-
perbolické, ultrahyperbolické nebo parabolické:

(a) Ugz + 2uy. + (cosx)u, — ¥’ u = cosh z,

(b) Upg + 2ugy + Uyy + 2u,, — (1 +zy)u =0,

(€) Tugy — 10ugy — 22uy, + Ty, — 16Uy, — bu,, =0,
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(d) e gy — Ugy = log(x? + y* + 22 + 1).
15. Urcete oblasti prostoru zyz, ve kterych je rovnice
Upy — 2:132um + Uyy + Uz, =0

eliptické, hyperbolicka, ultrahyperbolickd nebo parabolicka.



Kapitola Linearni parcialni
diferencialni rovnice
prvniho radu

Linearni parcialni diferencidlni rovnice prvniho faddu pro funkci u = wu(z,y)
dvou nezavisle proménnych x a y mé obecné tvar

(3.1) a(z,y)ug + b(z,y)uy + c(z,y)u = f(z,y),

kde koeficienty a,b,c a pravd strana f jsou obecné funkce zobrazujici (x,y)
z mnoziny Q C R? do R. Jednoduchym piikladem je transportni rovnice, kterou
jsme odvodili v odstavci 1.3.1:

(3.2) ug + cuy = 0.

Tento model popisuje naptiklad unaseni necistoty v trubici s proudici tekutinou.
Veli¢ina u predstavuje koncentraci unasené necistoty a parametr ¢ odpovida
konstantni rychlosti proudici tekutiny. Pfipomenme, zZe tento jednoduchy model
neuvazuje difuzi necistoty v tekutiné.

Pokud modelujeme chovani napt. radioaktivni chemikalie unasené tekutinou
konstantni rychlosti ¢ a do modelu kromé transportu zahrneme i rozpad ¢astic,
dostédvame transportni rovnici s rozpadem (viz odstavec 1.3.1):

(3.3) ug + cuy + Au = 0.

V tomto pripadé u znaci pocet dosud nerozpadlych ¢astic v Case t a misté x
a konstanta A udéavéa rychlost rozpadu.

37
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V nasledujicich odstavcich si ukazeme nékolik metod, které vedou k nalezeni
feSeni transportni rovnice (3.2), transportni rovnice s rozpadem (3.3), pfipadné
obecné linedrni rovnice prvniho fadu (3.1).

3.1 Rovnice s konstantnimi koeficienty

Uvazujme linearni diferencidlni rovnici prvniho fadu ve dvou proménnych s kon-
stantnimi koeficienty

(3.4) ‘aux + bu, =0,

kde u = u(z, y) je hledand funkce, a, b jsou konstanty takové, ze a? +b% > 0 (tj.
nejsou obé zaroven rovny nule). Rovnice (3.4) je specidlnim piipadem obecné
rovnice (3.1) s volbou a(z,y) = a, b(z,y) = b, c(z,y) = f(z,y) = 0. K je-
jimu Teseni miizeme pristoupit z rtiznych hledisek. V nésledujicich odstavcich
uvedeme tii zakladni metody.

3.1.1 Geometricka interpretace — metoda charakteristik

Oznaéme v = (a,b), Vu = gradu = (ug,uy). Levou stranu rovnice (3.4) pak
miizeme chapat jako skalarni soucin

ou
o
a rovnici (3.4) interpretovat takto: ,derivace funkce u podle vektoru v je rovna
nule“ neboli ,funkce u se neméni (je konstantni) ve sméru vektoru v.“ Jinymi
slovy, u je konstantni na kazdé pfimce, jejiz smérovy vektor je v (ale pozor,
tato konstanta je na rtznych pfimkach obecné riznal).

Plati tedy

(3.5) u(z,y) = f(c) = f(bx — ay),

nebot funkce u(z, y) nabyva hodnoty f(c) (a tudiz je konstantni) na dané pfimce
bx —ay = c. Zde f je libovolna diferencovatelna realna funkce. Pfimkam o rov-
nicich bx —ay = ¢, ¢ € R, fikdme charakteristicke primky, neboli charakteristiky
rovnice (3.4).

Vyjédfeni (3.5) je obecnym (a soucasné i generickym) FeSenim rovnice (3.4).
Jak jsme jiz zminili v odstavci 1.3.1, tomuto tvaru feseni fikdme pravd (pfipadné
levd) postupnd vina, jelikoz dochézi pouze k posouvani profilu funkce f doprava
(pfipadné doleva) podél charakteristik. Abychom uréili konkrétni tvar feseni,
musime k rovnici pfipojit pocdtecni nebo okrajovou podminku. Konkrétni po-
stup si ukdzeme na néasledujicim piikladeé.

aug +buy =v-Vu =
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Y

v
\ br —ay =c

Obrazek 3.1: Charakteristické primky.

Priklad 3.1. ReSme rovnici
duy, — 3uy =0

s podminkou u(0,y) = y3.
Na zdkladé vztahu (3.5) plati, Ze obecné feSeni m4 tvar

u(z,y) = f(—3x — 4y),

kde f je libovolna diferencovatelna funkce. S vyuzitim podminky

y* =u(0,y) = f(—4y)

po substituci w = —4y dostavame
3
w
flw) = T
Odtud plyne
_ (Bz+4y)?

(viz obrazek 3.2).

Kazdé feseni tllohy by mélo byt zakonceno zkouskou. Protoze
9 12
Uy = —(3z 42, Uy = —(3x 42,
2= g (Br +4y) y = 530 +4y)
po dosazeni do rovnice zjistime, Ze leva strana se rovna pravé:

9 9
= E(Z&az + 4y)? — E(Z&az +4y)* =0.

Zéroveni také plati u(0,y) = y>.

duy — 3uy,
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Obréazek 3.4: Resent ulohy u; + 3u, = 0, u(x,0) = sinx.
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Nevyhodou geometrické metody charakteristik je skute¢nost, Ze ji nelze pou-
zit k Tfeseni obecnéjsich tloh, napt. rovnic s nenulovou pravou stranou. Z tohoto
dtvodu si predstavime dalsi metody FeSeni linearnich rovnic prvniho fadu za-
loZzené na transformaci soutradnic.

3.1.2 Souradnicova metoda

Opét uvazujme linearni rovnici 3.4 s konstantnimi koeficienty a tentokrat za-
vedme novy pravouhly systém soufadnic substituci

E=bx—ay, n=ax+by.

Obrézek 3.5: Transformace soutadného systému.

Podle pravidla pro derivovani sloZzené funkce plati:

_ Ou ou 0€ 8u@

ux—a—x = a—§%+a—naw: bu§+aun,
u _ 0w %%—F@@——au + bu
Yooy acay  amoy T

Rovnici (3.4) 1ze potom psat ve tvaru
abug + a*u, — abug + b*u,y = 0,

(a® +b*) u, =0,
#0

tedy
uy = 0.
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Odtud plyne
u(&n) = f(8),

kde f je libovolna diferencovatelna funkce, a po prechodu k pivodnim soufad-
nicim dostédvame nam jiz znamé feseni ve tvaru postupné viny

u(z,y) = f(bx — ay).

3.1.3 Metoda charakteristickych sourfadnic

Dalsi metoda, kterou mizeme pouzit k feseni rovnice (3.4), je metoda zalozena
opét na zméné souradného systému. Tentokrat vsak nebudeme souradny systém
otacet, ale pouZijeme tzv. pohybujici se systém souradnic. Zavedeme tedy nové
nezavisle proménné & a 7, nazyvané charakteristické souradnice:

E=br—ay, T=y.

Proménnou £ mizeme chapat jako soufadnici, ktera se Sifi spolecné se signa-
lem, zatimco druhd proménnd (asto predstavujici ¢as) zlstava beze zmény.
S vyuzitim pravidla pro derivovani slozené funkce snadno odvodime

Uy = uﬁf:c + Ur Ty = bU,g,

Uy = Uy +u;Ty = —aug + U
Po dosazeni do pivodniho vztahu dostavame
abug — abug + bur = bu, = 0.
Opét tedy dochazime ke stejnému zavéru
w=f(&) = f(bx - ay),
kde f je libovolna diferencovatelna funkce.

Souradnicovou metodu i metodu charakteristickych soufadnic mizeme pou-

Moy

(3.7) auy + buy + c(z,y)u = f(x,y),

kde koeficienty a,b jsou realna cisla a ¢, f jsou realné funkce dvou realnych
proménnych (z,y). Po zavedeni novych soufadnic dostavame v obou pfipadech
jednodussi rovnici

(a® + 6% )uy + e(&,mu = f(&,n),
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pripadné
bur + c(§, T)u = f(§ 7),

kterou mizeme chapat jako obycejnou diferencialni rovnici s parametrem a fesit
ji déle standardnimi metodami teorie oby¢ejnych diferencidlnich rovnic. (Upo-
zornujeme Ctenafe, Ze jsme zde ponechali stejné znaceni pro funkce ¢ a f po
transformaci jejich nezavisle proménnych, tj. chapeme c(&,n) = c(z(&,n),y(&,n))
a obdobné v dalsich pfipadech.)

Priklad 3.3. Naleznéme vSechna FeSeni rovnice
(3.8) Ug + 2uy + (22 — y)u = 222 + 3zy — 2>
K feseni pouzijeme souiadnicovou metodu, jelikoz po zavedeni substituce
E=br—ay=2x—y, n=ax+by=x+2y
se rovnice (3.8) transformuje do jednodussiho tvaru
Suy + §u = &n.

To je linedrni nehomogenni obycejné diferencialni rovnice prvniho fadu v pro-
ménné n s parametrem &. Nejprve nalezneme obecné feseni homogenni rovnice

wr(€,m) = f(€)e™5E,

kde f je libovolna diferencovatelna funkce. Poté, napt. metodou variace kon-
stant, uré¢ime partikularni feseni nehomogenni rovnice

Obecné reSeni nehomogenni rovnice je pak sou¢tem funkci uy a up:

w(&,mn) =n— g + f(€)e 5

a po prechodu k ptvodnim proménnym x a y dostdvame

w(z,y) =x+2y — + f(2z — y)e—%(2m2+3wy—2y2).

20 —y

Spravnost feseni ovéite zkouskou.
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Priklad 3.4. Naleznéme obecné feseni rovnice
U+ 2u, —u =1t.
Tentokrat zavedeme charakteristické souradnice vztahy
E=x—-2t, T=1,
diky kterym transformujeme rovnici na tvar
Ur — U = T.

Nyni se na tuto rovnici divame jako na obyc¢ejnou diferencidlni rovnici v pro-
ménné 7 s parametrem £. Obecné Teseni odpovidajici homogenni rovnice ma
podobu

un(§,7) = g(§)e’

s libovolnou diferencovatelnou funkci g, partikularni feSeni nehomogenni rovnice
dostavame ve tvaru

up(&,7)=—(1+71).

Obecné feseni nehomogenni rovnice je pak souctem v = uy + up. Na zaveér
pfejdeme k ptvodnim proménnym z a t:

u(z,t) = —(1+1t) + g(z — 2t)e.

Opét provedte zkousku!

3.2 Rovnice s nekonstantnimi koeficienty

3.2.1 Metoda charakteristik

Metodou charakteristik, zalozenou na geometrické interpretaci, lze fesit i rov-
nice s nekonstantnimi koeficienty a(z,y) a b(z,y). Rozdil spoc¢iva v tom, ze
charakteristiky nyni nebudou pfimkami, ale obecné kfivkami. Za¢neme jedno-
duchym piikladem.

Priklad 3.5. ReSme rovnici
(3.9) Uz + yu, = 0.

Zde mame a = 1, b = y a zavedeme proménny vektor v = (1,y). Druhéd
slozka vektoru v neni konstantni, ale zavisi na proménné y. Mnozinu vektori v
si Ize v roviné predstavit tak, jak je znédzornéno na obrazku 3.6.
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Obrazek 3.6: Vektorové pole v = (1,y).

Rovnici (3.9) mtizeme stejné jako v pfipadé rovnic s konstantnimi koeficienty
chapat jako
_ou_,
ov
tj. hledana funkce u se neméni (zistava konstantni) podél charakteristik urce-
nych proménnym smérovym vektorem v. Charakteristikami jsou kiivky, pro néz
je vektor v teénym vektorem, tedy jejich te¢na v daném bodé ma smérnici

v-Vu

dy _
dz

Resenim této obycejné diferencialni rovnice dostavame charakteristiky ve tvaru

Y.

y = ce”.

Snadno ovéiime, ze FeSeni u je opravdu podél charakteristik konstantni. Necht
c € R je libovolné konstanta. Potom

T\ __ T
%u(x,ce ) = Uz + uy ce” =0,

y
nebot u je FeSenim rovnice (3.9); dale plati

—u(z,ce’) =uy X 0+ uy x 0=0,

Jy

protoze ani jedna proménna funkce u nezavisi na y. ReSeni u je tedy skutecné
konstantni na kazdé kiivce y = ce®. Volbou konstanty ¢ pak dostaneme kon-
krétni kiivku. Proménné = a y jsou na této ktivce svazany vztahem

ye ¥ =c.
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Tedy pro libovolnou diferencovatelnou funkci f = f(z) lze FeSeni u psat ve tvaru

u(z,y) = f(c) = f(ye™).

Mame-li obecné rovnici

(3.10) a(z, y)uz (,y) + b(x, y)uy(z,y) =0,

postupujeme zcela analogicky. Nyni v = (a(z,y),b(z,y)) a charakteristiky jsou
krivky, které ziskdme vyfeSenim obycejné diferencialni rovnice

dy _ b(z,y)
dz  a(z,y)

Nechf toto Feseni lze zapsat ve tvaru
h(z,y) = c,

kde ¢ je redlnd konstanta. Pak hledanym FeSenim rovnice (3.10) je libovolna
diferencovatelné funkce f argumentu ¢ = h(z,y), tj.

u(@,y) = f(c) = f(h(z,y)).

Priklad 3.6. Naleznéme vSechna FeSeni rovnice
2
Uy + 22y uy = 0.

Zde v = (1,2x%?) a charakteristiky jsou k¥ivky, které fesi rovnici

—Z = 979
dx 4

Snadno zjistime (napf. metodou separace proménnych), ze funkce

1

-———, c€R
x2+c7 Y

y =
a také
y=0
jsou Feseni a tedy popisuji charakteristiky fesené rovnice. Odtud mizeme vyja-
drit

c=—x°— —,
Y
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a hledand feseni dostavame ve tvaru

1

2

e+ - ro 0,

w(z,y) = f( y) pro y #
konst. proy = 0.

(Provedte zkousku!) Zde obecné f muze byt libovolna diferencovatelna funkce.
Avsak v takovém pripadé musime feSeni chapat v zobecnéném smyslu. Pokud
bychom pozadovali klasické FeSeni, museli bychom na funkci f klast dalsi poza-
davky, které by zajistily spojitost funkce u a jejich prvnich derivaci na ose
y = 0!

> T

Obrazek 3.7: Charakteristiky rovnice u, + 2xy2uy =0.

Stejné jako v pripadé rovnic s konstantnimi koeficienty nelze geometric-
kou metodu charakteristik pouzit piimo k feSeni obecnéjsich dloh s vice ¢leny.
K tomu opét vyuzijeme metody zalozené na transformaci souradnic. Geomet-
rickd metoda nadm vSak poskytla névod, jakou transformaci mame pouzit.
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3.2.2 Metoda charakteristickych soufadnic

V odstavci 3.1.3 jsem se seznamili s metodou charakteristickych soutadnic pro
rovnice prvniho fadu s konstantnimi koeficienty, kterd byla zaloZena na my-
Slence, ze jednu z puvodnich soufadnic ponechdme beze zmény, kdezto druhou
soufadnici nechame pohybovat podél charakteristik, tj. uvazovali jsme transfor-
maci £ = bx — ay, T = y, kde bx — ay = konst. bylo pravé analytické vyjadieni
charakteristik dané rovnice. Nyni tedy uvazujme obecnou rovnici (3.1), tj. rov-
nici
CL(ZE, y)uw + b(gj, y)uy + C(:Ev y)u = f(ﬂi‘, y)

s proménnymi koeficienty a postupujme zcela analogicky. Zavedeme novy sou-
fadny systém tak, aby opét jedna ze souradnic ,cestovala“ podél charakteristik.
Diky predchozi geometrické metodé jiz vime, ze charakteristiky jsou v tomto
pripadé kiivky dané obycejnou diferencidlni rovnici

dy _ b(z,y)
dz  a(z,y)

(3.11)
Jsme-1i schopni feSeni této rovnice popsat analytickym vztahem h(x,y) = konst.,
milzeme zavést novy souradny systém predpisem

§=h(zy), 7=y
S vyuzitim pravidla pro derivovani slozené funkce ziskdme

Uy = uﬁgx +UrTy = hxu§7
Uy = uely +urTy = hyug + ur.
Jelikoz rovnice h(x,y) = konst. popisuje charakteristiky, mizeme s vyuzitim

(3.11) psat

dy _
Ydr

b(w,y)
a(x,y)

a tedy a(z,y)hy +b(z,y)hy = 0 v libovolném bodé (z,y(z)). Odtud dostavame

d
=—h = h; +
0 (z,y(z)) h

ha + hy

a(z,y)ug + b(z,y)uy = (a(z,y)he + b(z,y)hy) ue + b(z, y)u,

=0

a po dosazeni transformacnich vztaht se puvodni rovnice (3.1) redukuje na tvar

b(f? T)uT + C(f, T)u = f(fa T)7

s kterym jiz mizeme zachéazet jako s obycCejnou diferencialni rovnici v proménné
T a s parametrem £.
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Priklad 3.7. Naleznéme vSechna feSeni nehomogenni rovnice
(3.12) Ug + Yuy = yev.

Nejprve ur¢ime charakteristiky rovnice. Stejné jako v prikladé 3.5 jsou dany

diferencialni rovnici

dy

@ =Y,
jejimiz feSenimi jsou funkce y(x) = ce”, kde ¢ € R. Mnozinu charakteristik
miizeme tedy popsat vztahem ye™® = ¢, ¢ € R. Nyni zavedeme novy soufadny

systém
xX

§=ye ", T=y.

Novou proménnou & jsme volili tak, aby se pohybovala podél charakteristik,
zatimco druhd proménnd zustala beze zmény. Pro parcidlni derivace plati

Uy = uﬁf:c +UrTy = _ye_xuﬁa

Uy = ugly +urTy =e Tug 4+ up
a po dosazeni novych proménnych do rovnice (3.12) dostavame

TUu, = T€" neboli ur =€,
Pfimou integraci ziskdme TeSeni této rovnice ve tvaru

w(&,7) =€ +9(&)
a po prechodu k puvodnim proménnym dostaneme vyslednou podobu FeSeni
(3.13) u(z,y) = e’ + g(ye™),
kde g je libovolna diferencovatelna funkce. Doporucujeme ¢tenari provést zkou-
sku.
O

3.3 Ulohy s okrajovymi podminkami

V odstavci 3.1.1 (pfiklad 3.1 a poznédmka 3.2) jsme se setkali s ilohou doplné-
nou o okrajovou podminku zadanou na jedné ze souradnicovych os. Vratme se
nyni k rovnici (3.12) z pfikladu 3.7, jejiz obecné feseni je dano formuli (3.13),
a pripojme k ni postupné podminky

u(0,y) = siny, u(z,0) = sinz, u(z,0) = 10.
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V prvnim piipadé dostavame

siny = u(0,y) = e 4 g(y)

a tedy g(y) = siny — e¥ a rovnice (3.12) s podminkou u(0,y) = siny mé pravé
jedno feSeni dané predpisem

x

u(z,y) = e¥ +sin(ye™™) — ¥ .

V druhém pripadé mame
sinz = u(x,0) = 1+ g(0),
coz splnit nelze a rovnice (3.12) s podminkou u(z,0) = sin z nem4 FeSeni.
Ve tfetim ptipadé pozadujeme splnéni rovnosti
10 = u(z,0) =1+ ¢(0),

¢emuz vyhovuje jakakoli funkce g, kterda v nule nabyva hodnoty 9. Tedy rovnice
(3.12) s podminkou u(x,0) = 10 ma nekoneéné mnoho Feseni.

Vsimnéme si, ze v prvnim pfipadé byla podminka zadana na ose y, kterad
protind vSechny charakteristiky rovnice (3.12) pravé jednou a pod nenulovym
thlem, kdezto v dalsich dvou piipadech byla podminka dana na ose x, ktera je
pfimo jednou z charakteristik!

Okrajova podminka nemusi byt zadana jen na jedné ze souradnicovych os,
ale hodnoty feSeni miizeme predepsat i na obecné krivce v dané parametrickymi
vztahy

v oxz=ux9(s), y=uo(s), sel,

kde I C R je nami uvazovany interval. Okrajova podminka podél této kiivky
ma pak podobu
u(z,y) =uo(s) pro (z,y) €7,

kde ug je dana funkce jedné redlné proménné (parametru kiivky ). V dal$im
textu se pro jednoduchost omezime na reguldrni kiivky. Nésledujici tvrzeni
je postacujici podminkou jednoznacné feSitelnosti okrajové tlohy pro rovnici
prvniho fadu s takto obecnou okrajovou podminkou.
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Véta 3.8. Uvazujme linedrni parcidlni diferencidlni rovnici prvniho tdadu ve
tvary

a(:l"vy)uw + b(gj7y)uy + c(a:,y)u = f(ﬂj,y),

kde funkce a,b,c, f jsou tridy C' na oblasti Q C R?, s okrajovou podminkou
u = ug(s) rovné? tridy C' zadanou na reguldrni kiivce

Jx = xo(s),
’y.{y — sel.

Pokud je splnéna podminka

dzo

Ob(ao(s), vo(s)) — a(ao(s),yo(s) £0 Vs e I,

.14
(3.14) ds ds

pak existuje prdvé jedno teseni u = u(x,y) dané rovnice definované na okoli
krivky -y, které splriuje podminku u(xzo(s),yo(s)) = uo(s).

Poznamka 3.9. Podminka (3.14) fik4, ze vektor (a,b) neni teénym vektorem
kiivky v v Zddném z bodi (zg,yo). To znamend, ze kiivka 7 protind charak-
teristiky dané rovnice transverzalné (tj. pod nenulovym thlem). Pov§imnéte si
rovnéz, ze véta 3.8 zarucuje existenci jednoznac¢ného feseni pouze lokdlne.

Priklad 3.10. ReSme rovnici
Uy +uy =0

s podminkou u(2s, s) = e~ s eR.

Rovnice mé konstantni koeficienty a = 1, b = 1 a jeji charakteristiky jsou
tedy pfimky y — x = ¢, ¢ € R. Dfive nez se pustime do feSeni tlohy, zkontrolu-
jeme podminku (3.14):

% —%a:2—1750 Vs € R.
To odpovidé skutecnosti, ze kiivka v, kterou je pfimka y = /2, protina vSechny
charakteristiky pravé jednou a pod nenulovym thlem. (Doporuc¢ujeme ¢tenari
si charakteristiky i pocateéni kfivku graficky znazornit.) Na zakladé véty 3.8
mame tedy zarucenou jednoznacnou feSitelnost nasi okrajové tlohy. Obecné
(i generické) feSeni muzeme zapsat ve tvaru

u(z,y) = f(y — ),
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kde f je libovolna diferencovatelna funkce. Konkrétni tvar funkce f ziskame na
zékladé okrajové podminky. Musi platit

e = u(2s,8) = f(s —2s) = f(—s)
a tedy hledanym feSenim je funkce

u(z,y) = e~ w=2),

Graf feSeni je zndzornén na obrazku 3.8.

u(x,t)

—
—

L NS
S

-10 10

15 -5

2

Obrézek 3.8: Reseni dlohy uy, + uy = 0, u(s,2s) =e™ 5.

Priklad 3.11. ReSme rovnici
Uy +uy =0

s podminkou u(cos s,sins) = s, s € (0,27).
Tentokrat uvazujeme stejnou rovnici jako v predchozim prikladé, ale okra-
jovou podminku méme zadanou na jednotkové kruznici

T = coss
: L 27) .
{8 e

Podminka (3.14) nam dava pozadavek

d d
%b—%a:—sins—coss#o,
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ktery neni splnén v bodech s = %77 as= %ﬂ'. Chceme-li mit zarucenou jedno-

znacnou feSitelnost nasi tlohy, musime okrajovou podminku zadat pouze na té
¢asti kruznice, ktera tyto body neobsahuje. Uvazujme tedy napf. oblouk

. X = COSS, s€<0 E>
v y = sins, T2/

Obecné feseni rovnice je libovolna diferencovatelnd funkce u = f(y — z). Po
dosazeni okrajové podminky dostéavame

s =u(coss,sins) = f(sins —coss), s€ <0, g>

Zavedeme-li w = sin s — cos s, s vyuzitim goniometrickych vztahti snadno vyja-
diime

s w
§s=—+4arcsin—, we€(—1,1).
. o wel-L)

Tedy f(w) = § + arcsin% a TeSeni nasi ulohy s okrajovou podminkou na

¢tvrtkruznici mizeme zapsat ve tvaru

T
u(az,y):—+arcsiny —1<y—x<1.

4 V2

Graf feSeni je zndzornén na obrazku 3.9. PovSimnéte si, Ze TeSeni je urceno

pouze v pasu —1 < y —x < 1, tj. v oblasti, ktera vznikla pohybem kiivky -~y
podél charakteristik.

O

Priklad 3.12. ReSme rovnici

Uy + Yyuy =0

s podminkou u(s, s%) = 6_82, s € I, kde I je vhodné zvoleny interval.
V tomto pripadé mame koeficienty a = 1, b = y a okrajova podminka je

zadana na kfivce
R S sel
fy . y — 33, 9
neboli v : y = 23, z € I. Podminka (3.14) ndm dava pozadavek

d d
%b(x(hyO) - %a(x(%yO) = 33 - 332 7& 07
ktery neni splnén v bodech s = 0 a s = 3. PovSimnéme si, ze opravdu v bodech

[0,0] a [3,27] m& kiivka v a p¥islusné charakteristika spole¢nou te¢nu.
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Obrazek 3.9: Resent dlohy uy + uy = 0, u(cos s,sins) = s, s € (0,7/2).

Chceme-li mit zaruéenou jednoznac¢nou fesSitelnost nasi tilohy, musime se
témto bodim vyhnout. Uvazujme tedy napi. s € I = (0,3). Z ptikladu 3.5 jiz
vime, Ze charakteristiky rovnice u, +yu, = 0 jsou kiivky, které mizeme popsat
vztahem

ye ¥ =¢, cé€ER,

a obecné feseni ma tvar
u(x7y) = f(ye_x)v

kde f je libovolna diferencovatelna funkce. Vyuzijeme-li okrajovou podminku,
ziskame rovnost

2

e =u(s,s°) = f(s’e7®), s€(0,3),

ze které bychom teoreticky ziskali predpis pro funkci f a nésledné vysledny
tvar Teseni. Oproti predchozim prikladi se nam vS8ak zde nepodaii funkci f
jednoduse zapsat. V tomto pripadé neni explicitni analytické vyjadreni feseni
vhodné.

O
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3.4 Parametrické vyjadreni reseni

V piikladu 3.12 jsme vidéli, ze nékdy byva obtizné (pfipadné zcela nemozné)
ziskat analyticky popis feseni okrajové tlohy pro rovnici prvniho fadu. V tomto
odstavci si ukdzeme, ze mnohem vyhodnéjsi a v jistém smyslu i pfirozenéjsi byva
parametrické vyjadrendi.

Uvazujme tedy opét obecnou linearni rovnici prvniho fadu ve dvou nezavis-
Iych proménnych

CL(JZ, y)ux + b((L’, y)uy + C(JZ, y)u = f((L', y)

s okrajovou podminkou u(z,y) = ug(s) zadanou na kiivce

o = zo(s),
7.{y — yols), sel.

Ktivku v tedy jiz mame parametricky popsanou s parametrem s. Hledame-
li feSeni u = u(z,y) rovnéz v parametrickém tvaru, znamena to, ze hledame
vyjadreni

x = x(t,s),
y = y(t,s), sel, teR,
u = (t )7

tak, aby funkce x = x(t,s), y = y(t,s), u = u(t,s) vyhovovaly rovnici i okra-
jové podmince. Parametr ¢ bude vyjadfovat pohyb podél charakteristik a byva
zvykem volit t = 0 na kfivce v (viz obrazek 3.10). Parametrické vyjadfeni cha-
rakteristik pak ziskdme vyfesenim soustavy

%;E(t, s) =a(x(t,s),y(t,s)),
O ylt,5) = bla(t,5), y(t,5))

s pocateéni podminkou (0, s) = zo(s), y(0,s) = yo(s). Déle plati

0xdu Oyodu Ou

a(z,y)ug + b(z,y)uy = ot Ox T o ot dy ot

a puvodni parcidlni diferencidlni rovnice se redukuje na rovnici

Ut + C($(tv s),y(t, s))u = f(l’(t, 8)73/(75’ S)),

se kterou muzeme zachazet jako s obycejnou diferencidlni rovnici v proménné
t a s parametrem s. Na zavér pfipojime pocateéni podminku u(0,s) = wug(s).
Konkrétni postup si ukadZzeme znovu na prikladu 3.12.
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ktivka

charakteristiky

Obrazek 3.10: Charakteristiky a krivka v transportni ulohy.

Priklad 3.13. Re$me rovnici

Uy + Yyuy =0
s podminkou u(s, s%) = 6_32, s € I, kde I je vhodné zvoleny interval. ReSeni
vyjadfeme v parametrickém tvaru.
Nejprve nalezneme parametrické vyjadieni charakteristik. Resime tedy sou-
stavu rovnic

0

Egj(t S) - 17

0

Ey(t S) - y(t7 S)

s pocateéni podminkou x(0,s) = s, (0, s) = s3. Jeji obecné feseni ma tvar:
ZE(t,S):t—I—gl(S), y(t78) 292(s)et7 sel, teR,

kde g1 a g2 jsou libovolné funkce, a po dosazeni poc¢atecénich podminek ziskame
parametricky popis charakteristik:

x(t,s) =t+s, y(t,s):sget, sel, teR.

Na obrazku 3.11 je zndzornéna k¥ivka v a charakteristiky pro volbu I = (—3,4)
at € (0,2). PovSimnéme si problematickych bodu [0,0] a [3,27], na které jsme
upozornovali jiz v prikladu 3.12.
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Obréazek 3.11: Kiivka v :x = s, y = s> a charakteristiky rovnice u, + yuy = 0.
Vievo: s € (—3,4), vpravo: detail na okoli pocatku.

Daéle plati u, + yuy = xyu, + yiuy = uy a plvodni parcidlni diferencidlni
rovnice se redukuje na jednoduchy tvar
Ut = 0,
jejimz fesenim je libovolna konstanta vzhledem k proménné ¢, tj. u(t, s) = f(s).

Vyuzijeme-li pocateéni podminku u(0,s) = e~**, dostaneme trividlng f(s)
e~ Vysledny parametricky popis feseni je dan trojici vztahu

x(t,s) = t+s,
y(t,s) = s, sel, teR.
u(t,s) = 6_327

(Porovnejte tento postup s postupem v ptikladu 3.12 a spravnost Feseni ovétte
zkouskou!) Na obrazku 3.12 je znazornéno feseni pro volbu I = (—1,2) a t €
(0,2).

O

Poznamka 3.14. Podminka (3.14) je podminkou postac¢ujici, nikoli nutnou. To
znamena, ze jeji nesplnéni neznamena nutné neexistenci nebo nejednoznacnost
feseni dané tlohy. U pfedchoziho pfikladu 3.13 si v8§imnéme, Ze v bodé [0, 0] sice
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Obréazek 3.12: Resent tilohy u, + yu, = 0 s podminkou u(s, s3) = S

charakteristiky neprotinaji kfivku « transverzalné, ale ,rozvijeji se“ (viz obra-
zek 3.11 vpravo) a FeSeni na okoli tohoto bodu existuje a je ur¢eno jednoznacné.
Naopak na okoli druhého podezielého bodu [3,27] k problémtim opravdu do-
chézi, charakteristiky se ,preklapi“ pfes krivku -y, kiizi se a pro I > 3 dana
uloha nema jednoznacné teSeni. Parametrické vyjadieni feSeni méa tu nevy-
hodu, ze z néj tuto skutec¢nost na prvni pohled nemusime poznat. Pfi bliz$im
zkoumani ale zjistime, Ze na okoli hodnoty s = 3 nelze vyjadrit u jako funkci
proménnych x,y. Doporucujeme Ctenéii zkusit si feSeni graficky znézornit napft.
pro volbu I = (2,4).

Poznamka 3.15. Metoda hledéni feSeni v parametrickém tvaru ma tu vyhodu,
Ze ji lze snadno zobecnit do vice dimenzi. Resime-li nap¥. rovnici

a(x,y, 2)us + b(z,y, 2)uy + c(z,y, 2)u, + d(x,y,2)u = f(z,y, 2)

se tfemi nezavislymi proménnymi x, y, z, pak charakteristiky jsou kfivky, jejichz
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parametricky popis ziskdme vyfesSenim soustavy
0
ax(t, s,r) = alz(t,s,r),y(t,s,r),z(t,s,1)),

%y(t, s,r) =b(x(t,s,r),y(t,s,r),z(t s,1)),

0

Ez(t, s,r) = c(x(t,s,r),y(t,s,r),z(t s,1)),

\

kde proménné t reprezentuje pohyb po charakteristice a s,r jsou v tuto chvili
volné parametry. Samotné rovnice se pak redukuje na tvar

up + c(x(t, s,r),y(t,s,r), z(t, s,7))u = f(a(t,s,r),y(t, s,r),z(t,s,r))

a je dale fesitelnd technikami pro obycejné diferencidlni rovnice. Chceme-li
k rovnici pfipojit okrajovou podminku u(0,s,r) = ug(s,r), je tieba ji zadat
na plose o, kterd opét protina charakteristiky pravé jednou a pod nenulovym
thlem:

x = xo(s,r),
o<y = yols,r), sel, relJ.
z = z(s,r),

3.5 Cviceni

1. Reste rovnici u; — 3u, = 0 s podminkou u = e’ pro t = 0 (viz obra-
zek 3.3).

[u(% t) — e—(w+3t)2]

2. Reste rovnici u; + 3u, = 0 s podminkou v = sinz pro t = 0 (viz obré-
zek 3.4).

[w(z,t) = sin(z — 3t)]
3. Reste rovnici 3uy + ugy = 0 pomoci substituce v = u,.

[u(z,y) = e 3g(y) + f(x)]

4. Reste linedrni rovnici (1 + 2%)u, + u, = 0. Nacrtnéte nékteré z charakte-
ristik.

[u(z,y) = f(y — arctgz)]
5. Reste rovnici v'1 — z2u; + u, = 0 s podminkou u(0,y) = y.

[u(z,y) =y — arcsin z]
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6.

10.

11.

12.

13.

14.

S pouzitim soufadnicové metody feSte rovnici au, + bu, + cu = 0.

[u(z,y) = e 77 f(bx — ay)]
S pouzitim soufadnicové metody feste rovnici u, + uy +u = e 12 5 poca-
teéni podminkou u(x,0) = 0.

ule,y) = 1 (o720 — o=20)]
Reste rovnici u;+au, = x?t+1, kde a je konstanta, s po¢ateéni podminkou
u(x,0) =z + 2.

[u(z,t) =z —at+2+t+ i;z — tazt® + La?t"]

Reste rovnici u; + t“u, = 0, kde o > —1 je konstanta, s poc¢atecni pod-
minkou u(z,0) = ¢(x).

a+1
fu(z,t) = ¢ (2= £57)]
Reste rovnici us + ot u, = 2 s pocateéni podminkou u(z,0) = ().

t
[u(z,t) = p(ze=1/2%) 4+ g2e= OfeSst]

Naleznéte obecné feSeni transportni rovnice s rozpadem wu; + cu, = —Au
pomoci transformace nezavislych proménnych

E=x—ct, T=1t
fu(z, 1) = e f(w — ct)]
Ukazte, ze konvektivni ¢len v transportni rovnici s rozpadem
Ut + cuy = —Au

miize byt odstranén substituci w = ue.

Reste pocatecni tlohu

ur+u, —3u=t, x€R,t>0,
u(z,0) =22, z€R.

[u(z,t) = =3t — 5+ (- t)* + 3)]
Reste transportni rovnici s konvektivnim ¢lenem

U + 2u, = —3u
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Obrézek 3.13: Resent lohy u; + 2u, = —3u, u(z,0) = 1/(1 + z?).

za podminky u(x,0) = ﬁg

-3 . . o .
—5——3 a je zndzornéno na obrazku 3.13.
dtx+ax

[Reseni mé tvar u(z,t) = 17—
Povsimneéte si vlivu konvektivniho ¢lenu 3u na tvar feSeni v riznych ca-

sovych hladinéch.]

15. Reste pocateéné-okrajovou tilohu

Ut + cuy = —Au, x,t >0,

u(z,0) =0, z>0, u(0,t) = g(t), t>0.
Uvazujte zvlast pripad > ¢t a © < ct. Okrajovd podminka se projevi
v oblasti z < ct, zatimco pocateéni podminka ovlivni feseni pouze v ob-
lasti x > ct.

[u(z,t) = g(t — %)e’%m prox —ct <0, wu(z,t)=0 proz—ct>0]

16. Naleznéte predpis, ktery implicitné definuje FeSeni u = u(z,t) pocatecni
tlohy pro rovnici transportni reakce

— e

Up + VU, = — 2L rzeR, t>0,
u(z,0) = f(z), ze€R.



Linearni parcialni diferencialni rovnice prvniho fadu 63

Zde v, a, B jsou kladné konstanty. Ukazte, Ze z implicitni formule 1ze vzdy
vyjadrit u v zavislosti na x a t.

[Bln|u(x,t)] + u(z,t) = —at + f(z — vt) + Bln|f(z — vt)|]

17. Naleznéte obecna Teseni nasledujicich rovnic.

18. Reste linearni rovnici
2. 2
—yuy +tyu=y, z,y#0.

[u(@,y) = f(zy)er /2 +1]

19. Uvazujte rovnici y u, — xu, = 0. Zadejte takové kiivky a okrajové pod-
minky na nich zadané, aby dana tloha meéla jednoznacné feSeni, zadné
feSeni nebo nekonecné€ mnoho feseni.

[nap. a) uo(z,0) = a2, b) uo(z,y) = y na 2 + y? = 1,
¢) uo(x,y) = 1 ma a2 +y? = 1]

20. Uvazujte kvazilinedrni rovnici u, + a(u)u, = 0 s podminkou u(z,0) =
h(z). Ukazte, Ze jeji feSeni lze vyjadfit v implicitnim tvaru v = h(z —
a(u)y). Jaké jsou zde charakteristiky? Co se stane, kdyz a(h(x)) bude
rostouci funkce?

21. Uvazujte rovnici
(3.15) uy = (Qu) :
€T

Ukazte, ze

(a) obecné feseni rovnice (3.15) ma tvar u = xf (2% + y?);
(b) funkce

o0
x A
I(z,y) = — /e_y I+ cos zt dt
Yy
0

vyhovuje rovnici (3.15);
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(c) plati nasledujici rovnost:
(e e] [e.e]
/e_yv 2 o gt dt = ——2 /e_\’ )@+ gy > 0.
Va4 y?
0 0
22. Ukazte, Ze pocatec¢ni tloha
ug+uy =0, u(r,t) =z naa®+t>=1
nema Feseni. Pokud vSak zadame pocateéni podminku pouze na pulkruz-
nici, ktera lezi v poloroviné x+t < 0, feSeni existovat bude, ale nebude di-
ferencovatelné podél charakteristik vychéazejicich z obou koncovych bodu
pulkruznice.
23. Ukazte, Ze pocatec¢ni tloha
(t—z)ug — (t+2)us =0, wu(z,0)=f(z), z>0,
nema feseni. Jak vypadaji prislusné charakteristiky?
24. Ukazte, Ze rovnice a(z)ugy+b(t)u; = 0 ma obecné feseni u(z,t) = F(A(x)—
B(t)), kde A'(z) = 1/a(x) a B'(t) = 1/b(t).
25. Ukazte, Ze rovnice a(t)uz+b(x)u; = 0 mé obecné feseni u(z, t) = F(B(z)—
A(t)), kde B'(z) = b(x) a A'(t) = a(t).
26. Ukazte, ze tloha
ug +uy =z, ulx,r)=
nema feSeni.
27. Uvazujte semilinearni rovnici

CL(I‘, Y, u(x, y)) Uy + b(.Z'7 Y, u(a:, y)) uy = C(.Z', Y, u(a:, y))
a ukazte, ze metodou charakteristik dostaneme

dz dy o du(z,y)

a(z,y,u(z,y))  blz,y,u(z,y)) @,y ulr,y))

[Névod: Diferencialni rovnici mtizeme chapat jako skaldrni souéin vektoru koefi-
cientt (a(z,y,u),b(z,y,u), c(z,y,u)) a normalového vektoru (ug, u,, —1) k plose
feSeni u = u(x,y) v prostoru (x,y,u).]



Kapitola Vl1nova rovnice

v jedné prostorové
promeénné — pocatecni
uloha v R

4.1 Obecné fesSeni vlnové rovnice

Uvazujme vlnovou rovnici

(4.1) Uy = gy, x€R, t>0,

kterou jsme odvodili v odstavci 1.3.5, a hledejme jeji obecné Feseni. Intuitivné
si mizeme predstavovat ,nekonec¢né dlouhou“ strunu. Ukazeme si dvé metody,
kterymi lze obecné feSeni rovnice (4.1) nalézt.

4.1.1 Prfevod na soustavu dvou rovnic prvniho fadu

Rovnici (4.1) mtzeme formélné pfepsat nésledujicim zpisobem

0 0 0 0

Zavedeme-li novou funkci v vztahem v = w; + cu,, pfevedeme pivodni rov-
nici (4.1) na soustavu dvou rovnic prvniho fadu

(4.3) {vt—cvm = 0,
U + cuy, = 0.

65
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ODbé rovnice jsou nyni Fesitelné napt. souradnicovou metodou (viz odstavec 3.1.2).
7Z prvniho vztahu dostavame

v(x,t) = h(x + ct),

kde h je libovolna diferencovatelna funkce. Dosadime-li za v do druhé rovnice
soustavy (4.3), ziskdme vztah

up + cuy = h(z + ct),

ktery predstavuje transportni rovnici s konstantnimi koeficienty a s nenulovou
pravou stranou. ReSeni odpovidajici homogenni rovnice mé podobu

(4.4) up(z,t) = g(x — ct).

Protoze pravou stranou rovnice je libovolna diferencovatelna funkce argumentu
x + ct, musi byt partikuldrni feseni, které vystihuje jeji vliv, rovnéz libovolna
diferencovatelna funkce stejného argumentu, tedy

(4.5) up(x,t) = f(z + ct).

Obecné (a zaroven generické) Feseni vinové rovnice je pak souctem feseni (4.4)
a (4.5):

(4.6) u(z,t) = f(x +ct) + gz — ct).

4.1.2 Metoda charakteristik

Druhy zptisob odvozeni obecného feseni vlnové rovnice na pfimce spociva v za-
vedeni specidlnich soutadnic

E=x+ct, n=x—ct.

Podle pravidla o derivovani slozené funkce plati

Oy = O¢ + Oy, Oy = cO¢ — cOy
a tedy
E?t — c@x = —20877,
Oy +c0p = 268,7.

Po dosazeni do vyjadfeni (4.2) ziskdme transformovanou rovnici

—4c28§&7u =0
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neboli
u§77 = O.

S jejim FeSenim jsme se jiz seznamili v kapitole 2 (viz ptiklad 2.3),
u(&n) = f()+g(n),

f a g jsou opét libovolné diferencovatelné funkce. Pfejdeme-li zpét k ptivodnim
proménnym z a t, dostaneme jiz jednou odvozené obecné feSeni jednodimenzi-
onalni vlnové rovnice

u(z,t) = f(x +ct) + gz — ct).
Jak je patrné, jedna se o soucet dvou postupnych vln, pravé a levé, které se

pohybuji rychlosti ¢ > 0. Pfimky x4+ ¢t = konst., x — ct = konst., podél kterych
se prislusné vlny $ifi, se nazyvaji charakteristiky vinové rovnice.

4.2 Pocatec¢ni uloha na primce

Jestlize nyni budeme uvazovat pocatecni tlohu

Uy = gy, TER, >0,

(4.7) u(z,0) = p(x), u(z,0) =p(z),

uréime konkrétni tvar funkei f a g z obecného feseni (4.6) v zavislosti na danych
funkcich ¢ a 1, které popisuji pocdtecnt vychylku a pocdtecni rychlost hledané
viny.

Vyjdeme-li z vyjadieni (4.6), potom pro ¢ = 0 musi platit

p(z) = flx) +g(x), () =cf'(z)—cg(z).
Z prvni rovnosti vyplyva (predpokladame, ze vSechny naznacené derivace exis-
tuji):
¢'(z) = f(x) + ¢/ (2),
coz v kombinaci s druhou rovnosti implikuje

fla) = 5¢@)+ 5 ),

2
5¢/(@) — 5-0(2)
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a po integraci

xT

f@) = e+ g [wndr+a,
0

oa) = gole) =5 [w(rdr+ B,
0

kde A, B jsou integracni konstanty. Z podminky u(z,0) = ¢(x) vSak plyne
A+ B = 0. Po dosazeni pfedchozich vztahtt do obecného vyjadieni feseni (4.6)
ziskdvame feSeni pocatecni tlohy pro vlnovou rovnici v jedné dimenzi ve tvaru

x+ct
[p(x + ct) + p(z — ct)] + % / Y(r)dr.

T—ct

(4.8) u(z,t) =

N | —

Tento tvar feSeni byl odvozen d’Alembertem v roce 1746. Prvni dva ¢leny na
pravé strané vystihuji vliv poc¢atecni vychylky: pocatecni vlna se rozdéli na dvé
¢asti, z nichz jedna postupuje ve sméru kladné poloosy z rychlosti ¢ a druha
postupuje ve sméru zaporné poloosy x rychlosti c. Integral na pravé strané
vyjadiuje vliv po¢ateéni rychlosti. Reseni vyjadfené d’Alembertovou formuli je
uréeno jednoznac¢né (viz cviceni 6 v odstavci 10.9).

Nasledujici véta je fundamentalnim tvrzenim o existenci a jednoznacnosti
FeSeni pocatec¢ni tlohy pro vlnovou rovnici.

Véta 4.1. Necht o € C?, 9 € C! na celém R. Pocdtecni iloha (4.7) pro vinovou
rovnici na primce s pocdtecni vjchylkou p(z) a poédtecni rychlosti y(x) md pak
prave jedno klasické reseni u € C? dané d’Alembertovym vzorcem (4.8).

Priiklad 4.2. Naleznéme feSeni vlnové rovnice na primce, je-li pocatecni vy-
chylka nulova a pocatecéni rychlost je dana funkci sin x.
Tento problém zapiSeme v jazyce matematiky jako pocatecni ulohu

(4.9) { Uy = gy, T ER, t>0,

u(x,0) =0, u(z,0) =sinz.
Po dosazeni poc¢ateénich podminek do d’Alembertova vzorce (4.8) dostdvame

z+ct
1 1
u(z,t) = % / sinTdr = % [cos(z + ct) — cos(x — ct)]
c

r—ct
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a s vyuzitim goniometrického vzorce cos a—cos § = —2sin O‘Tﬁ sin M mizeme

feSeni u(x,t) zapsat ve tvaru

1
(4.10) u(z,t) = —sinctsin x.
c
Provedte zkousku!
O

Vsimnéte si néasledujici specidlni vlastnosti feseni (4.10): nulové body funkce u
jsou v bodech z = kw, k € Z, pro libovolné ¢t > 0. ,Necestuji“ tedy po ose x
s ménicim se ¢asem. ReSeni vInové rovnice s vyse uvedenou vlastnosti se nazyva
stojaté vinéni (anglicky: standing waves — viz obrazek 4.1).
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Obrézek 4.1: Stojaté vinéni — feseni pocdtecni ulohy (4.9).
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Poznamka 4.3. Je mozné dokézat, Ze pocateéni tiloha pro vinovou rovnici ma
pravé jedno klasické feSeni prdvé tehdy, kdyz ¢ € C? a ¢ € C'. To je vice, nez
fika véta 4.1. Tyto pozadavky na pocateéni podminky jsou vSak silné omezujici
a Casto v rozporu s praktickymi tlohami, které je tfeba fesit metodami mate-
matického modelovani. Takové tlohy, pokud jsou chapany v klasickém smyslu,
jsou nekorektni. Tento fakt byl pro matematiky v osmnactém stoleti tézkym
problémem a trvalo velmi dlouho, nez dospéli k obecnéjsimu chapani feseni
(slabé TeSeni, velmi slabé FeSeni, zobecnéné feseni, silné feseni, ...). V tomto
textu se témito otazkami nebudeme podrobné zabyvat. Omezime se pouze na
konstatovani, ze formule (4.8) vyjadfujici v explicitnim tvaru feseni pocateéni
tlohy pro vlnovou rovnici méa smysl i pro daleko obecnéjsi poc¢atecni podminky,
nez jsou funkce ¢ € C2, 1) € C'. Na TeSeni u se pak napiiklad mtizeme di-
vat jako na funkci, ktera spliuje diferencialni rovnici pouze v téch bodech, kde
existuji prislusné parcialni derivace uy a ug,. Na druhou stranu mnozZina bodi,
kde tyto derivace neexistuji (a rovnice nema smysl), nemiize byt , ptilis velka®.

Pokud ¢ je C? funkce a 1 je C' funkce na R s vyjimkou koneéné mnoha
bodt (tzv. singuldrnich bodi nebo singularit), ma vzorec (4.8) stale smysl,
parcialni derivace funkce u existuji a jsou spojité s vyjimkou konecéného poctu
pfimek v roviné (z,t) a rovnice (4.1) je splnéna ve vSech bodech, které na téchto
pfimkéch nelezi. V takovém (zobecnéném) smyslu budeme chapat i FeSeni na-
sledujicich pocateénich tloh. Ctenai by si vSak mél uvédomit, ze pozadavky
na funkce ¢ a 1 lze jesté vice zeslabit (napf. uvazovat lokdlné integrovatelné
funkce) a feSeni tlohy (4.1) chapat daleko obecnéji. I v tomto pfipadé lze do-
kazat existenci a jednoznacnost feseni.

Piiklad 4.4. Re$me vlnovou rovnici s po¢ateéni vychylkou
bl profal <
— —|z ro |z| < a,
p(x) = a P -
0 pro |z| > a

a s nulovou pocateéni rychlosti ¢)(z) = 0. Tato tloha popisuje chovani neko-

necné€ dlouhé struny, ktera je v case t = 0 vychylena ,tfemi prsty“ a nasledné

uvolnéna. Body = € {—a,0,a} pfedstavuji singularity poc¢ateéni vychylky .
Podle d’Alembertova vzorce (4.8) mé prislusné feseni tvar

[p(x — ct) + p(z + ct)]

N | —

u(z,t) =

jde tedy o soucet dvou ,trojuhelnikovych funkci“, které se s rostoucim casem
od sebe vzdaluji. Tvar feSeni na vybranych casovych hladinich je znézornén
na obrazku 4.2, celkovy prubéh funkce u(z,t) pak na obrazku 4.3 (pro hodnoty
c¢=2,b=1, a=2). Poviimnéme si pfimek v roviné (z,t), na kterych parcialni

derivace FeSeni u neexistuji a rovnice (4.1) tedy nema smysl.
(]
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3a/2 x

Obrazek 4.2: Resent prikladu 4.4 na vybrangch casovijch hladindch.
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Obréazek 4.3: Prubéh teseni z prikladu 4.4.
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Priklad 4.5. ReSme vlnovou rovnici s nulovym poéateénim rozloZenim ¢(x) =
0 a s pocatecni rychlosti

1 pro |z| < a,

(@) = { 0 pro x| >a.

Tuto ulohu lze povazovat za zjednoduseny model chovani nekone¢né dlouhé
struny po uderu kladivem o $ifce 2a. V tomto piipadé predstavuji body z €
{—a, a} singularity poc¢atecni rychlosti ¢. Z d’Alembertova tvaru feseni dosta-
vame

z+ct
1 1
u(x,t) = % / Y(1)dr = 20 X délka intervalu {(—a,a) N (x — ct,x + ct)}.
c c

r—ct

Tvar feSeni na vybranych casovych hladinach je znazornén na obrazku 4.4,
celkovy prubéh funkce u(z,t) pak na obrazku 4.5, kde jsou voleny hodnoty
¢ =23 aa = 13. Opét si vSimnéme piimek v roviné (z,t), kde parcialni
derivace funkce u neexistuji a rovnice (4.1) nema smysl.

O
U
a
4
| |
| |
I I 2
| | =
—3a —a a 3a T
a
4
t:%
—2a 2a x
e
2c
18 ‘=%
| |
3 3
= ¥ z
u=0 t=0
0 T

Obrazek 4.4: Reseni prikladu /.5 na vybranych casovijch hladindch.
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Obrazek 4.5: Prubéh reseni z prikladu 4.5.

4.3 Princip kauzality

Vsimnéme si podrobnéji feSeni poc¢atecni tlohy pro vlnovou rovnici na piimce.
Zjistime, Ze pocateéni podminka v bodé (xp,0) se muZe ,rozsifit“ pouze do
té Casti roviny (x,t), kterd je vymezena piimkami o rovnicich z + ¢t = xg
(charakteristiky prochazejici bodem (z¢,0)) — viz obrazek 4.6. Vyse¢ s témito

hraniénimi body se nazyva oblast vlivu bodu (zg,0).

Specialné odtud napt. vyplyva, ze plati-li pro pocateéni podminky

¢(r) =v(x) =0 pro|z|> R,

je TeSeni identicky nulové u(z,t) = 0 ,vpravo“ od piimky = — ¢t = R a ,vlevo“

od pfimky x + ¢t = —R (viz obrazek 4.7).

Opac¢ny pohled na zakon kauzality (vlivu) je nasledujici: zvolme libovolny
bod (z,t) a ptejme se, které hodnoty pocatecnich podminek na ose x (pro t = 0)
mohou ovlivnit tvar feSeni v bodé (z,t). Z vyse uvedeného vyplyva, zZe jsou to
pravé hodnoty p(x — ct), ¢(x + ct) a hodnoty 1 (x) pro x z intervalu mezi x — ct

a x + ¢t — viz obrazek 4.8.

Trojthelnik A, o vrcholech v bodech (z—ct,0), (x+ct,0) a (z,t) se nazyva

oblast historie (pFip. charakteristicky trojuhelnik) bodu (z,t).
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T+ ct = xp T — ct = xp

T

(1’0, 0) v

Obréazek 4.6: Oblast vlivu bodu xq v ¢ase t > 0.

(—R.0) | (R0 g

Obrazek 4.7: Oblast vlivu intervalu (—R, R) v ¢ase t > 0.

4.4 VlInova rovnice se zdrojem

Uvazujme nyni poc¢ateéni tilohu pro vlnovou rovnici s nenulovou pravou stranou

U — CUge = f(z,t), T ER, t>0,

(4.11) u(z,0) = p(x), u(x,0) =P(z).

Nasledujici tvrzeni o existenci a jednoznacnosti feseni je zobecnénim véty 4.1.

Véta 4.6. Necht ¢ € C?, ¢ € Ct, f € C'. Pocdtecni viloha (4.11) md prdve
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pd \

(x —‘ct, 0) (x + ct,0)

X

Obréazek 4.8: Oblast historie (charakteristicky trojihelnik) bodu (x,t).

jedno klasické tesent, které md tvar

uwt) = 3l tct) +ola— )+
(4.12) r+ct
ta0 [ v@ar+ g [[ 1o dpas
z—ct JAN

Symbol A = A, v poslednim integralu znadi charakteristicky trojihelnik
(viz obrazek 4.8), tj.

t x+c(t—s)
//Af(y,S)dydsz/ / [y, s)dyds.
0 z—c(t—s)

To znamenad, Ze vliv vnéjsiho buzeni f na chovani modelované struny je dan
pouze integraci funkce f pres celou oblast historie bodu (z,t) az do ¢asu t = 0.
Opét tedy plati princip kauzality.

Poznamka 4.7. Doporucujeme Ctenéfi, aby zkouskou ovéril, Ze funkce dana
formuli (4.12) je skuteéné fesenim tlohy (4.11). (Viz cviceni 12 v odstavci 4.5.)
Rovnéz si povsimnéme, Ze klasické feseni existuje za obecnéjsiho predpokladu

fecC.

Zpusobt odvozeni formule (4.12) je nékolik. Jedna z moznosti spoc¢iva v apli-
kaci metody charakteristik, jind v pfevodu vlnové rovnice na soustavu dvou
transportnich rovnic. Druhé odvozeni je néaplni cviceni ¢. 19 v odstavci 4.5.
V dalsim vykladu soustfedime nasi pozornost na jiné dva zpusoby, kterymi
jsme se doposud nezabyvali, a to na vyuziti Greenovy véty a na aplikaci tzv.
operdtorove metody.
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4.4.1 Vyuziti Greenovy véty

Pro jednoduchost uvazujme pevny bod (z¢,ty) a predpokladejme, Ze u je kla-
sické feseni ulohy (4. 11) Vyjdeme z vlnové rovnice a zintegrujeme ji pres oblast
historie bodu (xg,t9), tj. pres charakteristicky trojihelnik A:

//fda:dt—// Uy — ¢ Ugy) da dt.

Na pravou stranu nyni aplikujeme Greenovu vétu, podle které plati

4/(Px—Qt)dxdt: /Pdt+de

[OJAN

pro libovolné spojité diferencovatelné funkce P, (). Kfivkovy integral pres hra-
nici A oblasti A uvazujeme v kladném sméru, tj. proti sméru hodinovych
rucicek. V nasem piipadé zvolime P = —c?u,, Q = —u;. Oznaéime-li jednotlivé
strany charakteristického trojuhelnika Lo, L1, Lo (viz obréazek 4.9), dostavame

/ fdzdt= / —uy dt — w de,
A

LoUL1ULg

coz lze prepsat jako soucet tii kiivkovych integralii pres piislusné asecky.

t
(w0, o)
Lo 14
/ )
(1‘0 — Ct()7 O) LO (x() + Ct()7 O) x

Obrézek 4.9: Charakteristicky trojuhelnik bodu (xg,to).

Na strané Lo plati t =0, dt = 0 a us(x,0) = ¥(x), tedy

zo+cto

/—c2ux dt —upde = — / Y(z)dx

Lo xo—cto
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Na strané L1 mame x + ct = xg + cty a tedy dx + c¢dt = 0. Odtud dostaneme
/—czux dt —usdx = c/uw dor +u dt = c/ du = cu(zg, to) — cp(xo + cto),
L1 Ly Ly

kde du znadi totélni diferencial funkce u = u(z,t). Obdobné pro stranu Lo, kde
plati do — c¢dt = 0, vyjadiime

/—c2ux dt—u;dz = —c/ux dz+u; dt = —c/ du = —cp(xg—cto)+cu(zo, to).

Lo Lo Lo

Dosadime-li tyto tii dil¢i vysledky zpét, dostavame

zo+cto
/ fdxzdt = 2cu(xo,to) — c[e(xo + cto) + @(xo — cto)] — / Y(z)dx
YN xo—cto

a odtud jiz pozadovany tvar feSeni u v bodé (xq,to).

4.4.2 Operatorova metoda

Tentokrat se pokusime odvodit tvar feSeni pocatecni tlohy pro nehomogenni
vlnovou rovnici na zdkladé analogie s obyc¢ejnou diferencidlni rovnici

d%v
(4.13) =+ A?(t) = f(t)

s pocateénimi podminkami

W =p  TO) =4

kde ¢ a v jsou realna cisla. Metodou variace konstant ziskdme feSeni rov-
nice (4.13) pro nenulovou konstantu A ve tvaru

t

(4.14) v(t) =S t)p+ St)y + / S(t—s)f(s)ds,
0

kde

(4.15) S(t) = %Sin At, () = cos AL.

Tedy v ptipadé ¢ =0, f = 0 mé FeSeni tvar v(t) = S(¢).
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Nyni se vratime k nasi vinové rovnici. Reseni homogenni rovnice pro ¢(x) =
0, f(z,t) =0 jsme odvodili ve tvaru

1 z+ct
t) = — dy.
uet) =5 [ vl)dy
r—ct
Zavedeme-li tzv. zdrojovy operdtor S(t) predpisem
T+ct
1
(1.16) S =5 [ v
T—ct
milZzeme psat
u(e,t) = S(t)().
Podle prvniho ¢lenu na pravé strané vztahu (4.14) bychom mohli oc¢ekavat, ze

reakce na nenulovou pocate¢ni vychylku bude mit analogicky tvar %S (t)e(x).
Opravdu plati

z+ct
2 SWe(e) = groc [ el dy = 5-lepla +et) = (ool — ),

coz je v souladu s d’Alembertovym tvarem feSeni (4.8). Jsme tedy na dobré
cesté.

Nyni si v§imnéme pouze vlivu samotné pravé strany na tvar feSeni. Uva-
zujme ¢ = ¢ = 0. PouZijeme-li analogii s feSenim obycejné diferencialni rov-
nice (4.14), dostavame, Ze pfislusné feseni vlnové rovnice by mohlo mit tvar

u(t) = [ S(t—s)f(s)ds.
/

S vyuzitim definice zdrojového operatoru (4.16) ziskdme

t ) z+c(t—s) )
uwt)= [ |5 [ fwoan] ds=o [ fmoas
0 x—c(t—s) A

coz se shoduje s vyrazem (4.12) pro ¢ = 1) = 0. ReSeni jsme tedy ,uhodli“ a nyni
by zbyvalo ovétit, Ze je nds odhad spravny (viz napli cviceni 12 v odstavci 4.5).

Tento pristup, zalozeny na myslence, Ze ze znalosti feSeni homogenni rovnice
lze odvodit i feseni nehomogenni rovnice, se v souvislosti s vlnovou rovnici
nazyva Duhameliv princip.
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4.5 Cviceni

1.

Ovérte, ze funkce
x+ct

1
u(z,t) = — d
@0 =5 | 9O
r—ct
fesi vlnovou rovnici uy = c*ugy, kde ¢ je konstanta a g je spojité di-
ferencovatelna funkce. Pouzijte pravidla pro derivovani integralu podle
parametru x a t, které se vyskytuji v mezich integrace.

Linearni aproximace jednorozmérného isotropického proudéni idedlniho
plynu je popsina soustavou

ut + pz =0, ux+c2pt:O,

kde u = u(x,t) je rychlost plynu a p = p(x,t) je jeho hustota. Ukazte, ze
u 1 p spliiuje vlnovou rovnici.

Pfi odvozeni obecného feSeni (4.6) vlnové rovnice jsme vyuzili skutecnost,
7e linearni vinovy operator L = (0;)? — c?(0,)? je tzv. reducibilni (nebo
faktorizovatelny), tj. miZzeme jej zapsat jako soucin linedrnich operatori
prvniho fadu: L = LjLy. S vyuzitim stejné myslenky naleznéte obecna
feSeni nasledujicich rovnic.

(8) Ugy + Uz = Uyy + Uy.
[L1 = 0y — 0y, Ly = 0, + 0y + 1. Obecné Feseni lze zapsat ve tvaru u(z, y) =
o(x +y) + e *Y(x — y) nebo ve tvaru u(z,y) = o(x +y) + e Yh(x — y),
kde ¢, 1 a h jsou libovolné diferencovatelné funkce.]

(b) Bugs + 10ugy + 3uyy = 0.
[L1 = 30,40y, Lo = 0;+30y; u(z,y) = ¢(3x—y)+¢(z—3y) s libovolnymi
diferencovatelnymi funkcemi ¢, 1).]

. Reste pocéatecni tlohu uy = uyy, u(z,0) = e®, ui(z,0) = sin .
b b ) bl

[u(z,t) = $(e” T + ") — S (cos(z + ct) — cos(z — ct))]

Reste pocatecni tlohu uy = gy, u(z,0) = In(1+22), uy(z,0) =4 + .

[u(z,t) =In /(1 + (z + ct)2)(1 + (z — ct)2) + t(4 + z)]

9 N T ) 2

Reste pocéatecéni ulohu wy — 3uzy — 4uz, = 0, u(z,0) = 2%, w(z,0) =
e”. Pouzijte stejného postupu jako pri odvozeni obecného feseni vinové
rovnice.

cm+4t7 r—t

[u(a,t) = 2% + 442 + —F—]
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7. Reste pocatecni tlohu uy — gy = 0, u(x,0) =0, w(z,0) = —2ze %",
[u(:C,t) _ %(e—(z—h&)? . e—(m—t)2)]
8. Reste pocatecni ulohu uy — uze = 0, u(x,0) =0, w(z,0) = W
[u(z,t) = %(1+(zlft)2 - 1+(x1+t)2 )]
9. Reste pocatecni tlohu uy — uyy = 0 pro
— e—-T, ‘.Z" < 17 _
u(z,0) = { 0. > 1, u(z,0) =
10. Reste pocatecéni tlohu uy — Uy = 0 pro
_ _ e el <,
u(z,0) =0, w(z,0)= { 0, > 1.
11. Dokazte, ze funkce
u(x,t) = ! [6_(9”_%)2 + e_(x”t)z}
’ 2
(viz obrazek 4.10) je feSenim pocatecéni tlohy
—dUyr =0 eR, t>0
(417) Uyt Uz .2 ) x ) )
u(z,0) =e ", w(z,0) =0.
12. Pfimym dosazenim ovérte, ze funkce
1
u(a,t) = o [ [ fy,s)dyds
2c
AN
fesi nehomogenni vlnovou rovnici uy — gz, = f (véta 4.6). Vysvétlete,
pro¢ pot¥ebujeme pozadavek f € C1.
13. Reste pocateéni tlohu uy = cugy + xt, u(z,0) =0, u(x,0) = 0.
[u(x,t) = %]
14. Reste pocateéni tlohu usy = gy + e, u(x,0) = 0, us(z,0) = 0.

[u(z,t) = 2 (e — at — 1)]
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Obrézek 4.10: Resend tlohy (4.17).

15. Reste pocateéni tlohu uy = c?ugze+cosz, u(z,0) = sinx, uy(x,0) = 142,

[u(z,t) = cosctsing + (1 + )t + 3L — cosrcosct]

16. Reste pocateéni tlohu uyy — uze = €74, u(x,0) =0, wy(z,0) = 0.

[u(;v,t) — %(e;ﬂ-i-t _ ew—t) _ %tem—t]
17. Reste pocateéni tlohu uy — ugzy = sinz, u(z,0) = cosx, uy(x,0) = .
[u(z,t) = cosx cost + at + sinx — sinx cost]
18. Reste pocateéni tlohu us — ugze = 22, u(x,0) = cosz, uz(z,0) = 0.
[u(z,t) = cosx cost + i;z + %]
19. Odvodte feseni nehomogenni vlnové rovnice dal$im moznym zpisobem:
(a) PfepiSte rovnici na systém

ur + cugy = v, VU —cvy = f.
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(b) V pfipadé prvni rovnice naleznéte feSeni u zavislé na v ve tvaru
¢
u(z,t) = /v(az —ct+cs,s)ds.
0

(¢) Obdobné vyfeste druhou rovnici, tj. naleznéte v zavislé na f.
(d) Dosadte vysledek ¢asti (c¢) do vysledku ¢asti (b).
20. Uvazujte telegrafni rovnici gz, — C%utt + aus + fu = 0 a polozte v = u,

w = u; a z = ug. Ukazte, Ze v, w a z spliuji nasledujici systém tii rovnic
prvniho fadu:

vy — 2z =0,
wy — 2z, =0,
zt—c2(wm+ozz+ﬁv) = 0.



Kapitola Difuzni rovnice

v jedné prostorové
promeénné — pocatecni
uloha v R

5.1 Pocateéni uloha na primce

Uvazujme pocatecni ulohu pro difuzni rovnici

ur = kg, = €R, t>0,
u(z,0) = ().

7 fyzikalniho hlediska tato tloha popisuje difuzi v nekonecné dlouhé trubici
nebo $ifeni tepla v nekone¢éné dlouhé tyéi. U prvni varianty funkce p(z) vysti-
huje pocatecni koncentraci difundujici latky, v druhém pripadé pak pocateéni
rozlozeni teploty v tyci.

JelikoZ pro difuzni rovnici neni znam tvar obecného reseni, postupujeme
pfi FeSeni tlohy (5.1) zcela odli$né, nez jak jsme postupovali v pfipadé vlnové
rovnice a od samého pocatku pracujeme s celou pocateéni ilohou. Za¢neme tim,
ze nalezneme feseni tlohy (5.1) se specidlni ,skokovou“ pocéateéni podminkou
©(x). Pfesnéji, fesime ulohu

(5.1)

(5.2) { Wy = KWy, x €R, t>0,

w(z,0) =0 prozx<0; w(x,0)=wy=1 proz>0.

K odvozeni feSeni této specidlni tlohy vyuzijeme skutecnosti, ze jakykoli fy-
zikalni zakon lze pievést do tzv. bezrozmérného tvaru. Jinymi slovy, pokud uva-

83
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Zujeme rovnici svazujici fyzikalni veli¢iny q1,. .., gm, které maji uréité rozméry
(Cas, délka, hmota atd.), miZeme nalézt ekvivalentni vztah s bezrozmérnymi
veli¢inami, které byly odvozeny z veli¢in q1, ..., ¢mn. Tento postup je zndm jako

Buckinghamuv 11 Teorém a ilustrujeme si jej na jednoduchém ptikladu. Pted-
stavme si téleso, které bylo v ¢ase t = 0 vyhozeno kolmo vzhiru rychlosti v.
Jeho vyska h v Case t je ddna vzorcem

1
h= _ith + vt.

Konstanta g predstavuje gravita¢ni zrychleni. Pouzité veli¢iny jsou zde tedy h,
t, v a g s rozmeéry délky, casu, délky za cas a délky za kvadrat ¢asu. Tento zédkon
lze ekvivalentné zapsat také takto

h 1 /gt
—=—— (= 1.
vt 2<v>+

vt
pak Pi, P, jsou veli¢iny bezrozmérné a ptvodni rovnice ma podobu

Oznacime-li

1
P1:—§P2+1

Podobnou tvahu miZeme provést i v pripadé nasi specidlni pocatecéni tlo-
hy (5.2). Uvazované veli¢iny jsou z, t, w, wp, k, které maji v pfipadé modelu
pro vedeni tepla rozméry délky, ¢asu, stupni, opét stupnd a kvadratu délky
za Cas. Je zfejmé, ze w/wy je bezrozmérnd veliina. Jedinou dalsi bezrozmér-
nou veli¢inou odvozenou ze zbylych parametrii je 2/v/4kt (konstanta 4 je zde
Cisté z divodu zjednoduseni dalsich zapisi). Muzeme tedy oc¢ekavat, Ze FeSeni
ulohy (5.2) bude mit tvar jakési kombinace téchto bezrozmérnych proménnych,
neboli

wo VAakt
kde f je zatim neznamé funkce, kterou musime urcit. P¥ipomenme, ze wy = 1.
Zavedme nyni substituci
x

Vakt

a dosadme do rovnice v tloze (5.2). Podle pravidla o derivovani slozené funkce
urcime

w= f(z2), z=

Wy = f/(z)zm = \/—_ ( ), Wer = %wx _ %kt //(z).
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Dosadime-li a provedeme-li jednoduché upravy, dostavame obyc¢ejnou diferen-
cidlni rovnici
f'(2) +22f'(2) =0
pro neznamou funkei f(z). Snadno odvodime, ze
z
fiz)=a /6_52 ds + co,
0
kde ¢1, co jsou integra¢ni konstanty. (Zdivodnéte podrobné!) Tim jsme tedy
ziskali feSeni poc¢atecni tlohy (5.2) ve tvaru
x /v A4kt
w(z,t) = ¢ / e ds + cs.
0

K urceni konstant cp, co vyuZzijeme pocatecni podminku. Uvazujme pevné za-
porné x a provedme limitni pfechod pro t — 0+, pak

— 00

O:w(x,O):cl/e_s2ds+02.
0

Naopak pro pevné kladné x a t — 0+ mame

(e e]
1=w(z,0)=c¢ /6_82 ds + co.
0
Uvédomime-li si, ze plati
o
/6_82 ds = \/—E,
2
0

snadno ur¢ime ¢; = 1/4/m, co = 1/2. Odtud tedy pro Feseni tulohy (5.2) dosté-
Valne vzorec

1 1 2
(5.3) w(z,t) = -+ — e ° ds.
2 " /r O/

Zavedeme-li tzv. chybovou funkci (error function) predpisem

erf(z) = %/6_82 ds,
0
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muzeme FeSeni (5.3) zapsat v ekvivalentnim tvaru

(5.4) w(z,t) = % <1 +erf <\/%>> .

Neékolik éasovych hladin Feseni (5.4) je zndzornéno na obrazku 5.1.

w(x, ;)
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

0
-3 -2 -1 0 1 2

Obréazek 5.1: Teplotni profil na ruznijch casovych hladindch v pripadé skokové
pocdtecni teploty.

Nyni pfistoupime k druhému kroku odvozeni feseni obecné pocatecéni tlo-
hy (5.1). Pozdé&ji (viz kapitola 9) podlozime néasledujici ivahy argumenty za-
lozenymi na Fourierové transformaci, prozatim se vSak spokojime s intuitivnim
odvozenim. Nejprve si vSimnéme, Ze je-li w TeSeni difuzni rovnice a existuji-li
derivace Wyt a Wyer, pak 1 funkce w, je FeSenim téZe rovnice. Plati totiz

0= (wt - kw:c:c)x = (w:c)t - k(w:c):c:c

Funkce
G(ﬂj‘, t) = wm(gj, t)7

kde w(z,t) je ddna piedpisem (5.3), musi tedy rovnéz fesit difuzni rovnici.
Pfimym derivovanim podle z ziskame G ve tvaru

1 2
5.5 G(z,t) = e~/ (4kt),
(5.5) (2,t) T

Funkce G se nazyva tepelné (difuzni) jadro nebo fundamentdalni feseni difuzni
rovnice (obcas se muzeme setkat i s oznacenim Greenova funkce, ziidlova funkce,
Gaussian, ptip. propagétor). Pro ¢ > 0 je jejim grafem ,zvonovitd“ kiivka (viz
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obrazek 5.2), kterd ma tu vlastnost, ze pro vSechna ¢ je plocha pod ni rovna
jedné, tj.

/G(az,t)dx: 1, t>0.

Pro t — 0+ se G(x,t) ,blizi“ tzv. Diracové distribuci §(z).

Poznamka 5.1. Poznamenejme, ze Diracovu distribuci mutzeme intuitivné
chapat jako zobecnénou funkci, ktera v bodé 0 ,nabyva“ nekoneéné hodnoty,
o
v ostatnich bodech je rovna nule a plati [ §(z)dz = 1. (Poznamenejme, ze
—00
tento integral musime chépat v obecnéj$im smyslu nez Riemanntiv intergral!)
Otéazka korektni definice Diracovy distribuce a pouzitého slova ,blizi“ je véci
teorie distribuci a presahuje ramec tohoto textu.
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Obrézek 5.2: Fundamentdlni reSeni difuzni rovnice.
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Z fyzikalniho hlediska popisuje funkce G(x,t) rozloZeni teploty, které je re-
akci na pocatecni jednotkovy bodovy zdroj tepla v misté x = 0. Dale pozoru-
jeme, ze difuzni rovnice je invariantni vic¢i posunuti. Tedy i posunuté difuzni
jadro G(z — y, t) Tesi difuzni rovnici a predstavuje reakci na pocateéni jednot-
kovy bodovy zdroj tepla v pevném, avsak libovolném misté y. Pokud pocatecni
zdroj neni jednotkovy, ale ma velikost ¢(y), pak jeho pfispévek v bodé x a ¢ase ¢
je dan funkei ¢(y)G(xz — y,t). Plocha pod teplotni kiivkou je pak ¢(y), kde y
je bod, ve kterém je zdroj umistén.

Predpokladejme nyni, ze poc¢ateéni teplota ¢ v tloze (5.1) predstavuje spo-
jité rozlozeni tepelnych zdroju ¢(y) v bodech y € R. Pak vysledné rozlozeni tep-
loty dostaneme jako ,soucet* vSech reakci p(y)G(x — y,t) na jednotlivé zdroje
©(y) ve vSech bodech y neboli

e}

u(at) = / ()Gl — y. 1) dy
(5.6) e
= o [ el T .

Varkt

Muzeme tedy Fici, ze TeSeni pocatecni ulohy pro difuzni rovnici je konvoluci
prislusné pocateéni podminky ¢(z) a difuzniho jadra G(x,t), tj.

u(z,t) = (G * @) (z,1).

Timto jsme odvodili nasledujici fundamentalni existencéni vétu pro difuzni
rovnici.

Véta 5.2. Necht ¢ je omezend spojitd funkce na R. Pocdteéni uloha (5.1) pro
difuzni rovnici na pfimce md pak klasické reseni dané vztahem (5.6).

Poznamka 5.3. Lze ukazat, ze funkce u(z,t) dana vztahem (5.6) fesi tlohu (5.1)
i v piipadé, Ze ¢ je pouze po cdstech spojitd. Pak vSak v bodech nespojitosti
konverguje feseni pro ¢ — 0+ k aritmetickému priameéru limit zprava a zleva
funkce ¢, tedy

u(z,t) = lea=) + pla)]

Klesajici charakter difuzniho jadra G(z—y, t) pro |y| — +o0 a x pevné dovoluje
dokazat, Ze integral ve vztahu (5.6) je koneény (a vyjadiuje feSeni pocatecni
ulohy (5.1)) i pro nékteré neomezené pocateéni podminky .

Pokud jde o jednoznac¢nost feseni, je mozné dokézat, ze pocatecéni tloha (5.1)
ma pouze jedno omezené feseni. Obecné, bez dodateénych podminek na chovani
v nekoneénu, mtize mit poc¢ateéni tloha vic nez jedno feSeni (viz napt. [13]).
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Nyni si v§imnéme nékterych zakladnich vlastnosti feSeni poc¢atecni alohy pro
difuzni rovnici. Vztah (5.6) je integralni a ukazuje se, Ze pro vét$inu pocéte¢nich
podminek ¢ jej nelze analyticky vyjadiit (tzn. zapsat pomoci elementarnich
funkei). Pokud nés v konkrétnim ptipadé zajima tvar feseni, musime integrovat
numericky.

Déle si vSimnéme, Ze pro t > 0 je FeSeni u(x, t) nenulové v libovolném bodé x
i v pripadé, Ze pocatecni podminka ¢ je nenulova pouze na ,malém intervalu“.
To by znamenalo, Ze se teplo $i7i nekonecnou rychlosti a rovnéz difuze md ne-
konecnou rychlost. Tento jev ovSsem neodpovida skutecnosti a svéd¢i o faktu, ze
difuzni rovnice je pouze pribliznym modelem realného déje. Na druhou stranu,
pro mala t se vliv pocatecniho rozlozeni s rostouci vzdalenosti rychle vytraci,
jde tedy o model dostate¢né presny, aby byl z praktického hlediska ve vétsiné
pfipad vyhovujici. Dalsi vlastnosti feseni (5.6) je jeho hladkost. Bez ohledu
na vlastnosti funkce ¢ je feSeni u pro ¢t > 0 funkei t¥idy C*° (tj. nekoneénékrat
spojité diferencovatelnou funkci v obou svych proménnych).

Priklad 5.4. ReSme tlohu

up = kugzr, = €R, t>0,
1 |zl <1

uw0) = o) = { o 15T

Jedné se o pocétecni tlohu pro difuzni rovnici s po ¢astech spojitou (tedy ne-
hladkou) pocateéni podminkou. Reseni uréime dosazenim pocéateéni podminky

do vztahu (5.6):
1
/ G y)2
u(x,t) = ke
Varkt I

Zavedeme-li substituci p = (x — y)/V4kt, dostavame vyjadieni

(5.7)

41
4kt

neboli
U(ZE, t) =

at(C) -t

O

Poznamka 5.5. Prubéh feseni z ptikladu 5.4 je zndzornén na obréazku 5.3 (pro
k = 2). Vsimnéme si jeho zakladnich rysi. Po¢ateénim rozlozenim teploty byla
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po castech spojita funkce, okamzité vsak dochazi k jejimu tplnému vyhlazeni.
V libovolné malém cCase je feseni na celé redlné ose nenulové, prestoze pocatecni
podminka byla nenulovd pouze na intervalu (—1,1). Déle je patrné, ze FeSeni
nabyvalo své maximalni hodnoty v ¢ase ¢ = 0 a s rostoucim casem dochéazi
k jeho ,rozprostieni®.
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Obrézek 5.3: Reseni z prikladu 5./.

Priklad 5.6. Resme tilohu

up = kugy, x€R, >0,

(5:8) u(z,0) = e~ 7.

Uvédomme si, ze takto zadand pocdtecni podminka neni na R omezend
(srovnejte s poznamkou 5.3). Pouzijeme-li vzorec (5.6), dostavame FeSeni ve
tvaru

(z—y)?

(5.9) e e Y dy.

o
i
u(x,t) = —— e
(%) 4kt
—0o0
Integral na pravé strané je mozné vypocitat a dostavame

(5.10) u(z,t) = eM=*
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(vypocet je naplni cviceni 2 v odstavci 5.3). V tomto ptipadé feseni s rostoucim
c¢asem neklesda, pouze se $ifi ve sméru kladné poloosy .
O

5.2 Difuzni rovnice se zdrojem

Uvazujme pocatecni ulohu pro difuzni rovnici s nenulovou pravou stranou

up — kg, = f(z,t), z€R, t>0,

(5.11) u(z,0) = p(x).

Plati nasledujici existencni véta.

Véta 5.7. Necht f = f(x,t) a o = p(x) jsou omezené a spojité funkce. Pocd-
tecni uloha (5.11) pro nehomogenni difuzni rovnici md klasické teseni dané
vztahem

(512) |u(z,t) = / Gl — y.t)p(y) dy + / / Gz —y.t — 5)f(y,5) dy ds,
—00 0—o0

kde G je difuzni jddro.

Nejprve se pokusime vztah (5.12) odvodit a pouzijeme k tomu operdtorovou
metodu (viz odstavec 4.4) zalozenou na analogii s obyéejnou diferenciélni rovnici

(5.13) % + Av(t) = f(t), ©v(0) =g,

kde A je konstanta a ¢ € R. Snadno zjistime, Ze odpovidajici feSeni méa podobu
t
(5.14) v(t) = S(t)e + / S(t—s)f(s)ds,
0

kde S(t) = e *4. (Zdtvodnéte podrobné!)
Nyni se vratime k ptivodnimu difuznimu problému (5.11). Reseni homogenni
difuzni rovnice mizeme zapsat ve tvaru

u(w,t) = /G(x —y,t)p(y) dy.
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Obdobne jako v odstavci 4.4 polozime
.15 ulet)=SWel), G SWelx) = [ Gle - .00 dy.

Operétor S(t), nazyvany zdrojovy operdtor, prevadi funkci ¢ na FeSeni homo-
genni difuzni rovnice a je zfejmou analogii funkce S(t). Vyuzijeme-li této analo-
gie, muzeme ocekavat, ze feseni nehomogenni difuzni rovnice bude mit v souladu
se vztahem (5.14) podobu

u(t) =S(t)p + /S(t —s)f(s)ds,
0

coz je (po dosazeni za S(t)) odvozovany vztah (5.12)
00 t oo
uet) = [ Gla-ytiowdy+ [ [ Gla =yt =555 dyds
—00 0 —oo

Nyni ndm jiz nezbyva nic jiného, nez dosazenim ovétit, ze (5.12) skutecné
fesi ilohu (5.11). Pro jednoduchost predpokladejme ¢(z) = 0 a uvazujme pouze
vliv pravé strany f. Nejprve ovéfime, Ze feSeni vyhovuje rovnici. PouZijeme-li
pravidlo o derivovani integralu podle parametru, dostavame

t oo
ou 0
5 = 5[ [ cle-ut-9sws) dyds =
0 —o0
t ooaG
= //—t(iv—y,t—S)f(y,S)dyder
0 —©
+lim [ Gz —y,t—s)f(y,5)dy.

Musime si vSak dat pozor na singularity funkce G(x — y,t — s) v ¢ase t = s!
Vyuzijeme-li skutecnosti, ze G tesi difuzni rovnici, a zavedeme-li v druhém
integralu substituci s =t — ¢, dostavame

t oo
ou 0%a
0 —oo

oo

+lim [ Gz —y,e)f(y,t —€)dy.

—00
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Nyni mtzeme zaménit poradi integrovani a derivovani u prvniho ¢lenu na pravé
strané. Jelikoz pro ¢ — 0 se G(z — y, €) blizi Diracové distribuci posunuté do
bodu z (tato vlastnost plyne z teorie distribuci) a f(y, t—¢€) konverguje k f(y,t)
(diky spojitosti funkce f), miizeme psét

[e.e]

lim [ Gz —y.e)f(y,t —e)dy = / 5z — y)f(y.t)dy = f(a,1).

e—0
—o0

Rovnost (5.16) tedy pfejde do tvaru

Qu ax2//G:c—y,t—s)f(y, 5)dyds + f(x,1) =
2
= kg2+f(:n t),

coZ je presné nehomogenni difuzni rovnice z tlohy (5.11).

Dale musime ovérit splnéni pocateéni podminky. Diky vlastnostem difuzniho
jaddra G se prvni élen ve vztahu (5.12) pro t — 0+ blizi poc¢ateéni podmince
©(z). Druhy ¢len je integralem od 0 do 0, tedy

0
tl_1}r(1]a+u(:n t) = ¢(x) +/ = ¢(z),
0

coz jsme chtéli ovérit.
Dosadime-li do vyjadfeni (5.12) konkrétni podobu difuzniho jadra (5.5),

dostdvame FeSeni pocateéni tlohy pro nehomogenni difuzni rovnici (5.11) ve
tvaru

o0
1 (@—y)?
u(x,t) = e” at p(y)dy+
@%) Varkt / Y
—0o0

(5.17)
(z—1)?
e (=) f(y,s)dyds.

t oo
+//,ﬁ
J drk(t — s

Poznamka 5.8. Ctenaf by si mél uvédomit, Ze jsme p¥i predchozich vypoéctech
pouzili formalné néktera tvrzeni (napf. o derivaci integralu vzhledem k para-
metru, o limitnim pfechodu za integra¢nim znaménkem, vlastnosti Diracovy
distribuce) bez peclivého ovérfeni jejich predpokladi. Obdobné jako v pfipadé
véty 5.2 lze existencni tvrzeni véty 5.7 dokazat i pro obecnéjsi funkce p a f.
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5.3 CvicCeni
1. Ovéite, ze funkce
2
(@,1) Akt
fesi difuzni rovnici uy = kug, na oblasti —oo < z < oo, t > 0. Uvédomte si,
jakym zpisobem je tvar feSeni ovliviiovan velikosti difuzniho parametru k.
2. Ukazte, ze feSeni z piikladu 5.6 dané predpisem (5.9) lze zjednodusit do
tvaru (5.10).
o0 (z—y)? ©0 (y—z+2kt)2
S o 1 B e S | SR L)
Pouzijte tpravu m_{o e” e Ydy = \/M_f e e dy
. : . y—xz+2kt
a substituci s = N
3. Pro jaké hodnoty a a b je funkce u(x,t) = e sin bz fesenim difuzni rovnice
U — Ugg = 07
[a + b* = 0]
4. Predpokladejte, ze plati |¢(z)] < M pro vSechna x € R (M je kladna
konstanta). Vyuzijte nerovnost | [ f| < [ |f| a ukazte, Ze FeSeni pocdtecni
ulohy (5.1) pro difuzni rovnici spliiuje |u(x,t)| < M pro vSechna z € R,
t>0.
5. Ovéite, ze
o0
/ Gla,t)dz =1, ¢>0.
—0o0
6. Reste difuzni rovnici w; = kug, s po¢ateéni podminkou
p(x) =1prox >0, ¢(x)=3proz<D0.
Reseni zapiste pomoci chybové funkce erf(z).
[u(z,t) =2 — erf(\/%)]
7. Reste difuzni rovnici u; = ku,, s poc¢ateéni podminkou o(x) = e37.
[u(z, t) = e3m+9kt]
8. Reste difuzni rovnici v; = ku,, s po¢ateéni podminkou

px)=e*proxz >0, ¢(x)=0proz<0.

[u(z,t) = $eM=*(1 - erf(zki;””))]

5
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

Reste difuzni rovnici uy = ug, s pocateéni podminkou

l—z, 05z,
0, |z| > 1.

Ukazte, ze u(x,t) — 0 pro t — oo a libovolné z.
Pomoci substituce u(z,t) = e bv(z,t) feste difuzni rovnici
U — ktgy +bu =0, u(z,0) = ¢(z).
Kladna konstanta b zde reprezentuje disipaci.
Pomoci substituce y = x — V't feSte rovnici vedeni tepla
w — kugy + Vuy, =0, u(z,0) = ¢(z).

Kladna konstanta V' zde reprezentuje konvekci.

i —(x—Vt—2)*2
[u(z,t) = 4;“ [ e @=Vi=2)7/ (k) () dz]

Ukazte, Ze rovnici u; = k(t)uy, 1ze transformovat na difuzni rovnici zmé-
nou ¢asové promeénné t na

T = O/k:(n) dn.

Obdobné ukazte, ze rovnici uy = kug, —b(t)u, lze transformovat na difuzni
rovnici zménou prostorové proménné x na

§=x—jb(n)dn-
0

Naleznéte feseni tlohy
up — kg, =sinz, x € R, t >0, wu(x,0)=0.
[u(z,t) = +(1 — e *)sinz]
Ukazte, Ze transportni rovnici s difuzi a rozpadem
U = klUpy — ClUy — AU
Ize prevést na difuzni rovnici substituci
ow—pt,

u(z,t) = w(z,t)e

kdea:iaﬂz)\—i-%.






Kapitola Laplaceova

a Poissonova
rovnice ve dvou
dimenzich

V predchozich kapitolach jsme se seznamili se zakladnimi typy hyperbolickych
a parabolickych rovnic: s vinovou rovnici a difuzni rovnici. V této kapitole se
budeme vénovat nejjednodussi eliptické rovnici ve dvou dimenzich, kterou je
Laplaceova rovnice

AU = Uggy + Uyy = 0.

Jak jsme jiz uvedli v odstavci 1.3.7, Laplaceovu rovnici mizeme chapat jako
stacionarni difuzi nebo stacionarni vlnéni a jejimi feSenimi jsou tzv. harmo-
nické funkce. Nehomogenni analogii Laplaceovy rovnice s danou funkci f je
tzv. Poissonova rovnice

Au = f.
6.1 Invariantnost Laplaceova operatoru

Laplacetv operator A (téz Laplacidn) je invariantni viéi libovolné transformaci
skladajici se z posuvil a otaceni.

Posunuti v roviné o vektor (a,b) je dano transformac¢nimi vztahy
¥ =z+a, y =y +b.

97



98 Kapitola 6

Ocividné plati Uy + Uyy = Upryr + Uyryy
Otoceni v roviné o uhel « je dano transformaci

¥ = zcosa+ysina,

y = —xsina+ ycosa.

S vyuzitim pravidla o derivovani slozené funkce odvodime

Uy = Ug COSQ — Uy SINQ,

Uy = Uy SN+ Uy COS Q,
Upyr =  Ugly! cos? o — 2Ugryy SIN QU COS O + Uty sin? a,
Uyy =  Ugly! sin? o + 2Ugryy SIN QU COS O + Uty cos? a,

a po seCteni dostaneme
Ugpy + Uyy = Ug!g! + Uy«

Diky témto vlastnostem se Laplacetv operator pouziva pii modelovani izotrop-
nich fyzikalnich jeva.

6.2 Transformace Laplaceova operatoru do polarnich
souradnic

Invariantnost vici otaceni naznacuje, ze by Laplaceiv operator mohl nabyvat
jednodussi podoby v poldrnich souradnicich, obzvlasté v radialné symetrickém
pripadé. Transformacni vztahy mezi kartézskymi a polarnimi souradnicemi maji
podobu

T =rcosb, Yy =rsind,

a odpovidajici Jacobiova matice J a jeji inverze J~! maji tvar
Tr Yy cos 6 sin @
J = = . )
To Yo —rsinf rcosf

sin 6

(e 0\ cos —
J = ( r. 0 > - . COSTH
vy sin @

r
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Obréazek 6.1: Poldrni souradnice r a 0.

Postupnym derivovanim tedy snadno odvodime nasledujici symbolicky zapsané

vztahy

82
0x?

82
dy?

sinfcos@ O

@-I-

<cos 93 — ﬂ 2) i
or r 00
008298—2 sinfcos 02 n Sin208_2 n
or? r orob r2 00?2 r2
(sin 93 C0892>2
or r 00
sin298—2 sinfcos 02 n 008298_2 B
or? r oroe r2 062 r2
Po secteni téchto operatort dostavame
o> 92 92 10 1 9?
“ o2 a2 a2 Trar T iZogE

(6.1)

sinfcos@ 9O

a0

sin? 6

T

9

or’

cos2 6 ﬁ

r

6.3 Reseni Laplaceovy a Poissonovy rovnice v R?

6.3.1 Laplaceova rovnice

or’

,Obecné feseni“ Laplaceovy rovnice v roviné mizeme nalézt, vyuzijeme-li jeji
podobnost s vlnovou rovnici (4.1). Vlnova a Laplaceova rovnice jsou formalné
identické, pokud polozime rychlost Sifeni viny ¢ rovnu imaginarni jednotce i =
v/—1. Pak na zékladé vztahu (4.6) dostévame, Ze jakakoliv funkce ve tvaru

u(z,y) = f(z +iy) + g(z — iy)
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fe$i Laplaceovu rovnici Au = 0 ve dvou dimenzich. Zde f a ¢ jsou libovolné
diferencovatelné funkce komplexni proménné. Jelikoz x — iy je ¢islo komplexné
sdruzené k ¢islu x + iy, muZeme obecné feSeni Laplaceovy rovnice zapsat jed-
noduse jako

| uz,y) = fle+1iy).|

Dalsi analyza uz je vSak naplni teorie komplexnich funkci a presahuje ramec
tohoto textu.

V radidlné symetrickém pripadé, tj. v pripadé, kdy uvazovana funkce ne-
zavisi na thlu 0 (tj. ugg = 0), se Laplaceova rovnice v polarnich soufadnicich
redukuje na tvar

Upr + —ur = 0.
r
Po vynésobeni polomérem r > 0 ziskdvdme rovnici
Ty + Up = 0,

ktera je ekvivalentni
(ruy)r = 0.

Jde o obycejnou diferencialni rovnici, ktera je snadno fesitelna pfimou integraci:
T, = C1

a odtud

‘ u(r) = c1lnr + co. ‘

Radialné symetrickymi harmonickymi funkcemi v R? \ {0} jsou tedy konstanta
a logaritmus, ktery bude hrat dilezitou roli i v dalsich odstavcich.

6.3.2 Poissonova rovnice

Stejné postupy muzeme pouzit i pfi FeSeni Poissonovy rovnice Au = f(x,y).
Konkrétné v radidlné symetrickém piipads, tj. v ptipadé, kdy f = f(y/x2 + y?),
se puvodni tloha po transformaci do polarnich soufadnic redukuje na rovnici

1
Upp + ;ur = f(r)a
ktera je ekvivalentni vztahu

TUpr +up =7 f(r) neboli (ru,), =7 f(r).
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Pfimou integraci pak dostavame

U, = €1 +/sf(s)ds
0

a konecéné

SHE

u(r):cllnr+62+/ /sf(s)dsda.
0o 0

6.4 Cviceni

1. Ovéite, ze dané funkce Tesi dvojrozmérnou Laplaceovu rovnici.

(a) u=z+y.

(b) u= 2% —y>?

(c) u= inyQ

(d) v =1In(2? + y?).
(e) u=1In\/22+ y2.
(f) u=eYcosz.

(a) u= ;ifyg

(b) u= \/ﬂc;TyQ

(c) u=arctg(¥).

(@) u=arctg(¥) =L,
(e) u=wxy.

[ano v pFipadech a,c,e]

3. Ukazte, ze pokud u a v jsou harmonické funkce a a a  jsou (redlnd) ¢isla,
pak au + Bv je rovnéz harmonicka funkce.

4. Uvedte priklad dvou harmonickych funkci u a v takovych, Ze soucin uv
neni harmonicky.

5. Ukazte, ze pokud v a u? jsou obé harmonické funkce, pak v musi byt
konstantni.
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10.

11.

Ukazte, ze pokud u, v a u? + v? jsou harmonické funkce, pak u a v musi
byt konstantni.

Necht u(z,y) je feSeni Laplaceovy rovnice. Dokazte, Ze libovolna parcidlni
derivace funkce u(z,y) vzhledem ke kartézskym soufadnicim (napf. u,,
Uz, Ugy) je TOVNEZ jejim TeSenim.

Uvazujte tlohu

Uzy +Uyy =0 v R x (0,00),
u(r,0) =0, uy(r,0) =%

Ukazte, ze uy(z,y) = ;15 sinh ny cosnz je feSenim, ale

lim sup  |un(z,y)| # 0.
=00 (4)€R%(0,00)

Funkce 22, 23, €*, In z komplexni proménné z = x + iy jsou analytické.
Prepiste je do nasledujiciho tvaru:

o — ) +i(2zy),
3 — 3zy? )+ i(3x2y — y?’),

(
(
e = (e"cosy)+i(e’siny),
(In /a2 +y?) +i(arg z) = Inr + 6

a ukazte, ze vSechny (jakozto funkce proménnych x a y) splituji Laplaceovu
rovnici.

Inz =

Ukazte, ze funkce u(z,y) = arctg (y/x) vyhovuje Laplaceové rovnici ., +
Uyy = 0 proy > 0. S vyuzitim této skutecnosti naleznéte feSeni Laplaceovy
rovnice na oblasti y > 0, které splituje okrajové podminky u(z,0) = 1 pro
x> 0awu(r,0)=—1proxz <0.

Ukaizte, ze =Y sin(éx), x € R, y > 0, je feSenim Laplaceovy rovnice pro
libovolnou hodnotu parametru £. Dokazte, Ze funkce

/c ~Ygin(Ex) de
0

je FeSenim téze rovnice pro libovolnou funkci ¢(§), ktera je omezend a spo-
jitd na (0,00). (Pozadavky na funkci ¢ umozni derivovat za integrac¢nim
znaménkem. )
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12. Naleznéte radidlné symetrické feseni rovnice ug, + uy, = 1 v kruhu
22 +1? < a® s okrajovou podminkou u(z,y) = 0 na hranici 22 + y? = a?

[u(r) = 1(r? — a?)]

13. Naleznéte radidlné symetrické feseni rovnice gz, + uyy = 1 v mezikruzi
a? < 2%+ y? < b% s okrajovou podminkou u(x,%y) = 0 na obou hrani¢nich
kruznicich z2 + y? = a?, 2% + y? = b°.

2 2 2 2 2
[u(r) = 3 + Y55 Inr — Llngetint)

14. (a) Ukazte, ze pokud v(x,y) je harmonickd funkce, pak u(z,y) =
v(z? — 92, 22y) je rovnéz harmonicks funkce.

(b) Vyuzijte transformaci do polarnich soufadnic a ukazte, Ze transfor-
mace (z,y) — (22 — 2, 2zy) zobrazuje prvni kvadrant na polorovinu

{y > 0}.






Kapitola Reéeni
pocatecné-okrajovych
uloh pro evolucéni
rovnice

7.1 Pocateéné-okrajové ulohy na poloprimce

Vratme se k vySetfovani difuzni a vlnové rovnice na celé realné piimce. VSim-
néme si, Ze je-li po¢ateéni podminka pro difuzni rovnici sudé, resp. lichd funkce,
je také Teseni pocatecni tlohy sudé, resp. licha funkce. Totéz plati i v pripadé
pocateéni tlohy pro vlnovou rovnici. (Oba pfipady dokazte!) Z tohoto pozoro-
vani vyjdeme pii hledani feSeni poc¢atecné-okrajovych tloh pro difuzni a vinovou
rovnici na polopfimce s homogenni okrajovou podminkou.

7.1.1 Difuze a vedeni tepla na polopfimce

Uvazujme nejprve pocateéné-okrajovou tilohu pro rovnici vedeni tepla

U = kg, x>0, t>0,
(7.1) u(0,t) =0,
u(z,0) = ¢(z),

ktera popisuje rozlozeni teploty v polonekonecéné ty¢i s tepelné izolovanym povr-
chem. Dirichletova okrajova podminka vystihuje skutec¢nost, Ze na konci x = 0
je udrzovana nulova teplota. K feseni této alohy pouzijeme tzv. metodu odrazu

105
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(zvanou téz metoda zrcadlent), kterd spoéivd v myslence rozsifeni problému
na celou redlnou osu takovym zptisobem, aby okrajovd podminka w(0,t) = 0
byla automaticky splnéna. V nasem pripadé, tj. v pfipadé homogenni Dirichle-
tovy okrajové podminky, to znamené pouzit liché rozsiveni pocateéni podminky
©(z). Definujeme tedy

(72) s ={ T =

Obréazek 7.1: Lich€ rozsirent.

Jelikoz liché pocatecni podmince odpovida liché feSeni, automaticky dosta-
neme u(0,¢) = 0 pro vSechna t > 0 (viz obrazek 7.1). Uvazujme tedy rozsifenou

ulohu

(7.3)

{ vy = kUgr, x €R, t>0,
’U(I‘,O) = 95(‘%')7

vvvvv

ol t) = / Gz -y, t)p(y) dy.
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Rozdélime-li integral na dvé éasti (y > 0 a y < 0), dostdvame

0 e’}
v(x,t) = /Gw—y, dy+/Gx—y, (y)dy
0
0 %)
= /Gw—y, dy+/Gw—y, t)e(y) dy
= —/G(w+y,t)90(y)dy+/G(w—y,t)w(y) dy
0

=/ (z —y,t) — G(z +y,t)]e(y) dy.
0

Reseni u ptivodni alohy (7.1) je pak restrikci funkce v pro x > 0, tedy

(7.4) Gl —y,t) - Gl@+yt)e(y)dy, x>0, ¢t>0.

Priklad 7.1. Ovéite, Ze funkce

u(z,t) = erf (ﬁ) ,

znazornéné na obrazku 7.2, je feSenim pocatecéni ulohy

(7.5) { ur = kg, x>0, t>0,

u(z,0) =1, w(0,t) =0.

7.1.2 Vlna na polopfimce

K feSeni vlnové rovnice na polopfimce muiZzeme pristupovat stejnym zptisobem.
Uvazujme polonekone¢nou strunu (x > 0), jejiz konec x = 0 je pevné uchycen.
Odpovidajici poc¢ateéné-okrajova tloha ma podobu

U = gy, >0, 1>0,
U(:L', 0) = (10(33)7 ut($70) = ¢(l’)
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Obréazek 7.2: Resend wlohy (7.5) pro hodnotu parametru k = 1.

Opét pouzijeme metodu lichého rozsiteni obou pocateénich podminek na celou
realnou osu. Zavedeme tedy

oy (), x>0, o (), x>0, ®
Plx) = { —p(—x), x <0, (z) = { —(—x), x <0, 1;(0) =

a uvazujeme rozsifenou tulohu

(77) { Uy = Uy, T ER, t>0, i

,U($70) :(15($)7 Ut($70) :¢($)
Jeji feSeni je dano d’Alembertovou formuli
x+ct
1. . . 1 ~
at) = 5o+ ot) + pla— et + o [ G
xr—ct

Reseni u ptivodni alohy (7.6) bychom ziskali jako restrikci funkce v pro o > 0.

Vsimnéme si nejprve oblasti @ > ct. Pro tyto body (x,t) plati, ze cela
zékladna jejich oblasti vlivu lezi v intervalu (0,00), kde ¢(x) = p(z), ¥(z) =
(x). Zde je tedy feSeni dano ,,obvyklym*“ vztahem

x+ct
(7.8) u(z,t) = %[gp(x +ct) + o(x — ct)] + 2% / Y(y)dy, x> ct.

r—ct
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Avsak v oblasti 0 < x < ¢t plati ¢(x — ct) = —p(ct — x) a tedy

z+ct 0
u(e,t) = 5lpatet) gt o)+ o [ wwdy+ 5 [ [o-u)a
0 r—ct

Prejdeme-li v poslednim integralu od proménné y k proménné —y, dostavame
feSeni ve tvaru

ct+x
(7.9)  |u(z,t) = %[gp(ct + ) — p(ct — )] + i / Y(y)dy, 0<z<ct.

t—x

Uplné feseni tilohy (7.6) je tedy dano dvojici predpist (7.8), (7.9).

Graficky mizZeme tento vysledek interpretovat nasledovné. Do roviny xt
zakreslime zpétné charakteristiky z bodu (z,t). V ptipadé, ze (z,t) lezi v oblasti
x < ct, protne jedna z charakteristik osu ¢ d¥ive, nez se dotkne osy x. Vztah (7.9)
fika, ze dojde k odrazu od konce z = 0 a FeSeni zavisi na hodnotach funkce ¢
v bodech ct+x a na hodnotach funkce 1 na kratkém intervalu mezi témito body.
Ostatni hodnoty funkce ¥ nemayji na feseni v bodé (x,t) vliv (viz obrazek 7.3).

(z,1)

(0.t —2) 4

(x —ct,0) (ct — x,0) (x + ct,0)

x

Obréazek 7.3: Metoda odrazu pro vinovou rovnici.

V pripadé tloh s homogenni Neumannovou okrajovou podminkou bychom
postupovali analogicky. Pouzili bychom vSak metodu sudého rozsirent, ktera
vyuziva skutecnosti, ze sudym pocateénim podminkédm odpovidé sudé Feseni,
které automaticky v bodé x = 0 spliuje podminku u,(0,¢) = 0. Odvozeni
prislusnych tvart reseni nechavime na ¢tenari.
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Piiklad 7.2. Reste pocatecné-okrajovou tilohu

Uy = CUgy, >0, t>0,
(7.10) u(0,t) = 0,
w(z,0) = e~ @3y (x,0) = 0.

Nalezené feSeni porovnejte s jeho grafem na obrazku 7.4 (zde je ¢ = 2). Povs§im-

néte si odrazu pocatecni viny od hranice z = 0.
O

7
G
KT
S .
e 4, Il
SHN, 2, g
1~
1 0~
==, A Ul Uy
= )
V==
1 'O ,,/////////////’/

7
5444
%%%W//
0
247
%, 7
////////////

Obrézek 7.4: Reseni tlohy (7.10) pro ¢ = 2.

Piiklad 7.3. Re$me pocateéné-okrajovou tlohu

U = gy, >0, 1>0,
(7.11) u(0,t) = 0,
u(z,0) =0, wu(z,0)=sinz.

P¥imym dosazenim do predpist (7.8) a (7.9) zjistime, Ze u(x,t) = 1 sinz sin ct

v obou oblastech 0 < z < ct a > ct. Graf feSeni je zndzornén na obrazku 7.5
pro hodnotu parametru ¢ = 4. (S obdobnou tlohou, avsak na redlné ose, jsme
se setkali v kapitole 4, viz priklad 4.2 a obrazek 4.1. Pfipomenme, ze prislusné

feseni bylo pro své vlastnosti nazyvano stojatym vinénim.)
O
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Obréazek 7.5: Resend tlohy (7.11) pro ¢ = 4.

7.1.3 Ulohy s nehomogenni okrajovou podminkou

Uvazujme pocatecné-okrajovou ulohu pro difuzni rovnici na polopfimce s ne-
homogenni okrajovou podminkou

t — kg, =0, x>0, t>0,
(7.12) u(0,t) = h(t),
u(z,0) = ¢().

V tomto piipadé postupujeme tak, Ze zavedeme novou funkci
U(‘Tat) = U(.Z',t) - h(t)a

ktera pak fesi alohu

U(07 t) =0,
v(z,0) = p(z) — h(0).
Vliv pocéatecni podminky jsme tak prevedli na pravou stranu rovnice, tj. feSime

nehomogenni difuzni rovnici s homogenni okrajovou podminkou. K nalezeni
FeSeni této transformované ulohy mtzeme opét pouzit metodu lichého rozsifeni.

{ v — kg = —h/(t), x>0, t>0,
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V ptipadé, Ze neni splnéna podminka kompatibility (¢(0) = h(0)), dostaneme
,zobecnéné“ feseni, které neni v bodé (0, 0) spojité (avsak vSude jinde jiz ano).

V pfipadé nehomogenni Neumannovy okrajové podminky u,(0,t) = h(t)
bychom pouzili transformaci v(z,t) = u(x,t) — zh(t), kterd ,vnese* do tlohy
nehomogenni pravou stranu —xh/(t), avSak zajisti homogennost okrajové pod-
minky v,(0,t) = 0. Transformovanou tlohu fesime metodou sudého rozsifeni.
Detailni odvozeni si dovolujeme nechat na ¢tenari.

7.2 Pocatec¢né-okrajova tloha na kone¢ném intervalu
— Fourierova metoda

V tomto odstavci se budeme zabyvat pocatecné-okrajovymi tlohami pro vl-
novou a difuzni rovnici na koneéném intervalu. Okrajové podminky jsou tedy
zadany na obou koncich intervalu. K feseni téchto tloh je mozné pristupovat
z ruznych hledisek. Jednou moznosti, kterd se nabizi, je aplikovat metodu od-
razu (diskutovanou v pfedchozich odstavcich) na oba konce daného intervalu.
V pripadé homogennich Dirichletovych okrajovych podminek to znamena pou-
zit liché rozsiteni pocatecénich podminek vzhledem k obéma koncovym bodim
a dale dodefinovat vsechny funkce periodicky na celou redlnou osu. To zna-
mend, Ze misto ptivodni poc¢ateéni podminky ¢ = ¢(x), x € (0,1), uvazujeme
rozsifenou funkci

(), x € (0,1),
¢($) = —(p(—gj)’ HAES (—1,0),
2l — periodickd jinde.

(V pfipadé Neumannovych okrajovych podminek bychom pouzili sudé rozsifeni.)
Pak muZeme vyuzit znime formule pro reSeni jednotlivych tloh na realné ose.
Avsak po zpétném dosazeni za ,vinkované“ pocateéni podminky ziskdme po-
mérné komplikované vztahy!

Napriklad uvazujeme-li poc¢ateéné-okrajovou tlohu pro vinovou rovnici, mu-
zeme ziskat pozadovanou hodnotu feSeni v bodé (z,t) nasledujicim zptisobem:
Zakreslime zpétné charakteristiky vedouci z bodu (z,t) a odrazime je, kdyko-
liv narazi do primek x = 0, z = [, dokud se nedostaneme na nulovou ¢asovou
hladinu ¢t = 0 (viz obrazek 7.6(a)). Tim ziskdme dvojici bod z1 a z5. Refeni je
pak urceno pocatecni vychylkou v téchto bodech, pocatecéni rychlosti v intervalu
(x1,22) a také poctem odrazl, ke kterym doslo. Obecné nam tedy charakte-
ristické pfimky rozdéli ¢asoprostorovou oblast (0,7) x (0,00) na koso¢tvercové
podoblasti a na kazdé z nich je FeSeni dano jinou formuli (viz obrazek 7.6(b)).
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() t

I X9
(a) (b)

Obrazek 7.6: Metoda odrazu pro vlnovou rovnici na konecném intervalu.

0 I =z 0 I =z

V nésledujicim textu se zaméiime na vysvétleni podstaty dalsi standardni
metody, tzv. Fourierovy metody (nékdy téz zvané metoda separace promeén-
nych). Jeji pouziti pti feSeni pocateéné-okrajové tlohy pro vinovou rovnici vedlo
k systematickému studiu trigonometrickych fad, které byly mnohem pozdéji na-
zvany Fourierovymi fadami.

7.2.1 Dirichletovy okrajové podminky, vlnova rovnice

Nejprve se budeme zabyvat pocateéné-okrajovou tlohou, ktera popisuje kmitani
struny konecné délky [, jejiz koncové body jsou upevnény v ,nulové poloze“,
a jejiz pocatecni vychylka a pocateéni rychlost jsou dany funkcemi ¢(x) a ¥ (x):

U = gy, 0<z <, t>0,
(7.13) u(0,t) = u(l,t) =0,

Vyjdeme z predpokladu, Ze existuje feSeni vlnové rovnice ve tvaru

u(z,t) = X(2)T(t),
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kde X = X(z) a T = T'(t) jsou redlné funkce jedné redlné proménné, jejichz
druhé derivace existuje a je spojitd. Proménné x a t jsou tedy v tomto tvaru
feSeni vzajemné oddéleny (separovany). Dosazenim do rovnice dostavame

XT" =AX"T
a po vydéleni ¢lenem —c2XT (za predpokladu, ze XT # 0) pak
T//(t) X//(.Z')

AT X(z)

/!
Tento vztah Fika, Ze funkce — , ktera zavisi pouze na proménné ¢, se musi
"

rovnat funkci ' ktera zavisi pouze na prostorové proménné x. Tato rovnost

AT

musi platit pro vSechna ¢t > 0 a z € (0,1) a tedy

Tl/ X/l
_—_ = = )\
2T X ’

kde A je konstanta. Pivodni parcialni diferencidlni rovnici jsme tedy prevedli
na dvojici separovangch obycejnych diferencidlnich rovnic pro neznamé funkce
X(x) a T(t):

(7.14) X"(x) +AX(z) = 0,
(7.15) T"(t) 4+ AT (t)

Daéle mame zadany homogenni Dirichletovy okrajové podminky
(7.16) X(0)=X() =0,
nebot ze zadani tlohy (7.13) plyne, Ze u(0,t) = w(l,t) = 0 pro vSechna t >
0. Nejprve budeme fesit okrajovou tlohu (7.14), (7.16). Protoze nas zjevné
nezajimé trividlni feSeni X (z) = 0, vylouéime pfipad A < 0. Je-li A > 0,
dostéavame z rovnice (7.14) feSeni ve tvaru
X(z) = C cos VAz + Dsin vV Az

a z okrajovych podminek (7.16) plyne

X(0)=C=0 a X(I)=DsinV =0.
Netrivialni feseni ziskdme pouze v pripadé, Ze

sin VAL = 0,
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tedy

(7.17) An = (”l—w)z neN.

Kazdému takovému A, pak odpovida feSeni

(7.18) Xp(x) = Cpsin ?, neN,
kde C), jsou libovolné konstanty. Nyni se vratime k rovnici (7.15). Jeji FeSeni
ma pro A = A\, tvar

nmct nmct
+ B, sin T n €N,

(7.19) T,(t) = A, cos

kde A, a B, jsou opét libovolné konstanty. Puvodni parcidlni diferencidlni
rovnici z tlohy (7.13) pak fesi kazda z funkci

nmct nmct nmwx
Up(x,t) = (An cos + By, sin T) sin 5 neN,
které jiz splnuji i predepsané homogenni okrajové podminky. Poznamenejme,
Ze misto A,C, a B,C, piSeme pouze A, a B,, nebot jde o libovolné realné

konstanty. Jelikoz tloha je linearni, je feSenim i libovolny konecény soucet tvaru

N
t t
(7.20) u(z,t) = Z Ay, cos oy B, sin DT sin 172
l l l

n=1
Funkce dand predpisem (7.20) bude vyhovovat i po¢ateénim podminkam, pokud
bude platit

. nwx
(7.21) elx) = ;AnsmT,

Y ne nwx
(7.22) Y(x) = ;TaninT.

Pro libovolna pocateéni data v této podobé je tiloha (7.13) jednoznaéné fesitelna
a pFislusné feseni je ddno vztahem (7.20).

Je ziejmé, Ze podminky (7.21), (7.22) jsou zna¢né omezujici a jejich spl-
néni je obtizné zarucit. Z tohoto diivodu hleddme feSeni tlohy (7.13) ve tvaru
nekonecného souctu a vyjadrime jej ve formé Fourierovy Tady

(7.23) uw,t) =3 <An cos m;Ct + B, sin @) sin #

n=1
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nm

Konstanty A, a B, (resp. “7°B,) jsou pak dany jako Fourierovy koeficienty
sinovych rozvoju funkei p(z), ¥(x), tedy

= nwx
= An 7
o(x) nEZI sin —
@) = D T Busin——.

n=1

Jinymi slovy, feSeni pocatecné-okrajové tilohy pro vlnovou rovnici je v kazdém
case t vyjadritelné ve formé Fourierovy sinové fady v proménné x, pokud lze
takto vyjadrit poc¢atecni podminky ¢(x), ¥ (x). Ukazuje se, Ze pro dostatecné
sirokou t¥idu funkci je takovy rozklad mozny a p¥islusné fady funkci konverguji.
V takovém piipadé pak k vypoctu koeficientt A,,, B, vyuZijeme ortogonality
, . NTT L , e .
funkci sin —, n =1,2,..., a dostdvame nasledujici vyjadieni pro koeficienty

v nekonecné fadé (7.23):

2
A, = 7/¢(x)sin¢da:,

l l

B, = Lg/qﬁ(x)sin#dznzi/?/)(:n)sinnlﬂdzn.

nme
0 0
Aby bylo nalezené feSeni tlohy (7.13) ve tvaru fady (7.23) matematicky
korektni, je tieba dokazat, ze fada (7.23) konverguje. To zavisi na vlastnostech
funkci ¢, ¥ a na druhu pozadované konvergence. Tyto otazky presahuji ramec
tohoto textu a my se jimi zabyvat nebudeme.

Poznamka 7.4. Koeficienty pred ¢asovou proménnou v argumentech goniome-
trickych funkei ve vyjadieni (7.23), tedy hodnoty nrwc/l, se nazyvaji frekvence.
Vratime-li se ke struné, kterou tloha (7.13) popisuje, maji pfislusné frekvence

podobu
nmT
ly/p
,Zéakladnimu*“ ténu struny odpovida nejmensi z téchto hodnot, tedy mv/T /(1 VP)-
Vyssi (alikvotni) tény jsou pak dany presné celymi nasobky této zékladni frek-
vence. Objev, Zze hudebni tény lze takto snadno matematicky popsat, ucinil
Euler roku 1749.

pron=1,2,3,...
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Piiklad 7.5. Re$me pocateéné-okrajovou tilohu

Uy = gy, x € (0,7), t>0,
(7.24) u(0,t) = u(m,t) =0,
u(z,0) =sin2z, w(x,0) =0.

S vyuzitim vySe odvozenych vztaht muZeme feseni zapsat ve tvaru

o
u(z,t) = Z (A, cos nct + B, sinnct) sinna.

n=1

Nulové pocatecni rychlost implikuje nulové ,sinové koeficienty“ B, = 0 pro
vSechna n € N. Pocatecni vychylka urcuje ,kosinové koeficienty“ A,:

o
u(x,0) =sin2z = Z Ay sinnz.
n=1

Jelikoz funkce sin nx tvori uplny ortogondlni systém na intervalu (0, 7), snadno
ziskame

Ay=1, A,=0 proneN\{2}.
MiuzZeme tedy ucinit zaveér, ze FeSeni tlohy (7.24) ma jednoduchy tvar
u(z,t) = cos2ct sin 2.
O
Piiklad 7.6. Obdobné jako v predchozim prikladé muzeme ukazat, Ze funkce

nmct

l Y

> nwx
7.25 t) = , Sin ——
(7.25) u(x,t) nEZIa sin —— cos

kde

l
an = %/6_@_[/2)2 sin ? dz,
0

fesi pocatecné-okrajovou tlohu

Uy = gy, x € (0,1), t>0,
(7.26) u(0,t) = u(l,t) =0,
w(z,0) = e~ @V yy(z,0) = 0.
Na obrazku 7.7 je zndzornén ¢asteény soucet fady (7.25) do ¢lenu n = 15 pro

hodnoty ¢ = 6 a | = 8, ktery je pfibliznym FeSenim tulohy (7.26).
U
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Obrazek 7.7: Graficke zndzornéni resent ulohy (7.26).

7.2.2 Dirichletovy okrajové podminky, difuzni rovnice

Nyni uvazujme pocatecné-okrajovou tlohu pro rovnici vedeni tepla

U = kg, 0<z <, t>0,
(7.27) u(0,t) = u(l,t) =0,
u(z,0) = ¢(z),

kterd modeluje tenkou ty¢, jejiz konce jsou udrzovany na konstantni teploté
u = 0, a kde je v ¢ase t = 0 rozlozeni teploty v ty¢i déno funkci ¢ = ¢(x).
Nalézt rozlozeni teploty v ty¢i v ¢ase ¢ > 0 znamend nalézt FeSeni u = u(z,t)
ulohy (7.27). Stejny problém popisuje i difuzni proces substance v trubici, ktera
je konstruovana tak, ze jakakoli substance, ktera se dostane ke kraji trubice,
okamzité odtece pryc.

Postupujeme stejnym zptsobem jako v predchozim pripadé. Nejprve tedy
hledame takové feseni rovnice, které splnuje pouze homogenni okrajové pod-
minky a které ma tvar

u(z,t) = X(2)T(t).
Po dosazeni do rovnice vedeni tepla a po jednoduché tpravé dostavame

Y _  X"(x)

KT X(2) =A
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kde A je konstanta. Tim jsme tedy puvodni rovnici prevedli na dvojici obycej-
nych diferencidlnich rovnic

(7.28) T + M\kT =0,

(7.29) X"+ AX =0.

K rovnici (7.29) nyni pfipojime okrajové podminky X (0) = X (/) = 0 a hledame

takové hodnoty A, aby tato tiloha méla netrividlni feSeni. Stejné jako v pripadé
vlnové rovnice dostavame

(7.30) Ap = (TY neN,

a odpovidajici feSeni ve tvaru

(7.31) Xp(x) = Cysin ?, neN,

kde C,, jsou libovolné konstanty. Vratime-li se k rovnici (7.28) a dosadime-li
A = \,, dostavame

(7.32) T (t) = Ape~ /DRy e N

Reseni u ptivodni tlohy (7.27) pak mfizeme vyjadiit ve formé nekoneéné Fou-
rierovy fady

7.33 B =S A, e (/D kt g T
(7.33) u(z, t) ;_:1 e sin —

za predpokladu, Ze pocateéni podminka je také rozvinutelnd do odpovidajici
fady, tj.

> nmwx
7.34 = A sin —.
(734) ¢la) = 3 dnsin ]

Z fyzikalniho hlediska vyjadfeni (7.33) Fikd, Ze s rostoucim ¢asem je teplo od-
vadéno konci tyce a teplota v celé tyc¢i klesa k nule.

Priklad 7.7. Necht a, jsou sinové Fourierovy koeficienty funkce ¢(x) =
1023(1 — =) na intervalu (0,1). Pak funkce

(7.35) u(z,t) = apsin nlﬂe_ e
n=1
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fesi pocatecné-okrajovou tlohu

up = kugy, x€(0,1), t>0,
(7.36) u(0,t) = u(l,t) =0,

u(z,0) = 1023(1 — ).

Na obrazku 7.8 je zndzornén ¢astecény soucet fady (7.35) pro n = 42 a pro

hodnoty I =1 a k = 1.
O
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Obrazek 7.8: Graficke zndzornéni resent ulohy (7.56).

7.2.3 Neumannovy okrajové podminky

Stejnou metodu lze pouzit i pro homogenni Neumannovy okrajové podminky
uz(0,t) = ug(l,t) = 0.

V pfipadé vlnové rovnice tyto podminky odpovidaji struné s volnymi konci.
Modelujeme-li difuzni proces, pak popisuji trubici s izolovanymi konci (nic ne-
pronikne dovnitt ani ven a tok difundujici latky pifes hranici je nulovy). Ob-
dobné v ptipadé vedeni tepla homogenni Neumannovy podminky reprezentuji
izolované konce tycée (opét je tepelny tok pfes hranici nulovy).
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Uvazujeme-li illohu pro vlnovou nebo difuzni rovnici na intervalu (0,1), vede
tentokrat separace proménnych na obycejnou diferencidlni rovnici

X"+AX =0, X'(0)=X'()=0,

ktera ma netrivialni feSeni pro A > 0 a pro A = 0. Konkrétné dostavame

2
p (?) . n=0,1,2,...,

Xn(:n):Cncosﬁ, n=0,1,2,....

Pocateéné-okrajova tloha pro difuzni rovnici s Neumannovymi okrajovymi pod-
minkami mé pak fesSeni tvaru

1 > 2 nmwT
— —(nm/l)*kt fens
(7.37) u(z,t) 2Ao+ g Ape cos ——,

n=1

pokud je pocatecni podminka rozvinutelna ve Fourierovu kosinovou fadu

nmx

o(z ):—Ao—i—ZA c08 ——

V pripadé pocatecné-okrajové tlohy pro vlnovou rovnici s Neumannovymi okra-
jovymi podminkami na intervalu (0,!) dostdvame

nmct nmwx
—|—B sin 7; >cosi

1 nmw
(7.38) |u(z,t) = —A0+ B@—I—Z(A co8 —— T

n=1

kde pocatecni data musi spliiovat

1

oz) = §A0+ZA cos —

nmwxr

l

nmwxr

nmc
P(x) 0+ g n COS —

V obou ptipadech provedte detailni odvozeni!

Priklad 7.8. Nechf a, jsou kosinové Fourierovy koeficienty funkce p(z) =
3 —2002(1 — z)* na intervalu (0,1). Pak funkce

n2n2kt

(7.39) =4 Z ay, COS —e 2
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fesi pocatecné-okrajovou tlohu

up = kg, € (0,1), t>0,
(7.40) uz(0,t) = ug(l,t) =0,
u(z,0) = & — 20024 (1 — 2)%.

Na obrazku 7.9 je zndzornén ¢asteény soucet fady (7.39) pro n = 15 a pro
hodnoty I =1 a k = 1.
O

Obrézek 7.9: Grafické zndzornéni fesent ulohy (7.40).

7.2.4 Newtonovy okrajové podminky

Spolu s vlnovou rovnici popisuji Newtonovy okrajové podminku strunu, jejiz
konce jsou uchyceny na pruzinach (spliujicich Hooktuv zékon), které ji tdhnou
zpatky do rovnovazného stavu. V pripadé vedeni tepla v tyci tyto podminky
modeluji pfenos tepla mezi konci tyce a okolnim prostiredim.

Uvazujme nasledujici modelovou tilohu znazornénou na obrazku 7.10. Méjme
svislou ty¢ jednotkové délky, jejiz horni konec je udrzovan na nulové teploté
a dolni je ponofen do rezervoaru s vodou o nulové teploté. Mezi dolnim kon-
cem tyce a vodou dochézi k vyméné tepla podle Newtonova zakona u,(1,t) =
—hu(1,t). Konstanta h predstavuje koeficient pfenosu tepla. Pfedpokladejme,
Ze pocCatecni teplota tyce je ddna funkei u(z,0) = x. Hledat rozloZeni teploty
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v ty¢i znamend fesit pocatecné-okrajovou ulohu pro rovnici vedeni tepla se
smiSenymi okrajovymi podminkami (Dirichletovy a Newtonovy okrajové pod-
minky):

U = kg, 0<z <1, t>0,

u(0,t) =0,
(741) w(1,4) + hu(1, ) = 0,
u(z,0) = x.
u(0,t) =0
0
tepelné
izolovano
1 i
x ugp(1,t) + hu(l,t) =0
voda o teploté 0°C

Obrézek 7.10: Schématické zndzornént dlohy (7.41).

P1i vypoctu feseni postupujeme stejné jako v predchozich pfipadech. V prv-
nim kroku oddélime proménné, tj. uvazujeme feseni ve tvaru u(z,t) = X (z)T(t)
a po dosazeni do rovnice dostavame

T/ X//
_—_ = )\7
kT X

kde A je zatim nezndmé konstanta. Tim jsme ptivodni rovnici pfevedli na dvojici
navzajem nezavislych obycejnych diferencidlnich rovnic

(7.42) T + kT =
(7.43) X"+ AX =

Funkce X (z) musi navic spliiovat okrajové podminky

X(0)=0, X'(1)+hrX(1)=0.
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Jednoduchym rozborem vylouc¢ime hodnoty A < 0, které vedou pouze k trivial-
nimu feseni X (z) = 0. Uvazujme tedy A = p? > 0. Potom

X(z) = Asin pz + B cos ux,
a po dosazeni do okrajovych podminek dostavame
B =0, Apcospp+ hAsinpu = 0.

Protoze hleddme netrividlni feSeni, tj. A # 0, miZeme posledni rovnost psat ve
tvaru

u
.44 =_2
(7.44) tg n

Nalézt kofeny transcendentni rovnice (7.44) znamend nalézt pruseciky grafi
funkci tg pu a —% (viz obrazek 7.11).

[

—H1

Obrazek 7.11: Priseciky grafi funkci tgu a —%.

Je zfejmé, Ze existuje nekonecna posloupnost kladnych hodnot p,, n € N,
takova, ze odpovidajici Feseni X, (x) pak maji podobu

Xy (z) = Ay sin ppx.
V nasledujici tabulce je uvedeno prvnich pét pribliznych hodnot u, pro h = 1.
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n 1 2 3 4 )
tn | 2.02 1 491 | 7.98 | 11.08 | 14.20

Vratime-li se k rovnici (7.42), dostavame
T.(t) = Cpe kit

a odtud ,
Un(x,t) = Ape b sin pu, 2.

Vysledné feseni ptuvodni tlohy pak hledame ve tvaru Fourierovy rady

(7.45) u(z,t) = Z Ape it gin p, .

n=1

Koeficienty A,, ur¢ime tak, aby byla splnéna pocateéni podminka, tedy

o0
u(x,0) = Z Ay sin ppr = .

n=1

Vynéasobime-li tento vztah funkci sin p,,,x a integrujeme-li od 0 do 1, dostavame

1 ~ 1
/w sin g,z dr = Z A, / Sin ppx sin py,x dx.
0 0

n=1
Protoze
! 0, n #m,

/ Sin p,x sin ppyx da = [y, — SIN Uy, COS Ly, 7 n=m.

0 2/in
ziskame po jednoduché tpraveé

1
2
A, = Hn /msin iz d.

by, — SIN Ly, COS L,
0

Poznamka 7.9. V predchozich piikladech jsme se setkali se specidlnimi typy
nasledujici okrajové tlohy pro obycejnou diferencialni rovnici druhého fadu:

-y =Xy, O<uz<l,
(7.46) apy(0) + By’ (0) = 0,
ary(l) + B1y' (1) = 0.
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Obrazek 7.12: Grafické znazornéni feseni u(x,t) ulohy (7.41) proh =1 ak = 1.

Parametr A € R, pro ktery existuje nenulové feSeni tlohy (7.46), se nazyva
vlastni ¢islo. Odpovidajici nenulové feseni se pak nazyva vlastni funkce p¥islusna
vlastnimu ¢islu A. Ve Fourierové metodé jsme vyuzili nékteré specialni vlastnosti
vlastnich ¢isel A, a vlastnich funkci y,, (z) tlohy (7.46). Specialné plati, Zze vlastni
funkce y,,(z) tvofi Gplny ortogonélni systém. To jest

!
/yn(x)ym(x) dr =0,
0

pokud ¥, (x) a yn(z) jsou dvé vlastni funkce prislusné dvéma riznym vlast-
nim ¢éislim A, a A,. Mnoho funkci definovanych na intervalu (0,1) je navic
rozvinutelnych do Fourierovy fady vzhledem k systému vlastnich funkci 4,,:

f(x) = ZFnyn(x)a
n=1
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kde F;, jsou Fourierovy koeficienty definované vztahem

l
[ f(@)yn(x)dz
=4

fl y2(z)dx
0

Tyto vlastnosti jsou typické nejen pro siny a kosiny, které fesi alohu (7.46),
ale téz pro mnohem obecnéjsi funkce, které jsou fesenim tak zvané Sturmovy-
Liouvilleovy okrajové ulohy. Zakladni fakta Sturmovy-Liouvilleovy teorie jsou
uvedena v priloze A.

7.2.5 Princip Fourierovy metody

Princip Fourierovy metody pro pocatecné-okrajové tlohy na koneé¢ném intervalu
s homogenni rovnici a homogennimi okrajovymi podminkami mtzeme shrnout
do nésledujicich bodi:

(i) Reseni tilohy hledédme v separovaném tvaru u(z,t) = X (x)T(t).

(ii) Parcialni diferencialni rovnici pfevedeme na dvojici obyéejnych diferenci-
alnich rovnic pro nezndmé funkce X (x) a T'(¢).

(iii) VyfeSenim obycejné diferencialni rovnice pro X (z) s homogennimi okra-
jovymi podminkami nalezneme vlastni ¢isla )\, a vlastni funkce X, (x)
odpovidajici okrajové ulohy.

(iv) Vlastni ¢isla A,, dosadime do oby¢ejné diferenciélni rovnice pro nezndmou
funkci T'(t) a nalezneme jeji obecné feseni.

(v) ReSeni ptivodni parcialni diferencidlni rovnice zapiSeme ve tvaru neko-
o0
ne¢né Fourierovy fady u(z,t) = > X, (z)T,(t).
n=1

(vi) Pocateéni podminky rozvineme rovnéz ve Fourierovy fady podle systému
navzajem ortogondalnich vlastnich funkci X, (z).

(vii) Porovnanim rozvoju pocéatecnich podminek a FeSeni u(x,t) vypocitame
zbylé koeficienty.

Vyse uvedeny postup je formalni a presné zdivodnéni jednotlivych krokt
si vyzaduje matematicky aparat, ktery presahuje ramec tohoto textu. Pripadni
zajemci mohou nalézt potfebné informace napt. v knize [24].



128 Kapitola 7

7.3 Fourierova metoda pro nehomogenni tulohy

7.3.1 Nehomogenni rovnice

V pripadé linearnich rovnic s nenulovou pravou stranou obvykle fesime nejprve
homogenni rovnici a poté vyuzijeme znalost jejiho feSeni k nalezeni partikulér-
niho feseni nehomogenni rovnice, které vystihuje vliv pravé strany (pfipomerite
si napf. metodu variace konstant pro obycejné diferencidlni rovnice). Pfi pou-
ziti Fourierovy metody u pocateéné-okrajovych tloh pro nehomogenni parcialni
diferencialni rovnice vyuzijeme obdobu tohoto pfistupu. Jako obvykle budeme
hledat FeSeni v separovaném tvaru u(x,t) = T(t)X(x) a nasledné ve formé
Fourierovy rady

u(a,t) = Tu(t) Xn(x).
n=1

Funkce X, (z) ziskdme opét jako vlastni funkce pfislusné homogenni tlohy, za-
timco funkce 75, (t) jiz budou respektovat vliv pravé strany. Konkrétni postup si
ukazeme na jednoduchém pfikladu nehomogenni difuzni rovnice s homogennimi
Dirichletovymi okrajovymi podminkami.

Resme pocatecné-okrajovou tlohu

up — kg, = f(z,t), 0<z <1, t>0,
(7.47) w(0,t) = u(l,t) = 0,
u(z,0) = ().

Nejprve uréime vlastni ¢isla A, a systém vlastnich funkei X, (z), n € N.
Ziskdme je stejnym zpusobem jako v predchozich odstavcich, tj. vyfesenim od-
povidajici homogenni tlohy

up —kug, =0, 0<z<l1,t>0,
u(0,t) = u(1,t) =0,
u(z,0) = ().

Pripomernime, Ze v tomto pfipadé mame
Ao = (nm)?, X, (x) =sinnmz, ncN.

Nyni rozvineme vSechna data ptvodni tlohy (7.47) do Fourierovy fady vzhle-
dem k systému vlastnich funkci X,,(x). Pro pevné ¢t > 0 tedy zapiSeme pravou
stranu f(x,t) ve tvaru

flx,t) = i fn(t)sinnmz,
n=1
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kde slozky f,(t) jsou Fourierovy sinové koeficienty funkce f(z,t):

1
fu(t) =2 / f(z,t)sinnre dz.
0
Obdobnym zptsobem rozvineme pocatecni podminku
(o]
o(x) = Z ©n sinnwx
n=1
s koeficienty

on =2 | (x)sinnrx de.

—

<« ©

Nyni hleddme feseni tlohy (7.47) ve formé fady

o
u(z,t) = Z T, (t) sin nmx.
n=1

Dosadime-li vSechny vyse uvedené rozvoje do rovnice ulohy (7.47), dostavame

(7.48) i T, (t)sinnrx + k i(mr)2Tn(t) sinnrr = i fn(t)sinnmz.
n=1

n=1 n=1
Diky tplnosti systému vlastnich funkci sinnrz, je rovnice (7.48) ekvivalentni
systému obycejnych diferencialnich rovnic

T! + k(nm)*T,, = fu(t), n€N.

Abychom zarudili splnéni poc¢ateéni podminky

[e.e] [ee)
u(z,0) = Z T,,(0) sinnmx = Z opsinnrz = (),
n=1 n=1

musi vSechny funkce T,,(¢) spliiovat T,,(0) = ¢,,. Odtud jiz snadno dostaneme
¢
T(t) = pne F0* 4 / e RO (=) £ (1) dr.
0
Vysledné Feseni tlohy (7.47) méa tedy podobu
o ~ ¢
u(z,t) = Z e ™ gin nr 4 Z sinnwx / kM=) fn(T)dr.
n=1 n=1 0
Prvni séitanec predstavuje feseni odpovidajici homogenni tlohy s danou poca-
te¢ni podminkou, zatimco druhy sc¢itanec vystihuje vliv pravé strany.
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7.3.2 Nehomogenni okrajové podminky a jejich transformace

Jak jsme se presvédcili v predchazejicich odstavcich, je pro pouzitelnost Fou-
rierovy metody nezbytny predpoklad homogenity okrajovych podminek. Proto
se nyni budeme zabyvat otdzkou prechodu od pocatecné-okrajové tlohy s ne-
homogennimi okrajovymi podminkami k tloze s podminkami homogennimi.
V nésledujicim piikladé si ukdzeme nejjednodussi modelovou situaci.

Priiklad 7.10. Nechf tepelné izolovana ty¢ délky | méa konce udrzované pii
konstantnich teplotach gg a g1. Pocatecni rozlozeni teploty je dano funkei ¢ =
©(x). Prubéh teploty u(x,t) v tyéi ziskdme tedy vyfeSenim pocéteéné-okrajové
ulohy

ur —kug, =0, 0<x<l, t>0,
(7.49) u(0,t) = go, u(l,t) = g1,
u(z,0) = p(z).

Fyzikalni intuice nas vede k domnénce, ze pro t — co bude rozlozeni teploty
u(w,t) v tyci konvergovat k linedrni funkci w(z) = go(1 — 7) + g17. M4 tedy
smysl predpoklddat, Ze feseni tlohy (7.49) bude mit tvar

(7.50) u(e,t) = go (1= 7) + 91T +Ula.2).

Clen w(z) = go(1 — §) + g1 % predstavuje staciondrni ¢ast (tj. nezavisi na case
a spliuje rovnici w; = kwgy a okrajové podminky w(0) = go, w(l) = ¢1).
Clen U(x,t) predstavuje ¢asové zavislou ¢ast, ktera bude konvergovat k nule
pro t — oo. Vzhledem k tomu, Ze stacionérni ¢ast w(z) je jednoznacéné urcena
konstantami gg, g1, mizeme namisto funkce u(x,t) hledat pfimo nezndmou
funkci U(z, t). Dosadime-li vyjadieni (7.50) do (7.49), zjistime, ze U(x,t) musi
FeSit pocatecné-okrajovou homogenni tlohu

U— kU, =0, 0<z<lI, t>0,
U0,1) =0, U(Lt) =0,
U(z,0) = p(x) — [go + 7(g1 — 90)],

kterou je jiz mozné fesit standardni Fourierovou metodou.

O

V praxi se vSak castéji vyskytuji okrajové podminky, které zdvisi na case.
Jejich transformaci na homogenni okrajové podminky si opét predvedeme na
prikladé.
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Priklad 7.11. Uvazujme pocatecné-okrajovou tlohu

—kug, =0, O<z<l, t>0,

( t) = g1(t),
(7.51) ug(l,1) +ghlu(l,t) = ga2(t),

u(z,0) = p(z),

a hledejme jeji feseni.
Neznamou funkci v budeme hledat ve tvaru
u(e,t) = A1) (1= ) + B)T +Ulx.1),
pfi¢emz funkce A(t) a B(t) zvolime tak, aby ,kvazistaciondrni® ¢ast w(z,t) =
A(t) [1 — 2]+B(t)% splitovala okrajové podminky z tlohy (7.51). Funkce U (z, t)
pak uz bude muset vyhovovat homogennim okrajovym podminkédm. Dosadime
tedy funkci w(z,t) do okrajovych podminek

w(0,1) = A(t) = 91(b),

wall ) + hu(l, ) = — 28 | BO)

o T

a dostaneme
_q1(t) +1g2(t)
141k

a tedy

zy i) +lga(t)
Do (1-7) ¢ 2O RO
u(e,t) = gr(6) (1 5) 4 LULILOL gy 4,
Dosazenim tohoto vyrazu do (7.51) snadno zjistime, ze U(x,t) musi Fesit pocéa-
te¢né-okrajovou tulohu

Ui — kUpe = —wy, 0<z<lI, t>0,
U(0,t) =0,

Up(1,t) + hU (1, ) = 0,

U(z,0) = p(z) — w(z,0).

V tomto piipadé€ jsme tedy ptivodni tilohu s homogenni rovnici a nehomogen-
nimi okrajovymi podminkami p¥evedli na tlohu s nenulovou pravou stranou,
ale s homogennimi okrajovymi podminkami, kterou mizeme fesit Fourierovou
metodou.

O
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7.4 Prechod k jednodussim tloham

Cilem tohoto odstavce je upozornit na nékteré transformace, s jejichz pomoci
miizeme prejit k tloze s jednodussi parcialni diferencialni rovnici.

7.4.1 Boc¢ni prestup tepla povrchem tyce

Uvazujme pocatecné-okrajovou tlohu

ur —kug +qu=0, 0<z<l1,t>0,
(7.52) u(0,t) = u(1,t) =0,
u(z,0) = o().

Uloha popisuje vedeni tepla ty¢i, ve které dochézi k prestupu tepla do okoli po-
vrchem tyce. Koeficient prestupu tepla je oznacen q. Budeme hledat substituci,
kterd povede ke zjednoduseni parcidlni diferencialni rovnice z tlohy (7.52). Pii-
tom se budeme opirat o fyzikalni vlastnosti modelu. Teplota u(z,t) se v kazdém
bodé xg tyce méni na zakladé nasledujicich dvou faktu:

1. difuze tepla podél tyée (popsané ¢lenem —kuy,),
2. pfestupu tepla boénim povrchem tycée (popsaného ¢lenem qu).

Predpokladejme, ze by nedochézelo k difuzi tepla podél tyce (tj. k = 0), potom
by pribéh teploty v kazdém bodé tyce byl dan vztahem

u(zo,t) = u(z,0)e %

(nebof pro k = 0 je funkce u(zg,t) FeSenim obycejné diferencialni rovnice u; +
qu = 0 s pocateéni podminkou u = wu(xp,0)). Na zdkladé tohoto zjisténi se
pokusime vyjadrit feSeni poc¢ateéné okrajové tlohy (7.52) (nyni jiz s k # 0) ve
tvaru

(7.53) u(z,t) = e Mw(x,t),

kde w = w(z,t) je nezndmd funkce, ktera by méla vystihovat difuzi tepla podél
tyGe. Dosadime-li vyjadieni (7.53) do (7.52), dostavame nésledujici tlohu pro
hledanou funkei w(x,t)

wy —kwy, =0, 0<z<1,t>0,
w(0,t) = w(l,t) =0,
w(z,0) = ().

To je vSak klasickd homogenni tloha pro rovnici vedeni tepla, jejiz feSeni je jiz
¢tenafi znamo.



Reseni pocatecné-okrajovych tiloh pro evolucni rovnice 133

7.4.2

Uloha s konvektivnim ¢lenem

Parcidlni diferencidlni rovnice

(7.54)

‘ut—kum—i-cux:O‘

popisuje tzv. konvektivni difuzi, kde ¢ je konstanta popisujici rychlost Sifeni
média (viz odstavec 1.3.2). Rovnici (7.54) mtzeme pievést na klasickou difuzni
rovnici pomoci substituce

u(z,t) = ek (x_%t)w(:n, t).

Ovérte! Exponencidlni ¢len je v tomto pripadé podminén pohybem média,
w(z,t) pak pouze difuzi.

7.5

1.

Cviceni

Dokazte, ze je-li f(z) € C2((0,00)), pak jeji liché rozsifeni f(x) je t¥idy
C?(R) pravé tehdy, kdyz f(0) = f”(0) = 0.

Pomoci metody sudého rozsifeni odvodte vztah pro feseni difuzni rovnice
na polopfimce s homogenni Neumannovou okrajovou podminkou v bodé
x = 0. UvaZujte obecnou pocateéni podminku u(z,0) = p(x).

[u(z,t) = [ o(y)(G(z +y,t) + Gz —y,t))dy]
0
Pomoci metody sudého rozsifeni odvodte vztah pro feseni vlnové rov-
nice na polopfimce s homogenni Neumannovou okrajovou podminkou
v bodé z = 0. Uvazujte obecné pocateéni podminky u(z,0) = ¢(z),
ut(z,0) = ¥(z).

x+ct
[u(z,t) = 2(p(x + ct) + p(z — ct)) + 5 ft Y(r)dr, x> ct,
ct+x ct—x

u(z,t) = 3(p(ct+z)+p(ct— )+ 5 g Y(T)dT + 5 g P(r)dr, 0<x < ct]

Naleznéte feSeni tlohy

Ut = Upz, x>0, 1>0,

u(0,t) =0,

u(z,0) =1, u(x,0) = 0.
Nagcrtnéte graf feSeni na nékolika casovych hladinach.

[u(z,t) =1 prox > ¢, u(z,t) =0 pro 0 < z < t]
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Naleznéte reSeni tlohy

Ut = Ugz, T >0, >0,
u(0,t) =0,
u(z,0) = ze™®, w(x,0) = 0.

Nacrtnéte graf feseni na nékolika Casovych hladinich. Povsimnéte si od-
razu vlny od hranice.
[w(z,t)=4(z+t)e ™"+ Lz —t)e ™ proz >t,
u(z,t) = 3(t+x)e ™ — L(t—z)e ™™ pro0 <z <t
Naleznéte feseni tlohy

Uttt = Ugg, ZL'>0, t>0,
u(0,t) =0,
U(JE,O) = (10(:17)7 ut($70) =0,

kde

3 37 5
cos®x, x € ;5 ),
s@(x)Z{ (%)

3r 5
0, z € (0,00)\ (55,5 )-
Nagcrtnéte graf feSeni na nékolika casovych hladinach.
Naleznéte feSeni tlohy
ur = ktpy, x>0, t>0,
’LL(O, t) =1,
u(z,0) =0.
[u(z,t) =0 pro xz > t, u(z,t) =1 pro 0 < x < ]
Tepelny tok v kovové ty¢i s vnitinim teplotnim zdrojem je popsan tlohou
up = kuge +1, 0<z<l, t>0,
u(0,t) =0, wu(l,t)=1.
Jaké bude teplota tyce v ustaleném stavu, kterého se dosdhne po dosta-
te¢né dlouhé dobé? (Uvédomte si, ze v ustaleném stavu zavisi u pouze
na z.) Je prekdzkou, Ze neni zadana zZadné pocateéni podminka?
2
[u(z) = =55 + (1 + 55)7]
Z tyce unika teplo pres jeji bocni strany rychlosti tmérnou jeji teploté w.
Odpovidajici lloha ma podobu

u(0,t) =0, w(l,t)=1.

Nakreslete rozlozeni teploty v ustaleném stavu a rozeberte, jak teplo
proudi v ty¢i a pres jeji hranici.

{ut:kum—au, O<ax<l, t>0,
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10. Bakterie v jednorozmérném médiu (trubice jednotkového prifezu, délky I,
uzaviend na obou koncich) se mnozi podle logistického zakona ru(l—u/K),
kde r je rustovd konstanta, K je kapacita prostiedi a u = u(z,t) je
hustota bakterii na jednotku délky. Na pocatku je hustota dana funkci
u = ax(l —x). V ¢ase t > 0 bakterie rovnéz difunduji s difuzni konstan-
tou D. Zformulujte poc¢ateéné-okrajovou tlohu popisujici jejich hustotu.
Jaké bude rozlozeni hustoty, pockame-li dostatecné dlouho? Intuitivné
nacértnéte nékolik profilt znazornujicich vyvoj hustoty v case. Uvazujte
piipady al? < 4K a al? > 4K oddélené.

11. Uvazujte ty¢ délky [, ktera je izolovana takovym zpusobem, Ze nedochazi
k zadné vymeéneé tepla s okolnim prostfedim. Ukazte, ze primérna teplota

/lu(az,t) dz
0

je konstantni vzhledem k ¢asové proménné ¢.

~| =

[Névod: Integrujte piislusnou fadu ¢élen po ¢lenu.
12. Reste ulohu popisujici pohyb struny jednotkové délky
utt:c2um, O<ax<l1, t>0,
u(0,t) = u(1,t) =0,
’LL(QZ‘,O) = (10(3:)7 ut(gj’O) = ¢($)
pro nasledujici data. Pohyb struny ilustrujte grafickym zobrazenim c¢as-
te¢ného souctu vysledné fady pro rtizné hodnoty t. Srovnanim grafu pro
t =0 a grafu funkce p(z) rozhodnéte, zda je pocet ¢lent v souc¢tu dosta-
teény.
(a) ¢(x) =0.05s8in7z, Y(zr) =0, c=1/m.
[u(z,t) = 0.05sin7z cost]
(b) p(x) =sinmxcosmz, P(zr) =0, c = 1/7.
(¢) p(x) =sinma 4 3sin 27x — sinbrx, P(z) =0, ¢ = 1.
[u(z,t) = sinwa cosmt 4+ 3sin 27z cos 2nt — sin bra cos bt
(d) p(x) =sinma 4 0.5sin 37x + 3sin 77, () = sin 27z, ¢ = 1.
(e) ¥(z) =0, c=4,

(z) = 2z, 0<z<1/2,
AT 20—2), 1/2<a<l.

[u(z,t) = > % sin(2k + 1)mz cos4(2k + 1)7t]
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0, 0<z<1/3,
o) =< 1/30(x —1/3), 1/3<x<2/3,
1/30(1 —z), 2/3<z<1.

4z, 0<z<1/4,
41—-2z), 3/4<zx<1l
[u(z,t) = § —> (sin(nm/4) + sin(3n7/4)) sin nwa cos dnt
n=1

+ 3 @i Sin(2k + Dra sind(2k + 1)7t]
k=0
sinmz, ¥(x) =0, c=1/m.
(1—2), Y(x) =sinmz, c = 1.

o0

[u(z,t) = X w sin(2k + 1)mx cos(2k + 1)mt + < sinwa sin ]
k=1

4z, 0<x<1/4,
pla) =4 —4@—1/2), 1/4<z<3/4,
Az —1), 34<z <L

13. Reste vlnovou rovnici na intervalu (0, 47) s rychlosti ¢ = 1, s homogennimi
Dirichletovymi okrajovymi podminkami, nulovou poc¢atecni rychlosti ¢ =
0 a pocatecni vychylkou danou predpisem

o) = cosPz, z€ [37”, 57”],
0, z € (0,4m) \ (32, 51).

Nakreslete graf feseni na nékolika ¢asovych hladinach.

14. Reste vlnovou rovnici na intervalu (0,47) s rychlosti ¢ = 1, s homogen-
nimi Neumannovymi okrajovymi podminkami, nulovou pocateéni rych-
losti ¢ = 0 a pocatecni vychylkou danou predpisem

{ cos®z, xe€[3F, 2],

A= 10, T pe0am\ (5.5,

Nakreslete graf feseni na nékolika ¢asovych hladinach.
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15. Reste nasledujici pocatecné-okrajovou tlohu pro vlnovou rovnici:

utt—um:0, O<.Z'<3,t>0,
u(0,t) =0, wu(3,t) =0,
u(r,0) =1 — cos &,
ug(x,0) = 0.

16. Reste nasledujici pocatecné-okrajovou tlohu pro vlnovou rovnici:

utt—um:0, O<.Z'<1,t>0,
u(0,t) =0, wu(l,t) =0,

u(z,0) = xcos ez,

ug(x,0) = 1.

17. Struna délky 27 s upevnénymi konci je vybuzena tderem kladiva, které
ji udélilo pocatecéni rychlost

3
100, § <z <-4,

b(w) = { 0, =ze€(0,2m\ (3,2

Naleznéte predpis popisujici vibrace struny za predpokladu, ze pocatec¢ni
vychylka byla nulova.

18. Struna s pevnym koncem v bodé 0 a volnym koncem v bodé 27 ma poca-
tecni vychylku danou funkci

() = —x, 0§3:<37”,
v = 3z — 6, %’Tgx§2ﬂ

a nulovou pocatecni rychlost. Pfedpokladejte, Ze se struna pohybuje v pro-
stiedi, které klade jejim vibracim odpor. Tento odpor je piimo timérny
rychlosti struny s konstantou imérnosti 0.03. Zformulujte pfislusny model
a naleznéte jeho feseni.

19. Reste tlohu
Upt + Ut = Ugy, O0< <7, >0,

u(0,t) = u(m,t) =0,
u(z,0) =sinz, u(z,0) =0.
[u(,t) = e=*/%(cos 52t + o sin 3¢) sin ]
20. Reste tilohu
Upt + Ut = Ugy, O0< <7, t>0,
u(0,t) = u(m,t) =0,
u(z,0) = zsinz, u(x,0) =0.
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[u(z,t) = Ze'/2(cos @t + Lsin 3

7 >>t) sinw

_ 16 ,—t/2 = k 2 1 1 : 2 1 :
o € 1;::1 (@kz—1)2 (COS 4k 4t + N TR ey SIn 4 / 4k 4t) sin 2]{::17]
21. Reste tlohu

Ugt + 33U = Uyy, O0< <7, t>0,
u(0,t) = u(m,t) =0,
u(z,0) =0, u(z,0) = 10.

Graficky ilustrujte skutecnost, Ze feSeni klesa k nule pro ¢ jdouci do ne-
konec¢na.

[u(z,t) = %5673”2 sin x sinh ‘/Tgt

+40e-3t/2 kzl (2k+1)\/(21k+1)2_9/4 sin(2k + 1)z sin \/(2k + 1)2 — 9/4¢]

22. Reste tlohu

U = kg, 0<zx <l t>0,
u(0,t) = u(l, t) =0,
u(z,0) = o(z)
pro nasledujici data.

(a) l=m k=1, p(x) ="T78.

0, 1) = 82 35z CHHD* sin(2k + 1)a]
(b) l=m, k=1, ¢(x) = 30sinz.

B - _ 33x7 O<x§ﬂ-/27
(c)l—ﬂ,k—lysp(x)—{gg(ﬂ_x), T2 <x<T.

[u(z,t) = 122 i (5;)1);2 e~ (k1 gin(2k + 1)a]
k=0

- B [ 100, 0<az<m/2,

(d)l_w,k‘—l,@(x)—{o, /2 < x < T.

(e) I=1k=1, (p(x):x

S} n
[u(z,t) =2 3 (717)1 T ettt sin nmx]

n=1

) l=1k=1, p(x) ="

23. Nakreslete rozlozeni teploty pro riizna ¢t > 0 pro hodnoty z ptikladu 22(a).
Odhadnéte, jak dlouho bude trvat, nez maximalni teplota klesne na 50°C.
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24. Reste tlohu
U = kg, 0<zx<l, t>0,

uz(0,t) = ugy(l,t) =0,
u(z,0) = p(z)

pro nasledujici data.

(a) l=m, k=1, p(x) = 100.
[V tomto pfipadé lze odpovéd uhodnout na zakladé fyzikalni intuice: u(z,t) =
100.]
(b) Il=m k=1, ¢(x) = x.
_ _ | 100z, 0<z<m/2,
(@l_mk_mey‘{uww—@, T2 <z <

[u(z,t) = 25m — 220 me"m”“)zt cos2(2n + 1)z
n=0

o . [ 100, 0<z<1/2,
(d)l—l,k:—l,go(:n)—{o’ 12 <z <m.
(e) I=1,k=1, p(x) = cosmx.
[u(z,t) = e ™t cos mal

3

() I=1,k=1, p(z) =sinnz.
25. Reste nasledujici poéateéné-okrajovou tilohu pro difuzni rovnici:

Ut — Uz =0, 0< <2, t>0,
uz(0,t) =0, wuz(2,t) =0,
u(z,0) = p(z),

kde
z, 0<z<1,

‘P(x):{ 29—z, 1<z<2
26. Reste nasledujici pocateéns-okrajovou tlohu pro difuzni rovnici:

Ut — Uz +2u=0, 0<zx <1, t>0,
u(0,t) =0, wu(l,t) =0,
u(z,0) = cosz.

27. Reste nehomogenni pocatecné-okrajovou tilohu

up = kugy, 0<ax<l, t>0,
U(O,t) =1Ti, u(l,t) =Ty, t>0,
u(z,0) =p(z), 0<z<l

pro nasledujici data:
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(a) T4 =100, T5 = 0, p(z) = 30sin(mx), [ =1, k = 1.
[u(z,t) = 100(1 — z) + 30e~™ t sin 7z — 2 io: %e’”z’rzt sin nmz]
n=1

(b) Ty = 100, Th = 100, p(z) = 50z(1 — ), [ =1, k = 1.

33z, 0<z<m/2,

(c) Ty = 100, Ty = 50, ¢(z) = { 33(m — ), T/2 <x <,

l=m k=1.

[u(z,t) = 100 — 20z 4 132 S~ (2(;_’1_)1];2@—(2k+1)2tsin(2k 1)z
k=0

o0
_ 100 2=(=1" —n?t
— 21 ——e sin nx]
n=

B - [ 100, 0<x<m/2,
(d) Tl_O,TQ—looacp(x)_{O, 7T/2<51:<7T7

l=m k=1.
28. Reste nasledujici po¢ateéné-okrajovou tilohu pro difuzni rovnici:

U — Uz =0, O0<z <1, t>0,
u(0,t) =2, wu(l,t) =6,
u(z,0) = sin 2mz + 4z,

29. Reste nésledujici pocateéné-okrajovou tlohu pro nehomogenni vlnovou
rovnici:
Ut — Mgy = 2sinmz, 0<z <1, t>0,
u(0,t) =1, w(l,t)=1,
u(z,0) =0,
ut(x,0) = 0.

30. Reste vlnovou rovnici
U — gy = Asinwt, 0<z <, t>0,
s homogennimi Dirichletovymi okrajovymi podminkami a nulovymi poca-
te¢nimi podminkami. Pro jakd w feSeni poroste v ¢ase (dojde k tzv. rezo-

nanci)?

31. Uvazujte vedeni tepla v tenkém kruhovém prstenci jednotkového polo-
méru, ktery je podél bocnich stran izolovany. RozloZeni teploty v prstenci
Ize popsat standardni jednorozmérnou difuzni rovnici, kde = predstavuje
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32.

33.

34.

35.

délku oblouku podél prstence. Diky tvaru oblasti musime uvazovat peri-
odické okrajové podminky

u(—m,t) = u(m,t), ux(—m,t)=uz(mt).

Reste tuto alohu s obecnou poéateéni podminkou u(z,0) = p(x), x €
(—m,m).

Separujte nasledujici parcialni diferencialni rovnice na prislusné obycejné
diferencialni rovnice:
(a) up = kugy + u,
(b) w = kugy — muy, + u,
(¢) u = (k(z)ug), + u.
Rozhodnéte, zda jsou néasledujici parcidlni diferencidlni rovnice separova-
telné. V kladném pripadé separaci provedte a naleznéte prislusné obycejné
diferencialni rovnice. V zaporném pripadé podejte vysvétleni.
(a) ugy = gy +u,
(b) ugy = gy — mug + u,
(c) c(z)p(z)uy = (T(x)ug)r — up + u.
Reste nasledujici alohu:
Ut = Ugy — U + Uy, 0<3:<37”, t >0,
u(0,t) =0, u(37/2,t) =0,
u(x,0) = cos z,
uy(z,0) = 22 — (37/2)%
Vysvétlete jeji fyzikalni vyznam.
Reste pocatecns-okrajovou tilohu
Ut — Uy + 2Ut :sin?’:n, O<zx<m, t>0,
u(0,t) =0, w(mt)=0,
u(x,0) =sinz,

ug(z,0) = 0.

3

Pouzijte identitu sin® x = %(3 sin z — sin 3z).






Kapitola Reseni okrajovych
uloh pro stacionarni
rovnice

V této kapitole budeme uvazovat dvoudimenzionélni okrajové tllohy pro Lapla-
ceovu (pfipadné Poissonovu) rovnici. Zakladni matematickou tlohou je nalézt
feSeni téchto rovnic na dané oblasti (tj. oteviené a souvislé mnozing) 2 C R?
s predepsanymi podminkami na hranici 9€:

Au=f v Q,

u = hy na I'y,
% = ho na I's,
%%—au:hg na I's,

kde f a h;, i = 1,2, 3, jsou dané funkce, a je dana konstanta a I'y U’y UI's = 09).
V konkrétnich pripadech mohou byt nékteré ¢asti hranice prazdné.

Na obdélniku (pfipadné na pasu nebo v poloroviné) je mozné nalézt Feseni
Laplaceovy rovnice pomoci separace proménnych, tj. Fourierovou metodou.
Obecny postup je stejny jako v pripadé evolucnich rovnic.

1. ReSeni parcialni diferencialni rovnice hleddme v separovaném tvaru.

2. Vezmeme v tivahu homogenni okrajové podminky a ziskdme vlastni ¢isla
alohy. Pravé v tomto kroku je dilezita obdélnikova geometrie oblasti.

3. ResSeni zapiSeme ve tvaru fady.

143
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4. Zahrneme nehomogenni okrajové podminky.

Existuje nékolik dalsich specidlnich oblasti, jejichz geometrie umozinuje pou-
zit Fourierovu metodu. Jsou to oblasti, které je mozné jistou transformaci pre-
vést na obdélnik, jako napf. kruh (nebo jeho vhodné ¢asti) pfi transformaci do
polarnich soufadnic.

8.1 Laplaceova rovnice na obdélniku

Uvazujme Laplaceovu rovnici uzg + ty, = 0 na obdélniku R ={0 <z < a, 0<
y < b} s okrajovymi podminkami zndzornénymi na obrazku 8.1.

u=g

u=>0 (0,a) x (0,b) Uy =0

Uy +u =0
Obrazek 8.1: Obdelnik R a okrajové podminky z tilohy (8.1).

Resime tedy tilohu

Ugz + Uyy = 0 VR,

u(0,y) = uz(a,y) =
uy(z,0) + u(z,0) =

u(z,b) = g().

V prvnim kroku hleddme feSeni v separovaném tvaru: u(z,y) = X(z)Y (y),
X #£0,Y # 0. Po dosazeni do rovnice a po vydéleni ¢lenem XY dostdvame

X/l Yl/

— 4+ —=0.

X + Y
Musi tedy existovat konstanta \ takova, ze X’ + AX = 0 pro 0 < =z < a
aY” —)\Y =0 pro 0 < y < b. Funkce X navic musi vyhovovat homogennim
okrajovym podminkdm X (0) = X’(a) = 0. Jednoduchou diskusi zjistime, Ze
nenulové feseni X = X () existuje pouze pro

(8.1)

(8.2) Ay = B2 = ((2n - 1)%)2, neN,
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a odpovidajici FeSeni maji tvar
(8.3) Xp(x) = Cysin B,z
Nyni se vratime k proménné y a feSime ulohu
Y —32Y =0, Y'(0)+Y(0)=0

(nehomogenni okrajovou podminku pro y = b vezmeme v tvahu az na zaver).
Protoze viechna )\, = 32 jsou kladn4, dostavdme Y ve tvaru

Y, (y) = Ay, cosh By + By, sinh SBpy.

Déle musi platit 0 = Y,/(0) 4+ Y;,(0) = By, 3, + A,. Bez ztraty jakékoli informace
muzeme polozit B, = —1 pro vSechna n € N a tedy 4,, = 3,,. Odtud dostavame

Yn(y) = BncoshB,y — sinh By.
Rada

(8.4) u(z,y) = Z Cy, sin B,z (B, cosh B,y — sinh B,y)

n=1

je pak harmonickou funkci na obdélniku R, ktera spliiuje homogenni okrajové
podminky «(0,y) = 0, uz(a,y) = 0 pro y € (0,b) a uy(x,0) + u(z,0) = 0 pro
z € (0,a). Zbyva okrajova podminka u(z,b) = g(x). K jejimu splnéni je tieba
zarudit, ze

o0
(8.5) g(z) = Z Cp (B, cosh B,b — sinh 8,b) sin 5,

n=1
pro vSechna x € (0,a). Zde predpoklddame, ze (/3 cosh §,,b — sinh (3,,b) # 0 pro
v8echna n € N. Vyraz (8.5) pak neni nic jiného nez Fourierova fada funkce g
vzhledem k systému vlastnich funkci sin 8,x. Odtud tedy ziskame predpis pro
zbylé neznamé koeficienty C,:

a

(8.6) C, = %(ﬁn cosh B,,b — sinh 3,b) /g(m) sin B,z dz.
0

Pokud (3, cosh 8,b — sinh 3,,b) = 0 pro nékteré n € N U {0}, pak obecné
nelze okrajovou podminku g(z) rozvinout do fady (8.5). V takovém piipadé
miize mit tloha (8.1) nekoneéné mnoho feSeni nebo zadné feseni (podle toho,
jaky je vztah funkce g(x) a ostatnich dat dlohy). To znadi, Ze tloha (8.1) je
$patné podminéna.
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Poznamka 8.1 (Nehomogenni okrajové podminky). Uvazujme opét La-
placeovu rovnici na obdélniku, ale tentokrat se vSemi okrajovymi podminkami
nehomogennimi. (Nezalezi na tom, jaky typ okrajovych podminek je na jed-
notlivych strandch zadén.) V pfedchozim ptikladé jsme vidéli, jak vyhodna je
situace, kdy je pouze jedind okrajova podminka nehomogenni a zbyvajici tii
podminky jsou homogenni. Vyuzijeme-li linearity tilohy, mtizeme rozlozit neho-
mogenni ulohu na ¢tyfi ¢aste¢né homogenni problémy, které jiz umime snadno
vyresit. Tento rozklad je schématicky znazornén na obrazku 8.2.

94 0 0
Au=0
Nl ymuytuy |92 = 9 Auq = 0O + 0 Augy = g2
+usz + uq
g3 0 0
0 94

+ 0 Auz =0 0 + O Auy =0 0

g3 0

Obrazek 8.2: Rozklad nehomogenni okrajové ulohy pro Laplaceovu rovnici na
obdélniku.

8.2 Laplaceova rovnice na kruhu

Mnohem zajimavéjsim ptipadem je Dirichletova uloha pro Laplaceovu rovnici
na kruhu. Rota¢ni invariantnost Laplaceova operatoru A dava tusit, ze kruh je
prirozenym tvarem pro harmonické funkce v roviné. Uvazujme tedy tlohu

Upy + Uy =0 pro z? +y? < a?,

(87) u = h(0) pro 2% + y? = @

Rovnici feSime na kruhu D se stfedem v pocatku a s polomérem a. Okra-
jovad podminka h(f) je zaddna na hraniéni kruznici 0D. Poznamenejme, ze 6
je polarni soutadnici znadici ,stfedovy* thel, ktery svird pravodi¢ bodu (z,y)
s kladnou poloosou z.



Reseni okrajovych tloh pro stacionarni rovnice 147

Opét pouZijeme metodu separace proménnych, ale tentokrat v polarnich

soufadnicich: u = R(r)©(#). Pouzijeme-li transforma¢ni vztah Au = u,, +

1 1 Y -
ZUr + 73 Upg, PTepiseme rovnicl na tvar

1 1 1 1
0 = Ugg + Uyy = Upp + ~u, + Uy = R"O + —R'© + S RO".
T T r T

Po vydéleni ¢lenem RO (za piedpokladu, ze RO # 0) a vynasobenim r? ziskdme
dvé rovnice

(8.8) 0"+X0 = 0,

(8.9) PR +rR — AR = 0,

kde A je zatim nezndma konstanta. Obé tyto obycejné diferencialni rovnice jsou

snadno Fesitelné, otazkou zlstava, jaké k nim pfipojime okrajové podminky.
Pro ©(0) je pfirozené pozadovat periodické okrajové podminky:

O(f + 2m) = () pro# € R
(neboli ©(0) = ©(27), ©'(0) = ©'(27)). Odtud dostdvame
(8.10) Mo=n% a 0,(0)=A,cosnd+ B,sinnd, ncNUJ{0}.

Rovnice pro hledanou funkci R je rovnice Eulerova typu a jeji feSeni musi
mit tvar R(r) = r®. Protoze A = n?, mé odpovidajici charakteristickd rovnice
podobu

ala —1)r® + ar® — n?r® =0,

a tedy @« = £n. Pro n € N dostavdme R, (r) = A,r" + B,r ™ a feseni u,
muzZeme zapsat ve tvaru

~ B
(8.11) Uy = (Anr” + —:) (A, cosnb + By, sinnd).
r
V ptipadé n = 0 jsou dvojici linedrné nezavislych feseni rovnice (8.9) funkce
R=1a R =Inr. Pfislusné ug ma tedy tvar
(8.12) uy = Ag + Bolnr.

Z fyzikdlnich divodii musi byt funkce u, i up omezené na celém kruhu D
(tj. 1 v pocéatku r = 0) a proto ve vSech ptipadech polozime B, = 0, n € NU{0}.
Zbyla feSeni seCteme a vyslednou funkci u zapiSeme ve tvaru nekonec¢né rady

(8.13) u= %Ao + Z r" (A, cosnb + B, sinnf).

n=1
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Nyni pfichazi na fadu nehomogenni okrajova podminka na hranici r = a.
Jeji splnéni zaruéime, pokud bude funkce h rozvinutelna ve Fourierovu fadu

h(0) = %Ao + Z a" (A, cosnb + By, sinnd).

n=1

Odtud jiz snadno odvodime

2T
(8.14) A, = # h(¢) cos ng de, n € NU {0},
0
21
(8.15) B, = — [h(¢)sinngdp, neN.
ma
0

8.3 Poissonova formule

Piekvapivou skutecnosti u vyse uvedeného piikladu je, ze soucet fady (8.13)
lze explicitné vyjadiit ve tvaru integralni formule. Dosadime-li (8.14) a (8.15)
do vyjadfeni (8.13), dostaneme

2 00 n 2
u(r,0) = %/h(gb) d¢+2#/h(¢)[cos ne¢ cos nf + sin neg sin nf] deo
0 n=1 0
27
= 21 / 1+22( ) cosn(f — qb)] deo.
0

Vyjadifime-li funkei kosinus pomoci komplexni exponenciely (tj. cost = %(eit +
e '), miZeme vyraz v zdvorce piepsat nasledujicim zptisobem:

1—|—22<>00an ¢—1+Z<) 9¢—|—Z<) e~ 1(0-9),

Rady v tomto vyjadieni jsou geometrické fady s kvocientem ¢ = feii(9_¢),

ktery pro r < a spliiuje podminku |g| < 1. Dostéavame tedy

i(6—¢) —i(0—9)

re re

1—|—22< > cosn(@ —¢) = 1+ p— () + p——
o — 2

a? — 2ar cos(0 — @) +r?’
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Odtud jiz dosazenim zpét do integralu ziskdme FeSeni ptivodni dlohy (8.7) ve
tvaru

2
g g2 h(s)
(8.16) u(r,0) = o / a? — 2arcos(f — ¢) +r? aé,
0

které nazyvame Poissonovou formuli v polarnich soufadnicich. Z vyjadieni (8.16)
vyplyva, Ze harmonickou funkci uvnitt kruhu lze popsat pouze pomoci jejich
hrani¢nich hodnot.

Nyni ptejdeme zpét do kartézskych soufadnic. Oznacéime = = (x,y) bod
uvnit¥ kruhu o polarnich soufadnicich (r,0) a ' bod na hranici o polarnich
soufadnicich (a,¢). Pak r = |z|, a = || a pro |x — @'| plati podle kosinové
véty

|z — x'|? = a® + r? — 2ar cos(6 — ).

(Nacrtnéte si obrazek!) Element délky oblouku je v tomto pfipadé ds = adg.
Poissonovu formuli pak mizeme pfepsat do tvaru

a? — |x|? u(x’
(8.17) u(x) = a” — |=” / ICH ds

21a |z — 2’|

|2/ |=a

pro x € D. Zde u(x') = h(¢) a integrujeme podle oblouku pfes cely obvod
kruhu.
Vyse provedené vypocty mizeme shrnout v néasledujicim tvrzeni.

Véta 8.2. Necht h(¢) je spojitda funkce na kruznici 0D. Pak Poissonova for-
mule (8.16) nebo (8.17) popisuje jedinou harmonickou funkci v kruhu D s vlast-
nosti

lim u(z) = h(9),

r—a

kde ¢ je stredovy thel pFislusny bodu x' € OD.

Neékteré dulezité dusledky Poissonovy formule jsou shrnuty v odstavci 10.7.

8.4 Cviceni

V nasledujicich cvicenich znaci r a 6 polarni soutradnice.

1. Reste rovnici ugy + uyy, = 1 v kruhu {r < a} s okrajovou podminkou
u(x,y) = 0 na hranici r = a.
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Reste rovnici ugy +uyy = 1 v mezikruzi {a < r < b} s okrajovou podmin-
kou u(z,y) = 0 na obou hrani¢nich kruznicich r = a, r = b.

2 2 2 2 2
[u(r) = 5 + g Inr — Plagoetint]

Reste rovnici ugzy + uyy = 0 na obdélniku {0 < z < a, 0 < y < b}
s okrajovymi podminkami

u:c(ouy) = —a, u:(}(a7y) = 07
uy(z,0) = b, uy(z,0) = 0.

Reseni hledejte ve tvaru polynomu druhého stupné v proménnych = a y.

[u(z,y) = 322 — 2y*> — ax + by + ¢, kde ¢ je libovolna konstanta]

Naleznéte harmonickou funkei u(z,y) na ¢tverci D = {0 < z < 7, 0 <
y < m} s okrajovymi podminkami
uy(z,0) = uy(xz,7) =0,

1
U(O,y) = 07 u(ﬂ.7y) = COS2 Yy = 5(1 -+ cos 2y)

Naleznéte harmonickou funkei u(z,y) na étverci D = {0 < x < 1,0 <
y < 1} s okrajovymi podminkami

u(z,0) =z, u(x,1)=0,

uz(0,y) = 0, up(Ly) =y

Necht u je harmonickd funkce na kruhu D = {r < 2} a u = 3sin26 + 1
pro r = 2. Aniz byste hledali konkrétni tvar FeSeni, uréete hodnotu u
v pocatku.

[u(0,0) = 1]

Reste rovnici gy + uy, = 0 v kruhu {r < a} s okrajovou podminkou
u =14 3sinf pro r = a.

[u(r,0) =1+ 3L sin 0]

Reste rovnici gy + uyy = 0 v kruhu {r < a} s okrajovou podminkou
u = sin® @ pro r = a. Vyuzijte rovnost sin® @ = 3sinf — 4sin 36.

[u(r,0) = 3Z sinf — 4(£)3 sin 36
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9.

10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

Reste rovnici Uz, + uyy = 0 v oblasti {r > a} (tj. vné kruhu) s okrajovou
podminkou u = 1 + 3sin # na hranici » = a a s podminkou, Ze feSeni u je
omezené pro r — oo.

[u(r,0) =1+ 3% sin 0]

Reste rovnici gy + uyy = 0 v kruhu {r < a} s okrajovou podminkou

kde f(6) je libovolna funkce. Regeni zapiste pomoci Fourierovych koefici-
entu funkce f.

Odvodte Poissonovu formuli pro doplnék kruhu v R2.

Naleznéte ustalené rozlozeni teploty uvnitt mezikruzi {1 < r < 2}, jehoz
vnéjsi okraj (r = 2) je tepelné izolovany a na jehoz vnitfnim okraji (r = 1)
udrzujeme teplotu popsanou funkci sin? 6.

[u(r,0) = 3(1 — 125) + (55 — 1o, cos 26]
Naleznéte harmonickou funkei u v ptilkruhu {r < 1, 0 < 0 < 7}, spliujici

podminky

u(r,0) =u(r,m) =0, wu(l,)=msinf — sin 26.

Reste rovnici ugy 4 uyy = 0 v kruhové vysedi {r < a, 0 < 8 < B} s okra-
jovymi podminkami

u(a,0) =06, wu(r,0)=0, u(r,p) =27
Hledejte feSeni nezavislé na r.

Reste rovnici ugy +uyy = 0 ve étvrting kruhu {22 +y? < a?, 2 > 0, y > 0}
s okrajovymi podminkami

ou

u(0,y) = u(z,0) =0, — =1pror=a.

or
Reseni hledejte ve formé nekone¢né fady a prvni dva nenulové ¢leny za-
piste explicitné.

[prvni dva nenulové ¢leny: % sin 260 + % sin 46]

Reste rovnici ugy +uy, = 0 v oblasti {a < 0 < 8, a < r < b} s okrajovymi
podminkami u = 0 na obou stranach § = a a § = 3, u = g(f) na oblouku
r =a au = h(#) na oblouku r = b.
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17. Reste okrajovou tlohu pro Laplaceovu rovnici na étverci K = {(z,y); 0 <
x <m, 0<y <7} pro nasledujici data:

(a) uy(x,0) = uy(z,m) =uy(0,y) =0, uy(m,y) = cos3y;

[u(z,y) = F5i% cos 3y]

(b) w(0,y) = uy(z,0) + u(z,0) = uy(m,y) =0, uy(z,m) =sin L.

__ 3cosh(3y/2)—2sinh(3y/2) 3z
[u(z,y) = 3cosh(3g/2) 251nh(37yr/2) sin ]

18. Reste Dirichletovu tlohu

4

Ugg + Uyy =0 vaZ4y? <,
uw(z,y) =z* —y> naa?+y?=1.

[u(r,6) = 2 — 3rsing + 5 cos29 + ’sin30+ o cos49]

19. Reste Poissonovu rovnici g, + uyy = f(z,y) na jednotkovém ¢&tverci
{0 <z <1, 0<y< 1} pro nésledujici data.

(&) f(z,y) =z, u(z,0) = u(z,1) = u(0,y) = u(l,y) = 0.

_1 m

[’LL( ) = % Z: z_: (m2+(2k+1)2)m(2k+1) sinmmx Sln(2k + 1)7Ty]

(b) f(z,y) =sinmz, u(z,0) = u(0,y) = u(l,y) =0, u(x,1) = .

00

4sm T sln(2k+1)7ry 2 (=1)"*!sin nra sinh nwy

[’U/(ZC,y) Z (14 (2k+1)2)(2k+1) + T Zl nsinhnm ]
n=

(C) f(:Evy) = Y, ’LL(J),O) = u(O,y) = u(17y) =0, u(m,l) = Z.

20. Reste rovnici up, + Uyy = 3u — 1 uvnitf jednotkového ctverce {0 < z <
1, 0 <y < 1} s podminkou u = 0 na hranici étverce.

_ X sin(2k+1)mx sin(2l4+1)m
[u(z,y) = 32 Z: Z_: @) 2k+1)(3+7r2((2l+1)2+(2yk+1)2))]




Kapitola Metody integralnich
transformaci

V této kapitole si predstavime dalsi tfidu metod vhodnych pro feseni pocatec-
nich nebo pocatecné-okrajovych tloh pro evoluéni rovnice. Jsou to tzv. metody
integrdlnich transformaci. Mezi dvé zakladni patfi metody Laplaceovy a Fou-
rierovy transformace.

9.1 Laplaceova transformace

S Laplaceovou transformaci se jiz ¢tenar pravdépodobné seznamil p¥i feSeni li-
nearnich obycejnych diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty, které tato
transformace prevadi na algebraické rovnice. Tato myslenka je snadno rozsiti-
telnd i na parcialni diferencialni rovnice, u kterych dochéazi po transformaci
ke snizeni poc¢tu nezévisle proménnych. Parcidlni diferencialni rovnice ve dvou
proménnych se tedy transformuji na obycejné diferencialni rovnice.

Necht u = u(t) je po castech spojitd funkce na intervalu (0, 00), kterd ,ne-
roste prilis rychle“. Predpoklddejme napi., ze u je exponencidlniho Tddu, coz
znamend, 7e |u(t)| < ce™ pro t dostatecné velké, kde a,c > 0 jsou vhodné vo-
lené konstanty. Laplaceova transformace funkce u je pak definovana predpisem

oo

(9.1) (Lu)(s) =U(s) = /u(t)e_St dt.

0

V tomto vzorci jsou U a s tzv. transformované promenné, U zavisle a s nezavisle
proménna, a U je definovana pro s > a, kde a > 0 zavisi na u(t). Funkci U
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fikdme Laplaceuv obraz funkce u, kterou pak nazyvame origindl. Laplaceova
transformace je linearni zobrazeni, tj.

L(ciu~+ cav) = 1 Lu + oL,

kde ¢y, ¢3 jsou libovolné konstanty. Pokud zndme Laplacetiv obraz U (s), pak ori-
ginal u(t) ziskdme inverzni Laplaceovou transformaci obrazu U(s): L7U = u.
Dvojice Laplaceovych obrazt a jejich originalt lze nalézt v tabulkach, ptipadné
lze k prevodu vyuzit nejriznéjsi programové baliky.

Dtlezitou vlastnosti Laplaceovy transformace, stejné jako jinych integral-
nich transformaci, je skutecnost, ze prevadi operatory derivovani v origindlech
na operatory nasobeni v obrazech. Plati:

(9.2) (Lu')(s) = s U(s)—u(0),
9.3) (Lu™)(s) = s"U(s)— " u(0) — s" 2/ (0) — ... — u™1(0),

pokud jsou ptislusné derivace transformovatelné (tj. po ¢astech spojité a nejvyse
exponencialniho fadu). Presnéji bychom méli psat lim;_,o, u(t), limy_o, v/(t),...
namisto u(0), u/(0),.... Bez ztraty na obecnosti vSak mtzeme predpokladat,
ze funkce u a a jeji derivace jsou spojité zprava v bodé ¢t = 0. Vztahy (9.2),
(9.3) 1ze snadno odvodit pfimo z definice pomoci metody integrace per partes
(provedte!). Aplikaci Laplaceovy transformace na obyéejnou linearni diferen-
cidlni rovnici s konstantnimi Kkoeficienty ziskdme linedrni algebraickou rovnici
pro neznamou funkci U(s). Po jejim vyfeSeni nalezneme ptvodni funkei u(t)
inverzni (zpétnou) transformaci.

Tutéz myslenku mizeme vyuzit i k feSeni parcidlnich diferencialnich rovnic
pro funkce dvou proménnych, napf. u = u(z,t). Transformaci budeme provadét
vzhledem k ¢asové proménné ¢ > 0, na prostorovou proménnou x se budeme
divat jako na parametr, ktery tato transformace neovlivni. Divodem je skutec-
nost, ze definice Laplaceovy transformace vyzaduje, aby nezavisle proménna,
vzhledem ke které se transformace provadi, byla z intervalu (0, co). Konkrétné
definujeme Laplaceovu transformaci funkce u(z,t) predpisem

oo

(9.4) (Lu)(z,s) =U(x,s) = /u(a:,t)e_St dt.
0

Casové derivace se pak transformuji stejné jako v piipadé funkeci jedné pro-
ménné, tedy napf.

(Luy)(x,s) = sU(x,s) — u(x,0).
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Prostorové derivace naopak zustavaji neménné, tedy

_ 002 —st _ 2 r —st _
(Luz)(x,s) = / axu(ac,t)e dt = e /u(x,t)e dt = Uy(z, s).
0 0

Pouzitim Laplaceovy transformace na parcialni diferencidlni rovnici v promeén-
nych z a t tedy ziskdme obyc¢ejnou diferencialni rovnici v proménné x a s para-
metrem s.

Priklad 9.1 (Difuze s konstantni okrajovou podminkou). Uzitim La-
placeovy transformace feSme nasledujici poc¢atecné-okrajovou tlohu pro difuzni
rovnici. Nechf v = u(z,t) znad¢i koncentraci chemické necistoty rozpusténé v te-
kutiné na polonekonecné oblasti x > 0. Pfedpokladejme, ze v Case t = 0 je
koncentrace nulova. Na hranici x = 0 udrzujeme v ¢ase ¢t > 0 konstantni jed-
notkovou koncentraci necistoty. Situaci v ptipadé jednotkové difuzni konstanty
vystihuje matematicky model

Ut —Uge =0, x>0, ¢t>0,
(9.5) u(z,0) =0,
u(0,t) =1, wu(z,t) omezené.

Pozadavek na omezenost souvisi s fyzikalnimi vlastnostmi modelu a jeho feseni.
Pouzijeme-li Laplaceovu transformaci na obé strany rovnice z (9.5), dosté-
vame pro obraz U rovnici

sU(x, s) — Ugp(x,8) =0,

coz je obycCejna diferencidlni rovnice druhého Fadu s nezavisle proménnou x
a s redlnym kladnym parametrem s. Jeji obecné feseni mé tvar

Uz, s) = a(s)e™V® 4 b(s)eV*.

Jelikoz pozadujeme omezenost feseni v v obou proménnych x a t, musi byt
i obraz U omezeny v proménné x. Tedy b(s) = 0 a dostavame

Uz, s) = a(s)e” V"2,

Nyni aplikujeme Laplaceovu transformaci na okrajovou podminku a ziskdme
U(0,s) = L(1) = 1/s. Odtud plyne a(s) = 1/s a transformované FeSeni ma
podobu

U(z,s) = %e_\/gx.
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7 tabulek Laplaceovy transformace nebo vyuzitim nékterého z programovych
balikti snadno zjistime, zZe

u(z,t) = erfe (%) ,

kde erfc je funkce definovana vztahem

y

2 [ o

erfc(y) =1— NG / e dr=1- erf(y).
0

O

V predchozim ptikladé jsme byli schopni nalézt k Laplaceové obrazu U(z, s)
original u(z,t) pomoci tabulek nebo programovych balikii. Existuje obecné for-
mule pro inverzni Laplaceovu transformaci, kterd je zaloZzena na teorii funkci
komplexni proménné (viz napf. [23]). M4 vSak teoreticky charakter a pfi FeSeni
praktickych dloh se témér nevyuziva.

V nékterych pripadech miZeme namisto vyse zminéné inverzni formule vy-
uzit dalsi uziteény nastroj, kterym je tzv. véta o konvoluci.

Véta 9.2. Necht u a v jsou po édstech spojité funkce na intervalu (0,00), ex-
ponencidlniho Tadu a U = Lu, V = Lv jsou jejich Laplaceovy obrazy. Oznacme

(u*xv)(t) = /u(t —7)u(r)dr
0

konvoluci funkci u a v (kterd je téZ exponencidlniho tadu). Pak plati
L(uxv)(s) = (Lu)(s) (Lv)(s) = U(s)V (s).
Poznamka 9.3. Z véty 9.2 konkrétné plyne, Ze
uxv =L (Lu Lv).

Vsimnéte si, ze Laplaceova transformace je sice aditivni, ale neni multiplika-
tivni!

Priklad 9.4 (Difuze s nekonstantni okrajovou podminkou). Uvazujme
situaci z predchoziho prikladu, kde pouze zménime okrajovou podminku na
¢asové zavislou funkci:

Ut — Uz =0, x>0, t>0,
(9.6) u(z,0) =0,
u(0,t) = f(t), wu(x,t) omezené.
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Po aplikaci Laplaceovy transformace na rovnici dostaneme opét obycejnou
diferencialni rovnici druhého Fadu

sU(x, 8) — Uge(x,8) =0,
Uz, s) = a(s)e V"2,

Zde jsme jiz zohlednili pozadavek na omezenost feseni. Transformaci okrajové
podminky (pfedpoklddame, ze Laplaceova transformace funkce f existuje) zis-
kdme vztah U(0,s) = F(s), kde F = Lf. Odtud tedy a(s) = F(s) a FeSeni
v obrazech méa podobu

Ulz,s) = F(s)e V.

Podle véty o konvoluci a poznamky 9.3 je
u=LTU = LTF« L7 e V) = fa LT (e V).
VyuZijeme-li znalost nasledujiciho prevodniho vztahu

-1 (e—\/zx):\/%e—xz/u’

dostaneme feseni ptivodniho problému ve tvaru

t
_ x —a?/A(t=7) £ (1) 7.
u(zx,t) !me f(r)d

O

Priklad 9.5 (Vynucené kmitani polonekoneéné struny). Uvazujme ,po-
lonekonec¢nou strunu“, ktera je na jednom konci upevnéna v pocatku a v case
t = 0 lezi v klidu. Strunu uvedeme do pohybu ptisobenim sily f(¢). Jeji chovani
pak modeluje tloha

utt_c2uwx:f(t)7 x>0, t>0,
(9.7) u(0,t) =0,
u(x,0) = ug(z,0) =0, wu(z,t) omezené.

Obé strany rovnice transformujeme vzhledem k ¢asové proménné ¢ a vyuzijeme-
li poc¢atecni podminky, dostaneme

— U (z, 8) + 8°U(x,5) = F(s).
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To je obycejna diferencialni rovnice druhého fadu v proménné = s konstantnimi
koeficienty a nenulovou pravou stranou. Jeji feSeni je souctem feseni Uy ho-
mogenni rovnice: Uy (x, s) = A(s)e™5%/° 4+ B(s)e**/¢ a partikularniho feseni Up
nehomogenni rovnice: Up(x,s) = F(s)/s?, tedy
s s F(s
Ul,s) = A(s)e™2% + Bls)ei® + 1.
S
Jelikoz pozadujeme omezenost ptvodniho feSeni u(x,t), musi byt transformo-
vané Feseni U(x, s) rovnéz omezené pro s > 0, x > 0 a tedy B(s) = 0. Z trans-
formované okrajové podminky vyplyne A(s) = —F(s)/s? a tedy
1—ec®

U(zx,s) = F(s) 5

S
P1i zpétné Laplaceové transformaci vyuzijeme vétu o konvoluci a vztahi

£ = £ = (- D=5,

c
kde H je Heavisideova skokova funkce, tj. H(t) = 0 pro t < 0, H(t) = 1 pro
t > 0. Reseni ptivodni tilohy mé pak tvar

52

u(z, t) = f(t)« L7 (ﬂ) — F(t) * [t (- %)”H(t - %)]

neboli

X

YH(T — C)} dr.

T
C

u(z,t) :/f(t—T) |:T— (r —
0

O

Nasledujici piiklad je konkrétnim zajimavym pripadem ptikladu 9.5.
Priklad 9.6 (Kmitani struny vlivem gravitaéniho zrychleni). Pokud
bude jedinou piisobici vnéjsi silou v prikladu 9.5 gravitacni zrychleni g, fesime
vlnovou rovnici ve tvaru

Ut — Py = —g.

Za stejnych pocatecnich a okrajovych podminek jako v predchozim piikladu
(tj. u(x,0) = u(2,0) = 0 pro x > 0 a u(0,t) = 0 pro t > 0) bude mit Feseni
tvar

X

we) = =g [ [r— - Due-2)] ar
0

t
I RN _ 7z _ 7z
= g 2t /(T c)’H(T )dr
0



Metody integralnich transformaci 159

Jednoduchou geometrickou ivahou vy¢islime integral na pravé strané a ziskame
vysledny tvar feseni:

—g(t2—(t—£)2) pro 0 < z < ct,
u(zx,t) = gt? ¢
5 pro x > ct.

Na obrazku 9.1 je znazornéno TesSeni na ruznych casovych hladinach. Tento
pfiklad modeluje polonekoneénou strunu s jednim pevné uchycenym koncem
padajici z nulové (horizontélni) polohy vlivem gravitace. Kdyz si uvédomime,
7e poloha volné padajiciho hmotného bodu je popséna funkci —gt?/2, vidime,
ze pro x vétsi nez ct struna pada volné. Zbyla ¢ast struny (x < ct) vsak pada po-
maleji vlivem pevné uchyceného konce. Vsimnéte si, Ze tento jev se $ifi od bodu
x = 0 doprava rychlosti pravé rovnou konstanté ¢ (3ifi se podél charakteristiky
x —ct =0).

O

-15

-2.5

Obrazek 9.1: Struna padajici vlivem gravitace.

9.2 Fourierova transformace

Fourierova transformace je dalsi integralni transformaci s podobnymi vlast-
nostmi jako Laplaceova transformace. Diky tomu, Ze opét prevadi operace deri-
vovani v origindlech na nasobeni v obrazech, je uziteénym néastrojem pii Feseni
diferencialnich rovnic. Na rozdil od Laplaceovy transformace, kterd se obvykle
pouziva na ¢asovou proménnou, Fourierova transformace se aplikuje na prosto-
rovou promeénnou na celé realné ose.
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Nejprve zacneme s funkcemi jedné prostorové proménné. Fourierova trans-
formace funkce u = u(z), = € R, je zobrazeni definované predpisem

(9.8) (Fu)(€) = a(€) = / u(z)e % dg.
Pokud je |u| integrovatelna v R, tj. [ |u|dz < oo, lze ukazat, Ze 4 existuje.

Avsak v teorii Fourierovy transformace je béZné pracovat s mensi mnozinou
funkci. Definujeme tzv. Schwartzovu mnozinu . jako mnozZinu funkci na R,
které maji spojité derivace vSech fadt a které spoleéné se svymi derivacemi
klesaji pro x — +oo k nule rychleji nez libovolnd mocninné funkee |z|~", n € N.
Tedy

r oo s n .
d;L'k - |:I:|’I’L ’ ’

S ={ueC> IM eR,

Lze ukézat, ze pokud u € ., pak @ € ., a naopak. Rikdme, Ze Schwartzova
mnozina ¥ je uzavienou mnozinou vzhledem k Fourierové transformaci.

Je dulezité pripomenout, Ze neexistuje zadna ustalend tmluva, jak definovat
Fourierovu transformaci. V literatufe se mtzeme setkat s obdobou defini¢niho
vztahu (9.8), kde je pfed integrdlem uvedena konstanta 1/v/27 nebo 1/(27).
Rovnéz existuji definice s kladnym znaménkem v exponentu. Je dobré mit tento
fakt na paméti pfi praci s riznymi prameny nebo p¥i vyuziti transformacnich

tabulek.

Zékladni vlastnosti Fourierovy transformace je zobrazeni k-té derivace u(*):
(9.9) (Fu®)(€) = @©)*a(), ues.

Odvozeni tohoto vztahu spociva v integraci per partes, kde vSechny ,hrani¢ni
hodnoty“ vymizi diky nulovosti funkce i jejich derivaci v nekone¢nu. V pripadé
funkci dvou proménnych, napt. u = wu(z,t), hraje proménna ¢ roli parametru
a definujeme

o0

(9.10) (Fu)(&,t) = (g, t) = / u(z, t)e €% d.

—00
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Derivace podle prostorové proménné x se transformuji obdobné jako (9.9), de-
rivace podle ¢asové proménné t ziistavaji nezménény, tedy napft.

(Fuz)(&t) = (i&a(s, 1),
(Fuae) (1) = (i€)%a(&, 1),
(Fug)(§,t) = w(, ).

Parcialni diferencialni rovnice ve dvou proménnych z,t prechazi Fourierovou
transformaci na obyc¢ejnou diferencidlni rovnici v proménné ¢. Jejim vyfresenim
dostavame transformovanou funkei (obraz) 4, kterou pfevedeme na ptivodné
hledanou funkci u zpétnou Fourierovou transformaci

[e.e]

(9.11) (Fla) () = u(x, 1) = % / (e, )" de.

—0o0

Ve srovnani se zpétnou Laplaceovou transformaci, kde je obecny inverzni vztah
znacné komplikovany, je pfedpis (9.11) pro inverzni Fourierovu transformaci ve-
lice jednoduchy. Pfesto je pri feseni konkrétnich tloh vyhodné pouzivat trans-
formac¢ni tabulky nebo nékteré programové baliky.

Opét je dulezité pripomenout, Ze v pripadé pouziti modifikovaného defini¢-
niho vztahu (9.10) je nutné modifikovat i vztah (9.11).

Stejné jako v pripadé Laplaceovy transformace plati i u Fourierovy trans-
formace véta o konvoluci, ktera nachézi bezprostfedni uplatnéni pfi feSeni dife-
rencialnich rovnic. Konvoluce dvou funkci v a v je vSak nyni definovana takto:

o0

(wso)o) = [ ule~y)o(w)dy.

—00

Véta 9.7. Pokud u,v € ., pak

Priklad 9.8 (Poéateéni tloha pro difuzni rovnici). Nyni pouzijeme Fou-
rierovu transformaci k odvozeni feSeni pocatec¢ni ulohy pro difuzni rovnici, kte-
rou jsme se zabyvali v kapitole 5. Uvazujme tedy tlohu

(9.12) { uz—k:umzo, reR, t>0,

u(z,0) = ¢(x).
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Predpokladejme ¢ € .. Fourierovou transformaci prevedeme difuzni rov-
nici na tvar
Uy = _52]{7&7

coZ je obycejnd diferencidlni rovnice prvniho fadu v proménné ¢ pro neznamou
funkci u(&,t) s parametrem . Jejim feSenim je

a(g,t) = Ce ¢k,

7 pocateéni podminky dostavame 4(€,0) = ¢(€) a tedy C = H(€). Reeni
v obrazech m4 tedy tvar ,
(€ 1) = p(e)e™* ™.

VyuZijeme-li znalosti transforma¢niho vztahu

1 2 2
F e " /(4kt)> — 6—5 kt
<\/47Tk7t

a véty o konvoluci, dostaneme FeSeni pocatecni tlohy (9.12) ve tvaru

0 1 e
(9.13 uat) = [ e e WD) ay,

coz je presné formule (5.6) odvozend v kapitole 5.
(]

Poznamka 9.9. Pii pouziti Fourierovy transformace jsme feseni (9.13) zis-
kali za predpokladu, ze pocateéni podminka ¢ patii do Schwartzovy mnoziny.
V okamziku, kdy vSak mame FeSeni odvozeno, se muzeme pokusit ukazat jeho
existenci i za slabsich predpokladt na funkci ¢. Lze napt. dokézat, Ze funkce u
z (9.13) fesi tlohu (9.12), pokud ¢ je spojitd a omezena funkce na R.

Ptiklad 9.10 (Pocateéni tiloha pro vinovou rovnici). Resme pocatecni
ulohu

2
(9.14) {Utt Pupe =0, zER, t>0,

u(x70) =p(x), w(x,0)=1p(z).

Opét aplikujeme Fourierovu transformaci vzhledem k prostorové proménné
na rovnici i obé pocatecéni podminky a ziskdme transformovanou tlohu

{ U (€,1) + P, 1) =0,
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Jejim Tesenim je funkce
(€, t) = p(§) cos ekt + Ew(f) sin c&t.

K nalezeni feseni puvodni pocatec¢ni tlohy pouZijeme inverzni Fourierovu trans-
formaci a dostaneme

oo

/ [P(€) cos c&t + ézﬁ({) sin c§t]ei§x d¢.

— 00

(9.15) u(z,t) = %

Toto integralni vyjadreni, ve kterém navic vystupuji Fourierovy transformace
pocatecnich podminek, neni prili§ pruhledné. Lze ho v8ak pfevést na d’Alember-
tovu formuli (4.8) odvozenou v kapitole 4. Dosadime-li komplexni reprezentaci
funkeci sinus a kosinus do (9.15), dostaneme

oo

1 L. ic —ic ilx
(9.16) u@t) = oo [ 5P (e +eT e e dg
_|_i 7/)(5) (eicft _ e—icﬁt) eiﬁm df
2 2105 )

Prvni integral na pravé strané mizeme zapsat ve tvaru

e}

1
47

—00

(2(8) €% + p(g) 0% g,

coZ je (s vyuzitim definice inverzni Fourierovy transformace (9.11)) pfesné prvni
¢len d’Alembertovy formule

% (o + ct) + ol — ct)).

Druhy integral ve vyjadfeni (9.16) je po obdobnych tpravach roven

(o) x+ct

1 1. . _

- - i(z+ct)é  i(z—ct)€ _ = iy€

= [ e o) dg = / 90 [ e ayae,
—00 r—ct

Zaménime-li poradi integrace a vyuzijeme-li opét inverzni Fourierovu transfor-
maci, dostaneme druhy ¢len d’Alembertovy formule

x+ct

ic / ¥(y)d

r—ct
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Poznamka 9.11. V nékterych pfipadech 1ze metody integralnich transformaci
pouZzit i na rovnice s nekonstantnimi koeficienty. Uvazujme napf¥. pocateéni
ulohu pro transportni rovnici

u(z,0) = f(x).

Protoze proménnym koeficientem je v tomto pripadé ¢asova proménnad ¢, pou-
Zijeme Fourierovu transformaci, u které hraje ¢as roli parametru. Plati tedy

{tum—l—ut:O, reR, t>0,

F(tuy) = tF (ug) = ikta.
Po transformaci rovnice i poc¢ateéni podminky dostavame

icta+ a4, =0, (€, 0) = f(&),

a odtud ,
. -
~ . —ite
u(£7t) - f(é)e 2°.
Zpétnou Fourierovou transformaci, resp. vyuzitim transformacnich vztahu, zis-
kéame TeSeni ptivodni rovnice ve tvaru

2
M%ﬂ:f@—%)

Poznamka 9.12 (Laplaceova a Poissonova rovnice). V nékterych piipa-
dech muZeme metodami integralnich transformaci fesit i llohy pro Laplaceovu
a Poissonovu rovnici.

Jako priklad uvazujme nasledujici problém

Ugy T Uyy =0, z€R, y >0,

u(z,0) = f(),

u(z,y) omezené pro y — oo.

Reseni hleddme pomoci Fourierovy transformace vzhledem k proménné x. Apli-
kujeme-li ji na nasi tlohu, ziskdme rovnici

Gy — E20 =0,
jejiz obecné feSeni ma tvar a(&,y) = a(€)e™%Y + b(£)et? pro libovolné funkce
a, b. Z pozadavku na omezenost plyne
b(§) =
a(§) =

pro £ > 0,

0
0 pro £ < 0.
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Tedy 4(€,y) = c(€)e €Y, kde ¢ je libovolna funkce. Vezmeme-li v tivahu okra-

A

jovou podminku, odvodime rovnost ¢(§) = f(£) a tedy

i, y) = e W f(e).

Inverzni transformace nam dava feSeni puvodni ulohy ve tvaru konvoluce:

(y 1 Y [ f(rdr
u($’y)_<;x2+y2>*‘f—§/(3:—7')2+y2'

— 00

Povsimnéte si, Ze v této konvoluci ma proménné y roli pouze parametru.

9.3 Cviceni

1. Odvodte nésledujici transformacéni vztahy:

(a) L£{1} = % 5§50,

(b) £{1} = .

|
(c) c{t”}:%, neN, s>0,
@) L{e"} = ——, s>a,

s—a
s2+a?’

(e) L{sin(at)} =

(f) L{cos(at)} = a2 ° > 0.

a

2. Odvodte nasledujici zékladni vlastnosti Laplaceovy transformace (zde
U = L{u}):
(a) L{t"u(t)} = (=1)"U")(s),
(b) L{e"u(t)} = U(s —a),
¢

(©) £{ / u(r)dr} = éU(s), 530,

0

@ £{u(t)) = [ U)o,

(e) L{u(ct)} = %U(Z), ¢>0.
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3. S vyuzitim substituce a Fubiniovy véty dokazte, Ze plati vztahy ve vétach 9.2
a 9.7.

4. Metodou Laplaceovy transformace feste nasledujici okrajové tlohy. Vy-
sledek co mozna nejvice zjednoduste.

(a)
Ut = Ugg, x>0, 1>0,
u(0,t) = 70,
u(z,0) = 0.

[u(z,t) = 70erfc (=%=)]

4t

B

Ut = Upe +T, >0, >0,
u(0,t) =0,
u(z,0) =0, u(x,0) =0.

[u(z,t) = %t?’ - %H(t —x)(t —2)3]

U = Ugy + €75, >0, t>0,
u(0,t) =0,
u(z,0) =0, u(z,0)=0.

Ut = Ugx — G, $>07t>07
u(0,t) =0,
u(z,0) =0, u(z,0)=1.

[u(z,t) =t —(t—x)H({t—x) — L% — (t — 2)*H(t — 2))]

Ut :um+tz, z>0,t>0,
u(0,t) =0,
u(z,0) =0, w(x,0) =0.

Ut = Upz, x>0, 1>0,
u(0,t) = sint,
u(z,0) =0, u(x,0) = 1.

[u(z,t) =t +sin(t — 2)H({Et —z) — (t — 2)H(t — z)]

u(0,t) =0,
u(z,0) =0, u(x,0) = 1.

{uttum, x>0, t>0,
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5. Metodou Laplaceovy transformace reste pocateéné-okrajovou tlohu

Ut = Upe +SinTr, O0< <1, t>0,
u(0,t) =0, u(l,t) =0,
u(z,0) =0, u(z,0)=0.

6. Ukazte, Ze feSeni pocateéné-okrajové tlohy
U = kgy, x>0, t>0,
U(O, t) = TQ,
u(x,0) =T

je dano vztahem

u(z,t) = (T — Ty )erfc <\/%> + Ty = (Ty — Ty )ert <\/%> + T,

7. Metodou Laplaceovy transformace reste pocatecné-okrajovou tilohu

ur = ktpy, x>0, t>0,
u(0,t) =, lim w(z,t) = B,
Tr—00

u(z,0) =~.
8. Metodou Laplaceovy transformace feSte pocateéné-okrajovou tlohu

Uy = c2um, z>0,t>0,
ugy(0,t) = a, lim u(z,t) = 5,
Tr—00

U(JE,O) = (10(3:)7 ut($70) = ZZ)(ZE)
9. Metodou Laplaceovy transformace reste pocateéné-okrajovou tlohu

Uy = CPUgy + COS wi sintr, O0<zxz<l1, t>0,
u(0,t) = u(1,t) =0,
u(z,0) = ug(z,0) = 0.

Predpokladejte, ze w > 0, a postupujte opatrné v pripadé w = ct. Vysle-
dek ovérte jeho zderivovanim.

10. Dokazte nasledujici transformaéni vztahy (zde (&) = F{u(x)}):

sin a&

g Y

1, |z| <a,

() u(x) = { RO
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sin®(a
(b) u(m):{ 1_7’ |ZE|<CL, ﬁ(g):4 ( 6/2)

0, 2| > a, ag? -
1 . e~ %
(@) () = e, 0 >0, a(e) = Yo/,
s T, ¢l <a,
(@) ux) =2 a0, W) =1{ 5. lf=a
o 0, |¢>a.

11. Odvodte nasledujici zdkladni vlastnosti Fourierovy transformace (zde 4 =
F{u}):
(a) Fla"u(w)} =i"a™(¢),
(b) F{e“"u(x)} = (€ — a),
(c) Flu(z —a)} = e a(¢),
(d) Flu(az)} =

L€
a‘u(a), a#0.

12. Metodou Fourierovy transformace reste nasledujici poc¢atecni tlohy.
(a)
U = Upz, T ER, >0,
1
'LL(IIJ',O) = m, ’LLt(II?,O) =0.

[u(z,t) =% j? e~ €l cos £t elédg]

(b) 7

1
ut:mum, rzeR, t>0,
u(x,0) = ¢(z),
kde
100, —-l<z <,
) = { 0, jinde.

Uy = gy, T ER, >0,
2sinx
u(z,0) = \/;7, u(z,0) = 0.

[u(;p, t) = % f 1_:52 e*($*§)2/4td§]
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(d)
{ Up = Ugz, T ER, >0,
’U,(LE,O) = gp(x),
kde 2l/
1—|z|/2, -2<z<2,
wlr) = { 0, jinde.

()

U =€ Upy, TER, t>0,
u(z,0) = 100.

13. Metodou Fourierovy transformace feste linearizovanou Kortewegovu-deVrie-
sovu rovnici
Ut = Ugge, T ER, t>0,

s pocatecni podminkou ,
u(z,0) = e /2,

14. Metodou Fourierovy transformace feste poc¢atecni tlohu

Ut = a2utxx - buxxxxa HAS R, t> 07
u(z,0) = o(z),

15. Metodou Fourierovy transformace feste rovnici vedeni tepla s konvekénim
¢lenem
U = Kge + puz, x €R, t>0,

a s pocateéni podminkou u(x,0) = ¢(z). Predpokladejte, ze u(z,t) je
omezené a k > 0.

o0

[U(I,t): \/ﬁi{o (p(y)ef(,utJrzfy)z/(élkt)dy]

16. Metodou Fourierovy transformace vzhledem k proménné x naleznéte har-
monickou funkci v poloroviné y > 0, ktera spliiuje Neumannovu podminku
gz = h(z) na hranici y = 0.

17. Metodou Fourierovy transformace feste Laplaceovu rovnici g + ty, = 0
v nekoneéném pasu {z € R, 0 < y < 1} s podminkami u(z,0) = 0

au(zr,1) = f(x).

f f 7TSmhkf &) sinh ky cos(kx — k&) d¢ dk]
0 -






Kapitola

Obecné principy

V této kapitole shrneme hlavni kvalitativni vlastnosti parcidlnich diferencialnich
rovnic, kterymi jsme se zabyvali v predchozich kapitolach.

10.1 Princip kauzality (vlnova rovnice)

Jak jiz vime z d’Alembertovy formule a kapitoly 4, hodnota poc¢ateéni vychylky
© a pocatecni rychlosti ¥ v bodé xq ovlivni feSeni vlnové rovnice pouze v tzv. ob-
lasti vlivu, kterou je vyse¢ vymezend charakteristickymi primkami x + ¢t = x.

(viz obrazek 10.1).

Naopak feseni v bodé (z,t) je ovlivnéno pouze hodnotami z tzv. oblasti zd-
vislosti, kterou predstavuje charakteristicky trojuhelnik o vrcholech (x — ct,0),
(x 4 ct,0) a (z,t) (viz obrazek 10.1).

t

x—l—c&

T —ct = T

pd

(1'0'7 0)

T

(x —‘ct,O)

(z+ct,0) T

Obrazek 10.1: Oblast vlivu bodu (x0,0) a oblast zdvislosti bodu (xz,t).

Tyto vlastnosti vSak plynou pfimo ze samotné vlnové rovnice a k jejich

171
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odvozeni neni potreba znat predpis pro prislusné reseni. Postupovat budeme
nasledujicim zptisobem.

Zacneme s vlnovou rovnici uy — c*uy, = 0 a vynasobime ji derivaci wu;.
Vyslednou identitu mizeme zapsat ve tvaru

0 = upus— czumut
1 1
= (2uf + 2c2u2)t — cQ(Utux)x
1 1
(10.1) = (Op,0%) - (—Puguy, 2ut + 262u2)

Povsimnéme si, ze posledni skalarni soucin neni nic jiného nez dvojrozmeérna
divergence vektoru f = (—c?usuy, suf + 1c?u2). Nyni integrujeme (10.1) pres
lichobéznik F', ktery je ¢asti charakteristického trojihelniku (viz obrazek 10.2).
Pouzijeme-li Greenovu vétu, ktera rika nasledujici

é/divfdxdy :Elf'nds

(porovnejte s jinou variantou pouzitou v odstavci 4.4), dostavame

1 1
(10.2) /[(—czutum)nl + (2ut + 202u2)ng] ds = 0.

oF

Zde vektor n = (n1,n2) predstavuje vnéjsi normalu k hranici OF'. Ta se sklada
z ,horni podstavy“ T, ,dolni podstavy“ B, a ,stran“ K = K; U Ks. Integrél
ve vztahu (10.2) lze tedy rozdélit na ¢tyti ¢asti

Jo= b ho b

Nyni uvazujme kazdou ¢ast oddélené. Na horni podstavé T' ma normélovy vek-
tor smér n = (0,1) a tedy

Jro

Na dolni podstavé B mame n = (0, —1) a tedy

(u? + u?) ds.

N =

1
f-nds= [ ——(u? +Au?)ds = — (W + Pp?) ds.
[ 1o [t [

B B
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(o — cto,0) B l (20 + cto,0) *©

Obrazek 10.2: Lichobéznik v charakteristickém trojuhelniku.

Na strané K plati n = ——=—(1,¢) a tudiz

1
/f nds = ——— [ [cx(ul + Pu?) — Pusug]ds
K

Obdobné na strané¢ Ky mame n = ﬁ(—l, c) a tudiz
/f-nds = ! /[cl(uf+62u2)+02utu ]ds
Viter) 2 v ’
K1 e K1

2ds > 0.

C
_— U +C'LL
W1+ 2 /( ¢+ )
Ky

Slozime-li v8echny tyto dil¢i vysledky dohromady, zjistime, ze

2
T B

1 1
/ L 4 u2yds - / L2+ ) ds <0
neboli

(10.3) /(ut2 + *u?)ds < /(¢2 + p?) ds.

T B

Budeme-li nyni predpokladat, ze obé funkce ¢ a ¥ jsou nulové na dolni
podstavé B, nerovnost (10.3) implikuje u? + c*u? = 0 na horni podstavé T



174 Kapitola 10

a tedy u; = u, = 0 na T'. ProtoZze navic tento vysledek plati pro lichobéznik
libovolné vysky, dostavame, ze u; a u, jsou nulové (a tedy w konstantni) uvnit¥
celého charakteristického trojuhelniku. A protoZe jsme predpokladali u = 0 na
B, mtizeme konstatovat, ze v celém trojuhelniku plati v = 0.

Tento vysledek implikuje téZ jednoznacnost feseni vlnové rovnice: budeme-
li uvazovat dvé reseni u; a ug se stejnymi pocatecnimi podminkami na B, tj.
v intervalu (zg — cto, xo + cto), pak v celém charakteristickém trojuhelniku obé
feSeni splyvaji: u; = us.

Princip kauzality lze odvodit i dal$imi (a pravdépodobné jednodussimi) me-
todami. Vyhodou tohoto piistupu je jeho aplikovatelnost v libovolné dimenzi
(viz odstavec 13.4). Vsimnéte si, ze analogii Greenovy véty ve dvojrozmérném
pripadé je tzv. Gaussova-Ostrogradského véta ve vyssich dimenzich.

10.2 Zakon zachovani energie (vlnova rovnice)

Vyjdéme z predstavy nekonecné dlouhé struny o rovnici

(10.4) pup(z,t) = Tuzy(x,t), x€R, t>0,

kde p, T jsou konstanty (pfedpoklddame, ze vychylky struny jsou dostatecéné
malé). Pro jednoduchost navic uvazujme, ze poc¢atecni vychylka i rychlost spliuji
podminku ¢ =1 =0 pro |z| > R, R > 0 dostatecné velké. Pfredpokladame, ze
prislusna pocatecni tloha ma klasické feseni.

Kineticka energie struny je dana predpisem

[e's)
1

Euwzi/pﬁuwdr

— 00

(porovnejte tento vztah se zndmou formuli Fj = %va pro kinetickou energii
hmotného bodu). Pfedpoklad spojitosti druhé derivace uy; ndm umoziuje psét

Bt ¥
dg)zp/mwwwwnm,

a po dosazeni za uy z rovnice (10.4) dostavame

dEx(t) T

(10.5) o = T/ut(x,t)um(x,t)dx

—00
o0

—T/UMLWM%QM.

—00

=400

— [Tut(x, t)ug(z, t)}

r=—0o0
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Jelikoz

r=-+00

[Tut(x,t)uw(x,t)] =0

T=—00

(viz predpoklad ¢ = ¢ = 0 pro |z| dostatecné velké a princip kauzality) a

1
Utz (X, ) ug(x,t) = <§u§(a:,t)> ,
t
dostavame po dosazeni do vztahu (10.5) nésledujici rovnost:

dB(t)  d [1, ,
(10.6) % - q@ 2Tux(a:,t)da:.

—0o0

Pro potencialni energii struny mame nésledujici vyjadfeni:

(10.7) Ep(t):%T/u?C(x,t) dz.

Ze vztahu (10.6) a (10.7) vyplyva

dFEj (t) _ dEp(t)

dt dt

Jelikoz celkova energie struny je souc¢tem kinetické a potencidlni energie: E(t) =
Ey(t) + Ep(t), dostavame
dE(t)
Cdt
coz neni nic jiného nez matematicky zapsany zdkon zachovdni energie. Jinymi
slovy, celkova energie struny

=0,

oo

/ (pui(z,t) + Tui(z,t))de = E

—00

E(t) =

N =

je konstanta nezavisla na case t!

Poznamka 10.1. Ptedpis (10.7) pro potencidlni energii struny lze odvodit
napf. nasledujicim zptisobem. Potencialni energie predstavuje soucin sily a pro-
dlouzeni struny, které tato sila zptusobila (viz znamy vztah E, = mgh pro
potencidlni energii hmotného bodu). V nasem pfipadé reprezentuje piisobici
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silu napéti T'. Prodlouzeni h struny délky [ je rozdil délky oblouku (prohnuté
struny) s a ptvodni délky [, tedy

h(t) = s( —l_/\ﬂ+u2xt¢p4

0

Nahradime-li odmocninu na pravé strané prvnimi dvéma ¢leny jejiho Taylorova
rozvoje, muzeme psat

l

l
1
/ ]dx—l—i/ui(:n,t)dzn.
0

0

l

Pro potencialni energii tedy plati E,(t) = 2T / uy(z,t)dz. V pfipadé struny

0
nekonecné délky dostavame vyjadieni (10.7).

Priklad 10.2. Urceme celkovou energii nekone¢né dlouhé struny, kterd méla
v ¢ase t = 0 nulovou pocatecni rychlost a pocateéni vychylku danou funkci

b— gl pro |z| < a,
= a -
#() { 0 pro |z| > a.

JelikoZ celkova energie struny nezavisi na case, plati
E = E(t) = E(0).

Nepotrebujeme tedy hledat tvar feseni v libovolném case t, ale k urcéeni celkové
energie nam postaci znalost poc¢ateénich podminek. Z nulové pocatec¢ni rychlosti
vyplyva nulova kineticka energie v case t = 0, tj.

E5(0) = 0.

Potencialni energii vyjadiime vztahem (10.7), tj

17, 1 [, 1 [ b2
E,(0) = 3 Tz(z)dr = 3 Tyi(x)de = 3 Tﬁ dz = ET'

Celkova energie je pak sou¢tem potencialni a kinetické energie:

b2
E=E(0) = —T.

a
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10.3 Nekorektni tloha (difuze pro zaporna t)

Nejprve uvazujme nasledujici poc¢ateéni tlohu pro ,specidlni variantu difuzni
rovnice®:

(10.8) Up = —Ugy, u(z,0)=1, x€R, t>0.

Povsimnéte si, ze zde mame difuzni koeficient k roven —1! O¢ividné je funkce
u(z,t) = 1 feSenim této tlohy. Dale snadno ovéfime, Ze funkce

1
up(z,t) =1+ - sinnz ¢!

fesi pocatecni tlohu
1.
(10.9) Up = —Ugg, u(x,0) =1+ —sinnzx
n

pro libovolné pfirozené n. Po¢ateéni podminky v tlohach (10.8) a (10.9) se lisi
pouze o ¢len %sin nx, ktery stejnomérné konverguje k nule pro n — co. AvSak
rozdil pfislusnych feseni je funkce

. 2
~sinnz e,
n

ktera pro libovolné pevné z (s vyjimkou celych nasobku 7) diverguje pro n — oo
do nekonecna. To znamena, ze v pripadé difuzni rovnice se zdpornym koeficien-
tem konstantni teSeni u(x,t) = 1 nend stabilni a prislusna uloha je nekorektni.

Nyni se vratme k pocateéni tloze pro standardni difuzni rovnici (kK > 0) se
zapornym casem,
(10.10) up = ktgy, u(z,0)=¢p(z), xzeR, t<O0.
Pouzijeme-li substituci

w(z,t) = u(z, —t),
Wy = —Ut, Wgy = Ugpz,

dostaneme ulohu
(10.11) wy = —kwgy, w(z,0)=p(x), zeR, t>0.
Avsak vySe jsme ukdzali, Ze takovéa tloha (pro k = 1) je nekorektni. Stejné tak
tedy i problém (10.10).

Tento jev ma i své fyzikalni vysvétleni: difuze, vedeni tepla, tzv. Brownav
pohyb apod. jsou nevrainé procesy a navrat v ¢ase vede k chaosu. Oproti tomu
vlnéni je vratny proces a vlnova rovnice je korektni i pro ¢ < 0.
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10.4 Princip maxima (vedeni tepla)

Opustme nyni tlohy na celé realné pfimce a uvazujme proces vedeni tepla
v konecné tyci délky [, na jejichz koncich udrzujeme v libovolném case t teplotu
g(t) a h(t) a pocatecni rozlozeni teploty v ¢ase t = 0 je ddno spojitou funkci
©(z). Mame tedy pocateéné-okrajovou tlohu

(10.12) uEaz,O) = ¢(x),

Pod pojmem casoprostorovy valec R, budeme rozumét v naSem piipadé
obdélnik v roviné (z,t), jehoz jeden vrchol je umistén do pocatku (0,0) a dvé
strany lezi na souradnicovych oséch (viz obrazek 10.3). Délka strany na ose z je
[, délka strany na ose t je T'. Pfitom dnem vélce R rozumime vodorovnou stranu
leZici na ose x a plastém valce R rozumime obé svislé strany. Horni vodorovnou
usecku pak nazyvame horni podstavou valce . Dtvod, pro¢ pouzivame tohoto
znaceni, spociva v tom, Ze stejnym zptisobem miizeme princip maxima odvodit
i pro difuzni rovnici ve vice prostorovych proménnych, kdy je predstava valce
vice realisticka.

t
T N L
R
9(t) o (z0,t0) |MO)
0 o(x) : v

Obrazek 10.3: Casoprostorovy vdlec R.

Dokazeme, ze plati néasledujici tvrzeni.
Véta 10.3 (Princip maxima). Nechtu = u(x,t) je klasické reSeni ulohy (10.12).
Pak u nabyvd extrémnich hodnot (minimdlni a mazimdlni) na dné a pldsti ca-
soprostorového vdlce R.

Ve skutecnosti 1ze vyslovit silngjsi tvrzeni, které fika, ze uvnitt valce a na
horni podstavé jsou hodnoty funkce u ostfe mensi (resp. véts$i) nez maximum
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(resp. minimum) na zbytku hranice valce R (pokud neni funkce u(zx,t) kon-
stantni).

Dikaz véty 10.3. Dtikaz provedeme pro maximalni hodnotu. V pfipadé mini-
malni hodnoty bychom postupovali analogicky (minu = — max(—u)).

Myslenka dikazu vyuziva skutecnosti, ze ve vnitrnim bodé maxima mame
zarucenu nulovost prvnich derivaci funkce u a nekladnost druhych derivaci.
Pokud bychom v bodé maxima vyloudili pfipad u,, = 0, dostali bychom wu,, < 0
a soucasné u; = 0, tedy gz, # u. Tento spor s difuzni rovnici by znamenal, Ze
maximum musi leZzet nékde na hranici. ProtoZze vSak pripad u,, = 0 vyloudit
nemizeme, musime postupovat opatrnéji.

Ozna¢me M maximalni hodnotu funkce u(z,t) na stranidch t = 0, x = 0
a x = [ a polozme v(z,t) = u(z,t) + ex?, kde € je kladna konstanta. Nasim
cilem je ukézat, ze v(z,t) < M + €l na celém valci R.

Z definice funkce v vyplyva, Ze nerovnost v(z,t) < M + €l? je splnéna na
hrani¢nich tseckidch ¢ = 0, z = 0 a z = [. Déale pro v8echna (x,t) € R plati
tzv. difuzni nerovnost:

vi(,t) — kvge(z,1) = w(z,t) — k(u(z,t) + ex?) e
= w(x,t) — kug(x,t) — 2ek
—2ek < 0.

ProtozZe v je spojita funkce a ® omezend uzaviend mnozina, musi na R existovat
bod maxima (zg, o) funkce v. Pfedpokladejme nejprve, Ze tento bod lezi uvnitr
valce R (0 < xg < I, 0 < t9 < T). Pak ovSem musi platit v; = 0, v, < 0
v bodé (zg,ty), coZ je spor s difuzni nerovnosti. Necht tedy (xg, to) lezi na horni
podstavé ¢asoprostorového valce R, tj. tg = T, 0 < z¢ < . Pak v, (xg,tg) = 0,
Vg (20, t0) < 0 a vy(xg,to) > 0, coz dava opét spor s difuzni nerovnosti. Odtud
dostavame, ze bod maxima funkce v musi lezet na zbytku hranice, tedy na
tiseckach t = 0, x = 0, x = . Zde ovSem plati nerovnost v(z,t) < M + el
7Z téchto skuteénosti vyplyva, Ze vztah v(x,t) < M + el? plati pro viechna
(z,t) € R. Dosadime-li za v, dostaneme u(x,t) < M + ¢(I?> — x2). Protoze jsme
€ > 0 volili naprosto libovolné, plyne odtud

u(z,t) < M
pro kazdé (z,t) € R, coz jsme chtéli dokazat. |

Poznamka 10.4. S jistou variantou principu maxima jsme se setkali rovnéz
v piipadé difuzni rovnice na celé reilné ose. Reseni dosahovalo své maximalni
i minimalni hodnoty v ¢ase ¢t = 0 a s rostoucim casem jsme mohli pozorovat,
jak se hodnoty Teseni ,vyrovnavaji“ a blizi se ke stfedni hodnoté mezi extrémy
(viz piiklad 5.4).
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Dausledek 10.5 (Jednoznaénost). Podédtecné-okrajovad iloha pro difuzni rov-
nict

up — kug, = f(x,t), x€(0,0), t>0,
(10.13) u(w,0) = (),

’LL(O,t) = g(t)v ’LL(l,t) = h(t)

md nejvyse jedno klasickée resent.
Dikaz. Necht uq(x,t) a ug(z,t) jsou dvé klasicka feseni tlohy (10.13). Polozme
w = uy — ug. Pak funkce w splituje homogenni tlohu

wy — kwg, =0, w(z,0)=0, w(0,t)=0, w(l,t)=0.

Podle principu maxima nabyva funkce w svého maxima na tseckich ¢t = 0,
x =0,z = [, kde je ovSem nulova. Tedy w(z,t) < 0. Stejnd tvaha pro minimum
dava w(z,t) > 0. Odtud dostavame, ze w(x,t) = 0 a tedy ui(z,t) = ug(z,t). W

Dausledek 10.6 (Stejnomérna stabilita). Necht u; a ug jsou dvé klasickd
resent pocdtecneé-okrajové ulohy (10.13) odpovidajici dvéma pocdtecnim pod-
minkdm @1, @a. Pak v libovolném case t > 0 plati

max |up(z,t) —uz(z,?)] < max T) — T

ma fun(@.) — (e 8) € max foa(z) ~ o))
tj. klasické reseni ulohy (10.13) je stabilni vici malym perturbacim pocdtecni
podminky.

Toto tvrzeni fika, Ze ,mala® zména pocatecnich podminek zptisobi pouze
,malou“ zménu feSeni v libovolném case.
Dikaz. Necht feseni u;(x,t) odpovida poc¢atecni podmince p; (x) a feSeni ug(x,t)
odpovida podmince p2(x); okrajové podminky i prava strana jsou v obou pii-
padech stejné. Opét oznacme w = wuq — ug jejich rozdil. Funkce w pak Fesi
ulohu

wy — kwz, =0,  w(x,0) = ¢1(x) — pa(z), w(0,t) =0, w(l,t)=0.
Podle principu maxima dostavame

w(z,t) = ui(z,t) —uz(x,t) < max (@1 — p2) < max |p; — @al.
z€(0,1) z€(0,1)

Obdobné z ,principu minima“ (to jest z principu maxima aplikovaného na
funkci —w)

w(z,t) = uy(x,t) —ug(x,t) > min (¢1 — @2) > — max |p; — pal.
z€(0,1) z€(0,0)
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Odtud tedy plyne

t) — ) < -
xlg(;(i% lui(z,t) — ua(x,t)] _mr&a(ﬁ)\sol(x) Pa()]

pro kazdé ¢t > 0. [ |

10.5 Energetickda metoda (difuzni rovnice)

Ukéazeme jesté jeden zpusob, jakym mtZzeme dokazat jednoznacnost klasického
feseni tlohy (10.13) a jeji stabilitu (nyni ovSem vzhledem k obecnéjsi normé).
Zpusob dtikazu se nazyva energetickd metoda.

Uvazujme opét dvé feSeni uy(z,t), ug(z,t) Glohy (10.13) a jejich rozdil
w(z,t). Funkce w spliiuje homogenni difuzni rovnici s homogennimi okrajo-
vymi podminkami w(0,t) = w(l,t) = 0. Vynasobime-li difuzni rovnici pro w
samotnou funkci w, dostavame

0= (w; — kwyz)w = (%wz)t + (—kwyw), + kw?.

Po integraci pres interval 0 < z < [ obdrzime

x=l l
+k | wi(z,t)de.
=0 0

l
0= /(%uﬂ(m,t))t dz — kw,(x, t)w(z,t)
0

Druhy ¢len na pravé strané vymizi diky nulovym okrajovym podminkdm a po
zdmeéné Casové derivace a integralu dostéavame

!
7|
d
0
l

To vSak znamend, Ze integral zavisly na parametru ¢, f w?(z,t)dz, je jako
0

!
w?(x,t)de = —k‘/wfc(:n,t) dz <0.
0

~
N —

funkce Casu t klesajici, tedy

l l
(10.14) w?(z,t)dz < [ w?(x,0)dz
[reoms]

pro t > 0. V pfipadé, ze dvojice Feseni uj(x,t), uz(x,t) odpovidala stejné poca-
!

teéni podmince, dostévame w(z,0) = 0 a tedy [w?(z,t)dz = 0 pro viechna
0
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t > 0. To vsak znamena, ze w = 0 a u; = uy pro vSechna t > 0. Jinymi slovy,

dostédvame opét jednoznacnost feseni poc¢ateéné-okrajové tlohy (10.13).
Pokud dvojice FeSeni wuj(x,t), us(z,t) odpovidala dvojici raznych pocatec-

nich podminek ¢1 (), p2(z), pak w(x,0) = p1(z) —p2(x) a vztah (10.14) prejde

do tvaru
l l
/ulxt —ug(z,t))? dx < / o(z))? de,
0 0

coz vyjadiuje stabilitu 7eseni vzhledem k pocdtecni podmince v normé pro-
storu L.

10.6 Princip maxima (Laplaceova rovnice)

Zakladni vlastnosti vSech harmonickych funkci je tzv. princip maxima.

Véta 10.7 (Princip maxima). Necht Q je omezend oblast (tj. souvisld ote-
viend mnoZina) v roviné R%. Necht u(x,y) je harmonickd funkce na Q0 (tj.
Au =0 v Q), kterd je spojitd na Q = QU Q. Pak své marimdlni a minimdini
hodnoty nabyvd funkce u na hranici 0).

Stejné jako u difuzni rovnice lze i v tomto pripadé vyslovit silnéjsi tvrzeni
které vychazi z Poissonovy formule a které si véetné dikazu uvedeme v odstavci
10.7. V tuto chvili se spokojime se slabsi verzi z véty 10.7 a pfedvedeme si jeji
dtkaz, jehoz idea je velice podobna myslence dikazu véty 10.3.

Diikaz. Pro jednoduchost ozna¢me = = (z,%) a |z| = (22 + y*)/2. Zavedeme
v(z) = u(x) + e|x|?, kde € je libovolné mal kladna konstanta. Ve vsech bodech
oblasti Q plati

Av = Au + eA(z? +3?) = 0 + 4e > 0.

Pokud by funkce v nabyvala svého maxima uvniti 2, muselo by v takovém bodé
platit Av = vz, + vyy < 0, coz by byl spor s predchozi nerovnosti. Maximum
funkce v se tedy musi nabyvat na hranici — tento bod ozna¢me xg € 9€). Pak
pro vsechna x € 2 dostavame

u() < v(@) < (o) = (o) + elaol* < max u(y) + elol*.
Yy

Jelikoz jsme € volili libovolné, plati

u(z) < max u(y) Ve e Q=QUonN.
yeoN

V pfipadé minima bychom postupovali analogicky. |
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Vé&ta 10.8 (Jednoznaénost Feseni Dirichletovy tlohy). Reseni Dirichle-
tovy ulohy pro Poissonovu rouvnici na oblasti ) je urceno jednoznacneé.

Dikaz. Predpokladejme, ze

Au=f v Q, Av=f v,
u =h na 0, v =h na .

Polozime-li w = u — v, dostaneme Aw = 0 v  a w = 0 na 9. Z principu
maxima (véty 10.7) odvodime

0 =minw(y) < w(x) <maxw(y) =0 pro vSechna x € ().
yeQ yeQ
To vsak znamena, ze w =0 a tedy u = v. |

10.7 Dusledky Poissonovy formule (Laplaceova rov-
nice)

Prvnim dusledkem Poissonovy formule (8.17) je tzv. véta o praméru (anglicky:
mean value property).

Véta 10.9 (Véta o pruméru). Necht u je harmonickd funkce na kruhu D,
spojitd v jeho uzdvéru D. Pak hodnota funkce u ve stredu kruhu D je rovna
pruméru hodnot u na hranici 0D.

Diikaz. Soutadny systém posuneme tak, aby pocatek 0 lezel ve stfedu kruhu
(Laplacetv operator je invariantni viiéi posunuti). Dosadime x = 0 do Poisso-
novy formule (8.17) a dostaneme

a? u(x') 1

0) = ds = —— ') ds.

u(0) 2wa / 2 7 % (@) ds
|z'|=a oD

To je vSak presné integralni primér funkce u pres kruznici |z'| = a. [ |

Dalsim dtlezitym dtsledkem Poissonovy formule je silna verze principu ma-
xima.

Véta 10.10 (Silny princip maxima). Necht u je harmonickd funkce v oblas-
ti Q € R2, spojitd na Q. Pak bud u je konstantni v celém uzdvéru Q, anebo u
nabyvd své mazimdlni (minimdlni) hodnoty prdvé na hranici OQ (tj. ne uvnitr
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Myslenka dikazu. Oznaéme x); bod, ve kterém nabyva funkce u své maximalni
hodnoty M na uzavéru oblasti Q2 (jeho existence vyplyva ze spojitosti funkce u
na  a z Weierstrassovy véty). Ukazeme, ze x); nemiize lezet uvniti 2, pokud
u neni konstantni.

Necht xjp; € Q. Uvazujme kruhové okoli bodu x), které celé lezi v . Podle
véty o pruméru je u(axys) rovno primeéru hodnot na hranici tohoto kruhového
okoli. Protoze priumér funkce nemize byt vétsi nez jeji maximum, dostavame
nerovnost

M = u(xpr) = pramér na hranici kruhu < M

a tedy v musi nabyvat hodnoty M na celé hranici kruhového okoli. Totéz navic
plati pro libovolny kruh, ktery méa stied v bodé x;; a mé mensi polomér. Pak
tedy u(x) = M pro vSechna x z pivodniho kruhového okoli. Nyni si miizeme
predstavit, Ze celou oblast 2 pokryjeme kruhovymi okolimi (viz obrazek 10.4).
Protoze oblast  je souvisla, dostavame u(x) = M na celé oblasti Q a tedy u
je konstantni. [ |

M

Obrazek 10.4: Pokryti oblasti Q) kruhovymi okolimi.

Poslednim dtsledkem Poissonovy formule, ktery zde uvedeme, je nasledujici
tvrzeni.

Véta 10.11 (Diferencovatelnost). Necht u je harmonickd funkce na oblasti
Q) C R2. Pak u(z) = u(x,y) md na  spojité parcidlni derivace viech tddii.

Tato vlastnost harmonickych funkci je do jisté miry podobné vlastnosti,
s kterou jsme se jiz setkali u jednorozmérné difuzni rovnice (viz kapitola 5).

Myslenka dikazu. Uvazujme nejprve kruhovou oblast D se stfedem v pocatku.
Z Poissonovy formule (8.17) je zfejmé, ze funkce za integracnim znaménkem je



Obecné principy 185

libovolné diferencovatelnd pro viechna x € D. Vsimnéte si, ze ' € 9D a tedy
x # x'. Jelikoz miZzeme aplikovat vétu o zaméné integrace a derivovani, méa
v oblasti D parcialni derivace vSech radu i funkce wu.

Necht je nyni D libovolné kruhové okoli bodu g € Q, které celé lezi v Q.
Pouzijeme-li substituci y = & —x, posuneme stfed kruhu D do pocatku. Z vyse
uvedeného plyne, ze u je diferencovatelna v D. Stejnou tivahu mtzeme provést
pro libovolny bod xy € 2 a tedy u je diferencovatelna ve vSech bodech oblasti
Q.

|

Poznamka 10.12 (Laplaceova rovnice v kone¢nych diferencich). Podi-
vejme se na Laplaceovu rovnici z ,numerického hlediska®. Uvazujme bod (z,y)
a jeho sousedy (z + h,y), (z,y £ h), kde h > 0 je dostateéné malé. Z Taylorova
rozvoje ziskame

1
1
wa +hy) = u(@,y) + hua(2,y) + 5hues(z,y) + O(R?)

a po sefteni muzeme vyjadrit druhou derivaci ve tvaru

taa,) = Sylu(e = g) = 2ule,y) + ula + by )] + O(R),

Analogicky

() = 7l y = B) = 2ule,9) + (e, + 1)) + O(H2),

Vsimneéte si, Ze jde o vyjadfeni druhych derivaci pomoci centralnich diferenci
pouzivanych napf. v metodé siti. Dosadime-li do Laplaceovy rovnice Au =
Ugz +Uyy = 0 a zanedbame-li ¢leny vyssich fadd, dostavame pribliznou hodnotu
hledané funkce u v bodé (x,y) jako

[

U(ﬂi‘,y) ~ —[u(gj - h7y) +u($ + h7y) +u(3:,y - h) +u($7y + h)]

o

To vsak znamend, ze hodnota u(z,y) je pfiblizné aritmetickym primeérem okol-
nich hodnot. Tento aritmeticky priamér pak nemutze byt vétsi (ani mensi) nez
vSechny okolni hodnoty. Tedy i zde se setkdvame s jakousi numerickou analogii
principu maxima a véty o prameéru.
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10.8 Srovnani vlnové, difuzni a Laplaceovy rovnice

7 vyse uvedenych principti a z vlastnosti feSeni pocatecnich a okrajovych tloh
vyplyva nasledujici zakladni srovnani vSech t¥i typi linearnich rovnic druhého

radu:
Vlastnost Vina Difuze Laplace
rychlost $ifen{ koneénd (< ¢) | nekonecnd nulova
Sif1 se podél okamzité vymizi Feseni jsou
singularity charakteristik (Teseni jsou hladka) hladka
rychlosti ¢
korektnost ANO prot >0 | ANOprot >0 ANO
ANO prot <0 | NEprot <0
princip maxima NE ANO ANO
energie energie zlistava | energie klesa ustéleny stav
(pocétecni tlohy) | konstantni (je-li ¢ integrovatelnd)

10.9 Cvicdeni

1. Ukazte, Ze vlnova rovnice ma néasledujici invariantni vlastnosti:
(a) Libovolné posunuté feseni u(x — y,t), kde y je pevné, je rovnéz fese-
nim.
(b) Libovolna derivace feSeni (napf. u,) je opét fesenim.
c¢) Dilatované feseni u(ax,at), kde a > 0, je opét Fesenim.
Dilat $ TeSeni t), kd 0,j &t FeSeni
2. V pfipadé feseni u(z,t) vlnové rovnice (10.4) s parametry p=T =c =1
je hustota energie definovana vztahem e = %(u% +u2) a hustota hybnosti
je dana pfedpisem p = usu,.
(a) Ukazte, Ze e; = p, a py = €.

(b) Ukazte, ze obé funkce e(x,t) a p(x,t) rovnéz vyhovuji vlnové rovnici.
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3. Necht u(x,t) fesi vlnovou rovnici uy = uy,. Dokazte, Ze pro vSechna z, t,
k a h plati identita

u(x+h,t+k)+ulx—h,t —k)=u(lx+k,t+h)+ulx—Fkt—h).

Nacrtnéte charakteristicky ¢tyitahelnik, jehoZz vrcholy jsou argumenty v pred-
chozim vztahu.

4. Uvazujte tlumenou strunu popsanou rovnici uy — g, +7us = 0 a ukazte,
ze jeji celkova energie klesé.

5. Uvazujte dvé pocatecni tlohy pro vlnovou rovnici s riiznymi poc¢atecnimi
daty:
uly =c*ul,, xR, 0<t<T,
{ ul(a:,()) :(Pi(x)v u%(‘%o) ZW(@

proi = 1,2, kde ¢!, ©?, ', ¥? jsou dané funkce. Necht

ol (@) = * (@) < o1, 9 (z) — vP(2)] <

pro viechna x € R. Ukazte, 7e plati |u'(z,t) — u?(z,t)| < 61 + 6T pro
vSechna x € R, 0 <t < T'. Co to znamena s ohledem na stabilitu feseni?

6. Pomoci zékona zachovani energie dokazte, ze poc¢atecni tiloha pro vinovou

rovnici
Uy = gy, T ER, t>0,

u(ﬂj,O) = (10(:17)7 ut(gj70) = ¢($)
ma jednoznacné reSeni.

7. Uvazujte difuzni rovnici na celé realné ose. Pomoci principu maxima
ukazte, ze lichd (resp. sudd) pocateéni podminka vede k lichému (resp.
sudému) Feseni.

8. Uvazujte feSeni difuzni rovnice u; = tze, 0 <z <1, 0 <t < 0.

(a) Necht M(T) je maximum funkce u(x,t) na obdélniku {0 < x < [,
0 <t <T}. Klesa nebo roste M (T) jako funkce T'7

(b) Necht m(T) je minimum funkce u(x,t) na obdélniku {0 < z < [,
0 <t <T}. Klesa nebo roste m(T) jako funkce 77

9. Uvazujte difuzni rovnici uy = uy, na intervalu (0,1) s okrajovymi pod-
minkami u(0,¢) = u(1,t) = 0 a poéateéni podminkou u(x,0) = 1 — z2.
Vsimnéte si, Ze pocateéni podminka nespliiuje okrajovou podminku na

levém konci, avsak feSeni ji jiz pro libovolné t > 0 spliiovat bude.
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(a) Ukazte, ze u(x,t) > 0 ve vSech vnitfnich bodech0 < z < 1,0 < t < 0.
(b) Necht pro kazdé t > 0 predstavuje p(t) maximum funkce u(z,t) na
0 < x < 1. Ukazte, ze u(t) je nerostouci funkci ¢.
[Navod: Predpokladejte, Ze se maxima nabyva v bodé X (¢), tj. u(t) =
u(X (¢),t). Derivujte u(t) (za predpokladu, ze X (t) je diferencovatelna
funkce).]

(c) Nadrtnéte feSeni na nékolika ¢asovych hladinach.
10. Uvazujte difuzni rovnici uy = uy, na intervalu (0,1) s okrajovymi pod-
minkami u(0,t) = u(1,t) = 0 a poéateéni podminkou u(x,0) = 4z(1 — z).
(a) Ukazte, ze 0 < u(z,t) < 1 pro vSechnat >0a 0 <z < 1.
=u

(b) Ukazte, ze u(x,t) (1 —z,t) pro vSechnat > 0a 0 <z < 1.

1
(c) Pomoci energetické metody ukazte, ze [u®(x,t)dx je ostte klesajici
0
funkci proménné t¢.

11. Cilem tohoto cviCeni je ukazat, ze princip maxima neplati pro rovnici
Up = TUg, S proménnym Koeficientem.

(a) Ovéite, ze funkce u(x,t) = —2xt — 2% je feSenim. Naleznéte jeji
maximum na obdélniku {—-2 < x <2, 0 <t <1}

(b) V kterém misté selze diikaz principu maxima v piipadé této rovnice?

12. Uvazujte tlohu vedeni tepla s vnitinim tepelnym zdrojem

U =Ugg +2(t+ Dz +2(1—2), 0<z<l1,t>0,
u(0,t) =0, w(l,t) =0,
u(z,0) = z(1 — x).

Ukazte, ze v tomto pfipadé princip maxima neplati:

(a) Ovéite, ze u(z,t) = (t+ 1)xz(1 — =) je FeSenim.

(b) Jaké je maximalni hodnota M a minimalni hodnota m pocate¢nich
a okrajovych dat?

(c) Ukazte, ze v uréitém case t > 0 teplota v nékterych bodech tyce
presahne hodnotu M.

13. Dokazte srovnavaci princip pro difuzni rovnici: Pokud u a v jsou dvé reSeni
au<vprot=0,prox=0az=I[paku<vpro0<t<oo, 0<z <l
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

(a) Dokazte nasledujici obecnéjsi tvrzeni: Necht wy — kuy,, = f, v —
kvee =g, f<gau<wvproxr=0,x=1[at=0, potom u < v pro
0<t<oo,0<z<I.

z < m 0 <t < oo. Déle necht
sin z. Vyuzijte ¢ast (a) a dokazte,

(b) Necht vy — vy, > sinz pro 0
v(0,t) >0, v(m,t) >0 a v(z,0)
ze v(x,t) > (1 —e ) sinx.

<
>

Uvazujte difuzni rovnici na intervalu (0,7) s Newtonovymi okrajovymi
podminkami u,(0,t) — agu(0,t) = 0 a ugy(l,t) + au(l,t) = 0, kde ag > 0
a a; > 0. Pomoci energetické metody ukazte, ze koncové body prispivaji

l

k poklesu hodnoty [u?(x,t)dz. (Cést energie se na hranici ztraci. Tyto
0

okrajové podminky se nékdy nazyvaji disipativni.)

Ukazeme piimou souvislost mezi vlnovou a difuzni rovnici. Necht u(x,t)
fesi vlnovou rovnici na celé redlné ose a jeji druhé derivace jsou omezené.
Polozme

=S 2¢2 /(4kt) (33‘,8) ds.

v(z,t) = \/H

(a) Ukazte, ze v(x,t) fesi difuzni rovnici.
(b) Ukazte, ze hm v(z,t) = u(x,0).
o0
[Névod: (a) NapiSte formuli ve tvaru v(z,t) = [ H(s,t)u(z,s)ds, kde H(x,t)
—o0
fesi difuzni rovnici s konstantou k/c* pro t > 0. Pak v(z,t) zderivujte.
(b) Vyuzijte skutecnost, ze H(s,t) je fundamentalni Feseni difuzni rovnice s pro-
storovou proménnou s.]

Ukazte, Ze pro vlnovou rovnici neplati princip maxima.

Necht u je harmonickd funkce na kruhu D = {r < 2} a necht u =
3sin 20+ 1 pro r = 2. Aniz byste hledali konkrétni tvar feseni, zodpovézte
nasledujici otazky:

(a) Jak4 je maximalni hodnota funkce u na D?

(b) Jaké je hodnota funkce u v poc¢atku?

[(a) 4, (b) 1]

Dokazte jednoznac¢nost Dirichletovy tlohy Au = f v D, u = g na 0D
pomoci energetické metody.
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20. Uvazujte Neumannovu tlohu na omezené oteviené mnoziné {2
ou
Au=fvQ, — =gna .
on
Ukazte, ze libovolna dvé feseni se lisi o konstantu.
21. Necht Q) je omezena oteviend mnozina. UkaZte, Ze Neumannova tiloha
0
Au+oau=f v, —u:gnaaQ
on
ma nejvyse jedno FeSeni, pokud o < 0 v §2.
22. Dokazte, ze funkce u(z,y) = —1#_9; je harmonicka v R?\ {0, 1}. Nalez-

z?+(y—1
néte maximum M a minimum m funkce u(x, y) na kruhu D, = {z%+y* <
0%}, p < 1, a ukazte, ze Mm = 1. Nakreslete graf u(z,y) pro (z,y) € Dog
v polarnich souradnicich.



Kapitola Laplaceova

a Poissonova
rovnice ve vyssich
dimenzich

V této kapitole se budeme zabyvat Laplaceovym operatorem a harmonickymi
funkcemi v R3. Na rozdil od dvojrozmérného p¥ipadu je zde situace kompliko-
vanéjsi a nemuzeme se spolehnout na metody zaloZzené na vypoctu feSeni. Proto
se budeme snazit ziskat co nejvice informaci o feseni a jeho vlastnostech pfimo
ze samotné rovnice. Zamérime se predevsim na ty aspekty, které se vyraznéji
lisi od pfipadu dvojrozmérného. Vlastnosti, které na dimenzi nezavisi, uvedeme
bez detailniho odvozeni.

11.1 Invariantnost Laplaceova operatoru a jeho trans-
formace do sférickych souradnic

Laplacetv operator je i ve tfech dimenzich invariantni vic¢i posunuti a otaceni.
Pfipomefime pouze, Ze p¥i pouziti maticového zépisu je otaceni v R? dano trans-
forma¢nim vztahem

kde = (z,y,2) a B = (bij), 4,5 = 1,2,3, je ortogondini matice (tj. BB' =
B!'B =1I). S vyuzitim pravidla o derivovani sloZené funkce odvodime

191
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Ug = briug + baruy + b31uy,
Uy = biaUy + boouy + b3ou.,
Uy = bi3uyr + bazuy + b3zu.,

déle pro druhé (nesmisené) derivace

2
Upr = blluw/m/ + b11b21um1y' + b11bs1ux'z'
Hbo1b11ty e 4 B3ty + barbaity s
2
+b31011Ur2 + b31b21Uzry + b5 UL

a obdobné pro uy, a u,. Po secteni a za predpokladu zaménnosti (druhych)
smiSenych parcidlnich derivaci dostavame

Uz + Uy + oz = (b + by + bi3) Ugre
-1
+2 (by11ba1 + biabaa + b13b23) gy + 2 (b11b31 + bi2bza + b13b33) g

=0 =0
+ = Ugry + Uy oy + Uy yr

diky ortogonalité matice B. Ctenéii doporucujeme provést piredchozi v§pocty
detailnéji.

Invariantnost Laplaceova operatoru vici otdceni naznacuje, ze v radidlné
symetrickych pfipadech by transformace do sférickych souradnic (1,6, ) mohla
vést k jeho vyraznému zjednodusSeni.

Budeme pouzivat nasledujici znacéeni (viz obrazek 11.1)

=22 +y2+ 22 =2+ 22,

s =a? +y?,
Tr=scos¢p, z=rcosb,
y=ssing, s=rsinb.

K transformaci vyuzijeme znalosti transformacnich vztaht do polarnich sou-
fadnic
Uzz + Uss = Upr + —Up + _2u9€7
r r
1 1
Uggy + Uyy = Uss + ;us + guw.

Po secéteni dostavame

1 1 1
AU = Ugy + Uyy + Uzz = Upyp + ;ur + r—2u99 + ;us + guw.
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z
(z,y,2)
r |
|
~ :
| V4
[ s~ ; y
¢ \3\\\\ !
T e
(z,9,0)

Obrazek 11.1: Sférické souradnice.

U poslednich dvou ¢lenti dosadime s = rsinf a u predposledniho ¢lenu nahra-
dime us nasledujicim zptsobem
_ Ou or 00

Us = 7 = Up—— + Ug

0s 0s s’

nebot % = 0. Pouzijeme-li napt. inverzni Jacobiho matici transformace do

polarnich soufadnic (viz odstavec 6.1 pror =r, § =0 a s = y), dostaneme

or 00 s 00  cosf
— =sinf = —, — =
0s r 0s r
a tedy ;
Ug = u,,f Uy cos

Odtud jiz snadno odvodime

2 cosf 1 1
Au = Upp + —Uyp + 27,1@ + —2U99 +
r r?sinf r
Pti pouziti symbolického zépisu dostavame nasledujici analogii ,,dvojrozmér-
ného pripadu® (6.1):

0? 0? 0?
A= LT
' P20 w0 12 1 o
o2 rdr r2sin@00 20602 r2sin?6 0¢?
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V radialné symetrickém piipadé, tj. v pripadé, kdy funkce u nezavisi na
uhlech ¢ a 6, se Laplaceova rovnice ve sférickych soufadnicich redukuje na
obycejnou diferencialni rovnici

2
Au = upp + ;ur =0,
kterad po pfenasobeni ¢lenem 12 piejde na tvar
(r%u,), = 0.

Odtud integraci snadno dostaneme u, = ¢;/r? a u = —c17~! + ¢o. Fundamen-
talni harmonickou funkci ve tfech dimenzich je tedy funkce

1 1
u(r) = — = (@ +y* +2)77,

kterou mizeme povazovat za analogii dvojrozmérné harmonické funkce In (22 +
y2)1/2, s niz jsme se setkali v kapitole 6. V elektrostatice napt. u(x) = r~!
predstavuje elektrostaticky potencidal v bodé x s pruvodicem r, ktery odpovida
jednotkovému naboji umisténému v pocatku.

11.2 Prvni Greenova identita

V nasledujicim textu se soustfedime na tf¥idimenzionalni pripad, avSak veskera
tvrzeni jsou platna i ve dvojrozmérném nebo obecné n-rozmérném pripadé.
Vyjdéme z pravidla o derivovani soucinu

(Vug)r = Vel + Vgy,
(Vuy)y = vyuy + vuy,,
(vuy), = vyuy + VUy,.

Po sec¢teni téchto t¥1 rovnic dostavame
V- (vVu) = Vv - Vu+ vAu.

Zintegrujeme-li tento vztah a pouzijeme-li na levé strané Gaussovu-Ostrograd-
ského vétu (viz str. 4), ziskdme tzv. proni Greenovu identitu

(11.2) //vg—ZdS:///Vv-Vudm+///vAudaz,
o0 Q Q

kde du/On = m - Vu znadi derivaci podle vnéjsi normdly k hranici oblasti .
Identita (11.2) miZze byt interpretovéna jako integrace per-partes ve tfech di-
menzich a mé celou fadu dusledkii.
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11.3 Vlastnosti harmonickych funkci

Zakladni vlastnosti harmonickych funkci je slaby princip mazima. Tato vlast-
nost, stejné jako jeji ditkaz, nezavisi na dimenzi. Ctenaii doporuc¢ujeme pro-
studovat vétu 10.7 a jeji dikaz a uvédomit si jeho pouzitelnost i ve vyssich
dimenzich. Rovnéz dusledek o jednoznacné tesitelnosti Dirichletovy ulohy (viz
véta 10.8) muZeme ponechat beze zmény.

11.3.1 Véta o prauméru a silny princip maxima

Jednou z vlastnosti harmonickych funkci, kterd plyne z prvni Greenovy identity,
je trojrozmeérna verze véty o pruméru. Pfipomenme, ze s jeji dvojrozmérnou
variantou jsme se setkali v kapitole 6 (véta 10.9).

Véta 11.1 (Véta o pruméru). Primér hodnot libovolné harmonické funkce
v oblasti Q C R3 pres jakoukoliv sféru obsaZenou v Q je roven jeji hodnoté ve
stredu sféry.

Diikaz. Uvazujme kouli B(0,a) = {|z| < a} C Q o poloméru a se stfedem
v pocatku (pfipomindme, ze Laplacev operator je invariantni viiéi posunuti).
Dale necht Au = 0 v Q, B(0,a) C Q. V piipadé sféry ma vnéjsi normala n
smér pruvodice, tedy

0

A n'Vu:E'Vu:Eux—i-guy—l—Euz

on r T T T
= %u +@u +%u —%
oor Y oY or o)

kde r = (22+y%+22)!/2 = |x| je sféricka soutadnice (vzdalenost bodu (z,y, z) od
stfedu 0 sféry). Pouzijeme-li prvni Greenovu identitu pro kouli B(0, a) a volime-

li v =1, dostavame
// —ds = /// Audx = 0.

0B(0,a)

Integral na levé strané piepiSeme do sférickych soutadnic (7,0, ¢), tj

2r W

//ur(a,ﬁ,(b)a2 sinfdfd¢ =0
00

(na sféte OB(0,a) plati » = a), a rovnost vydélime konstantou 4ma?, kterd
odpovid4 mife 0B(0,a) (tj. povrchu koule B(0,a)). Tento vysledek plati pro
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vS8echna a > 0, mizeme tedy a nahradit proménnou r. Zaménime-li navic poradi
integrace a derivace (coz je mozné za jistych predpokladt na u), dostavame

2

o[ 1 .
(11.3) o E//u(r,@,@sm@d@dqﬁ = 0.
00

To vsak znamena, ze vyraz

2w
1 .
e //u(r,@,qb) sin 0 df d¢
00

ktery predstavuje primér hodnot u na sfére {|x| = r}, je nezdvisly na polo-
meéru r. Konkrétné pro r — 0 mame

2t w

(11.4) ﬁ//u(O)sian@qu:u(O).
00

Ze vztaht (11.3) a (11.4) plyne, Ze pro libovolné a > 0 plati:

(11.5) u(O):m // wds.
)

9B(0,a

Tim je princip dikazu véty o prameéru ve tfech dimenzich dokoncen. (Uvédomte
si, ze myS$lenku ditkazu lze pouZit i obecné v n dimenzich.) |

Stejné jako v pfipadé dvou dimenzi (viz véta 10.10), je pfimym dusledkem
véty o primeéru silnd verze principu mazrima.

Véta 11.2 (Silny princip maxima). Necht ) je libovolnd oblast v R3. Ne-
konstantni harmonickd funkce v 2, spojitda v 2, nemize nabyvat svého maxima
(minima) uunitr Q, ale pouze na hranici OS.

Myslenka diikazu je naprosto stejna jako v pripadé véty 10.10, proto ji zde
nebudeme opakovat.
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11.3.2 Dirichletiv princip

Dalsi dulezitou matematickou vétou, ktera plyne z prvni Greenovy identity a ma
i své fyzikdlni opodstatnéni, je Dirichletiv princip.

Véta 11.3 (Dirichletav Princip). Necht u(x) je harmonickd funkce na ob-
lasti ), kterd splnuje Dirichletovu okrajovou podminku

(11.6) u(x) = h(x) mna 0N

Necht w(zx) je libovolnd spojité diferencovatelnd funkce na Q splriugici (11.6).
Pak
E(w) =2 E(u),

kde E je energie definovand vztahem

(11.7) B(w) = %// IVl de.
Q

Jinymi slovy, Dirichletiv princip fika, Zze mezi vSemi funkcemi spliujicimi
okrajovou podminku (11.6) pravé harmonicka funkce odpovidé stavu s nejnizsi
energii. Vyraz (11.7) pfedstavuje potencidlni energii — nekond se zadny pohyb
a tudiz je kinetickd energie nulova. Mezi zakladni fyzikalni principy patii, ze
kazdy systém ma tendenci setrvavat ve stavu s nejnizsi energii. Harmonické
funkce tedy popisuji tyto nejc¢astéji se vyskytujici ,zédkladni (klidové) stavy“.

Diikaz véty 11.53. Ozna¢me w = u + v a upravme definiéni vztah energie (11.7)
nasledujicim zptisobem:

E(w) = %// |V (u+ v)* dz

Q
= E(u)—k/! Vu-Vodz + E(v).

Na prostredni ¢len aplikujeme prvni Greenovu identitu a vyuzijeme skutecnosti,
ze v = 0 na 00 (u i w spliuji stejnou okrajovou podminku) a Au = 0 v Q.
Odtud plyne rovnost [[[ Vu-Vudz =0 a tedy

Q

E(w) = E(u) + E(v).

Protoze zfejmé plati E(v) > 0, dostdvame E(w) > E(u) a Dirichletiv princip
je dokazan. [
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11.3.3 Jednoznacnost feSeni Dirichletovy tlohy

Pfimym disledkem principu maxima je jednoznac¢nost feseni Dirichletovy tlohy
pro Poissonovu rovnici. Ctenaie odkazujeme na vétu 10.8 a jeji ditkaz, ktery lze
pouzit v libovolné dimenzi. Zde si ukazeme jinou techniku dikazu zaloZenou na
tzv. energetické metodé spocivajici v aplikaci prvni Greenovy identity.
Uvazujme Dirichletovu tlohu Au = f v oblasti £, v = h na hranici 02
a dvojici feSeni u1, us. Oznacme jejich rozdil u = u; — ug. Funkce u je harmo-
nickou funkci v 2 s nulovymi hodnotami na hranici 9). Nyni pouzijeme prvni
Greenovu identitu (11.2) pro v = u. ProtoZe u je harmonicka funkce (tj. Au =0

v ), dostavame
//u%dS: ///\VuPd:c.
on
[2}9] Q

Jelikoz u = 0 na hranici 0€, leva strana je rovna nule. Odtud tedy plyne

//)|Vupdm::Q
Q

z ¢ehoZ vyplyva |Vu| = 0 v . To znamenad, ze funkce v musi byt v oblasti {2
konstantni. Protoze vSak zaroven nabyva nulovych hodnot na hranici 912, do-
stavame, ze u(x) =0 v Q a tedy uq(x) = ua(x) v .

Obdobnym zptsobem bychom dokazali, Zze feSeni Neumannovy ulohy je
uréeno jednoznacné az na konstantu (viz cviceni 1 v odstavci 11.7).

11.3.4 Nutna podminka fesitelnosti Neumannovy tulohy

Zvolime-li specidlné v = 1, dostava prvni Greenova identita podobu

i []2as = [[] suaa
o0 Q

Uvazujeme-li Neumannovu tlohu na oblasti 2

{Au:ﬂ@ v Q,

(11.9) 9u — h(z) na 0Q

a dosadime-li za % a Au do vztahu (11.8), ziskdme nutnou podminku Fesitel-

nosti tlohy (11.9) ve tvaru

(11.10) [[nas=[[] saa

o0 Q
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To znamenad, Ze pokud ma existovat feSeni Neumannovy ulohy, vstupni data
(funkce f a h) nemohou byt zcela libovoln4, ale musi spliiovat podminku (11.10).
Navic lze ukazat, Ze podminka (11.10) je zaroven podminkou postacujici k tomu,
aby tloha (11.9) méla FeSeni. Z hlediska FeSitelnosti tedy neni Neumannova
uloha korektni. Rovnéz z hlediska jednoznacnosti zde zaznamenavame neko-
rektnost (feSeni zistava FeSenim i po pfic¢teni libovolné konstanty). Piesto mé
Neumannova okrajova tloha rozumny smysl a v aplikacich se velice ¢asto vy-
skytuje.

11.4 Druha Greenova identita a véta o reprezentaci

Pouzijeme-li prvni Greenovu identitu pro dvojici funkci v a v a nasledné pro
dvojici v a u a obé rovnosti od sebe odec¢teme, dostaneme vztah

(11.11) /Q//(uAv —vAu)dx = 42/ <u% - v%) ds,

ktery je znam pod oznacenim druhd Greenova identita.

Dulezitym dusledkem druhé Greenovy identity je tzv. véta o reprezentaci,
kterd k&, Ze hodnotu harmonické funkce v libovolném vnitinim bodé oblasti €2
lze vyjadiit pouze pomoci jejich hodnot na hranici 0.

Véta 11.4 (Véta o reprezentaci). Necht xo € Q C R3. Pro kazdou harmo-
nickou funkci na oblasti Q0 a spojitou na Q plati

(11.12) u(xg) = ﬁ// {—u(a})(f% <’$ —12130\) + @ _1330’%(213) ds.
o0

Povsimnéte si, ze ve vztahu (11.12) se vyskytuje zdkladni radidlné symet-
rickd harmonické funkce r~! = | — xo| ™!, s kterou jsme se jiz setkali v pied-
chozich odstavcich této kapitoly, pouze posunuta o vektor xg.

Dikaz. Vztah (11.12) je speciadlnim piipadem druhé Greenovy identity pro

volbu
B -1
Arlx — x|

v(@)

Tato funkce je vSak neomezend v bodé x, proto nemuzeme druhou Greenovu
identitu pouzit na celé oblasti 2. Ozna¢me tedy (2. oblast Q \ B(xg,¢), kde
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B(xg,e) C Q je koule se stfedem v bodé x( a polomérem e. Tato oblast je jiz
pripustnda pro pouziti druhé Greenovy identity.

Pro jednoduchost posuiime bod xy do poc¢atku (opét pfipominédme invari-
antnost Laplaceova operatoru viuéi posunuti). Pak tedy v(x) = —1/(4nr), kde
r = x| = (2% + 32 + 22)'/2. Vyuzijeme-li skutecnosti, ze Au = Av = 0 na €,
dostavame po aplikaci druhé Greenovy identity rovnost

1 0 /1 oul
=/ [a— <> - a_} 15=0
0

Avsak hranice 0f). se sklada ze dvou ¢asti: z hranice ptivodni oblasti 92 a ze
sféry 0B(xo,c). Na této sféfe navic plati 9/0n = —39/0r. Predchozi plosny
integrél se tedy rozpadne na dvé ¢asti a miizeme psat

1 0 (1 oul
(11.13) I / / (“% (‘) ‘%) d5
o0
1 0 (1 oul
__E//<“E (‘) ‘%) ds.

Tato rovnost musi platit pro libovolné malé € > 0. Na sféfe |z| = r = ¢ mame

o (ry__t_ 1
or\r)  r2 g2

Pravou stranu vztahu (11.13) tedy miizeme pfepsat na tvar

1 1 ou _ Ou
—4W€2//udS+R//EdSZU+EE,

kde u znadi integralni prumér funkce u(x) na sféfe |x| = r = ¢ a du/0r predsta-
vuje integralni pramér hodnot du/dn na této sféte. Provedeme-li nyni limitni
prechod pro ¢ — 0, dostavame

_ ou ou B
u+€§ — u(0) 4+ 0 x E(O) = u(0)

(funkce u je spojitd a du/Or omezend). Odtud a ze vztahu (11.13) jiz snadno
ziskdme platnost vztahu (11.12). (Zdtvodnéte!) [ |

Poznamka 11.5. Stejnym postupem bychom ziskali odpovidajici formuli v li-
bovolné dimenzi. Dilezitou roli vzdy hraje prislusna zakladni radialné symet-
ricka harmonicks funkce, tj. v pfipadé N > 3 funkce r—V12 a v p¥ipadé N = 2
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funkce Inr (viz odstavec 6.3). Konkrétné ve dvou dimenzich mé reprezentacni
formule podobu

utan) = 5 [ (w3l — al) - 5 @) e~ o] ) ds,

o0

kde Au = 0 v rovinné oblasti 2 a xy € 2. Integrujeme zde podél kiivky 02
a ds znaci element délky oblouku této krivky.

11.5 Greenova funkce okrajové tulohy

Hlavni nevyhodou véty o reprezentaci je skutecnost, Ze vztah (11.12) obsa-
huje hrani¢ni hodnoty jak samotné funkce u, tak derivace ?TZ' Avsak pri feSeni
standardnich okrajovych tiloh méame obvykle zadédny bud Dirichletovy okrajové
podminky, nebo Neumannovy okrajové podminky, nikoli oboje soucasné! Véta
o reprezentaci se opird o dvé vlastnosti funkce v(x) = —1/(47|x — xg|): jde
o funkci harmonickou mimo bod x( a singularita v tomto bodé ma ,vhodny“
tvar. Nasim cilem je modifikovat tuto funkci tak, aby jeden Clen v predpisu
(11.12) vymizel. Takto modifikovanou funkci budeme nazyvat Greenovou funkct

prislusnou oblasti €.

Definice 11.6. Greenova funkce G(x,x) ptislusnd Laplaceovu operatoru, ho-
mogenni Dirichletové okrajové podmince, oblasti {2 a bodu xy € 2 je funkce
definovana nésledujicimi vlastnostmi:

(i) G(x,x9) mé spojité druhé parcidlni derivace vzhledem k z a
AG = 0v Qs vyjimkou bodu « = @ (Laplacetiv operator je zde uvazovan
vzhledem k x, zatimco x( hraje roli parametru).

(ii) G(x,xp) =0 pro x € .

(iii) Funkce G(x,xo) + 1/(4m|x — xo|) je koneéna v bodé x(, ma spojité par-
cialni derivace druhého fadu v celé oblasti € a je harmonicka.

Lze dokazat, ze Greenova funkce existuje a je urena jednozna¢né (dikaz
jednoznacnosti je zalozen na principu maxima, resp. na vété o jednoznacné
fesitelnosti Dirichletovy tlohy, a jeho detailni provedeni nechédvame na ¢tenaii —
viz cviceni 2 v odstavci 11.7). Obvykle budeme Greenovu funkei znacit G(x, xo),
abychom zdtraznili jeji zavislost na bodu xg.
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Véta 11.7. Je-li G(x,xo) Greenova funkce, pak teSeni Dirichletovy ulohy pro
Laplaceovu rovnici muzZeme vyjadrit ve tvaru

(11.14) (o) // aG (@ “30) ds.

Dikaz. Z véty o reprezentaci vime, ze

(11.15) u(g) //( ov _ 8—“1)) ds,

kde opét v(x) = —(47|x — zo|)~!. Nyni definujme H(z) = G(x,x0) — v(z).
Podle vlastnosti (iii) z definice 11.6 je funkce H () harmonicka na celé oblasti €2.
Miuzeme tedy pouzit druhou Greenovu identitu na dvojici u(x), H(x):

(11.16) 0://( 885 gz >dS
0N

Sec¢teme-li (11.15) a (11.16), dostavame
Z?G 8u

Navic podle vlastnosti (ii) Greenovy funkce je G = 0 na hranici 992. Odtud
tedy jiz pfimo plyne dokazovany vztah (11.14).
[

Poznamka 11.8. Greenova funkce je symetrickd, tj.
G(mv wO) = G($0,$) pro x 75 Zo-

V elektrostatice predstavuje G(x,xq) elektricky potencidl uvnit¥ uzavieného
vodivého povrchu S = 02 vyvolany ndbojem umisténym v bodé xg. Symetrie
Greenovy funkce je pak znama jako princip reciprocity, podle kterého zdroj
umistény v bodé xg vyvola v bodé x tentyz efekt, jaky by vyvolal zdroj umistény
v bodé x v bodé xy.

Greenovu funkci mizeme vyuzit i k feSeni Poissonovy rovnice.
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Véta 11.9. Dirichletova okrajovd uloha pro Poissonovu rovnici

Au=f v Q,
(11.17) { u =h na of

md jednoznacné reseni dané€ predpisem

(11.18) u(zxo) // dS+ ///f (x, o)

pro libovolng bod x( € ().

Snadno lze ovéfit, ze u = u(x) dané vztahem (11.18) skuteéné fesi ulohu
(11.17) — viz cviceni 3 v odstavci 11.7. Otazce jednoznac¢nosti FeSeni jsme se
vénovali jiz v odstavei 11.3.

Nedostatkem vztaht (11.14) a (11.18) je nezbytna znalost explicitniho vyja-
dfeni Greenovy funkce. To je vSak mozné nalézt pouze na oblastech se specialni
geometrii. Dva takové pripady si ukazeme v nasledujicich odstavcich.

11.6 Dirichletova tloha na poloprostoru a na kouli

Poloprostor a koule v R? patii mezi oblasti, na kterjch je mozné nalézt expli-
citné Greenovu funkci a tedy i feSeni odpovidajici Dirichletovy tlohy. V obou
pripadech pouZijeme tzv. metodu zrcadleni (odrazu).

11.6.1 Dirichletova tiloha na poloprostoru

Ackoli je poloprostor neomezenou oblasti, vSechna vyse uvedend tvrzeni véetné
pojmu Greenovy funkce zustavaji v platnosti, pokud pfipojime ,,okrajovou pod-
minku v nekone¢nu“, kterou rozumime, ze funkce a jejich derivace jdou k nule
pro |x| — oc.

Soufadnice bodu & ozna¢me standardné (z, y, z). Poloprostor 2 = {x, z > 0}
je tedy oblast lezici ,nad“ rovinou zy. Kazdému bodu « = (z,y,2) € Q odpo-
vida jeho zrcadlovy obraz x* = (x,y,—z), ktery ziejmé v  nelezi (viz obré-
zek 11.2).

Jiz vime, ze funkce 1/(4w|x — xo|) spliiuje podminky (i) a (iii) kladené na
Greenovu funkci. Pokusime se ji tedy pozménit takovym zptsobem, abychom
zajistili 1 platnost podminky (ii).
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rovina xy

Obrazek 11.2: Poloprostor a metoda zrcadlent.

Tvrdime, ze Greenova funkce pro poloprostor 2 ma podobu

1 n 1
Il —xo|  Amle —xf|

(11.19) G(z,xo) =

Pfepsano v souradnicich

1 _
Gla,zo) = — I —20)"+ (v = 90)” + (2 — 20)°] /2
1 _
+E[(9ﬁ —20)” + (y—y0)* + (2 + 20)°] /%
Povsimnéte si, Ze oba ¢leny se lisi pouze slozkou (z+z). Ovéfme, ze funkce defi-
novand vztahem (11.19) ma vlastnosti Greenovy funkce uvedené v definici 11.6.

(i) Zfejmé G je konefné a diferencovatelna s vyjimkou bodu xy. Rovnéz
AG =0.

(ii) Necht & € 09, tj. z = 0. Z obrazku 11.3 je patrné, ze |z — xo| = |x — x{|.
Odtud tedy G(zx,x¢) = 0 na 9f.

(iii) Protoze bod x§ lezi mimo oblast 2, nema funkce —1/(4w|x—xf|) v oblasti
zadné singularity. Funkce G mé tedy jedinou singularitu v bodé xg a ta
odpovida pozadavkim kladenym na Greenovu funkci.

Tim jsme dokézali, Zze predpis (11.19) ur¢uje Greenovu funkci pfislusnou
poloprostoru €. Nyni ji miZeme pouzit k nalezeni feSeni Dirichletovy tlohy
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Zo
r — X

rovina xy

Obrazek 11.3: Ovérent vlastnosti (ii) Greenovy funkce.

Au=0 proz>0,

(11.20) u(z,y,0) = h(z,y).

Vyuzijeme formuli (11.14). Pov§imnéte si, ze dG/On = —IG/0z|,—9, pro-
toze vnéjsi norméla n mifi ,,dola“ (ven z oblasti). Déle

oG 1 ( z+ 2 Z— 29 > 1 20

T \Jz—xpf e —woP) 27z — aoP

9z Ar

pro z = 0. Odtud jiz dosazenim ziskdme feSeni tlohy (11.20) ve tvaru

20

(oo, o) = 2 [ [ (@ = a0 + (- o) + A i,y dody

—00 —O0

neboli ve vektorovém zapisu

(11.21) u(zo) = %//%ds.
0N

Poznamka 11.10. Obdobnym zptisobem muZzeme postupovat v libovolné di-
menzi. Podivejme se konkrétné na tentyz problém ve dvojrozmérném pripadé,
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tj. uvazujme Laplaceovu rovnici v ,horni poloroviné*:

Ugg + Uyy = 0, zeR, y>0,

(11.22) u(z,0) = h(z), xR

Prislusnad Greenova funkce ma tvar

1 1 .
G(x,xp) = %ln|:1: — x| — %lnkﬂ — x|,

kde z = (z,y) a |z — zo| = /(z — 20)%2 + (y — yo)?. Reseni Dirichletovy tlohy
(11.22) je pak déno predpisem

w [ ) w [ h)
=0 Y =2 gy
u(z0, Yo) . / |l — |2 - (z —20)? + v ’

—00

Povsimnéme si, ze tloha (11.22) byla se stejnym vysledkem feSena jiz v kapi-
tole 9, tenkrat jsme ovSem k nalezeni feseni pouzili Fourierovu transformaci
(viz poznamka 9.12).

11.6.2 Dirichletova tiloha na kouli

Dalsi oblasti, na které je mozné fesit Dirichletovu tlohu pomoci explicitné nale-
zené Greenovy funkce, je koule 2 = {|x| < a} s polomérem a. I nyni pouzijeme
metodu zrcadleni, tentokrat vSak vzhledem ke sféfe {|x| = a}, kterd je hranici
00 (viz obrazek 11.4). Metoda se v tomto pfipadé nazyva sférickou inverzi.

Obrazek 11.4: Koule Q a sférickd inverze.

Uvazujme pevny bod xo € Q. OdraZeny (zrcadleny) bod x§ je uréen nésle-
dujicimi vlastnostmi:
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(i) « lezi na piimce prochazejici body 0 a xo,
(ii) jeho vzdalenost od pocatku je dana vztahem |xo||zf| = a?.

To znamena, ze
2

o — a~xo
O Jaof?
Necht @ je libovolny bod a oznaéme p(x) = |z — xo| a p*(x) = | — zf|.

Pak je pro g # 0 Greenova funkce na kouli 2 dana predpisem

1 n a 1
Amp ol dmp*

(11.23) Glz, o) = —

Toto tvrzeni ovéfime provéfenim vlastnosti (i), (ii) a (iii) z definice 11.6. Pfipad
xy = 0 prozkouméame zv1ast.

Predevsim jedinou singularitou funkce G je bod ® = =g, protoze x lezi
mimo oblast 2. Funkce 1/p a 1/p* jsou obé harmonické v 2 kromé bodu x.
Podminky (i) a (iii) jsou tedy splnény.

K ovéfeni podminky (ii) ukdzeme, Ze p* je tmérné p pro vsechna x lezici na
sféfe || = a. Ze shodnosti trojuhelnikii na obréazku 11.5 plyne
70

a
—T— —x

= |z — x|,
a To

(11.24)

kde 79 = |@¢|. Pro levou stranu rovnice (11.24) plati

7o
a

xr— —=xo
2
To

a

Odtud tedy dostavame

T0 & o«
—p" =p pro vsechna || = a.
a

To véak/znamﬁné, ze funkce G(x, () = —ﬁp + %ﬁ je na sféte || = a nulova
a podminka (ii) je splnéna.
Formuli (11.23) mtzeme pfepsat do tvaru

1 1

drlx — x + 4| — Lol

(11.25) G(z,xzy) =

V piipadé xy = 0 méa Greenova funkce podobu

1 1

(11.26) G(x,0) = “Tlal T e
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Obrézek 11.5: Shodné trojuhelniky a iumérnost p a p*.

Ovéfeni nechavame na ¢tenari (viz cviceni 4 v odstavcei 11.7).

Nyni vyuzijeme znalosti Greenovy funkce k nalezeni feSeni Dirichletovy
okrajové ulohy pro Laplaceovu rovnici na kouli

Au=0  pro|z| < a,

(11.27) u =h pro || = a.

Z véty 11.1 (o pruméru) jiz vime, ze u(0) je prumérem hodnot funkce h(x)
na sfére 0). Uvazujme tedy pouze pfipad xy # 0. Abychom mohli pouzit
predpis (11.14) z véty 11.4 (o reprezentaci), musime uréit 0G/dn na |x| = a.
Vyjdeme ze vztahu p? = |x — xg|2. Po jeho zderivovéni podle x dostavame
2pVp = 2(x — o). Tedy Vp = (z — =0)/p a V(p*) = (x — z()/p*. Nyni
vypoéteme gradient funkce G ze vztahu (11.23):

1 a 1
V6 = (it i)

xr — xg a x—x
11.28 = — .
(11.28) Arp3  zo| 4mp*?
Piipomindme, ze = = (a/ro)?xo. V piipadé |x| = a jsme vyse ukazali, Ze

p* = (a/ro)p. Dosadime-li tyto vyrazy do vyjadfeni (11.28), dostavame

1 To 2
VG:W [3’3—%0—(;) m+m0}
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na sfére 02 a tedy

0G «x _a?—rd
om  a drapd

Nyni jiz dosazenim do vzorce (11.14) z véty 11.4 (o reprezentaci) ziskdme FeSeni
tlohy (11.27) ve tvaru

CL2— T 2 X
(11.29) u(my) = 47T|a°| // |mh_( m)o|3 ds.

|z|=a

Jedn4 se vlastné o trojrozmérnou verzi Poissonovy formule. Casto se miizeme
setkat s prepisem vzorce (11.29) do sférickych soutradnic:

2w
a(a® —rd) h(8, ¢) :
0 = gdod
U(TO, 0 ¢0) 47T // (CL2 4 Tg o 2@7'0 CoS 1/})3/2 S ¢7
0 0

kde v znaci thel mezi ,vektory“ ¢ a x.

Poznamka 11.11. Stejnym zptisobem mtZzeme postupovat ve dvoudimenzio-
nalnim ptipadé. Uvazujme tlohu

Uz + Uyy = 0, :E2—|—y2 <a2,

2

(11.30) u(z,y) = hz,y), 2*+y*=d

Odpovidajici Greenova funkce ma podobu

1
G(x,xo) = ilmp— —In < a4 p*> .

27 27 m

Pfislusné feseni Dirichletovy tlohy (11.30) je pak

a® — |xzo|? T
u(xg) = ol / | i) ds

27a x—xo|?

|z|=a

coz presné odpovida Poissonové formuli (8.17) odvozené v kapitole 6 zcela od-
lisnym zptsobem.
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11.7 Cvicdeni

V nésledujicich cvi¢enich znadi r = /22 + y? + 22 jednu ze sférickych soufadnic
zavedenych v odstavci 11.1.

1.

10.

Dokazte, ze feSeni Neumannovy tlohy pro Poissonovu rovnici je v oblasti
Q) urceno jednoznacné az na konstantu.

Dokazte, ze Greenova funkce pfislusnd Laplaceovu operatoru, oblasti 2
a bodu xg € (1 je uréena jednoznacné.

Dokazte vztah (11.18).
Ovéite vzorec (11.26) pro G(x,0).
Uvazujte Dirichletovu tlohu

Au = Au, v,
u =0, na 0.

Vynésobte rovnici funkci u a integrujte ji pres oblast ). Pomoci prvni
Greenovy identity dokazte, ze netrividlni feseni u = u(z,y, z) miZe exis-
tovat pouze pro zaporné hodnoty A.

Naleznéte radidlné symetrickd feSeni rovnice g, + tyy + u., = k?u, kde
k je kladna konstanta. Pouzijte substituci v = u/r.

[’LL(,CC, Y, Z) = %(Aek'r + Be*kr)]

Reste rovnici uy, + Uyy + Uz> = 0 ve skofepiné {0 < a < r < b} s okrajo-
vymi podminkami v = A pror =a au = B pror = b, kde A a B jsou
konstanty. Hledejte radialné symetrické reSeni.

[u(z,y,2) = B+ (A—B)( - 1)=1(L - 1]

Reste rovnici gy + uyy + Uz, = 1 ve skofepiné {a < r < b} s podminkou

u = 0 na vnéjsi 1 vnitini hranici.
[u(z,y,2) = §(% = a?) = gaba + b)(5 = 7)]

Reste rovnici tyy + uyy + Uz, = 1 ve skofepiné {a < r < b} s podminkami
u =0 pror =aa du/Or = 0 pro r = b. Pak uvazujte limitni pfechod
a — 0 a vysledek zdtvodnéte.

Ukazte, Ze homogenni Newtonova tloha

Ou

Au =0 Q
u v Q, 7

+au =0 mna 0,
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

kde Q je oblast v R? a a je kladné konstanta, méa pouze trividlni FeSeni
u = 0. Vyuzijte tento vysledek k dikazu jednoznacnosti okrajové tlohy

Au=f v Q, 8—u—l—au:g na 0.
on

Necht ¢(z) je libovolna C?-funkce definovand na R? a nulova vné n&jaké

koule. Ukazte, ze
1 1
#(0) = e /// HA(M&:) dx.

Zde integrujeme pres oblast, kde je funkce ¢(x) nenulova.

Naleznéte Greenovu funkci na polokouli 2 = {22 + 4% + 2% < a2, z > 0}.
Uvazujte TeSeni na celé kouli a pouzijte metodu zrcadleni podobné jako
v odstavci 11.6.

[Vysledek je souétem ¢tyf ¢lent obsahujicich vzdalenosti bodu « od bodu xg, xf,
:1370‘3E a 1138#, kde * znaéi zrcadleni vzhledem ke sféie a # znaéi zrcadleni vzhledem

k roviné z = 0.]

Naleznéte Greenovu funkci na osminé koule Q = {22 +y? + 2% < a2, z >
0, y>0, z>0}.

Stejnym zptsobem, jakym jsme na oblasti 2 definovali Greenovu funkci,
mizeme definovat tzv. Neumannovu funkci N(x,xo) pouze s tim rozdi-
lem, ze vlastnost (ii) nahradime Neumannovou okrajovou podminkou

a—N:0 pro & € 0f).
on

Vyslovte a dokazte analogii véty 11.7 o vyjadfeni feSseni Neumannovy
ulohy pomoci Neumannovy funkce.

Reste Neumannovu tlohu na poloprostoru:

Au=0 proz>0,
%(m,y,O) = h(z,y), wu omezené v nekoneénu.

Uvazujte tlohu pro funkci v = du/0z.

(u(eyp,2) = C+ [ bl =€) ny? +€9)dg

Uvazujte ¢tyirozmérny Laplacetiv operdtor Au = gy + Uyy + Uzz + Uw-
Ukazte, Ze jeho fundamentalnim symetrickym FeSenim je funkce r—3/2,
kde r? = 22 + y? + 22 + w?.
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17.

18.

19.

Dokazte vektorovou obdobu druhé Greenovy identity

///(u-rotrotv—'v-rotrot u)dw://(uxrot'v—vxrot u) -ndS,
Q oN

kde u(x), v(x) jsou hladké vektorové funkee, 2 je oblast s hladkou hranici,
n je vektor vnéjsi normély k hranici 02 a u x v znaci vektorovy soucin
vektor u a v.

Dokazte prvni Greenovu identitu pro biharmonicky operator A2:

///vAzud:c—// AuAvdw—//Au—dS—i—//v— (Au)d

Zde A%u = A(Au) = Uppps + Uyyyy + Uzzzz + 2Upgyy + 2Uyyzz + 2Upgzs.

Funkce u, ktera vyhovuje rovnici A%u = 0, se nazyva biharmonicka. Do-
kazte Dirichlettiv princip pro biharmonické funkce:

»Mezi vSemi funkcemi v, které spliuji okrajové podminky

we) =gle), (@) =h@), @ econ

kde g(x), h(x) € C(09), dosahuje nejnizsi energie

= %/!/mm?dm

prévé biharmonické funkce.“



Kapitola Difuzni rovnice
ve vyssSich dimenzich

V predchozich kapitolach jsme uvazovali pouze jednorozmérné modely evolu-
¢nich rovnic. Vétsina fyzikalnich jevi a déju se vSak odehrava v roviné nebo
v prostoru. Proto se nyni podivame na difuzni rovnici (resp. rovnici vedeni
tepla) ve vyssich dimenzich, tj. na rovnici

(12.1) u — kAu = f,

kde Au = uyy + uyy v piipadé dvojrozmérného modelu, respektive Au = g, +
Uyy + U, v piipadé trojrozmérného modelu.

12.1 Pocdateéni uloha v R?

12.1.1 Homogenni uloha

Uvazujme pocatecni tlohu

w=kAu, xcR3 t>0,

(12:2) u(zx,0) = o(x).

Jako obvykle zna¢ime x = (z,y, z) € R3.
Jak jiz vime z jednorozmérného pfipadu (viz kapitola 5), FeSeni pocatecni
ulohy pro difuzni rovnici na R mizeme vyjadfit v integralnim tvaru

u(w,t) = /G(x —y,t)p(y) dy,

213
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kde ¢ je dané pocateéni podminka a G je tzv. fundamentdalni TesSeni (nebo téz
difuzni jadro)
G(x,t) = ! e_%:t
oVt
Nyni si ukdzeme, Ze tentyz vztah plati i ve vyssich dimenzich.

Zafneme s nasledujicim pozorovanim. Necht wuj(x,t), ua(y,t), us(z,t) jsou
feSeni jednorozmérné difuzni rovnice. Pak u(x,y, z,t) = uy(z, t)us(y, t)us(z,1t)
fesi difuzni rovnici v R3. Doporucujeme &tenafi ovéfit toto tvrzeni p¥imym
dosazenim. To znamend, ze rovnéz funkce

Gs(xz,t) = G(z,t)G(y,t)G(z,t)
1

= 7e_ﬁ(x2+y2+22) = 7e_@‘w‘2

8\/(nkt)3 8y/(wkt)?

fesi difuzni rovnici uy — kAu = 0 v R3. Jelikoz plati

// Gs(zx,t)de =1
R3

(Gtenaf si laskavé ovéfi pomoci Fubiniho véty), mizeme funkci G5 nazvat opét
fundamentdinim teSenim (nebo difuznim jadrem).

Nasim cilem je ukézat, Zze feSeni pocatecni ulohy (12.2) lze opét zapsat ve
tvaru konvoluce fundamentélniho feSeni G3(x,t) a pocateéni podminky ¢(x),
tj. ve tvaru

(12.3) u(z, 1) = / / Gz — y.)p(y) dy.
]R3

Zde y = (§,n,0) € R?.
Pro zacatek uvazujme specidlni pocatecéni podminku se separovanymi pro-
ménnymi

V tomto pfipadé mame

u(x,t) = // Gs(x —y,1)¢p(y) dy
R

- / Glx — £)p(e) de / Gy — ny(n) dn / Gz — 6)C(6) db

= u(z,t)ua(y,t) us(z,t),
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kde uq, ug, ug jsou feseni jednorozmérné difuzni rovnice. Tedy u(x,t) musi fesit
trojrozmérnou difuzni rovnici. Navic plati

t1—1>I(]Ja+ u@,t) = t1—1>I(]Ja+ w (1) t1—1>%1+ uz(y:t) t1—1>I(]Ja+ us(2,1)

= ¢(2)Y(y)((2) = »(z)

a pocatecni podminka se separovanymi proménnymi je rovnéz splnéna. Diky li-
nearité rovnice plati stejny vysledek pro libovolnou kone¢nou linedrni kombinaci
funkci se separovanymi proménnymi:

(12.4) o(x) = crdr(@)n(y)C(2).
=1

Lze ukézat, Ze libovolnou spojitou a omezenou funkci v R? 1ze na omezengch ob-
lastech stejnomérné aproximovat funkcemi typu (12.4). Tato skute¢nost plyne
z vlastnosti Bernsteinovych polynomt, které presahuji ramec tohoto textu.
Nicméné odtud plyne nésledujici existenéni vysledek (viz napt. [20]).

Véta 12.1. Necht o(x) je spojitd a omezend funkce na R3. Pak eristuje feseni
pocatecni ulohy (12.2) dané predpisem

u(x,t) = // Gs(x —y,t)e(y) dy
R

a plati
Jim u(a,t) = ole)

stejnomérné na omezengjch oblastech v R3.

Poznamka 12.2. Tentyz vysledek plati v libovolné dimenzi. Obecné N-rozmérné
(N > 1) fundamentélni feSeni méa podobu

I .
2N/ (mkt)N

GN(w, t) =

kde x = (z1,x2,...,2N), x| = \/JE% + a3 + -+ + 2%, a FeSeni pocatecni ulohy

pro homogenni difuzni rovnici na RY je dano formuli

ul(, 1) = / G (x -y, t)ply) dy.
RN
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12.1.2 Nehomogenni uloha

Stejnym postupem, jaky jsme pouZili v odstavci 5.2, muZzeme vyftesit difuzni
rovnici v prostoru R? s vnéjsimi zdroji:

w—kAu=f xR t>0,

(12.5) u(x,0) = p(x).

Jeji feseni je dano vztahem

u(@, t) = / [[ Gate —vtreway + / / / G —y,t — 5)(y, 5) dy ds.
R3 0 R3

Odvozeni a ovéfeni tohoto vztahu nechavame na ¢tenéri.

12.2 Difuze na omezenych oblastech, Fourierova me-
toda

V této kapitole se zaméfime na difuzni rovnici na omezenych oblastech a na jeji
feSeni. Budeme tedy obecné uvazovat pocateéné-okrajovou tlohu

ut(x,t) = kAu(x,t), e, t>0,
u(x,t) = hi(x,t), x eIy,
%(mvt) :hQ(m7t)7 mGFQ,
%(az,t) + au(w7t) = hg(il?,t), T c F37
u(.’n,O) = gp(a:),

kde € je oblast v RN, ¢, h;, i = 1,2,3 jsou dané funkce, a je konstanta a I'; U
'y UT'3 = 99. Z fyzikalniho hlediska takova tloha popisuje napf. vedeni tepla
v télese, které vypliiuje oblast €2 a jeho pocéatecni teplota je dana funkci p(x).
Na hranici I'; udrzujeme teplotu na hodnoté hq(x,t), na hranici I'y uvazujeme
tepelny tok predepsany funkci ho(x,t) a na tfetim tseku hranice I's dochazi
k tepelné viméné s okolnim prostiedim popsanym koeficientem vymény tepla a
a funkci hg(x,t). Obvykle byva hs = aTp, kde Tj je teplota okolniho prostiedi.

Stejna tloha popisuje rovnéz difuzni proces plynu v oblasti 2. Funkce ¢(x)
pak predstavuje pocateéni koncentraci plynu. Dirichletova okrajova podminka
na hranici I'y popisuje udrzovanou hodnotu koncentrace, Neumannova okra-
jova podminka na I'y urc¢uje tok plynu pfes hranici a Newtonova okrajova pod-
minka na I's popisuje jistou rovnovahu koncentrace plynu a jeho toku pfres tieti
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segment hranice. V konkrétnich ptipadech mohou byt nékteré tseky hranice
prazdné.

Jednim ze zpusobt jak fesit pocatecné-okrajové tlohy tohoto typu je apli-
kace Fourierovy metody. Jeji pouziti si ukdzeme na jednodussim piikladé. Na-
sledujici vyklad je pouze informativni a nékterd uvedena fakta by vyzadovala
hlubsi diskusi. Pro lepsi pochopeni zakladni myslenky metody zde pfedvedeme
pouze formalni vypocty.

12.2.1 Fourierova metoda

Resme difuzni rovnici u; = kAu na omezené oblasti 2 s homogenni Dirichle-
tovou, Neumannovou a Newtonovou okrajovou podminkou na hranici 02 a se
standardni pocateéni podminkou. Myslenka Fourierovy metody je stejnéd jako
v pripadé jedné prostorové dimenze. Nejprve predpokladame FeSeni v separova-
ném tvaru

u(x,t) = V(x)T(t),
coz po dosazeni do rovnice vede na rovnost

') _AV(@) _
KT~ V(x) ’

kde A je konstanta. Tim ziskame wlohu na vlastni ¢isla pro Laplacetuv operator
(12.6) —AV =XV v Q

s obecnymi homogennimi okrajovymi podminkami

(12.7) V=0 na Iy,
ov
(128) % =0 na FQ,
v
(12.9) g—n +aV =0 na I3

Lze ukazat, Ze existuje nekonecna posloupnost nezapornych vlastnich ¢isel \,;:
Ap — 00 Pro n — 0o,

pro néz ma okrajova uloha (12.6)—(12.9) netrividlni feSeni. Pfislusné vlastni
funkce V,,(x) tvofi — stejné jako v ptipadé Sturmovy-Liouvilleovy tlohy (viz
priloha A) — Gplny ortogonélni systém. Nalézt konkrétni hodnoty A, vSak mutize
byt velice obtizné.

Vratime-li se k obycejné diferencialni rovnici v ¢asové proménné

T'(t) + kN (t) =0,
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dostaneme systém c¢asové zavislych funkci
T, (t) = Ape Pt
7 téchto dilc¢ich vysledkil ziskdme feseni ve tvaru
o
(12.10) u(z,t) = ZAne_k)‘"tVn(w).
n=1

To bude vyhovovat zadané poc¢ate¢ni podmince, pokud ji bude mozné rozvinou
do Fourierovy fady

p(x) = Z An V()
n=1

podle systému {V,,}72 . VyuZijeme-li ortogonality vlastnich funkci V,(x), zis-
kame pfedpis pro koeficienty A,:

[ p(x)V,(z)de
Q

A, =
J V2 (x)dx
Q

(JelikoZ € je obecné oblast v RV, jsou vyse uvedené integraly rovnéz N-rozmérné!)
Predchozi kroky si ukdzeme na nasledujicim konkrétnim piikladeé.

Priklad 12.3. Urceme rozlozeni teploty v obdélniku = (0,a) x (0,b), jehoz
hranice je udrzovana na nulové teploté a pocatecni rozlozeni je dano funkci
o(z,y). Resime tedy poc¢ateéné-okrajovou tilohu

ur = k(ugz + uyy), (x,9) € (0,a) x (0,b), t >0,
(12.11) u(0,y,t) = u(a,y,t) = u(x,0,t) = u(z,b, t) =0,
u(z,y,0) = ¢(z,y).

Nejprve opét odseparujeme ¢asovou a prostorové proménné:
u(z,y,t) = V(x,y)T(t)
a ziskdme systém rovnic

T/(t) _ Vo (2,y) + Vyy($ay)

0 Vi

kde A je konstanta, neboli

T +EXT =0, Vip+Vyy+AV =0.
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Nyni se detailnéji zamérime na prostorovou ulohu. Protoze se jednd o linearni
stacionarni parcidlni diferencidlni rovnici na obdélniku, miZeme znovu pouzit
separaci proménnych. Prislusné reseni tedy hledame ve tvaru

Vi(z,y) = X(2)Y ().
Po dosazeni dostavame
X"Y + XYY"+ AXY =0

a po vydéleni ¢lenem XY

X'x) _ _Y'(y)

X))~ Y

Jelikoz leva strana zévisi pouze na proménné x a prava strana zavisi pouze na
proménné y, musi byt obé strany rovnosti rovny konstanté. Oznac¢me ji napf.
—u. Tim jsme ziskali dvé obycejné diferencialni rovnice

X'"+puX =0, Y'+vYy =0,

kde v = A — . Abychom vyhovéli homogennim okrajovym podminkam z Glohy
(12.11), musi funkce X a Y spliiovat podminky

Zacneme-li s tlohou v proménné z, dostaneme

n nm
W, Xn(x):sin%, n € N.

M = o2

Obdobné dostavame pro tlohu v proménné y reSeni

mb;’ Ym(w):sin?, m € N.

Vlastni ¢isla nami uvazovaného Laplaceova operatoru tedy tvori posloupnost

VUm =

n’n?  m2r?

Amn:ﬂn"i'ym:? 7, m,n € N,

a prislusné vlastni funkce

. nmwr . mmy
an(:n,y) :Xn(:E)Ym(y) :SIDTSIHTv m,nGN,

tvori ortogonélni systém na obdélniku (0,a) x (0,b). (Povsimnéte si dvojitého

indexu!) Lze ukdzat, Ze tento systém je tuplny a tedy A, popisuje mnoZinu
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vSech vlastnich ¢isel Laplaceova operatoru na mnoziné (0, a) x (0,b) s homogen-
nimi Dirichletovymi okrajovymi podminkami. Nyni se mizeme vratit k c¢asové
rovnici T + kAT = 0, jejiz feSeni maji tvar

Ton = Amne_k)‘m”t.

Reseni pivodni dvojrozmérné difuzni rovnice lze tedy zapsat néasledujicim zpt-
sobem

o o
_ . nwx . mmny
12.12 u(z,y,t) = AppneFAmnt gin 227 gin ——2
(12.12) (2,0, = 5> A, " sin ™
m=1n=1
Funkce v tomto tvaru jiz automaticky splnuji homogenni Dirichletovy okrajové
podminky. Dosud nevyuzitou informaci ztistavd podminka pocatecni. Lze Fici,
zZe pro libovolnou pocéate¢ni podminku, ktera je rozvinutelna ve Fourierovu fadu

. nTT . mmny
12.13 = A sin —— sin ——,
( ) e(z,y) Z Z sin . sin 2

je feseni ulohy (12.11) déno pfedpisem (12.12). Vyuzijeme-li ortogonalitu vlast-
nich funkci, snadno ziskdme konstanty A,,,:

ab
ff SD(Zan)an(lE,y) dyda:
Amn - 00

ab
[[V2,(z,y)dydz
00

O

Na obrézku 12.1 je zobrazeno feSeni ulohy (12.11) s konstantni pocateéni
podminkou ¢(x) = 100 a se vstupnimi daty a = 1, b = 1, £ = 1. Prvni graf
odpovida aproximované pocateéni podmince, dalsi tii grafy ilustruji aproximo-
vana feseni v ¢asech t = 0.01, t = 0.04 a t = 0.09. Pouzili jsme vztahy (12.12)
a (12.13) s ¢asteénymi soucty do hodnot m = 15, n = 15.

Stejnym postupem bychom fFeSili téz ulohy s jinymi typy okrajovych pod-
minek a rovnéz tlohy ve vyssich dimenzich.
Piiklad 12.4. Resme poéateéné-okrajovou tilohu pro difuzni rovnici u; = kAu

vkrychi Q = {0 <z < 7w 0<y<m 0< z < «}. Tentokrat uvazujme
homogenni Neumannovy okrajové podminky

ux(07 y7 27 t) = ux(ﬂ7 y? Z? t)
uy(z,0,2,t) = uy(x,, z,t)

uz(r,y,0,t) = u.(x,y,,1)

0,
0,
0,
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u ‘\ t=0 y t =0.01
| ooeOEil, b :
| WTARIEES, ™ ‘||||| Ui

t=0.04

Obréazek 12.1: Grafické zndzornéni feseni pocdtecné-okrajové ulohy (12.11)
s konstantni pocdatecni podminkou na casovych hladindch t = 0, 0.01, 0.04, 0.09.

a pocatecni podminku
u(x7 y7 Z? 0) = (‘0(.7:7 y7 Z)'

Postupujeme stejnym zptisobem jako v predchozim piikladu. Nejprve odse-
parujeme Casovou a prostorové proménné a dostavame

T +kXNT =0, Vyp+Vyy+ Ve +AV =0.

Dale pouzijeme metodu separace proménnych i na prostorovou tlohu. Ziskdme
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tak t¥i obycejné diferencialni rovnice

X"+uX = 0,
Y40y = 0,
7" +nZ = 0,

kde A = pu + v + 7. Pfipojime okrajové podminky X'(0) = X'(7) = Y'(0) =
Y'(m) = Z'(0) = Z'(w) = 0 a nalezneme netrividlni feSeni pfislusnych okrajo-
vych tuloh:

fn =12, vm=m?% m =102 1mmneNU{0}

Xy (x) =cosnx, Yn(y)=cosmy, Z(z)=coslz, I,m,neNU{0}.

Tim jsme ziskali posloupnost vlastnich ¢isel Laplaceova operatoru v krychli
Q={0<z<m0<y<m0<z< 7} s homogennimi Neumannovymi
okrajovymi podminkami, tj.

/\lmn:m2+n2+l27 m,n,lGNU{O},
a prislusny systém vlastnich funkci
Vimn = cosnx cosmy coslz, m,n,l € NU{0}.

Povsimnéte si, ze v tomto pfipadé ma tloha i nulové vlastni ¢islo s konstantni
vlastni funkci.

Nyni pokracujeme vyfesenim casové tlohy. Stejné jako v predchozich ptipa-
dech dostavame

Timn(t) = Bimne "t pro (m,n,1) # (0,0,0)

Tooo(t) = Booo-
Nyni jiz mizeme sestavit pozadované feseni ve tvaru fady

oo 0 o0

u(z,y, z,t) = g E E Bimne FNimnt cosna cos my coslz,
=0 m=0n=0

kde koeficienty By, ziskame rozvinutim pocateéni podminky

o o
o(x,y,2) = Z ZBlmn cos nx cosmy coslz.
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Tedy

23 mT T T
(12.14) Bimn = =5 ///go(:n,y,z) cosnx cosmy coslzdrdydz
000

3

pro n,m,l > 0; v pfipadé hodnot By, Bion & Bimo pouZijeme vztah (12.14)
vynasobeny jednou polovinou, v pripadé Byon, Bomo, Bigo jednou ¢tvrtinou
a v pripadé Bgyg jednou osminou.

O

Jak jsme pravé vidéli, geometrie (konkrétné pravothlost) oblasti 2 je jednim
z klicovych prvki, které rozhoduji o tom, zda jsme schopni ziskat vlastni ¢isla
a prislusné vlastni funkce uvazovanych problému. Z predchozich ¢ésti jiz vime,
Ze dalsimi oblastmi, které dovoluji pouzit Fourierovu metodu, jsou koule a kruh
(nebo jejich vhodné ¢asti), protoze obé se stédvaji pravoihlymi po transformaci
do sférickych, resp. polarnich souradnic. V pripadé radialné symetrickych situaci
se navic tlohy podstatné zjednodusuji.

Piiklad 12.5 (Difuze na kruhu). Uvazujme tlohu vedeni tepla v kruhu

up = kAu, 22+ y? <a? t>0,
(12.15) u(z,y,t) =0, 2?2 +y? =a? t >0,

u(z,y,0) = (a2 +y?), a*+y* <d’

Jelikoz je oblast kruhova, transformujeme tlohu do polarnich soufadnic (r, ).
Navic vSechna data tlohy (tj. okrajové i poc¢éateéni podminky) nezavisi na thlu
0 a tedy i feSeni u miZeme ocekavat radialné symetrické a resit zjednodusenou
ulohu ve dvou proménnych r a ¢:

ut:k(uw—i—%ur), O<r<a,t>0,
u(r,t) =0, r=a, t>0,
u(r,0) = o(r), 0<r<a.

Jako obvykle separujeme proménné
u(r,t) = R(r)T(t)

a dostavame
T'(t)  R'(r)++R(r) \
ET(t) a R(r) N '

Prostorova obycejna diferencidlni rovnice je tzv. Besselova rovnice

R'(r)+ %R’(T) AR =0,
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kterd ma dvé linearné nezavisla feSeni. Prvnim feSenim je tzv. Besselova funkce
nultého rddu

R(r) = Jo(VAr) =Y (1) (VAr/2)%

2 tiE

Druhé teseni Besselovy rovnice neni v pocatku r = 0 konecné a je tedy pro
nase potfeby nezajimavé. (Dalsi podrobnosti ¢tenaf nalezne v piiloze B.) Déle
je zapotiebi splnit homogenni okrajovou podminku na hranici r = a, tj.

R(a) = Jo(VXa) = 0.

Odtud ziskame posloupnost vlastnich ¢isel

1
A= —=p2, neN,
n a2:u‘n

a prislusné vlastni funkce

= Jo(V Anr) Joun , nmeN.

Hodnoty pu, jsou kladné koreny Besselovy funkce Jo, které tvori posloupnost
jdouci do nekoneéna (viz pfiloha B).
Nyni se vratime k casové tloze, kterda ma standardni feSeni

T, (t) = Ape Pt

Reseni ptivodni tlohy (12.15) pak miizeme zapsat ve tvaru fady

) =Y Ape I (VAr),
n=1

kde koeficienty A, uréime z pocateéni podminky

n=1

Pro p =1 € (0,1) mame

a

= Z AnJO(,Unp)
n=1

a z vlastnosti Besselovych funkci uvedenych na konci pfilohy B plyne

1
2
pJo(knp)p(ap) dp
y

(detailni odvozeni nechdvame na ¢tenaii).
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12.2.2 Nehomogenni ulohy

Postup pri feseni nehomogennich tloh pro difuzni rovnici ve vysSich dimenzich
je zcela analogicky postupu pouzivanému v jednorozmérném piipadé. Pokud
fesime nehomogenni rovnici, nalezneme systém vlastnich funkei V,,(x) pfislu-
snych homogenni tloze a rozvineme vSechna data tlohy (tj. pravou stranu,
pocateéni podminky i hledané feseni) do Fourierovych fad vzhledem k tomuto
systému. S vyuzitim jeho Uplnosti a ortogonality rozdélime ptvodni parcidlni
diferencialni tlohu na nekoneéné mnoho obycéejnych diferencialnich rovnic v ¢a-
sové promeénné, které jiz snadno vyresime.

Ulohy s nehomogennimi okrajovymi podminkami mohou pfinést vice obtizi.
Hlavni myslenka spociva v rozdéleni feSeni na dveé ¢asti: jedna ¢ast vyhovuje rov-
nici s homogennimi okrajovymi podminkami, zatimco druha stacionarni (nebo
kvazistaciondrni) ¢ast odpovidad nehomogennim okrajovym podminkam. V jed-
nodimenzionalnich pripadech jsme obvykle stacionarni ¢ast snadno ,uhadli“
(viz odstavec 7.3). Ve vyssich dimenzich to vSak znamend vyfesit Laplaceovu
rovnici 8 danymi nehomogennimi podminkami, coz mize byt velmi pracné.
I v tomto piipadé hraje dilezitou roli pravothlost uvazované oblasti.

12.3 Obecné principy pro difuzni rovnici

Cilem tohoto odstavce je pripomenou zakladni vlastnosti difuzni rovnice, které
zistavaji v platnosti v libovolné dimenzi.

Z tvaru feSeni z véty 12.1 plyne, ze difuze (a stejné tak teplo) se §ifi neko-
necnou rychlosti. Po libovolné kratkém casovém tseku je feseni vSude nenulové,
i kdyz pocatecni podminka byla nenulova pouze na malé podoblasti. Jak jsme
jiz konstatovali v kapitole 5, tato skutecnost ilustruje nepresnost difuzniho mo-
delu. Vznikla chyba je vSak velice mala a difuzni rovnici je mozné pouzit jako
dobrou aproximaci fady redlnych problému.

Dalsi vlastnosti, kterd se vyskytuje v libovolné dimenzi, je mekorektnost
difuznich tloh pro t < 0. Neni mozné stanovit zpétné teplotu télesa, ani nalézt
puvodni koncentraci difundujiciho plynu, pokud zndme pouze aktualni stav.

Velice dilezitou vlastnosti difuzni rovnice na libovolné (omezené i neome-
zené) oblasti v libovolné dimenzi je princip mazima. Jeho silnd verze fika, ze
nekonstantni feSeni Dirichletovy pocatecné-okrajové tlohy nabyva své maxi-
malni a minimalni hodnoty pouze na dné nebo plasti casoprostorového valce.
V tomto pfipadé se dnem vélce rozumi (obecné N-rozmérna) oblast Q v case
t = 0 a plast predstavuje hranice 99 v libovolném ¢ase t > 0 (viz obrézek 12.3).
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t=0 | -
N R L — o'

Obréazek 12.3: Casoprostorovy vdlec Q x (0,T).

Stejné jako v jednorozmérném pripadé méa princip maxima fadu dtsledkd.

vvvvvv

tovy pocatecné-okrajové tulohy pro difuzni rovnici. Pfi studiu prislusnych du-
kazi v odstavci 10.4 si uvédomte jejich nezavislost na dimenzi tlohy.

Jednoznacnost a stabilitu TeSeni muzeme ziskat také pomoci energetické
metody, kterou lze rovnéz aplikovat v jakékoli dimenzi. V této souvislosti se
opét odvolavame na odstavec 10.5.

12.4 Cvicdeni

1. Reste nasledujici ilohu pro difuzni rovnici v celém prostoru:
u—Au=0, (z,y,2) €R3 t>0,
u(z,y, z,0) = 2%yz.
[u(z,y, 2, t) = 2?yz + 2tyz]
2. Reste nasledujici tlohu pro difuzni rovnici v celém prostoru:
u —Au=0, (z,y,2) €R3 t>0,
u(zw,y, 2,0) = 22yz — 2y
[u(z,y, 2,t) = y(zz — 2t)(z — 2)]

3. Pomoci metody odrazu (metody lichého rozsifeni) naleznéte pfedpis pro
feSeni pocatecné-okrajové tlohy pro difuzni rovnici v poloroviné
u—kAu=0, >0, yeR, t>0,
u(07 y7 t) = 07
u(z,y,0) = o(z,y).
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u(z,y,t) Tsz r—&y—nt)— Gz + &y —n,t)p(§n)d§ dn]

4. Pomoci metody odrazu (metody sudého rozsifeni), naleznéte predpis pro
FeSeni pocatecné-okrajové tulohy pro difuzni rovnici v poloprostoru

—kAu=0, (z,y)€R? 2>0,t>0,

uz(‘ra Y, 07 t) = 07
u(z,y,2,0) = p(x,y, 2).

[u(z,y,2,t) =
f f OfG3 I_é. y—mn,z eat)_G3('r+€7y_7772_ovt))¢(§an79)d€dnd9]

5. Reste difuzni rovnici u; = Uz, + Uyy na kruhu z2 + y? < 1 s homogenni
Dirichletovou okrajovou podminkou a s po¢ateéni podminkou u(z,y,0) =

1— 22 — 2

[v polarnich soufadnicich: u(r,t) = 8 Z e~k

t _Jo(prr) ]
= )

Wi J1 (i

6. Reste ulohu

up = a?(upr + 1u,), 0<r <R, t>0,

u(r,0) =T,

sru(r,t)lr=r = q.

a r ef(aun/ )2t
[u(r,t) = T+qR(2%E — L(1-24) - z 2 "

HnT
Nn JU(NH JO( R

), kde p,, jsou kladné
kofeny funkce Ji]

7. Uvazujte tlohu chladnuti koule o poloméru R s radia¢ni okrajovou pod-
minkou

ur(R,t) = —hu(R,t),

kde h je kladna konstanta a Rh < 1. Pfedpokladejte, Ze pocatecni teplota
u(z,t) = p(r) zévisi pouze na poloméru r. Reste radialné symetrickou
difuzni rovnici pomoci Fourierovy metody. (Vlastni ¢isla A, ziskejte jako
kladné kofeny rovnice tg RA = 1= Rh )

8. Uvazujte tenkou obdélnikovou desku o délce a a Sifce b s dokonalou bocni
izolaci. Naleznéte rozlozeni teploty v desce pro nasledujici data: a = 27,
b=4m, k =1, okrajové podminky

uz(0,y,t)
uy(x,0,t) =

ug(a,y,t) =
uy(z,b,t) =

0, 0,
0, 0
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a pocatecni podminku
u(z,y,0) =cos3z, 0<z<a, 0<y<h
9. Naleznéte rozlozeni teploty v polokruhové desce (0 < # < 7) o poloméru
1 s poéateéni podminkou u(r,8,0) = g(r,0) a okrajovymi podminkami

a) u(r,0,t) =0, wu(r,mt) =0, u(l,0,t)=0.
) ug(r,0,t) =0, wug(r,m,t) =0, wu(l,0,t)=0.

(
(b
K ¢emu dojde po nekonecéné dlouhém case?






Kapitola Vl1nova rovnice
ve vyssSich dimenzich

13.1 Pocateéni tloha v R3? — Kirchhoffova formule

Uvazujme pocatecni ulohu pro vlnovou rovnici v R3

uy = Au, = (v,y,2) €ER3 t >0,

(13.1) u(z,0) = p(x), u(x,0)=¢(x).

Nejprve si uvedeme a odvodime explicitni vztah pro jeji feSeni.

Véta 13.1 (Kirchhoffova formule). Necht p € C3(R3) a ¢ € C?*(R3). Kla-
sick€ Teseni pocdtecni ulohy pro vinovou rovnici (13.1) je urceno jednoznacné
predpisem

(13.2) |u(xo,t) = 47;% // Y(x)dS +% ﬁ // o(x)dsS | .

|e—a0|=Cct |e—a0|=Cct

Integraly zde jsou plosné pies sféru se stfedem xy a polomérem ct. Tento
vztah je znam jako Kirchhoffova formule, prestoze ptuvodnim autorem je Pois-
son. K jejimu odvozeni pouzijeme tzv. sférické primery.

Oznac¢me T(xo, r, t) pramérnou hodnotu funkce u(x,t) pfes sféru |z —xo| =

r, tj.
_ 1
u(xo,r,t) = - // u(zx, t)dS.

|x—x0|="

231
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S vyuzitim transformace do sférickych soufadnic mtZeme psat

2

1
u(xg,r,t) = E//U(T,H,so,t) sin ¢ dp do,
0 0

kde
u(r, 0, p,t) = u(xo + rcosfsin p, yo + rsin @ sin p, zo + rcos , t).

Dikaz véty 15.1 (Odvozeni Kirchhoffovy formule). Hlavni myslenka odvozeni Ki-
rchhoffovy formule spoéiva ve dvou krocich. Nejprve vyfesime tlohu (13.1) pro
sférické priméry a pak prejdeme k feseni ptvodni tlohy pomoci vztahu

13.3 t)=limu t).
(13.3) u(®o,t) = lim u(zo, 7, 1)
Zacnéme nasledujicim pozorovanim: pokud funkce u spliuje vlnovou rovnici,

pak @ ji splituje taktéz. Rovnost uy = () je ziejma a dale, vyuzijeme-li sférické
soutradnice a rotacni invariantnost Laplaceova operatoru, dostavame

S 2
(13.4) Au = AU = Uy, + ;m.

(Podrobné odvozeni vztahu (13.4) je naplni cviéeni 3 v odstavci 13.6.) Pramérné
hodnota @ tedy spliiuje rovnici

2
(135) Uy = C2(U7~r + ;ﬂr)
Nyni zavedeme substituci
(13.6) v(r,t) = ru(xg, 7, t).

Jelikoz vy = ruy, v, = rU, + W a vy = U + 2T, rovnice (13.5) se redukuje
na tvar

(13.7) Vg = Uy

pro (r,t) € (0,00) x (0,00). O¢ividné muzeme polozit
(13.8) v(0,¢) = 0.

Protoze navic u fesi puvodni poc¢ateéni ulohu (13.1), musi funkce v splilovat
pocatecni podminky

(13.9) v(r,0) = rp(xo, ), ve(r,0) = rip(xg, 7).
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Rovnice (13.7) s okrajovou podminkou (13.8) a po¢atecnimi podminkami (13.9)
vSak tvori standardni jednorozmérnou tilohu pro vlnovou rovnici na poloptimce.
Jeji feseni jsme nalezli v odstavci 7.1 a pro 0 < r < ct jej miZeme zapsat ve
tvaru

ct+r
[(ct+r)¢(ac0,ct+r)—(ct—r)@(aco,ct—r)]—I—% / sB(xo, ) ds.

ct—r

v(r,t) =

N =

Pokud prepiSeme prvni ¢len na pravé strané, dostaneme ekvivalentni vyjadieni

ct+r ct+r
1[0 _ —
(13.10) v(r,t)—% 5% / s@(xo, s)ds + / si(xg, s) ds
ct—r ct—r

pro 0 <r <ct.
Nyni uréime hodnotu u(xg,t). Jak jsme jiz uvedli vysSe, vyuzijeme vztah
(13.3), tj

t

1 U(T7 t) B U(Oat) 8’[)
= lim —————— = ——(0,1).
Tgr(l) r 87’( ) )

Zderivujeme (13.10) a dostavame

ov

10 _ _
o= oo (et + )R, el 1) + (et — (@, ct — 1)
_|_

1 — _
[(ct+r)1/1(a:0,ct+7‘) (c t—r)w(azo,ct—r)] .
Polozime-li r = 0, ziskdme

ulwo,t) = 90,1) = 5o ((2et) B, cf) ) + 5 (2et) o, )

= (‘(;)t (tgo(mo, ct)) + (o, ct)

- s ] ewas| s [ v

|x—a0|=Cct |w xo|=ct

coz je presné Kirchhoffova formule (13.2).
Jednoznacnost klasického feseni je dtisledkem linearity rovnice a lze ji snadno
dokazat (viz cviceni 13 v odstavci 13.6).
|
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Poznamka 13.2. Na rozdil od jednorozmeérného pfipadu, kde je feSeni dané
d’Alembertovou formuli stejné hladké jako pocateéni podminka, ¢asova derivace
v Kirchhoffové formuli zptisobi ztratu hladkosti. Obecné, pokud ¢ € C"+1(R3)
a1 € C™(R3), n > 2, pak feseni u je tiidy C™ na R? x (0, 00). Pokud ¢ a v jsou
obé tiidy C?, pak druhé derivace u mohou byt v nékterjch bodech neomezené
a feseni pak neni feSenim klasickym.

Huygensuv princip. PovS§imnéme si, ze podle Kirchhoffovy formule zavisi
feseni tlohy (13.1) v bodé (g, t) pouze na hodnotach ¢(x) a ¢ (x) pro x z kulové
plochy |x — xy| = ct a je zcela nezéavislé na hodnotach pocatecénich dat wvnitr
této sféry. Naopak miizeme také ¥ici, Ze hodnoty funkci ¢ a ¢ v bodé x; € R3
ovliviiuji Feseni trojrozmérné vinové rovnice pouze na kulové plose |x — x| = ct.
Tento jev se nazyva Huygensuv princip.

Tento princip odpovida skutecnosti, Zze v ,trojrozmérném svété“ se reseni
vlnové rovnice $ifi prdvé rychlosti c. Napt. libovolny elektromagneticky signal
ve vakuu se Sifi pravé rychlosti svétla, anebo libovolny zvuk je prenaseny vzdu-
chem pravé rychlosti zvuku bez jakjchkoli ,ozvén“ (neuvazujeme-li pfitomnost
prekazek). To znamend, Ze v Case t sly$i poslucha¢ to, co mluvéi fekl presné
v Case (t — d/c) (d je vzdalenost mezi obéma osobami), a ne smésici zvuki
pronesenych v riznych c¢asech.

Jak jiz vime z d’Alembertovy formule, tento princip v jedné dimenzi neplati,
a jak uvidime pozdéji, neplati ani ve dvou dimenzich.

13.2 Pocatecni tloha v R?

Uvazujme pocateéni tilohu pro homogenni vinovou rovnici v R?

Ut = Cz(uxx + Uyy)a (.Z',y) € R27 t> O,

(13.11) u(z,y,0) = p(x,y), w(x,y,0)=1(z,y).

Tuto Glohu mtzeme povazovat za ,specidlni trojrozmérnou tlohu“, jejiz feseni
nezavisi na proménné z. Podle Kirchhoffovy formule pak pro feseni u = u(xg,t) =
u(zo, Yo, 0,t) plati

(13.12) u(mo,t):ﬁ // w(m)d5+% ﬁ // o(x)dS

|x—xo|=ct |e—axo|=ct

V tomto prpadé xo = (2o, Y0,0), T = (z,y,2) a p(x) = @(z,y), ¥(x) = P(z,y)
pro libovolné z. Vztah (13.12) skuteéné popisuje feseni tlohy (13.11) (¢tenaf si
laskavé sdm ovéfi), muzeme vsak ziskat jednodussi a priithlednéjsi vyjadieni.
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Nejprve lze oba integraly v (13.12) pfepsat nésledujicim zptsobem:

|x—a0|=Cct

kde

{(=, )GRgs 2=/ — (z — 20)2 — (y — %)},
{(z,y,2) € R? 2= =/t — (x —20)? — (y — v0)?}

je horni a dolni polovina kulové plochy. Na horni poloviné mtzeme piepsat
povrchovy element dS jako

02\ 2 02\ 2
ds = \/1+<%> +<8_y> dx dy
2 2
_ \/H(M) +<M> drdy = % dedy
z z z

ct
= dz dy.
Vet — (z—20)% — (y — yo)?

Vztah (13.12) lze tedy upravit na tvar

1 ct
) = 2—
u(l'anOv ) Amc2t é/w(‘r’y) \/C2t2 — (l‘ — $0)2 - (y - y0)2 o dy

B 1 ct
ot \ 4nc2t s #la,y) VA2 — (x —x0)2 — (y — yo)? o

kde D je kruh (z — 20)? + (y — y0)? < c*?. Odtud miizeme uéinit zaver, ze
feseni pocatecni tilohy (13.11) pro vlnovou rovnici v R? je ddno pfedpisem

t =
u(330> 27TC // \/Czt2 ‘w = :BO‘Z dz

|:I: wo|<ct
//

\w wo\<ct

(13.13)

Zde jiz zna¢ime standardné x = (z,y) a oy = (z0, Yo)-
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Povsimnéme si hlavniho rozdilu mezi Kirchhoffovou formuli (13.2) pro troj-
rozmérnou tlohu a formuli (13.13) pro dvojrozmérny problém. Tento rozdil
spoc¢iva v oblasti integrace: v prvnim pripadé se jedna pouze o kulovou plochu
|x—x0| = ct, zatimco v druhém piipadé integrujeme pies cely kruh |x—xq| < ct.
To znamen4, Ze Huygenstuv princip ve dvou dimenzich neplati! Oblazek hozeny
do vody by napfiklad (v idedlnim piipadé) vyvolal nepfetrzité vinéni. Kazdy
bod vodni hladiny, ktery by zasdhla ¢elni vlna, by navéky setrval v pohybu.
Mohli bychom pozorovat nové a nové kruhy, které by se neustale objevovaly na
hladiné. Vlnova rovnice je vSak pouze zjednoduseny model a realna situace je
mnohem komplikované;jsi.

Dalsim (fiktivnim) pfikladem je Zivot na ,,ploché Zemi“. V takovém dvojroz-
mérném svété by se kazdy zvuk nesifil danou rychlosti ¢, ale vSsemi rychlostmi,
které by byly mensi nebo rovny c, a byl by tedy slySet navéky. Poslucha¢ by
v dany moment slySel smés slov vyslovenych v riznjch c¢asech.

Je mozné ukazat, ze metodu sférickych prumeéra lze aplikovat v jakékoli liché
dimenzi vétsi nebo rovné tfem a ve vsech téchto pripadech tedy plati Huygensiv
princip. Naopak ve vSech sudych dimenzich tento princip neplati.

Priklad 13.3. Jednoduchym ptikladem, ktery ilustruje rozdilné Siteni vinéni
v riiznych dimenzich, je ,tder jednotkovym kladivem®. Re$me tedy tlohu

{ uy = AAu, xRN, t>0,
u(a:,O) = (p(w), ut(w70) = 1/1(33)

s pocateénimi funkcemi

1, lz| < a,

@ =0 v ={; I

pro N =1,2a 3.V ptipadé N =1 je feSeni urceno d’Alembertovou formuli, pro

N = 2 pouzijeme vztah (13.13) a pro N = 3 je feSeni popsano Kirchhoffovou

formuli (13.2). MuzZeme pozorovat nasledujici chovani:

N=1:V case t (> %) dosahuje celni vlna do bodu [z| = ¢t + a. V bodé
|z| = ct — a nabyva vlna své maximalni vychylky (rovné %) a zlstava
konstantni na celém intervalu |z| < ct — a. Celni vina se $fi{ rychlosti c,
ale jeji vliv je patrny ve vSech bodech |z| < ¢t + a. Detailni rozbor je
uvedeny v prikladu 4.5.

N =2: V ¢ase t dosahuje ¢elni vlna do bodu |z| = ct+a, pak nabyde svého ma-

. oy 1 PR . . 1 , .
xima (Fadu \/E) a pro || — 0 klesa fadové jako T Vlna mé ostré

ncelo“, ale nema ostry ,,chvost“. Obdobné jako v pripadé jedné dimenze
se nenulova pocateéni podminka v bodech || < a projevi nenulovou vy-
chylkou ve vSech bodech |x| < ct + a.
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N =3: V c¢ase t opét dosahuje ¢elni vlna do bodu |z| = ¢t + a. Maximéalni
vychylky %zt nabyvéa v bodech |x| = ¢t a pak vlna opét klesne do nulové
pozice v bodech || = ¢t — a. Cela vlna se $ifi rychlosti ¢ a neméni svij
tvar — nenulovd poéateéni podminka v bodech || < a zpusobi nenulovou
vychylku pouze v bodech ¢t — a < |x| < ¢t — a.

Rozdilné chovani v téchto tfech pfipadech je nacrtnuto na obrazku 13.1.
O

0 : c |z
N =2 | I
| |
)/\
f f f Y
0 | ct ||
N =3 I I
| |
| |
0I ct;a Et ci—t—a ’a:‘

Obrézek 13.1: ,Uder kladivem* v jedné, ve dvou a ve tiech dimenzich.

13.3 Vlna se zdrojem v R?

Uvazujme nehomogenni poc¢atecni tlohu

utt_czAu:f(mvt)v T = (ZL’,y,Z) GRga t>0,

K jejimu vyfeSeni pouzijeme operdtorovou metodu. Oznac¢me up(x,t) FeSeni
homogenni tlohy (tj. tlohy (13.14) s f = 0). V odstavci 13.1 jsme zjistili, ze
takové TeSeni lze zapsat ve tvaru

ur (2o, ) = (9:S(t)@)(20) + (S(1)1) (20),

kde S je tzv. zdrojovy operdtor dany predpisem

(13.15) (SOW@) = o [[ vi@as.

|x—a0|=Cct

(13.14)
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Myslenka operatorové metody je zcela identickéd jako v odstavci 4.4. Opét
lze ukazat, ze vliv pravé strany f v tloze (13.14) lze popsat ¢lenem

t
p(xo,t /S (t —s)f(=xo,s)ds.
0

Po dosazeni za zdrojovy operator S ziskame

t
p(xo,t) /47Tc2t—s // flx,s)dSds
0

|e—xo|=c(t—s)

a s vyuzitim vztahu s =t — —\w xo| na kulové plose, pfes kterou integrujeme,
dostavame

t—Llip —
(13.16) up(wo, t) / // f@,t = cle = @ol) o g,
~ e |z — x|

0 |z—xo|=c(t—s)

Povsimnéte si, Ze oblasti integrace je zde plast étyfrozmérného éasoprostorového
kuzele s vrcholem v bodé (xg, t) a zékladnou tvofenou kouli |z — x| < ct. Vyraz
ve (13.16) lze tedy piepsat na trojny integrél a tim ziskame

(13.17) up(@o,t) = 4m /// /(@ ’$_§0’_m0|)dm.

|e—a0|<ct

(Ctenaf laskavé ovéif.) Diky linearité rovnice je vysledné feSeni tilohy (13.14)
souctem funkci ugy a up:

u(xo,t) = Mc% // Y(@)ds + o L 47T2t //

|x—a0|=Cct |x—a0|=Cct
=il —x
JI] e
47rc By
|z—a0|<ct

Poznamka 13.4. Porovnejme ptedpis (13.17) se staciondrnim feSenim téhoz
problému, tj. s feSenim ug,¢ Poissonovy tlohy

—PAu=f
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na celém prostoru R3. Vyuzijeme-li pfedpis (11.18) bez hrani¢niho ¢lenu a s vol-

1
bou G(zx,xo) = Trcw—wg]» dostaneme

(13.18) ata () = ﬁ / / / % dz.
£

(Ctenat ovéii, ze jde skutecné o feseni Poissonovy rovnice na R3.) Jak miizeme
vidét, evoluéni formule (13.17) se od omezeného stacionarniho feseni (13.18)
lisi pouze ,,opozdénym* ¢asem o hodnotu %|ac — x|

13.4 Charakteristiky, singularity, energie a princip
kauzality

Nyni se zaméfime na kvalitativni vlastnosti vlnové rovnice a jejiho FeSeni.
Ukazeme si, jak lze tyto vlastnosti odvodit pfimo ze samotné vlnové rovnice,
aniz bychom museli znat formuli vyjadiujici p¥islusné feseni.

13.4.1 Charakteristiky

Obdobné jako v jedné dimenzi miZzeme i v trojrozmérném piipadé zavést cha-
rakteristiky, nyni vSak budeme mluvit o charakteristickych plochdch. Zakladni
plochu ziskdme otacenim jednorozmérné charakteristické piimky = — x¢p =
c(t — to) okolo osy t = tg. Tim dostaneme kuZel (resp. jeho plast) ve cty-
frozmérném Casoprostoru (tzv. ,hyperkuzel®):

(13.19) |z — @0l = /(z — 0)? + (y — 50)? + (2 — 20)% = |t — to].

Tato mnoZina se nazyva charakteristicky kuzel nebo téz svételny kuzel v bodé
(o, to) a mizeme si ho predstavit jako sjednoceni vSech (svételnych) paprski,
které vyzaruji z bodu (xg,tg) rychlosti ¢, tj. |de/dt| = ¢. V pevném case t se
svételny kuzel redukuje na kulovou plochu a vSechny svételné paprsky jsou na
ni kolmé (viz ilustrace v R? na obrazku 13.2).

Téleso | —xg| < c|t—to| se nazyva plng svételny kuzel a mizeme ho rozdélit
na budouci a minuly polokuzel. Minulost bodu (xg,tp) tvoii vSechny body,
které mohou ovlivnit feSeni v bodé (x, tg), a naopak budoucnost bodu (x, tg)
obsahuje body, které mohou byt ovlivnény situaci v bodé (xg,tg), tj. body,
kterych mize dosdhnout ¢astice putujici z bodu (xg,%p) libovolnou rychlosti
mensi nebo rovnou c.

Zakladni vlastnosti charakteristickych ploch v libovolné dimenzi je skutec-
nost, ze jsou to jediné plochy podél nichz se mohou $itit singularity feSeni vlnové
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(o, t0)

tecna

svételny
paprsek

Obrazek 13.2: Svételny kuZel v bodé (xg,tg), To € R2, a kolmost svételnyjch
paprski ke sfére |x — xo| = c|t — to].

rovnice. Pouze pfipominame, zZe singularitou rozumime body nespojitosti feseni
nebo nékteré z jeho derivaci.

13.4.2 Energie

Dalsi vlastnosti vlnové rovnice, ktera ztistava v platnosti v libovolné dimenzi, je
zékon zachovani energie. Vynasobime-li trojrozmérnou vlnovou rovnici ¢lenem
u; a integrujeme-li ji pies cely prostor R3, dostavame

(13.20) 0 = ///(utt — A Au)u; dee
= /// —ul + cz\Vu] dw—///cv (uVu)de

Prepiseme-li posledni integral do tvaru

///C2V'(utVu m—li}m///cv (usVu) de,
R3

kde B,(0) je koule se stfedem v pocatku a s polomérem r, a pouzijeme-li
Gaussovu-Ostrogradského vétu, ziskdme

///C2V-(utVu )dx = lgn // AuVu - nde.
R3

0Br(0
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Posledni integral vymizi, budeme-li predpokladat, ze derivace funkce u(x,t)
jdou k nule dostate¢né rychle pro || — oo. Vztah (13.20) se pak redukuje na

1 1
0= ///(51@ + §c2\vuy2)t de.
R3

Zaménime-li navic poradi integrace a derivace, dostaneme

_ 9 Lo, 1og o
0—8t///(2ut+2c |Vul|®) de.
R3

Jelikoz ¢élen  [[[ %uf dx odpovidda kinetické enmergii Ep a clen
[[] 3¢ Vu|? dz piedstavuje potencidlni energii E,, mtzeme uéinit zévér, ze
celkovd energie £ = E,+E), je konstantni funkci vzhledem k ¢asové proménné ¢.

13.4.3 Princip kauzality

Jiz vime (z Huygensova principu a z tvaru feseni), ze FeSeni N-rozmérné poca-
te¢ni ulohy pro vlnovou rovnici v bodé (@, tg) zavisi na hodnotach pocateéni
vychylky ¢(x) a pocateéni rychlosti i(x) pro @ ze sféry |x — xo| = cto, je-li N
liché (N > 3), a pro x z celé koule |x — xg| < ctp, je-li N sudé. Obdobn4 in-
formace (pouze o néco slabsi) plyne pfimo ze samotné vinové rovnice. Mtizeme
zformulovat nésledujici obecny princip kauzality.

Véta 13.5. Hodnota u(xg,ty) muze byt ovlivnéna pouze hodnotami funkci ()
a Y(x) pro x z koule |x — xg| < cto.

Myslenka dikazu. Postupujeme stejnym zpusobem jako v jedné dimenzi (viz
odstavec 10.1). Budeme uvazovat trojrozmérny pfipad, pouzitd myslenka je
vSak aplikovatelna v jakékoli dimenzi. VInovou rovnici vynasobime c¢lenem wuy
a po standardnich upravach a za predpokladu, ze veskeré derivace maji smysl,
ziskame

0 = wupur — Auuy
1 1
1 1
= (gu? + 562]Vu\2)t + (—ugug ), + (—c2utuy)y + (—ugus),
= div f,

kde f je ¢tyfrozmérny vektor

1
f= (—czutum, —c2utuy, —ugus, 5(%% + 62|Vu|2)).
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Rovnost div f = 0 nyni zintegrujeme pres komoly kuzel F, ktery je ¢asti plného
svételného kuzele ve ¢tyfrozmérném casoprostoru. Pouzijeme-li ¢tyfrozmérnou
Gaussovu-Ostrogradského vétu, mizeme psat

0 - /é//divf:/al/f'ndv
=[] [ 13t + 219uP) = () = ma( )~ ()] 4V
oF

kde OF znadi hranici F' a n = (n1,ng,n3,nyg) je jednotkovy vektor vnéjsi nor-
maéaly k OF se slozkami n;, i = 1,...,4, ve smérech x,y, z,t. Zbytek dikazu je
stejny jako v jedné dimenzi (porovnejte s odstavcem 10.1). Hranice OF je troj-
rozmérny utvar, ktery se sklada z horni podstavy T, dolni podstavy B a z plasté
K (viz R? ilustrace na obrazku 13.3). Integral lze tedy rozdélit na tii ¢asti

=TT 1]] =

Na horni podstavé 7' ma normalovy vektor smér n = (0,0,0,1) a pfislusny

integral se redukuje na
1 1
///(iuf + Ecz\Vulz)dw
T

Obdobné na dolni podstavé B mé normalovy vektor smér n = (0,0,0,—1)
a mame tedy

/// St c2yw // L2y CQywy)

Na plasti K nelze pouzit tytéz argumenty, lze vSak dokazat, ze prislusny integral
je nezéporny (viz napt. [21]). S vyuzitim téchto skutecnosti ziskdme nerovnost

(13.21) /// —ul 4 - cQ\Vu] de < // 1/12 + - C2’V(p’ ) de

Nyni uvazujme, ze funkce ¢ a v jsou nulové na B. Z nerovnosti (13.21) plyne, ze
Lu? + %c2]Vu\2 =0na7T,atedy us = Vu = 0na T. Jelikoz tento vysledek plati
pro komoly kuzel libovolné vysky, dostavame, ze u; a Vu jsou nulové (a tedy u
konstantni) v celém plném kuzeli. A protoze u = 0 na B, muZeme uzaviit, ze
u = 0 v celém kuzeli. Mimo to odtud plyne, Ze uvazujeme-li dvé feseni uq, uo se
stejnymi pocatecnimi podminkami na B, pak u; = uo uvnitt celého kuzele. M
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Obrazek 13.3: Komoly kuzel F'.

Poznamka 13.6. Lze vyslovit rovnéz ,opacné“ tvrzeni k principu kauzality:
pocateéni podminky ¢, ¥ v bodé xy ovlivni feSeni pouze v plném svételném
kuzeli s vrcholem v bodé (xp,0). (PovSimnéte si, Ze toto tvrzeni a stejné tak
i princip kauzality plati i pro nehomogenni vlnovou rovnici.) I zde se mizeme
setkat s terminologii, kterou jiz zndme z jedné dimenze. Minuly kuzel je téz
nazyvan oblasti zdvislosti a budouci kuzel je oblasti vlivu bodu (xg,tp).

13.5 Vlna na omezenych oblastech, Fourierova me-
toda

Ve zbytku této kapitoly se budeme vénovat pocatecné-okrajovym tlohdm pro
vlnovou rovnici. Obecné budeme uvazovat problém

u(z,t) = A Au(z,t), zeQ, t>0,
u(z,t) = hy(x,t), xely,
%(m,t) = ho(x,t), x €Iy,
%(m,t) + au(x,t) = hs(x,t), xels,
u(@,0) = p(x), w(w,0)=1p(x).

Jako obvykle Q znaéi oblast v RY, ¢, 4, h;, i = 1,2,3 jsou dané funkce, a je
dané konstanta a I'y Uy UT'3 = 91).

Na zacatek si pripomeneme fyzikdlni vyznam uvedenych okrajovych pod-
minek. Modelujeme-li kmitajici membranu, odpovida funkce u = u(x,y,t) vy-
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chylce membrany a Dirichletova okrajovd podminka na I'y popisuje tvar pev-
ného ramu, na kterém je membrana upevnéna. Pokud h; neni konstanta, pak
je ram pokiiveny. Neumannova okrajova podminka na I's urcuje ,sklon“ mem-
brany na hranici. Specialné homogenni Neumannova okrajovd podminka (tj.
he = 0) odpovida ,volnému okraji“ membrany, ktery se volné tfepeta. Newto-
nova okrajova podminka na I's mtize popisovat pruzny okraj membrany.
Pouzivame-li trojrozmérnou vlnovou rovnici pro modelovani vinéni zvuku
v kapaling, kde u = wu(z,y,2,t) vyjadiuje hustotu kapaliny, pak nejbéznéjsi
okrajovou podminkou je homogenni Neumannova podminka. Ta odpovida situ-
aci, kdy uvazovana oblast ma pevné stény a kapalina jimi nemuze proniknout.

Stejné jako v predchozich kapitolach budeme fesit pocatecné-okrajové tulohy
pro vlnovou rovnici pomoci Fourierovy metody. Jelikoz hlavni myslenka i za-
kladni schéma jsou naprosto identické jako v pfipadé difuzni rovnice, nebudeme
je zde detailné opakovat a odkédZeme Ctenaie na odstavec 12.2. Omezime se
pouze na nékolik prikladi, které ilustruji nékolik zajimavych jevi nebo situaci,
o nichz jsme v predchozich kapitoldch nepojednévali.

Priklad 13.7 (Obdélnikova membrana). Za¢neme s jednoduchou modelo-
vou situaci. Budeme uvazovat dvojrozmérnou vlnovou rovnici, kterd popisuje
vibrujici membranu upevnénou na obdélnikovém ramu zafixovaném v nulové
pozici. Na za¢atku membranu vychylime v prostfednim bodé a nasledné ji uvol-
nime. Odpovidajici matematicky model méa podobu

Ut = C2(umm + uyy)y (:an) € (O,CL) X (Ovb)a t>0,
(13.22) u(0,y,t) = u(a,y,t) = u(x,0,t) = u(z,b,t) =0,
u(ﬂj‘,y,O) = 90($7y)7 Ut(!E,y,O) = 07
kde
xy, 0<z<a/2, 0<y<b/2,
ey, 0<w<a2 b2<y<b
(13.23) Plr,y) = (a —x)y, a/2<z<a, 0<y<b/2,

(a—z)(b—y), a/2<z<a, b/2<y<b

Tvar pocéatecni vychylky je zobrazen na obrazku 13.4 pro hodnoty a = 2, b = 3.
Nejprve odseparujeme ¢asovou proménnou a prostorové proménné: u(x,y,t) =
V(z,y)T(t). Po dosazeni do rovnice ve (13.22) ziskdme dvojici rovnic:

(13.24) Ve + Vyy + AV =0, O<z<a, 0<y<b,
(13.25) T" + \*T = 0, t>0,

kde A je konstanta. Funkce V' = V(x,y) musi navic spliiovat homogenni okra-
jové podminky

(13.26) V(0,y) = V(a,y) =V(z,0) =V (z,b) =0, 0<z<a, 0<y<h.
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Obrézek 13.4: Pocateéni podminka (13.23) pro hodnoty a =2, b = 3.

Jak jiz vime z piikladu 12.3, lze tlohu (13.24), (13.26) fesit opét Fourierovou
metodou a ziskat vlastni ¢isla

nm 2 M 2
)\mn:<_) -1-(—) , m,n €N,
a b
a prislusny ortogonalni systém vlastnich funkci

. nwr . mmy
Vinn (2, y) = sin —— sin ——.
a

b
Vratime-li se k ¢asové rovnici (13.25), dostaneme
Tinn = Amn cos(cv/ Amnt) + B sin(cy/ Apnt).

(Pfipominame, Ze vSechna vlastni &isla Ay, jsou kladna!) Reseni ptivodn{ tilohy
pak tedy miZeme zapsat ve tvaru dvojné Fourierovy rady

u(z,y,t) = Z Z (Amn cos(c\/ Amnt) + By sin(c )\mnt)> sin ? sin @
n=1m=1

Takto dana funkce spliiuje pozadované pocatecni podminky z (13.22), pokud je
1ze rovnéz rozvinout do Fourierovych fad vzhledem k systému funkci {V,,,,, (z,y)}.
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V naSem pripadé to znamena

nwr . mmy
90($7y) = ZZAmnSID—Sn—7

n=1m=1 b
Y(x,y) =0 = Z Z vV M Brn sin 2% sin %
n=1m=1

7 druhého vztahu plyne B,,, = 0 pro vSechny indexy m,n € N. S vyuzitim
ortogonality vlastnich funkci ziskame piedpis pro koeficienty A,,,:

ab
ff SD(Zan)an(lE,y) dyda:
Amn = 00

ab

[[V2,(z,y)dydz
00

Dosadime-li za V,,, a ¢ ze (13.23), mizeme vypocitat

a b
4
Amn = —//gp(x,y) sin 2% sinwdxdy
ab a b
0 0
4 4a?v?  nw . mm 16ab . nm . mm
= ————sin—sin — = ——— sin — sin —.
abn?m?2nt 2 2 n2m?2mt 2 2

MiuzZeme tedy uzaviit, ze FeSeni pocateéné-okrajové tlohy (13.22) lze vyjadfit
ve tvaru

nwT m
u(z,y,t) Z Z A cos(cy/ Apnt) sin % sin Tﬂy

n=1m=1

Graf feseni na nékolika ¢asovych hladinéch je zndzornén na obrazku 13.5. Pouzili
jsme data ¢ = 3, a = 2, b = 3 a ¢astecné soucty do hodnot n = m = 25. Zadame
¢tenare, aby si povsiml Sifeni singularit a odrazu vlnéni na hranici oblasti.

O

V dalsich prikladech se budeme zabyvat vinovou rovnici na kruhovych ob-
lastech. Budeme uvazovat radidlné symetrické i nesymetrické piipady.

Priklad 13.8 (Kruhova membrana — symetricky pfipad). Tento piiklad
je vlnovou analogii prikladu 12.5, ve kterém jsme fesili difuzni rovnici. Tentokrat
fesime tlohu

uy = A, 2?2 +y? <a? t>0,
(13.27) u(z,y,t) =0, 2? +y? =d?,

U(Z’,y,O) = ()0( V x? + y2)7 ut(a:,y,O) = ¢( V z? + y2)7
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Obrézek 13.5: Grafické zndzornéni teseni poédtecné-okrajové tlohy (15.22) pro
data ¢ = 3, a = 2, b =3 na casovych hladinach t =0, 0.2, 0.4, 0.8.

kterou lze pouzit jako model vibrujici kruhové membrany s okrajem upevné-
nym v nulové pozici. Jelikoz pocatecni podminka zévisi pouze na poloméru
r = /22 + y2, mizeme pfedpokladat, Ze feseni bude radidlné symetrické, a po
transformaci do polarnich soufadnic dostavame jednodussi ilohu

uy = (upr + Luy), 0<r<a, t>0,
(13.28) u(r,t) =0, r=a, t>0,

u(r,0) = o(r), w(r,0) =(r), 0<r<a.

Zopakujeme-li jednotlivé kroky z prikladu 12.5, ziskdme feSeni ve tvaru

u(r,t) = Tn(t)Ru(r).
n=1



248 Kapitola 13

Systém vlastnich funkci R,, je uréen predpisem

Rn(T) = JQ(\/ )\nT),
kde Jy je nulta Besselova funkce prvniho druhu (viz pfiloha B); vlastni ¢isla A,
jsou dana jako

1
A= —p2, neN,
n ag“n n

kde y,, jsou kofeny funkce Jy. Casové funkce T, ziskdme feSenim rovnice
T"(t) + A\ T(t) = 0.
Protoze jsou vSechna vlastni ¢isla kladna, mizeme psat
To(t) = Ay cos(cy/Ant) + By sin(cy/Ant).

Reseni tlohy (13.28) m4 tedy podobu

u(r,t) = Z (An cos(cy/Ant) + By, Sin(c\/rnt)) Jo(\/ AnT).
n=1

Konstanty A,,, B, muzeme urcit z po¢atecnich podminek, pokud jsou rozvinu-
telné do Fourierovych fad vzhledem k systému {R,(r)}:

o(r) = 3" Audo(v/Aar),
n=1

[e.e]

W) = D eV AaBudo(VAur).

n=1

S vyuzitim ortogonality Besselovych funkci (viz pfiloha B) ziskdme

1
2
A, = Jo(n dp,
720 0/ pJo(pnp)plap) dp
1
2
B, = m/ﬂjo(ﬂnﬂ)w(ap) dp.

0

Dosadme konkrétné a = 1, ¢ = 1 a uvazujme pocéateéni hodnoty ve tvaru

(13.29) o(r) = Jo(par) + Jo(par),
Y(r) = 0.
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Ocividné pak B, = 0 pro vSechnan € N a

A1:A2:1 Anzo, n:3,4,...
Prislusné feseni lze tedy zapsat jako
(z,y,t) = u(r,t) = cos ut Jo(p1r) + cos pat Jo(par)
U= u

Obrazek 13.6 ilustruje zavislost u na radialni soufadnici r a ¢ase t. Graf funkce

(z,y,t) na nékolika ¢asovych hladindch je zndzornén na obrazku 13.7
(Pfipominadme, Ze x = rcos, y = rsind, 6 € (0, 27).)
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Obrazek 13.6: Zdvislost Teseni pocdtecné-okrajové ulohy (15.27) s pocdtecni
podminkou (13.29) na proménnych r a t

Priklad 13.9 (Kruhova membrana — nesymetricky pripad). UvaZzujme

tentyz problém jako v predchozim piikladu, ale nyni bez jakékoli symetrie
Modelujeme tedy kmitajici kruhovou membranu s okrajem upevnénym v nulové

o(x,y), = P(x,y)

pozici. Poc¢ateéni vychylka a pocateéni rychlost jsou nyni obecné funkce ¢ =
Y):

uy = A, 22 +y? <a’® t>0
(13.30) u(zx,y,t) =0, 22 +y? =a?
u(z,y,0) = o(z,y),

ut(‘rv Y, 0) = T/J(’% y)
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V prvnim kroku odseparujeme ¢asovou a prostorové proménné:
u(r,0,t) =V(r,0)T(t),

a protoze prostorovou tlohu budeme opét fesit Fourierovou metodou, mtzZzeme
rovnou separovat i V(r,0) = R(r)©(6). Mame tedy

u(r,0,t) = R(r)©(0)T'(t)

a standardnimi argumenty dojdeme k rovnostem

T// R// R/ @//

ot~ 2 Rltiptee =
Separace v druhé rovnici vede na vztahy

o 5 7”2 R" rR

o -V a Are 4+ 7 + & =V

Funkce © musi zfejmé spliiovat periodické okrajové podminky ©(0) = ©(27),
©'(0) = ©'(27), z ¢ehoz plyne
Vp =n%  0,(0) = A,cosnd + B,sinnd, n=NUJ{0}.
Radiélni rovnice ma tedy podobu
(13.32) r?R" +rR 4+ (M? —n*)R = 0,

coz je Besselova rovnice vadu n. Jak vyplyva z prilohy B, jeji omezena feseni

maji podobu

R(r) = Jo(VAr),
kde J,, je Besselova funkce pruniho druhu 7ddu n. Okrajova podminka v (13.31)
fika, ze R(a) = 0, z ¢ehoz plyne

1

Amn = ;,u?,m, n e NU{0}, meN,

kde fimy jsou kladné kofeny funkce J,. Muzeme tedy psat R(r) = Run(r) =
In(vV Amnr). Dosadime-li A = \,,,;, do ¢asové rovnice, dostavame

Trn = Con €08 e/ Ayt + Do Sin e/ Ant.

Pouzijeme-li ziskané predpisy pro funkce R, © a T', miZeme Fici, Ze FeSeni vinové
rovnice na kruhu s homogenni Dirichletovou okrajovou podminkou mé tvar

u(r, 0,t) Z Z In( mnr )(Apn cos N + By, sin nb) cos e/ Apnt

n=0m=1
SIS

+ Z Z In( mnr (A cos N + By, sin nf) sin e/ At

n=0m=1
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PiSeme zde A,,,, misto A,,Cy,, a obdobné pro By, Amn, Bmn. K uréeni téchto
koeficienti vyuZijeme pocateéni podminky. Tento postup ilustrujeme na jedno-
duchém ptikladu.

Uvazujme ulohu (13.31) s po¢ateénimi podminkami
@(r,0) = (a®> — r?)rsin6,
(13.33) { et =0

Nulova pocatec¢ni rychlost ma za nasledek, ze vsechny koeficienty u sinovych rad
(vzhledem k ¢asové proménné) jsou nulové, tj. A,,, = By, = 0 pro vSechna
n € NU {0}, m € N. Pfedpis pro feseni se tedy zjednodusi na tvar

u(r, 0,t) Z Z In( mnr Ay cos n + By, sin nf) cos cy/ A t.

n=0m=1

Polozime-li t = 0, dostavame

(13.34) Z Z In( mnr Apn cosnb + By, sinnd).

n=0m=1

Povsimnéme si, Ze jde vlastné o Fourierovu fadu funkce ¢ vzhledem k systému
{In(V Amnt) cosnb, Jp(v/ Apnr) sinnb}o,,. Prepisme (13.34) do tvaru

i Apmodo( mor + Z <Z ApnJIn( mnr)) cosnf
m=1

=:Ao(r) =:An(r)
+ Z (Z BrnJn( mnr)) sinnd.
n=1 =1
=:Bn(r)
Pro pevné r mame
1 2m
Ar) = 5 [ elnoyao,
27
0
1 2m
An(r) = —/gp(r,@) cosnf db,
T
0
2m

B,(r) = l/4,0(7",9)sinn€d9.

)
()
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Dosadime-li (7, 6) = (a? —r?)rsin§ a vyuzijeme-li ortogonality trigonometric-
kych funkci, ziskame Ag = A,, = 0 pro vSechnan € Na B, =0pron =2,3,....
Jediny nenulovy koeficient je Bi:

21

> 1
By = Z B Ji(V Amar) = - /(a2 —r?)rsin? 6 d6.
m=1 0

S vyuzitim vlastnosti Besselovych funkci (viz pfiloha B) dostaneme

5 a 2w
13.35) B = ——0—— 2 12)r sin2 0 J; (ptgm1 —) 7 dOd
( ) 1 a2 (o) //(a r¥)r sin® 0 Jy (u 1a)r r

00
2 a

222 r
= —— - m1—) dr.
pe Ty 0/(a P20 Ty (it )

Pfipominame, Ze A1 = (tm1/a)? a jim1 jsou kladné kofeny Besselovy funkce
Ji. Odtud jiz snadno dojdeme k zavéru, ze feSeni tlohy (13.30) nebo (13.31)
s pocateéni podminkou (13.33) je dédno ptredpisem

> T ct
(13.36) u(r,0,1) = sin® 3 By Ji(pima ) €08 pim1

m=1

s koeficienty B,,; uréenymi vztahem (13.35).

Reseni (13.36) na rfiznych ¢asovych hladinach je zobrazeno na obrazku 13.8.
Pouzity jsou hodnoty a = 1, ¢ = 1 a ¢astecny soucet do m = 3.
O

V poslednim piikladu pfidame jesté jednu prostorovou dimenzi. Budeme se
vSak drzet nejjednodussiho, tj. radidlné symetrického, pfipadu.

Priklad 13.10 (Vibrace v kouli — symetricky pfipad). Uvazujme vibrace
v kouli s pevné zafixovanou hranici a s poc¢ateénimi hodnotami, které zavisi
pouze na poloméru r = /22 + y2 + 22. Resime tedy poéatecné-okrajovou tlohu
pro vlnovou rovnici s Dirichletovou okrajovou podminkou

uy = A, 2?4y’ +22<a? t>0,

u(x,y,2,t) =0, 2?2+ + 22 =d?,
(13.37) (@y,2,1) s Y

u(z,y,z,0) = p(v/a* +y* + 2°),

u(z,y,2,0) = P(\/2? + y? + 22).
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Obréazek 13.8: Grafické zndzornéni feseni pocdtecné-okrajové dlohy (13.30)
s pocatecni podminkou (13.33) na éasovych hladindch t =0, 0.4, 0.8, 1.2.

Geometrie oblasti nas nabada k prechodu do sférickych souradnic r, ¢, 6. Jelikoz
data tlohy navic nezavisi na thlech ¢, , mizeme ocekavat, zZe TeSeni bude
radidlné symetrické. Laplacetv operator se tedy redukuje na jednoduchy tvar
Au = Uy + %ur a z ulohy (13.37) se stava problém ve dvou proménnych ¢ a r:

utt:cQ(uTT+%ur), O<r<a, t>0,
(13.38) u(r,t) =0, r=a, t >0,
u(r,0) = ¢(r), w(r,0) =¢(r), 0<r<a.

Reseni budeme opét hledat Fourierovou metodou. Separaci proménnych u(r,t) =
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R(r)T'(t) ziskdme dvojici oby¢ejnych diferencialnich rovnic

(13.39) T" + \*T = 0,
2
(13.40) R" + ;R’ + AR =0.

Radialni rovnici mizeme zjednodusit zavedenim nové funkce Y (r):
Y(r)=rR(r).
Vztah (13.40) pak pfejde na
Y'(r)+ A\Y(r) =0

a pro A > 0 mé jeho Fefeni tvar Y (r) = CcosvVAr + DsinyvAr. Tim tedy
ziskdme

R(r) = %(Ccos VAr+ DsinVar), 0<r<a.

Funkce R musi navic splitovat okrajové podminky

lim R(z) je kone¢né ¢islo, R(a) = 0.

r—0+
Odtud plyne C = 0, protoze funkce % cos VAr je v okoli bodu r = 0 neomezena.
(Uvédomme si, ze %sin VAr je naopak omezena a limitné se blizi k v\ pro
r — 0.) Z druhé okrajové podminky plyne

Dsinva = 0,

odkud snadno uréime vlastni ¢isla

= () ne

a prislusny systém vlastnich funkci

1 nwr
R,(r)=-sin—, neN.
r a
Casové tloha (13.39) m4 Teseni T),(t) = A, coscy/ At + Bysiney/A,t a tedy
radialné symetrické feseni vlnové rovnice s homogenni Dirichletovou okrajovou
podminkou lze psat ve tvaru

[e.e]

(13.41) u(r,t) = Z(A" cos

n=1

nmct . nmwet. 1 | nmr
+ B, sin ) — sin —
a a ’'r a
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pro r > 0. K uréeni hodnoty u(0,t) vyuzijeme skutecnost, ze lir% % sin M7 = 1T
r—

a polozime

2 nm nmct
Z —(Ap cos = + B, sin ).
— a a a

Abychom splnili i po¢ateéni podminku, musime zajistit nasledujici rovnosti

> 1 nmr
= A, — sin —
o) = 3 A sin T

nmce 1 . nnr

=
=

I
WE
-
.

=)

|

> nmr
ro(r) = ZA" sin —

n=1

> nmc nmr
7"¢(7‘) = Z T Bn sin 7

n=1

pro r > 0. Pomoci standardnich argumentt stanovime koeficienty A, a Bj,:

a

2 nmr
A, = = [ ro(r)sin—dr,
a a
0
2 . nmr
B, = — [ r¢(r)sin —dr.
nme a

0

JelikoZ neni snadné zobrazit feSeni u jako funkci vSech proménnych z,y, z, t,
zachycuje obrazek 13.9 pouze hodnoty FeSeni (13.41) v zavislosti na radiélni
soutfadnici r a case t. Pro ilustraci jsme zvolili data a = 1, ¢ = 1, nulovou
pocatecéni rychlost ¢ = 0 a pocatecni vychylku danou predpisem

(13.42) @(r) = Jo(par) + Jo(por).

(Zde Jy je nultéd Besselova funkce prvniho druhu, viz piiloha B.) Pouzili jsme
Casteéné soucty do hodnoty n = 20. Tvar poéateéni podminky (13.42) je za-
chycen na obrazku 13.10.

O
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Obréazek 13.9: Grafické zndzornéni feseni pocdatecné-okrajové dlohy (13.39)
s pocdtecni podminkou (13.42).

Poznamka 13.11. V predchozim piikladé jsme zvolili pocatecni vychylku
(13.42), jelikoz tataz podminka byla pouzita i v ptikladé 13.8 pro tlohu s vibru-
jici membranou. Podivejme se detailné na obrazek 13.9 a srovnejme ho s obraz-
kem 13.6. Prvni z nich ilustruje radidlné symetrické kmity v jednotkové kouli
(napt. zvukové vlny), zatimco druhy zminény obrazek zndzornuje radidlné sy-
metrické vibrace v jednotkovém kruhu. V obou ptipadech jsme pouzili stejna
data, avsak vysledné chovani se zna¢né lisi (povSimnéte si napf. tvaru sificich
se vln a Gasové periody).

Dalsi priklad rozdilného chovani ve dvou a ve tfech dimenzich je ilustro-
van na obrazku 13.11. Zde jsem znazornili feSeni dvojrozmérné a trojrozmérné
vlnové rovnice na kruhu, resp. v kouli o poloméru a = 10, s homogenni Di-
richletovou okrajovou podminkou, vlnovou rychlosti ¢ = 1.5, nulovou pocatecni
viychylkou ¢ = 0 a pocatecéni rychlosti danou ve tvaru

P(r)=1 pro0<r<1, (r)=0 jinde.

(Vlnovou rovnici s tymiz pocateénimi podminkami — avSak na celé roviné, resp.
celém prostoru — jsme uvazovali jiz v ptikladu 13.3.) Ve dvou dimenzich tato
uloha odpovida situaci, kdy uderime do kruhové membrany jednotkovym kruho-
vym kladivem. MtzZeme pozorovat, ze signdl se $ifi podél charakteristik a body,
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Obrazek 13.10: Pocdtecni vychylka (13.42).

které zasahne, zlistanou trvale vychyleny. Oproti tomu ve tfech dimenzich sig-
nal prichéazi a zase se ztraci. To odpovida skutecnosti, ze ve dvou dimenzich je
(neodrazené) feseni v bodé (xg,tp) ovlivnéno poc¢atecnimi hodnotami z celého
kruhu

(z —20)” + (y — y0)* < (cto)?,
zatimco ve tiech dimenzich pouze pocateénimi hodnotami z kulové plochy
(x —20)* + (y — y0)* + (2 — 20)* = (ct0)*.

Povsimnéte si rovnéz odrazu na hranici » = a a efektu principu kauzality, ktery
plati v libovolné dimenzi.

Poznamka 13.12. Radialni rovnice (13.40) je specidlnim piipadem (pron = 0)
obecné rovnice

(13.43) r?R"4+2rR + (M? —n(n+1))R =0,

kterd se objevuje v nesymetrickych tlohach na kouli. Lze ukazat, Ze fesSeni
rovnice (13.43) maji tvar

R(r) =, /mJn+%(\/XT),

kde J, . 1 je Besselova funkce prvniho druhu (neceloéiselného) fadu n + %, viz

priloha B. Pro n = 0 mtzeme feSeni (13.40) zapsat ve tvaru

R(r) =, /2\5#%(\&).
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Obrazek 13.11: Grafické zndzornéni radidlné symetrickych teseni Dirichletovy
dlohy pro vlnovou rovnici ve 2D a ve 3D s pocdtecni rychlosti (r) = 1 pro
0 <r <1 a nulovou jinde.
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S vyuzitim vyjadfeni (B.5) pro Besselovy funkce dostaneme

B i~ (3:/2) +2k
@) = kzzo KDL+ k+1)

- ii (_—1)k g2kl = iSin:p
X (2k +1)! V 7 '

k=0

Reseni rovnice (13.40) lze tedy zapsat jednoduse jako

R(r) = ﬁsm Vo,

jak jsme jiz odvodili vyse, ale odliSnym zptisobem.

13.6 Cvicdeni

1.

. Ovéite, ze funkce (c

Naleznéte vSechny trojrozmérné rovinné vlny, tj. vSechna feSeni vlnové
rovnice ve tvaru u(x,t) = f(k-x — ct), kde k je pevny vektor a f je
funkce jedné proménné.

[bud |k| = 1, anebo u(x,t) = a+ b(k -« — ct), kde a, b jsou libovolné konstanty]
242 — 22 — y? — 22)~! spliiuje vlnovou rovnici mimo
sveételného kuzele.

Dokazte, Ze A(u) = (Au) = Uy + 2%, pro libovolnou funkei u = u(z,y, 2).
Zde r = /22 + y? + 22 je sférickd soufadnice.

[Névod: Zapiste Au ve sférickych soufadnicich a ukazte, Ze thlové ¢leny maji
nulovy pramér na kulovych plochéch se stfedem v pocéatku.|

S vyuzitim Kirchhoffovy formule feste vlnovou rovnici ve tfech dimenzich
s pocatecénimi daty p(z,y,2) =0, ¥(z,y,2) = y.

[u(z,y, 2, 1) = ty]
Reste vlnovou rovnici ve tiech dimenzich s poc¢ateénimi daty ¢(z,y, z) =

0, ¥(z,y,2) = 22+ y? + 22. Hledejte radialné symetrické feseni a pouzijte
substituci v(r,t) = ru(r,t).

Reste vinovou rovnici ve tiech dimenzich s po¢ateénimi podminkami p(x) =
0, ¥(x) = A pro x| < pa(x) =0 pro |z| > p, kde A je konstanta. Tato
uloha je analogii ideru kladiva studovaného v odstavci 4.1.



Vinova rovnice ve vyssich dimenzich 261

10.

11.

12.

13.

14.

u(@.t) = (o~ (r—ct)?) prolp—ct| <r < p+et,

u(x,t) = At pror < p—ct au(x,t) =0 jinde|

Reste vinovou rovnici ve tiech dimenzich s po¢ateénimi podminkami p(x) =
A pro |z| < p, p(x) =0 pro |z| > p a ¢(x) =0, kde A je konstanta. Kde
ma FeSeni skokovou nespojitost?

[Navod: Zderivujte FeSeni ze cviceni 6.
[u(z,t) = Apror < p—ct, u(z,t) = A(r —ct)/2r pro |p—ct| <r < p+ct
a u(x,t) =0 pror > p+ ct]

S vyuzitim Kirchhoffovy formule a metody odrazu feste vlnovou rovnici na
poloprostoru {(z,y, z,t); z > 0} s Neumannovou podminkou du/0z = 0
na hranici z = 0 a s poc¢ateénimi podminkami ¢(z,y,2) = 0 a ¥(z,y, 2)
libovolné.

Proc¢ nefunguje metoda sférickych prameéra v pripadé dvojrozmérného vl-
néni?

Predpokladejte, Ze nezname d’Alembertovu formuli a feSte jednorozmeér-
nou vlnovou rovnici s poé¢ateénimi daty ¢(x) = 0 a libovolnou funkei ()
pomoci metody snizovani dimenze. To jest uvazujte u(z,t) jako FeSeni
dvojrozmeérné rovnice nezavislé na proménné y.

Uvazujte vlnovou rovnici s okrajovou podminkou du/dn + b du/dt = 0,
b > 0, a ukazte, Ze jeji energie klesa.

Uvazujte rovnici uy — c2Au + m?u = 0, m > 0, kterd je znama jako
Kleinova-Gordonova rovnice. Ukazte, Ze jeji energie je konstantni.

Dokazte jednoznacnost klasického feSeni vlnové rovnice na R3. Vyuzijte
zakon zachovani energie aplikovany na rozdil dvou feSeni.

Naleznéte hodnotu u(0, 0,0, ) FeSeni vlnové rovnice
uy — Au=g
ve trech prostorovych proménnych, je-li

(a) ¢(z,y,2) = f(@* +y* +2%), v =0,9 =0,
(b) =0, ¥(z,y,2) = f(z* +y* + 22), g = 0,
(c) p=0,v =0, g(z,y,2,t) = f(a® + % + 2?).
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[Oznacime-li v(t) = u(0,0,0,t), pak a) v(t) = f(c*t?) + 222 f'(c*t?); b) v(t) =
tf(c2t?); ) v(t) = [(t —7)f((t — 7)*)dr.]

0

~+

15. Uvazujte rovnici
2
Ut = C Ugg — bUg + Ay,

na obdélniku (0,a) x (0,b) s okrajovymi podminkami

u(0,y,t) =0, wug(a,y,t) =0,
uy(z,0,t) =0, wu(z,b,t) =0.

Naleznéte prislusné obycejné diferencidlni rovnice a okrajové podminky
vzniklé separaci proménnych.

16. Separujte parcialni diferencialni rovnici
2
Ut = C (umm + Uy + Uzz) - (ux + uy)
na prislusné obycejné rovnice.

17. Reste dvojrozmérnou vlnovou rovnici na jednotkovém c¢tverci s koeficien-
tem ¢ = %, homogennimi Dirichletovymi okrajovymi podminkami a na-
sledujicimi poc¢atec¢nimi podminkami:

(a) p(z,y) = sin3rz sinmy, Y(z,y) =0,

[u(z,y,t) = sin 3wz sin Ty cos v/10t]
(b) ¢(x,y) =sinmz sinmy, P(x,y)=sinnz,

(c) p(z,y) =z(1 —2)y(l —y), (x,y) =2sinwz sin2my,

XX cos 4/ . .
H=x 2 & (@h 1) )™ sin(2k + 1)7z sin(20 + 1)y

(207 (21 1)°
+% sin 7 sin 27y sin /5t
(d) el@,y) =x(1—e" Nyl —y?), P(z,y) =0.

18. Reste dvojrozmeérnou vlnovou rovnici na kruhu o poloméru a s homogenni
Dirichletovou okrajovou podminkou. Pouzijte nasledujici data:

(a) a=2, c=1, ¢(r) =0, ¥(r) =
[u(r,t) =4 Z J°2 51”/2) sin &t]

(b) a=1, c=10, p(r) =1—1% 9(r) =1,
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[u(r,t) = JMmﬂC%uﬁ+8§:“R%?ﬁmuM]

19. Reste dvojrozmérnou vlnovou rovnici na kruhu o poloméru a s homogen-
nimi Dirichletovymi okrajovymi podminkami. Pouzijte néasledujici data:

(a) a=1, c=1, ¢(r,0) = (1 —r?)r?sin20, ¥(r,0) =0,

[u(r,0,t) = 24 Z—:l % sin 26 cos finat]

(b) a=1, c=1, o(r,0) =0, ¢(r,0)=(1— 7’2)7’2 sin 26,

u(r,0,t) = 24 J2(“"2T) sm 20 sin pupot
| Hona 3 (fin2) H
712

(c)a=1,c=1, ¢(r,0) =1—12 (r,0) = Jo(r).

20. Uvazujte tenkou obdélnikovou desku o délce a a Sifce b a popiste jeji
kmitani pro nasledujici data: a = 5, b = m, ¢ = 1, okrajové podminky

u(0,y,t) =0, ug(a,y,t) =0,
uy(z,0,t) =0, wu(x,b,t) =0,

a pocatecni podminky

ysinz, 0<z<a 0<y<?$,
u(z,y,0) = { .
@90 = (- bysinz, 0<z<a b<y<b
a
1 < 2 0<y<b
(a;y,O):{x(COSy+ ), (C)L_x<2,0_y_,
(x —a)(cosy+1), §<z<a, 0<y<bh
21. Uvaizujte tenkou vibrujici obdélnikovou membranu o délce 3T a §ifce T

2 2"
Predpokladejte, ze strany = 0 a y = 0 jsou upevnéné v nulové poloze

a dalsi dvé strany jsou volné. Pro nulovou pocatecni rychlost a pocatecni
vychylku o(z,y) = (sinx)(siny) uréete casové zavislé feseni a nakreslete
jeho graf na nékolika ¢asovych hladinéch.

22. Reste tilohu kmitajici kruhové membrany o poloméru 1 s pevnou hra-
nici, nulovou pocatecni rychlosti a pocateéni vychylkou popsanou funkci

f(r)sin26.
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23. Reste ulohu kmitajici kruhové membrany o poloméru 7 s volnou hra-
nici, nulovou pocatecni rychlosti a pocatecni vychylkou popsanou funkci

f(r)cosb.

24. Uvazujte vertikdlni kmity kruhové vysece 0 < 6 < 7 o poloméru 2. Na-
leznéte prislusné feseni, jsou-li okrajové podminky dany nasledovné:
(a) u(r,0,t) =0, wu(r,%,t)=0, u(2,0,t)=0.
(b) ug(r,0,t) =0, wug(r,%,t) =0, u(2,0,t)=0.

V obou pripadech predpokladejte nulovou pocatecni rychlost a pocatecni
vychylku jako funkci dvou proménnych, poloméru a tuhlu.

25. Reste tlohu

Utt — Cz(uxx + uyy) = f(x7y) Sinwt7 (.Z',y) €= (O,CL) X (Oab)a t> 07
U(ﬂi‘,y,t) = 07 (3:73/) € aQ)
u(z,y,0) =0, w(z,y,0) = 0.

Uvazujte zvlast ptipad bez rezonance w # wmn = ¢/ (%5)? + (55)% pro

vSechna m,n € N a pfipad v rezonanci w = wyyn, pro ur¢ité (mo,ng).

26. Naleznéte viechna Feseni vlnové rovnice ve tvaru u = e“! f(r), ktera jsou
omezena v poc¢atku. Zde r = /22 + y2.
[u(r, t) = Ae™ ™" Jo(<L)]



Piiloha Sturmova-
Liouvilleova
uloha

P1i aplikaci Fourierovy metody jsme se setkali s parametrickymi okrajovymi
tlohami pro obycejné diferencidlni rovnice druhého fadu, jejichz FeSeni (ob-
vykle sinové a kosinové funkce) tvorily tuplny ortogonalni systém. Tato sku-
tecnost hrala klicovou roli pfi feSeni puvodni tlohy pro parcidlni diferencialni
rovnici a umoznovala vyjadrit jeji feseni ve tvaru nekonecné fady. Tyto vlast-
nosti nejsou typické pouze pro siny a kosiny, ale rovnéz pro mnohem obecnéjsi
funkce, které tesi tzv. Sturmovu-Liouvilleovu okrajovou dlohu

—(p(@)y") +q(z)y = Ar(z)y, a<z<b,
(A1) apy(a) + Poy'(a) =0,
a1y(b) + B1y'(b) = 0.

Zde o + 2 > 0, aF + B > 0 (tj. alespoti jeden koeficient z kazdé dvojice je
nenulovy) a A je nezndmy parametr.

Rekneme, ze (A.1) tvoii requldrni Sturmovu-Liouvilleovu tilohu, pokud (a, b)
je uzavieny konecny interval a jsou splnény nasledujici podminky regularity:
p(z), p'(x), q¢(z) a r(z) jsou spojité realné funkce na (a,b) a p(x) > 0, r(x) >0
proa <z <b.

Hodnota parametru A, pro kterou existuje netrivialni feSeni tlohy (A.1), se
nazyva vlastni ¢islo. Prislusné netrividlni feseni nazveme vlastni funkci prislu-
$nou vlastnimu ¢islu A.

Nyni shrneme hlavni dtlezité vlastnosti vlastnich ¢isel a vlastnich funkci
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regularni Sturmovy-Liouvilleovy tlohy.

e Vlastni ¢isla tlohy (A.1) jsou vSechna realnd a tvori nekone¢nou rostouci
posloupnost
M <A< A3 < on <Ay < v — 00,

e Kazdému vlastnimu éislu A, piislusi jedind (az na nenulovy nésobek)
vlastni funkce y,(z), kterd ma v intervalu (a,b) pravé n — 1 nulovych
bodi. (PovSimnéte si, Ze libovolny nasobek vlastni funkce je opét vlastni
funkci.) Navic mezi dvéma sousednimi nulovymi body funkce y,(x) je
pravé jeden nulovy bod funkce y,41(z).

e Jsou-li y,(x) a ym,(x) dvé vlastni funkce pFislusné dvéma riznym vlastnim
Cislim A, a A, pak
b

/T(ﬂf)yn(w)ym(a:) dr =0

a

(tj- Yn a ym jsou linedrné nezavislé a ortogonélni s vahovou funkci r(x)).

e Libovolna po castech hladka periodickd funkce f se zdkladni periodou
T = b—a je rozvinutelna ve Fourierovu fadu vzhledem k systému vlastnich
funkci y,, tj.

f(x) = ZFnyn(‘T)7
n=1

kde F}, jsou Fourierovy koeficienty definované predpisem

r(x) f(@)yn(z) de

8~

Fp ="
Jr(@)y;(z) de

Fourierova fada navic konverguje v kazdém bodé x k hodnoté f(x), pokud
f(z) je spojité v z, a konverguje k hodnoté 2 (f(zT)+ f(z7)), pokud f(x)
ma v  nespojitost prvniho druhu (skok). Symboly f(z") a f(2™) znaci
jednostranné limity funkce f v bodé .

Obvykle fikdme, ze vlastni funkce y,,(z) tvofi Gplny ortogonélni systém.

V nékterych pripadech a za dodateénych podminek plati vyse uvedené vlast-
nosti i pro tzv. singuldrni Sturmovu-Liouvilleovu ulohu, viz napt. [22]. V nasem
textu jsme se setkali pouze s jednim takovym piipadem a tim byla parametricka
Besselova rovnice (viz ptiklady 12.5, 13.8, 13.9 a poznamka B.1 nize).



P¥iloha Besselovy funkce

V kapitolach 12 a 13 jsme se setkali se specidlnim pripadem tzv. Besselovy
rovnice Tadu n

(B.1) 22y +ay + (2 —n?)y =0

nebo ekvivalentné
2

1
y"—l——y'—l—(l—n—)y—o x # 0.
x x?

Konstanta n je nezaporné ¢islo (ne nutné celo¢iselné; pro nase ucely vsak bu-
deme obvykle uvazovat n € N). Rovnice (B.1) je linedrni obycejna diferencialni
rovnice druhého fadu a musi tedy mit dvojici linedrné nezavisljch feseni, ktera
je mozné hledat ve tvaru

o
= Zakwk+°‘, ag # 0.
k=0

Konkrétni hodnoty parametrti a; a « nalezneme nésledovné. Dosadime zpatky
do rovnice (B.1) a dostaneme

o0
wzz (k+ a)(k 4+ a — 1)apzt T2
k=0

00
_1_1,Z(k + a)akxkz-i-a—l + ($2 _ ’I’L2) Zak$k+a _
k=0 =

267
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neboli (po jednoduché tpravé a vydéleni ¢lenem x®)

Z(k‘ +a—n)(k+a+n)apz® + Z apz™t? = 0.
k=0 k=0

Druhou sumu mizeme prepsat do tvaru

o o0
k=0 k=2

a ziskame rovnici

(B.2) Z(k‘ +a—n)k+a+n)apa® + Z ap_ox* = 0.
k=0 k=2

Pro koeficienty u jednotlivych mocnin x musi tedy platit nasledujici vztahy:

k=0: (a—n)(a+n)ag=0,

E=1: (14+a—-n)(l+a+mn)a; =0,

k>2: (kK +a—n)k+a+n)ag+ ar_o=0.
JelikoZ pozadujeme ag # 0, z prvni rovnice plyne

a=n nebo a=-—n.
Druhd rovnice musi byt splnéna pro vSechna nezaporna n a tedy a; = 0. Treti
rovnice vede na rekurentni formuli
-1

(B-3) ak:(k‘—l—a—n)(k‘+0z—|—n)

Af—2.
Protoze a; = 0, dostavame

a3:a5:...:a2k+1:...:0

a nenulové koeficienty mizeme zapsat nasledovné

-1
B.4 - .
(B-4) 2k 2k + o —n)(2k + o+ n) 22

(=1)*ag
226k 1+ n)2+n)3+n)...(k+n)

Obvykle volime ag = 27" /n! a pro a = n ziskdme prvni feseni Besselovy rovnice
ve tvaru

o .Z'/2 n+2k

(B.5) Z ku RICEIE

=0
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coz je tzv. Besselova funkce prvniho druhu 7adu n. (Pokud n ¢ N, nahradime
faktorial (n+k)! Gamma funkci I'(n+k+1), viz napt. [1].) Nékolik Besselovych
funkci prvniho druhu je nacértnuto na obrazku B.1. Pov§imnéte si, ze vSechny
tyto funkce jsou kone¢né i v singuldrnim bodé x = 0!

JQ(LL‘)

Jl (.CC)

0.5t Jo(2)

Obréazek B.1: Besselovy funkce prunitho druhu pro n =0,1,2.

Lze ukazat, Ze druhé linearné nezavislé feseni Besselovy rovnice ma podobu

Ya(x) = lim Jq(z) cos qgm — J_q(x)

q—n sin g

a je znamo jako Besselova funkce druhého druhu (nebo téz Neumannova nebo
Weberova funkce) fddu n. Tyto funkce jsou jiz v singuldarnim bodé x = 0 ne-

omezené. Pro n > 0 se Y,, chova na okoli bodu x = 0 jako —:%n, zatimco

v pfipadé n = 0 lze nahradit Yp(z) =~ %lnx pro x — 0. Nékolik Besselovych

funkci druhého druhu je zobrazeno na obrazku B.2.

Bez diukazu uvedeme nékteré zakladni vlastnosti Besselovych funkci, které
jsme vyuzili v pfredchozim textu.

e Jak mizeme vidét na obrazcich B.1 a B.2, kazd4a Besselova funkce ma
spocetné mnoho kladnych nulovych boda ug, k=1,2,....

e Pro libovolné n > 0 je systém funkci {v/zJ,(unrz)}3e, ortogonalni na
intervalu (0, 1), tj.

1
/ (k) o (fngz)dz = 0 pro j £ k
0
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Yo(x
0.5 1 " i) Ya(z)
0 N e g
-1
—2

Obrazek B.2: Besselovy funkce druhého druhu pro n =0,1,2.

1
1 2
zJ :unk:E d:E - §Jn+1(:unk)
0

Zde pinr, k=1,2,..., jsou opét kladné kotfeny funkce J,(z).

e Pro libovolné n > 0 plati

(@) = 2" a®) 8 (@) = —a g ()

Specialné pro n = 0 mame %Jo(a:) = —Ji(z).

Poznamka B.1. V piikladech 12.5, 13.8 a 13.9 jsme se setkali s tzv. paramet-
rickym tvarem Besselovy rovnice

(B-6) 2y +ay' + (M —n?)y =0
s okrajovymi podminkami
(B.7) y(0) je koneéné ¢islo, y(a) = 0.

Pokud fip,x znaci kladné koreny funkce J (x), pak je tloha (B.6), (B.7) netrivi-

u

alné fesitelna pro hodnoty A = A, = ~% a piislusnd feseni maji tvar J,(*2tx).
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Povsimnéte si, Ze rovnici (B.6) lze pfepsat do ekvivalentni podoby

N n? .
—(zy) +;y—kﬂcy,

coz (spoleéné s okrajovymi podminkami) neni nic jiného nez Sturmova-Liouville-
ova tloha na intervalu (0,a) s volbou p(z) = r(z) = z a q(z) = "72 Jelikoz ¢(x)
neni definovana v bodé = = 0 a naopak p(0) = 0, jedna se o singularni alohu. Ze
Sturmovy-Liouvilleovy teorie pak plynou nékteré vyse zminéné vlastnosti Bes-
selovych funkci, zejména skutecnost, ze funkce Jn(%x) tvori tplny ortogonalni
systém na intervalu (0,a) s vdhovou funkci r(z) = =.

Dalsi vlastnosti Besselovych funkeci lze nalézt napt. v [1].






Typické tlohy

Transportni rovnice (kapitola 3)

Transportni rovnice s rozpadem (kapitola 3)

‘ ut+cux+/\u:f‘

VInovéa rovnice

e pocatecni tloha na R (kapitoly 4, 9)

utt:C2u$$+f7 reR, t>0,
u(x70) = (p(l‘), ut(w,O) = 1/1(95)

e pocate¢né-okrajova tuloha v R (kapitoly 7, 9)

Ut = czum + f, WS (O,l), t> 0,
u(0,t) = u(l,t) =0,
’LL(QZ‘,O) = 90('1')7 ut(mv 0) = ¢(3§‘)

e pocatecni tloha na RY (kapitola 13)

uy = Au+f, xRN, t>0,
u(a:,O) = (p(:l?), ut(a:,O) = 1/1(33)

e pocatecné-okrajova tiloha v RV (kapitola 13)

utt:c2Au+f, wGQ,t>0,
u(x,t) =0, x € 01,
u(a:, O) = QO(ZU), ut(w7 O) = 1/1(33)
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Difuzni rovnice

e pocatecni uloha na R (kapitoly 5, 9)

Uy = kuge + f, z€R, t>0,
u(z,0) = p(z)

e pocate¢né-okrajova uloha v R (kapitoly 7, 9)

up = kuge + f, x € (0,0), t>0,
u(0,t) = u(l,t) =0,
u(z,0) = o(z)

e pocatecni tiloha na RY (kapitola 12)

w=kAu+f, xRN, t>0,
u(z,0) = ¢(x)

e pocatecné-okrajova tiloha v RV (kapitola 12)

Laplaceova (Poissonova) rovnice

e v R? nebo R? (kapitoly 6, 11)

Au=f v R?neboR?

e okrajové uloha (kapitoly 8, 11)




Znaceni

R, RN mnozina realnych ¢isel, N-rozmérny Eukleidov-
sky prostor

o) hranice oblasti (2

a-b skalarni soucin vektord a a b

n(x) vektor vnéjsi normdly v bodé x

div ¢(x) (:v-¢:§%+---+§%§>

divergence vektorové funkce ¢

o) 2 92
w(=5), 6 (=52) wa (= 52), 0 (= 52) -

parcialni derivace
0 0
gradu(x) = Vu (z (a—;‘l, e ﬁ))
gradient skalarni funkce u
. 2 2
Au(x) <: div (grad u) = g—x% +F g—x%>

Laplacetv operator
ou
on

— — (9Es _ 9FE; OE\  OF3 0E»  OE1
rOtE<_VXE_(8y 0z ' 0z dr ’ Oz ay))

(=Vu-n) derivace podle vnéjsi normély

rotace vektorového pole FE
i imaginarni jednotka

Cck prostor k-krat spojité diferencovatelnych funkci
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str.
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str.
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11, 38
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) 2 02
81':%, am:%g,

parcialni derivace str. 30
C mnozina komplexnich ¢isel str. 31
erf (2) chybova funkce str. 85
pla=) = Im o(t), @et+) = hm () str. 88
Cc* mnozina funkci se spojitymi parcidlnimi deri-

vacemi vSech radt str. 89
N mnozina pfirozenych ¢isel str. 115
L Laplaceova transformace str. 153
L1 zpétna Laplaceova transformace str. 154
F Fourierova transformace str. 160
F1 zpétna Fourierova transformace str. 161
u* v konvoluce funkci u a v str. 156, 161
5 Schwartzova mnozina str. 160
R casoprostorovy valec str. 178
L2(M) prostor funkei integrovatelnych s kvadratem

na mnoziné M str. 182
f(t)=0(t") podil % je omezeny pro ¢t — 0 str. 185
Bt transponovana matice k matici B str. 191
meas 0B(0,a) mira (povrch) koule B(0,a) str. 196
|Vu|? = |grad ul? = u? + ui + u? str. 197
axb vektorovy soucin vektorti a a b str. 212
A2y = A(Au) biharmonicky operator str. 212

V textu pouzivame stejné znaceni pro funkci u, pokud transformujeme pouze
jeji nezévisle proménné, napi. u = u(x,y) a u = u(r,d) pii transformaci z kar-
tézskych do polarnich souradnic.
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evolu¢ni rovnice, 22
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formule
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Fourierova transformace, 155, 161
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svételny, 241

plny, 241

Laplaceova rovnice, 16, 22, 97, 143, 193
Laplaceova transformace, 155
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Newtontlv pohybovy zakon, 12

nory, 4

obdélnikovd membrana, 246
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