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Predmluva

Cilem tohoto ucebniho textu je seznamit ctenare se zékladnimi numerickymi pristupy pou-
zivanymi v oblasti hydrologie. Vzhledem k $iti problematiky a vzhledem k odborné ¢innosti
autorského tymu jsme se zamérili na modelovani proudéni v otevienych kanalech. Jesté
konkrétnéji lze fici, ze jde o matematické modely zalozené na Saint-Venantovych rovnicich.
Pouzijeme-li pri budovani modeli pravé uvedené vztahy obdrzime tlohy, které lze z hlediska
matematické klasifikace zaradit mezi pocatecné-okrajové tlohy pro parcialni diferencidlni
rovnice hyperbolického typu. V ucebnim textu popisované pristupy je mozné po zobecnéni
do vice prostorovych dimenzi pouzit i na modelovani rozlivii a na modelovani proudéni
v morich, ocednech a vodnich nadrzich. Specidlni pozornost je vénovana i tlohdm s ne-
hladkymi daty. Proto je v textu velice stru¢né vylozena problematika zobecnénych feseni
a jsou popsany metody vhodné k aproximaci téchto feseni. Tyto metody lze pak vyuzit pri
numerickém modelovani protrzeni prehradnich hrazi. Zdiraznujeme, Ze text je zaméren ma-
tematicky. Ctenaf ziska tedy poznatky z oblasti matematického a numerického modelovani,
pricemz nékterd numericka schémata jsou primo aplikovana na néktery z modelu ri¢niho
proudéni. Doporucujeme prostudovani dalsi literatury zamérené primo na hydrologii.
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Prvni kapitola skript je vénovana odvozeni matematickych modelt a stru¢nému néstinu
zékladnich pojmi z teorie parcialnich diferencialnich rovnic hyperbolického typu. Kapitola
druhé je vénovana diferenénim metodam (nékdy nazyvanymi metody kone¢nych diferenci).
Jedna se o metody, které se velice snadno implementuji a jejich pochopeni je relativné
snadné. Maji také ovsem radu nevyhod. Jsou vhodné k aproximaci pouze klasickych reseni
a lze je vyuzit pro reseni problémil s jednoduchou geometrii. Kapitola tfeti je vénovana
zobecnéni diferen¢nich metod tak, aby je bylo mozné vyuzit i pro aproximaci reseni nehlad-
kych. Kapitola ¢tvrtd podava souhrn vlastnosti, které jsou obvykle zkoumany pri analyze
numerickych metod pro feseni parcidlnich diferencidlnich rovnic hyperbolického typu. Jsou
zde také naznaceny vzajemné vazby mezi témito vlastnostmi. V kapitole paté jsou velice
stru¢né popsany dalsi pristupy pouzivané pri matematickém modelovani proudéni s volnou
hladinou. Jsou zde také struéné popsany dalsi numerické metody pouzivané v této oblasti.
Zavér obrazovkové verze skript je vénovan ukizkam konkrétnich numerickych simulaci. Cely
text je uzavien interaktivnim testem, prehledem literatury a rejstiikem.

Vérime, ze tento ucebni text prinese uzitek, jak studentim matematickych studijnich
oboru, kteri si rozsiri poznatky o vyuziti numerickych metod v zajimavé aplikac¢ni oblasti,
tak studenttim oboru souvisejicich s hydrologii, ktefi si budou moci rozsitit poznatky o né-
které metody pouzivané v oblasti vypocetni mechaniky tekutin. V ramci projektu Matema-
tika pro inZenyry 21. stoleti pripravujeme jesté dalsi rozsahlejsi text, ktery bude vénovan
obecnéjsi problematice - numerickému feSeni parcialnich diferencidlnich rovnic hyperbolic-
kého typu. Tento text s predstihem doporucujeme tém z Vas, ktefi si chtéji zde ziskané
poznatky rozsitit. Zévérem si dovolujeme predem podékovat ¢tenaitum za veskeré kritické
pripominky, naméty k doplnéni i za pripadnou chvalu.
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Kapitola 1

Formulace matematickych modelu

Pruvodce studiem

V této kapitole se CtenaF seznami s principy odvozeni matematickych modeli pro proudéni
fek (zaloZenych na Saint-Venantovych rovnicich), vcetné zjednodusenych modeld (napf. mo-
delu KWA). Ddle bude ¢tendf obezndmen s obecnou matematickou formulaci zdkond zachovani
a souvisejicich pocatecnich a pocatecné-okrajovych tloh. V kapitole se také vénujeme definici
klasického Feseni a slabého (zobecnéného) feseni a problematice jeho jednoznacnosti. Nakonec se
budeme zabyvat tridénim zdkoni zachovani a s pojmy dileZitymi pro matematické modelovani
proudéni tekutin.

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete schopni:
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e chipat princip odvozeni matematickych modeli pro proudéni fek (zalozenych ™= 257
na Saint-Venantovych rovnicich),

e mit prehled o zjednodusenych matematickych modelech,

e definovat klasické, slabé a entropické feseni a chépat nutnost zavedeni téchto D p Hrmoscescs
Tesend, vpomi

e znat pojmy uzce spjaté s modelovanim proudéni.

1.1. Popisy proudéni v hydrologii

1.1.1. Saint-Venantovy rovnice

Pro modelovani proudéni existuje zna¢né mnozstvi matematickych modeli. Jeden z nejo-
becnéjsich modeli je zaloZen na tzv. Navierovych-Stokesovych rovnicich pouzivanych pro
modelovani proudéni vazkych stlacitelnych i nestlacitelnych tekutin. Pro modelovani fic-
niho proudéni obecnym korytem neni nutné pouzivat takto slozity model, proto se zavadéji
nasledujici zjednodusujici predpoklady:

e Budeme uvazovat nestlacitelné nevazké proudeéni.

e Proudéni uvazujeme jedno-dimenzionalni a uvazujeme pouze horizontalni rychlost
proudéni, kterou povazujeme za konstantni pres celou plochu pri¢ného rezu koryta.

e Vertikalni slozku zrychleni proudéni zanedbame.

e Sklon dna je dostatecné maly.
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Odvozeni Saint-Venantovych rovnic, které zde popiseme, lze nalézt naptiklad v [2]. Pfedpo- >
klddejme, ze koryto mé obecny tvar, viz Obr. 1.1 a uvazujme kontrolni tsek feky (z1,x2) S
(Obr. 1.2) v ¢asovém intervalu (t1,t2).

ZAPADOCESKA
z P> univerzita
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F; (th,)xg
Fg
.F ﬁ:a
T )
/,1,/ il ) z
Obr. 1.1 Obecné ti¢ni koryto. Obr. 1.2 Kontrolni objem.

Ozna¢me a plochu zaplaveného pti¢ného fezu koryta, v rychlost proudéni (horizontalni
slozka). Déale ozna¢me prutok ¢ = wa a hmotnostni tok (¢asto téz hmotnostni pritok)
gm = pva = pq, kde p je hustota kapaliny. Rozdil mnozstvi kapaliny, kterda vtece hranici
x1 v ¢asovém intervalu (¢1,t2) a kterd vytece hranici xo ve stejném Casovém intervalu lze
reprezentovat nasledujicim integralem

to

to
/ (Gmmles = Gmlas] d = / (002, — (0)las] i, (1.1)

t1 t1
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kde ¢p|z, bude v nésledujicim textu znaéit g, (x1,t). Podle zdkona zachovani hmotnosti
plati, ze celkové mnozstvi piitoku (1.1) je rovno celkové zméné mnozstvi kapaliny uvnitt
sledované oblasti v ¢asovém intervalu (¢1,t2), kterd je déna

2
160l = (o)l da, (12)
x
tj. za predpokladu konstantni hustoty p (souvisi s predpokladem nestla¢itelného proudéni)
plati nasledujici integralni tvar rovnice kontinuity
T2 to
[ @y = alu) da+ [ (alay = aler) t =0 (13)
B t1

Pro odvozeni druhého bilan¢niho vztahu modelu proudéni fiécnim korytem vyuzijeme zédkon
zachovani hybnosti (2. Newtonuv zékon), ktery rikd, Ze soucet zmény hybnosti uvnitr sledo-
vaného objemu v daném ¢asovém tseku (t1,t2) a celkové hybnosti, kterd je transportovana
proudénim dovnitf a ven ze sledovaného objemu (tzv. tokem hybnosti), tj.

T2 to
[ 160l = rale] o+ [ [(p020)lss = (pe?)ln] dt, (1.4)

je roven celkové vnéjsi sile na tento objem pusobici, tj.
to
/Fout dt, (15)

%,
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kde F,;: vyjadiime jako soucet jednotlivych slozek vnéjsi sily, tj.
Fout:th"i_sz"i_F;_Ff- (16)

F,, znaci celkovou tlakovou silu zptisobenou hydrostatickym tlakem (Obr. 1.2), kterd je dana
souctem tlakové sily puisobici v misté x1 a tlakové sily v misté xo, ktera pusobi v zdporném
sméru (predpokladdme pusobeni této sily na cely sledovany objem v casovém intervalu

(tla t2))? tj'
to

[ Endt= [ (Emlar = Emla dt. 1)
t1 t1

Hydrostaticky tlak v hloubce h je dan vztahem p = pgh, kde g je tithové zrychleni, a tlakova
sila je dana vztahem F;, = ap = apgh. Tedy na element plosky da = o(x,n)dn pusobi tlak
vody ve sloupci h —n (Obr. 1.1). Tlakovou silu v misté x lze tedy zapsat

h(zx)
(Fo)le = g / (h(z) — oz, 7) dn. (18)
0

Dosazenim (1.8) pro z = x; a © = x2 do (1.7) ziskdme celkovou tlakovou silu pro dany
Casovy interval, tj.

to to
[ Fnde=g [1omle, — (o1l at, (1.9)

kde jsme oznagcili

h(x)
I = /O [h(z) — n] oz, ) dn. (1.10)

}
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F,i oznacuje celkovou tlakovou silu zptusobenou zménou sitky koryta o(x,n). Predpokla-
dame, Ze tato zména je pozvolna. V piipadé prudkych (skokovych) zmén zaplavené plochy
koryta by se musely vzit v ivahu kromé hydrostatické tlakové sily i dalsi sily. Zména sitky
koryta, za predpokladu konstantni hloubky, vyvola zménu v zaplavené plose priifezu koryta
ve sméru z, a tedy vyvola tlakovou silu ptusobici z boku koryta. Oznac¢me w jednotkovou
zménu Sitky koryta o(z,n) ve sméru x (uvazujeme pouze jednodimenzionalni proudéni, tj.

(

pouze ve sméru x). Tedy na plosku ’77) == dn pusobi tlak ve sloupci vody h — 7, tj. ziskdme

elementarni tlakovou silu

= gl =] [W]h . (L.11)

Sectenim vSech elementarnich sil pres cely interval (z1,z2) ziskdme tlakovou silu, tj.

Fyo= 7gp[h<x> —op |25 e (1.12)

1
Celkovy prispévek tlakové sily zpusobené zménou koryta v case (t1,t2) je dan

(2 )

/szdt—g//pfzda:dt (1.13)

t1 T1

kde jsme oznagcili

L= “lha) -l {W]h an (1.14)

}

£

=
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Tihové sila je souc¢in hmotnosti a tthového zrychleni, tj. F;, = mg, a ptisobi ve sméru kolmém
viz Obr. 1.2). Tedy pro silu pusobici ve sméru toku plati = mgSp, kde Sp = sina je
iz Obr. 1.2). Ted ilu ptsobici éru toku plati Fy So, kde S, i j

podélny sklon ri¢niho koryta. Za predpokladu, Ze « je malé, lze psat

b
— — =tana = sinaq, (1.15)

ox

kde b je vyska dna nad referen¢ni trovni. Hmotnost vody, kterou obsahuje koryto mezi

T2
body z1 a xg lze vyjadrit jako m = [ padz. A tedy celkovy prispévek tihové sily ve sméru

T
proudéni je dan
to to x2
/F‘(;k dt = —//pgabx dzdt. (1.16)
ty t1 1

Tieci sila F; je u Saint-Venantovych rovnic casto predpokldadana nulovd, ale pro dalsi po-
tieby zde uvedeme jeji tvar. Tato sila je ddna tzv. tfecim soucinitelem Sy, ktery je defino-
van jako tteci sila na hranici (pouze tteci sila o kanél, nikoliv vnitini tfeci sila) na jednotku
hmotnosti vody v kanale. Tteci sfla na jednotku délky kanélu je tedy definovana jako pgaS.
Celkovy prispévek treci sily za ¢asovy interval (t1,t2) lze tedy vyjadrit nasledujicim zptiso-

bem
to ty T2

o]

t1 t1 z1

pgaSy dzdt. (1.17)

}
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Celkovou bilanci lze vyjadrit z (1.4), (1.5) a (1.6) nésledujicim zptisobem v integralnim
tvaru

T2 to to
[ ool = (o)l do+ [ [(0020)es = (pePa)ln] dt = [(Fon+ Fa+ By = Fy)a.
1 t1 t1

(1.18)
Za predpokladu konstantni hustoty a dosazenim za jednotlivé sily, tj. (1.9), (1.13), (1.16)
a (1.17), ziskdvame integralni tvar bilance hybnosti

T2 to to

/ (va)]s; — (va)lsy) da + / [(020)]s — (v%a)]s,] dt = g / (Tilas — Tilyy) di (1.19)

t1 t1
to x2 to x2 ta @
—l—g//bd:cdt—//gabx dxdt—//gandxdt.

t1 z1 t1 x1 t1 z1

1

Saint-Venantovy rovnice se uvadéji castéji v diferenciadlnim tvaru, tedy

at+q: = 0, (1.20)
2
gt + (% -l-gIl) = —gab; + gl> — gaS;.
x

Funkce a = a(x,t) reprezentuje hledanou zaplavenou plochu pfi¢ného fezu fi¢niho koryta,
q = q(z,t) hledany prutok, b = b(x) je dana funkce popisujici tvar dna, g je tthova konstanta
a

h(z)
I = /0 (h(z) — ] oz, ) dn, (1.21)
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L= " (hiz) —n) [%‘;”)] dn, (1.22)

kde 7 je integracni proménnd, h(zx) je hloubka vody a o(z,n) je sitka priufezu v hloubce 7.
Casto se pouzivaji Saint-Venantovy rovnice s nulovou tiec silou, kdy posledni ¢len na pravé
strané pohybové rovnice je nulovy.

1.1.1.1. Zjednodusené varianty Saint-Venantovych rovnic

Nésledujici odstavec je prehledem zakladnich podob Saint-Venantovych rovnic pro kon-
krétni tvary koryt. U vSsech budeme predpokladat, ze treci sila je nulova. Jestlize mé prurez

koryta tvar neménného rovnoramenného lichobéznika (Obr. 1.3), lze vztahy (1.20) upravit
na nasledujici rovnosti

at+qz = 0, (1.23)

i 1 1
@+ | —+g(=h*d+ =h3tana = —gab,,
a 2 3

kde d = konst. je sitka dna koryta, o = konst. je sklon bfehu a obsah prifezu a = h(d +
+ htan ).

Za predpokladu, ze koryto ma proménny obdélnikovy priftez, ziskdme nasledujici rov-
nosti

a+q. = 0, (1.24)

2 2 2

q ga ga
qt + (Z + 7) = Wlx — gaby,
x
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Obr. 1.3 Prurez pravidelného lichobéznikového koryta.

kde [ = I(z) je dand funkce reprezentujici sitku koryta.
Posledni model, ktery uvedeme, je opét zalozen na Saint-Venantovych rovnicich. Popi-
suje proudéni v koryté s neménnym obdélnikovym prifezem

he + (), = 0, (1.25)

1
(hv)s + | hv? + Zgh?
2

—ghb,.

T

Funkce h(x,t) reprezentuje hledanou hloubku, wv(z,t) horizontdlni rychlost a
q(z,t) = hv prutok. Pro presnost upozornéme, ze zde je definice priutoku jind nez v pred-
chozich pripadech, kde plati ¢ = av, a tedy pro model (1.25) by mél byt prutok definovan
jako ¢ = dhv, kde d = konst. je sitka koryta feky. Pti apravach se obé strany obou rov-
nosti sirkou koryta vydéli a pro jednodussi manipulaci se prutok predefinuje. Studium vyse
uvedeného modelu je dilezité, protoze jej lze povazovat za specidlni tvar souvisejici s dvou-
dimenzionalnim modelem.

Vyse uvedené modely proudéni feky v korytech s rliznym tvarem jsou reprezentovany
nehomogennimi soustavami parcidlnich diferenciélnich rovnic hyperbolického typu (defino-
vano v odstavci 1.2.2), obvykle pouzivanymi préavé k modelovani proudéni tekutin.
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1.1.2. Zjednodusené modely a model ve dvou prostorovych dimenzich

V ramci studia matematickych modelt pro fi¢ni proudéni zde uvedeme jesté dva dalsi mo-
dely, a to konkrétné tzv. model KWA (Kinematic Wave Approximation - kinematické vlnova
aproximace) a dvoudimenzionélni model Saint-Venantovych rovnic, ktery je dulezity hlavné
v pripadé modelovani rozlivi z fi¢nich koryt nebo napriklad vin v motich. Pro odvozeni
modelu KWA zopakujme, Ze Saint-Venantovy rovnice pro proudéni feky obecnym korytem
(1.20, 1.21, 1.22) reprezentuji rovnici kontinuity (zdkon zachovani hmotnosti) a pohybovou
bilanci (vychazi ze zékona zachovani hybnosti). V nasledujicich modelech budeme uvazovat
nezménénou rovnici kontinuity, tj.

ar+ gz =0, (1.26)

a upravovat budeme pouze pohybovou bilanci, t;j.

2
qt + (% + gIl) = —gab; + gl2 — gaSy. (1.27)

Predpokladejme, ze vSechny funkce jsou dostatecné hladké, potom lze odvodit vztah mezi
I a I. Uzitim Leibnizova pravidla, tj. zAménou poradi derivovani a integrovani (za pred-
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pokladu dostate¢né hladkych funkei), a pravidla o integrovani soucinu ziskdme

h(z) h(z)
(9h)e = a%(g / [h(m)—n}a(wm)dn) g [ 5 (@) ~ sl (o) dy

h(x)
— o [ |5 @) =l ot + (ha) = 1) (o) dn =

T h(x) h(x)
= J&LJA 0®mﬁm+gA w@»—mz%aumnm=

ox
= gahg +gly, (1.28)
a muzeme velmi jednoduse upravit pohybovou bilanci (1.27) na nésledujici tvar
(av); + (v?a), + gahy + ga(Sy — So) = 0, (1.29)
kde Sp = —by, Sy je tieci soucinitel (viz 1.1.1) a vyuzili jsme vztah ¢ = av. Tato rovnost

zde odvodime. V nésledujicim uzijeme pravidlo derivovani sou¢inu a téz rovnici kontinuity
(1.26), konkrétné vztah
ar = —¢z = —(avy + vag). (1.30)

Plati

cvas 4+ avy + 2avvy + v2ag + gahy + ga(Sy — So) = —v(avy + vay) + av + 20vv,+
+v%ay + gahy + ga(Sy — So) = avy + avvy + gahy + ga(Sy — Sp) = 0.

Vydélenim ¢lenem ga ziskdme jiny tvar rovnosti (1.29)

1 1
v + —VUg + hy + Sf —Sp =0. (1.31)
g g
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Pokud budeme predpokladat, ze zrychleni, tj. g—g a setrvacné sily, tj. év% jsou zanedbatelné,
ziskame nasledujici vztah

Oh
== — Sy = 1.32
Ep +S; -5 =0, (1.32)

ktery se nazyva difuzni vlnova rovnice a spolecné s rovnici kontinuity (1.26) vede na model
nazyvany difuzni vlnova aproximace.

Pokud ucinime jesté jeden omezujici predpoklad, a to ze volnou hladinu uvazujeme
rovnobéznou se dnem kanalu, ziskdme nasledujici jednoduchou rovnost

S;—Sy=0, (1.33)

kterd se nazyva kinematickd vlnova rovnice a vede na kinematickou vlnovou aproximaci,
kterou odvodime podrobnéji.

Predpokladejme nyni, Ze pro specidlni vyse uvedeny stav (tj. zrychleni a setrvacné sily
jsou zanedbatelné a volna hladina je rovnobézné se dnem kanélu) existuje vztah svazujici
sklon dna Sy, pritok ¢, popf. rychlost v, a obsah pri¢ného fezu koryta a:

©(So,q,a) = 0. (1.34)

Tuto funkci lze stanovit empiricky, popiipadé ji lze odvodit na zakladé obecné platnych
i empirickych vztaht. Uvedme zde nékolik prikladu:

q= Ca\/%So, (1.35)

kde C[m!/2s~1] je tzv. Chézyho koeficient a D, je tzv. hydraulicky obvod, ktery je definovan
vztahem D) = %‘;, kde Pj, je mokry (zatopeny) obvod koryta. Vztah (1.35) se nazyva
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Chézyho rovnice. Dalsi moznosti je tzv. Gaucklerova-Manningova formule

2/3
q= s (%) v So, (1.36)

n

kde n[sm_l/ 3] je Gaucklertiv-Manningtv koeficient. Jinou moznosti miize byt naptiklad

Darcyova-Weisbachova rovnice
8 D
0= y[Za/ 2 5, (1.37)

kde f je Darcytv-Weisbachtv faktor, ktery pro laminarni proudéni nabyva hodnoty f = %,

kde Re je Reynoldsovo ¢islo. Existuji i dalsi vztahy, které za urcitych specidlnich podminek
svazuji prutok, hloubku, sklon dna a geometrii koryta. Tyto vztahy se obvykle nazyvaji
konsumpéni funkce (popf. konsumpéni krivky). Jind moznost pro obdélnikové koryto bude
uvedena v ¢asti (2.3.1).
Vratme se nyn{ k popisu modelu KWA. Vyse uvedené vztahy lze dosadit do rovnice
kontinuity
ar+ q, =0, (1.38)

a ziskdme skaldrni rovnost. Konkrétné volme napiiklad obdélnikové koryto, tj. model (1.25)
a Gaucklerovu-Manningovu rovnici, tj. (1.36). V tomto ptipadé plati a = dh, kde d = konst.
je sitka obdélnikového koryta. Pro hydraulicky obvod plati D}, = (ﬁf—é‘h, a tedy vztah (1.36)

bude mit nasledujici tvar
1 dn \*?
= —dh \/ 1.
=% <d+2h> o, (1.39)
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a tedy derivace podle x je

VS [ dh P[5 4 dh
“=" \avm) [3% 3q72m)"™ (1.40)

Dosazenim do rovnice kontinuity a vydélenim sirkou koryta d ziskavame skalarni rovnici

\/5_0< dh )2/3[5 4 h ]hx:(),

et =TT (141)

3 3d+2h
ktera pro nasi konkrétni volbu tvaru koryta a konsumpéni kfivky reprezentuje model KWA.

Dale si uvédomme, ze vztahy (1.35), (1.36), (1.37) nebo jakékoliv jiné konsumpéni kiivky
Ize vyuzit ke stanoveni tieciho clenu gaSy na pravé strané obecnych Saint-Venantovych rov-
nic (1.20). Stac¢i zpétné vyjadrit Sy a dosadit do modelu. Je nutné si ovSem uvédomit, ze
nas postup pro odvozeni trectho ¢lenu pro Saint-Venantovy rovnice, je platny za zjednodu-
Sujicich predpokladi, tj. zanedbavame zrychleni, setrvacné sily a predpokladame, ze hladina
je rovnobézna se dnem, tj. mé stejny sklon.

Jako priklad vezméme Chézyho rovnici (1.35) a odvodme tvar tfeciho ¢lenu pro obecné
Saint-Venantovy rovnice, kdy budeme chtit vyjadrit Sy na zadkladé platnosti vztahu (1.33).
Ze vztahu (1.35) vyjadiime Sy
¢ 1
C?2 a2 oy ’

So =Sy = (1.42)
V pripadé nestaciondrniho proudéni (obecné Saint-Venantovy rovnice) se pouzivd mirné
upraveny vztah
qlgl 1
Sf = Ea?—i, (143)
Py,
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ktery umoznuje vzit v ivahu opaény smér proudéni, kdy ¢len ¢|¢q| mize nabyvat i zapornych
hodnot.

Na konci této kapitoly uvedme jesté model Saint-Venantovych rovnic pro dvoudimenzi-
onalni proudéni

hi + (hu) + (hv), = 0, (1.44)
1
(hu); + <hu2 - §gh2> + (huv), = —ghb,, (1.45)
1
(hv): + (huv)z + <h112 + §gh2) = —ghby,
Y

kde h = h(x,y,t) je hloubka v bodé [z,y] a ¢ase t, u = u(x,y,t) av = v(x,y,t) jsou rychlosti
ve sméru x a y v bodé [z,y] a ¢ase t, b = b(x,y) je tvar dna a b, = %(w,y), By = %(:p,y),
g je tihové zrychleni.

1.2. Zakony zachovani, bilanc¢ni vztahy

V této ¢asti obecné zapiseme predchozi zékony zachovani. Cilem je obecna formulace poca-
tecni, popripadé pocatecné-okrajové tlohy. Déle zde definujeme klasické, slabé a entropické
reSeni. Ukazeme, ze hladka Teseni nemusi existovat, a je proto nutné zavést koncept sla-
bého feseni, a nasledné, ze slabé reseni neni jednoznacné, a je tudiz nutné vybrat fyzikalné
korektni, tj. entropické reseni. Zakony zachovani jsou odvozeny z fyzikalnich zakoni v inte-
gralnim tvaru. Slozky vektoru w = u(x, t) reprezentuji hustotu zachovavané velic¢iny v misté

x a Case t, a tedy integral
/ u df2
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reprezentuje celkové mnozstvi veli¢iny u v oblasti €. Zakon zachovani rika, ze celkové mnoz-
stvi zachovavané veli¢iny uvnit oblasti 2 se v ¢asovém intervalu (t1,t2) méni pouze tokem
pres uzavienou hranici oblasti S, a tedy plati

/u(a:,tg) 40 — Q/u(a:,tl) 40 = jg{f(u(m,t))dscit, (1.46)

Q

kde dS' je vektor elementu hranice S ve sméru vnéjsi normély. f je zékladni veli¢ina nazy-
vana tok, kterd je definovana jako mnozstvi veliciny w, které projde jednotkou hranice S za
jednotku ¢asu. Tok uvazujeme jako autonomni funkci, tedy f = f(u).

Pro dalsi potfebu uvedme také jednodimenzionalni zadkon zachovani, kde oblast {2 bude
interval (z1,x2), a tedy

u(z,to)de — [ u(z,t1)de = | [f(u(z1,t)) — F(u(ze,t))] dt. (1.47)
Jrtwtase frtnsise= |

Uvedme téz semidiskrétni variantu integralniho zédkona zachovéani, kde predpokladame, ze
funkce u(z,t) je skoro vSude spojitd a omezend, a tedy plati

x2

%/u(az,t} dz = [f(u(z1, 1)) — f(u(za,t))]. (1.48)

1

Z integralniho tvaru zdkona zachovani lze snadno prejit k diferencidlnimu tvaru za pred-
pokladu, ze funkce uw a f(u) jsou dostate¢né hladké. Dostavame

u; + [f(u)], = 0. (1.49)
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Upozornéme zde, Ze vysSe uvedend rovnost je v tzv. konzervativnim tvaru, coz znamena, ze
feSeni u se v ¢ase méni pouze tokem f(wu) pres hranici oblasti, a proto je ¢asto pouzivana
jako formalni zapis zédkona zachovani. Spolu s poc¢atecnimi a okrajovymi podminkami tvori
jeden z matematickych modeld, ktery budeme studovat (a to i v pripadé nehladkych dat).

Dalsimi vztahy, které jsou obvyklé pii matematickém modelovani proudéni tekutin, jsou
bilan¢ni zdkony, které lze zapsat v diferencidlnim tvaru analogicky k (1.49)

kde ¥ (u(z,t), x) se obvykle nazyva zdrojovy ¢len.
Naptiklad Saint-Venantovy rovnice pro proménny obdélnikovy prutez koryta (1.24) lze
zapsat ve tvaru (1.50), kde jednotlivé vektory maji néasledujici tvar

0
- gabx

q
2 a2 5 ¢(u,x) = a2 . (1.51)
T+ % [ Szl ]

1.2.1. Klasické, slabé a entropické reseni
Problém (1.49) 1ze formulovat jako pocatecéni ilohu

u+ [f(uw), = 0, zeR, te(0,7T),

w(x,0) = wuglz), xER, (L2

kde v = wu(z,t) : R x (0,7) — R™ je hledana funkce (jak bylo poznamenéno vyse, jde
o vektor zachovavanych veli¢in), ug = ug(z) : R - R™ a f = f(u) : R™ — R™ jsou dané
funkce. Predpokldadame, ze funkce f = f(u) je dostateéné hladka.

V praxi nejsou modely proudéni feseny pro x € R, ale fesime je na omezeném intervalu,
napt. 0 £ x < L, kde L je délka napr. tiseku feky. Pro soustavu o m rovnicich je potieba
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nejvyse 2m okrajovych podminek. Neékteré z téchto podminek mohou byt predepsany na
levé hranici x = 0 a nékteré na pravé x = L. Tyto podminky jsou obvykle specifikovany
fyzikalni situaci, kterou chceme modelovat. Proto tilohu (1.52) pfeformulujeme jako poca-
tecné-okrajovou

u+ [f(w)], = 0, x€(0,L),te(0,7),
u(z,0) = wug(z), =€ (0,L), | 53
w(0,t) = ¢1), te(O,T),k=1,...,n, (L)
w(lit) = gh(t), te(T)i=1....p,

kde g,g(t) reprezentuje prvky n-dimenzionalniho vektoru predepisujici chovani veli¢iny na
levém okraji a glL (t) jsou prvky p-dimenzionédlniho vektoru popisujici pravou okrajovou
podminku. Cisla n a p zévisi na tloze a plati n + p < 2m.

Definice 1.1. Klasickiym resenim tlohy (1.52) nazveme u(z,t) takové, ze u € [C(R x
x (0,7))]™, mé vSechny derivace obsazené v rovnici (1.52) spojité na R x (0,7") a spliuje
vSechny rovnice (1.52) na R x (0,7") a poc¢ateéni podminku na R.

Analogicky 1ze definovat klasické feseni pro pocatecné-okrajovou ulohu (1.53). K pod-
minkdm uvedenym v definici 1.1 budeme navic pozadovat splnéni okrajovych podminek.

Pokud funkce vyhovuje diferencidlnimu tvaru a okrajové podmince (1.52), tj. jde o kla-
sické fesent: u € [CL(R x (0,T))]™, potom pro ni plati i integralni rovnost (1.47). Pvodni
uloha vychazi z integralniho tvaru, ktery je odvozen z fyzikalnich zakont a jeji feSeni mohou
byt i nehladké a nespojita. Préavé pro tato Feseni nejsou parcidlni diferencidlni rovnice (1.49)
definovény v klasickém smyslu [3].
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Uvazujme pocatecni tlohu pro skalarni nelinedrni rovnici

u + [f(u)], = 0, (1.54)
u(z,0) = wuo(x),

pro ¢t > 0 a x € R. PrepiSeme rovnici (1.54) do kvazilinedrniho tvaru
ut + f'(u)ug =0, (1.55)

coz je advekéni rovnice s rychlosti f/(u). Zvolme ktivku (z(s), t(s)) definovanou nasledujicimi
rovnostmi

dt(s) dz(s)

P =1 a P = f'(u). (1.56)

Rovnost (1.55) lze interpretovat jako skaldrni soucin

(1, f'(w)) - (ut, us) =0,

a tedy plati, Ze TeSeni podél této kiivky (obvykle nazyvané charakteristika) je konstantni

du(z(s),t(s)) Oudt Oudxr , B
ds = Ptds Topas - Wt W =0 (1.57)

a tedy plati
u(z(s), t(s)) = u(x(0),4(0)) = u(xo,0) = uo (o). (1.58)

t=s a x=umz0+sf (u), (1.59)
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a tedy dosazenim do (1.58) dostavame feseni (dokud se charakteristiky neprotnou)

u(x,t) = up(x — tf (u)). (1.60)
Zderivujeme vztah (1.60) podle ¢asové, resp. prostorové proménné, a ziskame
ur = ug(z — tf'(u)) (—f’(u) — tf"(u)ut) , (1.61)
resp.
uy = ug(z — tf (w) (1 — tf"(w)uy) . (1.62)

7 vyse uvedenych rovnosti jednoduse uréime u; a u,

e W) P
1+ tf"(u) up(z — tf'(u))’

" up(z — tf'(u))
T 1+tf”(u) U6($—tf’(u))

Uvazujme situaci, kdy napiiklad uy = —dp < 0 a f”" = ¢ > 0, potom pro t = @(}50 bude
jmenovatel u vyse uvedenych derivaci nasledujici

(1.64)

1
1+t f"(u) up(z — tf'(u)) = 1+ ——po(—do) =0,
©000
coz je v rozporu s predpokladem hladkého reseni.
Hladké feseni u(x,t) nelinedrniho zakona zachovani (1.54) tedy muze ztratit svou regu-
laritu v kritickych casech, ve kterych u, — co. Musime tedy zavést slabé feSeni problému.
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3

B

(E|

Definice 1.2. Slabym resenim tlohy (1.52) nazveme u(x,t) takové, ze u(x,t) € [L75.(R x ™= 257
X (0, 00" ua(2) € L5, (R)]™, £(u) € [CHR)]™ a pro libovolné g € [C52(R x (0, 50))]"
plati nasledujici integralni rovnost

7 ¥ . Hosocese
//[sotqucpr(u)] dzdt = — / o(x,0)ug(z) da. (1.65) D
0 —o0

—00

Poznamka 1.3. Prostor funkci C§° oznacuje mnozinu vsech funkci, které jsou nekonéc-
nékrat spojité diferencovatelné a maji kompaktni nosi¢ (tj. pro dostatecné velké |z| a t je
@(x,t) = 0). Prostor funkei £ znac¢i mnozinu vSech funkei definovanych skoro vsude na
(tj- R x (0, 00) nebo R), které jsou esencialné omezené na vsech kompaktnich podmnozinach
Q.

Slabé feseni neni jednoznacné a je tfeba vybrat jediné feseni, které je navic [fyzikalné
spravné‘ . K tomu slouzi koncept entropického feseni. Nez pristoupime k definici entropic-
kého teseni, uvédomme si, ze pocatecni ulohu

us + f(u)x = 07

u@0) = uola) g
lze chépat jako nasledujici ilohu s pravou stranou a s € =0
ur+ f(u)y = eugy,
u@,0) = uola) Gl

kde € je diftzni koeficient. Lze ukézat, ze tiloha (1.67) ma pro € > 0 jednozna¢né klasické
feseni, které splnuje princip maxima pro libovolnou mnozinu poc¢atecnich podminek. Protoze
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pro tlohu (1.66) je € = 0, je predstava takovd, ze vezmeme maly difizni parametr, tj. ¢ < 1
a limita ¢ — 04 nam definuje smysluplné feseni ulohy (1.66). Lze ukazat, ze pokud TfeSeni
(1.67), ozna¢me ho u®(z, t), konverguje skoro vS§ude na R x (0, 7’) k funkei u(x,t) proe — 04,
potom u(z,t) je slabym Fesenim ulohy (1.66). Tudiz je mozné vybrat ,spravné‘slabé feSeni
tak, Ze budeme vyzadovat, aby bylo zaroven limitnim FeSenim‘lohy (1.67). Pro feSeni u®
plati mimo jiné tzv. entropickd nerovnost, a lze tedy definovat fyzikalné spravné‘ reseni jako
tzv. entropické reseni.

Definice 1.4. Slabé feseni u(z,t) dlohy (1.52) nazveme entropické (Casto téz pripustné),
pokud pro libovolné ¢ € [CL(R x (—00,T))]™, ¢ = 0 a pro kazdou konvexn{ a spojitou
entropii E s entropickym tokem F', spliuje

/ / [ E(w) + @ F(w)] dz dt + / o(z,0)E(ug(z)) dz = 0. (1.68)
0 —oo —€e

Abychom ilustrovali problematiku klasického, slabého a entropického reseni, zvolime jed-
noduchou skalarni homogenni nelinearni rovnici. Konkrétné jde o model dopravniho proudu,
téZ oznacovany jako LWR (Lighthill, Whitham, Richards) model (vice 1ze nalézt v [1])

ug + (uU(u)), =0, (1.69)

kde u = u(z,t) reprezentuje hustotu aut (jde o pomérovou veli¢inu, a tudiz bezrozmérnou),
pricemz predpokladédme, ze 0 £ u < 1 a U(u) = Upaz(1 — u). Konstanta vy, je rychlost pri
nulové hustoté (u = 0), tj. kdyz je prazdna silnice, potom U(u) = Usmqee. Pokud je hustota
aut maximalni (u = 1), tj. plné plna silnice, potom U(u) = 0. Pro jednoduchost polozime
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1

Umaz = 1 ms™ a ziskdvame nésledujici jednoduchou rovnici

ug + [u(l —u)], =0. (1.70)
Uvazujme pocatecni podminku
u(x,0) =up(z) =0.5 pro x € (0;100), (1.71)

tj. uvazujeme konstantni hustotu aut na silnici o délce 100 m. Okrajové podminky nejsou
v této chvili dilezité, proto se jim zde nebudeme vénovat. Na Obr. 1.4 je vidét klasické
feSeni v ¢ase t = 10s této pocatecni ulohy s pocatecni podminkou, ktera je stejna jako
reSeni, tj. také Obr. 1.4. Toto Tfeseni ma v kazdém bodé spojitou derivaci a tudiz rovnice
(1.70) je splnéna v kazdém bodé. Auta se v podstaté pohybuji konstantni rychlosti U(u) =
= Umaz(l — u) = 0.5ms~ !, maji mezi sebou konstantni rozestupy, a tedy jejich hustota
zustava konstantni, jde o tzv. stacionarni reseni.
Dale predstavime dvé slaba feseni s poc¢ateéni podminkou

_ _ [ 05 pro 2 €(0;50),
u(z,0) = up(z) = { 0 pro x € (50;100).

Je vidét, ze v bodé z = 50m tj. v bodé nespojitosti, neexistuje derivace a tudiz rovnice
(1.70) nemé klasické feSeni. Prvni slabé feSeni je na Obr. 1.6 s pocatecni podminkou na
obrazku (1.5). Druhé slabé feseni je na Obr. 1.8. Pouze feSeni na Obr. 1.8 je entropické
a tudiz ,fyzikdlné spravné“.

(1.72)

1.2.1.1. Rankinetiv-Hugoniotav vztah

Jak bylo naznaceno v predchozi kapitole, slabé feseni miize obsahovat nespojitosti, napt. viz
Obr. 1.6. Jednim z takovych nespojitych feseni je naptiklad tzv. rdzova vlna. V této sekci se
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Obr. 1.4 Pocatecni podminky a soucasné reseni

budeme zabyvat odvozenim rovnosti, ktera se nazyva Rankinetiv-Hugoniotiv vztah. Tento
vztah odvodime pro skalarni zdkon zachovani, ale jeho platnost lze rozsitit i na soustavy.

Predpokladejme oblast €2, ktera je rozdélena na dvé casti 2y a Qs hladkou kiivkou
x = (t), viz Obr. (1.9). Dale predpokladejme platnost zédkona zachovani v diferencidlnim
tvaru (1.54) a dostatecné hladkou funkei u, kterd tuto rovnost spliuje pro x < §(t) a z > £(t)
se skokem podél hladké kiivky = = £(t), navic tato funkce spliiuje pocatecni podminku (jde
o klasické feSeni ve smyslu definice 1.1), vice viz [3]. Tato funkce ma pro libovolné ¢ limity
zprava a zleva, které budeme znacit nasledujicim zptisobem

lim wu(z,t) =u"(£(8),t) == u,,
im u(a, ) =t (€(0), 1)
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Obr. 1.5 Pocatecni podminka.

lim  wu(z,t) =u (£(t),t) =,

z—E(t)™
analogicky
lim u(x,t)) = f(uy),
lim (u@.0) = £
lim  f(u(e,t)) = f(u).
z—(t)

Obr. 1.6 Hustota v c¢ase 40s.

Nami predpokladand funkce u(x,t) musi v 1 a v Qo splnovat definici slabého feseni (viz
definice 1.2), kde nebude zahrnuta pocateéni podminka, protoze oblast 2 je volena mimo
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X
Obr. 1.7 Pocateéni podminka. Obr. 1.8 Hustota v ¢ase 40s.

pocatek, tj. musi platit

/[‘Ptu + oz f(u)]dedt =0 pro i=1,2
Q;

pro vsechny funkce ¢, které nyni uvazujeme nulové na hranici 002 = 99§ U0, tj. z podpro-
storu  funkei [CS°(R % (0,00))]. Ozna¢ime  hranici  oblasti  €;  jako
0y = 09Q] U S a hranici oblasti Qg jako 0Qs = 00§ U S. Déle oznacime slozky vnéj-
ich normél k 9Q; a 99y nésledovné: ny = (nf,n!) a ny = (nf,nh). Pouzitim Greenovy
véty, (1.54) v oblastech 5, Q9 a faktu, Ze ¢ jsme specidlné zvolili nulové na hranici 0f2,
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Obr. 1.9 Ilustrace k odvozeni Rankineovy-Hugoniotovy podminky.

dostaneme

0

/ A )] ol 2 / (vt o f ()] dadt =
Q1 Qo

= /gpun’de—F/gof(u)ngde—/goutdwdt—/gof(u)xdxdt—l—

o0 o [ Q1

+ /wungdS—l—/gof(u)n%dS—/goutdxdt—/(pf(u)xdwdtz
Q2

0o 009 Qo
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AZIRINA
]
= /(f(u)n"f%—unﬁ)godS—k /(f(u) n§+un§)<pd5—/(ut—i-f(u)x)(pdxdt— V' IE‘.EI )2
o 90 o s>
[ f@) pdadt = [ (f@.wpnidede+ [ (Fw).0) pnadodt =
s o, o0 g

- Q/ (f(w), ) oy dadt + S/ I Gt ! ((u), ) oz dadt +

+ / lim (f(u),u)gongdxdtz/(f(ur),ur)cpnldS—i—/(f(ul),ul)gongdS.

z—E(t)+
S s

Pro S plati, ze n = n; = —no, a tedy

[ ) = st 0 — w) pnas <o

S

Funkce ¢ je libovolna, a tedy plati

(f(ur) = flw), ur —ug)n = 0.

Pro kiivku S parametrizovanou x = £(t) je jednotkovy vektor normély

n_( L )
VI+HED? 1+
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a tedy na ktivce S plati .
flur) = fuw) = &(8) (ur — w), (1.73)

kde & (t) = s je rychlost sifeni nespojitosti. VySe uvedend rovnost se nazyva Rankinetuv-Hu-
goniotuv vztah (v této souvislosti velmi ¢asto nazyvany Rankineova-Hugoniotova podminka
nebo podminka skoku).

Funkce u(z,t) je slabé feseni, pokud je fesenim v klasickém smyslu v obou regionech {2y
a 9 a splnuje Rankineiuv-Hugoniotiv vztah podél hladké kiivky = = £(¢).

1.2.2. Rovnice hyperbolického typu a jejich soustavy

V této kapitole popiseme zakladni tfidéni rovnic. Zac¢neme prikladem skaldrni lineédrni rov-
nice, konkrétné jednoduchou advekéni rovnici

ut + aug = 0, (1.74)

kde wu(x,t) reprezentuje koncetraci a a = konst. je rychlost. Dalsi moznosti je skaldrni
nelinedrni zakon zachovani, ktery lze obecné zapsat ve tvaru

u + [f(u)]e =0, (1.75)

popf. bilance
ut + [f(uw)]e = ¥(u, x), (1.76)

kde f(u) je tzv. tokova funkce a ¥ (u,z) zdrojovy ¢len. Konkrétné muze byt tokova funkce

definované nésledovné 1
Flw) = 50, (1.77)
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kdy po dosazeni do zdkona zachovani (1.75) ziskdavame tzv. Burgersovu rovnici. Jinym pii-
kladem muze byt kinematickd vlnova aproximace (1.41). Soustavy rovnic opét délime na
linearni a nelinedrni. Obecnou linedrni soustavu rovnic lze zapsat napriklad nasledovné

u; + Au, = 0. (1.78)

Prikladem linedrni soustavy muze byt model pouzivany v akustice

A Sl e

kde p a u jsou perturbace tlaku a rychlosti (v akustice). Parametr K\ reprezentuje modul
objemové pruznosti stlacitelnosti a pg je hustota. Nelinedrni soustavu lze obecné zapsat

u + [f(w)e = 0, (1.80)

popr.
u + [f(u)]e = ¥ (u, ). (1.81)

Jako priklad vyse uvedeného bilan¢niho vztahu uvedme vsechny varianty Saint-Venanto-
vych rovnic uvedené v kapitole 1.1.1.1. Nelinedrni soustavy lze formélné prepsat do tzv.
kvagzilinearniho tvaru, tj

u + f'(u)u, =0, (1.82)

popr.
wi + F (), = (u, ). (1.83)
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Definice 1.5. Soustava nelinedrnich parcidlnich diferencidlnich rovnic (1.52) se nazyva

SY N

slabé hyperbolickd, pokud Jacobiho matice f’(ug) mé redlnd vlastni ¢isla pro jakykoliv «”%,,A. >
fyzikalné relevantni stav ug € R™.

Soustava nelinedrnich parcidlnich diferencidlnich rovnic (1.52) se nazyvé (silné) hyperbo- B
lickd, pokud Jacobiho matice f’(up) je diagonalizovatelnd a ma realnd vlastni ¢isla pro D P umveszma

jakykoliv fyzikalné relevantni stav ug € R™.

Soustava nelinedrnich parcidlnich diferencidlnich rovnic (1.52) se nazyva ryze (strikineé)
hyperbolickd, pokud Jacobiho matice f’(ug) je diagonalizovatelnd a mé navzajem ruznd
realnd vlastni ¢isla pro jakykoliv fyzikalné relevantni stav ug € R™.

Vlastni ¢isla Jacobiho matice f’(u) se ¢asto nazyvaji charakteristické rychlosti, znaci se
Ai(u) a definuji tzv. charakteristickd pole ;.

Poznamka 1.6. Gradient vlastnich ¢isel (tj. charakteristickych rychlosti) je dan

O\ O\ ]T

dur” " Quy,

Vi = |

Vektor r(u) znad¢i vlastni vektory (presndji pravé vlastni vektory) piislusejici vlastnimu
¢islu A;(w).

Definice 1.7. Charakteristické pole \; se nazyva linedrne degenerované pokud plati

Vi(uw)ri(u) =0, YuecR™. (1.84)




Formulace matematickych modeli 42

Poznamka 1.8. Vsechna vlastni ¢isla linearni soustavy (1.78) jsou konstanty, tedy gradient
je nulovy, a tudiz jsou vsechna charakteristicka pole linedrné degenerovana.

Definice 1.9. Charakteristické pole \; se nazyva ryze nelinedrni pokud plati
Vi(uw)ri(u) #0, YucR™. (1.85)

Pro vysvétleni vyse uvedenych pojmu predpokladejme néjakou hladkou kfivku a(n),
kterd je parametrizovana skaldrnim parametrem 7. Predpokladejme, ze jde o integralni
kiivku, tj. v kazdém bodé kiivky @ (n) je te¢ny vektor, tj. @/'(n), vlastnim vektorem f’(w(n))
odpovidajici vlastnimu éislu \;(@(n)). Tedy @' (n) je skalarnim nasobkem jednotlivych vlast-
nich vektoru, tj.

@'(n) = a(n)r'(an)), (1.86)

kde «(n) zavisi na zvolené parametrizaci. Dulezité vsak je, ze tecna k integralni kiivce ()
je vzdy ve sméru odpovidajicitho vlastniho vektoru vycisleného v daném bodé integralni
kiivky. Zménu vlastniho ¢isla vzhledem k parametru 7 lze vyjadrit jako

@) = VAL (), (187)

kdy vzhledem k (1.86) 1ze vyse uvedené pojmy vysvétlit nésledujicim zpisobem: pokud je na

néjaké integralni kiivee derivace vlastniho ¢isla (tj. charakteristické rychlosti) nulové, potom

se nelinedrni problém chova jako linedrni (degeneruje na linearni chovani), tj. charakteristiky

jsou rovnobézky. Ryzi nelinearita naopak zajistuje, Ze tato situace nikdy nenastane.
Uvedme zde priklad pro tzv. Burgersovu rovnici

1
up + <2u2> =0. (1.88)
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Jediné vlastni ¢islo je AM(u) = f'(u) = u a vlastni vektor muzeme zvolit = 1. Tedy plati
Vi(uw)ri(u) =u #0, YucR-—{0} (1.89)

a toto charakteristické pole je ryze nelinearni.

Dale zde uvedme ptiklad na vlastni ¢isla a vlastni vektory pro model proudéni obdél-
nikovym kandlem, tj. pro model (1.25). Tento model pro dalsi potifebu prepiSeme pomoci
zachovavanych proménnych nasledujicim zptsobem

hi+q: = 0, (1.90)
2
q Loy
—+ —gh
gt + <h + 29 )
pripomenme, ze h(x,t) je hledana hloubka, g(x,t) = hv je hledany prutok a v(z,t) je

rychlost. Vektor zachovavanych proménnych u a tokova funkce f(w) v (1.49) jsou v tomto
pripadé reprezentovany vektory

4] -

_ghb$7

xT

q
2 . (1.91)
T+ 29h? ]

Jacobiho matice mé nésledujici tvar
o on 0 1
r=| g % = E (1.92)
e oo —v“+gh 2v
Vlastni ¢isla této matice se urci jako koreny charakteristického polynomu, a tedy plati

—-A 1

’ _
det(f'(u) — A\I) = det [ o4 gh 20— A

] =2 — 20\ +v% — gh. (1.93)
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Kofeny tohoto polynomu, a tedy vlastni ¢isla, jsou

2v £ /402 — 4(v2 — gh)

AL = . = v+ +\/gh= % +\/gh. (1.94)

Vlastni vektory r! a 72 jsou nenulovymi Fesenimi dvou homogennich rovnic
(f'(w) = NI)rt, i=1,2, (1.95)
a tedy
rt = ! r? = ! (1.96)
v ++gh |’ v —+/gh |’ ’

Urceme nyni charakteristicka pole, ktera jsou dana vlastnimi ¢isly A\; a Ao ve smyslu definic
(1.7) a (1.9). Nejprve urceme gradient prvniho vlastniho éisla

oy oonlt_[_a_ g 11"
on 0q| | hn2 2vgh'h]

a tedy pro skalarni soucin gradientu V; a vlastniho vektoru r' plati

3
Vart = —5\/% £0, (1.98)

a tedy charakteristické pole A1 je ryze nelinearni. Stejnym zptisobem lze ukazat, ze rovnéz
druhé charakteristické pole A je ryze nelinearni.

Na zavér této kapitoly jesté uvedeme nékolik poznamek. Jako prvni uvedeme rozdéleni
proudéni podle tzv. Froudova ¢isla, které méa tvar

VA = [ (1.97)

Fr=", (1.99)
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kde v je horizontéalni rychlost proudéni a ¢ = \/gh. Froudovo ¢islo je analogie k Machovu
¢islu v dynamice plynti, kde ovsem c je oznaceni rychlosti zvuku.

e Bystfinné proudéni: F,. > 1, jde o situaci, kdy vlastni ¢isla A\; 2 v (1.94) jsou bud obé
kladna nebo obé zaporna. Tento typ zahrnuje pouze proudéni jednim smérem.

e Ri¢ni proudéni: F, < 1, kdy jedno vlastni ¢&slo je kladné a druhé ziporné. Ri¢ni
proudéni tedy zahrnuje i tzv. zpétné proudéni.
e Kritické proudéni: Froudovo ¢islo v prubéhu proudéni prejde pres jednicku, tj. vlastni
¢isla zmeéni v prabéhu proudéni znaménko (prejdou pres nulu).
V pripadé ficniho modelovani jsou vlnami, tj. zménami, které se siif v feSeni rychlostmi A; o,
minény tzv. gravitac¢ni vlny. Jsou disledkem hydrostatického tlaku, ktery je zpiisoben tithou
vody (gravitaci). Na rozdil od modelovani vin v akustice, kde vinou je myslena zvukova
vlna. Divodem vzniku zvukovych vin je naopak stlacitelnost tekutin. Protoze se v nasich

modelech uvazuje proudéni kapalin, tedy zanedbavame stlacitelnost, zanedbavame i zvukové
viny.

Pojmy k zapamatovani

— Saint-Venantovy rovnice

— kinematickéd vinova aproximace (model KWA)

— zakon zachovani v diferencidlnim tvaru a v integralnim tvaru
— bilan¢ni vztah

— pocatecni tloha
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— klasické, slabé a entropické reseni

— Rankinetv-Hugoniotiav vztah

— slabé hyperbolicka, hyperbolicka a ryze hyperbolicka soustava
— charakteristické pole linedrné degenerované a ryze nelinearni

— charakteristické rychlosti
Priklady k procviceni
1. Uréete KWA model pro Chézyho rovnici (1.35) a obdélnikové koryto.
2. Uréete KWA model pro Darcyovu-Weisbachovu rovnici (1.37) a lichobéznikové koryto.

3. Urcete vlastni ¢isla (charakteristické rychlosti) a vlastni vektory pro model popisujici proudéni
lichobéZnikovym kandlem, tj. (1.23).

4. Urcete typ charakteristickych poli, které jsou urceny vlastnimi €isly A; 2 pro lichobéZnikové koryto.
Kli¢ k prikladiim k procvicéeni

4dh Ch
C So + 4dhSy(d + 2h) — 8dhSy) | h =0
d+2h"° " /4dhSo(d + 2h)® (4dhso( ) )

ht +

Tz =

ht+\/SgSO\/d+htana(d+5htana)h
1+ tan? a(d+2htana)

% V)
¥, 5
s>
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ga [ ga
Vd? +4atan o d+ 2htan o
ga — ga
V@& + datana V d+2htana
1

1
rl:|:)\1:|a T2:|:)\2

U

T
Vvgatan o 1
/(&% + datan )’ a

1\/5 1 N
2V av/d? + 4atan o

—3/%(d? + 4atan o) + tan o /ga

#0
/(d? + 4a tan o)®

3

& 5\/g(d2 + 4atan o) # tan ay/ga
3

& §d2 # —batan «

plati pro vSechny fyzikalné relevantni stavy a, ¢, tedy charakteristické pole prislusejici k Ay je

ryze nelinedrni.

Vg = [—% +
a

T

J/gatan o 1

1 /g 1
2\/;\4/d2+4atanoz {‘/(d2+4atana)5’a
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(Vra)Trs = IV/E@+datmo) —tmavgE
v (d2 + 4a tan a)5

1
& 5\/§(d2 + 4atan o) # tan a/ga
a

1
& §d2 # —atan«
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plati pro vSechny fyzikilné relevantni stavy a, ¢, tedy charakteristické pole piislusejici k Ay je

ryze nelinearni.
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Kapitola 2

Diferencni metody

Pruvodce studiem

V této kapitole se Ctenar seznami s fadou numerickych metod, které Ize pouZit na feseni dloh
zaloZenych na evolucnich rovnicich hyperbolického typu. Pijde o skalarni problémy i o problémy
popsané soustavami rovnic. Dozvi se také, jaké vlastnosti rozhoduji o kvalité metod a presnosti
ziskaného feseni. Dale se seznami s konkrétnimi aplikacemi metod predevsim na tlohy proudéni
v hydrologii. Na ziskanych fesenich bude moci porovnat vlastnosti jednotlivych metod.

Cile
Po prostudovani této kapitoly budete schopni:

e sestavit a aplikovat nékolik numerickych metod pro problémy proudéni

e rozumét vlastnostem metod nutnym pro ziskani korektnich reseni
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e rozumét rozdilim mezi jednotlivymi metodami a posoudit vhodnost jejich pou-
ziti na konkrétni problémy

e definovat dulezité pojmy jako konzistence, konzervativita a stabilita

2.1. Skalarni dlohy

Uvazujme nyni skaldrni pripad. Stejné jako v pripadé vektorovych funkei (1.52), miuzeme
i zde sestavit pocatecni nelinearni ilohu

u + [f(w)]z = 0, te(0,7),z e R, T >0,

u(z,0) = wup(z), x € R. et
nebo ulohu linearni
ug +au, = 0, te(0,7),zreR,aeRT >0, (2.2)
u(,0) = uo(s) TER '

kde v = u(z,t) a f € C?*R). Piedpoklddejme, 7e funkce ug mé omezeny nosi¢, tedy
supp ug = {z € R : up(z) # 0} je omezend mnozina.

Diferen¢ni metody jsou zaloZeny na tom, ze si dany interval, na kterém hledame fe-
Seni, rozdélime na nékolik ¢asti, které nazyvame subintervaly. Jednotlivé subintervaly jsou
oddéleny body x;. Jsou-li vSechny subintervaly stejné veliké, hovofime o konstantnim dis-
kretizacnim kroku Az = z;11 — x; a ekvidistantni siti. Déle si pro jednoduchost podobnym
zpusobem zavedeme konstantni déleni ¢asového intervalu s casovym krokem At = ¢, —
—tp,n € Ng,T 2 nAt. Budeme predpokladat, ze ﬁ—; = konst. Hodnotu presného reseni

v bodé z; a case t,, znatime u = u(z;,ty,), jeji aproximaci UJ'. Dile definujme U™ jako

vektor se slozkami U, j =...,—-2,-1,0,1,2,....

@
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Lj—2 Lj—1 Ly Ljr1 Lj+2

Obr. 2.1 Diskretizace neznamé funkce

2.1.1. Laxova-Friedrichsova metoda

Laxova-Friedrichsova metoda je jedna z centralnich metod. Tyto metody se tak nazyvaji
proto, ze k aproximacim prostorovych derivaci vyuzivaji centralnich diferenci. Konkrétné
u této metody aproximujeme derivaci nezndmé funkce v bodé z; v ¢ase t,, vyrazem

1 n n
_QAx( 41— Uit1) (2:3)

Ve smyslu této aproximace nahrazujeme i hodnotu nezndmé funkce v bodé x; a v case t,,

Uy (T4, tp) ~

vyrazem
1
u(zj,tn) ~ §(U]n—1 + ]n+1)- (2.4)

Této hodnoty vyuZzijeme pfi stanoveni aproximace ¢asové derivace neznamé funkce

1 1/ 1
(5, tn) = Az (u(zj, tnt1) —ulzy, tn)) = Az (Uj +1 _ §(UJTZ_1 + ;‘_H)) ) (2.5)
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Dosazenim aproximaci (2.3) a (2.4) do diferencidlni rovnice (2.2) ziskdme diskrétni analogii
linearniho problému v nésledujicim tvaru

1 " L, n 1 n
Kt (UJ T §(Uj—1 as j+1)) ol (IE( j4+1 Uj—l) =0, (26)

ze kterého je mozné jednoduchymi tpravami ziskat zavislost hodnoty neznamé funkce na
nové casové vrstve, a tedy tvar Laxovy-Friedrichsovy metody pro linearni tlohu je

Uptt = Wi +Ui) = 50Uk = Uily). (2.7)

V nelinearnim ptipadé je tfeba obdobnym zpisobem zavést aproximaci derivace tokové
funkce v daném bodé, a to vyrazem

£ gt = 5 (F(UR) = F(UF-)): (28)

Dosazeni této aproximace a aproximaci (2.3) a (2.5) do nelinearni rovnice (2.1) ziskdme
Laxovu-Friedrichsovu metodu pro feseni nelinearni rovnice

1 At

Ut = S (U1 + UR) = sas (F(UR) = FUR-0))- (29)

2.1.2. Laxova-Wendroffova metoda

Ukazme si nyni také odvozeni Laxovy-Wendroffovy metody pro linedrni a nelinearni pripad.
P1i jeji konstrukei vyuzijeme vice ¢lent Taylorova rozvoje nez tomu bylo u Laxovy-Friedrich-
sovy metody a tim docilime vyssi presnosti aproximace. Predpoklddame, ze existuji veskeré
derivace, se kterymi pracujeme.
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V linearnim piipadé vyjdeme z diferencialniho zédkona zachovani ve tvaru
Up = —aUy. (2.10)
Na zdkladé Taylorova rozvoje aproximujeme hodnotu u(z;,t,) s pfesnosti O(At3) vztahem

9%u At?

ou
w(xj, tnt1) = u(zy, tn) + E(xj,tn)At + W(xj’tn)T' (2.11)
Zderivovanim vztahu (2.10) ziskdme nésledujici rovnosti
Uy = — AUz = —[aU]y = Uy (2.12)
Dosazenim rovnosti (2.12) a (2.10) do vztahu (2.11) ziskdame
ou 0%u(x;, ty) At?
(@ tui1) = W@, tn) = ag (2, ta) At + a2%")7- (2.13)

S vyuzitim aproximaci nezndmé funkce a centralnich pomérnych diferenci ziskdme Laxovu-
-Wendroffovu metodu ve tvaru

At a’At?
UJ?Z+1 =Ul - GE( = U) + m( P —2U7 + UfLy). (2.14)
V nelinedrnim pripadé méa diferencialni zakon zachovani tvar
up = —[f(u)]s. (2.15)

Hodnotu u(z;,t,) opét aproximujeme vztahem (2.11). Zderivovanim vztahu (2.15) ziskdme
nasledujici rovnosti

uy = =[f(w)]ar = —[a(w)u], = [a(w) f(W)zlz, (2.16)

&
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kde a(u) = f’(u). Dosazenim rovnosti (2.16) a (2.15) do vztahu (2.11) ziskdme

U u(x;, ty, z
u(xj’thrl) = u(xj’tn) - a(fai_ )(xj7tn)At + % (a(u(l‘j?tn))af( E?x]’t D) A2t . (2.17)

S vyuzitim aproximaci neznamé funkce a jejich pomérnych diferenci ziskame Laxovu-Wen-
droffovu metodu ve tvaru

A
Ut = UF — s (F(Uf) = F(UF0)) + (218)

A 2
+Ki:2(a?+1/2(f(Uf+1) — FU7) — aj_y p(F(UF) = FUF-0)),

U, - f(U?
kde a,, , = S

Lze vsSak ziskat i jiny tvar Laxovy-Wendroffovy metody. Pfi ném se ¢astecné vyuzije
dvoukrokového pristupu, kdy nestanovujeme hodnoty na ¢asové vrstveé ¢, 1 primo z hodnot
v Case tp, ale nejprve urcime hodnoty v mezicase t,.1/0. V tomto mezicase navic zmeé-
nime délen{ ze subintervalii (z;_; 3, 7;41/2) na (x;, 7 4+1) (Obr. 2.2). Pro ziskéni hodnot na
v Case t,41/7 vyuZijeme opét centrdlnich diferenci presné tak, jako v pripadé Laxovy-Fried-
richsovy metody

n 1 n n At n n
Uit = 57 + Up) = g2 (FUR) — FUR)): (2:19)

Hodnoty U;L:ll/; vyuzijeme pro aproximace tokovych funkci v diferencidlnim zakoné zacho-
vani na ptvodnich intervalech (z;_y/9,%;11/2) X (tn,tnt1) a ziskdme tak metodu druhého

rfadu presnosti, kterd ma tvar

At
n+l _ n+1/2 n+1/2
Uj = an - A_:B (f(Uj_H/z ) - f(Uj_]_/Q )) ’ (2'20)

&

}

$

B

(E|

A\ &
% >
%, <
T oS

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI




Diferencni metody

55

kde hodnoty U AR jsou definovany vztahem (2.19).

j+1/2
: : L
- . ® Y : Un+1
e el : : : +1
o Ul : : -
tn 1
1/2 :
a Un+ : = n+1/2
&=l o U;+1/2
tn+1/2 :
o UJ ;
: é § : o U
e Ui g z Sl
tn 1 i 1 1 I
| 1 | T T
Tj-1 Lj—1/2 €L Ljy1/2 Lj41

Obr. 2.2 Polovi¢ni krok Laxovy-Wendroffovy metody
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2.1.3. MacCormackova metoda

MacCormackova metoda je dvoukrokova metoda. Vyuziva pomocné hodnoty mezi casovymi
vrstvami ¢, a t,+1 podobné, jako tomu bylo u Laxovy-Wendroffovy metody. Nejprve ziskame
pomocnou hodnotu U;-”l vyuzitim vztahu

7 n At n n

Tuto hodnotu nésledné vyuzijeme k ziskdni nové hodnoty nezndmé funkce na ¢asové vrstveé
tn+1 podle vztahu
n rrn—+1
Untl — Ui +U; _ At (
J 2 2Ax

V nelinearnim pripadé pak obdobnym zptisobem ziskdme metodu tvaru

ot — U ). (2.22)

0 e UJ”“ At

Ut = = e U — FTE), (2:23)
kde At
Ut =up - A_x(f( 1) — f(U})). (2:24)

2.1.4. Metoda typu upwind

Pii FeSeni linedrni skalarni tlohy (2.2) touto metodou je dulezité znaménko konstanty a,
které urcuje smeérnici charakteristik. Jak jiz bylo zminéno v kapitole 1, charakteristiky jsou
v tomto pripadé piimky, na kterych je feseni dané tlohy konstantni. V pripadé, ze a < 0,
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smeérnice je zapornd, charakteristiky sméruji doleva, a proto zavedeme diskretizaci ulohy
pomoci doprednych diferenci

n+l _ 1 n _1m

Uit v U UF

+a =0. (2.25)

At Ax

Je to z toho duvodu, Ze se informace potrebné pro ziskani reseni na nové casové vrstve diky

sméru charakteristik siti zprava doleva. Pokud a > 0, situace je opac¢né, charakteristiky
smétuji doprava a my sestavime metodu pomoci zpétné prostorové diference

n+1 n n n
urtt-ur  Up-Up,
At Az

= 0. (2.26)

Abychom mohli zapsat metodu v kompaktnéjsi podobé, ktera zahrnuje obé predchozi vari-
anty, zavedeme hodnoty

at = max{a,0}, a” = min{a,0}. (2.27)

Metodu typu upwind pak muzeme napsat nasledovné
Un+1 Ur — At [ (Un _ynr ) + —( no__ Un)] (2 28)
i Ax g~ Y- e W T Y :

Metodu typu upwind pro nelinedrni skaldrni tlohu (2.1) muzeme psat v tzv. divergentnim
tvaru, ktery méa nasledujici podobu

Uptt =Uj — nzFire — Filap)- (2.29)
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Funkce F]?‘H /2 budeme nazyvat numerické toky. K tomu, abychom urcili hodnoty téchto
numerickych toki, vyuzijeme kvazilinearniho tvaru nasi ilohy. Ten ziskame analogicky na

zékladé tvaru linearni dlohy (2.2) zavedenim

a(u) = - (2.30)

Potom lze diferencidlni rovnici v tloze (2.1) prepsat do kvazilinedrniho tvaru
ug + a(u)u, = 0. (2.31)
Diskrétni podoba vztahu (2.30) na ¢asové vrstvé ¢, mezi bunkami j a j + 1 ma tvar

n f(Uf) = fF(UF)

a - g
j+1/2 n_ _J/n ’
Ui — Uj

(2.32)

kterym aproximujeme hodnotu smeérnice charakteristiky prochéazejici bodem 7' ; ,. Nume-
rické toky pak volime podobné jako v pripadé metody typu upwind pro linearni tlohu na

, N , n
zékladé znaménka @iy

e = A7) KdyZ a7y =0, (2.33)
Jj+1/ f(U;l+1)7 kdyz a?+1/2 < 0.
Takto zvoleny numericky tok ma potom nasledujici podobu
n 1 n n 1 n n n
Fj+1/2 = 5 [f(U] ) + f( j+1)] - 5 ‘aj+1/2‘ ( 41 T Uj ) 5 (234)

Dosazenim hodnot numerickych toku (2.34) do metody (2.29) ziskdme metodu typu upwind
pro nelinearni skalarni tlohy.
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Lze sestavit i jiny tvar metody, ktery je obdobny tvaru (2.28) pouZitému pro linedrni
ulohu. Zavedeme-li na rozhrani vSech bunék

a?ﬂ/z = max{a}, »,0}, a;:fl/z = min{a} 5,0}, (2.35)

ziskdme metodu ve tvaru
Un—H —ynr At n,+ Ur — pyn n,— n U 2.36
;=0 = ay 195012(U5 = Uila) +agl p (U = UF) - (2.36)

Je vhodné poznamenat, ze rovnost (2.31) lze napriklad aproximovat také takto
n+1 n At rirm n n
Dale si vSak ukazeme, ze aproximace pomoci numerickych toku (2.34) je mnohem vhodnéjsi.

2.1.5. Metody pro soustavy rovnic

Metody pro feseni skaldrnich tloh, které jsme si odvodili na zacatku této kapitoly, lze
s jistymi dpravami pouzit i na TeSeni soustav hyperbolickych rovnic, které jsme popsali
v Casti 1.2.2. Tvary nékterych metod pro linedrni tlohu (2.47) si zde uvedeme bez odvozeni,
kterad jsou analogicka ke skaldrnimu pripadu.

e Laxova-Friedrichsova metoda

At

)_EA( T —Ujty). (2.38)

1
+1 _
Uy —§(Uﬁ1+ i1
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e Laxova-Wendroffova metoda r‘ lzlr;.;l '
%’/‘.. ‘é‘"\}
mn n At n At2 n n <
Ut = Uj ~ A (U}, - U )+A22A2( T —2UR+ UM, (2.39)
> e
e MacCormackova metoda D v Lz
U + Urtt At - -
n+1 J n+1 n+1
U; 5 — A2Ax(Uj -U;7 ), (2.40)
kde

gt — g - 42! Uy 2.41

P = U - AT (U, - UD). (2.41)

V nelinearnim pripadé maji pak tyto metody tvary
e Laxova-Friedrichsova metoda
1 At n "
UJMI = §(U L+ UML) — E(f(Uj—f—l) - F(U;-y)). (2.42)
e Laxova-Wendroffova metoda
At
1_ rmn n+1/2 n+1/2
U;.H' - Uj - E(«f(Uj+1/2 ) - f(Uj_1/2 )) (2‘43)
kde At
1 2 n n n
U = S(UP + Uly) = sae (F(UF) = FOUT)). (2.44)

J+1/2
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e MacCormackova metoda

Ur + U’;’H At -

Ut = = — 5, IO — £TE), (2.45)
kde At
Ot = U = T (F(U) = £(U)). )

Metoda typu upwind

Vychodiskem pro sestaveni metody typu upwind pro feseni soustavy linearnich rovnic je
rozklad na soustavu m nezévislych rovnic pro m nezavislych proménnych. Méjme linedrni
soustavu (ryze hyperbolickou) s redlnou ¢tvercovou matici A a hladkou pocéateéni funkei
ug = ugp(z) : R — R™

u; + Au, = 0, xeRte (0,T),

u(z,0) = wup(z), xR, AT
Predpokladame, ze matice A je diagonalizovatelnd, a lze ji tedy napsat jako
A=RAR, (2.48)

kde R je regularni matice, jejiz sloupce jsou tvoreny vlastnimi vektory R™ matice A a A =
= diag(\!, ..., A™) diagonalni matice tvorena vlastnimi éisly matice A. Soustavy tohoto
typu lze rozlozit na soustavy m rovnic pro m nezavislych proménnych

vf + APl =0 p=1,...,m, (2.49)
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kde v = R~ 'u. Kazdou z téchto rovnic lze fesit metodou typu upwind odvozenou v ¢asti
2.1.4. Ta méa pro p-tou rovnici v bodé x; tvar

At
Vjp’”“ = [/;_Pm - A )\p,+(vji” Vp’ B AP (Vf+’1 Vjp’")} , (2.50)
kde
AP = max{\?, 0}, AP~ = min{\?, 0}. (2.51)

Zavedeme-li vektor V* o m slozkach, které tvoiri funkce V" miiZeme tyto rovnice zapsat
J ) v
v maticové podobé

At
Az

A H)a A~ = diag(A\b, ..., A7), Jelikoz V= R_lU]",

VI =V - — AT (V) =V + AT (VL - V), (2.52)

J
kde matice AT = diag(ALT, ...,
soustavu lze prepsat do tvaru

At

-1 +1 _ p—-1lrm
R'UM = RTU -

[AT(RT'U!— RT'U} )+ A (RT'U}, — RT'UJ)] . (2.53)

Vynésobime ji zleva matici R

At

RR'U' = RR'U} - B [RATR' (U - U} )+ RA"R (U}, — U] (2.54)

a tim ziskdme metodu typu upwind pro feseni linearni soustavy rovnic tvaru

At
Ut =Up -

J — A (ATU] — UL + AT (U - U], (2.55)
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kde At =RATR'a A~ =RA R .

Metodu typu upwind lze pochopitelné zkonstruovat i pro reseni nelinearnich soustav rov-
nic. Tvar je opét maticovou obdobou metody pro feseni nelinearni skalarni rovnice sestavené
v casti 2.1.4. Nelinearni ilohy maji tvar

U+ I[FU), = 0, z€R,te€(0,T)

U(z,0) = wup(z), z€R, )
ktery lze upravit na

U +AU)U, = 0, zeR,te(0,7)
U(z,0) = wuo(z), z€R,

kde A(U) = F'(U) je Jacobiho matice vektorové funkce F = F(U). Tvar metody typu
upwind je potom

(2.57)

At
n+1 n n n
Ul +1 _ U — E( e ij1/2)- (2.58)
Numerické toky jsou definovany vztahy
1 1
T = 5 FUD) + FUR)] = 5 |AL| (U7 - UD), (2.59)

kde matice A7, , je n¢jakd vhodnd aproximace matice |A| = R|AT|R™! v case t, mezi

bunkami j a j + 1. Nékteré volby téchto matic budou uvedeny pozdéji.

2.1.6. Vlastnosti metod

Dosud jsme konstruovali nejriznéjsi numerické metody, aniz bychom se prilis zajimali o to,
zda jsou vhodné pro feseni nasich iloh a zda vibec ,funguji“. V této ¢asti si popiseme
nékolik zakladnich vlastnosti, které by ,fungujici* metody mély splnovat.
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Budeme zde pracovat s pojmy konvergence, konzistence a stabilita, které si nyni pribli-
zime. Pod pojmem konvergence priblizného reseni k presnému reseni tlohy minime tako-
vou vlastnost, kdy ziskané feseni danou metodou lze libovolné zpfesnovat (tedy priblizovat
k presnému feseni) tim, ze zmensujeme velikost ¢asového kroku. V limitnim ptipadé At — 0
(a tedy i Az — 0, nebot stéle predpokladame, ze % = konst.) pak ziskdme presné reseni.
Konzistenci metody s danou diferencialni rovnici minime vlastnost, kdy prislusné diferenc¢ni
schéma je v limitnim pfipadé At — 0 shodné s danou diferencidlni rovnici. Stabilita me-
tody pak zajistuje, ze chyby, kterymi jsou zatiZena vstupni data metody, zustavaji béhem
vypocCtu omezené.

V této c¢asti uvedeme definice nékterych zakladnich pojmu z teorie diferen¢nich metod
pro feseni skalarnich dloh. Pripomenme, ze uvazujeme % = konst. Explicitni diferenc¢ni
formule metod lze potom zapsat ve tvaru

Ut — ™), (2.60)

kde H je operator prechodu z ¢asové vrstvy n na vrstvu n + 1. Linearni diferen¢ni schéma
pak lze psat ve tvaru
Ut — HU ™, (2.61)

kde H je linearni operator . Nyni uvazujme pripad hladkych reseni.

Definice 2.1. Lokdlni diskretizacni chybu L™ metody (2.60) definujeme predpisem

1

L= < [U<”+1) —HU™] (2.62)

kde U™ je posloupnost o élenech uy = w(zj,tn).
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Diferenc¢ni metody 65

Definice 2.2. Globdlni diskretizacni chybu E(x;,t,) (budeme ji znacit E7') metody (2.60)
v bodé z; a Case t, definujeme predpisem

B} = U — u(zj, tn). (2.63)

Definice 2.3. Diferencéni formule se nazyva konzistentni s prislusSnou aproximovanou rov-
nici, jestlize pro vSechna j a n takova, ze T = nAt plati

L% — 0 pro At — 0. (2.64)

Pro priklad dosadme do Laxovy-Friedrichsovy metody (2.7) hodnoty pfesného feSeni
u(x,t). Lokélni diskretiza¢ni chyba je pak podle definice 2.1 uréena vztahem

1 1 At
L= a7 |6 = 5 (s o) + e (Wi — wj) | (2.65)

Zajimé néas limitni pfipad, kdy At — 0. Potom i Az — 0. V pripadé klasického Teseni plati

(u?_l + u?_i_l) — uj (2.66)

N |

a lokalni diskretizacni chyba je tedy

n+l _ um unH —um 1
. _ e j j : j =l N
Jim I3 = lim o=t +a fim = = () ta(uy)a =0 (267)

Metoda je tedy konzistentni s rovnici (2.2).

}

&
$

B
/Em\

=

2

S
S
£y

A\

IsTRav®
%
%
Zrg ywis

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI
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Definice 2.4. Nejveétsi prirozené cislo p, pro které existuje konstanta C';, > 0 takova, ze
pro vSechna j a n takova, ze T = nAt plati

L} = CL(At)P pro At — 0, (2.68)
se nazyva rad konzistence.

Méjme opét Laxovu-Friedrichsovu metodu (2.7). Vyuzijeme Taylorova rozvoje druhého

Fadu dlent uf | &l
utt =l + Atug + (At)QUtt(fl),
iy = uj — Azug + %%x (&2),
uiy = uj + Avug + %sz@s),

kde &1,&2 a &3 jsou body z pifslusnych okoli zj,xz;_1 a xj41. Tyto rozvoje dosadime do
vztahu pro lokélni diskretiza¢ni chybu (2.65). Dale vyuzijeme toho, zZe u; + au, = 0, a tedy
gy = a*ugy (viz (2.12)). Lokalni diskretizaéni chyba ma potom tvar

2(At)2 Ax)? Ax)?
I = g | 5 tan(60) = S (e (€e) + ) + S ) — e
(2.69)
Metoda je tedy prvniho fadu konzistence (p = 1) nebot plati
2A Ax)? Ax)?
R el€) = P €2) 1)) + O 110 (60) — wae()) £ CuAE (270)
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tedy

a2 x % x 2
Frine(60) — ki (na(62) + rsl€)) + 4z (e €) ~ ums(@) SCL (271

2
za predpokladu, ze ((if))z = konst. a u,, je ve vSech bodech omezena.

Definice 2.5. Metoda urc¢end formuli (2.60) je konvergentni, jestlize pro vSechna j a n

takova, ze T' = nAt, plati
E} — 0 pro At — 0. (2.72)

Definice 2.6. Rekneme, Ze linearni metoda (2.61) je linedrné stabilni, je-li posloupnost
{|[H"™||} omezena, tzn. pro kazdé T existuje ¢islo Cs > 0 takové, ze plati

|H"|| = Cs (2.73)
pro vsechna n takova, ze nAt < T.

Poznamka 2.7. Dalo by se Tici, ze stabilni metoda je takova, kterd zabranuje tomu, aby
se chyby ve vstupnich datech prili§ zvétSovaly. Mame-li naptiklad presnd data V a data
zatiZzend chybou V', pak velikost této chyby (oznacme ji e) definujeme napiiklad

e=|V-V]|. (2.74)
Chceme-li, aby tato chyba se béhem vypoctu nezvétsovala, musi platit

IH(V)-HWV)| <[V -V|. (2.75)
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Tento pozadavek lze pouzit i obecné, tedy i pro nelinearni pripady. V linedrnim ptipadé
navic plati

IH(V)-HV)| = [H(V - V)| < [H||V - V| (2.76)

Velikost chyby tedy ztustane omezena, pokud ||H|| < 1. Jelikoz tilohu Fesime po ¢asovych
krocich At, pro hodnotu Teseni v case t,, = nAt plati

Ve =V = H (V" = VY| = [H|"|V - V]| < |V - V] (2.77)

Plati ||H"|| < [[H||™ £ 1 a chyba ve vstupnich datech se nebude ¢asem zvétsSovat. Lze
ukézat, ze je mozné také uvazovat splnéni nasledujici nerovnosti

IH(V) - H(V)| £ (1+alt)|V -V, (2.78)
pro néjaké o > 0. Pri této volbé ma pak konstanta C's uvedend v definici 2.6 tvar
Cs =T, (2.79)

Poznamka 2.8. Pouzitd maticova norma je indukovand zvolenou vektorovou normou a to
tak, Ze pro matici A € R™™ je definovana vztahem

A
14 = sup 1A% v e g (2.80)
v#0 ||’U||
Je mozné pouzit napiiklad obvyklou Eukleidovskou normu || - ||z nebo normu || - |2 A4

definovanou

U282 = (2.81)
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Pracovat s vektorovymi a maticovymi normami je mozné, nebot funkce ug(z) mé omezeny
nosic a vzhledem k tomu, Ze se hodnoty funkce u(z,t) $ifi po charakteristikéch, kterymi jsou
primky s kladnou smérnici, existuji Zmin, Tmax € R takové, ze hodnoty u(z,t) jsou nulové
pro x ¢ (xminu xmax>~

O konvergenci linedrni metody hovori nasledujici véta, jejiz dikaz je mozné nalézt napt.

v [1].

Véta 2.9 (Laxova). Necht linedrni metoda (2.61) je konzistentni. Tato metoda je kon-
vergentni pravé tehdy, kdyz je stabilni.

Jako priklad si vezméme metodu typu upwind

At

Urtt =Up — a2 (U = U7) (2.82)
pro linedrni rovnici (2.2), kde je konstanta a < 0. Ukazme si pro tuto metodu odvozeni

podminky stability. Z (2.82) plyne

> At
Ny |1+a— Uj —ap Ul £
j=—co j=—o0
o0
<y [<1+aA>|U“|2+2|1+a—||a—||U”|| il + oo U HF]
j=—00

> At . At . .
<y [<1+a VAP + 11+ a5 la ol (TP + 107 l?) +la e PIU n?]

j==c0

}
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}

t At

%0 At At At
< —YN\2 = = =" 2 n?
=53 [(1+an) AL eller s |l } (e

j=—o0

Po odmocnéni a prensobeni diskretiza¢nim krokem Ax tedy plati

. At At
107 a0 S 11+ age |+ lagel| 10

. At At "
107 e S 1L+ agel+ lagel | 110°

|2,Aw~
Pro A
—1<a—<
_aAm_O, a<0
plati
|1+aAt|+|aAt —1+aAt—aAt—1
Ax Az’ Ax Azr

Metoda je tedy stabilni za predpokladu (2.83).

(2.83)
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Obdobnou podminku stability ziskame i pro Laxovu-Friedrichsovu metodu, kterd ma

pro linearni skalarni tlohu (2.2) tvar

1 At
U;LJFI = Q(U;‘l—l +Uj) — _2Axa( 41— U)-

Pro nazornost pouzijeme jiného postupu nez v pripadé metody typu upwind. Laxovu-Fried-

(2.84)
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richsovu metodu pro feseni na celém intervalu piepiSeme do maticového tvaru U™t = HU™

Ut 0 0 0 0 0 0 Uy
Uyt c, 0 cg 0 0 ... 0 up
Ut 0 ¢ 0 cg O 0 Uy
Ut 0 ... 0 0 ¢, 0 cg [
Lot Lo ... 0 0 0 0 0 ||UR

aAt 1 aAt

, (2.85)

1 . o . q v
kde ¢, = 5+ 93, @ CR = 5 — 3A,- Na krajich intervalu jsou hodnoty polozeny rovny
nule. Zvolena maticova norma |.||;, kterd je rovna maximalni hodnoté fadkového souctu

N
| H|[1 = max ) |hl, je
A ]:1

1 aAt 1 aAt alt 1
H|,=|z4+— - — <1 < -
IE ] ’2+2Aa: ‘2 2Ax‘_ 2Az| = 2
Metoda je tedy stabilni za podminky
At
— <1.
|a|A33 -

(2.86)

(2.87)

Poznamka 2.10. Pro konkrétni metodu a tlohu (2.2) nebo (2.1) ¢asto vyjadiujeme dusle-

dek podminky stability (2.73) ve tvaru

At
— < konst.
75

(2.88)
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Hovotime pak o Courantove-Friedrichsové-Lewyho (CFL) podmince. Pro ndzornost si ukazme
geometrickou interpretaci CFL podminky na linearni rovnici w; + au, = 0. Ta mé tvar
(2.87). Reseni je v tomto pifpadé konstantni na charakteristikéch, které maji smérnici %
CFL podminka pak zarucuje pfenos feseni z mista mezi ,spravnymi“ uzly (viz Obr.2.3).

+1
tn+1 U]n

charakteristiky

a>0

Tj-1 T Tjt1

Obr. 2.3 Geometricka interpretace CFL podminky

V tabulce 2.1 jsou uvedena schémata nékterych metod a jim odpovidajici podminky
stability.

V ptipadé nelinedrni tlohy (2.1) jsou charakteristiky primky, pro néz plati rovnost %—f =
= f’(u), nejsou tedy rovnobézné. Hodnota konkrétni smérnice je zévisld na funkei u. Délku
casového kroku je tedy treba volit s ohledem na hodnotu reseni na celém intervalu, proto ji
vyjadiujeme ve tvaru

At
"ngm— <
mjax|f (U; )lAa: <1 (2.89)
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Nazev metody Diferen¢ni schéma pro Podminka
stability

q . 1 A

jednostrannd L Urtt =Up - —ta(UJn - UiLy) a>0 |agts1

. 2 1

jednostrannd R Uit =U7 — xpa(Ufy — U y) a<0 | —agt<1

U;‘Hl :i(gjn—l +Uj+1)—
—3250( i1~ Uly)
1
Uit Uan—m a(Ufy, —Uj 1)+
—i——w a?( T =207 + U 1)

Laxova-Friedrichsova a€R ||al&L <1

Laxova-Wendroffova acR | |a At <1

Tab. 2.1 Podminky stability pro rovnici u; + au, =0

Vezméme si opét Laxovu-Friedrichsovu metodu a ukazme, ze pfi splnéni podminky (2.89)
je stabilni. Méjme dvé feSeni nelinearni tlohy (2.1) V' a V, tedy plati

At

Vit = SV Vi) — e V) — FVD) (290)
a

~ A - -

Vi = SV + V) — e (F(V) = FT20). (291)

Zavedme si W' = V' — ‘7J" pro rozdil obou feseni. Odeétenim vztahu (2.91) od vztahu
(2.90) ziskame

Wit = LW+ W) — s (Vi) — FV0) — (FVED) — FVRD)] . (2:92)
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Je-li f hladka konvexn{ funkce, potom pro néjaké £ € (V", V;L) plati

FOVP) = FV) = NV = V) = (g} (2.93)
Vyuzitim tohoto vztahu muzeme rovnost (2.92) prepsat do tvaru
n 1 At n n 1 At
W e (5 - Ef/(ngrl)) j+1 T < (53 1)) Z1- (2.94)

Pii predpoklddaném splnéni podminky (2.89) (pripomenme, ze funkce f(u) je konvexni,
tedy funkce f’ ( ) je monotonni, a proto splnéni podminky (2.89) v uzlovych bodech z;
zarucuje, ze 2A:c St £1( ) S ) jsou obé zavorky v (2.94) nezéporné. Proto plati

n 1 At 1 At
Wi < (5= 5aa €)Wl + (54 pag €0 7l (295)
Secteme-li tyto vztahy pres vsechny uzly j, dostavame
o0 1 oo "
Z \WJTZ+1’§§ Z W, +1H‘ Z [Wity| — Z FE D)W +
Jj=—0 j=—o00 J—*OO ]_700
Z FE-DIWL]. (2.96)
]_—OO

Vzhledem k tomu, ze v krajnich uzlech predpokladame nulové hodnoty neznamych funkci,
posledni dva soucty vztahu (2.96) se vzajemné vynuluji a dochdzime ke vztahu

DWW meboli VM - VI SV -V (2.97)

j=—o0 j=—o0

}
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Laxova-Friedrichsova metoda je tedy stabilni.

Pri reseni soustav linearnich rovnic vychazi odvozeni podminky stability z rozkladu na
soustavu nezavisljch rovnic (2.49). ReSeni jednotlivych rovnic se §iff po charakteristikéch
o smérnicich /\—113 Pro stabilitu celé soustavy je tedy nutné zvolit casovy krok, ktery je stabilni
pro kazdou z rovnic. Dochazime tak k podmince

At
MW= <1, 2.98
mgx’ ’ Ap = ( )

V nelinedrnim pfipadé vyhéazime ze soustavy (2.57) a na zdkladé analogie k (2.98 vyjadiu-
jeme tuto podminku tvarem

At
p <
mzz}x|)\ (w)] = 1, (2.99)

kde AP(u) jsou vlastni ¢isla matice A(u).

Konzervativita

Dalsim pojmem, ktery si zde vysvétlime, je konzervativita. Ta znamend, zZe veskeré zmény
celkové bilance neznamé funkce jsou v dané oblasti zplisobeny pouze rozdilem vstupniho
a vystupniho toku. V dané oblasti se tedy nic neztraci ani nic nevznika (stejné jako je tomu
u popisovaného fyzikalnfho déje). Resenf naSich tloh (2.1) a (2.2) tuto vlastnost splituji.
Proto je vhodné na teseni téchto tiloh pouzit konzervativni metody.
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Definice 2.11. Rekneme, ze metoda je konzervativni, jestlize pro aproximaci neznamé

funkce plati
o o
dourt= Y up (2.100)

oo oo D o
Piedpokladdme, Ze lim U; =0 a lim U; = 0.

Jj——0o0 Jj—o0

%, X
2, "
s>

Ukazme si nyni, ze metody, které lze zapsat v divergentnim tvaru jsou konzervativni.
Pro feseni v bodé z; plati

Uit =U; — npEire — Filap)- (2.101)

Sectenim téchto rovnosti pres vSechny uzly s indexy j ziskame

oo o

> urtt= Z Ujt = Z (Eiaye = Filapo)- (2.102)

j=—o0 j=—o0 ¥ e

Protoze F7 e = F(’; +1)—1/2) toky uvnitt intervalu se vzajemné odectou a pro dostatecné

velké indexy |j| predpokldddme nulové hodnoty neznadmé funkce a tedy i toki. Celkova
bilance neznamé funkce tak zistane zachovana

e}

D = Z Uy (2.103)

J=—00 j=—00

Metody v divergentnim tvaru se proto ¢asto oznacuji jako metody v konzervativnim tvaru.
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Pro teSeni tloh, ve kterych se vyskytuji velic¢iny, které z fyzikalniho hlediska nemohou
nabyvat zapornych hodnot (napt. hloubka vody), je vhodné pouziti metod, které zaruci
nezapornost danych aproximaci. Takové vlastnosti se ¥ika pozitivni semidefinitnost.

Definice 2.12. Rekneme, 7e dand metoda je pozitivné semidefinitni, jestlize plati
(U"20)= (U™ = HU") 2 0). (2.104)
Jako priklad si vezméme Laxovu-Friedrichsovu metodu a ukazme, ze je konzervativni
a pozitivné semidefinitni. Reseni v ¢ase t,,11 v bodé z; m4 hodnotu

At

Uit = o (U1 + Ufir) — a5 (Ui — Ujty) (2.105)

N =

Konzervativitu ukazeme tak, ze rovnosti (2.105) se¢teme pres vSechny uzly

[e.9] o0

1 n
Z anﬂ:5 Z Uy + UR) 2A Z T —UM). (2.106)

j=—o0 j=—00 j=—o0

Opét je ziejmé, Ze za predpokladu lim U; =0 a lim U; = 0 plati

j——o00 j—00

o0

1 — n n - n n n
2 > U +Uia) = > U, > (U -Uty) =0 (2.107)

j=—00 j=—00 j=—00

a podminka konzervativity Z U”+1 Z U je splnéna.

j=—00 j=—00
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Pro prokazani pozitivni semidefinitnosti predpokladame, ze U L >0, LR

CFL podminka |a|Rt < 1. Metodu lze snadno piepsat do tvaru
Az

1 A 1 At
n+l _ yrn ) = n -, =
Uit =l (2 +a2Ax) U (2 a2Aa:) ’

Pokud je a > 0 potom

|
1\

Pokud je a < 0 potom

v

1
2
At 1
“OAzr 2

N = N =

> 0 a plati

(2.108)

(2.109)

(2.110)

V obou piipadech jsou obé zévorky ve vztahu (2.108) nezdporné, a proto plati, ze U;"H > 0.

Laxova-Friedrichsova metoda je tedy pozitivné semidefinitni.

2.1.7. Lokalni Laxova-Friedrichsova metoda

Centralni metody jsou, jak uvidime, obecné zatizeny velkou numerickou diftzi. Diftze je
jev, ktery se projevuje napriklad pri Sifeni tepla, kdy se teplo Sifi z mist s vétsi teplotou
do mist s mensi teplotou. Obecné dochazi k vyrovnavani rozdili v hodnotéach sledovanych
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veli¢in. Presné feSeni nasich tdloh vsSak zadnou difizi neobsahuje, a je tedy vhodné tento
nezddouci jev potlacit. Jako piiklad si opét vezméme Laxovu-Friedrichsovu metodu pro
nelinedrni skalarni rovnici (2.9), kterou lze zapsat také v divergentnim tvaru

At
lfn+1 U n T
J I Az [ darl2 j_1/2]’ ()
kde | | A
n n n n n L

Prestoze je tato metoda konstruovana pro feSeni zdkona zachovani u; + [f(u)], = 0, lze
ukézat, ze presnéji aproximuje bilanéni vztah

ug + [f(u)]z = Dugy, (2.113)

kde D je diftzni koeficient. Prepiseme-li Laxovu-Friedrichsovu metodu s numerickym tokem
(2.112), ziskdme

Uyttt - uy + FUN) — fU7) AUl — 207 + UR,

= 2.114

At 9Ax “ (Az)2 (2.114)

V této aproximaci tak diftiznimu koeficientu odpovida clen D ~ §Ax = %. Abychom
numerickou difuzi snizili, zavedeme lokalné zavisly parametr

a?+1/2 = max(| f'(u)|), Vu € <U}17 ]n+1>- (2.115)

V pripadé konvexni funkce f je

ajy 1o = max{|f' (U}, | f' U7} (2.116)
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Takto zavedeny parametr skutec¢né snizuje numerickou diftizi metody, nebof pri splnéni

nutné podminky stability |f’ (u)|% < 1 pro vSechny hodnoty funkce u plati

Ax
/ < _
u)| S — =a. 2.117
IO (2117)
Pro lokalni Laxovu-Friedrichsovu metodu v divergentnim tvaru se tedy pouzivaji numerické

toky ve tvaru
mn 1 n n n n n
e = 5 [FUF) — FUF) — 1o (UFia = U)] (2.118)

vvvvv

mezi numerickymi toky centralni metody a metodou typu upwind popsané v c¢asti 2.1.4,
u které je vliv numerické diftize nejmensi. To je ziejmé z tvaru tokové funkce, ktery u metody
typu upwind je

n 1 n n 1 n n n
127 5 [fUM + f(UR)] - 3 a’j_}_l/Q‘ (U, - UP), (2.119)
e UL - FOD)
ATy = g (2.120)
Jj+1 J

Numericka diftze zde nemtze byt vétsi nez u lokalni Laxovy-Friedrichsovy metody, kde je

parametr ai/ , , volen jako maximalni hodnota podilu (2.120) na daném intervalu.

Poznamka 2.14. Abychom se zcela zbavili vlivu numerické diftze, pouzili bychom nume-
ricky tok (2.112) s volbou a = 0. Takovad metoda je vSak nestabilni a ukazuje se, Ze urcité
mnozstvi numerické diftze je potiebné k zajisténi stability metody.
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V pripadé nelinearni soustavy diferencialnich rovnic o m rovnicich je treba podobné jako
u metody typu upwind vyuzit ke konstrukci lokdlni Laxovy-Friedrichsovy metody aproxi-
mace Jacobiho matice soustavy a jejich vlastnich ¢isel a vlastnich vektord. Numericky tok
je definovan

1
]'731-1/2 - 5 [f(U;L) + f j-l-l Za,]-i-l/Q J+1/2 ]+1/27 (2121)
kde je vyuzito rozkladu skoku v neznamé funkci
m
= U= Za§+1/2r§+1/2 (2.122)
r=1
a
a;l) jp = max{|APP], AT} (2.123)
Dalsi variantou metody je pouziti numerického toku (2.119) s volbou
ajy1/y = max{mgx{|)\?’p|, R¥we1)3 3 (2.124)

jejiz obdoba bude podrobnéji popsana pti konstrukci metody typu central-upwind v ¢asti
3.5.1. Podrobnosti o téchto rozkladech je mozné nalézt naptiklad v [1].
2.2. Ulohy s pravou stranou

Dosud jsme se v této kapitole vénovali homogennim tlohédm, tedy takovym, které maji
nulovou pravou stranou. Nyni si stru¢né popisme zpusoby, jakymi lze modifikovat pouzité
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metody na nehomogenni tlohy. Jako priklad si vezméme skalarni iilohu se zdrojovou funkei

ug+auy, = Y(u,x), te(0,7T),x€eR,aeRT >0,

u(z,0) = wup(z), x€R, (2.125)

kde v = u(z,t) a ¢ = ¥(u,x). Na tuto ulohu lze aplikovat vSechny popsané metody, do
kterych je pouze nutno pridat néjakou vhodnou aproximaci zdrojového c¢lenu W. Pokud
bychom chtéli pouzit napriklad Laxovu-Friedrichsovu metodu, méla by tvar

At

n 1 n n n n n n
Uptt = 5 Ui +Uf) = Ea( i1 — Uj) + AtR (U7, =f). (2.126)

Metodu typu upwind bychom mohli zkonstruovat napriklad takto

At

1 _

U;LJF =Uj - Ar [a+(U]“ — Ui y) +a (Ul — U]")] + AW (U, x7), (2.127)
kde at = max{a,0},a” = min{a, 0}. Ukazuje se, ze u této metody je lepsi vyuzit upwin-
dingu i v aproximaci pravé strany. Schéma pak muze mit nasledujici podobu

Uptt = Up — A ot (UF — U )) + 0™ (U - U] +

+48 (4 (RO, 25-0) + B(OF, 7)) + 5 (VP 25) + (U1, 2541)) ) - (2.128)

Poznamka 2.15. Nékdy je vhodné prevést danou nehomogenni tlohu na tilohu homogenni
v kvazilinedrnim tvaru. K tomu je tfeba rozsirit pocet rovnic o dalsi, kde se mezi neznamymi
objevi nékteré funkce obsazené ve zdrojovém c¢lenu. Tento postup mé své vyhody i nevyhody,
je vhodny naptiklad pro tdlohy, kdy hleddme ustalené stavy. Konstrukce tohoto zptisobu
feseni je nad ramec téchto skript, pro Saint-Venantovy rovnice jej ¢tenar nalezne naptiklad

v [7].
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Diferencni metody 83

Dalsi moznosti feseni nehomogennich soustav je pouziti metody stépeni. Tato metoda
ma predevsim tu vyhodu, ze 1ze beze zmén vyuzit vSechny metody k vyreseni homogenniho
problému a pravou stranu uvazovat zvlast. Na kazdé ¢asové vrstvé se Tesi dvé tlohy.

vvvvv

v druhém kroku
2. Obycejnd diferencialni rovnice u; = ¥ (u, x).

Tato metoda je popularni predevsim pro svou jednoduchost a Sirokou moznost pouziti. Dalsi
vyhodou je to, ze kazdy krok lze fesit naprosto odliSnou metodou. Navic diky tomu, ze pod-
problémy predstavuji jednodussi tlohy nez ptuvodni problém (homogenni tloha a obycejné
diferencialni rovnice), existuje vétsi mnozstvi metod na jejich feSeni.

Mohou zde vsak nastat problémy predevsim v situacich, kdy se blizime k ustalenému
stavu, ve kterém u; = 0, a tedy [f(u)], = ¥ (u,x). V takovych pfipadech je tato metoda
nevhodnd, nebot produkuje znacné vychylky od ustileného stavu a je tedy obtizné jej
numericky uréit (fikdme, ze metoda neudrzuje ustaleny stav).

Dalsim problémem jsou okrajové podminky, které jsou dané pro puavodni tlohu se zdro-
jovymi ¢leny. Neni vzdy jednoduché na jejich zakladé stanovit, jaké okrajové podminky
zvolit pro obé nové sestavené tlohy. Problémy mohou byt také se stabilitou celé metody
Stépeni - prestoze metody pouzité na oba kroky budou stabilni, jejich kombinovani miize
prinést nestabilitu. Podrobnosti o této metodé je mozné nalézt napiiklad v [1].
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Diferenc¢ni metody 84

Aplikace na matematické modely

2.3.1. Aplikace metod na KWA model

Pouzijme metodu typu upwind popsanou v ¢asti 2.1.4 na feseni tlohy popsané KWA mo-
delem, jehoz princip je odvozen v 1.1.2. Pro obdélnikové koryto je mozné vyuzit vztahu

T
— —h5/3
1=

(konsumpéni kiivky)
(2.129)

a model je potom reprezentovan skalarnim vztahem
VI, s
h —h3 | =0, 2.130
¢+ ( Vi g ( )
x

kde I = konst. je sklon koryta a M = konst. je Manninguv koeficient drsnosti. Metoda typu
upwind mé tvar

At

Un+1 i — e = ;11/2 Fj"_l/Z), (2.131)
kde numerické toky jsou definovany takto
VIgn V3 _ VIcgn)s
1 I I 1| % (H — M (H™3
2 =5 £(Hn)g+\/_—( ﬂH)% =5 i ]H) i (HJ) (Hyq —HY). (2.132)
2 [ A T T |

V pifpadé, ze H}',; — H}' = 0, volime v souladu s tvarem numerického toku (2.33) F

. J j1/2 =
- \/WT(H;?)g,

3
X
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Diferenc¢ni metody 85

2.3.2. Aplikace metod na Saint-Venantovy rovnice

Ukazme si konkrétni aplikace metod na feSeni Saint-Venantovych rovnic pro proudéni ob-
délnikovym korytem konstantni sitky. Jak je uvedeno v casti 1.1.1, jedna se o nelinearni

soustavu rovnic tvaru
h + (hv)x = 0,

2.1
(hv)s + (ho? + 1gh?) = —ghb,. (2.133)
Laxova-Friedrichsova metoda mé pro tuto soustavu rovnic tvar
n+l _ n At n n ALP"
U; (U L1+ UMN) — E(f( 1) — FUL,)) + A7, (2.134)
Pokud ji aplikujeme na feSeni Saint-Venantovych rovnic, maji jednotlivé vektory v uzlu z;
tvar
H? HMW 0
U= nym | U?) = n/yn % n ’\IIT.L = n ’
! [HV ] A7) [Hj(Vj)Z)"‘%g(Hj)?] ’ [ HJB”%Tf”]
(2.135)
Aplikace metody typu upwind:
n+1 n At n n n
s numerickymi toky
1
17]11/2 = 5 [-f( ) + f( j+1 ‘A]—i-l/?‘ (UJTL+1 - U;L) (2137)
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n

vyzaduje zvolit néjakou vhodnou aproximaci Jacobiho matice soustavy Aj 1/ jak jiz bylo

uvedeno v ¢asti 2.1.5. Jacobiho matice soustavy méa tvar

_of 0 1
A_6_u_ [ oh— 02 21}] (2.138)

s vlastnimi &isly A! = v — /gh, A2 = v + /gh a vlastnimi vektory

rlz[;], 2:{/\12}, (2.139)

tak, jak bylo odvozeno v ¢asti 1.2.2. Jednou z vhodnych voleb je zavedeni aproximaci hodnot
neznamych funkei (hloubky a rychlosti) v bodech z; /5 nésledujicim zpiisobem

Hoypge Bt Hin oy VivHi Vv Hin (2.140)
j+1/ 2 ? J+1/ /HJ_|_ /Hj—i-l

Tato volba zarucuje splnéni vztahu

I( gn+1)—f(U;l) = ?-1-1/2( gn+1 _D;l)7 (2.141)
. . . n _ JWR)-FUT) ey . .
ktery je analogii k volbé a” = 2 I ve skalarnim piipadé. Aproximace Jacobiho
j+1/2 U —U;

matice soustavy je tedy volena ve tvaru

0 1

A" =
J+1/2 9H 12 — (Viga2)? 2V

(2.142)
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s vlastnimi ¢isly )‘g+1/2 = Viy12 — 1/g]iTJJrl/g,/\]Jrlﬂ = Vit1/2 + \/9Hj11/2 a vlastnimi
vektory

ol :[ z ] 2 :[ ! ] (2.143)
it1/2 Aivie ]’ J+1/2 Ait1/2

Pomoci téchto vlastnich ¢isel a vlastnich vektoru provedeme rozklad

1 1 1 2 2 2
\AJ+1/2’( A Un) = 043'+1/2|)‘j+1/2"’°j+1/2 + aj+1/2’)‘j+1/2’7‘j+1/2- (2.144)

Numerické toky F7', , lze pak ziskat dosazenim hodnot toki f (U}") a f(U},) arozkladu

(2.144). Jesté je vhodne poznamenat, zZe volbu aproximace pravé strany je mozné i zde volit
riznymi zpusoby, napriklad s vyuzitim upwindingu jak bylo ukézano ve skalarnim ptipadé.

Pojmy k zapamatovani

— konzistence

— konzervativita

— stabilita

— centralni metody

— metody typu upwind

— lokéalni diskretizac¢ni chyba
— globalni diskretizac¢ni chyba
— diskretizace tlohy

— CFL podminka

— pozitivni semidefinitnost
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Kontrolni otazky

1.

SUNCIICIN N

Jak se nazyva nutnd podminka stability explicitnich metod a jak ji lze geometricky
interpretovat?

Staci konzistence a konvergence metody k jeji stabilité?

Jaky je rozdil mezi lokalni a globélni diskretizacni chybou?

Je metoda v divergentnim tvaru konzervativni?

Co je to konzistence metody s diferencidlni rovnici?

Jaké jsou hlavni rozdily mezi centralnimi metodami a metodami typu upwind?

Co je to pozitivni semidefinitnost metody?

Priklady k procviceni

1. Stanovte rad konzistence pro Laxovu-Wendroffovu metodu.

2. Dokazte konzistenci Laxovy-Wendroffovy metody s linedrni skaldrni rovnici (2.2).

3. Ukazte, Ze metoda tvaru (2.28) je konzervativni.

4. Ukazte, ze Laxovu-Friedrichsovu metodu tvaru (2.9) lze zapsat v divergentnim tvaru (2.111).

5. Odvodte rozklad soustavy linearnich rovnic u; + Au, = 0 na soustavu nezavislych rovnic.

6. Napiste tvar Laxovy-Wendroffovy metody a metody typu upwind pro reseni Burgersovy rovnice
Ut 4 (%1142)m = 0

: IsTRAVY, 43 ’
&
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7.

Sestavte metodu pro feseni linearni skalarni tlohy, pro niz bude mit CFL podminka stability
podobu

At
— < 10.
|a|A£E— 0

Klic¢ k prikladim k procviceni

1.

2.

Konzistence druhého radu.

Postupujte analogicky jako prfi dukazu konzistence Laxovy-Friedrichsovy metody v ¢éasti (2.1.6).

. Pro konzervativitu je tfeba splnit rovnost

X U+s X @O -UR) e U U] = X U
j=—0o0 j=—0o0 j=—0o0

Druhd suma je nulova, nebot se cleny vzajemné odectou a pri j — oo je Uj* = 0.

. Numericky tok je v tomto pripadé definovan

1 A
P = 5 (FOR) + FUF)) — 5 (URa — UF)

. Vyuzijte rozkladu (2.48) A = RAR™! a zavedte vektor v = R™'u. S timto prepisete soustavu

na tvar

(Rv); + RAR"'(Rv), =0
Rv, + RAv, =0
v + Av, = 0.

Ziskate tak soustavu nezédvislych rovnic (vP); + AP (vP), = 0.

. Dosazenim do tvaru metody pro FeSeni nelinearni skalarn{ rovnice (2.20) ziskate Laxovu-Wendro-

ffovu metodu

N/
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n n+1/2 n+1/2
U]+1:U;7,_£((U+/)2_(U+/)2)’

28z \\Yj+1/2 j—1/2
kde U;fll/; =1 (U]” — J”_l_l) — 4%Ttx (( }’_H)Z — (UJ”)z) Dosazenim do (2.29) ziskdte metodu typu
upwind
U;‘z—i_l = U;L - 4AA_tx [( jn+1)2 - |U}L+1 + U;L|( _;(L-i-l - an) - ( _;(L—l)2 + |U;L + Ugn—1|(Ugn - ;L—l):l' D > lz]:r:::ztl?:n

7. Jednim z TeSeni je sestaveni obdoby Laxovy-Friedrichsovy metody ve tvaru

. 1, . n At n o
U = S(Ufk + U) = Az = Uji), R EN.

Analogickym postupem jako v pfipadé (2.85) ziskate podminku stability

1 alAt 1 alAt alAt 1
= oF —nu0s = — <1 < -
2 2kAx 2 2kAx| — 2kAx |~ 2
Tato metoda je tedy stabilni za podminky
At
— <k
ol <

Zvolite k = 10.
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Kapitola 3

Metody pro tlohy s nehladkym
resenim

Pruvodce studiem

V této kapitole se Ctenar seznami s rozdily mezi metodami prvniho a vyssiho radu. Nauci se,
Jjakymi zpisoby Ize konstruovat metody vyssiho Fadu presnosti feseni pouzitim korekcnich toki
nebo polynomialni rekonstrukce neznamé funkce. Pozna neptiznivé jevy, které metody vyssiho
radu vnaseji do reseni, a nauci se nékterym postupiim, jak je omezit. Dale se seznami's konstrukci
komplexnéjsi metody pro tlohy se zdrojovymi Cleny, ktera je schopna udrZet nékteré ustalené
stavy. Uvidi, jakym zpiisobem ovliviiuje Feseni numericka difize. Na zakladé znalosti vlastnosti
jednotlivych metod pronikne do problematiky vybéru vhodné metody pro konkrétni problém.
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Metody pro ilohy s nehladkym resenim 92

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete schopni:
e sestavit metody vyssiho radu
e sestavit metody s vysokym rozlisenim

e definovat dulezité pojmy jako metody s vysokym rozliSenim, ustaleny stav, apod.

3.1. Nehladka data

V radé aplikaci se setkdvame s tlohami, které obsahuji nehladké data. Ta se mohou v tloze
objevit z ruznych duvodi, napriklad diky pocateéni podmince, kdy se hodnota neznamé
funkce v néjakém bodé skokové zméni.Také vliv zdrojovych ¢lend miize do nasi dlohy vnést
nespojitosti v feseni (naptiklad skokova zména dna Fi¢niho koryta) nebo se tyto nespojitosti
mohou objevit diky samotné nelinearité problému.

Pro ziskani presnéjsiho reseni je vhodné konstruovat metody vyssiho radu presnosti.
Tyto metody, které jsou zalozeny na Taylorové rozvoji, je mozné konstruovat pro tulohy
s hladkymi daty. V piipadé iloh s nehladkymi daty ztraceji tyto metody smysl a ziskané
feSeni muze v mistech nespojitosti obsahovat napiiklad umélé oscilace, které se v pres-
ném teseni nevyskytuji. Ukazeme, ze je vhodné sestavit metodu, ktera bude vyssiho radu
v bodech, ve kterych je feseni hladké a zaroven bude dostatecné presné aproximovat reseni
v bodech nespojitosti mimo jiné také tak, ze nebude produkovat umélé oscilace. Takovym
metoddm budeme fikat metody s vysokym rozliSenim. Konstrukce metody, ktera by per-
fektné splnovala tyto pozadavky je velice slozitd a vétsinou ji lze uskutecnit pouze pro
nékteré jednoduché pripady.
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Metody pro tlohy s nehladkym resenim 93

3.2. Vlastnosti teoretického reseni pro skalarni
pripad
Uvazujme nyni skalarni linedrni tlohu

ug +au, = 0, te(0,7),xeR,aeRT >0,

u(z,0) = wuo(x), z € R. (3.1)

Lze ukazat, ze presné feSeni této tlohy je konstantni na charakteristikdch (podrobnéji po-
psany v ¢asti 1.2.1), coz jsou obecné kiivky v roviné (z,t), které spliuji rovnici

dz

priadct (3.2)

V nasem linedrnim pripadé, kdy a(z,t) = konst., se jedna o primky. Pfesné feseni na téchto
charakteristikdch mé tvar (viz ¢éast 1.2.1)

u(z,t) = uog(x — at). (3.3)

Reseni v bodé x; a Case t,, je tedy jednoznacné urceno pocatecni hodnotou nezndmé funkce
v bodé x; — at,. V piipadé hladké funkce ug se jednd o klasické feSeni, lze vSak definovat
i zobecnéna reseni, kdy napriklad nespojitost v pocatecni podmince se opét Siri po prislusné
charakteristice.

Je patrné, ze presné feseni neobsahuje zadné oscilace, které by se nevyskytovaly v po-
cateéni podmince. Proto od numerického feseni mimo jiné pozadujeme, aby zadné oscilace
neobsahovalo. Nékteré metody, které zamezuji vzniku umélych oscilaci, vSak zaroven ome-
zuji i lokélni extrémy presného reseni.
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3.3. Chovani metod prvniho a vyssiho radu

Metody prvniho rddu maji vyhodu v jednodussi implementaci a také v tom, ze zachovavaji
monotonii feSeni a neprodukuji dalsi lokalni extrémy oproti presnému reseni. Nevyhodou je
pochopitelné samotny nizky rad presnosti.

Metody druhého radu se vyznacuji vyssi presnosti v mistech, kde je feseni hladké. V pri-
padé nespojitého feseni vsak tyto metody produkuji umeélé oscilace, které presné reseni
neobsahuje.

Ukazme si na piikladu jednoduché linedrni rovnice chovani metody prvniho fadu (La-
xova-Friedrichsova metoda) a metody druhého radu (Laxova-Wendroffova metoda) pti dvou
raznych volbach velikosti casové diskretizace.

Priklad 3.1. Pomoci Laxovy-Friedrichsovy metody a Laxovy-Wendroffovy metody Teste
linearni tlohu

ug +ug =0, t>0,z€(0,1),
[ 0,5 proz=0,5,
el ) = { 0,3 proxz>0,5, 24

w(0,¢)=0,5,  u(l,t)=0,3.

Resend. Obrazky 3.1 ukazuji feseni v ¢ase t = 0,05s s pouzitim obou metod a s piislusnymi
¢asovymi kroky At v zévislosti na velikosti prostorového kroku Az (zvoleno Az = 0,01).
Na obrazku 3.1 vidime, ze u metody druhého fddu dochézi ke vzniku oscilaci v misté
nehladkého reseni, zatimco u metody prvniho radu je zachovana monotonie feseni. Déle je
vidét, ze snizovanim velikosti ¢asového kroku oscilaci pribyva. A

Zamérme se nyni na konstrukci metody s vysokym rozliSenim, kterd bude ménit rad
presnosti v zavislosti na datech tlohy.
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L]

t=0.05s t=0.05s
: : : : T T T T V IsTRAVS, 7
0.7+ — Laxova - Friedrichsoval; 0.7¢ —— Laxova - Friedrichsovali "%,m “\‘,&'
- - - Laxova — Wendroffova - - =Laxova — Wendroffova o
0.6 1 0.6 1
0.5 e "‘ q ZAPADOGESKA
05 ’ ' > UNIVERZITA
V PLZNI
0.4f 0.4
0.3} 0.3f SemmmmooTEEE
0.2 1 0.2f 1
0.1p E 0.1F 1
0 i . ) , 0 X . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X
At = Ax/2 At = (Ax)?

Obr. 3.1 Porovnani reseni ziskaného metodou prvniho a druhého radu

3.4. Metody zalozené na korekci numerickych toku

Prvni zptisob konstrukce metody s vysokym rozliSenim bude zalozen na ptidani tzv. korekc-
nich tokti k metodé prvniho fadu. Korekéni toky v mistech s hladkym feSenim zpusobi,
ze se zvysi rad presnosti, zatimco v mistech nespojitosti se jejich vliv na feSeni bude blizit
nule a metoda tak zistane pouze prvniho fadu a nebude vytvaret nezadouci oscilace. Druhy
zpusob bude zaloZen na polynomidlni rekonstrukeci nezndmé funkce. Rekonstrukei dojde ke
zmenseni skokli neznamé funkce a mimo ptvodnich uzlovych bodi budeme mit k dispozici
dalsi hodnoty pro zpresnéni reseni.
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Pro tpravu metody prvniho fddu na metodu vysokého rozliseni je mozné vyuzit tzv. ko-
rekcénich toku Fﬁf /2 Tyto korekéni toky pridame k metodé prvniho radu. Méjme napriklad
metodu v divergentnim tvaru pro feseni skalarniho nelinedrniho problému u; + [f(u)], = 0,
ktery lze prepsat do kvazilinedrni podoby wu; + f'(u)u, = 0. Metoda vysokého rozliSeni

zaloZzend na této metodé ma tvar

At At
+1 _ n,H n,H
Ui =0 - & [ 12 = Fﬂn—l/z} ~ agFite — Filipe), &9
kde ) A
H ¢
Fliie = 2laG el (1 - Ax|“?+1/2\> (Ui — U9 (074 10)- (3.6)
Ur-Ui, n
n—pm  Pro a; > 0,
= D, TS 1)
i+1/2 1r2 7 inak
U, oy )

Funkce ¥ = U(0) se nazyva omezovaci funkce (limiter) a je mirou lokalni hladkosti feseni.
Je mozné ji definovat nékolika zpusoby, pro priklad si zde uvedme dva.

° ¥(6) = Tg,

e U(0) = minmod(1, ©),

kde

a pokud |a| < |b] Aab > 0,
minmod(a, b) = b pokud |b| < |a| A ab > 0, (3.8)
0 pokud ab £ 0.
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Pokud je ¥(©7, . ) =1, jedna se o metodu druhého rddu. Konkrétné pro volbu

+1/2
fWUjs1) — F(U}) n 1 n n I . "
ajr1/2 = ]Tl+1 —r i, it1/2 = §(f(Uj )+ f(Uf) - §|aj+1/2‘( =07 (3.9)
J J

ziskdme Laxovu Wendroffovu metodu (2.18). Pokud je ¥(©7, /2) < 1 dochéazi ke snizeni
rfadu presnosti a zaroven k omezeni oscilaci numerického feseni. Toto nastava, pokud je
v misté x5 nespojitost ve funkénich hodnotéch U™, pak vyraz U 1 —Uj" nabyva vysokych

hodnot a tim i jmenovatel ve vyrazu (3.7). Pomoci funkce ¥(0" ., ) se tak snizuje vliv

J+1/2
korekénich toku na feSeni. Funkéni hodnoty \II(G;FH /2) ~ 1 v pifpadé, Ze v misté ;.9
maji funkce U™ hladky charakter a metoda je tedy druhého fadu presnosti. \I/(@’]1 'y /2) =0

tehdy, kdyz @;.‘ 12 < 0 tj. jednostranné diference maji v bodé z;, 1/, opacné znaménko.
V bodé /2 se nachazi lokalni extrém a metoda je prvniho fadu presnosti.

3.4.0.1. KWA model

Ukazme si nyn{ pro nazornost pouziti této metody vysokého rozliSeni na reseni tlohy zalo-
zené na KWA modelu 2.130. Jedna se o nelinearni skalarni rovnici, pro kterou ma metoda
tvar " A
n+l _ 7711 n n n,H n,H
v;m =05 - Az { J+1/2 Fj—1/2} - A_:E(Fjﬂ/g - Fj_1/2), (3.10)
kd? numerické toky F /2 jsou definovany dle (2.132) a korekéni toky F;Z’fﬂ nasledujicim
zplusobem

a1 At o
Flin= §’aj+1/2! (1 - E’%‘—H/Q’) Y58 o (3.11)

&
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Zde mame e .
sy = M- VTG 12
i+1/2 = - - .
! Hj'\y — Hj
a
Tnfuz V(O )Y Tiihe = (Hiy — HY), (3.13)
kde -
j—1
g —Fm  Pro a;yi/o >0,
vt =4 [Jml s (3.14)
J+1/2 2 20 gk
Hiy . —HFP ’

Limiter ¥ = ¥(0) lze mozné zvolit ve tvarech popsanych vyse.

3.5. Metody zalozené na rekonstrukci hledané
funkce

Druhym zptasobem sestrojeni metody s vysokym rozliSenim je vyuziti rekonstrukce neznamé
funkce, tj. sestrojeni pomocnych hodnot nezndmé funkce mimo pivodni uzly tak, aby pre-
chod mezi sousednimi hodnotami neznamé funkce byl ,,pozvolnéjsi* nez u ptivodniho déleni.
Na Obr.3.2 je naznaceno, jak si lze takovou rekonstrukei predstavit. Pomoci uzlovych hod-
not v bodech x; lze zpétné aproximovat funkci u jako po ¢astech spojitou. Pfidanim hodnot
v bodech :cj +1/2 a a:;;l /2 (tj. aproximace jednostrannych limit v bodé z;,;/5) lze funkci
aproximovat presnéji jako po ¢astech linearni.
Méjme napr. metodu v divergentnim tvaru

Urtt =Up - []m F} ). (3.15)
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5 Uvn,Jr
Uit olsior
n,+ N
[]7 1/2 -------- ZAPADOCESKA
L (J(n > UNIVERZITA
Un o ]+2 V PLZNI
n,+ i U;:
U 73/_2 _______ j—1/2
F
U
“J=2 T
=== Sl )
Lj_3/2 Lj_1/2 Lit1/2 Ljt+3/2
Tj—2 Lj—1 Ty Lj+ Lj+2

Obr. 3.2 Rekonstrukce nezndmé funkce

Dosud jsme numerické toky F]”H /2 definovali pomoci hodnot Uy a Ujy;. Nyni pro zis-

kan{ vyssi presnosti definujeme numerické toky pomoci novych hodnot U]njrz /2 @ UJ"J /2

(tj. v predchozich definicich numerickych toku bychom provedli substituci U]nJr_1 /2 = vy
a U;:’LJlrm =Uj)-

Existuje cela rada zpisobi, jak tyto pomocné hodnoty ziskat. Pro nas je dtlezité po-
uzit takové, které zabranuji vzniku umélych oscilaci u metod vyssich fadid. Jednou z nich
je metoda vyuzivajici tzv. minmod funkce, jejiz definici a pouziti uvidime pozdéji pii kon-
strukci metody central-upwind. Dalsi metody s podobnymi vlastnostmi zalozené napriklad
na rekonstrukcich typu ENO (Essentially Non-Oscillatory) a WENO (Weighted Essentially
Non-Oscillatory) je mozné nalézt napiiklad v [0].
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Obdobné lze sestrojit i metodu pro feseni nelinedrni soustavy rovnic, jakou jsou napii-
klad Saint-Venantovy rovnice (pfiklad takové metody je uveden v ¢asti 3.5.1. V takovém
pripadé pouzivame vektorové funkce an:l[ 5, které lze ziskat tak, Ze aplikujeme postup ska-
larni rekonstrukce na kazdou slozku zvlast. Pro Saint-Venantovy rovnice aplikujeme postup
samostatné pro funkce popisujici hloubku vody a prutok. To ovSem muze prinaset nékteré
nezadouci jevy, napriklad poruseni udrzeni ustalenych stavii nebo vnaseni umeélych oscilaci
do rTeseni. V nékterych pripadech je tedy vhodné pouzit postupy zohlednujici kompletni
strukturu vlastnich ¢isel a vlastnich vektorii Jacobiho matice soustavy.

3.5.1. Metoda typu central-upwind

Popisme si nyni jednu z metod zalozenych na rekonstrukci hledané funkce a na lokalni La-
xoveé-Friedrichsové metodé. Tato metoda vyuziva jak vyhod centrélnich metod, tak i metod
typu upwind (mensi numericka diftize, udrzeni nékterych ustalenych stavi). Udrzeni né-
kterych ustalenych stavi je velkd vyhoda oproti centralnim metodam, které nejsou obecné
vhodné pro ulohy, kde je udrzeni ustalenych stavi vyzadovano, jako je tomu i u uvedenych
problému proudéni.

Uvazujme pro jednoduchost nejprve homogenni soustavu U; + [f(U)], = 0. Pouzitim
numerickych tok Fj . /5(t),j = 1, ..., N—1, lze semidiskrétni metodu typu central-upwind
psat v nasledujici podobé (viz [1])

dU; _ Fipp —Fip

dt Az

(3.16)
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Numerické toky Fj /o jsou pak dany vyrazy

F B a;_Jrl/Zf(Uj:rl/Q) - aj_+1/2f(U;Sr1/2) a;r+1/2aj_+1/2 U+ U-
jH1/2 = P L —— [ i+1/2 = j+1/2] ,
j+1/2 — v/ j+1/2 — Y412 @i
kde hodnoty aj++1 /2 @ a; /2 jsou dany témito vztahy
+ _ N - N +
G = (PO P (PO 0}

@G = min{A (FU,)) A (F(UF,) .0}

Zde predpokladdme, Ze méame sefazena vlastni ¢isla Jacobiho matice f’(u) podle velikosti,
tj. Al < --- < AN, Nebudeme se zde detailné vénovat odvozeni téchto numerickych toki,
pouze si je zjednodusené piiblizime. Na konstrukci lze pohlizet podobné, jako tomu bylo
u lokalni Laxovy-Friedrichsovy metody v ¢éasti 2.1.7, kde se kvili snizeni numerické diftze
Laxovy-Friedrichsovy metody modifikovaly numerické toky pomoci maximalnich hodnot
derivace tokové funkce na okoli daného uzlu. U soustav misto derivaci pracujeme s vlast-
nimi ¢isly prislusné Jacobiho matice. Lze ukézat, ze i takto sestrojeny tok (3.17) snizuje
numerickou difizi metody.

Hodnoty thrl /2 @ Uj;l /2 jsou pomocné hodnoty v centralnich bodech ziskané pomoci
polynomialni rekonstrukce z hodnot sousednich uzli. Tato rekonstrukce, jak jiz bylo zmi-
néno, je zvolena predevsim tak, aby potlacovala oscilace v feseni. Dale je mozno pomoci
vhodné volby CFL podminky zajistit pozitivni semidefinitnost schématu (viz [1]).
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3.5.1.1. Volba hodnot U=

J+1/2
Hodnoty Uﬁl /2 1ze volit nékolika zpisoby, napiiklad jim pfifazovat hodnoty v sousednich
uzlech, tedy Uj++1 o = Ujii, Ujjrl /2= U;. Tim ovsem ziskdme metodu pouze prvniho fadu.

Lépe je pouzit naptiklad jiz drive zminovanou polynomialni TVD rekonstrukeci, kde hodnoty
ziskdme z hodnot funkce v sousednich uzlech nésledujicim zptusobem dle [5]

+ _ .. Az )
Ulip = Un > (Us)j+1, (3.19)

Ug;1/2 Ujs1 + %(Ux)ja
kde vyraz (U,); predstavuje
. U;-U; 1 Uj1 - U
) = a2 j J j 9
(U,); = minmo ( s ' Az > , (3.20)
pricemz funkce minmod(a, b) je definovana
1
minmod(a,b) = 5 [sgn(a) + sgn(b)] - min (|al, |b]) . (3.21)

Pro hodnotu derivace (Uy); je pouzita funkce minmod predevsim pro jeji vlastnost tlumit
oscilace, které vznikaji u rekonstrukci druhého radu. Ze dvou moznosti hodnot derivace
(U,); vybereme totiz tu mensi, pokud maji obé stejnd znaménka. V opacném piipadé se
v bodé x; nachazi lokdlni extrém funkce U, proto pokladame (U,); = 0. Tim je realizovéna
jakéasi obdoba prepindni mezi metodou prvniho a druhého rddu v mistech, kde reseni neni
hladké.

Samoziejmé lze vyuzit i jinych rekonstrukci. Volba zéavisi nejen na pozadovanych vlast-
nostech, ale také na vypocetni narocnosti pti jejich pouziti. Jednou ze skupin rekonstrukeci,
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které také dokazi tlumit oscilace v Teseni jsou jiz zminéné WENO rekonstrukce popsané
napiiklad v [0].

3.5.1.2. Aproximace zdrojového clenu

Nyni uvazujme soustavu se zdrojovymi ¢leny U; + [f(U)], = ¥ (u,z). Otazkou tedy je,
jakou zvolit aproximaci zdrojového ¢lenu ) (u, ). Moznosti je pochopitelné nékolik, my se
zamérime na takovou, diky niz ziskd metoda dalsi vhodnou vlastnost. Tou vlastnosti bude
udrzeni tzv. ustalenych stavi. To jsou stavy, kdy se reseni ¢asem neméni, to znamena, ze
U, = 0 a tedy [f(U)]z = ¥(u,x). Zvolime proto takovou aproximaci zdrojového ¢lenu,
kterad tuto vlastnost zaruci i v diskrétni podobé.

Metoda typu central-upwind vsSak neni schopna udrzet libovolné ustédlené stavy, ale
pouze takové, u kterych jsou prostorové derivace neznamych rovny nule. Z tohoto di-
vodu nebudeme pouzivat napriklad Saint-Venantovy rovnice ve tvaru (2.133), ale jejich
tvar upraveny zavedenim nové veli¢iny c(z,t) = h(x,t) + b(x) pro vysku hladiny. Pak bu-
deme schopni udrzet specialni ustaleny stav, kterému se rika ,klid v jezere,“ a nastava,
pokud v = 0,c = konst. Jak je ziejmé ze samotného tvaru tohoto ustaleného stavu, plati
C} = 7, a diky pouzité rekonstrukei (3.20) plati i C]"_;fl /2 = C’;l_;j /2 Soustava zavedenim
nové veli¢iny ziska podobu

ct+(lw)x = 0

3.22
(o) + [ 25+ 9= b)) = —glc—b)be. (3.22)
Analogickym postupem jako v pfipadé homogenni soustavy rovnic ziskame
dU; F; —F,_
A s 2V R it VLN v, (3.23)

dt Az
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kde W¥; predstavuje aproximaci integralniho vyjadieni zdrojového ¢lenu

Tjt1/2
1
U, ~ Az / ¥ (U(z,t),z) da. (3.24)
Tj—1/2

Numerické toky Fj, i/, jsou definovany vztahem (3.17). Nyni jeSté zbyva zvolit vhodnou
diskretizaci zdrojového ¢lenu (3.24). Tu zvolime tak, aby nase numerické feseni splnovalo
podminky ustaleného stavu ,klid v jezefe“. Za tohoto stavu plati U;FH 2= Uj_+1 /2@ a;."ﬂ 2=
==, (tyto hodnoty jsou definovdny vztahy (3.18)). Potom numericky tok Fj /5 je
v bodé /o dan vyrazem

FUf) + FWUjap0)

Fip0= 5 = fUjt1/2)- (3.25)

Prvni slozka numerického toku F' .(1)

i1/2 je identicky nulova, druhé pak zfejmé dana vyrazem

2 1 2
E = 59 (Civap = Bisapa)” (3.26)

Uvazujeme-li stadle podminky ustéleného teseni, pak druhou slozku prvniho ¢élenu pravé
strany rovnosti (3.23) muzeme vyjadrit v nésledujicim tvaru

F'(i)l/2_F€2)1/2 1 2 2

J J— — —

B v 7 v ((Cj+1/2 — Bjs1y2)” = (Cjm1j2 = Bjoapo) ) = @327
Bjyi/2=Bj-1/2  Cjy1/2=Bjq1/2+C5-1/2=Bj-1/2

=9 Ax 2 .
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Abychom tedy splnili podminku ustéleného feseni U; = 0, musi byt prava strana rovnice
(3.23) rovnéz nulové. Z tohoto divodu pak volime diskretizaci pravé strany druhé rovnice
soustavy (3.22) ve tvaru

= +
Bivi2 = Bj-1/2 (Cj+1/2 - BJ'+1/2> + (Cj—l/Q - Bj—l/Z)
Ax 2 ’

Nakonec opét zvolime vhodnou casovou diskretizaci.

¥? ~ g (3.28)

Priklad 3.2. Ukazme si na néasledujici tloze rozdil mezi metodou, kterd drzi ustédleny
stav a metodou, kterd ne. Uvazujme Saint-Venantovy rovnice v upravené podobé (3.22)
s pocatecni podminkou

c(z,0) = h(z,0) + B(z) = 0.6, wv(z,0)=0, z€(0,1). (3.29)
Hodnoty na krajich intervalu jsou konstantni po celou dobu simulace
h(0,t) + B(0) = h(1,t) + B(1) = 0.6,v(0,t) = v(1,t) = 0. (3.30)

Reseni. K feseni je pouzita metoda central-upwind, popsanéd v tomto textu, s riiznymi vol-
bami aproximace zdrojového ¢lenu. Vlevo na Obr. 3.3 je vidét feseni s pouzitim aproximace
(3.28), kdy ustaleny stav zustal zachovan. Vpravo na Obr. 3.3 je pak vidét feseni s pouzitim
aproximace zdrojového ¢lenu ve tvaru

Bji12 — Bj-1)2
2 )
kde jiz ustédleny stav neni zachovan. Dochazi ke vzniku nezéddouciho pohybu hladiny, ktery

je z fyzikalniho hlediska nesmyslny. Pro feseni tloh, ve kterych se vyskytuji ustilené stavy,
je tfeba volit takové metody, které tyto ustalené stavy zachovavaji. A

o ~ —gH; (3.31)
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t=0.5s t=0.5s
0.7 0.7
0:9 0.6 —/\/
h+B - hladina = -
0.5- o ||pmws _ 05! h+B - hladina
: B —dno = [— B des

T 04r ARk Q04 ;% |——aq-prutok
= o 5 =
o m
03 £ 03

o= 0.2

0.1+ 01 »

o g % 0 L\
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X X

Obr. 3.3 Udrzeni ustaleného stavu ,klid v jezefe* pri ruzné volbé aproximace pravé strany.
Vlevo je pouzita metoda drzici ustaleny stav, vpravo metoda s jinou volbou aproximace
pravé strany.

3.6. Porovnani vlivu numerické difaze jednotlivych metod

Ukazme si na jednoduchém experimentu, jak se projevi mnozstvi numerické difize na reseni
ziskané jednotlivymi metodami. Uvazujme jednodimenzionalni ilohu proudéni vodorovnym
korytem obdélnikového prirezu popsanou homogennimi Saint-Venantovymi rovnicemi

he + (hv)y = 0, (3.32)

1
(hv): + (hv2 + §gh2) = 0

T
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na intervalu (0, 1) s po¢atecnimi podminkami (Obr. 3.4 vlevo)

h(z,0) = { 8:3: . E 2850?; v(0,z) = 0,2 € (0,1). (3.33)

Tuto 1lohu fesime Laxovou-Friedrichsovou metodou, lokalni Laxovou-Friedrichsovou me-
todou, metodou central-upwind a metodou typu upwind. Na obrazku 3.4 vpravo vidime
feSeni v case t = 0.1s. Je patrné podobné mnozstvi numerické difize u lokalni Laxovy-
-Friedrichsovy metody, metody central-upwind a metody typu upwind, naopak mnohem
vyssi mnozstvi u Laxovy-Friedrichsovy metody.

t=0s t=0.1s

[m]
3
h [m]

o.4r 041 Laxova - Friedrichsova
0.3  Lokalni Laxova - Friedrichsova
02f 0.2{ — Upwind
—e— Central — upwind
0.1f —Dno
0 : : : . ;
u0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.2 0.4 06 L 1
X [m] x [m]

Obr. 3.4 Porovnani vlivu numerické diftize na reseni.

L]

: IsTRAVY, 43 ’
&
%, <
Crg g

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA

V PLZNI




Metody pro ilohy s nehladkym resenim 108

3.7. Nékolik poznamek ke konzistenci a stabilité

Pochopitelné i v pripadé metod s vysokym rozliSenim pozadujeme, aby byla zajisténa stabi-
lita a konzistence numerické metody. Tim bude podle Laxovy véty zajisténa i konvergence
k danému feseni. Stabilitu metody zajistujeme, jak jiz bylo uvedeno diive, splnénim CFL
podminky a také pouzitim limiteru zabranujicich vzniku umélych oscilaci u metod vyssich
rada. Konzistenci pak pozadujeme ve smyslu nasledujici definice.

Definice 3.3. Rekneme, Ze numericky tok je konzistentni s homogenni rovnici
ur + [f(uw)]z = 0, jestlize pti konstantni hodnoté funkce u(z,t) = w plati, Ze se hodnota
numerického toku redukuje na hodnotu f(u), plati tedy

F(u,u, ..., u) = f(u),Vu € R, (3.34)
a déle pro vSechna wj_m, ..., Uj+k, & € (Umin, Umax)s Umin, Umax € R, existuje K > 0:
P (g - t508) = F@)| < Kmax{igm =y - Jugis =3} (3.35)

Je zfejmé, Ze z platnosti nerovnosti (3.35) automaticky plyne rovnost (3.34).
Uvedme si nyni dva priklady numerickych tokt a ukazme si jejich konzistenci s nelinearni
skalarni rovnici u; + [f(u)]y = 0.

1 P, = SO + FUR)),

_ 1 1 _ FURL)—F(UT)
2. iy = slfUF) + fUR)] = 31031, ol (Ufs = UP)s 0340 0 = = =g
Pro konzistenci s danou nelinedrni rovnici tedy pozadujeme splnéni nerovnosti (3.35). Jelikoz

se pohybujeme na jedné ¢asové vrstvé, nebudeme pro jednoduchost uvadét horni index n.
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1 ° V OsTRaV 7

By = 1@ = [3U00) + 1G] - 1@

B[f ;) = f@)] + %[f(Um) — f@)]| £ D R

&
$

=

1 _ 1 _
< 3 |f(U;) — f(u)| + 3 |f(Ujs1) — f(@)]
D6 6 = [ ko, e
|f(Ujs1) — f(U;)] = ClUj41 — Ujl, G, Uy & (Dhinttig Wiz (3.36)

Potom

SIA) — F@+ 3 f(Ug1) — @] € 5O1U; —al + 50 Upn — a1 <

< Cmax {|U; — al, [Uy1 — al}

Zde tedy muzeme polozit K = C.

|Fjy12 — f(@)| =

— |t + sl - 3 | LI

Ujt1 - Uj

éC,VUJ‘ VUit €(Umin;Umax)

(Uj+1 = Uj) = f(u)| =
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S 1O -+ §C U 1+ 4OW 1 — Ul S o A
2 S
< 1C|U; —a| + 3C U — Al + 3C|U; — @] + 3C|Ujy1 — 3| <
= 2C max {|U; — al, |Uj41 — ul} .
> ZAPADOCESKA
V tomto piipadé polozime K = 2C. VAR

Tim jsme ukézali konzistenci obou numerickych toku s tokem f = f(u).

Pojmy k zapamatovani

— metody s vysokym rozliSenim
— korekéni tok

— limiter

— rekonstrukce funkce

— ustaleny stav ,klid v jezere“

— numericka diftze

Kontrolni otazky

. Co rozumime pod pojmem metody s vysokym rozliSenim?
. Co je to korekéni tok?
. Jakym zptisobem je mozné z metody prvniho fadu udélat metodu vysstho radu?

. Co je to limiter a na ¢em je zalozen?

T = W N~

. Co se rozumi pod pojmem polynomiélni rekonstrukce neznamé funkce?




Metody pro ilohy s nehladkym resenim 111

6. Jak je definovan specialni ustaleny stav ,klid v jezere“?

7. Co je to numericka diftze a u kterych metod ovliviiuje feseni vice a u kterych méné?

Priklady k procviceni

1.

Ukazte, ze funkce v = ug(z — at) je presnym FeSenim tlohy (3.1).

Najdéte pfesné Feseni rovnice u; + mu, = 0 s poc¢ateéni podminkou uy = sin(z) v case t = 10.
(Porovnejte s feSenimi ziskanymi numerickymi metodami v obrazovkové verzi skript v kapitole
s numerickymi simulacemi)

Ovétte, Ze pro volbu numerickych tokd (3.9) a pro volbu ¥(©7, /2) = 1 je metoda vysokého

rozliSeni (3.5) shodnéd s Laxovou-Wendroffovou metodou (2.18).

Kli¢ k prikladim k procviceni

1.

us = —aup(z — at) a uy = ug(z — at) dosadime do rovnice v (3.1). Déle je splnéna pocateéni
podminka, nebot kdyz t = 0, u = ug(z — at) = up(x).

. u = sin(z—107) = sin(z). Pfesné feseni je tedy rovno poc¢ateéni podmince. Pro porovnani uvadime

feseni ziskané tfemi numerickymi metodami. Jak je z Obr. 3.5 vidét, Laxova-Wendroffova metoda,
ktera je druhého radu, dava nejpresnéjsi feSeni, zatimco feSeni ziskana zbylymi metodami jsou
zatizena numerickou diftzi

ZAPADOCESKA
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o

t=10s
2 upwind
= = = | axova — Friedrichsova
5 e Laxova — Wendroffova
pocatecni podminka

Obr. 3.5 Reseni tlohy u; + mu, =0, wug = sin(z), tfemi riiznymi metodami.

3. Dosadime numerické a korekéni toky do (3.5) a upravime

urtl=yr—

J J
—ﬁth[f(U;L)+f(U;L+1)_‘a?+1/2|(an-;_l_U;l)_(f(U;}_ﬂ"‘f(U;I)_|a?71/2‘(U;L_U;'l—l))]_
7%[%\a?+1/2|(17%|a;-l+1/2\)(U;L_El7U}‘)7%|a?71/2|(17%|a;‘71/2|)(Uj"7Uj"_1)]=
, (PR DU D)+ 5iamz [|af4a /2P U —UR) =laf_y jo* (UF ~UF )] =

(f(U}ll)—f(U}L_l))-ir%[a?+1/z(f(Uf+1)—f(U}L))—aﬁl/z(f(Uf)—f(Uf_l))]-

uj
T

At
2Azx

At
2Ax

\'7
%, &
7, <
x>
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Kapitola 4

Vlastnosti metod

Pruvodce studiem

V této kapitole se Ctenar seznami' s prehledem zakladnich vlastnosti metod studovanych v pred-
chozich kapitolach. Pochopi, Ze zkoumani téchto vlastnosti je zakladem analyzy kaZdé pouZivané
& nové navrZené metody. Ctenaf bude také upozornén, Ze je v obecném ptipadé obvykle ne-
mozné dosahnout toho, aby metoda méla vsechny vlastnosti, jejichZ spinéni poZadujeme. Ctenafi
doporucujeme dat do souvislosti poznatky obecné zmiriované v této kapitole s konkrétnimi tidaji
z kapitol predchozich.

Cile
Po prostudovani této kapitoly budete schopni:

e na zakladni trovni posoudit nékteré vlastnosti metod
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e posoudit jejich vzajemné souvislosti

e vybrat ty vlastnosti, které jsou pro danou aplika¢ni oblast dulezité

4.1. Konzervativita a konzistence diskrétnich
aproximaci zakont zachovani

Konzervativité a konzistenci byla pozornost vénovana jiz v predchozich kapitolach. Zde
uvedeme pouze nékolik dopliujicich poznamek.

Konzistence muze byt definovana riznymi zpusoby. V pripadé, ve kterém hleddme kla-
sické Teseni, je konzistence definovana vzhledem k rovnici. V tomto pripadé zkouméame
soulad diferencidlni rovnice a diferen¢ni rovnice, ktera ji aproximuje. Lokalni diskretizacni
chybu ziskame tak, ze do diferenc¢ni formule dosadime klasické reseni tlohy. Takto ziskany
vztah vsak jiz neni splnény presné. Pokud pro ¢asovy a prostorovy krok jdouci k nule ziskame
puvodni diferencialni rovnici, je prislusna diskrétni aproximace konzistentni s diferencidlni
rovnici. V ptipadé, ve kterém hledame zobecnéné reseni, je konzistence definovana vzhledem
k tokové funkci f = f(u). Zkoumame soulad této funkce vystupujici v pivodnim bilanénim
vztahu a numerického toku F' = F(Uj_y, ..., Ujty), viz definice 3.3. Hodnoty funkce F'
zéavisi na sitovych hodnotach aproximujicich presné feseni. Pozadujeme, aby se hodnoty nu-
merického toku blizily k hodnotam exaktni tokové funkce v pripadé, Ze se vSechny sitové
hodnoty U;_; , ..., Ujqx blizi k argumentu pfesné tokové funkce. Tento typ konzistence
tedy souvisi s integralni formulaci bilanéniho vztahu.

Vystupuje-li v dloze zédkon zachovani, pozadujeme, aby i zvolené diskrétni aproximace
predstavovala diskrétni zdkon zachovani (viz definice 2.11). Pozadujeme tedy, aby soucet
funkénich hodnot sitové funkce na vsSech casovych vrstviach ztistdval konstantni. Jinymi
slovy jde o splnéni jedné a té samé vlastnosti pro presné reseni i jeho aproximaci. Pokud je
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diskrétni aproximace v divergentnim tvaru (2.29), je konzervativni nezavisle na volbé nume-
rické tokové funkce. Pokud je aproximace v jiném tvaru, je nutné jeji konzervativitu overit
(napft. prevedenim na divergentni tvar). V nékterych pripadech se ukéaze, ze aproximace je
konzervativni pouze za dodatecnych predpokladii. Tyto predpoklady se obvykle nazyvaji
podminky konzervativity a lze je interpretovat jako néjaky dusledek zakona zachovani.

4.2. Stabilita

I stabilité diskrétnich aproximaci byla v predchozim textu vénovana pozornost. V pripadé
evolu¢nich tloh rozumime obecné stabilitou takovou vlastnost, ktera zajisti, ze pti volbé
dvou pocatec¢nich podminek je rozdil ziskanych feseni zavisly pouze na Case a dalsich datech
ulohy (a nikoliv datech souvisejicich s metodou). Takto zavedend vlastnost vede v pripadé
linearnich tloh a metod k tzv. Laxové-Richtmyerové stabilité (definice 2.6). Castecnd lze
tento koncept stability pouzit i pro nelinearni tlohy a metody. Obecné se vsak v pripadé
nelinedrnich tloh pouziva spise pristup zalozeny na pojmu totalni variace. Pak hovotime
o tzv. TV-stabilité (viz [1]). V pripadé skalarnich problému lze ukazat, ze vhodnou vlastnosti
je TVD (total variation diminishing). Tato vlastnost znamend, ze priblizné reseni ziskané
touto metodou ma v Case nerostouci totalni variaci.

Na zavér tohoto odstavce poznamenejme, ze cilem je vyslovit vétu, kterd 1ika, ze je-li
metoda konzistentni a stabilni, pak je konvergentni. Takovou vétu méame k dispozici pro
pripad skalarni nelinearni parcialni diferencialni rovnice hyperbolického typu v jedné pro-
storové dimenzi a pro pripad soustav linearnich parcialnich diferencialnich rovnic hyperbo-
lického typu. V pripadé zobecnéného rfeseni je timto ovSsem minéna konzistence tokovych
funkci a TV-stabilita. Je tfeba si uvédomit, ze konzistenci tokovych funkci nelze jednoduse
propojit v prislusnych diukazech se stabilitou typu (2.75).
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4.3. Udrzeni ustalenych stavt

V pripadé, ze zakladem tlohy je bilancéni formulace, tj. mame tlohu s nenulovou pravou
stranou, je tfeba vénovat specidlni pozornost udrzeni ustalenych stavi. V pripadé hydrolo-
gickych modelt je zdkladnim ustalenym stavem tzv. klid v jezete. Jedna se o stav, pii kterém
je rychlost proudéni nulova a soucet vysky vodniho sloupce a hodnoty funkce reprezentujici
topografii dna v daném bodé je konstantni.

Pokud uvazujeme pouze klasicka reseni, tj. feseni dostate¢né hladka, lze odvodit i obec-
néjsi ustdleny stav. Vztah popisujici tento ustaleny stav je analogii Bernoulliho rovnice.
V pripadé zobecnénych feseni nastava se zavedenim obecnych ustalenych stavi zasadni
problém. Saint-Venantovy rovnice nejsou obecné zakony zachovani, jednd se o bilanc¢ni
vztahy. Tyto vztahy nelze upravit do divergentniho tvaru. Nelze tak pro né zformulovat
tzv. Rankinetv-Hugoniottv vztah, ktery vede na vztah pro ustileny stav. Presnéji feceno,
lze formulovat analogii Rankineova-Hugoniotova vztahu i pro tlohy v nedivergentnim (ne-
konzervativnim) tvaru, ta vSak ustéleny stav nepopise jednoznacné.

V ptipadé numerickych metod pozadujeme, aby diskrétni aproximace udrzovaly analo-
gie teoretickych ustalenych stavi. Jinak feceno, chceme, aby pfi pouziti zkoumaného dife-
ren¢niho schématu nedoslo ke zméné priblizného feseni, pokud do néj dosadime hodnoty
presného ustaleného stavu v odpovidajicich sitovych bodech. Tento vztah muze byt splnén
presné nebo priblizné. Pak fikame, ze aproximace udrzuje ustaleny stav presné nebo pri-
blizné. Je tfeba si uvédomit, ze zdaleka ne vSechny metody diskutovanou vlastnost maji.
Neni problémem zkonstruovat aproximace, které udrzuji ustélené stavy v pripadé hladkého
feseni. Zasadni problémy nastévaji, pokud pripustime i nehladka feseni. Specidlni problém
pak predstavuji metody, které jsou zalozeny na nespojité aproximaci dat. V jejich pripadé
se pak se vSemi daty pracuje jako s nehladkymi. Pak je nutné zajistovat udrzeni ustaleného
stavu specialni modifikaci pfislusné metody.
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4.4. Nezapornost reseni

Neékteré fyzikalni veli¢iny (prufez, hloubka), které vystupuji v ndmi zkoumanych problé-
mech, jsou nezaporné. Tuto vlastnost zachovavaji i pouzivané matematické modely. Nasim
cilem je pochopitelné navrhnout numerické modely, které maji totoznou vlastnost. Nejde
pouze o soulad s matematickym modelem. Ve vétsiné pripadi by mohlo dojit v pripadé
vyskytu zapornych hodnot i ke zhrouceni vypoctu (v radé algoritmi vystupuje vypocet
odmocniny hloubky ¢i prutezu). U nékterych metod je nezdpornost vybranych funkeci zajis-
téna automaticky. Pokud je soucasti metody linearizace, neni nezdpornost priblizného reseni
zajisténa a metodu je tfeba vhodné modifikovat. Je tedy tfeba vénovat specidlni pozornost
pozitivni semidefinitnosti metody (viz definice 2.12).

4.5. Numericka vazkost

A7 na vyjimky lze ukézat, ze priblizné reseni ziskané numerickou metodou je zatizeno nu-
merickou vazkosti (v pripadé nékterych modeli je vhodnéjsi hovorit o numerické diftzi).
Prili§ mnoho numerické vazkosti zpusobi umélé ,rozmazani“ feseni (srovnej s piikladem
v odstavci 3.3). Urcité mnozstvi vazkosti je nutné pro zajisténi stability metody. V pii-
padé, ze zobecnéné reseni neni pouze jedno, muze numericka vazkost prispét k tomu, ze
metoda konverguje k fyzikalné relevantnimu feseni. Jednotlivé metody se vyznacuji riznym
mnozstvim numerické vazkosti.
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4.6. Fazovy posuv, numericka disperze

Matematické modely studované v tomto uc¢ebnim textu maji podobny charakter jako mo-
dely, ve kterych vystupuje vlnova rovnice. Je-li feSeni v daném case nekonstantni pouze
na konecném intervalu, pak v kazdém pevném néasledujicim case se toto feSeni od dané
konstanty lisi také pouze na néjakém konecném intervalu. Tento fakt je dan tim, Ze zména
feSeni v prostorové proménné se siri v ¢ase kone¢nou rychlosti (po kiivkach zvanych charak-
teristiky - viz ¢ast 1.2.1). V této souvislosti pak hovorime o $ifeni viny. MuZeme zkoumat
jakymi sméry a jakou rychlosti se vlna Sifi.

Na rozdil od presného teseni je priblizné feseni zatizeno numerickou disperzi. To zna-
mena, ze rychlost sifeni vlny je zavisla na jeji vilnové délce. Disperze je vyznamnym jevem
predevsim u metod vyssiho fadu. Nasim cilem je vétSinou pusobeni numerické disperze
eliminovat. Toho dosahneme napriklad tak, ze pouzijeme metody s vysokym rozlisenim.

Poznamenejme jesté, ze disperzni jev hraje dilezitou roli pfi modelovani solitont a Si-
fenf vln tsunami !. Saint-Venantovy rovnice jsou také ¢asto zékladem pro modelovani vin
tsunami, protoze neobsahuji disperzni ¢len. Podrobnéjsi rozbor této problematiky z hlediska
numerické matematiky nalezne ¢tenar napft. v [7].

'Pojem soliton je pouzivan ve vice v§znamech. Lze ¥ici, ze jde o vlny, které si zachovavaji tvar v pribéhu
¢asu (dochézi pouze ke zméné fdzového posuvu pii interakci s jinym solitonem). Soliton je feSenim rovnice
s disperznim ¢lenem. Tsunami v ¢eStiné znamend pristavni vlny. Jde o vlny vznikajici napf. pri zemétreseni
nebo pri sesuvu morského dna. Na volném mofi ma tsunami vysokou rychlost a malou vysku. U pobrezi jeji
rychlost klesa a vyska roste. Doporucujeme ¢tenari, aby si pravé uvedené udaje dal do souvislosti s tvarem
Saint-Venantovych rovnic.
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4.7. Numericka oblast zavislosti a vlivu, CFL podminka

Jak jsme uvedli v minulém odstavci, méa smysl zkoumat otézky, jakymi hodnotami z mi-
nulosti je feSeni v aktualnim case ovlivnéno, a také, jaké hodnoty v budoucnosti reseni
v aktualnim ¢ase ovlivni. Definujeme oblast zavislosti a oblast vlivu .

Oblast zavislosti a vlivu lze analogicky definovat i u diskrétnich aproximaci bilan¢nich
vztahli. Je pochopitelné, Ze napriklad pozadujeme, aby numericka oblast zavislosti byla
v souladu s teoretickou oblasti zavislosti. Numericka oblast zavislosti souvisi s volbou di-
ferenci a s velikosti prostorového a casového kroku. Podminka zajistujici pravé zminény
soulad se nazyva Courantova-Friedrichsova-Lewyho podminka (CFL podminka - viz ¢ést
2.1.6). Lze ji interpretovat jako nutnou podminku stability. Pouzijeme-li jednostranné dife-
rence, je treba navic realizovat tzv. upwinding, tj. vybér diferenci podle sméru sifeni vin.
Problematika souladu oblasti zavislosti souvisi také s mnozstvim numerické vazkosti.

4.8. Riemanntv problém a jeho reseni

V kapitole 3 jsme vénovali specidlni pozornost reseni tloh s nehladkymi daty. Problém jsme
vSak vyresili ¢dstecné formalné. Pro feseni tlohy s nehladkymi (v nékterych pripadech i s ne-
spojitymi) daty jsme pouzili kombinaci metod odvozenych pro data hladkéd. To samoziejmé
neni plné korektni postup. Navic zvoleny postup neumozni plnohodnotny popis nékterych
jevua souvisejicich se zobecnénym resenim.

Pocatecni uloha, jejiz pocatecni podminka je dana skokovou funkci, se nazyva Rieman-

1Oblasti vlivu po¢ateéni podminky rozumime mnoZinu bodd, v nichZ jsou hodnoty feSeni ovlivnény
podateéni podminkou. Obrécené hodnota Feseni v bodé (o, to) zdvisi na hodnotach podatedni funkce v jistych
bodech. Mnozinu téchto bodl oznadujeme jako oblast zavislosti bodu (xo,to) na pocateéni podmince.
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niv problém. Pro feSeni tohoto problému je tfeba pouzit odpovidajici postupy zalozené
na zobecnéném pojeti pojmu feSeni. Prislusna tloha musi byt formulovana v zobecnéném
smyslu. V této formulaci nevystupuji diferencidlni vztahy, vystupuji zde vztahy integralni.
Ptiblizné feseni mé na kazdé casové vrstvé tvar po castech spojité funkce. Vypocet hodnot
na dalsi ¢asové vrstvé pak obsahuje Teseni iloh s nespojitymi daty, tj. FeSeni Riemannovych
problémt. Toto je tieba respektovat pri konstrukci numerické metody. Lze zkonstruovat
metody, které jsou nezavislé na tvaru feseni Riemannova problému, nékteré metody obsa-
huji presny Tresi¢ Riemannova problému, nékteré pouze priblizny Riemanniv fesi¢. Metody
popsané v kapitole 3 lze zaradit patii do skupiny metod bez Riemannova fesice nebo do
skupiny metod s pribliznym Riemannovym fesicem. Pti analyze téchto metod musime vé-
novat pozornost tomu, zda konverguji (pokud vibec konverguji) k fyzikdlné relevantnimu
feseni. Podrobnosti ¢tendl opét nalezne v [1].

4.9. Rad metody

Ve druhé kapitole vénované metodé konecnych diferenci jsme zavedli pojem iad metody.
Timto zpusobem zavedeny fad metody mé smysl pouze v pripadé hladkych reseni. Tento
pojem je pouzivan i pro tlohy s nehladkymi daty. V tomto piipadé je vsak vhodnéjsi ho-
vorit pouze o formalnim radu metody. Je otazkou, jaky je skutecny rad metody v pripadé
nehladkych dat. V jednoduchych piipadech lze tento problém vyfesit i analyticky . Ve

!Uvazujme napf. metodu formalné prvniho fadu zaloZenou na jednostrannych diferencich pro linearni
advekéni rovnici s konstantnim koeficientem ve tvaru u; + au, = 0. Postupujeme tak, Ze srovndme presné
zobecnéné teseni a presné feseni tzv. modifikované rovnice. Modifikovanou rovnici rozumime rovnici, jejiz
presné teseni ,lépe aproximuje“ numerické feseni ptvodni rovnice. V pravé uvedeném piipadé se jednd
o rovnici us + auy = % (1 — a%) ugze- Metoda, kterd je zalozena na aproximaci prvniho fadu linearni

advekéni rovnice, je soucasné aproximaci druhého fddu modifikované rovnice. Srovnanim presnych reseni
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vvvvvv

pripomenme, Ze metody formalné vyssich fadt generuji oscilace. Rozdil mezi teoretickym
feSenim a feSenim pribliznym neméa cenu v takovém piipadé zkoumat.

Na zavér konstatujme, ze v kapitole 3 jsme studovali metody s vysokym rozlisenim,
tj. metody, které byly zaloZeny na prepinani metod formalné prvniho a vyssiho radu. Jako
celek se tedy jednalo o metody forméalné prvniho radu. Presto ziskané vysledky jsou presnéjsi
nez vysledky ziskané metodami, které jsou zalozeny pouze na aproximacich prvniho radu.
Receno lapidarné, formalni ¥4d metody neni vSechno.

Problematice fadu metod je vénovana pozornost v fadé publikaci. Jako zdroj, ve kterém
1ze nalézt i dalsi odkazy, uvadime [1].

4.10. Validita modelu a kontext

Jednim ze zésadnich problémt matematického modelovani je otdzka vhodnosti zvoleného
modelu. Saint-Venantovy rovnice jsou zakladem fady modeli. V nékterych pripadech po-
stacuje vyuziti diferencnich metod aplikovanych na nekonzervativni tvar soustavy Saint
Venantovych diferencidlnich rovnic. Za pouziti tohoto pristupu ziskame obvykle velice jed-
noduché metody. Ty mohou byt dokonce v nékterych pripadech uprednostnovany - lze je
pouzit jako zdklad jednoduchych numerickych modelu pro ¥i¢éni proudéni ¢ (po jednoduché
tpraveé) jako zdklad numerickych modelu sifeni tsunami v hlubokych vodach.

V pripadé modelovani nehladkych jevi — jako je napf. sifeni vin u pobrezi — je potfeba
vychéazet z konzervativniho tvaru diferencialnich rovnic, resp. z jejich integralniho tvaru, je
tfeba vyuzit metody v divergentnim tvaru, uplatnit upwinding a vénovat pozornost otaz-
kadm spojenym s vyse zminénymi Riemannovy problémy. Jediné tak mame moznost ziskat

advekéni a modifikované rovnice dostdvame odhad fddu aproximace. V tomto pfipadé dostdvame 1/2.
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korektni vysledky. Na tomto misté je vhodné uvést, ze prestoze Saint Venantovy rovnice jsou
silnym zjednodusenim redlnych jevi na pobrezi, presto davaji prekvapivé korektni vysledky.

Problematika ustalenych stavi byla zminovana v samostatném odstavci. Zde pouze do-
dejme, ze pri modelovani morského proudéni hraje dilezitou roli i stav typu klid v jezetfe
(na volném mofi lze povazovat tsunami za malé odchylky od tohoto ustdleného stavu). Pfi
modelovani fiéniho proudéni hraji zasadni roli obecnéjsi ustalené stavy.

V piipadé fiéniho proudéni hraje diilezitou roli modelovani rozlivii !, v pfipadé moiského
proudéni je dulezité korektné modelovat sifeni vin na pobrezi. Zvlasté u morského proudéni
je tfeba, jak jsme jiz zminili, vénovat pozornost nehladkym fesenim. Daéle je dulezité vénovat
pozornost nezapornosti hloubek a prufezi a modelovani prechodu mezi suchymi a mokrymi
stavy. Zde lze postupovat riznymi zpisoby. V nejjednodussim ptipadé je pobtezni ¢ara mo-
delovdna v daném case jako pevnda hranice. Posunuti pobfezni ¢ary pro potfeby vypoctu
v dalsim casovém kroku je pak odvozeno z vysky hladiny v hrani¢nich bodech. Dalsi moz-
nosti, pouzivanou v pristupech oznacovanych jako shoreline-tracking, je posouvat hranici
zatopené oblasti explicitné pomoci heuristicky odvozenych vztaht. Treti pouzivanou moz-
nosti, zalozenou na pristupech oznacovanych jako shock-capturing, je zahrnuti nezatopenych
vypocetnich bunék podél hranice do vypocetni oblasti. Na hranici mezi kazdou zatopenou
a nezatopenou bunkou je pak resen specialni typ Riemannova problému.

Dalsim c¢asto opomijenym problémem je zajisténi souladu matematického a numerického
modelu s okolim. V fadé piipadi jsou vstupni data pro numericky model ovlivnéna jinymi
vypocty, aproximacemi ¢i zjednodusenymi predpoklady. Jako priklad uvedme vyuziti kon-
sumpcni funkce, kterd je vyuzivana ke stanoveni pritoku pomoci hloubky. Tvar této funkce
je odvozen ze specidlniho tvaru Saint-Venantovych rovnic a je ovlivnén zvolenym tvarem
prurezu koryta. Tento fakt musime pochopitelné vzit v nasich modelech v potaz.

'Rozlivem rozumime jev, p¥i kterém voda opusti koryto vodniho toku

@

ZAPADOCESKA
» UNIVERZITA
V PLZNI

Obsah

122. strana ze 161

A5
s

Zavfit dokument

Konec

l Cels obrazovka/Okno




Vlastnosti metod 123

4.11. Shrnuti

V predchozim textu jsme shrnuli nékteré vlastnosti, které by mél idedlni algoritmus pro
feSeni nami studovanych problémii mit. Bohuzel nelze az na specidlni vyjimky dosdhnout
soucasného splnéni vsech vlastnosti. Zde uvedeme jenom nékolik fakti, které je nutno vzit
v potaz:

Riemannuv fesi¢ (nebo presny).

Pouze metody bez linearizace mohou byt formélné vyssiho (nez druhého) fadu pro
hladka data.

Linearizace porusuje pozitivni semidefinitnost.

V pripadé metod bez linearizace nelze vsak zarucit udrzeni jinych ustélenych stavi,
nez jsou stavy typu klid v jezere.

Metody s Riemannovym fesicem c¢asto obsahuji linearizaci.

Pozitivné semidefinitni metody obvykle neobsahuji linearizaci. Vyznacuji se ovSem
relativné velkym mnozstvim numerické vazkosti.

Reseni linearizovaného Riemannova problému nemusi byt dobrou aproximaci ptivod-
niho Riemannova problému.

Metodu volime vzdy tak, ze zvazime, které jeji parametry jsou pro nasi tlohu dilezité. Nelze
tedy ucinit obecné prohléseni a doporucit jednu metodu jako univerzalni.

@

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

Obsah

123. strana ze 161

A5
s

Zavfit dokument

Konec

I Cels obrazovka/Okno




Vlastnosti metod 124

Pojmy k zapamatovani

— konzervativita, konzistence a stabilita
— ustaleny stav, stacionarni reseni

ZAPADOCESKA

- e, . . >
pozitivni semidefinitnost ez

— numerické vazkost

— Riemanniiv problém

— tad metody
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Kapitola 5

Dalsi pristupy v oblasti modelovani
proudéni s volnou hladinou

Pruvodce studiem

V této kapitole se Ctenar seznami' s prehledem dalsich metod obvykle pouZivanych v numerickém
modelovani proudéni tekutin. Seznami se také s dalsimi pFistupy tvorby matematickych modeli
v této oblasti.

Cile
Po prostudovani této kapitoly budete schopni:

e popsat dalsi pouzivané matematické modely
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e popsat dalsi pouzivané numerické modely
e srovnat jednotlivé matematické modely a numerické pristupy

Ptistupy pouzivané v numerickém modelovani dynamiky tekutin lze rozt¥idit riznymi
zpusoby. Kazdé tridéni je pochopitelné zjednodusujici. Presto vsak je obvykle prinosem
proto, ze ndm umoznuje udélat si uceleny nahled. Zakladni rozdéleni lze provést napriklad
v téchto kategoriich:

e Matematicky model. Lze vychazet z matematickych modeli a z ruznych trovni roz-
liseni. Zakladem mohou byt Navierovy-Stokesovy rovnice, Saint-Venantovy rovnice ¢i
modely zalozené na kinetické vlnové aproximaci. Je také mozné vychézet z modelt na
jiné urovni rozliseni, nez je makroskopicky pohled. Hovorime pak o mezoskopickych ¢i
mikroskopickych modelech. Modely téchto typa vychazeji z poznatku ¢asticové fyziky
nebo napriklad z kinetické Boltzmannovy rovnice.

e Formulace tlohy. Pristupy lze také roztridit podle typu formulace ilohy. Je mozné
vyjit z lokalni diferencidlni formulace, globalni integralni bilance, ze silné formulace,
nebo ze slabé formulace. !

e Numericky model. Pro reseni ziskané ulohy lze pouzit rizné metody. Lze tedy také
realizovat tfidéni podle metody. Druhou moznosti je hovofit o numerickém modelu.
Tim obvykle minime souhrnné oznaceni pro matematicky model, na ktery je uplatnén
zvoleny numericky piistup. 2

IN&které formulace byly popsany v prvni kapitole vénované matematickym modeltim.

2Riizné numerické modely mohou byt zaloZeny na stejném matematickém modelu. Lisit se mohou podle
zvolené numerické metody. Zatimco v matematickych modelech mechaniky kontinua jsou hledanym vy-
stupem obvykle funkce redlnych proménnych, v numerickych modelech jsou vystupem funkce diskrétnich
promeénnych.
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5.1. Modely proudéni s volnou hladinou

V prvni kapitole jsme popsali modely, které jsou zalozeny na tzv. Saint-Venantovych rovni-
cich. Pochopitelné se nejedna o jediny mozny matematicky model. Obecny makroskopicky
model proudéni s volnou hladinou je zalozen na Navierovych-Stokesovych rovnicich.

V nasem ptipadé se z fyzikdlniho hlediska jedné o bilanéni vztahy popisujici proudéni
nestlacitelné vazké tekutiny. Prislusny problém je pak obvykle formulovan jako pocatecné-
-okrajové tloha pro parcialni diferencialni rovnice smiseného typu. Neznamymi jsou rychlost
a tlak jako funkce prostorové a ¢asové proménné. Soucasti formulace jsou vhodné pocatecni
a okrajové podminky. Zakladnim problémem pro pouziti tohoto postupu je, zZe pro nas
pripad dostavame tlohu s volnou hranici (ta je tvorena geometrii hladiny, kterd se v Case
meéni). Na této hranici je tfeba volit odpovidajici okrajové podminky a soucasné je tieba
formulaci tlohy doplnit o matematicky popis dynamiky pohyblivé hranice.

Druhou variantou je vzit v potaz i vrstvu vzduchu nad hladinou a modelovat problém
jako systém dvou nemisicich se vazkych tekutin. V této souvislosti lze i vzduch povazovat
za nestlacitelnou tekutinu. Pii pouziti téchto pristupt je treba vénovat velkou pozornost
nasledujicim pozadavkim na numericky model:

e Numerickd metoda pro advekci volné hranice nebo volného rozhrani voda-vzduch
musi byt konzervativni, aby nedochéazelo k umélému numerickému ibytku ¢i prirtistku
mnozstvi vody.

e Numerickd metoda pro advekci volného rozhrani nesmi generovat umeélé numerické
oscilace (obdoba tohoto jevu byla popsana v odstavci 3.3).

e Numericka metoda pro advekci volného rozhrani nesmi generovat ,,umélé kapky vody
a ,umélé bubliny vzduchu“.
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e Rozhrani mezi vodou a vzduchem musi byt korektné rekonstruuovano z hodnot podi-
lové funkce vystupujici v advekéni rovnici pro rozhrani.

e Pro potteby diskretizace Navierovych-Stokesovych rovnic musi byt specidlné konstru-
ovany konec¢né objemy na rozhrani mezi vodou a vzduchem.

Podrobnosti 1ze nalézt napt. v [9].

Dalsi z moznosti je pouzit modely na nizsich irovnich. Mezi né patii modely na mikro-
skopické tirovni zalozené na bunéénych automatech (lattice gas cellular automata). V tomto
pripadé je tekutina modelovana pomoci velkého poctu fiktivnich ¢astic, které se pohybuji
v ramci pfedem definované pravidelné mrize (¢tvercova, Sestiihelnikova) a které maji ko-
necny pocet stavu. Béhem simulace dochézi k interakcim jednotlivych ¢astic podle prede-
psanych pravidel. Makroskopické velic¢iny jsou ziskany pomoci specidlnich ,,primeérovacich ¢
vypoctu.

Jinou moznosti je vyjit z Boltzmannovy kinetické rovnice. Jde o pristup na tzv. mezo-
skopické skale. V tomto ptipadé predpokladame, zZe statistické primérovani pres element
fazového prostoru ma fyzikalni smysl. Nesledujeme tedy dynamiku jednotlivych ¢astic. Hle-
danou funkeci je hustota toku castic jako funkce sméru, rychlosti, polohy a casu. Na téchto
myslenkach jsou zalozeny postupy typu LBM (lattice Boltzmann method). Opét je defino-
vana pravidelna sit. Na této siti je provedena diskretizace smérové a rychlostni proménné.
Déle je definovana tzv. rovnovazna distribucéni funkce a kolizni operator. Pomoci vypocte-
nych hodnot hustoty toku ¢astic jsou stanoveny makroskopické veli¢iny. Modely typu LGCA
a LBM maji fadu vyhod, vykazuji vsak také nékteré nedostatky. Jejich rozbor lze najit v li-
teratufe [¢]. V zddném pripadé vSak nelze Tici, Ze néktery z modelt popsanych v tomto
odstavci je obecné lepsi nez ostatni.
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5.2. Metoda konec¢nych diferenci

Nejdiive uvedme, ze zakladem déle popisovanych metod je diskretizace. To znamena, ze
misto splnéni néjaké diferencialni nebo integralni rovnosti v nekoneéném (nespocetném) po-
¢tu bodi — kontinuu, pozadujeme splnéni jinych rovnosti v koneéném poctu bodt. Prislusna
metoda ndm pak poskytuje navod, jak takové rovnosti ze zadané ulohy ziskat. Uvazujeme-li
pocitacovou aritmetiku, pak v danych diskretizac¢nich bodech mohou piislusné funkce na-
byvat pouze kone¢ného poctu stavi. Lze ziskat i fadu dalSich informaci - napr. odhady
chyb feseni v zavislosti na datech tlohy a na zvolenych diskretiza¢nich bodech. Volime
tedy opacnou strategii nez u modela vychazejicich z mikroskopické skaly (tam se vychézi
z diskrétni formulace a makroskopické veli¢iny jsou ziskédny specidlnim postupem). Mezi té-
mito pristupy existuji souvislosti. Nékteré analogie jsou pouze formalni, hluboké souvislosti
vychézeji z odpovidajicich oblasti matematické fyziky.

Metodé konec¢nych diferenci jsme vénovali pozornost ve druhé kapitole. Zde pouze shr-
neme jeji zédkladni vlastnosti. Obvykle definujeme pravidelnou (obdélnikovou nebo ¢tverco-
vou sit). Déle 1ze postupovat tak, ze derivace vystupujici v diferencidlni rovnici nahradime
diferencemi. V tomto pripadé aproximujeme rovnici. Druhou moznosti je priblizné nahradit
hledanou funkci Taylorovym polynomem a dosadit jej do rovnice. V obou piipadech do-
staneme algebraické rovnosti, které pivodni diferenciadlni rovnici nahrazuji pouze priblizné.
V obou priipadech vychazime z klasické formulace, tj. z diferencialni rovnice. Metodu nelze
obecné pouzit pro hledani zobecnénych feseni. Nelze ji také pouzit v pripadé obecnéjsich siti.
Nézev metody je odvozen z toho, ze misto prostiedkl infinitezimélniho poctu vyuzivame
diskrétni aproximace, tj. pouzivame diference misto derivaci. Splnéni diferenc¢nich vztahii
vyzadujeme pouze v konec¢ném poc¢tu bodu. Nékdy je misto metoda konecénych diferenci téz
uzivan nazev diferenc¢ni metoda.
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5.3. Metoda konec¢nych objemu

Metodé kone¢nych objemt jsme nevénovali specidlni pozornost. Metodu konecnych diferenci
a metody s vysokym rozliSenim lIze vSak interpretovat jako specialni ptipad této metody.
Metoda konecnych objemii vychazi z globalniho integralniho popisu problému. V tomto
integralnim tvaru jsou obvykle zakony zachovani a bilan¢ni vztahy v mechanice kontinua
a dalsich disciplindch formulovany. Lokélni diferencidlni formulace je specidlnim disledkem
takové integralni formulace.

Vyklad 1ze formalné pojmout také tak, ze lokalni diferencidlni formulace je vyjadrena
jako integralni rovnost na néjaké podmnoziné studované oblasti. Tato podmnozina se nazyva
konec¢ny objem. Na ¢leny, ve kterych vystupuje divergence, je pak aplikovana Gaussova véta.
Ziskame tak integralni formulaci, kteréd je obvykle ptivodni formulaci problému.

Zminovana integralni bilance vyjadruje vztah mezi stavovymi a tokovymi veli¢inami.
V pripadé Saint-Venantovych rovnic popisujicich proudéni v kanéle s konstantnim obdél-
nikovym prifezem jsou stavovymi velicinami hloubka h a prutok ¢, tokovou veli¢inou je
opét prutok ¢ a funkce % + %gh2. V pripadé metody konecénych objemu pak nehledame
aproximace neznamych funkci ve zvolenych bodech, ale aproximace integralnich praimeéri
neznamych funkei pres ptislusny konecny objem.

Nyni popiseme zjednodusené zakladni myslenku metody na jednodimenzionalnim ska-
larnim pripadu .

Zvolime prostorovy a casovy diskretizacni krok Az > 0, At > 0 a definujeme rovnomér-
nou sit bodl z; = jAx, j € Z, t, = nAt, n € No, Tj11/2 = Tj + Ax/2, ty1/9 = tn + At/2.
Déle budeme znacit uj = u(x;,t,). Velkymi pismeny budeme znacit aproximace, tj. U} =

'Vyklad je zde zaméien pouze na jednu verzi metody koneénych objemi, na tzv. RSA (reconstruct-solve-
-average) algoritmus Godunovova typu.
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= U(mjatn) ~ uzl Y la!',.‘jl 7
Zavedeme dale oznaceni integralnich primeéra 0’%,,4 >
Zj+1/2
— 1 ZAPADOCESKA
n _
’U,J = E / U(III,tn) da: (51) D > sr:,llvzsunlzm
Tj—1/2
a
| tny1
m+1/2
Fih=a [ fa@) d. (5.2)
tn

Vyjdeme z integralni rovnosti (skalarni verze rovnosti (1.47)

T2 2 to t2
Ju(z, t2) de — [ u(x,t1) de+ [ f(u(za,t)) — [ flu(z1,t)) =0,
x1 azil t1 t1 (53)
V(l‘l,l‘g) X (tl,tg) C Rx (O,T),
kterou lze pii uvedeném oznaceni a pro (z;_y/2,%;41/2) X (tn,tn+1) Prepsat na
At - -
—n+l _ -n n+1/2 n+1/2
uj - uj - E('fj"'l/Q - fj_l/g ) (54)

Kartézsky soucin intervalt (x;_1 /9, Zj11/2) X (tn,tnt1) nazyvame koneény nebo kontrolni
objem.

Préavé uvedend rovnost je zakladem metody koneénych objemu. Tuto rovnost vsak ne-
miuzeme pouzit jako rekurentni formuli pro vypocet hodnot integralnich pramért hledané
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funkce na ¢asové vrstvé n+ 1 z hodnot na casové vrstvé n. K tomu, abychom stanovili hod-
noty ]lel/;, nam nepostacuji hodnoty integralnich primérti. Potfebujeme znat hodnoty
funkce u v bodech /5.

Pokud bychom vysli z integralni bilance a pouzili prostiedky infinitezimalniho poctu,
ziskali bychom za specidlnich predpokladt limitnimi procesy uvazovanymi v kazdém bodé
(a tedy také v nekoneéném poctu kontrolnich objemil) dané oblasti lokalni diferencidlni bi-
lanci. Integralni pruméry funkci tak splynou s bodovymi hodnotami. V pripadé metody ko-
necénych objemi nepotfebujeme pouzit zadné specialni predpoklady, protoze nerealizujeme
limitni proces. Platime za to vSak dan: neziskdme vztah mezi mezi bodovymi hodnotami
a jejich integralnimi prameéry.

Bodové hodnoty hledané funkce lze tedy stanovit pouze priblizné. Vztah 5.4 je tedy
nutné nahradit aproximaci (integral z tokové funkce pouze aproximujeme)

= = At - =
" 1 o n+1/2 n+1/2
J i i T&x(F’j+1/2 o F}*l/z )’ (5'5)

kde Uj’? Aoy a F‘;fll/; = 1:1/22. Dalsi postup je néasledujici. Pomoci integralnich pru-
meéru UJ" je zkonstruovdna funkce U™ = U "(x) aproximujici feseni na n-té Casové vrstve.
Tento krok se nazyva rekonstrukce nebo interpolace (reconstruction). Rekonstrukei nelze
vsak provést zcela libovolné. Zakladnim pozadavkem je, aby integralni primér rekonstru-
ované funkce U™ = U"(z) byl na kontrolnim objemu (z;_; /2, %;1/2) TOVen U]”. Soucasné
predpokladame, Ze funkce je po castech spojitd. Obvykle se jedna o polynom na kazdém
z kontrolnich objemu. Dalsi pozadavky kladené na funkci maji zajistit, aby funkce méla
stejnou totalni variaci jako rekonstrukce ziskana pouzitim po ¢astech konstantni funkce.
Méame-li k dispozici rekonstrukei funkce, pouzijeme ji jako pocateéni podminku pro tlohy
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feSené na rozhranich mezi kone¢nymi objemy

ur+ [f(u)]l. = 0,2 € Rt € (tn,tni1),
w(@, tn) = { UM@i41/27), @ <Zjpape, (5.6)
U (l’j+1/2+), T > ZL'j+1/2.

Zde je tfeba zduraznit, Ze obecné (protoze pouzivame po ¢astech spojitou rekonstrukei)
neplati U”(xj+1/2—) = U"(xj+1/2+). Na vysSe uvedenou pocéatecni tlohu nahliZzime tedy
v zobecnéném smyslu, oznacujeme ji jako (zobecnény) Riemannuv problém a k jejimu fe-
Seni je tfeba vyvinout specidlni postupy. V pripadé, ze pocatecni data hladka jsou, resime
dlohu standardnimi postupy. V obou pripadech je nutné zvolit vhodné omezeni na casovy
krok. V prvnim pripadé, aby nedoslo k vzidjemnému ovlivnéni feseni pocatecnich tloh na
ruznych kone¢nych objemech, ve druhém pripadé musime navic zajistit, aby pocatecéni data
potfebna pro vypocet byla hladka. Omezeni na casovy krok je obvykle vyjadieno pomoci
tzv. Courantovy-Friedrichsovy-Lewyho (CFL) podminky (popsdno napfiklad v ¢asti 2.1.6).
Krok metody obsahujici Feseni poc¢atecni tilohy se nazyva reseni (solve).

Poslednim krokem je dosazeni do (5.5). Tak stanovime integralni prumeéry na dalsi ¢asové
vrstvé. Tento krok se nazyva prumérovani (average).

Metoda kone¢nych objemt muze byt vykladana riznymi zpisoby. Jeden z vykladu se
nazyva omezovani toku (flux limiting) a je zalozen na pristupu analogickém k postupu
popsaném v kapitole 3 o metodach s vysokym rozlisenim. Byla vyvinuta celd fada algoritmi
metody koneénych objemt a tato oblast je stale polem aktivniho vyzkumu. Podrobnosti lze
opét najit napt. v [I]. Nami popsand verze metody ma nékteré nedostatky — predevsim
v pripadé, pokud ji chceme pouzit ve vice prostorovych dimenzich. V této situaci je casto
vhodné pouzit vicedimenzionélni metody typu upwind, naptiklad metody RDS (residual
distribution schemes).
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5.4. Metoda konec¢nych prvki

Metoda konec¢nych prvkd patii mezi pristupy Galerkinova typu, které jsou zalozeny na
zobecnéné formulaci tlohy.

V predchozim textu jsme se seznamili s klasickou formulaci tlohy (kterd je zédkladem
metody kone¢nych diferenci), s formulaci zaloZzenou na integralnim bilanénim vztahu (ta je
zakladem metody konecnych objemi). Dalsimi formulaci jsou silné a slaba formulace.

Je treba si uvédomit, ze silnych i slabych formulaci tlohy mutze byt vice. Zalezi jak
na tvaru integralni rovnosti, tak na volbé mnoziny pripustnych a testovacich funkci. Je
samoziejmé otazkou, kterd z téchto formulaci ,nejlépe odpovida fyzikalnimu pozadi alohy“.

V pripadé metody kone¢nych prvki (ale nejen v jejim piipadé) aplikované na evoluéni
tilohy vychézime ze slabé formulace. Casto se jedné o semidiskrétni slabou formulaci. Pifstup
pouzivany pro slabou formulaci je aplikovan na ¢leny s prostorovymi derivacemi.

Zakladni princip metody konec¢nych prvka spociva v nahradé prostoru testovacich a pri-
pustnych funkci jejich koneéné-dimenzionalni aproximaci. Jinak fec¢eno, feseni je aproximo-
vano jako linearni kombinace konec¢ného poc¢tu bazovych funkci. Tato aproximace feseni je
dosazena do slabé formulace. Pak do takto modifikované slabé formulace dosadime vybrané
testovaci funkce. Nalézt feseni ulohy pak znamend najit koeficienty linedrni kombinace,
kterd vyjadiuje aproximaci feseni. V pripadé stacionarni tlohy jsou koeficienty konstan-
tami, v pripadé evolu¢ni tlohy jsou koeficienty funkcemi ¢asu. V prvnim pripadé je tloha
transformovana na obecné nelinedrni soustavu rovnic, ve druhém piipadé obdrzime poca-
tecni ulohu pro soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic. Podle volby bazovych funkci
rozliSujeme rtzné metody. V piipadé metody konec¢nych prvki jsou bazovymi funkcemi
funkce, které jsou po ¢astech polynomy (tedy po ¢astech hladké funkce), které nabyvaji
vzdy hodnoty 1 ve zvoleném bodé diskretizac¢ni sité a nulové hodnoty ve vsech ostatnich
bodech. Vyhodou této volby je, ze bazové funkce maji maly nosi¢. Diky tomu jsou matice,
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které pripadné vystupuji v diskretizované tloze, ridké.

@

5.5. Zavér

O [ 1 as s .. . , L. > e
Uvedme jesté dvé poznamky tykajici se pouzitelnosti metod pro tlohy s nehladkymi daty. D vrLzN

e Metody konecnych diferenci, metody Galerkinova typu, pseudospektralni metody ani
spektralni metody nejsou ve své puvodni podobé vhodné pro reseni tloh s nehladkymi
daty. Obvykle lze vSak tyto metody modifikovat tak, ze vyuzijeme pristupy, které jsou
pouzivané v metodé koneénjch objemt !, tj.

— vyuziti Riemannovych fesici, S

— aproximaci hledané funkce pomoci po ¢astech spojitych funkci,

. , q , o 1.2 . 135. strana ze 161
— modifikace této aproximace tak, aby nedochéazelo k rustu totalni variace.

[=]
[+
[~
=]

V nékterych pripadech byva pouzit jiny analogicky pristup, ktery nahrazuje nékteré
komponenty potrebné pro korektni reseni obecnych tloh. Piikladem mtize byt vyuziti
umélé numerické vazkosti ¢i vyuziti prepinani toka prvniho a vyssiho radu. Vyklad
lze pochopitelné pojmout i tak, ze v metodé konecénych objemu také nejdrive volime
pristup, kdy nepouzivame pravé zminéné modifikace, a poté prohlasime, ze pro reseni
obecnéjsich tloh je treba tyto modifikace implementovat.

d
i

e Existuji metody, které jsou kombinacemi vyse uvedenych metod. Jednou z nich je

napf. nespojita Galerkinova metoda (DGFEM, discontinuous Galerkin finite element it dokument

!Jedn4 se o diisledek historického vyvoje metod. Problémy s nehladkymi daty byly nejdifve feseny pravé
pomoci metody koneénych objemu nebo pomoci metod, které byly pozdéji jako metoda koneénych objemu

Konec

interpretovany. l Cels obrazovka/Okno
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method). Tato metoda pouziva k aproximaci hledané funkce obecné nespojitou funkci
a je kombinaci metody konec¢nych prvka a metody konecnych objemu.

Na zavér poznamenejme, ze pouziti metod, které korektné fesi tlohy s nehladkymi daty
a tedy splnuji veskeré pozadované vlastnosti priblizného feseni, je slozité jak po implemen-
tacni strance, tak po strance vypocetni. Toto plati zvlasté v pripadé dloh ve vice dimenzich
s komplikovanou geometrii. Tyto metody proto pouzivame pouze v pripadé, kdy je jejich
vyuziti opodstatnéné.

Pojmy k zapamatovani

— metoda konec¢nych diferenci
— metoda konecnych objemi

— metoda konec¢nych prvka
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Kapitola 6

Simulace

Pruvodce studiem

V této kapitole je uvedeno nékolik numerickych experimentd. Ctenaf si zde miZe prohlédnout
predevsim feseni tloh zaloZenych na Saint-Venantovych rovnicich a to jak jednodimenziondinich
tak i dvoudimenziondlnich. Kromé skalarnich iloh jsou ulohy feSeny metodou typu central-
-upwind popsané v casti 3.5.1 a jeji dvoudimenzionalni variantou.




Simulace 138

6.1. Skalarni Glohy

Méjme skaldrni linedrni dlohu (jedna se o ulohu, kterd je soucésti prikladu k procvicovani
v kapitole 3)

ug +mu;, = 0, t € (0,10),x € (0, 67), (6.1)
ugp = sin(x), x € (0,6m7). (6.2)

Okrajové podminky jsou zvoleny takto
u(0,t) = ug(—mnt), uz(67,t) = 0. (6.3)

Na Obr. 6.1 vidime Teseni v ¢ase t = 10s. ziskané tfemi riznymi metodami a presné reseni,
které je shodné s pocateéni podminkou. Zatimco reseni ziskané Laxovou-Wendroffovou me-
todou se od presného feseni prilis nelisi, feseni ziskand metodami prvniho radu vykazuji
znacné nepresnosti. Simulaci feseni béhem c¢asového intervalu muzete shlédnout na néasle-
dujici animaci.
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Simulace

Animace feseni ulohy u; + mu, =0, wup = sin(z) tfemi riznymi metodami.




MI21_sin.avi
Media File (video/avi)
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t=10s
i = upwind
15 Laxova - Friedrichsova D | s
&l Laxova - Wendroffova
1 pocatecni podminka

Obr. 6.1 Reseni tlohy u; + mu, =0, wg = sin(z) tfemi riznymi metodami.
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6.2. Jednorozmeérné proudéni

Nyni si ukazme simulace nékolika feseni tiloh zalozenych na Saint-Venantovych rovnicich
v jedné prostorové dimenzi. Znazornéné reseni bylo ziskano metodou central-upwind.

6.2.1. Proudéni obdélnikovym korytem

Nasledujici dvé animace jsou zaloZeny na feSeni tlohy popsané Saint-Venantovymi rovnicemi

(1.25) pro konstantni obdélnikovy tvar koryta. Prvni animace znazornuje proudéni korytem

s tvarem dna, které je popsano funkci B = B(z) (v animaci ¢ervend krivka). Poc¢atecni

podminka je zvolena nasledovné

0, z€(0,1),
z = 0.

05 (6.4)

h(z,0) + B(z) = 0,6, m@m:{

Na zacatku koryta je po celou dobu simulace drzen konstantni pratok h(0,t)v(0,t) = 0,3
a h;(0,t) = 0 a na konci je zvoleno h;(1,t) = 0 a v,(1,¢) = 0. VSimnéte si, ze dochazi
k ustéleni feseni, ale nejedna se o korektni ustaleny stav, kdy u; = 0. V takovém pripadé
by totiz nutné musel byt prutok konstantni (¢, = 0) na celém intervalu, coz jak vidno
neni. Metoda central-upwind totiz zachovava pouze specialni ustaleny stav ,klid v jezere“,
zatimco zde se jedna o obecny ustaleny stav, ktery tato metoda nezachovava. Konstrukce
metody zachovavajici obecné ustalené stavy je nad ramec téchto skript, ¢tenar ji mize nalézt
napiiklad v [7].
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Simulace

Jednorozmérné proudéni obdélnikovym korytem I.




MI21_bouleCU.avi
Media File (video/avi)


Simulace 143

Druhd animace znézornuje opét proudéni popsané Saint-Venantovymi rovnicemi (1.25).
Je zvolen jiny tvar dna. Pocatecni podminka je zde zvolena nésledovné

0,

0.5, (6.5)

h(z,0)=0,1, o(z,0)= {

Na zacatku koryta je po celou dobu simulace drzen konstantni prutok h(0,t)v(0,t) = 0,05
a hz(0,t) = 0 a na konci je zvoleno hg(1,t) = 0 a vy(1,t) = 0. I zde je mozné si vSimnout
problému s udrzenim obecného ustaleného stavu jako v predchozim pripadé.
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Simulace

Jednorozmérné proudéni obdélnikovym korytem II.




MI21_kriveCU.avi
Media File (video/avi)
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6.2.2. Proudéni lichobéznikovym korytem

Proudéni ricnim korytem je také mozno popsat jako jednorozmérné proudéni korytem li-
chobéznikového tvaru, ktery je proménny. Podrobnéji byla pozornost obecnému tvaru Sa-
int-Venantovych rovnic vénovana v ¢asti 1.1.1. Na néasledujicich animaci jsou tato proudéni
znézornéna. Upozornujeme, ze se i pres uvedenou vizualizaci skutecné jednd o jednoroz-
mérnou ulohu (tj. v fezech kolmych na smér proudéni je v koryté konstantni vyska hladiny
a rychlost proudéni). Déle, ze na oséch jsou dosti rozdilnd méritka. Vyska hladiny je pro
lepsi orientaci znazornéna pomoci modré plochy. K feseni je pouzita metoda central-upwind.

Prvni animace znazornuje proudéni proménnym lichobéznikovym korytem s konstantnim
spaddem (B, = konst.). Poc¢ateéni podminka je zvolena jako konstantni hladina a konstantni
rychlost proudéni po celé délce koryta

h(z,0) + B(xz) =0,5, ov(z,0)=2, =z € (0,1000). (6.6)

Na zacatku koryta je po celou dobu simulace drzen konstantni prutok h(0,t)v(0,t) = 1
a v5(0,t) = 0 a na konci je zvoleno h;(1000,t) = 0 a v,(1000,¢) = 0.
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Simulace

Jednorozmérné proudéni proménnym lichobéznikovym korytem s konstantnim spadem.




prom_lichob_sikme_2D.avi
Media File (video/avi)


Simulace 147

Druhé animace znézornuje proudéni proménnym lichobéznikovym korytem s promén-
nym spadem (B, # konst.). Po¢ateéni a okrajové podminky jsou zvoleny stejné jako v pred-
chozim pripadé.
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Jednorozmeérné proudéni proménnym lichobéznikovym korytem s proménnym spadem.




prom_lichob_krive_2D.avi
Media File (video/avi)
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6.3. 2D proudéni obecnym terénem

Na zéavér jesté dvé ukazky simulaci dvourozmérného proudéni, které lze popsat Saint-Ve-
nantovymi rovnicemi (1.44). Tyto tlohy stejné jako metody na jejich feSeni jsou nad ramec
téchto skript, uviddime je zde jako motivaci pro studium jednorozmeérnych metod, na kte-
rych jsou zaloZeny a jako ukéazku jejich vyuziti v hydrologii. K feseni tloh v nésledujicich
animaci byla pouzita metoda, ktera je zaloZena na principu metody central-upwind. Ctenaf
ji muze nalézt napiiklad v [1].
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Simulace

6.3.1. ProtrzZzeni hraze

Tato animace znézornuje protrzeni prehrady a nasledny rozliv vody do okolniho terénu.




Dam_break_2D.avi
Media File (video/avi)


Simulace

150 “P

6.3.2. Rozliv

V této animaci je znazornéna simulace rozliti povodiiové viny do krajiny a poté tstup

vody zpét do pivodniho koryta.
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rozliv.avi
Media File (video/avi)
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Kapitola 7

Interaktivni test

Test zahajite kliknutim na tlacitko ,,Zacatek testu“. U otazek, kde 1ze volit jen jednu odpo-
véd (test nedovoli zaskrtnout vice odpovédi), je spravna odpovéd bodovana po¢tem bodu
uvedenych v zavorce u zadani a Spatnad odpovéd je bodovana 0 body. U otéazek, kde lze volit
vice spravnych odpovédi, je soucet bodt spravnych odpovédi uveden v zavorce u zadani a za
kazdou spatnou odpovéd bude odecten jeden bod.

1. (2b.) Pro které délky ¢asovych kroku bude Laxova-Friedrichsova metoda stabilni, pokud
fesime rovnici uy — 2u, = 0 s diskretiza¢nim krokem Axz = 0,1.
At = 0.02 At = 0.04

At = 0.06 At =0.08
2. (2b.) Jakého radu je Laxova-Friedrichsova metoda?
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prvniho A\ oo s
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druhého
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3. (2b.) Jakého tadu je Laxova-Wendroffova metoda?

&
$

=

prvniho
druhého

tretiho

4. (3b.) Které z nasledujicich metod patii mezi centralni metody?

Laxova-Friedrichsova Laxova-Wendroffova

MacCormackova Metoda typu upwind
5. (2b.) Ktery z néasledujicich tvari metody typu upwind je vhodné pouzit pro feSeni

rovnicce u; — 2u, = 07

At At

n+1 n+1 n

Ut = U = 25 (U = Uf) Ut = Up 4 2 U = U7)
7 At n n n At n

Ut = U} = 22— (U} = Ujy) Uit = U} + 2= (U} = UjLy)
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6. (2b.) Jak je definovana lokalni diskretiza¢ni chyba explicitni metody? \ lg%l &7
) _ é |:U(n+1) _ HU(n)j| I _ [U(n+1) B HU(”)} 2y
m - L [U(n) _ u<n>] L — [U(n) _ u<n>] D g
At V PLZNI
7. (2b.) Jak je definovana globalni diskretizacni chyba explicitni metody v bodé x; a case
tn?
B} = Z L7 Bl =Uj — u(zj,tn)
j=—00

n : 1 n+1 n 1 o
Ejf = lim = (U™ —u(zj, tn)) Bjf = 5 UF = ulzj,tn))

8. (2b.) Jak je definovan fad konzistence metody? Nejvétsi prirozené ¢islo p, pro které
existuje konstanta C, > 0 takovd, ze pro vSechna j a n takova, ze T = nAt plati

E} < Cr(Az)? pro At — 0 L} = Cr(Az)? pro At — 0
E} = Cr(At)? pro At — 0 L} < CL(At)P pro At — 0
9. (2b.) Jaké jsou postacujici podminky k tomu, aby linedrni metoda byla konvergentni?
stabilita a pozitivni semidefinitnost konzistence a udrzeni ustalenych stavu
konzistence a stabilita nizka numericka difize a zadné umélé
oscilace

10. (2b.) Které z nésledujicich metod je pozitivné semidefinitni? Pro velikosti At a Ax
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nejsou dany zadné podminky.

1 UL, - = [J%®
n+1 n n n+1 ny +1
Uj+ = §(U]_1 T j+1) U ™7 U ]A—m]

Urtt =U7 + At ur Uttt =Ur + A Uy

+ At(Ujy, —UF) Az — Uk = Uf)
11. (2b.) Urcete hodnotu presného feseni tilohy nasledujici tlohy v ¢ase t = 6 a bodé z = 8
1
Up — 5“9” =0

ug = —(x — 10)%2 + 5.
12. (2b.) Ve kterém misté jsou korekéni toky metody s vysokym rozlisenim nejmensi?

V bodech, kde je nezndma funkce konstatni
V bodech, kde je skok v neznamé funkci

V bodech, kde neznamé funkce nabyva ostrého lokalniho extrému

13. (2b.) Ve kterém misté jsou korekéni toky metody s vysokym rozliSenim nejvétsi?

V bodech, kde je nezndma funkce konstatni
V bodech, kde je skok v neznamé funkci

V bodech, kde neznamé funkce nabyva ostrého lokalniho extrému
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Spravné zodpovézené otazky:

Ziskané body:

Procento tspésnosti:
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Pro ukonceni testu je tieba kliknout na tlacitko ,,Konec testu®“. Opraveni testu se pro-
vede kliknutim na tlac¢itko , Vysledky“, spravné odpovédi budou oznaceny zelené a cervené

budou oznaceny odpovédi chybné. Pri pouziti otazky s tvorenou odpovédi se spravna odpo-
véd zobrazi v ramecku umisténém vpravo dole v navigacnim panelu po kliknuti na tlac¢itko

,Odpoved“.
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funkce, 23
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kontrolni objem, 131
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konzervativita, 76
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integralni tvar, 26
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