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Kapitola 1

Zakladni teoretické poznatky

Privodce studiem

V této kapitole se budeme zabyvat zakladnimi teoretickymi poznatky tykajicimi se evoluc-
nich parcialnich diferencialnich rovnic. Prvni ¢ast kapitoly bude zamérena na hyperbolické
parcialni diferencialni rovnice a jejich soustavy. Uvedeme priklady matematickych mo-
dell, které vedou na hyberbolické rovnice a soustavy a hlavné zde rozebereme specidlni
tlohu s nespojitymi pocatecnimi podminkami nazyvanou klasicky Riemanniv problém.
Tato uloha a jeji feseni bude podrobné popsana pro riizné typy mozZnych rovnic i sou-
stav, tj. linearni i nelineadrni. Na konci této Casti priblizime tzv. zobecnény Riemanniv
problém, osvétlime souvislost s klasickym Riemannovym problémem a zavedeme pojem
Hugoniotovych mnozin. Druha cast kapitoly se bude strucné vénovat parabolickym evo-
lu¢nim rovnicim, kde bude uvedena zakladni formulace problému, jeho reSeni a zakladni
teoretické poznatky, potrebné pro studium numerickych metod v dalsich kapitolach.

Cile
Po prostudovani této kapitoly budete schopni:
e formulovat Riemanniv problém a predstavit si jeho feseni pro vSechny
typy rovnic a soustav,
e porozumét pojmim potfebnym k feseni hyperbolickych a parabolickych
rovnic, jako jsou charakteristiky, princip maxima, apod.
e porozumét zakladnim teoretickym principtim z oblasti evolu¢nich rovnic,
na jejichz zakladé je mozné porozumét i naslednym numerickym metodam
a postupim.

1.1 Priklady matematickych modelia

Matematické modelovani rtznych fyzikalnich situaci vychazi z vyuziti zédkoni za-
chovani (nej¢astéji hmotnosti, momentu, energie) nebo bilan¢nich vztaht (nenulové
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zdrojové cleny). Jednim z nejobecnéjsich modela z oblasti modelovani proudéni je
zalozen na Navierovych-Stokesovych rovnicich, popisujicich proudéni vazkych stla-
Citelnych i nestlacitelnych tekutin. Casto vSak neni nutné pouzivat takto obecny
model, proto za jistych vhodnych omezujicich predpokladii 1ze ziskat modely mno-
hem jednodussi. Je dilezité v ivodu zminit, ze zakony zachovani ¢i bilan¢éni vztahy
jsou integralni rovnosti, nebof uvazujeme hmotnost, moment nebo energii v urcité
oblasti a v ur¢itém ¢asovém intervalu. Castéji je viak nalezneme zapsané v jednodus-
sim diferencialnim tvaru, ktery se casto pouziva pouze jako reprezentace puvodnich
obecnych integralnich tvart zdkont zachovani nebo bilanci.

Prikladem, jak zjednodusit Navierovy-Stokesovy rovnice pro modelovani ri¢niho
proudéni korytem neménného obdélnikového prirezu v jedné dimenzi jsou tzv. Saint-
-Venantovy rovnice (reprezentuji zékon zachovani hmotnosti a momentovou bilanci),
které v diferencidlnim tvaru lze zapsat nasledovné

hi + (hv), = 0, (1.1)

1
(hv); + (hv2 + §gh2) = —ghb,.

Funkce h(zx,t) reprezentuje hledanou hloubku, v(x, t) horizontalni rychlost, ¢(z,t) =
= hv prutok, b = b(x) je dand funkce popisujici tvar dna a g je tthova konstanta.
Jak jsme jiz popsali ve skriptech [1], lze zvolit i jiny tvar koryta.

Dalsim modelem, velmi ¢asto vyuzivanym v modelovani proudéni stlacitelné ne-
vazké tekutiny v jedné dimenzi, jsou tzv. Eulerovy rovnice (za predpokladu chemické
a termodynamické rovnovahy a vnitini energie je zndm4 funkce tlaku a hustoty),
reprezentujici zakon zachovani hmotnosti, hybnosti a energie, které opét v diferen-
cidlnim tvaru zapisujeme nasledovné

pe+ (pu)e = 0, (1.2)
(pu)e + (pu* +p), = 0,
Ei+ (Fu+up), = 0,

kde p(x,t) reprezentuje hledanou hustotu plynu, u(x,t) je hledané rychlost proudént,
E(z,t) reprezentuje hledanou hustotu celkové energie a p(x,t) je tlak.

Déle uvedme model dopravniho proudu, téz oznacovany jako LWR (Lighthill,
Whitham, Richards) model (vice 1ze nalézt v [9])

we + [umm (1 - u“ )u] — 0, (1.3)

kde u = wu(x,t) reprezentuje hustotu aut (jde o relativni veli¢inu, a tudiz bezroz-
mérnou). Konstanta v,,,, je rychlost pri nulové hustoté, tj. kdyz je prazdna silnice.
Umae je maximalni hustota aut, tj. iplné plna silnice (obvykle klademe 4, = 1).
Poslednim modelem, ktery zde uvedeme je jednoduché nelinearni skalarni rov-
nice popisujicim dopravni proud, tzv. Burgersova rovnice. Zde uvedeme jednak ho-
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mogenni tzv. nevazkou Burgersovu rovnici

uy + (%u2> =0, (1.4)

kde u(z,t) reprezentuje rychlost dopravniho proudu. Vazka Burgersova rovnice je ne-
homogenni nelinearni skaldrni parabolicko-hyperbolickd (advekcné-diftzni) rovnice
nasledujiciho tvaru

1
up + <§u2) = €lUgy, (1.5)

kde € popisuje viskozitu. Burgersova rovnice se vyuziva spise nez k modelovani fy-
zikalnich situaci, jako priklad jednoduché nelinearni rovnice k ilustrovani nékterych
klicovych vlastnosti modelovani proudéni tekutin.

1.2 Zakladni definice

Na tuvod pouze ve strucnosti shrneme zakladni formulaci problému a definice kla-
sického, slabého a entropického feseni a dalsich pojmu, které budeme potiebovat.
Vsechny jsou k nalezeni napt. v [4] nebo v [9], nebo jsou podrobné vysvétleny ve
skriptech [1]. Problémy (1.1) s nulovou pravou stranou (tj. rovnym dnem), (1.2),
(1.3), (1.4) a (1.5) s nulovou pravou stranou (tj. nulovou viskozitou), lze formulovat
jako pocatecni tlohu

u +[f(uw)], = 0, ze€R,te(0,7),7T>0, (1.6)

u(z,0) = uy(x), =z €eR,

kde u = u(z,t) : Rx (0,7) — R™ je hledana funkce (vektor zachovavanych veli¢in),
u =up(z) : R —-R™af=f(u): R" — R"™ jsou dané funkce. Pfedpokladame, Ze
funkce f = f(u) je dostatecné hladka.

Definice 1.1. Klasickym tesenim tlohy (1.6) nazveme wu(x,t) takové, ze
u € [C(R x (0,7))]™, ma vSechny derivace obsazené v rovnici (1.6) spojité na
R x (0,7") a splnuje vsechny rovnice (1.6) na R x (0,7") a poc¢atecni podminku na
R.

Definice 1.2. Slabym resenim tlohy (1.6) nazveme wu(x,t) takové,
ze w(z,t) € [Li (R x (0,00))]", uo(x) € [LE.(R)]™, f(u) € [C'(R)]™ a pro
libovolné ¢ € [C5°(R x (0, 00))]™ plati nésledujici integralni rovnost

| [teure.tidst =~ [ e@0u(z) do. (1.7)

0 —o0 —00
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Definice 1.3. Slabé feSeni u(x,t) ulohy (1.6) nazveme entropické (¢asto téz pri-
pustné), pokud pro libovolné ¢ € [CH(R x (—o0,T))|™, ¢ = 0 a pro kazdou
konvexni a spojitou entropii £ s entropickym tokem F', splnuje

/ / (o E(w) + o F(w)] da dt + / o(z,0)E(u(x))dz = 0. (1.8)

Poznamka 1.4. Prostor funkei C(X) zna¢i mnozinu vsech spojitych funkei na odpo-
vidajici mnoziné X. Symbol [C(X)|™ znaci, ze vSech m slozek vektoru lezi v C(X).
Prostor funkei C§° oznacuje mnozinu vSech funkci, které jsou nekonécnékrat spo-
jité diferencovatelné a maji kompaktni nosi¢ (tj. pro dostatecné velké |z| a ¢ je
o(z,t) = 0). Prostor funkci C} je mnozina jednou spojité diferencovatelnych funkei
s kompaktnim nosi¢em. Prostor funkei £j, znac¢i mnozinu vsech funkei definovanych
skoro vSude na € (tj. R x (0,00) nebo R), které jsou esencidlné omezené na vsech
kompaktnich podmnozinach ). Vice o vlastnostech a definicich prostortu lze nalézt
napriklad v [8].

Definice 1.5. Soustava nelinedrnich parcialnich diferencialnich rovnic (1.6) se
nazyva slabé hyperbolickd, pokud Jacobiho matice f'(up) mé redlna vlastni cisla
pro jakykoliv fyzikalné relevantni stav ug € R™.

Soustava nelinearnich parcidlnich diferencidlnich rovnic (1.6) se nazyva (silné)
hyperbolickd, pokud Jacobiho matice f’(uo) je diagonalizovatelnd a ma redlna
vlastni cisla pro jakykoliv fyzikalné relevantni stav ug € R™.

Soustava nelinearnich parcidlnich diferencidlnich rovnic (1.6) se nazyva ryze
(striktné) hyperbolickd, pokud Jacobiho matice f’(uo) je diagonalizovatelnd a méa
navzajem rizna realna vlastni ¢isla pro jakykoliv fyzikalné relevantni stav uy € R™.

Vlastni ¢isla Jacobiho matice f’(u) se nazyvaji charakteristické rychlosti, znaci
se A\;(u) a definuji tzv. charakteristicka pole A;.

Poznamka 1.6. Gradient vlastnich ¢isel (tj. charakteristickych rychlosti) je dan

on T
ouy’ " Oy, |

VA = |

Vektor 7¢(u) znad¢i vlastni vektory (piesnéji pravé vlastni vektory) p¥islusejici vlast-
nimu ¢éislu \;(u).

Definice 1.7. Charakteristické pole \; se nazyva linedrné degenerované pokud
plati

Vi(u)r(u) =0, VYue€R™ (1.9)
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Definice 1.8. Charakteristické pole \; se nazyva ryze nelinedrni pokud plati

VAi(w)ri(u) #0, Yu € R™. (1.10)

1.2.1 Rankinetv-Hugoniotiv vztah

Protoze slabé feseni muize obsahovat nespojitosti, napriklad tzv. razovou vlnu, bu-
deme se v této sekci zabyvat odvozenim rovnosti, ktera se nazyva Rankinetv-Hu-
goniotiiv vztah. Tento vztah odvodime pro nasledujici skalarni zakon zachovani, ale
jeho platnost lze rozsitit i na soustavy,

uw+[f(w). = 0, z€eR, te(0,7),T >0, (1.11)
u(z,0) = wup(x),

Predpokladejme oblast €2, ktera je rozdélena na dvé c¢asti €21 a {25 hladkou ktivkou
x = £(t), viz Obr. 1.1. Déle predpokladejme platnost zadkona zachovani v diferen-
cidlnim tvaru (1.11) a dostatecné hladkou funkei u, kterd tuto rovnost spliuje pro
x < &(t) ax > £(t) se skokem podél hladké kiivky = = £(t), navic tato funkce spliuje
pocateéni podminku (jde o klasické feseni ve smyslu definice 1.1), vice viz [11]. Tato

Obr. 1.1 Hustrace k odvozeni Rankineovy-Hugoniotovy podminky.

funkce ma pro libovolné t limity zprava a zleva, které budeme znacit nasledujicim
zpusobem
lim u(z,t) =ut(£(t),t) :== u,,

z—¢(t)*

m—l}gr(rtl)* u(z,t) =u" (§(t),1) = u,
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analogicky
i Sote0) = ),
gy S0 )

Némi predpokladand funkce u(x,t) musi v € a v Qs spliiovat definici slabého feseni
(viz definice 1.2), kde nebude zahrnuta pocéateéni podminka, protoze oblast € je
volena mimo pocatek, tj. musi platit

/[thu + . f(w)]dedt =0 pro i=1,2
Q;

pro vsechny funkce ¢, které nyni uvazujeme nulové na hranici 992 = 9Q) U 992, tj.
z podprostoru funkci [C°(R x (0,00))]. Ozna¢ime hranici oblasti ©; jako
08y = 0y U S a hranici oblasti {2y jako 0€y = 004 U S. Dale oznacime slozky
vnéjsich normdl k 99y a 9, nasledovné: n; = (nf,n}) a ny = (ng,nk). Pouzitim
Greenovy véty, (1.11) v oblastech Q;, Q5 a faktu, Ze ¢ jsme specidlné zvolili nulové
na hranici 0f2, dostaneme

0 = / (vt + o f (w)] dardt + / v+ o f (w)] dadt =

Ql QQ

= /gountldS—l—/gof(u)nde—/gputdxdt—/gof(u)zdxdt%—
o o0 o of

+ /gounédSqL/Lpf(u)ngdS—/gputdxdt—/apf(u)xdxdt:
15.92) Q2 Qo Qo

- / (f(u) i + unt)pdS + / (f(u) 1 + unb)pdS — / (e + f(u),) pdizdt —

o 15:92) 971

- /(ut—l—f(u)x)gpdxdt: /(f(u),u)gonldzdt+ /(f(u),u)cpnzd:rdt:
o o 09

= /(f(u),u) pnydedt + / Hligr(rtl)i(f(u),u) enydrdt + /(f(u), u) pngdadt +
oY S a0

+ S/wligg)+(f(u),u)¢n2dxdt = S/(f(ur),ur)gonl dS+S/(f(ul),ul)gpn2dS.

Pro S plati, ze n = ny = —ny, a tedy

/ () — F(un), tr — ) pmdS = 0.
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Funkce ¢ je libovolna, a tedy plati
(f(ur> - f(ul>7ur - ul) n = 0.
Pro krivku S parametrizovanou = = £(t) je jednotkovy vektor normaly
_ {4 ()
VIHER?  Jiény

n

a tedy na krivce S plati
Flur) = flur) =€) (ur — w), (1.12)

kde & (t) = s je rychlost sifeni nespojitosti. Vyse uvedend rovnost se nazyva Ranki-
neuv-Hugoniotuv vztah (v této souvislosti velmi ¢asto nazyvany Rankineova-Hugo-
niotova podminka nebo podminka skoku).

Funkce u(z,t) je slabé feSeni, pokud je feSenim v klasickém smyslu v obou regi-
onech € a 2y a splnuje Rankinetv-Hugoniotuv vztah podél hladké kiivky = = £(t).

1.3 Skalarni linearni rovnice

V této kapitole uvazujme nejjednodussi z modeli vyuzivajici se k popisu proudéni
a to pocatecni ulohu pro linearni skalarni rovnici

u+au, = 0, xR, te(0,T),T>0,a€R, (1.13)
u(z,0) = wup(x), ze€kR. (1.14)

Tato rovnice se nazyva téz advekéni. Modeluje advekei (transport) napriklad necis-
toty spolu s proudem. Koncentrace necistoty se predpoklada dostatecné mala, tak
aby jeji malé zmény neovlivnily dynamiku proudéni. Hledané veli¢ina u = u(z,t)
zde tedy muze reprezentovat napiiklad hustotu (koncentraci) necistot ve vodé a a =
= konst. je rychlost proudu.

Resen{ vyse uvedené pocateéni tlohy nebudeme studovat na celém ¢asoprostoro-
vém valci R x (0, T), ale bude nés zajimat chovani feSeni na urcitych kiivkach. Tyto
krivky nazyvame charakteristikami, neboli charakteristickym systémem diferencialni
rovnice:

Definice 1.9. Rovnici (1.13) prifadime soustavu obycejnych diferenciélnich rovnic
(charakteristicky systém) pro neznamé x = z(s) a t = t(s)

dzis) = a, (koeficient u u,), (1.15)
dg(s) = 1, (koeficient u uy). (1.16)
s

Kazdé klasické feseni Z(s) = (x(s),t(s)) nazveme charakteristikou.
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Pro vyse uvedenou advekéni rovnici priddme pocéateéni podminky z(0) = zg
a t(0) = 0 odpovidajici pocateénim podminkam pro advekéni rovnici (1.14) a lze jiz
vypocitat hledané charakteristiky:

z(s) = as+Cy, Cy = konst. (1.17)
t(s) = s +Cy Cy = konst. (1.18)

2(0) = Ci =, (1.19)
10) = Cy=0. (1.20)
Ziskavame charakteristiku Z(s) = (as + xo, s), neboli vyloucenim parametru s zis-

kédme polopiimky x = zq + at. Déle lze snadno ukézat, ze FeSeni u(z,t) je podél
polopiimek Z(s) konstantni (vyuzitim (1.15), (1.16) a (1.13)):

d B Oudt Oudzx

gu(:ﬁ(s),t(s)) = s + s U + au, = 0. (1.21)

VySe uvedend advekeéni rovnice mé tedy jednoduché reseni
u(z,t) = uo(z — at). (1.22)

Tedy podél poloptimek zy + at, viz Obr. 1.2, kde xg je libovolny bod na ose z, bude
feseni u(z,t) rovno hodnoté ug(z — at). Jinymi slovy, hodnota wug se pouze transpor-
tuje podél poloprimek. Jednoduchym zobecnénim skalarni advekce je predpoklad, ze

t“ xr = x9+ at

/L,

Obr. 1.2 Charakteristiky advekéni rovnice pro a > 0.

a = a(x), tedy ziskdvame advekéni rovnici s nekonstantnimi koeficienty (jde o tzv.
nekonzervativni tvar):

u+alr)u, = 0, zeR te€(0,7), T >0, (1.23)
u(z,0) = wup(x). (1.24)
Tento model popisuje napriklad proudéni necistot (opét predpokladame nizkou kon-

centraci) v fece, kdy v kazdém bodé muze byt rychlost proudéni rizné. Opét urcime
charakteristiky této nové advekéni rovnice fesenim nasledujici soustavy obycejnych
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diferencialnich rovnic se stejnymi pocatecnimi podminkami jako v predchozim pri-
padeé

d
29 = alx), (1.25)
dt(s)
— = 1. 1.26
B (1.26)
Ziskdme tak soustavu charakteristik Z(s) = (z(s),s), které pro a # konst. jiz

nebudou primkami. Podél téchto kiivek vsak stale plati, Ze je feseni konstantni.

1.3.1 Riemanniv problém pro skalarni linearni rovnici

V této podkapitole definujeme specialni pocatecéni tlohu pro advekéni rovnici nazy-
vanou Riemanntv problém, viz Obr. 1.3:

wtau, = 0, zeR te(0,T),T>0,a€R, (1.27)
u(z,0) = up(x) = {

u; pro x <0,

u, pro x>0, (1.28)

kde u; = konst. a u, = konst. Pokud predpokladame nespojité poc¢atecni podminky;,
které jsou konstantni, mluvime také o klasickém Riemannové problému. V pripadé,
ze predpokladame po c¢astech polynomidlni pocatecni podminky, mluvime o zobec-
néném Riemannové problému, viz podkapitola 1.7.2.

Uo

Uy

Y

.’L'(]:O

Obr. 1.3 Pocatecni podminky Riemannova problému.

Pro nespojitou pocateéni podminku ziskame néasledujici entropické reseni Ri-
emannova problému (odvozené Feseni (1.22) lze pouzit i pro nespojité pocatecni
podminky), viz Obr. 1.4,

u; pro x —at <0,

u, pro x —at > 0. (1.29)

u(z,t) = ug(x — at) = {

Jinymi slovy, nespojitost (skok u, —u;) se Sifi rychlosti a doprava nebo doleva (v za-
vislosti na znaménku u rychlosti a) s neménnym profilem.
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¢ x—at=0

r—at <0
r—at>0

uy
Uy

=]
S

Obr. 1.4 Tlustrace feseni Riemannova problému pro advekéni rovnici.

1.4 Soustava linearnich rovnic

V této kapitole se budeme zabyvat poc¢atecni tlohou pro soustavu linearnich rovnic

w+Au, = 0, z€R, te(0,7), T >0, (1.30)
u(z,0) = u(z), zekR (1.31)

kde u = u(z, t) je vektor neznamych funkci (zachovavané veli¢iny), soustava se pred-
poklada ryze hyperbolicka, tj. matice A € R™*™ je diagonalizovatelna s realnymi
ruznymi vlastnimi ¢isly, vice viz naptiklad [9], nebo [1].

Jednoduchym piikladem takovéto linedrni soustavy mize byt model linearni

akustiky:
MRS IR 1

kde p = p(x,t) a u = u(z,t) jsou perturbace tlaku a rychlosti (v akustice). Para-
metr K reprezentuje objemovy modul pruznosti a py je hustota. Tento model popi-
suje naptiklad siteni zvukovych vin v jednodimenzionalni trubici naplnéné plynem.
Jde o linearizovany (zjednoduseny) model, protoze obecné jsou problémy akustiky
nelinearnimi dlohami, které obsahuji takzvané razové viny (naptiklad tzv. sonicky
tresk).

Abychom mohli Fesit linedrni soustavu (1.30), je potfeba provést néasledujici
kroky: vyuzijeme diagonalizovatelnosti matice A, tedy existence regularni matice
R (jejimi sloupci jsou pravé vlastni vektory matice A), takové, Ze plati

A =RAR, (1.33)

kde A = diag(\!,...,A\™), kde AP, p = 1,...,m, jsou vlastni ¢isla matice A. Tedy
ziskame

u; + RAR 'u, = 0. (1.34)

Dalsim krokem je vynasobeni soustavy matici R™! zleva:

R 'u; + R'RAR 'u, = 0. (1.35)
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Poslednim krokem je zavedeni nové neznamé a transformace pocateéni podminky
v(z,t) = R 'u(a,t), (1.36)
v(z,0) = R 'u(z,0), (1.37)
tedy ziskame nasledujici pocatecni tilohu
vi+Av, = 0, ze€R, te(0,7),T >0, (1.38)
v(z,0) = wvo(z), xze€R. (1.39)

Protoze matice A je diagonalni, lze pocéatecni dlohu (1.38), (1.39) rozdélit na m
nezavislych linearnich advekénich pocatecnich tloh, tedy

oW MNE = 0, 2€eRt€(0,7), T>0,p=1,...,m, (1.40)

WP (2,0) = ovf(x), z€R. (1.41)

Protoze jsme predpokladali, ze matice A je ryze hyperbolicka, tedy vlastni ¢isla jsou
realna, maji tyto rovnice stejny fyzikalni smysl, jako v kapitole 1.3. Jak bylo uka-
zéno, informace (pocéateéni podminka) se bude §ifit po charakteristickych kiivkach

(polopfimkach) x(s) = xo + At rychlosti (charakteristickou rychlosti) A, neboli
reseni advekénich rovnic je nésledujici (viz (1.22))

VP(z,t) =vh(x = Nt), p=1,...,m. (1.42)

Névratem k ptivodni proménné u, viz (1.36), ziskdme nasledujici

u(z,t) = Rv(x,t) = Z vP(x, t)rP = Z vy (x — APt)rP, (1.43)
p=1 p=1
kde r?, p = 1,...,m, jsou pravé vlastni vektory matice A (sloupce matice R). ReSeni

je tedy linearni kombinace pravych vlastnich vektorti matice A, neboli je superpozici
vin (3ifend informace se casto nazyva vlna), které se Sit{ rozdilnymi rychlostmi A\?
a svuj tvar, tj. vh(z — Mt)r?, neméni. Pokud zavedeme levé vlastni vektory 17, tedy
sloupce matice R™1, ziskdme TeSeni zavislé pfimo na pocatecni podmince ug, tedy
m
u(z,t) = Pug(z — Nt)r”. (1.44)

p=1

K urceni Teseni soustavy linearnich rovnic je tedy potireba znat vlastni strukturu
matice A, tj. vlastni ¢isla a prislusné levé a pravé vlastni vektory.

1.4.1 Oblast zavislosti

V této podkapitole rozebereme pojem oblast (téZ obor) zavislosti. Ve struc¢nosti byl
popséan v [1]. Predpokladejme soustavu rovnic s vlastnimi éisly A, p=1,...,m.
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Hledéme oblast zavislosti v néjakém bodé (4, t4), v tomto bodé je feseni u(xy, ty)
ovlivnéno pocatecni podminkou pouze v bodech z4 — N\Pty, viz (1.44). Definujeme
tedy oblast zavislosti nasledovneé:

Definice 1.10 (Oblast zavislosti). Oblasti (oborem) zévislosti bodu (x4, t4) hy-
perbolické soustavy rovnic (1.30) nazveme nasledujici mnozinu

D(l’d7td) = {:L'd—)\ptd,p: 1,...,m}, (145)

kde AP, p =1,...,m, jsou vlastni ¢isla matice A.

»

Lg — )\mtd Tq — )\(m_l)td o Xg — )\th Tq — /\1td :L,V

Obr. 1.5 Oblast zéavislosti.

Situaci ilustruje Obr. 1.5, feSeni v bodé (z4,t4) ovliviiuje pocateéni podminka
v m vyznacenych bodech. Pro hyperbolické rovnice je oblast zavislosti vzdy omezené
mnozina (viz poznamka 1.12), protoze se informace $iii vzdy kone¢nou rychlosti (na
rozdil od parabolickych rovnic), viz model advekéni rovnice, kapitola 1.3. Oblast
zévislosti izce souvisi s numerickou oblasti zavislosti, tzv. CFL (Courant, Friedrichs,
Levy) podminkou. Vice viz naptiklad [9].

1.4.2 Riemanntiv problém pro soustavu linearnich rovnic

V této podkapitole opét definujeme specialni pocatecni tilohu pro linearni soustavy
s po ¢astech konstantni poc¢atecni podminkou (klasicky Riemanntv problém)

w+Au, = 0, z€R te(0,T),T>0, Ac R™™  (1.46)

B B uy pro z <0,
u(z,0) =up(z) = { w, pro x>0 (1.47)
kde u; € R™ a u, € R™ (vektory konstant).

Jak jiz bylo feceno v podkapitole 1.3.1, je TeSeni klasického Riemannova problému
pro jednotlivé advekéni rovnice nasledujici

v pro x— Nt <0,

vl pro x— ANt >0 (1.48)

WPz, t) = b (x — APt) = {
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a pro pocateéni podminky plati

u, = RV[ = varp, (149)
p=1

u, = Rv, = varp. (1.50)
p=1

Tedy hledané feseni u(x,t) ma nasledujici tvar

u(z,t) = Z vPr? + Z vir? = (1.51)

pAP<z/t PAP>x /L
= Z 1Pu,r? 4+ Z 1Pu;r?. (1.52)
p:AP<z/t PINP>T/t

Rankineova-Hugoniotova podminka, viz podkapitola 1.2.1, pro soustavu linear-
nich rovnic je nasledujici

Au, — ) = ANu, — ), (1.53)

tedy skok ve vektoru u, —u; je vlastnim vektorem matice A a A\, tj. A, p=1,...,m,
jsou rychlosti sifeni nespojitosti.

Jak bylo vysvétleno v podkapitole 1.3.1, jednotlivé nespojitosti (skoky) u? —uj se
Sit{ po odpovidajici p-té charakteristice rychlosti A’ doleva nebo doprava (v zavislosti
na znaménku p-tého vlastniho ¢isla). Lze tedy hledané feseni napsat v nésledujicim
tvaru, viz (1.44),

u(z,t) = w+ » Pl —u)’= (1.54)
p:AP<z/t

= u, — Z P(u, —w)r’. (1.55)
PIAP >/t

1.5 Hugoniotovy mnoziny

V této kapitole rozebereme pojem Hugoniotovych mnozin, podrobnéji lze toto téma
nalézt napiiklad v [9], nebo v [22]. Pfedpokladejme soustavu linedrnich rovnic pro
dvé neznamé, viz napriklad model (1.32). Zopakujme Riemanntuv problém pro sou-
stavu linearnich rovnic, podrobnéji viz podkapitola 1.4.2,

WA, = 0, 2€R,te(0,T),T>0, AcR™™  (156)
u(z,0) =up(z) = {

wy pro z <0,

u, pro x>0, (1.57)
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kde w; € R™ a u, € R™. Pripomenme, Ze soustavu predpokladame ryze hyperbolic-
kou s vlastnimi ¢isly A1, A2 a odpovidajicimi vlastnimi vektory r!, r%. Mozné feSeni
vyse uvedeného Riemannova problému pro soustavu linearnich rovnic je na Obr. 1.7.

Fazovou rovinou nazveme rovinu zavislosti u; a usg, ¢asto znaceno (uy, ug)-rovina.
Kazdy vektor u(x,t) = [u1, us]” je v této roviné reprezentovan bodem. Stavy u, a
jsou tedy v (ug,us)-roviné reprezentovany body. Jak bylo jiz feceno v 1.4.2 skok
u, — w; se Sifi jako nespojitost pouze pokud je vlastnim vektorem matice A. Tedy
tsecka Wy w; musi byt rovnob&zna s jednim z vlastnich vektori r! nebo r2.

Ug Do

()=t 4 z(t) = Nt

p1

w u,

Uy

Obr. 1.6 Iustrace k Hugoniotovym mno- Obr. 1.7 Ilustrace feseni Riemannova pro-
Zinam. blému.

Situaci ilustruje Obr. 1.6, skok mezi u, — u; se miize sitit jen pokud stav u, bude
lezet na jedné z vyznacenych primek p; nebo po, kdy plati jiz zminéna rovnobéznost
s vlastnimi vektory, tj. r!|| p; a r?|| po. Tyto piimky jsou mnozinami vSech bodi, které
mohou spojovat stav u; 1. nebo 2. vlnou (nespojitosti, informaci). Tuto mnozinu
bodt nazyvame Hugoniotovou mnozinou.

Uvazujme dvé moznosti pocatecnich podminek Riemannova problému pro line-
arni soustavy a jeho feseni u*, ktery je spojen se stavem u; prvni vlnou (nespojitosti)
a zaroven se stavem u, druhou vlnou, viz obrazky 1.8 a 1.9.

U2 Us L ,

U1 Uy

Obr. 1.8 Reseni Riemannova problému ve Obr. 1.9 ReSeni Riemannova problému ve
fazové roviné 1. fazové roviné 2.

Podrobnéji vysvétlime situaci na Obr. 1.8. Tedy stav (ve fazové roviné bod) u,
je spojen vInou se stavem (bodem) u*, protoZe lezi na tise¢ce p; rovnob&Znou s r,
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prochézejici stavem (bodem) u;. Stejné tak je stav (bod) g, spojen vlnou se stavem

bodem) q*, protoZe lezi na tseéce p), rovnobéznou s r? prochézejici stavem (bodem
q.,p Do p J

u,.. Analogické vysvétleni lze provést u Obr. 1.9.

1.6 Skalarni nelinearni rovnice
Vénujme se nyni nasledujici poc¢atecni tloze pro skalarni nelinearni rovnici

w+[f(w))., = 0, zeR, te(0,7), T >0, (1.58)
u(z,0) = wo(z), zeR. (1.59)
Budeme predpokladat, ze funkce f(u) je konvexni, tedy f”(u) je vzdy kladné. Upo-

zornéme, ze pokud f(u) = au, kde a = konst. ziskavame linearni skalarni rovnici,
viz kapitola 1.3. Nelinearni rovnice lze prepsat do tzv. kvazilinedrniho tvaru, tj.

g+ f'(u)u, =0, (1.60)
kde f'(u) = %(u“). Lze tedy tuto rovnici chapat jako advekéni rovnici (1.13) s pro-

ménou rychlosti proudéni f’(u). Charakteristiky budou, dle definice 1.9, Feseni né-
sledujici soustavy obycejnych diferencidlnich rovnic

()] (1.61)
dtls) _ (1.62)

ds

s pocatetnimi podminkami z(0) = zy a t(0) = 0. ReSenim jsou tedy k¥ivky o rovnici
x = xo+ f'(u)t. Na téchto kiivkach je feseni konstantni, nebot, stejné jako v kapitole
1.6, plati:

d Judt OJudzx ,
Eu(x(s),t(s)) = s + s + f(u)u, = 0. (1.63)

Protoze feSeni je na kiivce konstantni, tj. u = konst., musi platit, ze i f'(u) =
= konst. a kiivky jsou tedy opét primkami. Na rozdil od linearni skalarni rovnice,
kdy se charakteristiky nikdy neprotly, muze byt struktura charakteristik u nelinearni
skalarni rovnice velmi rzné. Tato struktura umoznuje vzniknout razovym vinam,
které jsou specialnim pripadem teseni Riemannova problému, viz podkapitola 1.6.1.

O existenci, jednoznacnosti a vlastnostech feseni nelinearni skalarni rovnice po-
jednéva nasledujici fundamentéalni véta a poznamka (i s dukazy k nalezeni napft.
v [4]):

Véta 1.11 (Kruzkov). Skaldrni pocdtecni dloha (1.58), (1.59), kde f € C'(R)
a ug € L2(R) md jednoznacné entropické reseni u(z,t) € L2(R x RY).
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Poznamka 1.12 (Vlastnosti feSeni). Lze ukazat, Ze entropické feseni z predchozi
véty spliuje nasledujici vlastnosti (viz [4]):

1. stabilita: pro skoro vSechna ¢t € R* plati

lu(z, )] oo mxrt) = [[Uo]] 2o (m)

ro()
r(z,t)

2. monoténnost Teseni: pokud pro dvé pocatecni podminky plati: ug(x)
pro skoro vsechna = € R, potom pro odpovidajici feseni plati: u(x,t)
pro skoro vSechna z € R a skoro vSechna ¢t € R,

<
<

3. klesajici totalni variace (TVD vlastnost): pokud ug € BV(R), potom u(-,t) € BV(R)
a

TV(u(-, 1)) = TV(uo(-)),

4. konzervativita: pokud uy € £'(R), potom
/u(a:,t) de = /uo(ac) dx
R R

pro skoro vSechna t € R*,

5. konecna oblast zavislosti: pokud u(z,t) a r(z,t) jsou dvé entropicka feseni od-
povidajici  pocatecnim  podminkdm  wg(x),ro(z) € L a
M =max {|f'(s)] : |s| £ max (|Juo(z)| zoom), [|7o(2) || £ r)) }» potom plati

/bIT(l’»t) —uz, t)[dr = b_/Mtlro(w) — uo(r)| dz,

jednoduse feceno: pokud ug(z) a ro(x) bude lezet v {z: |z — xo| < d}, po-
tom u(x,t) a r(x,t) bude lezet v trojuhelniku {(z,t) : | — xo| + Mt < d}, viz
podkapitola 1.4.1.

Poznamka 1.13. Prostor BV(R) znadi prostor funkei, které maji omezenou totalni
variaci na R, symbol TV(-) oznacuje totalni variaci néjaké funkce, kterd je defino-

N
vana nasledovné: pro libovolnou funkei u(z) je TV (u) = sup > |u(&;) —u(&-1)|, kde
j=1

supremum je pres vSechna déleni —oco = &) < & < -+ < &y = 00. Definice a vlast-
nosti prostorit L', £ a C' lze nalézt v pozndmce 1.4, nebo v [8]. Vyse uvedend
véta nam kromé jednoznacnosti feseni také uvadi mnoho vlastnosti tohoto feseni. Je
snaha, aby numerické feseni néjakym vhodnym zptisobem kopirovalo tyto vlastnosti.
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1.6.1 Riemanniv problém pro skalarni nelinearni rovnici
Definujme klasicky Riemanntv problém pro skalarni nelinearni rovnici

wH+[f(w)]. =0, zeRte(0,T),T>0, (1.64)

s nespojitymi pocatecnimi podminkami

u(z,0) = ug(x) = { u pro <0, (1.65)

u, pro z >0,

kde u; a u, jsou konstanty.
Jako motivacni priklad zde pouzijeme nevazkou Burgersovu rovnici, viz (1.4), tj.
fesime nasledujici llohu

1
up + <§u2) =0, z€R, te€(0,7),T>0 (1.66)

s pocatecnimi podminkami

—1 pro z <0,

u(z,0) = ug(x) = { | pro x>0 (1.67)

Lze ukéazat, ze funkce u(z,t) = up(z) je slabym Tesenim této rovnice, viz Obr. 1.10.
Také 1ze ukazat, ze i funkce

pro —t <z =<t (1.68)
je slabym fesenim, viz Obr. 1.11. OvSem pouze feseni uy(z,t) je entropické, tedy

fyzikalné spravné.

u u

-1 P (T —1

Obr. 1.10 Reseni Burgersovy rovnice u;. Obr. 1.11 Reeni Burgersovy rovnice .

Pokud u(z,t) je FeSenim Riemannova problému, potom i u(ax,at), pro libo-
volné a > 0, bude fesenim, protoze rovnice (1.64) i poc¢atecni podminky (1.65) jsou
invariantni vzhledem ke zméné souradnic + — ax a t — at. Velmi strucné nacrt-
néme myslenku dukazu: pokud ug(z) je pocatecni podminka a u(z,t) je odpovidajici
entropické Teseni, potom pro pocatecni podminku ug(ax) (coz je stejnéd pocatecni
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podminka jako wug(z)) existuje entropické Teseni u(ax, at). Podle véty 1.11 je toto
feSeni jednoznacné, a tedy musi platit u(az, at) = u(z,t). Pokud zvolime o = 1/t,
ziskavame u(z,t) = u(z/t,1) = w(x/t). V piipadé Riemannova problému se tedy
¢asto mluvi o tzv. podobnostnim FeSeni (,self-similar solution“) a pocateéni tloha
(1.64) a (1.65) se redukuje na hledani funkce w(n) € £, kde jsme oznacili n = z/t,
pro kterou plati nasledujici rovnice ve smyslu distribuci

—nwy(n) + [f(w(n)], =0, neR (1.69)
s pocatecnimi podminkami
w(—o0) = uy, (1.70)
w(oo) = u,.

Vice lze nalézt v [4].
Budeme predpokladat, Ze feseni Riemannova problému (pokud existuje) lze zkon-
struovat kombinaci z nasledujicich t¥{ elementarnich vin (feseni):

1. Konstantni stav, tj. u(z,t) = konst. Jde o klasické TeSeni.
2. Réazova vlna.

3. Vlna zredéni.

Viz napriklad [6], [5], [4] a dalsi.

Razova vlna

Rézova vlna je feseni Riemannova problému (1.64), (1.65) ve tvaru

) w pro x <st,
u(w,t) = { u. pro x> st, (1.71)

kdy musi platit Rankineova-Hugoniotova podminka

fur) = flw) = s(uy —w), (1.72)

kde s je rychlost sifeni nespojitosti, a navic podminka entropie f'(u;) > s > f'(u,),
viz Obr. 1.12. Odpovidajici struktura charakteristik je na Obr. 1.13.

Vlna zfedéni

Vlna zredéni, viz Obr. 1.14, je spojité feseni Riemannova problému (1.64) a (1.65),
resp. (1.69) a (1.70). Plati (budeme pouzivat znaceni u(zx,t) = u(n) = w(n), protoze,
jak bylo naznaceno v podkapitole 1.6, jde o jedno a totéz reSeni, a proto neni nutné
zavadeét jiné symboly)

[=n+ ' (u(n))]uy(n) = 0. (1.73)
Pro u; () = 0 je feseni konstantni, a tedy klasické. Pro u; (1) # 0 bude mit rovnice
n = f'(u(n)) jednoznacné feseni podle véty o Tesitelnosti rovnic. Struktura charak-
teristik v pfipadé viny zfedéni je na Obr. 1.15, kdy plati f'(u;) < f'(u,).
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T —st<0
u;

zo=0 x
z0=0 T

Obr. 1.12 ReSeni Riemannova problému — Obr. 1.13 Struktura charakteristik — r4-
razova vlna. zové vlna.

zo =0 T z0=10 x

Obr. 1.14 Resen{ Riemannova problému — Obr. 1.15 Struktura charakteristik — vlna
vlna zfedéni. ziedéni.

1.7 Soustavy nelinearnich rovnic

Uvazujme nyni soustavu nelinedrnich hyperbolickych rovnic
u + [f(u)], = 0, ze€R,te(0,7),7T>0, (1.74)
u(z,0) = uy(x), zeR. (1.75)
Soustavu (1.74) prepiSeme do kvazilinedrniho tvaru
u; + f'(u)u, =0, (1.76)

kde f’(u) je Jacobiho matice funkce f = f(u). Soustava (1.74) se, stejné jako v pri-
padé linearnich soustav, predpoklada ryze hyperbolicka. Vlastni ¢isla Jacobiho ma-
tice AP(u), p = 1,...,m, se opét nazyvaji charakteristické rychlosti siteni vin (ne-
spojitosti, informaci).

1.7.1 Riemanniv problém pro soustavy nelinearnich rovnic

Stejné jako v predchozich pripadech definujme klasicky Riemanniv problém pro
soustavu nelinearnich rovnic

w + [f(u)], =0, ze€R,t€(0,7),T>0 (1.77)
s nespojitymi poc¢atecnimi podminkami

u(z,0) = uo(z) = {

w pro z <0,

u, pro x>0, (1.78)
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kde u; € R™ a u, € R™ jsou vektory konstant.
Stejné jako ve skaldrnim pripadé plati, ze pokud u je slabym fesenim (1.77)
a (1.78), potom i u(ax, at), pro libovolné a > 0, bude fesenim. Riemanntiv problém

lze prepsat pomoci nové proménné n = 7 na soustavu obycejnych diferencidlnich
rovnic

—nu,(n) + f'(u(n)w, = 0, neR, (1.79)

u(—oo0) = u, (1.80)

u(co) u,. (1.81)

Existenci feseni vyse uvedeného klasického Riemannova problému pro nelinearni
soustavy Fesi nasledujici véta, kterd je i s ditkazem k nalezeni napiiklad v [4], nebo
v [21]:

Véta 1.14 (Lax). Za predpokladu, Ze |u, — w| je dostatecné malé, bude resent

Riemannova problému ve tvaru u = u(n), n = 7. Toto reseni se bude skld-
dat z m wvin oddélujicich m + 1 stavi w; = ug,uy,..., 0, = u,.. Pro libovolné
k= 1,....,m je k-ta vina bud rdizova vina, vina zredéni, popr. kontaktni nespo-

jitost, pokud odpovidajici charakteristické pole je ryze nelinedrni, popr. linedrne
degenerované. Pokud amplituda vsech m vin je dostatecné mald, potom reseni je
jednoznacné.

Vyse uvedené poznatky lze shrnout do nasledujicich ti{ pripadi:

1. Dva konstantni stavy u, a u; jsou spojeny razovou vinou, viz Obr. 1.16, v ryze
nelinedrnim charakteristickém poli A\’ a plati Rankinetiv-Hugoniottiv vztah

f(u,) — f(w) = s'(u, — w) (1.82)

a podminka entropie
N(w) > s" > N(u,). (1.83)

2. Dva konstantni stavy u, a u; jsou spojeny kontaktni nespojitosti, viz Obr. 1.17,
v linearné degenerovaném charakteristickém poli A’ a plati Rankinetiv-Hugo-
niotiv vztah

f(u,) — f(w) = s'(u, — w) (1.84)

a podminka
N(w) = s = \(u,). (1.85)
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u,

Obr. 1.16 Reseni Riemannova problému — razova vlna.

i
¢ A

0 3

Obr. 1.17 Reseni Riemannova problému — kontaktni nespojitost.

3. Dva konstantni stavy u, a u; jsou spojeny vlnou zredéni, viz Obr. 1.18, v ryze
nelinedrnim charakteristickém poli \* a plati

M) < N (u,). (1.86)

Priklad 1.15. Urcete feSeni Riemannova problému pro Saint-Venantovy rovnice
s neménnym obdélnikovym prufezem a rovnym dnem, tj. (1.1) s nulovou pravou
stranou, tedy pro pripomenuti jde o nasledujici model:

hi+q. = 0, (1.87)
2
q Loy
+ | —+=gh = 0
s nespojitymi pocatecnimi podminkami

h

[ : } pro x <0,
aq

u(x,0) = [ h,
qr

(1.88)
] pro x > 0,

kde hy, h,, q, ¢- € R a g = ho.
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Aw) t
\N u,
0

Obr. 1.18 Reseni Riemannova problému — vlna zfedéni.

Reseni. Velmi podrobné lze feseni uvedené tilohy nalézt v [9]. Pro feseni Riemannova
problému pro (1.87) budeme potiebovat vlastni ¢isla a vlastni vektory Jacobiho
matice soustavy. Uvedeme zde pouze vysledky, protoze podrobny vypocet 1ze nalézt
v [1] nebo v [9]. Tedy Jacobiho matice soustavy je

Fa=| o’ o] (189)

2
—& +gh 2%

s vlastnimi ¢isly
AL2 = % ¥ /gh (1.90)

a odpovidajicimi vlastnimi vektory

rlz{%_lm], ’“2:{%:\/@]' (1.91)

Déle pfipomenime, Ze charakteristickd pole definovana vlastnimi ¢isly A2 jsou obé
ryze nelinearni, odvozeni opét v [1] nebo v [9].
Jako prvni rozebereme razovou vlnu, tedy nespojité reseni Riemannova problému.
V tvodu struéné nacrtnéme zptisob feseni: vime zZe razova vlna je takové feseni Rie-
mannova problému, které musi splnovat Rankineovu-Hugoniotovu podminku a také
podminku entropie. Navic budeme hledat feseni v takovém tvaru, abychom ho mohli
jednoduse zobrazit ve fazové roviné. Tedy podrobnéji: hleddme vSechny stavy u,
které mohou byt spojeny s pevné zvolenym stavem u., reprezentujici u; nebo u,.
Jak bylo jiz Teceno, podél razové viny musi byt splnéna Rankineova-Hugoniotova
podminka, tedy
s(u, —u) = f(u.) — f(u), (1.92)

kde s je rychlost siteni razové viny. Pro uvedeny model proudéni obdélnikovym
korytem je Rankineova-Hugoniotova podminka nésledujici

S(hc - h) = {qc—(q, (193)

2 2
4. 4 9
s(ge—q) = h——ﬁ+§(h§—h2).
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Ziskavame dvé rovnice pro tfi neznamé h, ¢ a s. Nejjednodussi zptusob je ziskat
reseni zavislé na jednom parametru, vyberme jako parametr A a eliminujme rychlost
s. Duvodem je, ze kdyz ziskdme zavislost q(h), lze ji pak ihned zobrazit ve fazové
roviné, a my tak ziskdme rychlym zptisobem Hugoniotovy mnoziny.

Z prvni rovnice soustavy (1.93) urc¢ime rychlost Sifeni razové viny

dc — 4
= 1.94
S — (1.94)
a dosazenim do druhé rovnice soustavy (1.93) ziskdme
(¢c—a)? @& @ 9,2 o
MeZ W de T 4 T (p2_p2y), 1.95
= bk e ) (1.95)
Po upravach ziskame nasledujici kvadratickou rovnici pro ¢
h h gh
| 2¢.— > —Z —(he+h)(h.—h)?| = 1.
q (th 0+ (g~ g7 (he + DI )" ) =0, (1.96)
jejiz feSenim je
h h? h gh
=q— T4/ —=—— Z—(he+ h)(h. — h)2. 1.97
0o = ey \/qc (= ) + S 1= ) (197

V pripadé, ze zvolime h = h,., potom dosazenim ziskdme q = q., nebot pozadujeme,
aby kfivka prochézela bodem (h., g.), neboli body (h;, q;) nebo (h,,q,). Na obrazku
1.19 je zobrazena Hugoniotova mnozina bodi u, které mohou byt spojeny se stavem
u; 1. ,rédzovou vlnou“. Uvozovky jsou pouzity z toho divodu, ze jde o vlnu, ktera
splinuje Rankineovu-Hugoniotovu podminku. Aby slo o rdzovou vlnu (tedy entropické
reseni) musi byt navic splnéna podminka entropie, viz dale. Tedy Hugoniotovou
mnozinou jsou pouze nékteré body vyznacené (¢arkované) kiivky. Na Obr. 1.20 je
Hugoniotova mnozina bodii, které mohou byt spojeny 2. ,radzovou vlnou“. Je potieba
zde uvést, ze 1. nebo 2. razova vlna neni uréena znaménky + nebo — v rovnici (1.97).
Volbou znaménka ziskdme pouze ¢ast mnoziny, druha ¢ast patii ke druhé mnoziné.

Abychom ziskali entropické feseni, je potteba splnit tzv. podminku entropie (kon-
krétné pouzivame Laxovu podminku entropie), tedy musi platit pro 1. rézovou vinu
spojujici stav u; a u* (ze vSech vyse uréenych u vybereme ty, co spliiuji Laxovu
podminku entropie a oznacime je u*)

M) > s > A(u*) (1.98)
a pro 2. rdzovou vlnu spojujici stav u* a u,
M(u*) > 5% > N (u,). (1.99)

V ptipadé naseho modelu proudéni neménnym obdélnikovym korytem lze odvodit
jednoduché kritérium, abychom uréili, které body na kiivce na Obr. 1.19 jsou Hugo-
niotovou mnozinou (tj. spliujici podminku entropie), a které ne. V pripadé 1. razové
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0 h 0 h

Obr. 1.19 Hugoniotova mnozina boda Obr. 1.20 Hugoniotova mnozina bodl
spojujici stav q; 1. razovou vinou. spojujici stav q, 2. rdzovou vlnou.

vlny, tj. viny spojujici stav u; a u*, musi charakteristickd rychlost A\! = v — v/gh
klesat (jak plyne z podminky (1.98)). Rankineova-Hugoniotova podminka nam tedy
fikéd, ze h musi rist, a tedy musi platit h* > h;. Stejnou dvahu lze provést pro
2. rdzovou vinu, kdy ziskdme podminku A* > h,. Hugoniotovy mnoziny jsou pro
jednotlivé razové viny vyznaceny na Obr. 1.19 a 1.20 plnou carou.

Nyni uvedeme dvé mozné kombinace vin, viz Obr. 1.21 a 1.22. Rozeberme nejprve
prvni situaci. Na Obr. 1.21 jsou dvé mnoziny Hugoniotovych bodid pro stavy u,
a u, zobrazeny plnou carou. Jak bylo Teceno v kapitole 1.5, feseni Riemannova
problému u* je na prusec¢iku uvedenych dvou krivek. Protoze pro obé viny, splnujici
Rankineovu-Hugoniotovu podminku (lezi na krivee vyznacené ¢arkované) splnuji
i entropickou podminku (lezi zéroven na plné vyznacené ¢asti kiivek), tedy plati vyse
uvedené nerovnosti A* > h; a h* > h,., jsou obé vlny razové, tj. stav u; je spojen se
stavem u* 1. razovou vlnou a stav u, je spojen se stavem u* 2. rdzovou vlnou. Jina

q q

h 0 h

Obr. 1.21 Hugoniotova mnozina bodt pro Obr. 1.22 Hugoniotova mnozina bodii pro
dvé razové viny. 2. razovou vinu.

je situace na Obr. 1.22. Jak je vidét, opét je feseni prisecikem obou c¢arkovanych
ktivek, tj. opét splnuje Rankineovu-Hugoniotovu podminku, ovsem pouze 2. vlna
je vlnou rézovou, tj. spliujici zaroven entropickou podminku (lezi na plné ¢are), tj.
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plati h* > h,. Prvni vlna, spojujici stav u; se stavem u* neni razovou vlnou, nebot
nespliuje podminku entropie, tj. nelezi na plné ¢are, tj. neplati nerovnost h* > h;.
ProtoZe charakteristické pole definované vlastnim ¢islem A je ryze nelinedrni, miiZze
tyto stavy spojovat vina zredéni.

Nyni se tedy zabyvejme vlnou zfedéni, coz je spojité feseni Riemannova pro-
blému. Opét v ivodu hledani feseni struéné nastinime jednotlivé kroky. Misto hle-
dani Hugoniotovych mnozin budeme hledat integralni kiivky a opét pouze tu cast,
ktera spliuje podminku entropie. Na takovychto kiivkach uréime chovani viny zie-
déni. Jak jiz bylo feceno v odstavci 1.6.1 a v 1.7.1, lze Teseni u(z, t) hledat ve tvaru
u(n), kde n = z/t, ktera splnuje nasledujici rovnici

f'(u(n))u'(n) = nu'(n). (1.100)

V piipadé skalarni nelinedrni rovnice lze eliminovat '(n), jak bylo ukdzéno v od-
stavei 1.6.1, ovsem v pripadé nelinearnich soustav je u'(n) vektor. Podle (1.100) je
nutné, aby vektor u’(n) byl vlastnim vektorem Jacobiho matice f'(u(n)) pro kazdou
hodnotu 1 = x/t. Neboli hleddme integralni kiivku vektorového pole r*?.

Integralni kiivka u(n) parametrizovana skaldrnim parametrem 7 je definovina
jako kiivka, v jejimZ kazdém bodé je vektor r'? ve sméru tecny, tj. ve sméru vektoru
u'(n). Pokud médme mnozinu vlastnich vektort, potom skaldarni nasobek je také
vlastnim vektorem, tedy plati

u'(n) = a(nr*(u(n)), (1.101)

kde a(n) zavisi na zvolené parametrizaci n a zvolené normalizaci vektori r'2.
Pro nas model zvolime pro jednoduchost a(n) = 1 a tedy musi platit:

1,2

W) =) = | 2t |- (1.102)

Tim ziskdme soustavu dvou obycejnych diferencialnich rovnic
h'(n) = 1 (1.103)
¢(n) = % ¥ \/gh. (1.104)

Budeme hledat feseni ve tvaru g(h), tj. parametrizované podle h, abychom mohli
feseni jednoduse zobrazit ve fazové roviné. Prvni diferencidlni rovnice ma jednoduché

reseni:
dh(n)
dn
Dosadime do druhé rovnice a ziskame nasledujici diferencialni rovnici s pravou stra-
nou, ke které pripojime pocateéni podminku ¢(h.) = ¢., protoze pozadujeme, aby
integralni kiivka prochazela ve fazové roviné bodem (h, ¢.), kde ¢. = h.v,

=1 = h(n) =n (1.105)

dqg(n) q
0 _EJF@' (1.106)
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Protoze jde o rovnici s pravou stranou, musime nejprve nalézt homogenni reseni
(nulova prava strana), poté partikularni reseni, napiiklad metodou variace konstant.
Souctem homogenniho a partikularniho feseni a zohlednénim pocate¢nich podminek
ziskdme obecné Feseni diferencidlni rovnice (1.106). Tedy nejprve feSme homogenni
rovnici:
dqu(n) _ qu
dn n
Déale hledame partikularni feseni metodou variace konstant, tedy predpokladame
partikularni feseni v nasledujicim tvaru

qp(n) = C(n)n, (1.108)

= qu(n) =Cn. (1.107)

uréime derivaci

) _ -+ o) (1.109)

a dosazenim do diferencialni rovnice (1.106) ziskame

') =7,/ (1.110)
n
tedy piimou integraci ziskame
C(n) = F2V/gn. (1.111)
Partikularni feseni ma nasledujici tvar
qar(n) = F2n/91. (1.112)
Obecné feseni po navratu proménné h je
q(h) = Kh ¥ 2h+/gh, (1.113)

zohlednénim pocatecnich podminek ziskame

a(h) = hv, £ 2h(y/ghe T \/gh). (1.114)

Vypoctené integralni krivky jsou zobrazeny na Obr. 1.23 a 1.24. Upozornujeme,
ze nejde o stejné krivky jako v pripadé Hugoniotovych mnozin, ackoliv jsou velmi
podobné.

Pro zajemce:

Pouze pro zajimavost zde uvedeme pojem Riemannovych invarianti. Vyjdéme ze vztahu
1.114, mame tedy nasledujici dva vztahy

hv = hv. + 2h(\/ghc — \/gh), resp. hv = hv. — 2h(\/ghc + \/gh). (1.115)
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0 h 0 h

Obr. 1.23 Integralni krivky pro vektorové Obr. 1.24 Integralni kiivky pro vektorové
pole r'. pole r?.

po zkraceni h a drobné tpravé, ziskavame

v+ 2+y/gh = v.+ 2v/ghe, rTesp. v —2v/gh =1v.— 2+/ghc. (1.116)

Uvédomme si, ze body (he,ve) a (h,v) jsou dva body na dané integralni kiivce pro vekto-
rové pole r! resp. r?, a tedy funkce

w'(u) = v+ 2y/gh, resp. w’(u) =v—2\/gh (1.117)

mayji stale stejnou hodnotu podél odpovidajici integralni kiivky. Tyto funkce se nazyvaji
1. resp. 2. Riemanniv invariant.

Vratme se k viné ziedéni (konkrétné stredova vina zredéni), jde o feSeni v nésle-
dujicim tvaru

w  pro x/t < m,
u(z,t) =< u(n) pro m =zt < n, (1.118)
u, pro m = v/t

kde u; a u, jsou dva body na stejné integralni kiivce, pro které plati A?(u;) < A’(u,)
(abychom ziskali fyzikalné spravné, tj. entropické feseni), viz podkapitola 1.7.1. Tedy
hleddme feseni u(zx,t) = u(n), které spliuje rovnici (1.100) a lezi na integralni kiivce
pifslusejici jednomu z vlastnich vektort r!»2. Také bylo feceno, ze u’(n) je vliastnim
vektorem Jacobiho matice f'(u(n)), tedy plati nasledujici

[f(u(n)) —nju'(n) =0 = [N(u(n) —nlu'(n) =0, (1.119)

neboli
AP(ua(n)) = n. (1.120)
Vyse uvedené lze psat primo z rovnice (1.100), nebot podle definice vlastnich ¢isel
a vlastnich vektort musi platit, Ze pokud u’(n) je vlastnim vektorem, pak n = ¥ je

vlastnim ¢islem.
Zderivujeme (1.120) podle n:

1= VA?(u(n)u'(n), (1.121)
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kde VAP(u(n)) je gradient p-tého vlastniho ¢isla. Vyuzitim (1.101) a drobnou upra-
vou muzeme formulovat soustavu obycejnych diferencialnich rovnic

)
YO = Xl )y (1122

Resenim v intervalu n; < 1 < 7y s poc¢ateénimi podminkami:

u(m) =w, u(p)=u, (1.123)

ziskdme vinu zredéni uvnit? tzv. véjite zredéni, viz Obr. 1.18. Popsany postup je
obecny, nyni ur¢ime soustavu obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic pro nas model (1.87).
Vlastni ¢isla a vlastni vektory lze nalézt v (1.90) a (1.91), proto zde uvedme pouze
nasledujici vypocty:

At = | T VE L ) = | TEEVE]
Wl(U(n))rl(u(n))=—; 2 kuw»raum»:; = (1.125)

Dosazenim do (1.122), ziskdme nésledujici obycejné diferencidlni rovnice

u'<n>=—§\/§[ et u'<n>=§\/§[ ] 0w

s poc¢atecnimi podminkami (1.123). Podrobné vyfesime pouze prvni ze dvou soustav,
mame tedy nasledujici soustavu

h'(n) = —g M, (1.127)

9

q(n) = —%\/L_ + Zh. (1.128)

Separaci proménnych a poté integraci (1.127) ziskame
—(K —n)% (1.129)

Déle musime identifikovat konstantu K zohlednénim pocatecnich podminek (1.123)
a t¢éz rovnice (1.120), neboli

h(m) = h, m = )\1(11 = Z— v ghy = v — +/ghy,
h() =hey 12 = A(u(ny :q— Vol = v, —\/gh,.  (1.131)

Po uziti obou podminek ziskame hodnotu konstanty K:

K =uv +2+v/gh; = v, + 2/ gh,. (1.132)

(1.130)
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Pro zajemce:

Opét zde pro zdjemce nastinime souvislost konstanty K a Riemannova invariantu. Protoze
K je 1. Riemannovym invariantem, viz (1.117), tj. funkce, kterd je podél odpovidajici inte-
gralni kiivky konstantni, neni tedy nutné dosazovat druhou podminku a rovnitko v (1.132)
je mozno psat ihned.

Resme nyni druhou diferencialni rovnici, tj. (1.128):

dq(n) 2 ¢ 2

-_-_ 1 4=
dn 3Vgh 3
Protoze feseni h(n) jiz zname, dosadime (1.129) do (1.133) a ziskdme nésledujici
diferencialni rovnici s pravou stranou
dq(n) 2q 2

= — K —n)? 1.134

h. (1.133)

kde konstanta K je definovana v (1.132). Opét budeme hledat homogenni a par-
tikularni feseni jejichz souctem ziskame obecné feseni nehomogenni rovnice. Tedy
nejprve hledejme homogenni feseni, tj. fesime rovnici (1.134) s nulovou pravou stra-
nou:

d 2
an) __ 2au_ (1.135)
dn K—=n

separaci proménnych a naslednou primou integraci ziskame
qn(n) = CL(K —n)?, (1.136)
kde ('} je libovolna konstanta. Tuto konstantu upravime jesté pred dalsim vypoctem
nasledovné (z duvodu jednodussiho vyjadieni feseni): Cy = %, kde C je stale

libovolné konstanta. Ziskame nésledujici homogenni reSeni

C

= —(K —n)% 1.137
n(n) = 5 (K = 1) (1137)

Partikularni feseni nalezneme metodou variace konstant, tedy hledame jej ve tvaru

C(n)

S U =) (1.138)

qr(n) =
Zderivujeme partikularni feseni podle 7:

dgr(n) _ C'(n)
dn 27g

Dosazenim (1.138) na (1.139) do diferencialni rovnice (1.133) nékolika drobnymi
Upravami a poté primou integraci ziskame

C(n)

K —n)? -9
(K —mn) 279

(K — ). (1.139)

C'(n)=2=C(n) =2n. (1.140)
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Partikularni feseni ma tedy tvar

—n(K —n)*. (1.141)

Obecné teseni ziskame souc¢tem homogenniho a partikularniho feseni

in(K —n)2. (1.142)

— (K —n)?
(K —n) 575

q(n) = 279

Poslednim krokem je urceni konstanty C' zohlednénim pocéatec¢nich podminek a téz
dosazeni konstanty K, tj.

aqm)=q, m =Nulmn)=v—Vgh, K=uv+2ygh (1.143)
q(n) =aq, m = )\1(11(772)) = v, —ghy, K =uv,+2/gh,. (1.144)

Opét ziskame
C=uv+2\gh =v.+2vgh, = K. (1.145)

Je vidét, ze konstanta je stejnd jako predchozi konstanta K (z tohoto divodu jsme
mirné upravovali tvar konstanty C). Pokud bychom chtéli vyjadrit zavislost g(h),
vyuzijeme Feseni (1.129), a ziskame

q(h) = Kh — 2h+\/gh, (1.146)

neboli
h) = K — 2+/gh, (1.147)

Nyni tedy zname chovani u ptes vinu zredéni.

Pro zajemce:

Stejné jako v predchozim pripadé je konstanta C' 1. Riemannovym invariantem (tj. funkce,
ktera je konstantn{ na odpovidajici integralni kiivce), tedy rovnitko mezi v; +2v/gh; a v, +
+ 2v/gh, je opravnéné.

Dale zde pro zdjemce nacrtneme jiny, elegantnéjsi, zptusob feSeni druhé rovnice. Pro-
toze zname chovani h(n) a zndme i chovani integralni kiivky (stavy popisujici vlnu zredéni
musi lezet na odpovidajici integralni kiivce). Lze tedy pomoci feSeni (1.129) s konstan-
tou definovanou v (1.132) a odpovidajici charakteristikou (po vydéleni h), viz (1.114),
a vyuzitim vlastnosti 1. Riemannového invariantu, ziskame

v(h) = v+ 2y ghi—2+\/gh= (1.148)
= v+ 2/ ghy —2+/gh = (1.149)
= K —2y/gh. (1.150)

Ziskali jsme tedy stejné feseni druhé rovnice, viz (1.147), a Fesili jsme pouze jednodussi
diferencialni rovnici.
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Resenim druhé soustavy (1.126), ziskame nasledujici feseni (detailni fesenf ne-
chavame jiz na ¢tenéfi, postup je identicky jako v predchozim ptipadé):

1
h(n) = —(n — K)? 1.151
(1) = g=(n— ) (1151)
kde K = u; — 2v/gh; = u, — 24/gh,.. A TeSeni druhé rovnice je
C 2
= —-K?+-—nn—K 1.152
q(n) 27g(n )+ 27977(77 ), (1.152)

kde C' = u; — 2v/gh; = u, — 2+/gh, = C.
Pro predstavu uvedme dvé moznosti, jak miize feSeni viny zredéni vypadat. Na
Obr. 1.25 a 1.26 jsou dvé mozné situace. Reseni na Obr. 1.25 zobrazuje dvé viny

q q

0 h 0 h

Obr. 1.25 Integralni kiivky pro dvé viny Obr. 1.26 Integralni krivka pro 1. vinu
ziedéni. ziedéni.
ziedéni, obé spliuji podminku (1.86), nebot napiiklad u druhé viny spojujici stav
u* a u, plati:

h*<h, N v'<wv., = 0" +\/gh* <uv.++/gh,. (1.153)
Na Obr. 1.26 je stav w; se stavem u* vlnou zredéni, kdezto druhé vlna nemtze byt
vlnou zfedéni, nebot nesplnuje podminku (1.86). A

1.7.2 Zobecnény Riemanntiv problém, véta o reseni zobec-
néného Riemannova problému

Zobecnéni Riemannova problému (1.77) a (1.78) lze provést dvéma zptsoby. Prvni
moznosti je zobecnéni samotné soustavy rovnic (pridanim zdrojového ¢lenu), 1ze na-
1ézt napriklad v [5], nebo zobecnéni pocateéni podminky, kdy se nebudeme omezovat
pouze po castech konstantni funkei, viz napriklad v [18], [19]. Posledni moznosti je
samoziejmé kombinace obou predchozich.
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Uvazujme opét soustavu nelinedrnich hyperbolickych rovnic
w +[f(u)], =0, ze€Rte(0,7),T >0, (1.154)

s poc¢atecnimi podminkami

u(z,0) = up(z) = { w(z) pro @ <0, (1.155)

u,(z) pro z >0,

kde w(z) : R~ — R™ a u,.(z) : R — R™ jsou dané omezené, po ¢astech hladké
funkce (obvykle po ¢astech polynomialni funkce) a u;(0) # u,(0), viz Obr. 1.27.

uy

Obr. 1.27Pocatecni podminky zobecnéného Riemannova problému.

Oznacéme hodnoty pocateénich podminek zobecnéného Riemannova problému
v bodé zy =0
u) = w(0), u’ = u,(0) (1.156)

a definujme klasicky Riemanntv problém, viz podkapitola 1.7.1,
u) + [f(u”)], =0, zeRte(0,7),T>0, (1.157)

s poc¢atecnimi podminkami

0
0 ~J u/ pro z <0,
u(z,0) = { W pro x>0, (1.158)

r

Takto definovany Riemanntiv problém je Castéji oznacovan jako pridruzeny. Jak bylo
jiz. popsano v podkapitole 1.7.1, méa klasicky Riemanntv problém slabé entropické
feSeni (pro |u? — uf| dostatecné malé), které mizeme zapsat ve tvaru

T

w(z, 1) = u <¥) (1.159)

a sklada se z m + 1 stavi spojenych vlnou zredéni, kontaktni nespojitosti nebo
razovou vlnou.
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Nésledujici véta dava do souvislosti strukturu reseni zobecnéného Riemannova
problému a tzv. pridruzeného (tedy klasického) Riemannova problému a je dile-
zitym predpokladem pro odvozeni numerickych schémat vyssiho radu. Podrobnosti
lze nalézt v [18] a v [20].

Véta 1.16 (Li, Yu). Predpoklidejme Ze skok [u® —u?| je dostatecné maly, potom
v R(0) = {(z,t)|0 =t £ 0,—00 < z < 0o} md zobecnény Riemanniv problém
(1.154), (1.155) jednoznacné reseni, které ma v okoli pocdtku stejnou strukturu

jako resenti pridruzeného Riemannova problému (1.157), (1.158).

1.8 Parabolické rovnice

V predchozich kapitolach jsme se vénovali ryze hyperbolickym evolué¢nim tloham,
které se typicky pouzivaji v modelovani proudéni. V této kapitole se budeme zabyvat
parabolickymi rovnicemi, které jsou naopak typické v modelovani vedeni tepla nebo
diftze. Formulujme tedy nésledujici skalarni linearni pocatecné-okrajovou tilohu

u; = Dug,, € (a,b),te(0,T), T>0,D¢eR"
u(z,0) = wy(z), =€ (a,b),
u(a,t) = go(t),

u(b,t) = a(t),

kde u(z,t) je hledanéd zachovavané velicina a D je koeficient, jehoz konkrétni tvar
zévisi na modelovaném problému, viz déle, go(t) : (0,7) — R a g1(¢) : (0,7) — R
jsou Dirichletovy okrajové podminky. Budeme predpokladat, ze jsou splnény tzv.
podminky kompatibility, tj. je splnéno nasledujici:

90(0) = ug(a), ¢g1(0) = up(b). (1.164)

Zjednodusené feceno pocatecni podminka musi splnovat zadané okrajové podminky
(okrajové podminky na sebe musi spojité navazovat).
Jako konkrétni modely muzeme uvést napriklad rovnici vedeni tepla uvnitt tyce,
tedy
PCU; = Ay, (1.165)

kde u = u(zx,t) reprezentuje Casovy vyvoj teploty, A je koeficient pro vedeni tepla, p
je hustota materidlu a ¢ je mérna tepelna kapacita materialu.
Dalsim ptikladem miize byt zminény model difize, tedy

Uy = Dy, (1.166)

kde u(x,t) reprezentuje koncentraci ¢astic a D je difizni koeficient.
Nyni uvedeme definice klasického a princip maxima, detaily lze nalézt naptiklad
v [25].
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Definice 1.17 (Klasické feSeni). Klasickym resenim ulohy (1.160), (1.161),
(1.162), (1.163) nazveme u(x,t) takové, ze u € C({a,b) x (0,7)), ma vsechny deri-
vace obsazené v rovnici (1.160) spojité na (a, b) x (0,7), tj. % € C((a,b) x (0,T)),
9 ¢ C((a,b) x (0,T)), a splituje rovnici (1.160) na (a,b) x (0,T), po¢atetni pod-
minku na (a, b) a okrajovou podminku v bodech a a b a podminky kompatibility.

Véta 1.18 (Slaby princip maxima). Necht u(z,t) je klasické reseni lohy
(1.160), (1.161), (1.162), (1.163), potom u(z,t) nabyvd svého mazima a minima
na hranici, tj. v bodech a, b nebo v pocdtku, tj. v case t = 0.

Princip maxima nam v podstaté ik, ze naptiklad rozlozeni teploty v tyci, viz
model (1.165), kde neni pfitomen zadny zdroj tepla (ty¢ nic neohfiva), musi byt
maximalni teplota bud v poc¢ateénim okamziku (pocateéni podminka) nebo na kra-
jich tyce. Dalsim velkym rozdilem oproti evoluénim hyperbolickym rovnicim (které
mohou obsahovat nespojité feseni, tvz. rdzovou vinu) maji hyperbolické rovnice zhla-
zovaci efekt. Tedy pro t > 0 zhlazuji nespojitosti v poc¢ateéni podmince (porovnej
s FeSenim advekéni rovnice, viz kapitola 1.3, kterd nespojitost pouze transportuje).

Pro tlohu (1.160), (1.161), (1.162), (1.163) lze ukazat, Ze existuje pravé jedno
klasické feseni, viz napriklad [25].

Pojmy k zapamatovani

— hyperbolické evoluéni rovnice

— Saint-Venantovy rovnice, Eulerovy rovnice, vazka a nevazka Burger-
sova rovnice

— kinematicka vlnova aproximace (model KWA)

— klasické, slabé a entropické reseni,

— slabé hyperbolické, hyperbolicka a ryze hyperbolické soustava
— Rankinetiv-Hugoniotiiv vztah

— skalarni linedrni rovnice (advekéni rovnice) a jeji feseni

— Riemanniiv problém a jeho TeSeni pro skalarni linearni rovnici
— charakteristiky (charakteristicky systém)

— soustava linearnich rovnic a jeji reseni

— oblast zavislosti

— Riemanniiv problém a jeho feseni pro soustavu linearnich rovnic
— skalarni nelinearni rovnice a vlastnosti jejiho reseni

— Riemanniiv problém a jeho TeSeni pro skalarni nelinearni rovnici
— soustavy nelinearnich rovnic

— Riemanniiv problém a jeho feseni pro soustavu nelinearnich rovnic
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— Zobecnény Riemanniv problém a souvislost jeho feseni s fesenim kla-
sického Riemannova problému

— Hugoniotovy mnoziny
— parabolické evoluéni rovnice
— rovnice vedeni tepla, rovnice difiize

— klasické Teseni, princip maxima, zhlazovaci efekt parabolickych rovnic
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Kapitola 2

Diferenc¢ni metody

Privodce studiem

V této kapitole se Ctenar seznami s Fadou numerickych metod, které Ize pouZit na reseni
uloh zalozenych na evolucnich rovnicich hyperbolického typu. Pijde o skalarni problémy
i 0 problémy popsané soustavami rovnic. Dozvi se také, jaké vlastnosti rozhoduji o kvalité
metod a presnosti ziskaného resent.

Cile
Po prostudovani této kapitoly budete schopni:
e sestavit a aplikovat nékolik numerickych metod pro teSeni prislusnych
parcialnich diferencialnich rovnic
e rozumeét vlastnostem metod nutnych pro ziskani korektnich reseni

e rozumét rozdiliim mezi jednotlivymi metodami a posoudit vhodnost jejich
pouziti na konkrétni problémy

e definovat dulezité pojmy jako konzistence, konzervativita a stabilita

2.1 Skalarni dlohy

Uvazujme nyni skalarni pripad. Stejné jako v pripadé vektorovych funkei 1.6, mi-
zeme i zde sestavit pocatecni nelinearni tilohu

u + [f(w)]. = 0, te (0, 7),z€eR,T >0,

u(z,0) = wuo(x), z €R. (2.1)

nebo lohu linearni

ug +au, = 0, te(0,7),zeR,aeRT >0,

u(r,0) = wo(x), z €R, (2.2)
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kde u = u(z,t) a f € C*(R). Predpokladejme, Ze funkce ug ma omezeny nosi¢, tedy
supp up = {z € R : yp(z) # 0} je omezend mnozina.

Diferen¢ni metody jsou zalozeny na tom, ze si dany interval, na kterém hle-
dédme Teseni, rozdélime na nékolik casti, které nazyvame subintervaly. Jednotlivé
subintervaly jsou oddéleny body x;. Jsou-li vSechny subintervaly stejné veliké, ho-
vofime o konstantnim diskretizacnim kroku Az = z;41 — z; a ekvidistantni siti.
Dale si pro jednoduchost podobnym zptisobem zavedeme konstantni déleni caso-
vého intervalu s ¢asovym krokem At = t,,1 — t,,n € No, T = nAt. Budeme pred-
pokladat, ze % = konst. Hodnotu pfesného feseni v bodé x; a case t, znacime
u? = u(z;,t,), jeji aproximaci Uj. Dale definujme U™ jako vektor se slozkami

J
Ur,j=...,—2-1,0,1,2,....

77

Lj—2 Tj-1 £y Lj+1 Tj42
Obr. 2.1 Diskretizace neznamé funkce

2.1.1 Laxova-Friedrichsova metoda

Laxova-Friedrichsova metoda je jedna z centralnich metod. Tyto metody se tak na-
zyvaji proto, ze k aproximacim prostorovych derivaci vyuzivaji centralnich diferenci.
Konkrétné u této metody aproximujeme derivaci neznamé funkce v bodé z; v case t,,

vyrazem
1 n n
ug(zj,t,) =~ _QAx( = Uj—l)' (2.3)

Ve smyslu této aproximace nahrazujeme i hodnotu neznamé funkce v bodé z;
a v case t, vyrazem

1
u(zj, t,) =~ E(an_l + U ). (2.4)
Této hodnoty vyuzijeme pri stanoveni aproximace casové derivace neznamé funkce

1 1 n 1, . n
(@, tn) R S (g, tann) — ulzg ) ~ (Uj I S+ Uj+1)> - (2.5)

Dosazenim aproximaci (2.3) a (2.4) do diferencidlni rovnice (2.2) ziskdme diskrétni
analogii linearniho problému v nasledujicim tvaru

1 1 1
3 (U - U ) ) Fag O U =0, (20
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ze kterého je mozné jednoduchymi ipravami ziskat hodnotu neznamé funkce na nové
casové vrstvé, a tedy tvar Laxovy-Friedrichsovy metody pro linearni ilohu je

At _un ). (2.7)

1
U + j+1) 2A:Ij'a( j+1 Jj—

n+l _ —
V nelinearnim pripadé je tfeba obdobnym zplisobem zavést aproximaci derivace

tokové funkce v daném bodé a to vyrazem

) t)le ~ = (FUR) = F(U). (28)

Dosazeni této aproximace a aproximaci (2.3) a (2.5) do linearni rovnice (2.1) ziskdme
Laxovu-Friedrichsovu metodu pro reSeni nelinearni rovnice

n+1 __ 1 At n n
Ut = SO+ U = 51 (F(O7) = FUL)). (2.9)

2.1.2 Laxova-Wendroffova metoda

Ukazme si nyni také odvozeni Laxovy-Wendroffovy metody pro lineadrni a nelinearni
pripad. Pr1i jeji konstrukci vyuzijeme vice ¢lent Taylorova rozvoje nez tomu bylo
u Laxovy-Friedrichsovy metody a tim docilime vyssi presnosti aproximace. Predpo-
kladame, ze existuji veskeré derivace, se kterymi pracujeme. V linearnim pripadé
vyjdeme z diferencialniho zakona zachovani ve tvaru

Up = —AUy. (2.10)

Na zékladé Taylorova rozvoje aproximujeme hodnotu u(z;,t,) s presnosti O(At?)
vztahem

du 0*u At?
w(@j, tni1) = w(xj, ty) + 5 — (2, tn) At + — 5 (Ij,tn>7. (2.11)
Zderivovanim vztahu (2.10) ziskdme nésledujici rovnosti
Uy = — Uy = —[aU], = AP Uy (2.12)
Dosazenim rovnosti (2.12) a (2.10) do vztahu (2.11) ziskdame
ou o 0*u(xj, t,) At?
u(xja tn+1) = ’LL(ZL'j, tn) - a%(mjv tn)At + a’ 8;2 9 (213)

S vyuzitim aproximaci neznamé funkce a centralnich pomérnych diferenci ziskame
Laxovu-Wendroffovu metodu ve tvaru

At a’?At?

Ut = U~ a — U + 5 (U

G —2UT + U )). (2.14)

V nelinearnim pripadé ma diferencidlni zakon zachovani tvar

up = —[f ()]s (2.15)
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Hodnotu u(x;,t,) opét aproximujeme vztahem (2.11). Zderivovanim vztahu (2.15)
ziskame nasledujici rovnosti

wy = = [f(W)l = —a(u)ue = [a(u) f(u)a]., (2.16)
kde a(u) = f'(u). Dosazenim rovnosti (2.16) a (2.15) do vztahu (2.11) ziskdme
Wiy, ) = (i, ta) — %(;‘)(mj,tn)m v (a(u(xj,tn))af (“gi{"t")) ==
(2.17)

S vyuzitim aproximaci neznamé funkce a jejich pomérnych diferenci ziskame Laxovu-
-Wendroffovu metodu ve tvaru

A
Ut = U~ L) - fU) + (218)

A 2
+Ttx2<“?+1/2(f< ) = FUD) = aly p(FUD) = FUR)),

kde a” _ JUR )7
j+1/2 Ur L —Ur

Lze vsak ziskat i jiny tvar Laxovy-Wendroffovy metody. Pii ném se c¢astecné

vyuzije pristupu dvoukrokové metody, kdy nestanovujeme hodnoty na ¢asové vrstvé

tny1 PFimo z hodnot v Case t,,, ale nejprve urcime hodnoty v mezicase t,,,1/2. V tomto

mezicase navic zménime déleni ze subinterval (z;_1/2,%;41/2) na (zj, ;41) (Obr.

2.2). Pro ziskani hodnot na v ¢ase t,,11/2 vyuZzijeme opét centralnich diferenci presné

tak, jako v pripadé Laxovy-Friedrichsovy metody

UL = (U7 + Uf) = g1 (F(UF) = FU})). (2.19)

Hodnoty Uj":ll/; vyuzijeme pro aproximace tokovych funkci v diferencialnim zakoné
zachovani na pivodnich intervalech (x;_1/2, %j41/2) X (tn, tn+1) a ziskdme tak metodu

druhého tadu presnosti, kterd mé tvar

Uptt = U = (P = FUT), (2.20)

kde hodnoty U]Tll/; jsou definovany vztahem (2.19).

2.1.3 MacCormackova metoda

MacCormackova metoda je dvoukrokovd metoda. Vyuziva pomocné hodnoty mezi
casovymi vrstvami ¢, a ¢,1 podobné jako tomu bylo u Laxovy-Wendroffovy metody.
Nejprve ziskdme pomocnou hodnotu U j"H vyuzitim vztahu

T n At n n
Ut = Uf = a— (U = U7'). (2.21)
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/'ILJrl

x g L > A |
s UMl o= | ¢ Ul
thrl
9 :
e nt1/2
Q 1/2 s /
=g 0 o U 12
tn+1/2 2
o U ;
. [/‘fl . UJ 11
e j 1 ] | i
| | | | |
Tj-1 Tj—1/2 Zj Ljr1/2 Tj+1

Obr. 2.2 Polovi¢éni krok Laxovy-Wendroffovy metody

Tuto hodnotu nasledné vyuzijeme k ziskani nové hodnoty neznamé funkce na ¢asové
vrstveé t,.1 vztahem.

n Un+0n+1 At n rrn
Urtt = 5 I - QAg;(U Ut (2.22)

V nelinearnim pripadé pak obdobnym zptisobem ziskdme metodu tvaru

Ur+Urtt A

Uit = S - () — FO), (223)
kde At
OpH = Up = T (f(U7) = FU7). (224

2.1.4 Metoda typu upwind

P1i TeSeni linearni skalarni tlohy (2.2) touto metodou je dulezité znaménko kon-
stanty a, které urcuje smérnici charakteristik. Jak jiz bylo zminéno v kapitole 1,
charakteristiky jsou v tomto pripadé primky, na kterych je feseni dané tlohy kon-
stantni. V pripadé, ze a < 0, smérnice je zaporna, charakteristiky sméruji doleva
a proto zavedeme diskretizaci tilohy pomoci doprednych diferenci

Ut —ur —-ur
J J J+1 J
. 2.2
A7 +a N =0 (2.25)
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Je to z toho duvodu, zZe se informace potfebné pro ziskani feseni na nové casové
vrstveé diky sméru charakteristik $iti zprava doleva. Pokud a > 0, situace je opacn4,
charakteristiky sméruji doprava a my sestavime metodu pomoci zpétné prostorové

diference "
yntl _pgn Un — gn
J J J Jj—1
= 0. 2.26
At Ta Ax ( )
Abychom mohli zapsat metodu v kompaktnéjsi podobé, ktera zahrnuje obé predchozi

varianty, zavedeme hodnoty

a® = max{a, 0}, a” = min{a, 0}. (2.27)
Metodu typu upwind pak mizeme napsat nasledovné

n n At n n — n n
Urtt = U — Aw[ U -UMy) +a (Ury = UM (2.28)

Metodu typu upwind pro nelinearni skalarni ilohu (2.1) muzeme psat v tzv. diver-
gentnim tvaru, ktery mé nasledujici podobu

n n At n
Uj = Uj - A_:E( jH1/2 F 1/2) (2.29)

funkce £, /9 budeme nazyvat numerické toky. K tomu, abychom urcili hodnoty
téchto numerickych tokt vyuzijeme kvazilinearniho tvaru nasi tilohy. Ten ziskame
analogicky na zakladé tvaru linearni tlohy (2.2) zavedenim

a(u) = ag(uu) . (2.30)

Potom lze diferencialni rovnici v tloze (2.1) prepsat do kvazilinedrniho tvaru
g+ f'(u)u, = 0. (2.31)

Diskrétni podobu vztahu (2.30) aproximujeme na ¢asové vrstveé t, mezi bunikami j
a j+ 1 vyrazem aj
n FURL) = F(U7)

aj+1/2 = Un ,
J+1

kterym aproximujeme hodnotu smérnice charakteristiky prochézejici bodem 7, J2-
Numerické toky pak volime podobné jako v pripadé metody typu upwind pro linearni
ulohu na zakladé znaménka a”

(2.32)

j+1/2

"o { f(U") kdyz a]+1/2_07
J+1/2 fUM),  kdyz aly, , <O.

Takto zvoleny numericky méa potom nésledujici podobu

(2.33)

1 1
Fip =3 LFU7) + f(U)] = 5 |a%1p0] (U = UF) - (2.34)
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Dosazenim téchto hodnot numerickych toku (2.34) do metody (2.29) ziskdme metodu
typu upwind pro nelinearni skalarni tlohy.

Lze sestavit i jiny tvar metody, ktery je obdobny tvaru (2.28) pouzitého pro
lineadrni lohu. Zavedeme-li na rozhrani vsech bunék

ail = max{al, 08, afyy ), =min{a},, ), 0}, (2.35)

ziskdme metodu ve tvaru

Ut = U = S |alh (U = UPy) + alfy (Ul — U

At
i Ax a;_ 1/2 j)] (2.36)

Je vhodné poznamenat, ze rovnost (2.31 lze napiiklad aproximovat také takto
Ur = U7 = U (U~ V7). (2.37)

Déle si vSak ukazeme, Ze aproximace pomoci numerickych toku (2.34) je mnohem
vhodnéjsi.

2.1.5 Metody pro soustavy rovnic

Metody pro feseni skalarnich tloh, které jsme si odvodili na zacatku této kapitoly,
Ize s jistymi tpravami pouzit i na reseni soustav hyperbolickych rovnic, které jsme
popsali v ¢asti 1.7. Tvary nékterych metod pro linedrni tlohu (2.47) si zde uvedeme
bez odvozeni, kterd jsou analogické ke skalarnimu pripadu.

e Laxova-Friedrichsova metoda

Ut = 5(U +U},) - 2AxA(U]+1 uUr ). (2.38)

e Laxova-Wendroffova metoda
U"Jrl U” A—— At Uur U A? AL U” 20U - U 2.39
~ A5, (U} 1)+ N — Ul =20+ U ,). (2.39)

e McCormackova metoda

Ur+ Ut At

n+l rrn41 rrn41
Ut = 5 ] —AzAx(Uj+ - UM, (2.40)
kde At
urtt =up - A Ur, —Up). (2.41)

V nelinedrnim pripadé maji pak tyto metody tvary
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e Laxova-Friedrichsova metoda

Uj = §(Uj—1 + Uj+1) - E(f(UjH) - f(Uj—l))' (2-42)
e Laxova-Wendroffova metoda
n+l _ yrn At n+1/2 n+1/2
Uj - Uj - E(-f(Uj—o—l/Q ) - f(Uj—l/Q )): (2'43)
fe ] At
UL = 50 + U8 = 5 (FUR) — FU)). (244)
e McCormackova metoda
n U; + ﬁ?ﬁ_l At rn rTn
Uptt = S - SO - SO, (245)
kde
rrn+1 n At n n 4
U™ =Uj —A—x(f( ) — FU). (2.46)

Metoda typu upwind

Vyrchodiskem pro sestaveni metody typu upwind pro feseni soustavy linearnich rov-
nic je rozklad na soustavu m nezavislych rovnic pro m nezavislych proménnych.
Méjme linearni soustavu

U,+AU, = 0, reR,te(0,T), (2.47)
U(z,0) = wug(x), =z €R, '
s realnou ¢tvercovou matici A a hladkou pocatecni funkei ug = uo(z) : R — R™.
Predpokladame, ze matice A je diagonalizovatelna, a lze ji tedy napsat jako

A=RAR, (2.48)

kde R je regularni matice, jejiz sloupce jsou tvoreny vlastnimi vektory R matice A
a A = diag(\, ..., \™) diagonalni matice tvoiena vlastnimi ¢isly matice A. Sou-
stavy tohoto typu lze rozlozit na soustavy m rovnic pro m nezavislych proménnych

v+ N =0 p=1,...,m, (2.49)

kde U = Rwv. Kazdou z téchto rovnic lze Tesit metodou typu upwind odvozenou
v ¢asti 2.1.4. Ta mé pro p-tou rovnici v bodé z; tvar

n n At n n — n n
VP +1_ v ~ [Ap,+(vjp, — VPR N (VEL — VP )] 7 (2.50)
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kde
APT = max{\?,0}, A" =min{)\?,0}. (2.51)

Zavedeme-li vektor V" o m slozkéch, které tvori funkce Vjp " muzeme tyto rovnice
zapsat v maticové podobé

At

LZBRE ~ ATV =V )+ A (V] - V)], (2.52)
kde matice AT = diag(A\b", ..., A™F) a A~ = diag(A\b—, ..., A7), Jelikoz u =
= Rwv, pak aproximace V" = R'U 1. Soustavu lze tedy prepsat do tvaru

Cyrm g A Ay p-lpm S S
R lUj T-R 1Uj A [A+(R lUj - R 1Uj,l) +A (R lUjJrl - R lUj )} .
(2.53)
Vynéasobime ji zleva matici R
RR'U'' = RR'U} - ~ [RA*R' (U} —U",)+ RA"R (U}, — U]
(2.54)
a tim ziskame metodu typu upwind pro reSeni linearni soustavy rovnic tvaru
mn n A n n n n
Ut =U; - o (AT (U -Ur )+ A (U}, - U, (2.55)

kde At = RATR‘'a A= RA"R%.

Metodu typu upwind lze pochopitelné zkonstruovat i pro feseni nelinearnich sou-
stav rovnic. Tvar je opét maticovou obdobou metody pro feseni nelinearni skalarni
rovnice sestavené v c¢asti 2.1.4. Nelinearni tlohy maji tvar

U,+ [F(U), = 0, reRte (0,7)

U(z.0) = wuo(z), zER, (2.56)

ktery lze upravit na

U +AU)U, = 0, reRte (0,T)

U(z,0) = wuo(z), v€R, (2.57)

kde A(U) = F'(U) je Jacobiho matice vektorové funkce F' = F(U). Tvar metody
typu upwind je potom

U; = =Uj Ax( j+1/2 Fj—1/2)- (2.58)
Numerické toky jsou definovany
n 1 n n
j+1/2 = 9 [f( ) + f( J+1 ] - ‘A +1/2} (Uy+1 Uj ) ) (2-59)

kde matice A” 12 e néjakd vhodné aproximace matice A(wu) v Case t,, mezi bunkami
jaj+1. Nektere volby téchto matic budou uvedeny pozdéji.
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2.1.6 Vlastnosti metod

Dosud jsme konstruovali nejriiznéjsi numerické metody, aniz bychom se prilis zaji-
mali o to, zda jsou vhodné pro feseni nasich tloh a zda viibec ,funguji“. V této
casti si popiseme nékolik zakladnich vlastnosti, které by . fungujici* metody mély
splnovat.

Budeme zde pracovat s pojmy konvergence, konzistence a stabilita, které si nyni
priblizime. Pod pojmem konvergence priblizného feseni k pfesnému feSeni tlohy
minime takovou vlastnost, kdy ziskané reseni danou metodou lze libovolné zpres-
niovat (tedy priblizovat k presnému feSeni) tim, Ze zmensujeme velikost ¢asového
kroku. V limitnim pfipadé At — 0 (a tedy i Az — 0, nebot stile predpokladame,
ze % = konst.) pak ziskdme presné feseni. Konzistenci metody s danou diferenci-
alni rovnici minime vlastnost, kdy prislusné diferenéni schéma je v limitnim pripadé
At — 0 shodné s danou diferencidlni rovnici. Stabilita metody pak zajistuje, ze
chyby, kterymi jsou zatiZzena vstupni data metody, zistavaji béhem vypoctu ome-
zeneé.

V této ¢asti uvedeme definice nékterych zakladnich pojmﬁ z teorie diferenc¢nich

metod pro feseni skalarnich tloh. Pfipomenme, ze uvazujeme = konst. Explicitni
diferenc¢ni formule metod 1ze potom zapsat ve tvaru
Ut = HU™), (2.60)

kde H je operator prechodu z ¢asové vrstvy n na vrstvu n + 1. Linearni diferenc¢ni
schéma pak lze psat ve tvaru

Ut = HU™, (2.61)

kde H je linearni operator . Nyni uvazujme pripad hladkych feSeni.

Definice 2.1. Lokdlni diskretizacni chybu L™ metody (4.8) definujeme vztahem

iﬂle - HU™], (2.62)

LM —
A

kde U™ je posloupnost o ¢lenech uf = u(wj,ty,).

Definice 2.2. Globdlni diskretizacni chybu E(z;,t,) (budeme ji znacit E7') metody
(4.8) v bodé z; a case t, definujeme vztahem

E? =U" —u(xj, t). (2.63)

J J

Definice 2.3. Diferencni formule se nazyva konzistentni s prisluSnou aproximova-
nou rovnici, jestlize pro vSechna j a n takova, ze T' 2 nAt plati

L} — 0 pro At — 0. (2.64)
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Pro priklad dosadme do Laxovy-Friedrichsovy metody (2.7) hodnoty presného
feSeni u(x,t). Lokélni diskretizacni chyba je pak podle definice 4.1 uréena vztahem

L} = A ujH ~ 3 (uj,l + ujH) + A" (uj+1 — Ujﬂ) : (2.65)

Zajima nas limitni pripad, kdy At — 0. Potom i Az — 0. V pripadé klasického
reSeni plati
1

) (ufy +ufyy) — uf (2.66)

a lokalni diskretizacni chyba je tedy

n+l u?

lim L" = lim -7 4+ ¢ lim
Ai—>0 J Ai—»o At + Au}c—m 2Ax

n n
Ujp1 — Ui

= (u;)r +a(u;), =0.  (2.67)

Metoda je tedy konzistentni s rovnici (2.2).

Definice 2.4. Nejvetsi prirozené cislo p, pro které existuje konstanta Cp > 0
takova, ze pro vSechna j a n takova, ze T = nAt plati

L} = Cr(At)? pro At — 0, (2.68)

se nazyva rdad konzistence.

Meéjme opét Laxovu-Friedrichsovu metodu (2.7). VyuzZijeme Taylorova rozvoje

druhého tadu ¢lenti u?“, ul g aul
uith o~ uf o+ Aty + (At)QUtt(fl),
I )
uj,, o~ uj 4 Avu, + (A—;yum(fg),

kde &1, & a &3 jsou body z prislusnych okoli x;, x;_1 a z;41. Tyto rozvoje dosadime do
vztahu pro lokélni diskretizacni chybu (2.65). Déle vyuzijeme toho, Ze u; + au, = 0,
a tedy uy = a*ug,(viz(2.12)). Lokalni diskretiza¢ni chyba m4 potom tvar

1 2(At)? Az)? Az)?
(2.69)
Metoda je tedy prvniho fadu konzistence (p = 1) nebot plati
2A A 2 A 2
A (€)= O (6) 4 () + O (6) — i (63)) < oA (2.70)

2 4At 2At
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tedy
a’ (Ax)? (Ax)?
?umr(§1> - 4(At)2 (um(&) + um(&’»)) + 2(At)2 (um(@) - Um(&i)) < Cp (2-71)
(Az)?

za predpokladu, ze B0z = konst. a u,, je ve vSech bodech omezena.

Definice 2.5. Metoda ur¢ena formuli (4.8) je konvergentni, jestlize pro vSechna j
a n takova, ze T = nAt plati

B — 0 pro At — 0. (2.72)

Definice 2.6. Rekneme, Ze linearni metoda (4.9) je linedrné stabiln, je-li posloup-
nost {||H"||} omezena, tzn. pro kazdé T existuje ¢islo C's > 0 takové, ze plati

IH"|| = Cs (2.73)

pro vSechna n takova, ze nAt < T.

Poznamka 2.7. Dalo by se Tici, ze stabilni metoda je takova, ktera zabranuje tomu,
aby se chyby ve vstupnich datech prilis zvétsovaly. Mame-li napiiklad presna data
V a data zatiZend chybou V', pak velikost této chyby (ozna¢me ji e) definujeme
napriklad

e=|V-V|. (2.74)

Chceme-li, aby tato chyba byla béhem vypoctu omezena, musi existovat C' > 0
takové, ze ~ _
IH(V)-H(V)| =V -V]|. (2.75)

Tento pozadavek lze pouzit i obecné, tedy i pro nelinedrni piipady. Casto pokladame
C =1, nebot v tomto pripadé se chyba nezvétsuje. V linearnim pripadé navic plati

IH(V)-HV)| = |H(V - V)| < [[H|[|V - V] (2.76)

Velikost chyby tedy zistane omezend, pokud ||H| < C. Jelikoz tlohu fesime po
casovych krocich At, pro hodnotu feseni v case t,, = nAt plati

(Ve =Vl = |H (V" = V)| = [[H|"|V - V[ =C"[V-V]. (277

Pokud tedy C' = 1, pak ||[H"|| < || H||™ = 1 a chyba ve vstupnich datech se nebude
casem zvetsovat. Lze ukazat, ze je mozné volit C = 1 4+ aAt, pro néjaké a > 0. Pri
této volbé ma pak konstanta C's uvedena v definici 4.4 tvar

Cg = e, (2.78)
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Poznamka 2.8. Pouzita maticova norma je indukovana zvolenou vektorovou nor-
mou a to tak, ze pro matici A € R™"™ je definovana vztahem

A
14 = sup 1A% v e g (2.79)
w0 ||Vl
Je mozné pouzit naptiklad obvyklou Eukleidovskou normu ||-||2 nebo normu ||-||2, Az
definovanou
U200 = (2.80)

Pracovat s vektorovymi a maticovymi normami je mozné, nebot funkce ug(x) mé
omezeny nosi¢ a vzhledem k tomu, ze se hodnoty funkce u(x,t) Sif{ po charakteris-
tikach, kterymi jsou primky s kladnou smérnici, existuji Zmin, Tmax € R takové, ze
hodnoty u(x,t) jsou nulové pro & & (Tmin, Tmax)-

O konvergenci linearni metody hovori nasledujici véta, jejiz ditkaz je mozné nalézt
napr. v [9].

Véta 2.9 (Laxova). Necht linearni metoda (4.9) je konzistentni. Tato metoda je
konvergentni pravé tehdy, kdyz je stabilni.

Jako priklad si vezméme metodu typu upwind

Ay (2.81)

Uit =Uf —ax (U = U

pro linearni rovnici (2.2), kde je konstanta a < 0. Ukazme si pro tuto metodu
odvozeni podminky stability. Z (2.81) plyne

Z Uj P = Z ( 1—|—a— _aA_xUjHP =
j=—o00 j=—00

< - At n|2 At n 2

< 3 @+ a R PR+ 201+ ak RN + eI

Jj=—00
- A n n
S Y [ oo R+ Ik ol el (U 4107 P) + oo PO +nﬂ
j=—00

= At At At At 510
§Z[(1—|—aA—)—|—2\1 ax o]+l Iy]wjy.

j=—o00

Po odmocnéni a prenasobeni diskretizacnim krokem Az tedy plati

At At
HWHMm—bHﬂ—+HW—WWWMm
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At At 1™

T H]g,00 < ’1+GE|+|CLE’ 1U°]]2,80-
Pro
—1§a%§0, a<0 (2.82)
plati
|1+aﬁ\+|aﬁ :1+aﬁ—a£:1.
Ax Ax Ax Ax

Metoda je tedy stabilni za predpokladi (2.82).

Obdobnou podminku stability ziskame i pro Laxovu-Friedrichsovu metodu, ktera
mé pro linedrni skalarni tlohu (2.2) tvar
Pro nazornost pouzijeme jiného postupu nez v pripadé metody typu upwind. La-
xovu-Friedrichsovu metodu pro feseni na celém intervalu pfepiseme do tvaru U™t =

=HU"

Ut [0 0 0 0 0 ... 0 ur
Uyt c, 0 ¢cg 0 0 ... 0 Uy
untt 0 ¢, 0 ¢ O 0 ur
: - g f _ ] (2.84)
U]T\Lftll 0o ... 0 0 Cr, 0 CR U}{;fl
U 0 ... 0 0 0 0 0] |UF |

kde cf, = % + ;‘ﬁ; acgp= % — gﬁ;. Na krajich intervalu jsou hodnoty polozeny rovny

nule. Zvolena maticova norma ||.||;, kterd je rovna maximdalni hodnoté sloupcového

N
souctu ||[H||; = max ) |hil, je
ioi=

1 aAt 1 aAt alt 1
H|, = |- - — <1 < - 2.
I ‘2+2AJ ‘2 28z = 7 |2Az| = 2 (2.85)
Metoda je tedy stabilni za podminky
At
— <1 2.86
e < (286)

Poznamka 2.10. Pro konkrétni metodu a tlohu (2.2) nebo (2.1) ¢asto vyjadiujeme
disledek podminky stability (4.16) ve tvaru

At

— < konst. 2.87

Az = " (2.87)
Hovorime pak o Courantove-Friedrichsové-Lewyho (CFL) podmince. Pro nédzornost
si ukazme geometrickou interpretaci CFL podminky na linearni rovnici u; + au, = 0.
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fni1 Uyt

charakteristiky

a>0

i1 4 Bl

Obr. 2.3 Geometricka interpretace CFL podminky

Ta mé4 tvar (2.86). Reseni je v tomto piipadé konstantni na charakteristikach,
které maji smérnici % CFL Podminka pak zarucuje prenos feSeni z mista mezi
,spravnymi* uzly (viz Obr.2.3).

V tabulce 2.1 jsou uvedena schémata nékterych metod a jim odpovidajici pod-
minky stability.

Nézev metody Diferenc¢ni schéma pro Podminka
stability
jednostrannd L Urtt = ur — LLa(Ur — U) a>0 [aft <1
jednostranni R U]’“l Uy — KL T = UM) a<0 | —aft <1
urtt =Lwnr, +un
Laxova-Friedrichsova J 2( VRPN + Ul - . a€R | |a]RE At <
—ma( T —UMy)
urtt =yr — ur,—ur
Laxova-Wendroffova J T 2“ oUjr a 1)—2 a€R |a\% <1
+oa70* (U — 207 + URLy)

Tab. 2.1 Podminky stability pro rovnici u; + au, = 0

> v s s . _ vs vy s de

V piipadé nelinearni tlohy (2.1) jsou charakteristiky pfimky, pro néz plati §7 =
= f'(u), nejsou tedy rovnobézné. Hodnota konkrétni smérnice je zavisla na funkci
u. Délku ¢asového kroku je tedy treba volit s ohledem na hodnotu reSeni na celém

intervalu, proto ji vyjadiujeme ve tvaru
max|f( )]—<1 (2.88)

Vezméme si opét Laxovu-Friedrichsovu metodu a ukazme, Ze pri splnéni podminky
(2.88) je stabilni. Méjme dvé FeSeni nelinedrni dlohy (2.1) V' a V| tedy plati

1 A
Vi = SV Vi) = sx- (Vi) = FV) (2.80)
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A - .
VP = S 4+ Vi) = ae (F(V7) — TV, (290)

Zavedme si W' = V' — Vj" pro rozdil obou feSeni. Ode¢tenim vztahu (2.90) od
vztahu (2.89) ziskdme

n 1 n At n n n rn
Wj = E(W W]+1) E [(f(VjH) f(Vj+1)) - (f(V;—1) - f(V]—l)):| .

) (2.91)

Je-li f hladka konvexni funkce, potom pro néjaké §7 € (V*, V") plati
FOVP) = F(V) = FEV) = V) = f(EHW] (2.92)

Vyuzitim tohoto vztahu muzeme rovnost (2.91) prepsat do tvaru

. 1 At 1 At .

M/j+1: (Q—EJH( ]+1))W+1+ ( +K (& ))W (2.93)

Pii predpokladaném splnéni podminky (2.88) (pripomenme, ze funkce f(u) je kon-
vexni, tedy funkce f'(u) je monoténni, a proto splnéni podminky (2.88) v uzlovych
bodech z; zarucuje, Ze Qifp "(§11) = 2) jsou obé zavorky v (2.93) nezaporné. Proto
plati

§ 1 At 1 At :
WS (5= 5aa € ) Wl + (5 + 5aa €0 ) Wl 290

Secteme-li tento vztah ptes vSechny uzly j, dostavame

> WSy Y W mﬁzwn——zf Pl +
Jj=—00 Jj=—00 j=—00 Jj=—00
Z FEGDIWiLyl (2.95)
]_foo

Vzhledem k tomu, Ze v krajnich uzlech predpokladame nulové hodnoty neznamych
funkei, posledni dva soucty vztahu (2.95) se vzdjemné vynuluji a dochazime ke
vztahu

Z |I/Vj"+1| < Z |an| neboli ||Vanrl — ‘7"+1||1 S|\vr - VnHl (2.96)

j=—o00 Jj=—00

Laxova-Friedrichsova metoda je tedy stabilni.
Pri Teseni soustav linearnich rovnic vychéazi odvozeni podminky stability z roz-
kladu na soustavu nezavislych rovnic (2.49). Reseni jednotlivych rovnic se Sif{ po
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charakteristikdch o smérnicich /\ip Pro stabilitu celé soustavy je tedy nutné zvolit
casovy krok, ktery je stabilni pro kazdou z rovnic. Dochazime tak k podmince

At
MPl— < 1. 2.
mgx| ‘Ax < (2.97)

V nelinedrnim pripadé vyhazime ze soustavy (2.57) a na zakladé analogie k (2.97
vyjadirujeme tuto podminku tvarem
At
max [\ (u)|— =1, 2.98
ax [\ (u)| 5 < (2.98)
kde A(u) jsou vlastni ¢isla matice A(u).

Dalsim pojmem, ktery si zde vysvétlime je konzervativita. Ta znamena, ze veskeré
zmeny celkové bilance neznamé funkce jsou v dané oblasti zptisobeny pouze rozdilem
vstupniho a vystupniho toku. V dané oblasti se tedy nic neztraci ani nic nevznika
(stejné jako je tomu u popisovaného fyzikalniho déje). Reseni nasich iloh (2.1) a (2.2)
tuto vlastnost splnuji. Proto je vhodné na teSeni téchto tiloh pouzit konzervativni
metody.

Definice 2.11. Rekneme, Ze metoda je konzervativni, jestlize pro aproximaci ne-
znamé funkce plati
> urt = Z Ur. (2.99)
j=—00 j=—00
Piedpoklddame, Zze lim U; =0 a lim U; = 0.
J*) [ee) _]HOO

Ukazme si nyni, ze metody, které lze zapsat v divergentnim tvaru jsou konzer-
vativni. Pro feseni v bodé z; plati

n n At n
Uj = Uj - A_x( j+1/2 F 1/2) (2.100)

Sectenim téchto rovnosti pres vsechny uzly s indexy j ziskame
Ut = 3 T " (o 34 2.101
Z > U; T Ar > (e = Filap). (2.101)
j=—o00 j=—00 j=—00

Protoze F+1/2
tecné velké indexy |j| predpokladame nulové hodnoty neznamé funkce a tedy i toki.
Celkovéa bilance neznamé funkce tak ztstane zachovana

Z Uptt = Z uUr. (2.102)

J=—00 Jj=—00

F i 1y_1/2, toky uvnitt intervalu se vzajemné odectou a pro dosta-

Metody v divergentnim tvaru se proto ¢asto oznacuji jako metody v konzervativnim
tvaru.
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Pro teseni tloh, ve kterych se vyskytuji velic¢iny, které z fyzikalniho hlediska
nemohou nabyvat zapornych hodnot (napf. hloubka vody), je vhodné pouziti metod,
které zaru¢i nezapornost danych aproximaci. Takové vlastnosti se rika pozitivni
semidefinitnost.

Definice 2.12. Rekneme, Ze dana metoda je pozitivné semidefinitni, jestlize plati

(U" =2 0) = (U™ = H(U") = 0). (2.103)

Jako priklad si vezméme Laxovu-Friedrichsovu metodu a ukazme, Ze je konzer-
vativni a pozitivné semidefinitni. Reseni v ¢ase t,41 v bodé x; ma hodnotu

1 At
n+1 n n n
(]‘7 + o 5 (Uj—l + ]+1) — &E ( j+1 []‘7 ) (2104)
Konzervativitu ukdzeme tak, ze rovnosti (2.104) secteme pres vsechny uzly
§ : n+1 E n n § n
U] + — 5 (Ujfl + j+1) — CLE ( G+1 — U ) (2105)

Opét je zfejmé, Ze za piedpokladu lim U; =0 a lim U; = 0 plati

J— = J—00
1 & > N
SO U HUR) = DU D (U —UR) =0 (2106)
j=—o0 Jj=—00 j=—00

a podminka konzervativity Z U; nl — Z Uj" je splnéna.
j=—00 j=—o00
Pro prokazani pozitivni semidefinitnosti predpokladame, ze U7 ; = 0, U}, ; = 0
a plati CFL podminka |a| 5> AL < 1. Metodu lze snadno piepsat do tvaru

(1 A (1 A
U] +1 _ Ujfl (5 _'_CLE) -+ j+1 (5 — CLE> . (2107)

Pokud je a > 0 potom

1 " At - 1

2 TAx 2’

1 At 1 1

Z_ag— > Z_Z=0. 2.108

2 “Az = 273 (2.108)
Pokud je a < 0 potom

1 At 1 1

S22t > 22

5T = 3730

1 At 1

- = Z. 2.1

50 T (2.109)

V obou pfipadech jsou obé zavorky ve vztahu (2.107) nezaporné, a proto plati, ze
U ;‘H 2 0. Laxova-Friedrichsova metoda je tedy pozitivné semidefinitni.



54

Diferencni metody

2.1.7 Lokalni Laxova-Friedrichsova metoda

Centrélni metody jsou, jak uvidime obecné zatiieny velkou numerickou difﬁzi Di—
s veétsi teplotou do mist s mensi teplotou. Obecné dochaz1 k vyrovnavani rozdila
v hodnotéch sledovanych veli¢in. Presné feseni nasich tloh vsak zadnou diftizi neob-
sahuje, a je tedy vhodné tento nezadouci jev potlacit. Jako priklad si opét vezméme
Laxovu-Friedrichsovu metodu pro nelinearni skalarni rovnici (2.9), kterou lze zapsat
také v divergentnim tvaru

Ui = U = 5 e = Fitagel (2.110)

kde

WU+ TUP] — g (U U, a=50 (211)

DN | —

n i
j+1/2 =

Prestoze je tato metoda konstruovana pro feseni zékona zachovani u; + [ f(u)], = 0,
lze ukazat, ze presnéji aproximuje bilan¢ni vztah

ur + [f(u)]e = Dy, (2.112)

kde D je difizni koeficient. Prepiseme-li Laxovu-Friedrichsovu metodu s numerickym
tokem (2.111), ziskdame

Uf+1—Uf+f( ]n+1>_f(Unfl) AHUUH_ZUn+ g+1

I = . 2.113

At 27z o (Az)? (2.113)

V této aproximaci tak diftznimu koeficientu odpovida clen D ~ §Axr = %.
Abychom numerickou diftzi snizili, zavedeme lokalné zavisly parametr

ajiqp = max (] f'(u)]), Vu € <Un ]n+1> (2.114)

V pripadé konvexni funkce f je
]+1/2 —maX{|f( ML ]+1)‘} (2.115)

Takto zavedeny parametr skutecné snizuje numerickou difiizi metody, nebot pri spl-
néni nutné podminky stability |f(u)| 5, At < 1 pro vsechny hodnoty funkce u plati

Az
If (w)| £ — A7 = a. (2.116)

Pro lokalni Laxovu-Friedrichsovu metodu v divergentnim tvaru se tedy pouzivaji
numerické toky ve tvaru

1
Tae =5 U = FUR) = U U] (2117)
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Poznamka 2.13. VSimnéme si jesté, ze takto zvoleny numericky tok je jakymsi
prechodem mezi numerickymi toky centralni metody a metodou typu upwind po-
psané v casti 2.1.4, u které je vliv numerické diftize nejmensi. To je ziejmé z tvaru
tokové funkce, ktery u metody typu upwind je

e = B [f(Uj )+ f( j+1)} 3 ‘aj+1/2‘ (Uj+1 - U; ) ) (2.118)
kde
fU) — f(U7)
Ajy)p = - — (2.119)

Numericka difize zde nemtiize byt vétsi nez u lokalni Laxovy-Friedrichsovy metody,
kde je parametr a%iy s volen jako maximalni hodnota podilu (2.119) na daném
intervalu.

Poznamka 2.14. Abychom se zcela zbavili vlivu numerické difize, pouzili bychom
numericky tok (2.111) s volbou a = 0. Takova metoda je vSak nestabilni a ukazuje
se, ze urcité mnozstvi numerické diftize je pottebné k zajisténi stability metody.

V pripadé nelinearni soustavy diferencialnich rovnic o m rovnicich je treba po-
dobné jako u metody typu upwind vyuzit ke konstrukei lokalni Laxovy-Friedrichsovy
metody aproximace Jacobiho matice soustavy a jejich vlastnich ¢isel a vlastnich vek-
tortt. Numericky tok je definovan

m

n n 1 m,
[f(Uj ) + f( j—i—l)} - 5 Z ajf1/2a§+1/27“§+1/2, (2'120)

p=1

N —

n _
J+1/2 =

kde je vyuzito rozkladu skoku v neznamé funkci

U = Za§+1/2r§.’+1/2 (2.121)
r=1
a
;) p = max{|A7], AT} (2.122)

Dalsi variantou metody je pouziti numerického toku (2.118) s volbou

AT (2.123)

gy = max{mgx{ R¥as

jejiz obdoba bude podrobnéji popsana pri konstrukei metody typu central-upwind.
Podrobnosti o téchto rozkladech je mozné nalézt napiiklad v [9)].
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2.2 Ulohy s pravou stranou

Dosud jsme se v této kapitole vénovali homogennim tlohédm, tedy takovym, které
maji nulovou pravou stranou. Nyni si stru¢né popisme zpiisoby, jakymi lze modi-
fikovat pouzité metody na nehomogenni ulohy. Jako priklad si vezméme linearni
skalarni tlohu se zdrojovou funkci 1)

u +au, = Y(u,z), te (0, 7),zeR,aeR,T >0, (2.124)
u(z,0) = wup(z), z € R, '
kde v = u(z,t), f € C*(R) a ¢ = ¥(u,r). Na tuto tlohu lze aplikovat vSechny
popsané metody, do kterych je pouze nutno pridat néjakou vhodnou aproximaci
zdrojového c¢lenu W. Pokud bychom chtéli pouzit napriklad Laxovu-Friedrichsovu
metodu, méla by tvar

At
n = U) + AR(UT, 2. (2.125)

" 1
Uj+1:§<U +Uj) — Ea( j+1

Metodu typu upwind bychom mohli zkonstruovat napriklad takto
At

urtt =up — ~ [t (U} = U ) +a” (Ul —UD)| + AtW(UT, 7)),  (2.126)
kde a™ = max{a,0},a” = min{a,0}. Ukazuje se, Ze u této metody je lepsi vyuzit

upwindingu i v aproximaci pravé strany. Schéma pak mutze mit nasledujici podobu

Uit = U — 5 [ (U7 —UL) + @ (U = UP)] +

+% <% (\P(Ujfl’l‘j*) + ‘IJ(UJn’:EJ')) + % (‘II(UH x]) + \II(UJH,ijrl)))
(2.127)

Poznamka 2.15. Nékdy je vhodné prevést danou nehomogenni tlohu na tlohu
homogenni v kvazilinearnim tvaru. K tomu je tifeba rozsitit pocet rovnic o dalsi,
kde se mezi neznamymi objevi nékteré funkce obsazené ve zdrojovém c¢lenu. Tento
postup ma své vyhody i nevyhody, je vhodny naptiklad pro tlohy, kdy hledame
ustalené stavy. Konstrukce tohoto zptisobu feseni je nad rdmec téchto skript, pro
Saint-Venantovy rovnice jej ¢tenarl nalezne naptiklad v [15].

Dalsi moznosti feseni nehomogennich soustav je pouziti metody stépeni. Tato
metoda ma predevsim tu vyhodu, zZe lze beze zmén vyuzit vsechny metody k vyteseni
homogenniho problému a pravou stranu uvazovat zvlast. Na kazdé casové vrstveé se
resi dvé ulohy.

1. Homogenni rovnice u; + [f(u)], = 0, jejiz TeSeni je pouzito jako pocatecni
podminka v druhém kroku

2. Obycejnd diferencidlni rovnice u; = ¥ (u, x).
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Tato metoda je popularni predevsim pro svou jednoduchost a Sirokou moznost pou-
ziti. Dalsi vyhodou je to, ze kazdy krok lze fesit naprosto odlisnou metodou. Navic
diky tomu, ze podproblémy predstavuji jednodussi tlohy nez puvodni problém (ho-
mogenni tloha a obycejna diferencialni rovnice), existuje vétsi mnozstvi metod na
jejich Teseni.

Mohou zde vsak nastat problémy predevsim v situacich, kdy se blizime k usta-
lenému stavu, ve kterém [f(u)], = ¥ (u,z). V takovych ptipadech je tato metoda
nevhodna, nebot produkuje znac¢né vychylky od ustaleného stavu a je tedy obtizné
jej numericky urc¢it. Dalsim problémem jsou okrajové podminky, které jsou dané pro
ptvodni tlohu se zdrojovymi ¢leny. Neni vzdy jednoduché na jejich zakladé stanovit,
jaké okrajové podminky zvolit pro obé nové sestavené tlohy. Problémy mohou byt
také se stabilitou celé metody Stépeni, prestoze metody pouzité na oba kroky budou
stabilni, jejich kombinovani muze prinést nestabilitu. Podrobnosti o této metodé je
mozné nalézt napriklad v [9].

Pojmy k zapamatovani

— konzistence

— konzervativita

— stabilita

— centralni metody

— metody typu upwind

— lokalni diskretizacni chyba
— globalni diskretizacni chyba
— diskretizace ulohy

— CFL podminka

— pozitivni semidefinitnost

Kontrolni otazky
1. Jak se nazyva nutna podminka stability explicitnich metod a jak ji lze geo-
metricky interpretovat?
Staci konzistence a konvergence metody k jeji stabilité?
Jaky je rozdil mezi lokéalni a globalni diskretiza¢ni chybou?
Je metoda v divergentnim tvaru konzervativni?
Co je to konzistence metody s diferencialni rovnici?

Jaké jsou hlavni rozdily mezi centralnimi metodami a metodami typu upwind?

A T

Co je to pozitivni semidefinitnost metody?
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Priklady k procviceni

1.

Stanovte rad konzistence pro Laxovu-Wendroffovu metodu.
Dokazte konzistenci Laxovy-Wendroffovy metody s linearni skalarni rovnici (2.2).
Ukazte, ze metoda tvaru (2.28) je konzervativni.

Ukazte, ze Laxovu-Friedrichsovu metodu tvaru (2.9) lze zapsat v divergentnim tvaru
(2.110).

Odvodte rozklad soustavy linedrnich rovnic u; + Au, = 0 na soustavu nezavislych
rovnic.

Napiste tvar Laxovy-Wendroffovy metody a metody typu upwind pro feseni Burgersovy
rovnice u; + (%uz)z =0.

Sestavte metodu pro Teseni linearni skalarni tlohy, pro niz bude mit CFL podminka
stability podobu

At
— < 10.
‘a|Ax_ 0

Kli¢ k prikladdm k procviceni

1.

2.

Konzistence druhého radu.

Postupujte analogicky jako pri ditkazu konzistence Laxovy-Friedrichsovy metody v ¢asti
(2.1.6).

. Pro konzervativitu je tfeba splnit rovnost

o0 [e.e] oo
At + - _
Druhé suma je nulova, nebot se ¢leny vzajemné odectou a pii j — +oo je U' = 0.

. Numericky tok je v tomto ptipadé definovan

Ax

T = 5 U + FU) ~ oo

(U~ U7

. Vyuzijte rozkladu (2.48) A = RAR™! a zavedte vektor v = R™'u. S timto piepiSete

soustavu na tvar

(Rv); + RAR"'(Rv), =0
Rv; + RAv, =0
v + Av, = 0.

Ziskéte tak soustavu nezavislych rovnic (vP); + AP(vP), = 0.

. Dosazenim do tvaru metody pro feSeni nelinearni skaldrni rovnice (2.20) ziskate La-

xovu- Wendroffovu metodu

n+1 n A n+1/2 n+1/2
Ut = U - 555 ((Uj+1/2 - )2>’

© —=D
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kde U = 3 (Up = Uz ) = % ((U720) = (U7)?). Dosazenim do (2.29) ziskiite
metodu typu upwind

Ut = U =A% (U7 = 10 + U (U7 = U) = (UF0)? + U7 + U (U = UFy))-

7. Jednim z TesSeni je sestaveni obdoby Laxovy-Friedrichsovy metody ve tvaru

o ) At
Uit = Uitk + Ufe) = gpag @Uls = Uity REN.

Analogickym postupem jako v pripadé (2.84) ziskate podminku stability

al\t
2kAx

1
5

1_'_ alt
2 2kAz

1 alt
1 <1
+‘2 2kAa:‘_ <

[IA

Tato metoda je tedy stabilni za podminky

At
— <k
|a|Aw -

Zvolite k£ = 10.
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Kapitola 3

Metody pro tlohy s nehladkym
resenim

Privodce studiem

V této kapitole se Ctenar seznami s rozdily mezi metodami prvniho a vyssiho radu. Nauci
se, jakymi zpiisoby Ize konstruovat metody vyssiho radu presnosti reSeni pouZitim korekc-
nich toki nebo polynomialni rekonstrukce neznamé funkce. Pozna nepriznivé jevy, které
metody vyssiho radu vnaseji do reseni a nauci se nékterym postupiim, jak je omezit. Na
zakladé znalosti vlastnosti jednotlivych metod pronikne do problematiky vybéru vhodné
metody pro konkrétni problém.

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete schopni:

e sestavit metody vyssiho radu
e sestavit metody s vysokym rozlisenim

e definovat dilezité pojmy jako metody s vysokym rozliSenim, ustaleny
stav, apod.

Ve druhé kapitole jsme vénovali pozornost diferenénim metodam pro parcialni
diferencialni rovnice hyperbolického typu. Zasadni otazkou je, zda jsou tyto metody
pouzitelné pro tlohy s nehladkymi daty. I v pripadé, Ze by tyto metody pouzitelné
byly, ztustava otazkou, zda je mozné pro jejich analyzu pouzit teoretické nastroje
vyvinuté pro studium metody konecnych diferenci. Jiz na prvni pohled je zfejmé, ze
nelze pouzit zavedené pojmy konzistence a fadu metody. Ty jsou totiz zalozeny na
predpokladu diferencovatelnosti presného reseni.

Dalsim problémem je, Ze je pro potfeby analyzy nelinearnich tloh a nelineér-
nich metod rozpracovat teorii nelinearni stability. Nase predchozi tivahy byly totiz
zalozené na pojmu stability linedrni.



3.1 Nehladka data

61

Cilem této kapitoly je jednak odvodit metody, jednak vybudovat odpovidajici
teoreticky aparat vhodny pro analyzu obecnych nelinearnich problémi.

3.1 Nehladka data

Uvazujme skalarni linearni tlohu

uy +au, = 0, te (0, T),zreRaeRT >0,

u(z,0) = wup(x), z € R, (3:1)

a pripometime si tvar presného feseni této tlohy. ReSeni je konstantni na charak-
teristikach (podrobnéji popsany v ¢asti 1.2, coz jsou v nasem piipadé piimky v ro-
viné (z,t), které spliuji vztah
de
i
Presné Teseni na téchto charakteristikdch ma tvar (viz ¢ast 1.2)

a. (3.2)

u(z,t) = uo(x — at). (3.3)

Resen{ v bodé x; a case t, je tedy jednoznacné urceno pocatecni hodnotou nezndmé
funkce v bodé z; — at,,. V pripadé hladké funkce ug se jednéd o klasické feseni, 1ze
vsak definovat i zobecnéné feseni — nespojitost v poc¢atecni podmince se opét Siti po
prislusné charakteristice.

Nejdrive se podivejme na diferenéni metody odvozené v predchozich kapitolach.

Ukazme si na prikladu chovani metody prvniho fadu (Laxova-Friedrichsova me-
toda) a metody druhého fadu (Laxova-Wendroffova metoda) pfi dvou riznych vol-
bach velikosti casové diskretizace. Uvazujme tlohu

u +u, = 0, t>0,z€(0,1),

0,5 prox=<0,5
0) = ’ =77 3.4
u(@,0) 0,3 prox>0,5, (3.4)

w(0,t) =0,5,  u(l,t)=0,3.

Obrazky 3.1 ukazuji feseni v ¢ase T' = 0,05s s pouzitim obou metod a s prislusnymi
¢asovymi kroky At v zévislosti na velikosti prostorového kroku Az (zvoleno Az =
= 0,01). Na obrazku 3.1 vidime, Ze u metody druhého Fadu dochézi ke vzniku
oscilaci v misté, kde je feseni nehladké, zatimco u metody prvniho fadu je zachovana
monotonie feseni, priblizné feseni je vSak ptili§ ,rozmazano*.

Pozdéji ukazeme, ze metody prvniho fadu zachovavaji monotonii feseni, tedy ne-
produkuji dalsi lokalni extrémy oproti presnému feseni. Nevyhodou je pochopitelné
samotny nizky rad presnosti a jiz zminény efekt ,rozmazavani numerického feSeni
v case“. Metody druhého tadu se sice vyznacuji vyssi presnosti v mistech, kde je Te-
seni hladké, v pripadé nespojitého reseni vsak tyto metody produkuji umelé oscilace,
které presné reseni neobsahuje.
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t=0.05s t=0.05s
0.7¢ —— Laxova - Friedrichsoval{ 0.7+ —— Laxova - Friedrichsoval{
- - -Laxova — Wendroffova - - -Laxova — Wendroffova
0.6r i
05 o
0.4r
\
0.3¢ N
0.2t 1 0.2F
0.1F 1 0.1
0 . . . . 0 3 3 3 3
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 il
X X
At = Azx/2 At = (Ax)?

Obr. 3.1 Porovnani feseni ziskaného metodou prvniho a druhého radu

Lze obecné Tici, ze diferencni metody, které jsme odvodili v pfedchozi kapitole
nejsou vhodné pro feseni tloh, ve kterych se vyskytuji nehladka data. Pripomenme
jesté, ze v pripadé nelinearnich tdloh muzeme obdrzet nehladké feseni i pro vstupni
data, ktera jsou hladka. V dalsim textu popiseme metody, které netrpi vyse popsa-
nymi nedostatky diferen¢nich metod.

3.2 DModifikace diferen¢nich metod

3.2.1 Metoda umélé vazkosti

Jedna se o jednu z prvnich nelinedrnich metod, které byla vyvinuta pro feseni pro-
blémt dynamiky tekutin. Byla vyvinuta J. von Neumannem a R. Richtmyerem v roce
1950. Popiseme zde stru¢né zjednodusenou variantu pro advekéni rovnici s konstant-
nim koeficientem. Misto feseni parcialni diferencialni rovnice

u +au, =0, a>0, (3.5)
budeme hledat priblizné reseni rovnice
Uy + atty = diyy. (3.6)

Presné teseni této rovnice je pro d > 0 hladké. Proto lze pouzit diferencéni me-
todu (napt. druhého fadu). Otazkou zustéva, jak zvolit parametr d. Pokud bychom
provedli volbu d =konst. a chtéli pouzit explicitni metodu, dostali bychom jako pod-
minku stability misto CFL nerovnosti nerovnost obvyklou u explicitnich metod pro
parcialni diferencialni rovnice parabolického typu. Tak bychom ale obdrzeli velmi
prisny pozadavek na omezeni ¢asového kroku. Proto je nutné d volit jako funkci Ax
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a At. Fakticky se vyse popsany postup realizuje pomoci metody Stépeni: nejdrive se
pouzije metoda druhého fadu pro rovnici (3.5) v konzervativnim tvaru, napf.

(j‘fl-f—l _ U]n At (F;n+1/2 Fn 1/2) (37)
an+1/2 - % [ﬂUn) +/( ]+1>] - (Un + ]+1)

Poté se realizuje korekéni krok, napt. ve tvaru

~ At At
n+1 n n n
Uj+ — l/j +a2 = (1_a_:33) ( j+1 _26 +l/ ) (3.8)

Tento krok je aproximaci vztahu

Ax At

Z (3.5) a (3.9) plyne, ze aproximujeme ulohu

Az At
U + auy = a—- (1 — aA_a:) Uy - (3.10)

Nevyhodou tohoto postupu je, ze ziskand metoda je prvniho fadu. Konkrétné jde

o metodu ve tvaru
At

Ut = U“——azg—(U” Ur,). (3.11)
Nasim cilem je vSsak navrhnout metodu, ktera je vyssiho fadu pro problémy, jejichz
reseni je hladké. V tomto pripadé musime pridat vazké cleny vyssiho radu. Ptivodni
vazky Clen nizsiho radu musi zaviset na datech U}, aby bylo mozné rozlisit pripady,
ve kterych je Teseni hladké, tj., aby v bodech, ve kterych je feseni nehladké, platilo
d = ab2 (1 —a ﬁt) a vazky clen ¢len by byl roven nule, a v bodech, ve kterych je
reseni hladke musi byt vazké cleny voleny tak, abychom ziskali aproximaci radu
vyssiho.
Popisme jesté semidiskrétni aproximaci. Ta ma tvar

T = —asEap = Fioap) + 955 Ui =205 + Uja),

x z (3.12)
Fip = 31A(U) + f(Uin)] = 50 (Uj 4+ Ujpa) -

Z (3.5) a (3.12) plyne, ze aproximujeme tlohu

A
U + au, = |a|7xum. (3.13)
V nelinearnim pripadé

u + [f ()]s =0
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ma semidiskrétni aproximace tvar

G = [(Fre = Fioap) + 552 Ui = Uy) = 552 (U; = Uj)]
Fiyip = 3[F(U;) + F(Uj1)],

kde

(3.14)

aj+1/2 = maX{|f/(Uj)|7 |f/(Uj+1)|}

Tato volba vychazi z kvazilinearniho tvaru nelinearni rovnice, tj. tvaru
/
us + f'(u)u, = 0.

Roli koeficientu a z rovnice u; + au, = 0 hraje tedy prvni derivace tokové funkce.
Vyhodou metod tohoto typu je relativné jednoducha implementace. Navic lze analo-
gickou myslenku pouzit i pro soustavy parcialnich diferencialnich rovnic hyperbolic-
kého typu a tlohy ve vice prostorovych dimenzich. Nevyhodou je, Ze ¢len s druhou
prostorovou derivaci, ktery odpovida diftznimu (pfip. vazkému) ¢lenu obsahuje koe-
ficient, ktery je casto volen na zakladé zkusenosti. Podrobnéjsi rozbor metod tohoto
typu lze nalézt napf. v publikaci [23].

3.2.2 Hartenovo TVNI schéma

V roce 1982 publikoval A. Harten metodu, ktera je zalozena na kombinaci schématu
prvniho a druhého fadu. Uvazujme opét rovnici

u + [f(u)]e =0 (3.15)

a pro jednoduchost predpokladejme, ze f'(u) > 0 pro vSechna relevantni u. Metoda
prvniho radu typu upwind ma lokéalni diskretizacni chybu ve tvaru

L(At, Az, u) = % {f’(u) {gf’(u) — 11 ux} + O(Az?). (3.16)
Vime — zatim pouze na zakladé zkusSenosti, ze v bodech, ve kterych je feseni nehladké
je vhodné pouzit metodu prvniho fadu, a v bodech, kde je feseni hladké, je vsak
mozné pouzit metodu radu druhého (pfip. vyssiho). Proto je ve druhém pripadé
vhodné prvni ¢len chyby eliminovat. Eliminaci této chyby lze chapat jako druhy
krok metody stépeni uplatnéné na rovnici

up + [f<u)+i—f L:O’ (3.17)

kde

A A 1 A
o= (w i Ju 0wt ) =gl- il p= 0 Gs)
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Prvnim krokem metody stépeni je aplikace metody prvniho fadu na rovnici

u + [f(w)]e = 0.

Na problém lze nahlizet i jinak: uplatnime-li na rovnici (3.17) vhodnym zptso-
bem schéma prvniho fadu, dostaneme adaptivni schéma pro ptivodni rovnici (3.15),
tj.ziskdme postup, zalozeny na prepinani mezi schématem prvniho a druhého radu.
Ukazuje se, ze takto navrzend metoda mé vlastnost TVNI (total variation non-
-increasing; nyni je tato vlastnost castéji oznacovana jako TVD — total variation
diminishing). Tato vlastnost je ve shodé s vlastnosti presného reseni, to jest s tim,
ze v Case neroste totalni variace feseni, kde

TV, (v —supZ\v &) —v(&-)|

pres vsechna déleni —oo < &y < & < -+ < &y < 0.

Pravé popsanou metodu v roce 1973 modifikovali A. Harten a G. Zwas. Nazvali
ji hybridni metodou. Na podobné myslence je zalozena také metoda J. P. Borise a D.
L. Booka publikovana v témze roce a oznacovana jako metoda korekce transportniho
toku (FCT — Flux Corrected Transport). Konstrukce metody je zalozena na pridéni
tzv. korekénich toktt k metodé prvniho fadu. Korekéni toky v bodech, kde je feseni
hladké, zptisobi, Ze se zvysi fad presnosti, zatimco v bodech, kde je feseni nehladké,
jejich vliv na feseni bude maly, a metoda tak ztistane pouze prvniho radu a nebude
vytvaret nezadouci oscilace.

Popisme nyni Hartentiv a Zwastv pristup. Korekéni toky oznacéme F'; i /2 Tyto
korekéni toky pridame k metodé prvniho radu. Uvazujme pripad skalarnlho neline-
arniho problému u; + [f(u)], = 0. Metoda méa nasledujici tvar

At At

n n n n,H n,H
Uj = Uj' — Ar [ jri2 — L] 1/2} T Ar (FJ+1/2 F 1/2) (3.19)
kde ] ]
F;ﬂ+1/2 = §[f( ) + f( g+1)] ’a?+1/2’(an+1 - U]n% (3-20)
fU}L) — f(U})
a” = - —, (3.21)
T U]+1 - UJ’
je tok prvniho radu a
n,H 1 n At n n n n
Fj+1/2 = §|aj+1/2| 1- E'aj+1/2| ( j+1 T Uj )¥( j+1/2)7 (3.22)
Y; 1/2
Oy = T D ERVES (3.23)
! 22 jinak,

j+1/2
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?+1/2 = ]Z—l - an'
Funkce ¥ = ¥(0©) se nazyva omezovaci funkce (limiter) a je mirou lokalni hladkosti
feseni. Je mozné ji definovat nékolika zpisoby, pro ptiklad si zde uvedme dva.

e V(O) = o+19]
e U(O) = minmod(1, ©),
kde

a pokud |a| < |b] A ab > 0,
minmod(a, b) = b pokud |b] < |a| A ab > 0, (3.24)
0 pokud ab £ 0.

Pokud je ¥(©7F,,,) = 1, jednd se o metodu druhého fddu. Konkrétné ziskdme
Laxovu-Wendroffovu metodu (2.18). Pokud je ¥(©7%,, ;) < 1, dochéz{ ke sniZenf
radu presnosti a zaroven k omezeni oscilaci numerického reseni. Toto nastava, pokud
je v misté z;,1/2 nespojitost ve funkcnich hodnotach U™, pak vyraz Ul — U}
nabyva vysokych hodnot. Tento vyraz vystupuje jako jmenovatel ve vyrazu (3.23).
Pomoci funkce W(O7}, ,) se tak snizuje vliv korekénich toki na feseni. Funkéni
hodnoty \If(@? i /2) ~ 1 v piipadé, ze v misté ;1,2 maji funkce U™ hladky charakter
a metoda je tedy druhého fadu presnosti. W( ?+1/2) = 0 tehdy, kdyz @?H/Q <0
tj. jednostranné diference maji v bodé w1/, opacné znaménko. V bodé x;,1/2 se

v takovém ptipadé nachazi lokalni extrém a metoda je prvniho fadu presnosti.

3.3 Metoda konec¢nych objemi

Metoda konecénych objemt nevychazi z lokalni formulace pomoci diferencidlni rov-
nosti, ale z integralni bilance ve tvaru

2

/u(x,tg)dx:fu(x,tl)dx—if[u(xg,t)] dt+7f[u(x1,t)] a, (3.25)

1 1

popr. bilance
x2

3 [ W t)de = —flu(zs, O] + fluzr, 1)) (3.26)

1

Tyto rovnosti lze vyuzit k formulaci zobecnéného Teseni tak, ze vyzadujeme splnéni
rovnosti pro kazdy kone¢ny interval (z1,z2) C R a pripadné soucasné pro kazdy
interval (¢1,t2) C (0,T). V pripadé metody kone¢nych objemu zvolime diskretiza¢ni
sit stejné jako u metody konecénych diferenci, tj. x; = jAz a t, = nAt, kde j € Z
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an € Nyg. Dale zavadime ;10 = x; + Ax/2. Dalsim krokem pii konstrukeci me-
tody kone¢nych objemu je formulace integralni rovnosti (3.25) na intervalech danych
diskretizaci, tj.

Tjy1/2 Tjt1/2

[ ulx ty)de = [ w(z,t,)da—
Tj-1/2 "ii;llﬂ - (3.27)

- tf flu(@jirye, 1)) dt + tf flu(@j—12, )] dt,

Tuto rovnost lze prepsat do néasledujiciho tvaru

= - T - . (3.2
kde o1
uj = é / u(z, t,) de (3.29)
Tj-1/2
A tns1
Bk = [ Suaat) a (3.30)
tn

Dostali jsme tak vztah mezi integralnimi priméry. Tento vztah lze chapat jako
numerické schéma, pomoci kterého na zékladé znalosti integralnich primért hledané
funkce na n-té casové vrstvé stanovime hodnoty integralnich praméra na na n + 1
casové vrstve.

Zakladnim problémem je, Ze pro stanoveni téchto integralnich primeért potte-
bujeme znat hodnoty hledané funkce wu(z;11/2,t) pro t € (t,,tn+1). Abychom tyto
hodnoty mohli urcit, musime realizovat dva kroky. Tyto kroky jiz nevyuzivaji pouze
udaje z integralni formulace, proto pravé navrhovanym postupem neziskame presné
hodnoty integralnich pruméru uf, ale jejich priblizné hodnoty, které oznacime (_]j".
Nejdrive z integralnich priamért na n-té casové vrstvé priblizné zrekonstruujeme pri-
béh funkee u = u(x, t,). Tuto rekonstrukei oznacime U™ = U™ (x). Nejjednodussim
zpusobem je realizovat po ¢astech konstantni rekonstrukei, tj.

U”(m) = an pro r € (Ij—1/2axj+1/2)-

Dalsim krokem je stanoveni (pfiblizné) hodnoty integralu (3.30). K jejich stanoveni
vSak musime — jak jsme jiz zminili — zndt priblizné hodnoty funkceu(z;y1/2,t) v in-
tervalu (t,, t,41). Aproximaci této funkce oznac¢ime U™ = U"(z, t). Hledat ji budeme
jako Teseni Riemannova problému

U + [f<u>]x = O,l’ € Rat € (tnvthrl)v

U(zis10—), T < Tit1o, 3.31
w(z,tn) = {Un(%ﬂ/z )y &< Tjiay (3.31)

(Tjr1/2F), T > 2000
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Problém (3.32) miiZeme Tesit piesné nebo piiblizné. Reseni tohoto problému vsak
neni hladkd funkce. Lze vSak ukdzat, Ze na piimce x = x;,,/, FeSeni hladké je. Pro
dostateéné malé At navic toto feSeni neni ovlivnéno fesenim dalsich Riemannovych
problémt v sousednich bodech x;_1/5 a ;13/2. Poté jiz miZeme (opét pfesné nebo

—n+1/2

i41/2 - Dostavame tak

ptiblizné) stanovit hodnoty integralu (3.30), které oznacime F'
rekurentni formuli ve tvaru

At
n+1 n n+1/2
U UJ  Ax (Fj+1/2

—nt1/2
F2). (3.32)
Vzhledem k tomu, Ze nepotfebujeme znéat cely pribéh funkel U™ = U "(x,t), ale
pouze hodnoty v bodech x = /s, staci fesit Riemanniiv problém ve zjednodusené
podobé. Na zéakladé jiz drive popsaného teseni Riemannova problému lze ucinit
nasledujici zaveéry:

o Je-li f’(U”) >0a f/( j+1) > 0, pak nezavisle na tom, zda je feSenim razova

vlna, nebo vlna zredéni dostavame U”(xj+1/2, t) = Uf, a tedy

n+1 tn+1
n 1/2 rrn T
Rk = / A at = A7) [ at= 5@
tn

o Jeli f/(UM) < 0a f'(Ur,) <0, pak nezdvisle na tom, zda je FeSenim rézova

vlna, nebo vlna zfedéni dostéavame U™(z;1/2,t) = U]Z_l, a tedy

tn+1 . tnil
n+1/2 —
J+1/2 _At/f J+1 tf( g+1)/dt f( j+1)~
tn

o Jeli f/(UM) > 0a f/(Ur,) <0, dostavdme razovou vlnu, jejiz rychlost Sifeni

je dana _ _
o AU — A7)
Y 1je = - =
a U]+1 B Uj
Pokud s” Tr12 <0, pak
tn+1 tn+1
_ 1 1 =
n+1/2 n
Fj+1/2 - A_t / f(Uj-f—l)dt Atf( ]+1) / dt = f( j+1)-
tn tn
Pokud s” T2 > 0, pak

tn+1

it - [ e g fo- s

tn
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o Je-li f’((_]j’?) < 0a f/(U,) > 0, dostdvame vlnu zfedéni, pro kterou plati

1
U™(@j41/2,t) = q(0), kde ¢ = g(x/t) je feSsenim rovnice f'(q(x/t)) = 0. Dosta-
vame tak

tht1 tnt1

k=5 [ fayat = rao) [ at=slao)

tn tn

Pravé vylozeny postup patii do skupiny Godunovovych metod, tj. metod, které
vyuzivaji kone¢né-objemového pristupu kombinovaného s formulaci Riemannovych
problémi. Na tomto misté vykladu je vhodné dat do souvislosti diferenc¢ni metodu
typu upwind prvniho fadu, kterou lze zapsat ve tvaru

n+l _ 7 _ At n _n
Uj - Uj Az < J+1/2 Fj_1/2 )

e = %[f(U]n) + f(U})] — %|a?+1/2|(U}L+1 - U7), (3.33)
o _ JUi)-f(UF)
j+1/2 — Ur, , —U™

Jj+1 J

a praveé vylozenou metodu: vsimnéme si, ze pokud nahradime feseni pripadu s cent-
raln{ vinou zfedéni (posledni varianta v pravé uvedeném vyctu) razovou vlinou (pred-
posledni varianta), tj. interpretujeme vSechny viny jako razové, ziskdme totozné me-

tody, kde U}" = UJ”, Flyg = F;fll/;, a% g9 = STy Jinak feceno diferen¢ni metoda
typu upwind je totozna s Godunovovou metodou s pribliznym Riemannovym resi-
¢em typu all-shock, tj. s feSicem, ve kterém vsechny viny povazujeme za razové. Obé
dvé metody jsou formalné vzato metodami prvniho radu. V jedné jsou vsak pouzity
aproximace bodovych hodnot, ve druhé metodé pouzivame aproximace integralnich
pruméru (je vhodné uvédomit si, jakou jsme pouzili rekonstrukei, a obecné také
to, ze rozdil mezi integrdlnim primérem a bodovou hodnotou je O(Az?)).Také si

povsimnéme, ze podstatnym prvkem obou pristupt je presna linearizace
f(U}lJrl) = f(U}l) + a?+l/2(U;L+1 - an)

Predevsim v pripadé nehladkych dat neni vhodné pouzivat Taylorovskou linearizaci
fUR) = FU7) + fU)US = UF).

Kromé pravé popsaného zptisobu lze pouzit nasledujici modifikaci, v ramci které
se vyhneme feseni Riemannovych problémt. Tentokrat vyjdeme z integralni bilance

Tj41 Tj+1
[ uw(x,tp)de = [ u(z,t,)de—
wﬂ' o - (3.34)

o tf f[U(SBj+1,lf)] de + tf f[u(‘rﬁt)] dt,
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Tuto rovnost lze prepsat do nasledujiciho tvaru

—n a” At m+1/2 m+1/2
Uy = Ugryn — E(fj-:_l/ — I, (3.35)
kde
Zj+1
. 1
Ujt12 = Ay / u(w,ty,) do (3.36)
a
tn41
o 1
= L / Flu(wsin, 1)) dt. (3.37)

tn
Zvolime stejny typ rekonstrukce funkei

A

U™(x) = Ul pro © € (xj-1/2, Tj41/2)-

Pak plati - -
] f or + 07,

u?+1/2 ~ Uf+1/2 = %
Dalsim krokem je stanoveni (priblizné) hodnoty integralu (3.30). K jejich stano-
veni vSak musime — jak jsme jiz zminili — znat pfiblizné hodnoty funkce u(x;i1,1).
Tuto hodnotu stanovime jednoduse, protoze pro dostatecné malé At neni treba te-
Sit Riemanniv problém — feseni tlohy je v bodé ;412 hladké (v nasem piipadé
konstantni). B

u(zjyr,t) = U™ (rj41,t) = }11

Velice jednoduse také stanovime integral

n+1 1 tn+l
n—l—l 2
]+1/ At / f ]+1 tf( j+1) / dt = f( j+1)
tn
Pak 1ze jiz pouzit rekurentni formuli
n n AU a2 mnr12
oL, =07 - E(Fjﬂ/ — PR, (3.38)
Mame tedy metodu ve tvaru
. ur + At .
Ukl = Tf“ - (07 = (O] (3:39)

Dostali jsme tak metodu Godunovova typu, ktera je formalné totozna s Laxovou-
-Friedrichsovou metodou. Dostali jsme tak nejjednodussi centralni metodu. Do této
skupiny zarazujeme metody, které ve velmi omezené mire vyuzivaji informace o siteni
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vin. Presnéji feceno jde o metody, u kterych jsou kontrolni objemy voleny tak, Ze
reSeni pocateéni tlohy s danou rekonstrukei je v ramci casového kroku (t,,%,.1)
nehladké pouze uvniti téchto objemt. Nehladké c¢asti feseni tedy nemaji vliv na
prislusné integralni bilance.

V pripadé metod Godunovova typu je nutnou podminkou konvergence opét Cou-
rantova-Friedrichsova-Lewyho podminka. Je ji vSak tfeba interpretovat jinak. Pokud
plati A X

t
!/
max | /()| 5o < 3.
nedojde v ramci casového kroku ke kolizi vin v TfeSeni sousedicich Riemannovych
problémii. V tomto pripadé lze hodnotu integralniho primeéru na nové c¢asové vrt-
své stanovit také integraci feseni prislusnych Riemannovych problému ptes interval
(Tj_1/2,%j41/2) v piipadé (3.32) a pres interval (x;,z;11) v piipadé (3.32). Pokud
plati A
t
!/
max | ()] 5 < 1
dojde sice k interakci vin v feseni sousedicich Riemannovych problém, ale v pripadé
prvni probirané metody Godunovova typu lze ukazat, ze feseni nového Riemannova
problému (a to i v pfipadé, ze pouzijeme obecnéjsi rekonstrukei nez po ¢astech
konstantni), neovlivni hodnoty feseni v bodech x4 5.

Jak jsme jiz zminili, pravé popsané metody jsou prvniho radu. Metody, které
jsou vyssiho tadu lze ziskat rliznymi zptisoby. Nejdrive se jesté zastavme u toho, co
vlastné minime metodou, kterého je radu vyssiho nez prvniho. Poznamenejme, ze
nékteré z téchto poznamek lze vztahnout i k jiz vylozenym modifikacim diferencnich
metod:

e V pripadé zobecnénych teSeni pracujeme s nehladkymi daty. Nelze tedy reali-
zovat nékteré uvahy zalozené na Taylorové rozvoji. Obecné si lze samoziejmé
klast otazku, jakého fadu je metoda, nelze vSak pouzit standardni pfistupy
uzivané pri analyze metody konecnych diferenci. Pokud pro analyzu chyby
metody pouzijeme formalné Taylorav rozvoj, hovorime o formalnim radu me-
tody.

e Metody, jejichz soucasti je pouziti prepinacich funkci, tj. metody typu (3.19),
jsou i pro hladka data pouze formalné prvniho rfadu. V bodech, ve kterych
ma TfeSeni na dané ¢asové vrstveé extrém, je metoda totiz pouze prvniho radu.
Pokud chceme tento negativni jev odstranit, ziskdme metody, které nemaji
vlastnost TVD (tak je tomu napt. u ENO metod, které jsou, zjednodusené
receno, zaloZzeny na prepinani ruznych aproximaci vyssiho radu).

e Réd metody miZe byt také omezen volbou (piiblizného) Riemannova fesice.
Pokud napt. pouzijeme metodu s numerickym tokem zaloZzenym na presném
Riemannové fesi¢i (tento tok je pouze Lipschitzovsky spojity), vyslednd me-
toda muze byt formalné prvniho radu, prestoze ostatni komponenty metody
jsou radu vyssiho.
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e Dalsi otazkou je problém siteni chyb v feSeni. Pokud na dané casové vrstvé
aproximujeme teSeni v nékterych bodech schématem formalné vyssitho radu
a v nékterych bodech schématem formélné prvniho rfadu, mize se prislusna
chyba §itit do okoli téchto bodli. Chyba v okoli bodi, ve kterych je feseni
nehladké, tak ovliviiuje i body, ve kterych je feseni hladké (a metoda fadu
formalné vyssiho).

V dalsim textu se budeme zabyvat metodami, které jsou formalné vyssiho radu.
Prestoze nejde o 1ad tak, jak je chapan pri analyze metody konecnych diferenci, ma
smysl tyto metody konstruovat, protoze mohou davat presnéjsi vysledky nez metody
radu formélné prvniho. Tyto metody vsak budeme déle nazyvat metody s vysokym
rozlisenim.

3.4 Metody s vysokym rozliSenim
Uvedme nejdrive, co rozumime pojmem metoda s vysokym rozliSenim:
e Metoda negeneruje umélé (numerické) oscilace.
e Metoda negeneruje feseni s velkou numerickou diftzi, tj. ,rozmazané reseni.

e Metoda korektné aproximuje entropické feseni, tj. razové viny, viny ztedéni
a kontaktni nespojitosti.

e Ziskdme aproximaci formalné vyssiho radu v bodech, ve kterych je feseni
hladké.

Metody s vysokym rozliSenim lze zkonstruovat riznymi zpusoby. Existuje rada pri-
stupt, z nichz vyjmenujme:

e Hybridni metody a metody umélé vazkosti. Tyto metody jsme jiz probirali
v odstavei vénovaném modifikacim diferenc¢nich metod. Zopakujme, ze hyb-
ridni metody jsou zalozené na piepindni mezi schématem prvniho a vyssiho
rfadu (metody typu flux limiter). Schéma prvniho fadu muze byt zaloZeno na
metodé Godunovova typu, kterad konverguje k entropickému feseni. V nami
popsaném pripadé jsme vysli z metody formalné prvniho fadu a doplnili ji
korekei, abychom dosahli formalné druhého radu. Lze postupovat i tak, ze vy-
jdeme z metody formalné druhého radu a provadime korekci na formélné prvni
rad. Tyto metody nesou oznaceni WAF (weighted average flux). Druhou ¢asto
vyuzivanou jsou metody umélé vazkosti. Do této skupiny lze také naptiklad
zaradit Jamesonovu-Schmidtovu-Turkelovu metodu a metodu SLIP (symmet-
ric limited positive), které jsou taloZeny na aproximaci formélné druhého radu,
ktera je modifikovana pomoci numerické vazkosti zavislé na hladkosti dat.
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e Metody zalozené na obecnéjsi rekonstrukci priblizného feSeni z integralnich
pruméru. Existuje celd fada rekonstrukei (napt. MUSCL —monotone upstream-
-centred for conservation laws , PPM — piecewise parabolic method, ENO —
essentially non-oscillatory , WENO — weighted essentially non-oscillatory).

Zvolime-li rekonstrukci, kterad obsahuje i polynomy stupné 1 nebo vyssiho, zis-
kdme v bodech /5 tzv. zobecnéné Riemannovy problémy. AZ na vyjimky
bohuzel presné feseni zobecnéného Riemannova problému nelze urcit. Proto
resime tento problém priblizné. Opét existuje fada pristupt: Hancockova me-
toda, Colellova metoda PLM (piece-wise linear method), metoda zobecnéného
Riemannova problému (metoda GRP) navrzena Ben-Artzim a Falcovitzem,
metoda SLIC (slope-limiter centred), semidiskrétni metody (aplikace metody
piimek), metody ADER [6].

3.4.1 Hybridni metody

Jednu z hybridnich metod jsme jiz vylozili — jde o Hartenovu hybridni metodu.
Jak jsme zminili, v ramci této metody lze vyuzit metody Godunovova typu. Jinak
feceno, tok prvniho radu v Hartenové hybridni metodé lze nahradit tokem

{ FQ) jeli f/(UF) <0a f(UN,) >0,

FE 3
%[f(Ugn) + f(U]Tl-s-l)] - %IG?H/QI(U}IH - U]n) jinak,

j+1/2 =

(3.40)

kde @ je Tesenim rovnice f'(Q) = 0. Obecné lze tok E ."jfm druhého Faddu nahra-
dit tokem tadu vyssiho. Pro odvozeni je potfeba pouzit Taylortiv polynom vyssiho
stupné nez druhého, napft.
At? At?
u('rja tn+1) ~ u<xj> tn) + Atut(x% tn) + Tutt(xj> tn) + 7uttt<xj> tn)

Cleny s ¢asovymi derivacemi lze vyjadit

w = —[f(Wl
Uy = Qf/f//ui + (f/)2uma
Ut = _6(fll)2f,ui - S(f/>2fmui - 9(f1>2f/,uzua:w - (f,)duaxaw

Aproximace téchto vyrazi pomoci diferenci dostatecné vysokych radi a soucasné za-
jisténi korektni aproximace nehladkych feseni je komplikovany problém. V pripadé
aproximaci vyssich derivaci neni jasné, jak konstruovat omezovaci funkce (limitery).
Problémy nastavaji i v pripadé uloh se zdrojovym ¢lenem, soustav rovnic i tloh
ve vice prostorovych dimenzich. Proto se v pripadé hybridnich metod pouziva pte-
devsim kombinace schémat prvniho a druhého radu. Zde lze dosdhnout korektni
aproximace nehladkych feseni a soucasné lze snadno ukazat, ze pro feseni hladka je
metoda druhého fadu (zde ztotoznujeme aproximace integralnich praméru s bodo-
vymi aproximacemi hledané funkce).
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3.4.2 Metody konecnych objemiu zalozené na rekonstrukcich
vyssiho radu
Doposud jsme v ramci metody konecnych objemti uvazovali po ¢astech konstantni
rekonstrukei hledané funkce na zvolené casové vrstvé. Lze samoziejmé zvolit i re-
konstrukce vyssiho radu. Rekonstruovana funkce nesmi vSak mit vétsi totalni variaci
nez po Castech konstantni rekonstrukee.
To vede k tomu, ze nelze pouzit napt. libovolnou linearni rekonstrukci, ale je

nutné modifikovat smérnice této po castech linearni rekonstrukce. Lze ukazat, ze
vyse zminénou vlastnost ma napt. nasledujici volba

[7”(3:) =U" + o?(z — ;) pro Ti1je < T < Tiy1/2. (3.41)

Jednou z moznosti volby o7 je omezeni smérnice typu minmod

o' = minmod | — ol ~, 3.42
! ( Ax Ax ) (3.42)
kde
a pro |a] < |b] a ab> 0,
minmod(a,b) =< b pro |b] < |a| a ab> 0,
0 proab<0.
Jinou moznosti je omezeni smérnice typu superbee
ol = maxmod(oi(l), O'z@)), (3.43)
kde
o Ui —U 5 U =Uf
o, = minmod ( L —,2- ),
o U U Up-U
o, = minmod (25—, "),

maxmod(a,b) =

{ a pro |a| > |b],

b pro |b] > |al.

Dalsi moznosti je omezeni smérnice typu monotonized central-difference (MC) ve

tvaru
ur,—-U" ur—-ur ur,—-U"
no_ . d i+1 i—1 ) i i—1 ) i+1 7 44
g, minmo ( QA[[‘ 5 AI y Al’ ) (3 )

kde pouzijeme zobecnéni funkce minmod

mina; proa; >0 Vjy,
(2

minmod(ay, ...,a,) = ¢ maxa; proa; <0 Vj,
(2

0 jinak.
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Pro takto rekonstruovana data definujeme takzvané zobecnéné Riemannovy pro-
blémy
Uy + [f(u)]df = 0,1’ € Rat S (tn7tn+1)7
U (x , T<T; , 3.45
U(x,tn) — R ( ) ]+1/2 ( )
Un(l’), T > Tjt1/2
Tento problém nelze obecné presné resit. Proto se obvykle pouziva semidiskrétni
pristup, tj. vyjde se ze vztahu (3.26), ktery je nahrazen diskrétni aproximaci

C0,(t) = 5 [Frapalt) — Foapl0)]. (3.46)

Numerické toky Fj;1/2(t) nepfedstavuji nyni aproximace integralnich priméra pres
interval (¢,,t,41), ale jsou chapany jako bodové hodnoty. Tyto hodnoty v ¢ase t =
= t, lze stanovit jako Fjii(t.) = f[U(zj11/2,t.+)], kde U(z,t.+) jsou Fesenim
standardnich Riemannovych problému

ut+[f(u)]m = 0, z€eR, t>t,

w(z,ty) = [7*<xj+1/2_)> T < Tjt1/2, (3.47)
- U(@jrjat), > Ty

Diskretizace v casové proménné je pak realizovana pomoci Rungovych-Kuttovych
metod. Jako priklad zvolme metodu druhého radu. Nejdiive zavedeme oznaceni

. 1
LU = K E+2 = Fiapals (3.48)
kde U* piedstavuje soubor integralnich praméri, kterych je vyuzito k rekonstrukei,
feseni zobecnénych Riemannovych problémi a vycisleni numerickych tokt Fjyq/o =
= Fj11/2(t*). Pak lze metodu druhého fadu zapsat ve tvaru

0° — 0 — Atc(0m),

U™ = U*— AtL(U"), (3.49)
Maé-li metoda (tj. Eulerova metoda)

Uttt = U — AtL(U™) (3.50)

vlastnost TVD, pak i metoda (3.49) ma tuto vlastnost, protoze TV, (U) < TV, (U)

aTV..(U) £ TV,.(U), a tedy

TViia(U) =

[TV, (U)+TV..(U)] é[TVn(U) + TV, (U)] =TV, (U).

N | —

Metody tohoto typu jsou dnes oznacovany jako SSP (strong stability-preserving).
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Vsechny doposud popisované zptisoby omezeni smérnic mély vlastnost TVD. To
znamena, ze pokud na dané casové vrstveé feseni nabyva v nékterém bodu extrému,
ziskame po castech konstantni aproximaci. Jak jsme jiz zminili, 1ze realizovat i apro-
ximaci, ktera je vyssiho radu v bodech, kde se nabyva extrém. Postupuje se obvykle
tak, ze se vygeneruje vice rekonstrukei stejného stupné vyuzivajicich vice okolnich
dat, a pak je vybrana takova, kterda nejméné osciluje. Na této myslence jsou zalo-
zeny napriklad metody typu ENO (essentially non-oscillating). Témi se zde vsak
nebudeme zabyvat.

3.5 Priblizné Riemannovy resice

Jak jsme zminili, je ¢asto misto presného Riemannova feSi¢e pouzivan priblizny
Riemanntv tesi¢c. Ve skalarnim pripadé je vétsinou velmi snadné implementovat
v rameci metody Godunovova typu primo presny Riemannuv fesi¢. Presto na tomto
misté z didaktickych divodia popisme jesté dalsi moznosti. Ziskané poznatky lze pak
vyuzit v ptripadé soustav parcidlnich diferencialnich rovnic hyperbolického typu.
Budeme predpokladat, ze mame k dispozici obecnou rekonstrukei hledané funkce
na casové vrstve t = t,. Zavedeme zjednodusené znaceni rekonstrukei hledané funkce

A A A

na ¢asové vrstve t = t,. Ug+1/2 = U(xj41/2—), U;jrl/2 = U(xj41/2+) Jak jsme uvedli,
presny Riemanniv resi¢ vede k numerickému toku ve tvaru uvedeném v (3.40).
Mirnym zjednodusenim je tzv. Murmanova metoda, pro kterou je

A

Fpp = 300 + F(05 )] -

A U (3.51)
%|aj+1/2(t)|[U;_1/2 - Uj+1/2]7
kde
ja1)n = f(U;:&-l/Q) B f(UJtFl/?) (3 52)
]+ = ~ ~_ . .
Ujil/Q Uj+1/2

Ziskame tak metodu typu upwind. Zdiraznéme jesté, ze tato metoda nerespektuje
feseni ve tvaru viny zredéni. V paséazi vénované vykladu Godunovovy metody jsme
uvedli, Ze metodu upwind lze interpretovat jako metodu s pfibliZznym Riemanno-
vym Tesicem typu all-shock. Z tohoto divodu mame zarucenu konvergenci pouze ke
slabému feseni, nikoliv k feseni entropickému (nebot vlny zfedéni neaproximujeme
korektné).

Dalsi pribliznym fesicem je tzv. Rusanovova metoda (nékdy také oznacovana
jako lokélni Laxova-Friecrichsova metoda), pro kterou

%|aj+1/2|[U;Sr1/2_ 311/2]7

kde
aji1e = max{|f (U, )| [F(U7 )1} (3.54)
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V pripadé této metody je a;y1/2 ziskdno jako v absolutni hodnoté nejvétsi rychlost
siteni vin. Metoda nerespektuje razové viny, ale pouze vlny zredéni. Pravé uve-
dena metoda patii soucasné do skupiny metod centralnich. Tuto metodu lze odvo-
dit podobné jako Laxovu-Friedrichsovu metodu. Lze vsak ukazat, Ze Rusanovova
aproximace se vyznacuje mensim mnozstvim numerické vazkosti (diftize), nez méa
aproximace Laxova-Friedrichsova.

Dalsi moznosti je Hartenova-Laxova-Leerova (HLL) metoda, pro kterou

+ - - o
%a1/2f Winayo) =0 /2 Ui 2)

Fiap = S -
j+ j+
at a7 ’ ’ (355)
_ J+1/2 75 41/2 77+ —U- ]
P j1/2b

S irja=0 1y IT2
kde . A
0l = max{f(Uj ) FUL, ), 0},
@y = min{f(Uz, ), f(UL ), 0}

Tato metoda je opét konstruovana na podobném principu jako metoda Rusanovova
a Laxova-Friedrichsova, lze vSak ukazat, Ze je zalozena na aproximaci s mensim
mnozstvim numerické vazkosti (difuze). Nékdy také byva oznacovana jako metoda
typu central-upwind. Tuto metodu lze opét interpretovat jako metodu centralni (bez
Riemannovych fesi¢i). V nékterych specidlnich ptipadech prechézi tato metoda na
metodu typu upwind (napf. v pripadé, ze f'(u) >0 VYu).

Déle uvedme Engquist-Osherovu metodu, pro kterou

Fyop = 3U(05 ) + F(U5 )] -
Uiy 3.57
-1 @ (590

U]il»l/2

(3.56)

Tato metoda je zalozena na predstave, ze fesenim Riemannova problému je bud
vlna zfedéni, nebo kompresni vina. Uvazujeme tedy pouze feseni spojita (v pripadé
kompresni vlny vsak musime uvazovat misto feseni ve tvaru funkce reseni ve tvaru
relace az s tfemi ,funkénimi hodnotami®).

Jako posledni uvedme znovu Lax-Friedrichsovu metodu, kterou lze také vnimat
jako priblizny Riemanntiv tesi¢

Fj+1/2 = %[f(ﬁ;_yz) + f(U;H/z)]_

L (3.58)
%’aj+1/2|[Uj:_1/2 - Uj+1/2],
kde
Ax
Clj+1/2 = A_t (359)

Povsimnéme si, ze z CFL podminky dostavame max |f'(q)| < i—f. Opét tedy a;i1/

je hornim odhadem pro v absolutni hodnoté nejvétsi rychlost sifeni vin.
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3.6 Konvergence k zobecnému reseni. Laxova-Wen-
droffova véta

Nyni shrneme nékteré zakladni poznatky tykajici se analyzy metod. V prvni radé
je treba zavést novou definici konzistence, ktera neni zavisla na hladkosti reseni.
Podivame-li se na stévajici definici, lze zjednodusené ¥ici, ze jde o konzistenci (soulad)
mezi numerickou aproximaci a diferencialni rovnici. Nova definice je zalozena na
konzistenci mezi tokovou funkei f = f(u) a numerickou tokovou funkei (numerickym

tokem) FJ ;.

Definice 3.1. Rekneme, 7e numericky tok je konzistentni s tokovou funkei
f = f(u), jestlize pfi konstantni hodnoté funkce u(z,t) = u plati, Ze se hodnota
numerického toku redukuje na hodnotu f(u), tj.

F(u,u,...,u) = f(u), VueR (3.60)
a déle pro vechna w;_,, ..., Ujtk, U € (Umin, Umax), Umin, Umax € R existuje K > 0 :
|F (W, - s ujpk) — f()] & K max{|uj_pm —ul, ..., |ujr —ul}. (3.61)

Je ziejmé, ze z platnosti nerovnosti (3.61) automaticky plyne rovnost (3.60).
Uvedme si nyni dva priklady numerickych tokii a ukazme si jejich konzistenci.

L. Fﬁu/z - %[f(UJn) + F(U]

n n n n n n n f(Un )—f(UTL)
2. Fj+1/2 = %[f(U] ) + f(Uj+1)] - %’a]’+1/2|<Uj+1 - Uj )7 aj+1/2 = (}Il—_U]nJ

Jj+1

Pro jednoduchost nebudeme uvadét horni index n.

1.

Fii12 — f(ﬂ)} Lf(U;) + f(Uja)] = f(u)

—_

=

N~ N~

fU;) = f@)] + 5 [f(Uj) — f(u)]

F(U) ~ F@) + 5 1F(U50) — (@)

[\]

A

1

2

Déle 4C > 0 takova, ze
|f(Ujs1) = f(Uj)| = ClUj1 = Ujl, VUji1,Uj € (Unin, Umax)-— (3.62)

Potom
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< Cmax {|U; — al,|Uyes — 1}
Zde tedy miuizeme polozit K = C.

‘Fj—i-l/Q - f(ﬂ){ =

R

~~
§C7VUJ 7Uj+1 S (Umin7Umax>

Ujr = Uj) = f(u)| =

J/

3C U =l + 3C|Ujr — a| + 301U = Uj| <
sCNU; = al + 3C|Uja — al + 5C|U; — a| + 5C[Uja — uf =
2C max {|U; — ul, |Uj+1 —al} .

A AN

V tomto pripadé polozime K = 2C.

Tim jsme ukézali konzistenci obou numerickych toku s tokem f = f(u).
Nyni budeme formulovat jednu ze zakladnich vét tykajicich se konvergence me-
tod.

Véta 3.2 (Laxova-Wendroffova). Uvazujme prot € (0,7) a x € R diskretizacni
sité s parametry At;, Ax; a ozna¢me piisluSnou sitovou aproximaci Ua,. Pokud
je aproximace Upy, stanovena konzervativni metodou s konzistentnim numerickym
tokem a pokud Ua, konverguje k néjaké funkei u = u(x,t) pro l — oo, tj. At; — 0
a Ax; — 0, potom u = u(z,t) je slabé feseni.

Sitovou aproximaci v predchozi vété chapeme jako po ¢astech konstantni funkci
UAtl = an pro r € (xj_1/2,$j+1/2> X (tn,tn+1>.

V predchozi vété hovorime o konvergenci metody. Je vSak jesté tfeba upfesnit, co
konvergenci metody presné minime:

e Prvnim pozadavkem je

T b

//|UAtl(9§,t)—u(:v,t)\da:dt—»O

0 a

pro kazdou mnozinu © = (a,b) x (0,7).

VI'>0 3ReR: TV,(Ua,(t) <R Vte(0,T), 1=1,2,...
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kde
TV,(v) = supz [v(&;) —v(&5-1)|

pres vSechna déleni —oo < § < & < -+ < &y < 0.
Diikaz. Schéma v konzervativnim tvaru lze prepsat na

F;?l—l /2

n+1 n n

j+1/2

At Ax

Pfenasobenim hodnotami ¢ = ¢(z;,t,) testovaci funkce ¢ € Cg(R* xR) a sectenfm
pres indexy n a j ziskame

=0.

n+1 n n _ I
Uj _U'+<pnFj+1/2 Fj—1/2

©; AL ; s =0, (3.63)

kde gog).L = ¢(zj,t,). Tento vztah (3.63) mizeme za pouziti rovnosti (formule per
partes

d d
er(st —8) = — Z $j(rj —rj_1) — TeSe + raSdtt (3.64)
Jj=c Jj=c+1

a naslednym vynasobenim AxAt prepsat na

—AzxAt Z Z |:Un+1 901 (’D] + Fn ‘PJ+1_L‘O?

P i+1/27 Az (3.65)
—Az Y Ul =0.

j=—00

Podle definice slabého feseni predpokladdame kompaktni nosic¢ funkce ¢, proto ¢leny
¢} = 0 pro |j| — oo nebo n — oo.
Nyni uvazujme i — oo, tedy At®, Az(® — 0a U® — u. Potom prvni élen (3.65)

konverguje k — [ f prudrdt a treti ¢len konverguje k — f o(x,0)u(z,0)dz. Déle
0 —
vyuzijme vlastnostl konzistentni metody. Naptriklad pro trlbodovou metodu plati

(pro volbu @ = U™ v (3.61))

J

|F! ]+1/2 f( ]()n)| < K|U3@n - U;Qﬁ, pro konstantu K > 0. (3.66)

Protoze U®" mé omezenou totalni variaci, plati

|FOn UM — o, kdy# i — 00 (3.67)

]+1/2 (

pro skoro vsechna j. Vyuzitim (3.67) a konvergence U () — 1y lze ukazat konvergenci

(i)n 0o oo

(i
AxAtZ Z ﬁ;‘/z%e / / () ppdadt, (3.68)

n=0 j=—o0 0 —oo
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Plati-li predpoklady véty a | — oo, dostavame

/ / upy + f(u)p,] dedt — /u(:z:,O)go(@O)d:c = 0. (3.69)
0 —o0 —00
Podle definice 1.2 je tedy funkce u slabym resenim tlohy (1.6). O

Povsimnéme si, ze véta ma tvar implikace. V pripadé, ze existuje klasické feseni,
muze konvergovat i nekonzervativni metoda. Véta také nerika nic o tom, za jakych
okolnosti dana metoda konverguje. K tomu, abychom mohli formulovat konvergencéni
véty, je tfeba zavést pojem stability.

Definice 3.3. Metoda se nazyva TV-stabilni, jestlize vSechny aproximace feseni
Uni(z,t), Ay < Atg, patii do mnoziny

K={Upt € L17: TV(Uat) £ R asupp(Ua) C (=M, M) Vte(0,T)},

(3.70)
kde
T oo
://\v(x,mdxdt,
0 —o0

Lir=Av: |l < oo},
T oo
TV(u) = limsup: f f lu(z +¢,t) — u(z,t)|dedt
e—0

+ limsup 2 ff lu(z,t + €) — u(x,t)|dz dt.

e—0

Déle plati nasledujici konvergencni véta.

Véta 3.4. Necht je numerické Teseni Ua; generovano konzervativni numerickou
metodou s konzistentnim numerickym tokem. Je-li metoda TV-stabilni, potom
priblizné feseni ziskané touto metodou konverguje ke slabému reseni.

Diikaz. Dokazme tuto vétu. Nejdiive zavedeme méritko rozdilu mezi pribliznym
a slabym TeSenim

dist(Unag, U) = irelg | Uae — ul|1,7,

kde
U={u: wu(z,t)jeslabé feseni}.

Diikaz povedeme sporem. Necht metoda nekonverguje ke slabému teseni. To zna-
mena, ze existuje posloupnost pribliznych teseni, ktera nekonverguje ke slabému
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feseni. Tato posloupnost pak obsahuje podposloupnost Ua¢,, Uas,,... takovou, ze
pro At; — 0, [ — oo plati

dist(Ung,, U) > £ V.

Protoze je metoda ovSsem TV-stabilni, pak Uas, € K. K je vSak kompaktni mnozina.
Existuje tedy podposloupnost predchozi podposloupnosti, ktera konverguje k néjaké
funkci ¢ € IC, tj. plati

[|Uat, — ql||1. 7 < € pro dostatecné velkd 1.

Jelikoz uvazujeme konzervativni metodu s konzistentnim numerickym tokem, pak
podle Laxovy-Wendroffovy véty je funkce g = ¢(z,t) slabym Fesenim. Dospéli jsme
tedy ke sporu. H

Tato véta jiz 1ika, za jakych okolnosti metoda konverguje. To, zda je metoda
TV-stabilni, vsak nelze snadno ovérit. Je treba jesté formulovat nékolik vét, které
jiz povedou na relativné snadno provéritelné vlastnosti.

Poznamenejme jesté, ze pro po ¢astech konstantni funkei Uny = Unay(x,t) plati

T/At [e's)

V(Us) =Y Y (AU, = U] + Ax|UP = U7Y). (3.71)

n=0 j=—o0

Definice 3.5. Rekneme, 7e metoda mé vlastnost TVD (total variation dimi-
nishing), plati-li
Tvn+1(UAt) é Tvn(UAt)v

kde TV, (Uat) = Z Uty —

j—foo
Rekneme, Ze metoda mé vlastnost TVB (total variation bounded), existuje-li B > 0
nezavislé na datech metody (muze vsak zéviset na datech ulohy) takové, ze

Uj'l.

TV, (Ua) £ B Vn e N,.

Zde je dobré pripomenout, ze slabé entropické feseni méa vlastnost analogickou
vlastnosti TVD. Nyni uvedeme dvé véty. Prvni z nich mé pomocny charakter, druhé
jiz mize poslouzit k analyze metod.
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Véta 3.6. Predpokladejme, ze

e pro numericky tok F existuje L > 0 takové, ze VU, € R
k
[FU - Ufg) = POy Ul )l S LY URG = U (3.72)

i=—1
e Dadle predpokladejme, Ze existuje Ry > 0
TV, (Uat) £ Ro.
Pak pro prislusnou konzervativni metodu existuje R > 0

TV(Ua:) = R.

Véta 3.7. Necht metoda ma vlastnost TVD a necht numericky tok splnuje pod-
minku (3.72) z predchozi véty. Je-li TVo(Uar) < o0 a je-li mnozina suppug(x)
omezena, potom tato metoda je TV stabilni.

Déle uvedeme Hartenovu vétu, ktera je jiz primym nastrojem pro ovéreni vlast-
nosti TVD.

Véta 3.8 (Hartenova). Uvazujme metodu, kterou lze vyjadrit ve tvaru

Ut =up - iU = Uy + C:;].Hﬂ( o = U, (3.73)
Pokud pro kazdé j € Z a n € N plati
Coj1p 20, Crinp 20, Oy + Gy ST (3.74)

potom méa metoda vlastnost TVD.

Déale zavedeme nékolik dalsich vlastnosti metod, které jsou také uzitecné pro
analyzu nékterych metod
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Definice 3.9. Metoda se nazyva

e monoténni, jestlize pro kazda dvé priblizna feseni Wa; a Va; dané tlohy pro
dvé pocatecni funkce wy(z), vo(z) a pro kazdé n € Ny plati

W} 2V ¥jez)= Wit 2Vt vjen)

e [;-kontraktivni, jestlize pro libovolna vyse uvedena priblizna feseni a pro
vsechna n € Ny plati

HWnJrl o Vn+lH g HWn o VnH

e zachovavajici monotonii, jestlize ma tuto vlastnost: je-li pocateéni funkce
wo(x) monoténni, potom prislusné priblizné feseni W zachovava monotonii
pro vsechna n € N.

e E-schéma, pokud je konzervativni a plati

Fro. < f(u) Yue <UJ”,U]T‘+1), Ur < Uf“,

j+1/2 =

Fap Z flw) Yue (Up U, Uy Ut

Vyse uvedené vlastnosti spolu souvisi tak, jak uvadi nasledujici véta.

Véta 3.10. e Kazdé tribodové, konzervativni, monotéonni a konzistentni
schéma je E-schéma.

e Kazda monoténni metoda je [y kontraktivni.
o Kazdé [; kontraktivni metoda mé vlastnost TVD.

e Kazda TVD metoda zachovavid monotonii.

Dikazy jednotlivych tvrzeni 1ze nalézt napr. v [24].
Dalsi véta je vénovana monotonnim metodam.

Véta 3.11. Numerické feseni ziskané konzistentni monoténni metodou konverguje
k entropickému teseni.

Véta 3.12. Linedrni metoda zachovéavajici monotonii je (az na specidlni vyjimky)
prvniho radu.

Nyni ukazeme, ze Laxova-Friedrichsova metoda je monoténni pro

At
"Ur'— < 1. .
max | f(UF| 1 = (3.75)
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Laxova-Friedrichsova metoda mé tvar

L1 " At n n
urtt = §(U +UN) — AL Lf(U}) = FU)] -

Monotonii ovérime pomoci parcialnich derivaci
OHWU™) _ 1 At pr(rn
s =3 [L+ &S (U)]
1
2

[1 o ﬁi /(Uj+1)] :

Pokud je splnéna podminka (3.75), pak jsou vySe uvedené derivace nezaporné, a tedy
metoda je monotonni.
Déle ukazeme, ze metoda

Urtt =up — 2L (F;n+1/2 F 1/2) (3.76)
F]TfH/g [f(Un) + f( ]+1)] 2|a3+1/2| ( Jj+1 U]n) ?

kde

Jj+1 J

f{(U})  jinak.

ma za splnéni podminky (3.75) vlastnost TVD. Po dosazeni konkrétniho tvaru nu-
merického toku do metody v konzervativnim tvaru a po pricteni a odecteni vyrazu
LKL F(Ur) dostaneme

U;'Hl = Ui+ 2Az(‘aj+1/2| j+1/2)(U]n+1 - an)_
- QAx(la] 1/2’ +ai_ 1/2)(Un - Uf—1/2)-

FWUH)—fFUF) n
a?+1/z={ ooy PO Ui 7 U (3.77)

7 toho plyne, ze
_ At "
CnJ*l/? = ZA:C(|%—1/2| + aj—l/Q)’

At n n
oy = gag Uil = @) =

Jelikoz plati (3.75), pak

C£j71/2+cij+1/2 - 2Ax<‘“g+1/2‘ a+1/2): ’ay+1/2’—

A maxc | P(Q)] £ 1.

Ukéazali jsme, ze nékteré metody prvniho radu konverguji ke slabému feSeni. Po-
drobnéjsi analyzou lze ukazat, ze k entropickému slabému feseni konverguji La-
xova-Friedrichsova, Rusanovova, Hartenova-Laxova-Leerova, Engquistova-Osherova
a Godunovova metoda s presnym Riemannovym fesi¢em. Dalsi otazkou je, jak zkon-
struovat metody vyssitho nez prvniho radu, které konverguji ke slabému fesSeni.
7, predchozi véty plyne nésledujici tvrzeni: je-li metoda vyssiho nez prvniho fadu,

A
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pak je nelinedrni nebo nezachovava monotoénii. Z predposledni véty taktéz plyne, ze
nezachovava-li metoda monotoénii, pak neni TVD. Metoda, ktera neni TVD zfejmé
nekonverguje ke slabému teseni. Jedinou moznosti je tedy pouzit nelinearni metody.
Lze ukazat, ze takovou metodou je jiz zminéna hybridni metoda, ktera je postavena
na myslence uzit aproximaci druhého radu v bodech, ve kterych je feseni hladké,
a aproximaci prvniho fadu v bodech, ve kterych je feseni nehladké. Pripomenme, ze
tento pristup je spoleény vsem zatim diskutovanym metodam. Plati nasledujici dveé
véty.

Véta 3.13. Pokud & = ®(O) je omezena funkce, pak je Hartenova hybridni me-
toda konzistentni.

Véta 3.14. Hartenova hybridni metoda je TVD, pokud plati
° ﬁ—;max\f’(u)] <1,
e $(©)=0proO® =0,

@Eiz) —®(0)| <2 VO, 0, €R.

Ukéazali jsme, ze Laxova-Friedrichsova metoda konverguje k entropickému reseni.
Nyni ukazeme, ze metoda typu upwind k entropickému feseni obecné nekonverguje.
Uvazujme pocatecni tlohu pro Burgersovu rovnici

u+ (u?/2), = 0, zeR, te(0,T),
—1 <0
u(z,0) = { v=

1 z>0.

Déle uvazujme diskretizaci Az = 1, x; = j. Tedy

po_] ~H IS0
J 1 j7>0.

Lze snadno ukézat, Ze F]QH/Q = 1/2. Z toho plyne U} = U} pro viechna j € Z.
Stejnou tvahu lze ucinit i pro dalsi ¢asové kroky. Numerickym fesenim je tedy sta-
cionarni razova vlna. Toto TeSeni je aproximaci slabého feseni, neni vSak aproximaci
feseni entropického.

Zaverem konstatujme, ze mame k dispozici metody, které konverguji k entropic-
kému feSeni a jsou prvniho fddu (Laxova-Friedrichsova metoda, Godunovova me-
toda). Dale mame k dispozici metody s vysokym rozliSenim, které ovsem konverguji
k FeSeni slabému (nemame zarucenu konvergenci k Teseni entropickému). Dosta-

vame se tak k dalSimu problému: lze zkostruovat metody s vysokym rozliSenim,
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které k entropickému teseni konverguji. Ukazuje se, ze takové metody zkonstruo-
vat 1ze (H. Nessyahu & E. Tadmor (1990): Non-oscillatory central differencing for
hyperbolic conservation laws Journal of Computational Physics 87, 1990, 408-463.).
Casto vSak uzivame i metody, u kterych nemame teoreticky prokazanou konvergenci
k entropickému feseni. Obvykle postupujeme tak, ze doplnujeme prislusnou metodu
o proceduru zvanou entropy-fix. Jde o stejny postup, jako jsme uplatnili v odstavci
o hybridnich metodach, kde jsme pro stanoveni toku prvniho radu pouzili Goduno-
vovu metodu (kterd k entropickému feseni konverguje).

Poznamenejme jesté, ze nékolikrat zminované metody typu ENO nemaji vlast-
nost TVD. Zachovavaji vsak monotonii.

3.7 Numerické metody pro reseni soustav parci-
alnich diferencialnich rovnic hyperbolického
typu

3.7.1 Metody pro linearni soustavy s konstantnimi koefici-
enty

Uvazujme pocatecni ilohu pro soustavu

u+Au, = 0, zeR, te(0,7)

’u,(x,O) = ’U/o(l’), x € R. (378)

Predpokladame, ze soustava je silné hyperbolicka. Z toho plyne, Ze existuje regularni
matice R a diagonalni matice A tak, ze plati (podrobnosti lze nalézt v dvodni

teoretické kapitole)
A=R'AR. (3.79)

Po zavedeni substituce u = Rwv lze soustavu upravit na tvar
v, + Av, = 0. (3.80)

Ziskali jsme tak soustavu m nezavislych rovnic, které mizeme resit metodami uve-
denymi v predchozich kapitolach. My se nyni vsak zamérime specialné na metody,
které 1ze pouzit i pro reseni nelinearnich tloh.

3.7.2 Metoda umélé vazkosti
Uvazujme opét nejdrive linedrni soustavu
u; + Au, = 0.
Misto tlohy s touto soustavou budeme fesit tlohu se soustavou modifikovanou

uy + Au, = d(At, Az)u,,. (3.81)
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Pro jednoduchost budeme dale uvazovat semidiskrétni metody (to znamend také
d = d(Ax)) ve tvaru

dU; 1
o = 25 B = Fiap), (3.82)
kde
1
Fjiijp = 5AUj + Uja) - (3.83)

Pravé uvedena metoda je druhého radu v prostorové proménné. Je vsak nestabilni.
Zvolime-li

d(Az) = a§, a = max {|\l}, (3.84)
p=1..m

dostaneme nasledujici aproximaci vztahu (3.81)

u, 1

E = —E ( Uj+1 - 2Uj + Uj—l)- (3-85)

«Q
F; —F._ —
j+1/2 j 1/2) + 2Aac<

Provedeme-li substituci U; = RV}, Ze pravé uvedend metoda odpovidd metodé

dVv; 1
= A (Vi = Vi) +

T - As (Visr =2V, + V). (3.86)

a
2Ax
Popsany postup lze tedy interpretovat jako uplatnéni metody umélé vazkosti na
kazdou z nezévislych rovnic soustavy v; + Av, = 0. Ziskanid metoda je formalné
prvniho fadu. Chceme-li zkonstruovat metodu s vysokym rozliSenim, je tfeba opét
zavést — stejné jako ve skalarnim pripadé — vazké ¢leny vyssiho fadu. V nelinear-
nim pripadé lze nejjednodussi verzi metody zkonstruovat nasledujicim zptisobem.
Numerické toky volime

1
Fjp =5 (F(U;) + f(Uj11)) (3.87)
a metoda ma tvar
de . aj;
T - _ﬁ [(F}+1/2 - F}_l/2) + 2Z1a{2 (Uj+1 - U]>_ (388)
- Sx2U;-U; L),
kde
ajyrjz = max {[Aig], [Aiga|} (3.89)

a A;; jsou vlastni ¢isla matice

A; = f(U;).
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3.7.3 Hartenova hybridni metoda

Metodu pro pripad soustav rovnic u; + Au, = 0 budeme konstruovat podobné jako
ve skalarnim pripadé. Konstruujeme opét metodu v konzervativnim tvaru

Ui = U} = (Flhaye = Filap) (3.90)

Toky pro metodu prvniho a druhého tadu lze vyjadrit ve tvaru

n,L n n n
Fib, = LA 4 UL — S A7, - U7), (391)
n,H n 2 At n
Fj+1/2 = A(U + ]+1> A Ar — (U} j+1 Uj ), (3.92)

kde |A| = R|A|R™'. Zavedeme rozklad, ktery nam umozni pouzit omezovaci funkce
na jednotlivé slozky po transformaci na nezavislé rovnice

Ui — Z G jy1/2Ti- (3.93)

Rozdil toki prvniho a druhého tadu lze zapsat

n,H n,L A n n
FJ+1/2 ‘F]-i-l/2 2|A| ( A_;|A|> ( it —Uj ) =

= 3Al (I - §;[Al) Ra = 3RIA[ (I - §1|A]) o =

~ (3.94)
=5 2 N (1= REN) 07ty pom
2i:1 ? ,]+1/2 1

Korekei tokli uplatiiujeme prostiednictvim koeficientii o' 41/2° Zavedeme

.
O;ZJ—M, >\z > 0,
L Li+1/2 ‘
i,j4+1/2 aiij+3/2’ A\ < 0. (3 95)
®iit1/2
Definujeme dale
de+1/2 - O‘Zj+1/2q>(@2j+1/2)~ (3.96)

Celkovy tok metody je pak definovan

1 m
n n,L
j+1/2 — E7+1/2 + 5 Z ’)\z| (1 — |)\ |> 7]_,'_1/27'7, (397)
i=1

Zustava otazkou, jak modifikovat metodu pro pripad nelinearnich soustav. Pii vy-
poctu toku F}', , nahradime matici |A[ (a prislusnd vlastni ¢isla a vlastni vektory)
matici AT, /2] (a odpovidajicimi vlastnimi ¢isly a vektory). Tuto matici mizeme
definovat riznymi zpusoby, napt.
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o 1ALl = 1FU))

o |47l = 17/ (UL)

o 1Al = E(F WD)+ IFUL))

145l = | ()]

o 1Al = sien | £ (B (FU7) - FO)
kde

sign A = R(sign A)R™*

Dostavame tak

1
Fh, = 5 (PO + FUL) — SlAL U2, —U)), (3.99)

Fr = FiE 4l Zmywzr( wm\) & (3.99)

Pravé popsana metoda je konzervativni. Nemame zarucenu korektni aproximaci vin
ziedéni, proto je ji tteba doplnit procedurou typu entropy fix. Dalsim problémem je,
ze metoda je zaloZena na linearizaci nelinearniho problému. Z toho plynou nékteré
nedostatky metody. Uvedme jeden priklad: zatimco nékteré slozky reseni ptivodniho
nelinearniho problému jsou v fadé konkrétnich pripadu nezdporné (napt. hustota),
priblizné reseni tuto vlastnost obecné nema.

3.7.4 Metody Godunovova typu

Stejné jako ve skalarnim pripadé lze zkonstruovat metody Godunovova typu. Struk-
tura algoritmu zlistava stejna: rekonstrukce aproximace feseni z aproximaci inte-
gralnich pruméri; feseni Riemannovych problému (pouze v pripadé, ze je v bodech
T = ;112 rekonstrukce nespojitd); stanoveni numerickych toki, tj. hodnoty inte-
gralu z tokové funkce f = f(wu) pres Casovy interval (¢,,t,.1) a stanoveni integral-
nich primért na casové vrstvé ¢,,.; pomoci bilan¢ni formule

At [ :

ntl _ 7rn n+1/2 n+1/2

Uyt =0y - < (B = B, (3.100)
tn+1

B = [ #O0@a)at (3.101)

in
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prip.
TN T At ~n+1/2 —n+1/2
Uty = Ul — Az (Fjﬁ B ) : (3.102)
tn+1
B = / FU" (1)) dt, (3.103)

ln

kde U" = U "(x,t) je Teseni Riemannovych problému pro rekonstruovana data na
casové vrstvé t = t,,, popr. feSeni pocatecnich tloh s hladkou poc¢ateéni podminkou
(pokud je rekonstrukce v okoli bodt = ;41,2 hladka).

Po ¢éastech konstantni rekonstrukei 1ze realizovat po slozkach. V ptipadé (3.102)
neni soucasti postupu reseni Riemannovych problému. Ziskame stejné jako ve ska-
larnim pripadé Laxovu-Friedrichsovu metodu ve tvaru

_ Uur+ur A _

07, = S - S (F(O) ~ £O7)). (3.104)
V pripadé (3.101) potfebujeme znat feseni Riemannova problému v bodech = =
= Zj11/2. PfestoZe nepotiebujeme znat kompletni strukturu feseni, jedna se na roz-
dil od skalarniho pripadu o velice slozitou tlohu (pfestoze potfebujeme ¢asteénou
informaci o FeSeni, musime alespon ¢astecné prozkoumat Teseni celé). Na druhou
stranu je vhodné si uvédomit, ze ziskané aproximace integralnich primeéru interpre-
tujeme obvykle i jako aproximace hodnot feSeni v diskretizac¢nich bodech z = z;.
Proto je tfeba volit relativné jemné déleni. Z tohoto divodu je v bodech x = x5
az na vyjimky obvykle fesenim hladké funkce, nebo samotna réazova vlna, vina zre-
déni, anebo kontaktni nespojitost. Struktura reseni Riemannova problému je tedy
obvykle velmi jednoduchéa. Toto lze vnimat jako podpiirny argument pro pouziti
pribliznych Riemannovych fesic¢ti. Pouze v pripadé, kdybychom volili hrubou dis-
kretizacni sit, museli bychom vénovat velmi velkou pozornost feSeni Riemannova
problému. Ziskali bychom tak pTfesnéjsi aproximace integralnich primért reseni. Ty
bychom ovsem jiz nemohli interpretovat jako bodové hodnoty (piip. by musela byt
vystupem rekonstrukce provadéna také na zakladé feseni Riemannova problému).

Na zavér kapitoly konstatujme, Ze nutnou podminkou stability je

- - At _ 1
max (@D MO} 5o < 5 (3.105)
kde A\ (U ') jsou vlastni ¢fsla Jacobiho matice A((j]") =f ((7]") Toto omezeni na
casovy krok muze byt prodlouzeno

At
max A S 1; 3106
s Ar — ( )

kde Spax je hornim odhadem maximéalni velikosti rychlosti Sifeni vin pro danou
ulohu.
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3.7.5 Priblizné Riemannovy resice

Jak jsme uvedli, na rozdil od skalarniho pripadu, je feseni Riemannovych problémt
pro soustavy nelinearnich rovnic velice slozité. Proto v tomto pripadé vénujeme
velkou pozornost fesi¢iim pribliznym. Budeme uvazovat semidiskrétni pristup. Pro
ZJednodusenl popisu zavedeme nasledUchl oznaceni hodnot rekonstruovanych funkei
UJ’+1 /2= U(xJH /2= ), ﬁ;;l o= U(xJH /2+). Vynechame také oznaceni zavislosti na,
¢asové proménné.

Roeuv resié

Prvnim z pribliznych Riemannovych Tesici, které jsme studovali byla Murmanova
metoda. I v pfipadé nelinearnich soustav volime presnou linearizaci ve tvaru

I <U;Sr1/2> —f (Uj_—‘rl/2> = Aj+1/2 <ﬁ j+1/2 Ug_+1/2> (3.107)

Je-li fesenim problému samotnd razova vina (prip. kontaktni nespojitost), je splnén
Rankinetiv-Hugoniottiv vztah ve tvaru

f (U]11/2) - f (UJ:rl/2) = S8j41/2 (U]+1/2 UJ_JFI/2> (3108)

7 ptredchozich dvou vztaht plyne

Ajiiya (U;Srl/z Ug_+1/2> = Sj+1/2 (U;—H/2 Ug_+1/2> (3.109)

Zvolena linearizace mé tedy nasledujici vlastnost: je-li fesenim nelinearniho pro-
blému samotna razova vlna, je fesenim linearizovaného problému také razova vina,
ktera se navic siti totoznou rychlosti Matice A /2 se obvykle nazyva Roeova ma-

tice a je funkei hodnot lAJjjrl PE! U Na Roeovu matici klademe dva pozadavky:

j+1/2°

e Roeova matice je stejné jako Jacobiho matice tokové funkce diagonalizovatelna
a ma navzajem ruzna realna vlastni ¢isla;

—UaUt,,— Uplati A;,,y — AU).

° proU

j+1/2 j+1/2

Otézkou je, jakym zptisobem ziskat konkrétni tvar Roeovy matice. Jednou z moz-
nosti je integrovat Jacobiho matici po vhodné integracni cesté ve stavovém prostoru
mezi body U 412 a U, 4172 (vzhledem k tomu, ze pracujeme se zédkonem zachovani,
lze ukézat, ze si lze zvoht libovolnou integra¢ni cestu). Zvolime tedy jednoduchou

variantu — usecku

w(€) =Upyy) + U = Upy ol (3.110)
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kde 0 < ¢ < 1. Pak lze psat

~

(07, ) £(U01) = [ ¢
jdf "(§)d¢ = (3.111)
0

-|f f’(u(f)))df] (07~ O7as).

Z préave provedeného odvozeni a z (3.107) dostavame

Aj = [ £la©)ie (3.112)

Pouzijeme-li tento vztah pro konstrukci Roeovy matice, je pochopitelné splnén vztah
(3.107). Je také automaticky splnén druhy pozadavek kladeny na Roeovu matici. Spl-
néni prvniho pozadavku vsak neni zaruceno (i kdyz Jacobiho matice tokové funkce
tuto vlastnost ma). Roe navrhl postup, jak zkonstruovat po ném nazvanou matici,
kterd spliiuje oba dva pozadavky. Podrobnosti nalezne ¢tenar napt. v [9]. Pouzi-
vame opét algoritmus typu REA (reconstruct — evolve — average). Misto puvodniho
Riemannova problému, jehoz presné feseni prilis komplikované, fesime presné linea-
rizované Riemannovy problémy ve tvaru

u+Ajpu, = 0, z€R, t>1,,
u(x ; ) B U]:’-]./Q’ r < Tjt+1/2; (3113)
e U >,
j+1/20 J+1/2:

Pti kontrukei numerické tokové funkce vychazime vsak z ptivodniho zakona zacho-
vani, abychom zajistili konzervativitu i v pfipadé numerického schématu (formulace
(3.113) konzervativni neni). Ziskana tokova funkce

1

1 _
AT = (A+]A]), A = (A-|A]),

je formalné shodnéa s tokovou funkci Murmanovy metody

Fipip = % [f (Ug;1/2> f( g+1/2)] |AJ+1/2’< j+1/2 Uf+1/2> (3.114)

Lokalni Laxova-Friedrichsova metoda, semidiskrétni centralni metoda

Popiseme metodu, ktera je nazyvana lokalni Laxova-Friedrichsova metoda. Soucasné
se jedna o jednu z nejjednodussich metod, kterou lze odvodit pristupem pouzivanym
v ptipadeé tzv. centralnich metod Godunovova typu s vysokym rozlisenim. Jde o vek-
torovou verzi lokalni Laxovy-Friedrichsovy metody pro skalarni nelinearni pripad.
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Uvazujeme pouze nejvétsi velikost rychlosti siteni viny (stejné jako ve skalarnim pii-
padé nebereme v potaz razové viny a kontaktni nespojitosti). Oznac¢me tuto velikost

max

rychlosti s /- Obvykle volime

Sjr1j2 = INax {IA( )l AT o)1 (3.115)

Touto volbou zajistime, ze nehladka cast feSeni Riemannova problému je uzaviena

v podintervalu (z;41/2,0, Tjt1/2,r), kde 1701 = Tjp1/2 — J+1/2At Tjy1/2,R =

= xj+1/2+s?ff/2At. Pak lze zapsat bilance v intervalech (12,1, Zj41/2) & (Tj41/2, Tjt1/2,R)
takto

_F1j+1/2 B f <Uj_+1/2> = S?ff/? ( ;—i—l/Q Uj_+1/2> (3116)
f (UJTH/2> - F1j+1/2 = S;'nfi(/Q (Uj—:l/z - ]#_5_1/2) . (3117)

Sec¢tenim predchozich dvou rovnosti dostaneme
‘f (UJ:1/2> o ‘f (Uj_—l—l/2)> = S;'nfi(/Q (U]+1/2 Uj__~_1/2> (3118)

Tuto metodu lze interpretovat jako priblizny Riemannuv resi¢ s jedinym mezistavem

Uy+1/2 mezi U 12 U;r1/2 Z (3.116) a (3.117) také dostavame

1 - 1 gmax & —
Fjy2 = 92 [-f (U]+1/2> f( ]+1/2)] 92 Sj+1/2 (thﬂ/z U]+1/2> (3.119)

Hartenova-Laxova-Leerova metoda, metoda typu central-upwind

Jde o metodu, kterou lze chapat jako priblizny Riemanntv fesi¢, obvykle nazyvany
Hartentiv-Laxtiv-Leertv, nebo jako centralni metodu Godunovova typu, ktera ¢as-
tecné vyuziva informaci o sméru siteni vin. Opét jde o vektorovou verzi metody jiz
popsané pro skalarni nelinearni pripad. Uvazujeme pouze nejvétsi a nejmensi rych-
losti sifeni vln (stejné jako ve predchozim pripadé nebereme v potaz razové viny
a kontaktni nespojitosti). Oznacme tyto rychlosti s ;1 2 & S Obvykle volime

/2
St = min UL ) AT ), 04, (3.120)
Siti/z = max {0 Al ]+1/2)) )‘(0311/2)}' (3.121)

Touto volbou zajistime, ze nehladka ¢ast Teseni Riemannova problému je uzaviena
v podintervalu <xj+1/2,L7xj+1/2,R>7 kde xj+1/2,L = .Cle_|_1/2 — J+1/2At xj+1/2,R =
= xj+1/2+s?ff/2At. Pak lze zapsat bilance v intervalech (12,1, Tj11/2) & (Tj41/2, Tj11/2,R)
takto
Fiyp—f (U;H/z) = SjH1/2 ( 112~ Uj;1/2> (3.122)

‘f (U311/2> o F}“"l/Q = S;n—fi(/Q (th.l/g - ;:,-]_/2) . (3123)
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Sec¢tenim predchozich dvou rovnosti tentokrat ovsem dostaneme

f <thr1/2) - f (U];1/2> = Sﬁri/z ( ;+1/2 - U];1/2) + Szgfi{/z (thr1/2 - ;+1/2> .
(3.124)
Tuto metodu lze interpretovat jako priblizny Riemanntiv reSic s jedinym mezistavem
lAf;H/Q mezi 0g:rl/2 a ﬁj:l/? Na rozdil od centralni metody je zde vsak vice respek-
tovan smér Siteni vin (v nékterych specidlnich pripadech dostaneme piimo metodu
typu upwind).
Dalsi verzi této metody je Hartenova-Laxova-Leerova-Einfeldtova metoda, ktera
je totozna s HLL metodou az na volbu

Siie = min {0 MU7 o) AU ) Ay (3.125)
S, = max {0, AU ) MO ) Ay (3.126)

kde A; j11/2 jsou vlastni ¢isla Roeovy matice. Pravé uvedend modifikace dava obvykle
ostrejsi vysledky, nez dostavame v pripadé standardni HLL metody.
Z (3.122) a (3.123) dostavame

- U]il-l/2> :

(3.127)

U

j+1/2

ginax [A]'f _ ghin 0+ max . min
7 B J+1/2f ( j+1/2 J+1/2f i+y2)  Siv1/25i+1)2
J+1/2 = gmax - _ Smin gmax Smin
J+1/2 0 Ti+1/2 J+1/2 T2

Dalsi priblizné Riemannovy resice

Existuje cela rada pribliznych Riemannovych fesi¢ti. Poznamenejme, ze lze zkonstru-
ovat verzi Engquistovy-Osherovy metody pro soustavy rovnic. Podrobnosti nalezne
¢tendr napr. v [6]. Dale uvedeme pouze metody stépeni toku. Nejdiive vsak kon-
statujme, ze vSechny doposud popsané priblizné Riemannovy teSice lze zapsat ve
tvaru

de o S S g
3 _Ajﬁ M?UJ’—W’ UJ‘+—}/3)Jr . (3.128)
+AWU 0, U ) + AT (UL o Uj+1/2)]

Pro jednotlivé priblizné Riemannovy tesi¢e dostavame:
e Roeova metoda

A

m
+ _
Uj+1/2) = E max{0, )\i,j+1/2}ai,j+1/2ri,j+1/2a
i=1

Aajjtl/? ﬁyzrl/2) =f ((7];1/2) —f (ﬁj'tl/?) ’

AN U

Jj+1/2

A (U0, Uf ) =D min{0, A jo o joTi g2,
=1

kde a1/ = Rj+11/2 (Uﬁyz . Ugi&-l/2>
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e Lokéalni Laxova-Friedrichsova metoda

A+<szr1/2’ thrl/2) - 85‘%2 (U];1/2 - ;+1/2> )

AU, UL ) = f (ﬁﬁrm) —f <l7f_1/z> )

i — + o X N L
AU 0 Ul ) = =550 ( J+1/2 T Uj+1/2> ’
e Hartenova-Laxova-Leerova metoda

+Fr— e _ . max r— o
A (Uj+1/2, Uj+1/2) - ij1/2 ( j+1/2 j+1/2) )

A(ﬁ;—1/2> 6311/2) =f <ﬁjt$-1/2> -f <0j+_1/2> ’

+
Uj+1/2

A (U

) __ _min
j+1/2 —

Sj+1/2 ( 4172~ Uj_+1/2> ’

Je ziejmé, ze plati

r+ T —
f (Uj+1/2) —f (Uj+1/2) -
— A r— T+ + r— T+
= A (Uj+1/2’ Uj+1/2> + AL (Uj+1/2’ Ujiifo
tj. rozdil toku je rozstépen na kladnou (Sitici se doprava) a zapornou (sitici se doleva)
¢éast. Ve vsech pripadech lze tak metodu (3.128) interpretovat pomoci stépeni dife-
renci toku takto: Casova zmeéna hledané funkce na kontrolnim objemu (z;_; /25 Tjt1 /2>
je déna diferenci toktt v bodech z;,,/5 a x;_1/2, ddle kladnou ¢ast{ tokové diference
v bodé x;_1/2 a zdpornou casti tokové diference v bodé x;1/s.

Dalsi variantou je misto Stépeni diference toki realizovat stépeni toku samotného.
Zavedeme tedy stépeni

(3.129)
).

f(u)=f"(u)+ fr(u). (3.130)
Numericky tok zavadime nasledujicim zptisobem
E+1/2 = f+(Uj_+1/2) + f_(U;Srl/Q)‘ (3'131)

Zakladni otézkou je, jak volit f~(u), f™(u). V pripadé, Zze tokova funkce je homo-
genni stupné 1, tj. pro libovolné k € R plati f(ku) = kf(u), lze ukazat, ze

flu)=Au)u, A(u)=f(u). (3.132)

Pak lze zavést
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Metoda zalozena na popsaném rozkladu se nazyva Stegerova-Warmingova metoda.
Lze vsak realizovat i jiné rozklady, napt. rozklad Vijayasundaramiv ve tvaru

Uit U -, +U"

5 . 1 (3.135)

Chceme-li ziskat metodu s vysokym rozliSenim je potieba zvolit rekonstrukei
hledané funkce vyssiho rfadu. Tu ovsem nelze realizovat po slozkach. Musime po-
stupovat analogicky jako v pripadé Hartenovy hybridni metody, ve které prepinani
tokl nebylo realizovano pomoci skoki v aproximacich funkei w soustavy

u; + Au, = 0,
ale pomoci skokl v aproximacich funkei v
v; + Av, =0,

kde v = R'u, A = R'AR. Touto problematikou se zde jiz nebudeme zaby-
vat. Pouze uvedeme, ze v nékterych pripadech realizujeme rekonstrukci po slozkéch,
prestoze se jedna o postup, ktery neni po teoretické strance plné korektni.
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Kapitola 4

Numerické metody pro
parabolické rovnice

Privodce studiem

V této kapitole se Ctenar seznami s parabolickymi rovnicemi a nékterymi metodami na
Jejich reseni. Jedna se o rovnice obsahujici druhé prostorové derivace neznamé funkce.
Budou ukazany rozdily mezi explicitnim a implicitnim pristupem.

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete schopni:
e popsat nékteré fyzikalni déje pomoci parabolickych rovnic
e konstruovat explicitni metody

e konstruovat implicitni metody

e posoudit vhodnost pouziti rtiznych typt metod

4.1 Parabolické rovnice

Budeme se zde zabyvat diferenénimi metodami pro feseni pocatecnich tloh zalo-
zenych na parabolickych rovnicich. Uvazujeme tedy i zde diskretizaci prostorové
a Casové proménné a aproximaci neznamé funkce pomoci ,uzlovych® hodnot U7,
7=0,1,...,J,n=0,1,..., N, jak bylo popsano na zacatku kapitoly 2.
Konstrukeci numerickych metod si priblizime na feseni evoluc¢nich tloh obsahuji-
cich difazi. Nejjednodussim takovym prikladem je linearni pocateéné-okrajova tiloha

u = Dy, te(0,7),z€(0,1),D e R",T >0,
UO(.T), S <O> 1)7 (41)
= go(t), u(1,t) = g1(t), t e (0,7)

=
8
(@)
~— =
Il
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popisujici napriklad difizi nezndmé funkce v = u(z,t), D = konst. je difizni koe-
ficient. Tato rovnice vSsak muze rovnéz popisovat siteni tepla v tenké tyc¢i a dalsi
fyzikalni jevy. V pripadé, ze difizni koeficient je zavisly na prostorové proménné
D = D(z), ma pocatecni tloha tvar

u = (D(x)ug)s, te (0, 7),z€(0,1),D e R",T >0,
u(z,0) = wup(x), x € (0,1), (4.2)
uw(0,t) = go(t), u(l,t) = g1 (), te(0,7).

I

Tyto tlohy mohou mimo jiné popisovat rovnéz prenos tepla v tenké tyci, kde koefi-
cient D zastupuje tepelnou difuzivitu.

4.2 Explicitni metody

4.2.1 Eulerova metoda

Nejjednodussi metodu na Teseni 1loh popsanych v predchozim odstavcei je mozné
sestrojit tak, ze casovou i prostorovou derivaci nahradime vhodnym diferenénim
podilem. Pouzijeme-li jednostrannou diferenci pro ¢asovou proménnou

uT}Jrl —um

wy(j, ty) = JA—tj + O(At) (4.3)

a druhou pomérnou diferenci pro prostorovou proménnou
n

_ n n
ui_y —2ul +ujy,

.
Ax?

+ O(Ax?) (4.4)

umm(xja tn) =

ziskdme diferenéni rovnost

n+1 n n n n
Ui =07 _ Ui — 207 + U

4.5
At Ax? (45)
proj=1,...,J—1.Z této rovnosti (4.5) je mozné jednoduse ziskat explicitni vztah
pro hodnotu na nové c¢asové vrstvé ¢,

Urtt =rUr + (1= 20U +rU}, (4.6)
kde pro jednoduchost zapisu zavadime parametr r

DAt
= (4.7)

Explicitni diferen¢ni formule metod lze obecné zapsat ve tvaru

Ut = H(U™), (4.8)
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kde H je operator prechodu z casové vrstvy n na vrstvu n + 1. Linearni diferenc¢ni
schéma pak lze psat ve tvaru

Ut — HU™), (4.9)

kde H je linearni operator . Formalné mé tedy diferenc¢ni formule stejny tvar, jako
v pripadé hyperbolickych schémat popisovanych v kapitole 2, proto i nékteré za-
kladni definice jsou shodné.

Definice 4.1. Lokdlni diskretizacni chybu L™ metody (4.8) definujeme predpisem

1

L™
At

o) —HU™], (4.10)

kde U™ je posloupnost o ¢lenech uf = u(zj,tn).

Definice 4.2. Diferencni formule se nazyva konzistentni s prislusnou aproximova-
nou rovnici, jestlize pro vSechna j a n takova, ze T 2 nAt plati

L} — 0 pro At — 0. (4.11)

Definice 4.3. Nejvetsi prirozené cislo p, pro které existuje konstanta Cp > 0
takova, ze pro vSechna j a n takova, ze T = n/At plati

L} = CL(At)? pro At — 0, (4.12)

se nazyva rdad konzistence.

Podle predchozich definic lze ukézat, ze metoda (4.6) aproximuje diferencialni
rovnici (4.1) s presnost{ O(At + Az?). Lokalni diskretiza¢n{ chyba je ddna vyrazem

n+1 n n n n
w; — uj_y = 2ui +ulyy

Ln:J J_DJ
J At Az

(4.13)

Predpokladame hladkou funkci u a pouzijeme Tayloriuv rozvoj k uréeni hodnot reseni
v Case t,.1. Potom lze zapsat

1 1 1

Jelikoz u; = Dug, snadno zjistime, ze uy = Dugyy = DUggrs @ proto

L= (%At _ %A:ﬂ) U + O(AF + Az, (4.15)
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4.2.2 Stabilita explicitni metody

Obdobné jako u explicitnich metod pro hyperbolické tlohy i zde je explicitni metoda
stabilni vzhledem k pocatecni podmince pouze pro nékteré délky c¢asového kroku.

Definice 4.4. Rekneme, Ze linearni metoda (4.9) je linedrné stabiln, je-li posloup-
nost {||H"||} omezend, tzn. pro kazdé T existuje ¢islo C's > 0 takové, ze plati

IH"|| < Cs (4.16)

pro vSechna n takova, ze nAt < T.

Piiklad 4.5. Resme explicitni metodou (4.6) pocatecné-okrajovou tlohu (4.1), kde @
D = 1 a pocateéni podminka je nulova vSude s vyjimkou jediného uzlu, kde je

hodnota neznamé funkce rovna jedné. Okrajové podminky jsou také nulové go(t) =
= ¢1(t) = 0. Zvolme

Ax?
=1, tj. At=—. 4.17
Reseni. Metoda mé v tomto piipadé tvar

Reseni ziskané pomoci této metody je nasledujici

Ul= 0 o0 0 1 000 0
Ult= 0 00 1 -1 100 0 (4.19)
U= 0 01 -2 3 -210 0

Z tohoto je patrné, ze feseni nesplnuje princip maxima (maximélni hodnoty by feSeni
mélo nabyvat na krajich intervalu nebo v poc¢atku v ¢ase ty). Dochazi tak z zesilovani
chyb v pocatecéni podmince a Teseni se chova nestabilné. A

Jak jsme vidéli v predchozim prikladu, je tfeba sestavit takovou metodu, aby
béhem vypoctu nedochéazelo k zesilovani chyb v poc¢ateéni podmince. Pro jednodu-
chost uvazujme diskretizovanou tlohu, ktera obsahuje pouze tii uzly xg, 1, 5. Opét
volime nulovou okrajovou podminku Uy = U; = 0. Pocatecni hodnota v prostied-
nim uzlu je zvolena jedna UY = 1. Metoda bude tedy stabilni, pokud bude platit,
ze 0 < U £ 1 pro vSechna n. Numerickd metoda pro tuto zjednodusenou tlohu méa
tvar

Ut = (1 —2r)Up (4.20)

V case t,, ziskame Teseni

Up=QQ-2rUp " =...=(1-2r)"U—-1"=(1—-2r)" (4.21)
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Aby 0 £ U = 1, musi plati 0 < (1 — 2r)™ < 1. Z tohoto plyne pozadavek
1
0sr=g (4.22)
Lze ukazat, ze tato podminka (4.22) je postacujici podminkou stability explicitni
metody i pro obecnéjsi ulohy. délka casového kroku je tedy omezena vztahem

Ax?
0SS At S — 4.23
<ars Sy (4.23)
Tato ukazka vysetrovani stability byla zjednodusenim Fourierovy metody, ktera je
zalozena na studiu siteni chyby v pocatecnich datech béhem vypoctu. Tato chyba

je pritom vyjadrena ve formé Fourierovy trady.

Fourierova metoda vysetrovani stability

Predpokladejme, ze chybu ve vstupnich datech lze vyjadrit ve tvaru konecné Fou-

rierovy rady
M

D et (4.24)
m=0
Sifen{ této chyby béhem vypoctu budeme analyzovat pomoci jediného ¢lenu e™?,
kde v € R. Poc¢atecni chyba v bodé z; mé tedy tvar

Z) =eMh =M =0,1,...,J (4.25)
Jelikoz Tesend pocatecéni tloha je linearni, plati pro tuto chybu stejna diferencéni

rovnice (4.6) jako pro pfiblizné feseni U}'. V case t,, pak danou chybu lze na zékladé
Fourierovy metody feseni diferencidlnich rovnic vyjadrit ve tvaru

Z7 = q”ZJQ = "eVIBT (4.26)
kde ¢ = q(v). Vyraz (4.26) dosadime do (4.6) a upravime
qn—l—leiuij _ rqneiy(j—l)Am + (1 N 2r)qneiyij + rqnez‘u(jﬂ)m;
e DAT i i (=DAe y nei(G=DA (] 9p)givAe | gngiv(i—D)Ay.givAe
geBT = g (1= 2r)evAT y peivAe

— e AT (1= ) 4 oA
= 2rcos(vAx)+1—2r

= 1—2r(1 — cos(vAxz)

o VAT

g = 1—4rsin

Aby se chyba béhem vypoctu nezvétsovala, pozadujeme, aby |¢| < 1 pro vSechna
v € R. Jednoduchymi tpravami uvidime, ze tento pozadavek bude splnén pri plat-
nosti nerovnosti

1
rS — 4.27
~ 2gin? % ( )

0

A

Z toho plyne 0 < r < 1 a omezeni casového kroku (4.23).
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Maticova analyza stability

Dalsim zptisobem vysetieni stability je maticova analyza, kdy postupujeme piimo ve
smyslu definice 4.4, pfesnéji feceno na zakladé vlastnosti matice H. Chybu v datech
1ze vyjadiit jako rozdil pfesné hodnoty a hodnoty zatiZené chybou Z = U —U. Aby
se tato chyba nezvétsovala, musi v linedrnim pripadé platit

IHU)-HO)||=|HU -U)| < |H|[|U-U]. (4.28)

Za stabilni metodu lze tedy povazovat takovou, pro kterou vhodné zvolena norma
|H|| £ 1. Diferen¢ni schéma (4.6) lze vyjadfit v maticovém tvaru (uvazujeme-li
okrajové podminky 4.1)

ottt [1-2r  r 0 0 ur 7go(tn)
Uyt ro 1-2r 7 0 Uy 0
: = : . 0 : + : ;
Uy, 0 ro1=2r 7 Uy, 0
Ut 0 0 r 1—2r Ur_, rg1(tn)
(4.29)
zkracené
Ut = HU" + F". (4.30)
Pro symetrické matice lze zvolit napiiklad | H|| = max |Ak|. Vlastni ¢isla matice H
jsou
A\, = 1 — 4rsin? kl. (4.31)
2J

% a omezeni ¢asového

Pozadujeme, aby max |IAk| £ 1, z ¢ehoz plyne, ze 0 < r <
kroku je opét (4.23).

Dilezitou otazkou u numerickych metod je konvergence priblizného reseni k pres-
nému. O konvergenci zalozené na konzistenci a stabilité hovoti Laxova véta [1], zde

si uvedeme jeji specialni tvar vhodny pro zde popisované metody.

Véta 4.6. [o konvergenci]/ Necht mé poc¢atecné-okrajova uloha (4.1) FeSeni u, které
je ctyrikrat spojité diferencovatelné podle = a dvakrat podle ¢t. Oznacme U} pri-
blizné feseni této tlohy ziskané explicitni metodou (4.6) v bodé z; a case t,, a plati
0 < r < 3. Pak pro normu chyby priblizného feen{ plati odhad

|uj — U = max ul! = U'| = O(At + Az?). (4.32)

Dikaz.

n+1l __ n
u; =Ty

+ (1 —2r)u} + rul,, + At - O(At + Az?) (4.33)
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proj =1,...,J—1. Zavedeme chybu pro piiblizné feseni €] = u} —U}". Jelikoz hod-
noty priblizného feseni spliuji diferencidlni rovnici (4.1) pfesné, pro takto zavedenou
chybu plati vztah

e = ref + (1= 2r)e] +ref, + At - O(At + Az?) (4.34)

pro j =1,...,J — 1. Na hranici obdélniku (0, 1) x (0,T) plati

" =0,7=0,...,J (4.35)

Pokud je splnéna podminka stability, tj. 0 < r < %, jsou vsechny tii koeficienty na
pravé strané (4.34) nezdporné a jejich soucet je roven jedné. Proto plati odhad

e S ey 4+ (U= 20)[ej| +rlef| + A O(A + A% S (436)
< [le”]| + At - O(At + Az?),

kde
le"|| = max le7|. (4.37)
Vzhledem k (4.35) plati také
e | < [le"|| + At - O(At + Az?) (4.38)
Vzhledem k evoluci feSeni v Case t,, a k tomu, Ze ||e°|| = 0 mame

™| £ |le™ Y| + At - O(At + Az?) < ... Z || + nAt - O(At + Az?) = (4.39)
=T -O(At + Ax?) = O(At + Az?).

]

Jako varovny piiklad nestabilni numerické metody nezavisle na hodnoté para-
metru r si uvedme nasledujici metodu

n+1 n—1 n n n

2At Ax? (4.40)

Oproti metodé (4.5) jsme casovou jednostrannou diferenci nahradili diferenci cent-
ralni. Tim jsme docilili zvySen{ fadu presnosti na O(At? + Ax?). Presto, Ze se jedné
o ,malou* zménu, vysledna numericka metoda je nestabilni a to pro libovolnou hod-
notu parametru r. Z toho je vidét, ze diskretizaci diferencialnich tloh nelze délat
zcela libovolné, ale tfeba se zajimat o teoretické vlastnosti sestrojenych metod.
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4.3 Implicitni metody

Vyhodu explicitnich metod je predevsim jejich jednoducha algoritmizace diky expli-
citnimu vyjadreni hodnot aproximace neznamé funkce na nové casové vrstvé. Nevy-
hodou je vsak jejich podminéna stabilita, ktera zapric¢inuje omezeni délky casového
(viz (4.23), navic si v§imnéme kvadratické zavislosti At na velikosti Ax), které nenf
napriklad s ohledem na charakter feseni nutné. To pak vyrazné zpomaluje vypocet,
nebot je treba hledat feseni na prilis velkém mnozstvi ¢asovych vrstev.
Nasim cilem tedy bude sestrojit metodu, ktera bude bezpodminecné stabilni
a bude tak mozné volit délku casového kroku nezavisle na zachovani stability me-
tody. Takovou metodu muzeme sestrojit napriklad tak, ze pouzijeme postup pouzity
k sestrojeni metody (4.5) pouze s tim rozdilem, ze druhou prostorovou derivaci ne-
budeme aproximovat na ¢asové vrstve t,, ale na vrstve ¢,,,1. Vysledkem je diferencni
metoda - . - - -
Ui =07 _ Ui —207 + U
At Az? ’
proj =1,...,J—1, jejiz diskretiza¢ni chyba je opét O(At+Az?). Vztah pro vypocet
feseni na nové ¢asové vrstve t,,1 je vsak nyni implicitni, coz vede ke zkomplikovani
vypoctu. Po upravé ziskame

(4.41)

—rUP + (L4 20)Up T — U = U7, (4.42)

proj=1,...,J — 1, kde r je opét definovano vyrazem (4.7). Tyto rovnice, kterych
je o dvé méné nez neznamych, je jesté tieba doplnit o okrajové podminky

Us™ = goltns1), Uttt = gi(tusa). (4.43)
Potom lze danou soustavu pro nezndmé hodnoty U7, ... Ut zapsat v maticové
podobé
14+ 2r - 0 0 i U1n+1 T r U{@ T i Tgo(tnﬂ) T
—-r  1+2r —r - : Uyt ux 0
0 0 : = : + : )
: —r 1+ 2r —r U(th% Uy s 0
0 ... 0 —r 142 | LUSL] LU ] [ rolten) ]
(4.44)
zkracené
AU =U" + Ft (4.45)

Této metodé se tikéa ryze implicitni metoda. Jak je patrné, na kazdé casové vrstve
musime TeSit soustavu linearnich algebraickych rovnic. Tyto soustavy jsou jedno-
znacneé resitelné, nebot matice A je ostie diagonalné dominantni. Podstatnou vyho-
dou této metody je jeji bezpodminecna stabilita vzhledem k pocatecni podmince.
Nejsou kladeny zadné pozadavky na velikost parametru r a tim ani na délku caso-
vého kroku At.
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4.3.1 Crankova-Nicolsonova metoda

Nyni bude nasim cilem sestrojit metodu, kterd bude bezpodminecné stabilni a navic
bude druhého radu presnosti i v ¢asové proménné. Toho lze docilit napriklad tak,
ze jednostrannou casovou diferenci s chybou O(At) nahradime centralni diferenci
s chybou O(At?). Bude vSak tieba postupovat jinak nez v pifpadé (4.40), kde byla
vyslednd metoda nestabilni.

Diferenén{ podil “%i ’t"+1A)t_u($j’t”) aproximuje pro dostateéné hladké funkce u(z, t)
sice derivace u¢(z;,t,) a uy(z;, toy1) s presnosti radu O(At), ale zaroven aproximuje
derivaci w;(z,tn41/2) s presnosti Fadu O(A#?). Z tohoto divodu, budeme diferen-
cidlni rovnici aproximovat v ,mezivrstvé® ¢,,;/,. Kromé casové diference je tfeba
zvolit jesté aproximaci druhé prostorové derivace u,,. Mame k dispozici pouze hod-
noty v uzlech diskretizacni sité, tedy na ¢asovych vrstvach t, a t,1). Rozumnou
volbou je tak primér druhych pomérnych diferencich na téchto sousednich vrstvach.
Ziskame tak diferenc¢ni rovnici

n+1 n n+1 n+1 n+1 n n n
At 2 Ax? Ax?
proj =1,...,J —1. Lze ukdzat, Ze toto schéma je skutecné fddu presnosti O(At? +

+ Az?) a je bezpodmine¢né stabilni vzhledem k poc¢atecni podmince. Jednoduchou
upravou ihned uvidime, ze se opét jedna o implicitni schéma

= U+ (U n)UPT = SrUf = Sl 4 (L= UG+ SrUfE (4.47)
proj =1,...,J — 1. Stejné jako u ryze implicitni metody je tieba doplnit rovnice
o vztahy z okrajovych podminek

Ug™ = goltura), Uit = gi(tns) (4.48)
Uy = go(tn), U} = gi(tn) (4.49)
Vektor feSeni na nové éasové vrstvé U™ = [UPT! ... U}]] pak opét ziskdme
vyTesenim soustavy linearnich algebraickych rovnic ve tvaru
AU = BU" + F", (4.50)
kde A je tfidiagonélni symetricka matice fadu J — 1 tvaru
[1+r —3r 0 ... 0 ]
—%7’ 1+7r —%r :
A= 0 0 : (4.51)
—3r 1+7r —3r
| 0 0 —%7’ 1+7
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B je ttidiagonalni symetricka matice radu J — 1 tvaru

N |—=

B=| o . . . 9 (4.52)

1
5T 1—r 5T

1
i 0 3T I—r |

F = %(go(tnﬂ)+go(tn)),0,...,0,%(gl(tnm+gl(tn)) : (4.53)

Matice A je opét ostie diagonalni dominantni, proto je soustava na kazdé casové
vrstvé jednoznacné resitelna. Zkonstruovana metoda s nazyva Crankova-Nicolsonova
metoda je bezpodminecné stabilni a druhého fadu presnosti v ¢asové i prostorové
promeénné.

4.3.2 Theta metoda

Ctenéi se miize setkat i s dvouvrstvymi metodami, které se konstruuji obdobné jako
Crankova-Nicolsonova metoda s tim rozdilem, ze druhd derivace u,, se aproximuje
nikoli primérem, ale vazenym primérem diferenci na sousednich ¢asovych vrstvach
s vahami 6 a 1 — 6, 0 < 6 < 1. Ziskdme tak diferen¢ni rovnici

n+1 n n+1 n+1 n+1 n n n
vim -y _ QUjJrl — 207 + UG +(1-6) D2 —207 Uj*l, (4.54)
At Ax? Ax?
proj =1,...,J—1. Pro nékteré hodnoty parametru # ziskame jiz drive konstruované

metody (viz tabulka 4.1). Z toho je patrné, Ze na volbé parametru 6 zavisi vlastnosti
dané metody jako je stabilita a velikost chyby aproximace.

’ 0 \ metoda \ stabilni \ chyba ‘
0 | explicitn{ podminecné O(At + Az?)
5 | Crankova-Nicolsonova | bezpodminecéné | O(A#* + Az?)
1 | ryze implicitni bezpodminecné | O(At + Ax?)

Tab. 4.1 Dvoukrokové metody

4.4 Semidiskrétni metody

V této Casti se zamérime na metody, které diskretizuji jednotlivé proménné parabo-
lickych tloh s vyjimkou jedné. Tim vznika systém obycejnych diferencialnich rovnic,
které lze tesit prislusnymi standardnimi algoritmy a metodami, kterych existuje cela
rada.
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4.4.1 Metoda primek

Tato metoda pro evolu¢ni ulohy diskretizuje vsechny proménné vyjma casové pro-
ménné. Diskretizujeme prostorovou proménou a ¢asovou ponechame spojitou. Ozna-
¢ime w;(t) = u(z;,t) restrikci funkce u(x,t) na poloptimce x = z, (odtud nazev
metoda primek). Ziskame tak soustavu obycejnych diferencénich rovnic

ou;

ot
proj =1,...,K —1, kde F;(U;_1,U;,U;11) je diskretizacni operator, ktery obsa-
huje pomérné prostorové diference, a ktery mize mit tvar jako v pripadé implicitni
metody, Crankovy-Nicolsonovy metody, atd.

= F;(t,Uj-1,U;, Ujs1), (4.55)

Uy U, Us Uk Uk

o T LD sesseseesss T TK X

Obr. 4.1 Diskretizace metody primek

Hodnoty Uy(t) a Uk(t) jsou dany pomoci okrajovych podminek, ¢imz ziskdme
stejny pocet rovnic jako neznamych. Poc¢ateéni podminky jsou zfejmeé dany U,;(0) =

= ¢(z;).

Vlastnosti vzniklych pocatecnich tiloh

Poc¢atecni ulohy vzniklé na zadkladé metody primek jsou casto ulohy s tzv. velkym
tlumenim (fikdme také stiff-systém). V podstaté to znamend, ze FeSeni obsahuje
slozky s rtiznymi naroky na délku ¢asového kroku kviili stabilité. Tuto skutecnost je
tfeba mit na zreteli pfi numerickém feseni. Napiiklad jsme si jiz ukazali, Zze vlastni
¢isla matice H tlohy 4.1 jsou (viz(4.29)

k
Me=1—drsin®ot k=12, .J-1. (4.56)
2J
Podobné u metody piimek, kterou mizeme zapsat ve tvaru
1
U =AU, (4.57)

 Ax?
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kde matice A ma tvar

-2 1 0 0
1 =2 .o
A=| g g (4.58)
1 -2 1
| 0 0 1 -2 ]
a jeji vlastni ¢isla jsou
kmA
Ay = —4sin? ”2 L k=12...J-1 (4.59)
Je ztejmé, ze 0 < A\ < Ay < ... < Aj_; a uvazujeme-li, Ze hledame feSeni na

intervalu z € (0, 1), plati JAz = 1. Potom pii Az — 0 velikosti prvniho a posledniho
vlastni ¢isla jsou

A A
])\1]:4sin27r2—x, \)\J,l\zélcosQWQx

(4.60)

a jejich podil se tak blizi +o00. Jde tedy o typicky priklad stiff-systému.

4.4.2 Metoda casové diskretizace

V této metodé diskretizujeme pouze ¢asovou promeénnou, prostorové nechame spo-
b

jité. Oznacime u"™(x) = wu(z,t,) restrikci funkce u(z,t) na tseéce t = t,,. Uvazujme

pro jednoduchost linearni rovnici

Uy = Dtly,. (4.61)

Pouzijeme jednostrannou diferenci na casovou proménnou a zminéné restrikce

na jednotlivé ¢asové vrstvy, ziskame tak posloupnost semidiskrétnich vztahti
Un+1 —_yn

————— = D(U"),,. 4.62

N ") (462

Tento vztah upravime, a ziskame posloupnost okrajovych tiloh pro obycejné diferen-
cidlni rovnice druhého radu

U™ — AtD(U™), = U™ (4.63)

Funkce U je opét ddna pocateéni podminkou. Postupné tak ziskdme feseni na
casovych vrstvach s vyssim indexem pomoci Teseni okrajové tlohy z predchéazejici
vrstvy.
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t
tny =T U~y
N-1
tn-1 U
2
to U
1
t U
to=20 1 =z

Obr. 4.2 Diskretizace metody ¢asové diskretizace
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Kapitola 5

Numerické Metody stépeni

Pruvodce studiem

V této kapitole se Ctenar seznami' s metodami Stépeni. Tyto metody jsou konstruovany
pro reseni tiloh ve vice prostorovych dimenzich uloh, které obsahuji zdrojové Cleny a tloh
obsahujicich zaroven advekcni, difdzni, ¢i dalsi ¢leny riizného typu. Budou uvedeny pri-
stupy zaloZena na stépeni na vice jednodimenzionalnich tloh.

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete schopni:
e porozumét pojmu Stépeni a jeho vyuziti
e konstruovat lokalné jednodimenzionalni metody

e konstruovat metody stiidavych smérta

5.1 Proc stépeni

Pro tadu tloh zaloZenych na parcialnich diferencialnich rovnicich mtize byt nemozné
¢i neefektivni pouziti jednoho pristupu pro feseni komplexniho problému. Prikladem
mohou byt tlohy s advekénimi i difuznimi cleny, kdy je 1épe diskretizovat kazdou
cast jinym zpusobem. Stejné tak pouziti implicitniho pristupu na reseni kompletni
diferencialni rovnice, muze vést na feseni prilis velké nelinearni algebraické soustavy.
7, tohoto pohledu je velice efektivni pouziti nékteré metody Stépeni, kterd umozni
resit kazdou ¢ast problému efektivnim zptsobem.

Predpokladejme tedy, Ze fesime tilohu zaloZenou na parcialni diferencialni rovnici
ve tvaru u; = h(u,t), kde lze operator na pravé strané stépit na s operatoru

h(w,t) = hi(u,t) + ho(u,t) + ... + hy(u, ) (5.1)

Metody stépeni lze naptiklad vyuzit na tlohy se zdrojovymi ¢leny. Jako priklad
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uvedme nehomogenni rovnici hyperbolického typu ve tvaru

w + [f(w)]e = p(u, 2). (5.2)

Tuto tlohu Ize Tesit ve dvou krocich. Na kazdé casové vrstvé nejprve vytresime homo-
genni rovnici a ziskané feseni pouzijeme jako pocatecni podminku pro druhy krok,
kde Tesime obycejnou diferencialni rovnici

L. u +[f(u)], =0,

2. u = Y(u,x).

Zde tedy mame h;(u,t) = —[f(u)]. a ho(u,t) = ¥P(u,x). Jak jiz bylo feceno,
vyhodou tohoto postupu je fakt, ze kazdy krok lze fesit naprosto odliSnou metodou,
napriklad jeden implicitni a druhy explicitni. Navic diky tomu, Ze podproblémy
predstavuji jednodussi tlohy nez puvodni problém (homogenni tloha a obycejna
diferencidlni rovnice), existuje vétsi mnozstvi metod na jejich Teseni.

Mohou zde vsak nastat problémy predevsim v situacich, kdy se blizime k usta-
lenému stavu, ve kterém [f(u)], = ¥ (u,z). V takovych pripadech je tato metoda
nevhodné, nebot produkuje znac¢né vychylky od ustaleného stavu a je tedy obtizné
jej numericky urc¢it. Dalsim problémem jsou okrajové podminky, které jsou dané pro
puvodni tlohu se zdrojovymi ¢leny. Neni vzdy jednoduché na jejich zakladé stanovit,
jaké okrajové podminky zvolit pro obé nové sestavené tlohy. Problémy mohou byt
také se stabilitou celé metody stépeni, prestoze metody pouzité na oba kroky budou
stabilni, jejich kombinovani muze prinést nestabilitu. Podrobnosti o této problema-
tice je mozné nalézt napiiklad v [9].

Jako dalsi priklad uvedme naptiklad advekéné difuzni rovnici

1
Uy + <§u2) = Uyy (5.3)

Pokud bychom rovnici (5.3) Tesili néjakou explicitni metodou, dospéli bychom cel-
kem prirozené k jednoduchému schématu jako kombinace nékteré explicitni metody
pro Teseni advekéni rovnice a metody pro feseni difuzni rovnice. Je tfeba si vSak uve-
domit, ze kazda cast, by si kladla naroky na jinou délku ¢asového kroku. Zatimco
advekéni ¢ast by vzhledem ke stabilité omezovala ¢asovy krok radove At ~ Auw,
difuzni mé vy3s$i naroky fadu At ~ Az?. Doslo by tedy k feSeni advekéni ¢4sti na
prilis mnoha ¢asovych vrstvach, prestoze to neni nutné vzhledem ke stabilité. Jak uz
jsme zminili v ivodu, pouziti plné implicitni metody na rovnici (5.3) také neni prilis
vyhodny, zbavime se sice zavislosti na délce ¢asového kroku, ziskdme vsak soustavu
nelinearnich algebraickych rovnic, jejiz feseni muze byt pochopitelné znacné slozité.

Z téchto diuvodi se ukazuje pouziti metody stépeni jako efektivni zplisob Teseni
(5.3). ReSen{ probihd na kazdé ¢asové vrstvé ve dvou krocich. Advekéni ¢ast je Fesena
explicitni metodou, nebof neméa tak omezujici pozadavky na délku c¢asového kroku.
Difuzni ¢ast je pak feSena néjakou vhodnou implicitni metodou, naptiklad nékterou
uvedenou v kapitole 5.
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L. U = — (%UQ)x’

2. U = Uyy.

Toto stépeni (5.1) se také nékdy nazyva Godunovovo Stépeni a formélné je prvniho
radu presnosti v ¢asové proménné. Zvyseni na formalni druhy rad presnosti je mozné
provést tak, ze jednotlivé kroky budou realizovany s poloviénim casovym krokem
At/2. Tomuto pfistupu se nékdy fika Strangovo stépeni. Rovnice (5.3) by timto
pristupem byla feSena ve tfech krocich

Low = — (3u?)

x?

2. Up = Ugyg,

3. up = — (%U2)m’

Opét, Teseni z jednotlivych kroki jsou pouzita, jako pocatecni podminky pro kroky
nésledujici. Krok 1 je ovSem Tesen s polovicnim ¢asovym krokem At/2, krok 2 s ¢a-
sovym krokem At a krok 3 opét s poloviénim krokem At/2.

5.2 Vicedimenzionalni tlohy

Metody stépeni lze s vyhodou vyuzit také pri feseni iiloh ve vice prostorovych dimen-

zich. Budeme zde predpoklddat rovnomérnou sit s diskretiza¢nimi kroky Ax a Ay.

Na dané casové vrstvé t,, tak budeme pracovat s aproximacemi neznamé funkce
e = w(T, Yk, tn), kde 75 = jAz a y, = KAy,

Nejprve si vsak na problémy dvojrozmérného proudéni v mélkych vodach ukazme
pro porovnani pouziti metody bez stépeni, konkrétné metodu typu central-upwind,
jejiz varianta pro jednodimenzionélni problém byla uvedena v [1]. Uvazujeme tlohu
dvojrozmérného proudéni v meélkych vodach popsaného Saint-Venantovymi rovni-
cemi, které ve dvou prostorovych dimenzich maji tvar

hy + (hu), + (hv), = O,
1
(hu): + (hu2 + §gh2> + (hwv), = —ghB, (5.4)

(hv); + (huv), + (hv2 + %gh2) = —ghB,,
Yy
kde h = h(z,y,t) je neznama funkce popisujici hloubku vody od dna, u = u(z,y, t)
a v =uv(x,y,t) jsou neznamé funkce reprezentujici kolmé slozky rychlosti proudéni
ve smérech os =z a y, g = 9.81 je gravitacni konstanta a B = B(x,y) je funkce
popisujici tvar dna.
Soustavu budeme strucné zapisovat

w + [f(w)]e + [g(w)]y = Y (v, z,y), (5.5)
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kde
h hu hv
u=| hu |, f(u)= | h?+Ligh? |, g(u) = huw ,
hv huv hv? + %gh2
0
P(u,x,y) = | —ghB, | . (5.6)
—ghB,

Zde u = u(z,y,t) je neznama funkee, f(u) a g(u) jsou tokové funkce ve smérech osy
T ay.
Metodu central-upwind lze zapsat v podobé

At At
Uyt =0y, - A—x[Fﬂl/Zk —Fj1/24] — A—y[Gj,kHﬂ —Gjp-12] + Wjp. (5.7)

Numerické toky F; /2% a Gjit1/2 jsou pak dany vyrazy

5 N - +
Fiii0r= aj+1/2’kf(Ujil/2»k)_aj+1/2,kf(Uj+1/2,k) n
! 7 Yr1/2,6 Y4172,k
+ _
e VNSV N [U+ U (58)
+ = ! ) '
ii1/0k" %11 2,k J+1/2k JH1/2k | 0
- " - +
G B bj’k+1/2g(Uj,k+1/2)7bj,k+1/2g(Uj,k+1/2)
jk+1/2 = = - +
Jk+1/2 Tj,k+1/2
-+ —
+M [U+ _U- (5 9)
+ = ; ) .
b k17270 kr1)2 Jik+1/2 Jik+1/2] 0
kde
B H§+1/2,{CUJ’J€ - ,
f<Uj+1/2,k) - Hj+1/2,kUj,k + QQ(H]-H/Q,,C) (5.10)
Hj+1/2,kUj7ij7k
+
Hj+1/2,kUj+1,k
t = iy 2 Lo(g+ 2
f(Uj+1/2,k) = | Hi1pxUin + 29(Hj+1/2’k) , (5.11)
+
Hj+1/2,kUj+1,ij+1,k
Hj_,kH/Q‘/},k
g(Uj,k+1/2) - Hpoi1)2U5kVik ; (5.12)

Hyy Vi + 59(H 0 0)°
+Hj+,k+1/2‘/}',k+1
g(U;k+l/2) - N Hj,k+21/2Uj,k;r1V},k:1 , (5.13)
Hipiay2Vigen + §g(Hj+1/2,k)
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a dolni a horni odhady sifeni lokalnich vin jsou definovany

pr = max { A (F(UF,,0) A (£(UF,,,)) .0}

ivron = mm{/\l (f, Ua_+1/2k>’/\ ( J+1/2k)> 0}’ (5.14)
bjka/Q = maX{AN( (U ]k+1/2)) < <U;fk+1/2)>,0}, :
bre = min {0 (&(U5,,12)) A (80002 .0}

Zde N = 3 a piedpokladdme, Ze mame sefazend vlastni ¢isla A\' < A2 < A3, pficemz

M) == VaR R(EW) =u NEW)=utVaE
N (g(w)) =0 — Vol N(gw))=v, N(gw))=v+Voh |

Hodnoty neznamych veli¢in Hjjirl ok je opét mozné volit nékolika zplisoby, napii-
klad pomoci polynomialnich rekonstrukci, jako tomu bylo v jednodimenzionalnim
pripadé. Nevyhodou téchto rekonstrukei je ovsem jejich casova narocnost, ktera se
pochopitelné daleko vice projevuje v pripadé 2D tlohy. Volime proto jiny rych-
lejsi postup, ktery navic zaruci robustni vypocet novych hodnot neznamych veli¢in
i v mistech, kde je h = 0 v nékteré z okolnich bunék (v pripadé proudéni v Fi¢-
nim koryté se jedna o bfehovou linii) a zachova pozitivni semidefinitnost schématu.
Rekonstruované veli¢iny maji nasledujici tvar

Hj_Jrl/Qk maX(O, Hj,k"‘Bj,k_BjJrl/zk), Hjil/Q’k = max((), Hj+1,k+Bj+l,k_Bj+1/2,k)a
(5.16)
Hpyyy o = max(0, HyptBjp—Bjjsry2), Hy gy = max(0, Hyjp1+ Bk — Bk o),
(5.17)

kde
Bjiij2p = max(Bjg, Bjs1x),  Bjgrje = max(Bjy, Bjgy1). (5.18)

Pro zachovani ustaleného stavu typu klid v jezere, kde u = v =0 a h + B = konst.
je mozné zvolit specidlni diskretizaci pravé strany (viz [7]). Za tohoto ustélené stavu
totiz plati

1
(§gh2) = —ghB,. (5.19)

1
(ighz) = —ghB,. (5.20)
Yy
Integrovanim téchto vztahti v obou smérech pies buriku na pozici [j, k| ziskdme
aproximaci zdrojového c¢lenu

Tjt1/2
1 _ 1
- / ghB;dr ~ §Q(H it12k) — §g(H+j—1/2,k)27 (5.21)

Tj-1/2
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Yk+1/2

1 _ 1
- / ghBydz ~ Sg(H jui12)" = 59(H j1/2)” (5.22)
Yk—1/2
Zdrojovy ¢len mé proto tvar
0
Uir= | 5Az E(H_j+1/2,k)2 — (H"j120)%) |- (5.23)
say (H jrs1y2)® = (HF jro1y2)?

Za predpokladu, ze numerické toky a aproximace zdrojového c¢lenu jsou konzistentni
s homogenni rovnici, lze ukazat (viz [7]), ze toto schéma zachovava ustéleny stav
typu klid v jezere. To je v souladu i s tim, co jsme si uvadéli o zachovani ustalenych
stavi této metody v [1]. Pozadovali jsme, aby prostorové derivace neznamych byly
nulové. Toho je pii pouziti rekonstrukee (5.16) dosazeno, nebot plati (ve sméru osy
x, indexy k vypoustime)

j}m = a0 By mmaxd By Bra)) = Mo pokud B; < Bj1,
HY = max(0, Hjy1 + Bjy — max(Bj, Bj1)) = Hj
(5.24)
HjJ}lm = max(0 By By mmax(By Bia)) =4, } pokud B; > Bj1.
Hj+1/2 = maX(07 Hj+1 + Bj+1 - maX(Bj7 BJ+1)) = HJ

(5.25)
Predpokladame, ze h > 0. Obdobné lze postupovat i ve sméru osy y. Situace pro
stav B; < Bj; je ilustrovana na obrazku 5.1. Konzistenci aproximace zdrojového

\%’11 /2 af1po
' |
LR
H; Hj
T \
B B
& Tj+1/2 Zj+1
+
Obr. 5.1Rekonstrukce hodnot Hj /2

¢lenu pozadujeme ve smyslu splnéni néasledujici rovnosti (podrobnosti v [2])

AJZ\IJJ' = —gthBj + O(ABJ)7 (526)
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kdyz B; — Bjt1. V nasem piipadé

Az, = %(H]'_+1/2)2 - %(H;1/2)2 =

2 2
= ¢ [(H; + (B; = Byya2)" = (Hy + (B = Bjpa)’| =
=4 [2H;(—Bjy1/2 + Bj_1/2) + (Bj1j2 + Bj_1)2)(B;j — Bjs12 + Bj — Bj_12)] =
= —gH;(Bj1/2 — Bj1j2) = § (Bjy1j2 — Bi-1y2) ((Bj = Bji1y2) + (Bj — Bj_12)) -

(5.27)
Z vyrazu (5.27) je patrné, ze nase aproximace druhé slozky zdrojového clenu (5.23)
vztah (5.26) splnuje. Obdobné lze konzistenci ukézat i pro treti slozku zdrojového
¢lenu (5.23).
Pokud bychom na stejnou tilohu pouzili metody stépeni, vypadala by naptiklad
takto:

1. uf + [f(u?)], =0, u”(0) = uy,
2. uf + [g(u¥)], =0, u?(0) = u®,
3. w =¢Y(u,z,vy), u(0) = uv.

Prvni a druhy krok bychom fesili jednodimenzionalni metodou typu central-upwind,
treti krok néjakou vhodnou metodou pro feseni obycejnych diferencialnich rovnic.

V dalsich ¢astech si uvedeme dva typy metod stépeni - lokalné jednodimenzio-
nalni metody (LOD) a metody stridavych sméru (ADI). Jednim z rozdila v pristupu
téchto metod je to, ze zatimco ADI metody jsou konzistentni s aproximovanou dife-
rencialni rovnici ve vSech krocich na dané casové vrstvé, LOD metody zachovavaji
konzistenci az po uskutecnéni posledniho kroku.

5.3 LOD - Lokalné jednodimenzionalni metody
Tyto metody byly vyvinuty predevsim pro feseni vicedimenzionélnich tloh tak, aby

v kazdém kroku resili jednodimenzionalni problém ve sméru dané souradné osy.

5.3.1 LOD-implicitni Eulerova metoda

Za predpokladu stépeni diferencidlniho operatoru (5.1) a vyuzitim implicitni Eule-
rovy metody, ziskdme schéma ve tvaru

uy = u", (5.28)
u; = ui_y + Athi(ug, t,q), 1=1,...8
u" = o, (5.29)

Jako priklad si vezméme skalarni Laplaceovu rovnici
Up = Ugy + Uy (5.30)

Metoda se pak skladéa z feseni dvou implicitnich Eulerovych metod
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n+lx _ 1rn At n+1,% n+1,% n+1,*
LU =Ul+ (U — 207 + UL

n+l _ gmt+lx | At n+l n+1 n+1
2. Ul = U + oy (U =207 + U)

Samoziejmeé lze zkonstruovat i LOD-explicitni Eulerovu metodu, tu lze vsSak
jednoduchym dosazenim zapsat ve tvaru bez Stépeni

At At
n+1 n n n n n n n
U”+ =Us; + —(A:c)2 (Ui—l,j —2U;; + i+1,j) + (Ay)? (Ui,j—l —2U;; + i,j-i—l) :

(5.31)

Diskretizacni chyba metody (5.31) je O(At + Az? + Ay?) a podminka stability ma
tvar

At At 1
< (5.32)

Ax? + Ay = 2

5.3.2 LOD Crankova-Nicolsonova metoda

Jako dalsi priklad lokalné jednodimenzionalni metody si uvedeme LOD Crankovu-
-Nicolsonovu metodu. Opét vyuzijeme stépeni diferencialniho operéatoru (5.1) a tvaru
samotné Crankovy-Nicolsonovy metody pro jednodimenzionalni problémy. Dané schéma,
pak lze zapsat ve tvaru

Uy = Uy, (5.33)

1 1
u;, = U1+ §Athi(ui_1, tn -+ Ci_lAt> + §Athz(uz, tn + CiAt), 1= ]_, ... S
Upi1 = U, (5.34)

kde cg = 0 ac; = 1, zatimco ostatni ¢; = % Pouziti této metody na feSeni Laplaceovy
rovnice (5.1) vede opét na konstrukei dvou kroku

nt+lx 1o 1 At n _ n n 1 At n+lx n+1,% n+1,x
L US = Uity aae (Ul = 2075 + Ul ) sy (UL =200 + URLS)

nt+l _ g+l 1At n+l n+1 n+1 1_At n+lx n+1,x n+1,%
2. Ul = U g (U =207 + UL ) sy (U =200 + UL

5.4 ADI - Metody stridavych smérua

Stejné jako LOD metody uvedené v predchozi ¢asti, 1ze vyuzit i metody stiidavych
smért pro feSeni vicedimenzionalnich tloh. My si zde vSak ukazeme jejich pouziti
pri stépeni advekéné-difuznich problémi, pri kterych dochazi na stépeni na advekéni
a difuzni ¢ast. Casto se zde vyuziva kombinace explicitnich a implicitnich metod,
kdy kazda cast diferencialni rovnice klade jiné naroky na délku ¢asového kroku.
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5.4.1 Douglasova metoda

Za predpokladu stépeni diferencidlniho operdtoru (5.1) ma Douglasova metoda néa-
sledujici tvar

uy = u,+ Ath(u,,t,), (5.35)
u;, = U;—1 + HAt(hl(ul, tn+1) — hz(un, tn)), ’L = 2, ...S
Up+1 = Us.

Tato metoda je prvniho radu presnosti, kdyz # = 1 a druhého radu pokud 6 = % a za-
roven h; = 0. Vsimnéme si, Ze tato metoda je skutecné konzistentni s diferencialni
rovnici v kazdém kroku.
Specialnim pripadem Douglasovy metody je Peacemanova-Rachfordova metoda,
ktera predpoklada rozstépeni diferencidlniho operatoru pouze na dvé casti, tedy
= 2 a volbu 0 = % Lze ji tedy pouzit naptiklad na feseni Laplaceovy rovnice

(5.30).

n+1/2 n+1/2 n+1/2 n n ]
nt1/2 _ oo At Uiji,j/ 2U; 5 Sy U++1]/ Uiy =205 + Ul
: - y)?
nt1 _ gtz | A Un+1/2 2Un+1/2 + UTrlly/2 Unt 200 + UZnJ—:-ll
U =05+ 5 ( Ax) e 5.37)

Nyni si ukazme pouziti Douglasovy metody na feseni advekéné-difuzni rovnice
ve trech prostorovych dimenzich. Jako testovaci tiloha nam poslouzi feseni Sifeni
koncentrace necistot v ovzdusi. Tato tloha muze byt popsana nasledujici rovnici

¢ = —V(vq) + DAg, (5.38)

kde ¢ = q(x,y,z) predstavuje koncentraci necistot v ovzdusi, v = v(z,y,2) =
= (Vi(z,y, 2), Va(z,y, 2), Va(x,y, 2)) je funkce popisujici proudéni vzduchu ve smé-
rech souradnych os x, y a z a D = D(x,y, 2) je difizni koeficient. Advekéni ¢ést je
mozno diskretizovat nékterou vhodnou metodou popsané v kapitole 3, diftiizni cast
pak zase nékterou metodou v kapitoly 5.

Reseni Douglasovou metodou pii volbé § = 1 probihé ve étyfech krocich. Pro ad-
vekeni ¢ast uvazuje metodu v konzervativnim tvaru, pro advekéni volime diskretizaci
jako v Eulerové metodé.

1.
At At
n+1,0 _ ~n n n n n
Q@]k - ijk E ( i+1/2,5k Fi—1/2,jk) - A_y ( i,j+1/2,)k ﬂ,j—l/lk) -
At , : DAt
_E (Fij,k+1/2 - Fvij,k:fl/Q) + m( i—1,5k Qka + Qerl ]k:) +
DAt DAt

+A—y2( i,j—1,k 2Q2]k + Qz ]—&—l,k) + A—Z2( ij,k—1 2Q'ij + Qz] k-‘rl)
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2.

Qi = QO Q20 Qi )+ o (@A 20 Q)
3.

QZ:LQ = Q%Ll_iﬁj( Zj—1,k—2Q%k+Q2j+1,k)+i—j2t(QZ;rlil,k_QQ%l’l*‘QZﬁil,k
4.

DAt DAt
n n+1,2 n n n n
Qij—};l = Qiﬂ; - A2 ( ?j,k—l_2Qijk+Q?j,k+1)+E( ijj;cl—l_QQij—gl—’—Qi;;cl-i-l)

Velikost ¢asového kroku pro zachovani stability musi splnovat omezeni pouze s ohle-
dem na advekéni ¢ast, tedy obdobu CFL podminky v jednodimenzionalnim ptipadé
s ohledem na konkrétni metodu.

5.5 Zavérecné poznamky

V této kapitole jsme ukazali moznosti feseni tloh ve vice prostorovych dimenzich,
¢i uloh, obsahujicich zaroven advekéni i diftzni ¢leny. Pro tyto tlohy se jako velmi
efektivni ukazuji metody stépeni, které umoznuji prevést dany problém na vice jed-
nodussich tloh, které lze Tesit metodami uvedenymi v predchozich c¢astech skript.
Stépeni vsak zaroven prinasi i nékteré nevyhody. Jednou z nich je problematické
udrzeni ustalenych stavii, které ze své podstaty vyzaduje rovnost ¢lent, jez se diky
stépeni neobjevuji ve stejné rovnici.

Dalsim problémem, ktery nastava u vicedimenziondlnich tdloh je pozadavek na
TVD vlastnost. U jednodimenzionalnich tloh tato vlastnost zarucovala, ze se v mis-
tech nespojitého feseni netvorili nezadouci oscilace a navic v mistech hladkého feseni
bylo mozné dosahnout vyssiho radu ptresnosti. Vezméme si vsak tlohu ve dvou pro-
storovych dimenzich, kde je mozné totalni variaci definovat nasledujicim zptsobem

TV(U) = Z Z (A{L‘|Ui+17]‘ - U2]| + Ay|Um~+1 — U1j|> . (539)

1=—00 j=—00

Lze ukézat, ze az na nékteré trivialni pripady, kazda metoda, kterda ma vlastnost
TVD ve dvou prostorovych dimenzich je nejvyse prvniho fadu [9]. To vSak nezna-
mena, ze neni mozné konstruovat metody vyssiho radu, které davaji kvalitativné
dobré tesSeni, jako u jednodimenzionalnich tloh. Naptriklad metody stépeni davaji
z tohoto pohledu dobré vysledky, pokud aplikujeme metody typu high-resolution na
kazdy krok stépeni. Navic, pokud pouzijeme naptiklad metody Strangova stépeni
a vhodné limitery, mizeme konstruovat metody druhého radu, které neprodukuji
nezadouci oscilace. Problém je ovSsem v tom, zZe ani s témito prostiedky nejsme
schopni dokézat, ze totalni variace (5.39) neroste.

)
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Riemanntv problém
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skalarni linearni, 6, 9
skalarni nelinearni, 13
slabé, 3
soustavy rovnic
linearni, 9

casovy krok, 35
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rad
konzistence, 44, 99

uloha
linearni, 34
nehomogenni, 54
nelinearni, 34, 42
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