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Predmluva

Vazeni Ctenari,

dostava se Vam do rukou ucebni text Numerické metody 1. Zaklad tohoto textu vznikl
jiz pred nékolika lety pro podporu vyuky predmétu Numerické metody na Fakulté elek-
trotechniky a informatiky Vysoké skoly banské-Technické Univerzity Ostrava. Pfedmét byl
zejména urcen pro obor Vypocetni matematika. Tento predmét si stejné jako i ucebni text
klade za cil seznamit studenty se zakladnimi numerickymi metodami, které se bézné pouzi-
vaji v inzenyrské praxi. A nejen tam. Se zédkladnimi numerickymi metodami se totiz muzete
setkat i ve fyzice, chemii, elektrotechnice, informatice, environmentalnich védach a vibec
vsude, kde je zapottebi fesit zakladni matematické tlohy, jejichz analytické feseni bud neni
znamo, nebo je jen velmi tézko Tesitelné.

w



Celkovy obsah u¢ebniho textu je mozné rozdélit do ti zakladnich oblasti. Uvod u¢ebniho
textu je vénovan problematice chyb v inzenyrskych vypoctech, jejich zdrojim a analyze.
Druhou oblasti je oblast numerickych metod pro feSeni zakladnich tloh linedrni algebry.
Zde se seznamite s metodami feSeni soustav linedrnich rovnic, nebo s problémem hledani
vlastnich ¢isel. Do této oblasti byla taktéz zarazena problematika feseni nelinedrnich rovnic
a jejich soustav, byt by mohla byt zarazena i do oblasti matematické analyzy. Tteti oblasti
je oblast numerickych metod pouzivanych pro reseni tuloh vyskytujicich se v matematické
analyze. Mezi tyto tulohy se fadi interpolace a aproximace funkci, numerické derivace a in-
tegrovani ¢i feseni pocatecnich tiloh pro obycejné diferencialni rovnice.

Pro pochopeni ucebniho textu je proto potieba zakladnich znalosti z vysSe uvedené pro-
blematiky. Na Fakulté elektrotechniky a informatiky jsou tyto prerekvizity zajistény nésle-
dujicimi predméty: Linedrni algebra, Matematicka analyza 1 a 2. Dulezita je taktéz znalost
zakladt algoritmizace a programovani, nebot popis jednotlivych numerickych metod je ori-
entovan na jejich praktické pouziti na pocitaci. Odvozeni a popis metod je vSak doplnén
i konvergencni teorii a odhady chyb. Tyto poznatky jsou totiz nezbytné pro spravnou volbu
numerické metody pri feseni konkrétnich tloh.

V Ostravé 20.4. 2012 Vit Vondrak a Lukas Pospisil
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Kapitola 1

Uvod do numerickych metod

Pruvodce studiem

V této kapitole si predstavime zakladni principy pfi feseni inZenyrskych dloh. Diraz bude kladen
na jejich numerické feseni, které pripousti jistou miru nepresnosti. Nasledovat proto bude obecna
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teorie chyb. Budou zavedeny zakladni pojmy jako jsou stabilita, podminénost matematickych
a numerickych uloh, diskutovany budou typy a zdroje chyb. Specialni pozornost bude vénovana
sifeni chyb v numerickych vypoctech. Na zavér bude predstavena reprezentace realnych Cisel na

pocitacich.




Uvod do numerickych metod 11

1.1. Matematické reseni inzenyrskych problémiu

, . 7 7 N4 s s~ , , 2 7 <
Na obrazku 1.1 je zobrazeno standardni schéma feseni inzenyrskych tloh. s>
’ ZAPADOCESKA
. Xy o UNIVERZITA
Redlny Experimenty, méreni -~ Experimentalni v PLZNI
problém -~ feseni Glohy

Analyza
modelu

e Analytickd (exaktni) metoda Analytické Analyza
Matem;t:cky > (presné) modelu
ioce reseni Ulohy
Priblizna Analyza
metoda metody
—_— — — — — —
r I -~ ~N
| Numericky Numericka metoda - /  Numerické
model | - \ feseni ulohy
e o — ~ 7

= — —

Obr. 1.1: Postup pri reseni inzenyrské tlohy
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VIRV
Priklad 1.1. Na nésledujicim vzorovém prikladé budeme demonstrovat postup feseni mo- . 5
delové inzenyrské tlohy. Za tento modelovy priklad jsme vybrali tlohu kmitani télesa na X '3«5
/0"4- ““\‘\
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pruziné.

Realny problém

Hmotné téleso je zavéseno na pruziné. Uvolnéni télesa v nerovno-
vazném stavu zpusobi jeho kmitani ve svislém sméru. Cilem je zjistit
polohu télesa v libovolné urceném casovém okamziku. Pro zjistovani A X
této polohy si zvolime soufadny systém ve svislém sméru jak je zob-
razeno na obrazku. Pocatek soutadného systému z = 0 reprezentuje
rovnovazny stav. 10

Experimentalni feseni problému

Sestrojeni fyzikalntho modelu a provedeni experimentu. Mérfeni je
mozné provadét naptiklad pomoci kamerového systému a pravitka.
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Matematicky model ‘.7

Pomoci matematického aparatu je mozné pri zanedbani veli¢in, které nemaji podstatny
vliv na kmitani télesa (odpor vzduchu, hmotnost pruziny atd) popsat tilohu pomoci linedrni D

ZAPADOCESKA
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diferencialni rovnice druhého radu s neznamou z popisujici polohu télesa v case t. V této
rovnici veli¢ina m popisuje hmotnost télesa na pruziné, b reprezentuje buzeni a k pred-
stavuje tuhost pruziny. Pro jednoznac¢nost feseni tilohy musime zvolit pocate¢ni polohu zg
a pocatecni rychlost x;.

V PLZNI

ma’ (t) = —ba'(t) — kx(t)
:L'(to) = Zo, l‘/(to) =T

m = 1kg, b= 1IN, k = 2N.m™ ', t; = 0s, z9 = —5m, 1 = Om.s~!

Analytické (presné) feseni tlohy

Ctenéri, ktefi jsou jiz seznameni s fesenim linedrnich diferencidlnich tloh, snadno odvodi,
ze funkce
z(t) = —be ! — bte™"

je Tesenim vyse uvedeného matematického modelu. Ti, ktefi se s problematikou feseni di-
ferencialnich rovnic jesté neseznamili, mohou tak ucinit ve skriptech Obycejné diferencidlni
rovnice [3], pfipadné sta¢i kdyz do diferencidlni rovnice funkei z(t) dosadi a ovéif tak jeji
spravnost.
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Priblizna metoda a numericky model

Pro sestaveni numerického modelu, ktery budeme chtit fesit na kalkulacce, pocitaci ¢i
logaritmickém pravitku budeme muset nejdiive vytesit problém spojité zavislosti polohy
na case. Ani jedno ze zminénych zafizeni ndm totiz neumozni pocitat s nekoneéné mnoha
udaji, které popisuji polohy télesa v libovolném ¢asovém intervalu. Z tohoto duvodu se proto
omezime jen na nékolik vybranych casovych okamzikt v nichz budeme hledat reseni dané
ulohy. Této technice se tikad metoda casové diskretizace. Pro nasi modelovou tlohu si tedy
zvolme 6 c¢asovych okamzikii
to = OS, t1 = 0.28, tg = 0.48, t3 = 0.68, ty = 0.88, ts = 1s

Numericka metoda

Snad nejznamnéjsi a nejjednodussi numerickd metoda pro feseni diferencidlnich rovnic
se nazyva Eulerova metoda. S odvozenim této metody se blize seznamite v kapitole 8.1.1.
Pokud si priblizné feseni x(t,) v ¢ase t, oznacime x,, pak FeSeni v nésledujicim ¢asovém
okamziku ¢, 1 obdrzime ze vzorce

Tnt1 = T + hof(tn, zn) ,

kde f : R? — R je funkce popisujici diferencidlni rovnici a h je diskretiza¢éni krok.

@:
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V nésledujici tabulce mtizeme srovnat presnost numerického feseni s fesenim analytic-

kym.

Cas t[s] | Numerické feSeni z[m| | Analytické Teseni z|[m]
0 -5 -5
0.2 - -4.9124
0.4 -4.8 -4.6992
0.6 -4.48 -4.3905
0.8 -4.036 -4.0440
1 -3.6864 -3.6788

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI
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1.2. Korektnost uloh a stabilita vypocetnich postupt

Pri studiu numerického reseni matematickych modeld se budeme zabyvat pouze takovymi
ulohami, které jsou jednoznacné fesitelné a jejichz reSeni spojité zavisi na vstupnich datech.
Takové tlohy budeme nazyvat korektni a jejich presnou definici bychom mohli formulovat

nasledovné:

Definice 1.2. Bud ddna mnozina vstupnich dat By a mnozina vystupnich dat Bs.
Uloha y = U(x),z € B,y € By se nazyva korektni na dvojici (B, Ba) jestlize

1. ke kazdému x € B existuje jediné feseni y € By

2. Teseni spojité zavisi na vstupnich datech,
tzn. zp, = x,U(zy) = yp = U(zy) > U(x) =y

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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2 TORS
Pti reseni praktickych tloh se bohuzel velmi ¢asto stava, ze i korektni tiloha vykazuje pri
zanedbatelné zméné vstupnich dat obrovské chyby ve vysledcich. Takové tlohy nazyvame Y 7
spatné podminéné a jsou velmi problematicky fesitelné pokud jsou jejich vstupni data za- s>
tizeny chybami jako jsou chyby méreni, méricich zarizeni, zaokrouhlovacimi chybami apod.
Nize uvedena definice ndm vymezuje pojmy dobre a $patné podminéné tlohy. D p ZArsonteses
V PLZNI

Definice 1.3. Budeme tikat, ze korektni tiloha je dobre podminend jestlize mala zména
ve vstupnich datech vyvola malou zménu reseni.

Je-li x + Az resp. z zména Feseni resp. Teseni a y + Ay resp. y zména vstupnich dat resp.
vstupni data, pak ¢islo

A
= ||”xm|H __ relativni chyba na vystupu
P _”f?ﬁ” ~ relativni chyba na vstupu
y

nazyvame cislem podminénosti ilohy y = U(x).

Poznamka 1.4. Za dobre podminéné tlohy povazujeme tlohy s ¢islem podminénosti 1 <
< C, < 100. Pokud je C}, > 100 povazujeme tlohy za hiife podminéné a C), >> 10000
povazujeme za Spatné podminéné.
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VRN
Priklad 1.5. Nasledujici priklad demonstuje pripad spatné podminéné lohy. . =
> S
Uvazujme soustavu linearnich rovnic /oo R
1 + 0.99z5 = 1.99
0.99z1 + 098z = 1.97 D p Zirasocesta
V PLZNI

Snadno nalezneme feseni této puvodni soustavy x = (z1,x2) = (1,1).

Daéle uvazujme stejnou soustavu s mirné pozménénou pravou stranou

1 + 099z = 1.989903
0.9927 + 098z, = 1.970106

Reseni této pozmeénéné soustavy je & = (&1, 22) = (3, —1.021).

Velikost zmény TeSeni soustavy pii zméné pravé strany spocitdme snadno

1Az]| = |Z — z|| = [|(2, —2.021)|| = 2.843315 .

Pod zménou vstupnich dat budeme v tomto pripadé rozumét velikost zmény pravé strany
(puvodni pravé strany b a zménéné pravé strany b)

| 2b]| = ||b — b|| = ||(1.989903, 1.970106) — (1.99,1.97)|| = 1.436836.10~* .

Pak ¢islo podminénosti tilohy spocitame dle Definice 1.3 dosazenim

W 2.843315

_ =l 7474213 -

Cp= &b~ 1.436836.10—% 39182 .
el 2.800178
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Katastrofické dusledky na vyslednou presnost numerického feseni muze mit i nevhodné
zvolena numerickd metoda. Sifeni numerickych chyb pii takto nevhodné zvolené metodé
miuze vést ke zcela chybnému vysledku. Nasledujici priklad ukazuje ptipad takovéto metody.

Priklad 1.6. Pro libovolné n € N urcete hodnotu integralu

1
/ z"e%dx .
0

Resend. P¥i pouziti zékladnich znalosti z matematické analyzy bychom mohli udélat nésle-
dujici odhady

Jn =

|

1
|Jn| = nrl’ I, 2 0

Ziejmé muzeme snadno analyticky spocitat hodnotu integralu pro volbu n = 1

J():l—e_l.

S vyuzitim pravidla ,per-partes® mutzeme ziskat nasledujici predpis pro vypocet integralu
e

1
Ty = 1([95%”](1] - n/xn_lexdﬂf) =1-nJp1. (1.1)
0

Pokud pouzijeme tento rekurzivni predpis pro vypocet, ziskime hodnoty uvedené v nasle-
dujici tabulce.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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AVIRINA
V presné aritmetice: Na 2 platné cifry: I!!I
Jo=1- 1206321 | .Jy=063 ‘«%
Ji=1=0.3679 Ji=1-1-0.63=0.37 >
Jp = =2 =0.2642 Jy=1-2-0.37 =0.26

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L

Jg = 265120 = 0.1268 | Jg = —1.4

Jip = 222 = 0.0835 | Jip = —7800

Joo =0 Jog = —5 .101°

Pii vypoctu na 2 platné cifry tedy zaokrouhlovaci chyby zpisobily, zZe jiz Jg je zdporné
(rozpor s odhadem J,, = 0) a Jog je vyrazné mimo rozsah |J,| < 1/(n+ 1).

Ocividné tato numerickd metoda neni stabilni (viz néasledujici definice). A
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Definice 1.7. Numericka metoda je numericky stabilni, jestlize malé odchylky v pribéhu
vypoctu (zaokrouhleni) nevedou k velkym zméndm v feSeni.

Priklad 1.8. Uvazujme stejnou tlohu jako v predchozim Piikladé 1.6:
Pro libovolné n € N urcete hodnotu integralu

1
1
Jy = —/x”ewda: .
e
0

Pokusme se nalézt predpis stabilni metody.
Reseni. Upravme piedpis pro rekurzivni vypocet integralu (1.1)

Jn = 1- an—l
an,1 = 1- Jn
o1 = f1-Jp).

Pro uziti této formule odhadneme

1
1420

Jo=0=
Pak uzitim nové formule pfi vypoctu na dvé platné cifry ziskame tyto odhady.

Jag =0, J1g = 0.084, Jg = 0.13, Jo = 0.26, J; = 0.37, Jo = 0.63 .

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Poznamka 1.9. Numericka stabilita se posuzuje podobné jako podminénost tlohy pomoci
¢isla podminénosti algoritmu (stejnd definice jako ¢islo podminénosti tlohy - viz Definice
1.3). Urcuje se pomoci tzv. experimentélnich perturbaci, tzn. Ze mirné pozménujeme vstupni
data a sledujeme vysledky na vystupu.

Zatimco Spatnd podminénost tlohy je ddna tilohou samou a v podstaté ji nemuzeme ovlivnit,
stabilitu vypocetniho postupu ovliviiujeme sami volbou metody.

o

1849
v7
@ &
2 <
4 ““\‘\
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1.3.

Typy chyb

Pri reseni redlnych tloh se setkavame s celou fadou moznych chyb, které ovliviiuji presnost
vysledného feseni. Podle zdroje chyb bychom mohli chyby rozdélit do nékolika nasledujicich
skupin:

2)

Chyba matematického modelu

Zjednodusovanim pivodni tilohy jakoz i zanedbdavanim veli¢in, které nemaji velky vliv
na matematicky model vznikaji nepresnosti v reseni matematického modelu. Tuto
chybu lze kvantifikovat rozdilem mezi feSenim realného problému a feSenim matema-
tického modelu. Tato chyba vypovida o presnosti matematického modelu.

Pt. Zanedbani odporu vzduch v Piikladé 1.1 vede k nepresnosti v feseni matematic-
kého modelu.

Chyba numerické metody

Pouziti nepresné metody pro reseni matematického modelu vede k chybé numerického
reseni.

Pr. Limitu posloupnosti aproximujeme c¢lenem s dostate¢né velkym indexem,

lim an =~ a5000-

n—o0

Chyba aproximace

Aplikaci pfiblizné metody na matematicky model vznika chyba aproximace. Pak rozdil
mezi feSenim matematické tlohy a resenim numerické tlohy je chyba aproximace.
Pt. Nahrazeni spojitych vstupnich dat diskrétnimi, viz. diskretizace casu v Prikladé
1.1.

o
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AZIRIN
1849
d) Chyby ve vstupnich datech
. s . Vv ’ s v, v v Y 7
Vznikaji chybami méteni a reprezentaci ¢isel v pocitaci. ) 7S
/0"4- ““\‘\

e) Chyby zaokrouhlovaci
Nepresnosti zplisobené realizaci algoritmu v pocitac¢i a nepfesné provadéni aritmetic- ——
kyCh Operacf P> univerzima

V PLZNI

1.3.1. Aproximace ¢isla

Pii realizaci vypoctu nahrazujeme redlnou (presnou) hodnotu = jeho aproximaci (ptiblize-
nim) Z. Znacime 7 ~ x.

Definice 1.10. Rozdil Ax = 2 — T nazyvame absolutni chybou aproximace Z.
Hodnotu ¢ = 0 takovou, ze |x — &| = |Az| £ £(Z) nazyvame odhad absolutni chyby.

Definice 1.11. Cislo % = £ x # 0 nazyvame relativni chybou aproximace Z.
E

T
Cislo 6(z) = 0 takové, ze |2=Z|

@) _ d(Z) nazyvame odhad relativni chyby.

= |zl

Poznamka 1.12. Jelikoz hodnota x neni obvykle znama, pro odhad relativni chyby pou-
Zivame vzorec %.

|Az|
El

Poznamka 1.13. Z definice plyne, ze x = Z.(1 £ 0), kde § =
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&
S

-

Priklad 1.14. Urcete odhady absolutni a relativni chyby ¢isla & = 3.141, které nahrazuje . . o7
RO Y

O
%) <

v/ »
éislo . ST
0"4- ““\‘\*’

Resend. Plati (odhadnéme)

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

3141 << 3142 = 0<m—3.141 <0.001.

L

Pak pro absolutni chybu lze psat
|Az| = |7 — Z| = |7 — 3.141] < 0.001 .

Tedy odhadem absolutni chyby je €(Z) = 0.001.
Pro odhad relativni chyby dosadme do vzorce z Definice 1.11

 e(@)  0.001
=8 0.0003
@) =3 = 31m ’

tedy lze psét 7 = 3.141 - (1 = 0.0003). A
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1.3.2. Sifeni chyb p¥i aritmetickych operacich

Aplikaci vypocetniho postupu na feSeni numerickych tloh provadime celou fadu riznych
pocetnich operaci. Pokud do téchto operaci vstupuji veli¢iny, které jsou zatizeny néjakou
aproximacni chybou, zfejmé dochéazi k dalsi propagaci téchto chyb do dil¢ich vysledki.
nutné si ukazat jaky vliv na jejich siteni maji zakladni aritmetické operace.

V dalsim textu uvazujme presnou hodnotu z; a jeji aprioximaci &;. Déle ¢; je odhad jeji
absolutni chyby a &; odhad relativni chyby. Ozna¢me pomoci u presny vysledek aritmetické
operace zatimco @ vysledek operace s nepfesnymi operandy. Dale oznac¢me e¢ odhad abso-
lutni chyby u a § odhad relativni chyby w.

Déle uvedeme € a § pro jednotlivé elementarni algebraické operace.

a) Chyba nasobku veli¢iny

Operace : u = k.1
Absolutni chyba:  |Au| £ |kl.eg =:e
. ) A _
Relativni chyba : |1=5] = 4
b) Chyba algebraického soucétu
Operace : w = x1+ X9
Absolutni chyba :  |[Au| = €+ e =€
., A - -
Relativni chyba : =5 = W}r@'ﬂxﬂél + |Z2]d2) =:0

o
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o
¢) Chyba rozdilu I!!I
“ IsTRavY 7
% 5
Operace : U = X1 — T o o
Absolutni chyba:  |Au| = € + e D€
Relativai chyba : 42| < L (71|61 + [F2ld) =0 D —
d) Chyba souéinu
Operace : U = I1.Z9
Absolutni chyba :  |Au| £ Zilea + |Zaler =:¢€
Relativni chyba : |%| < 01+ 9 )
e) Chyba podilu
Operace : u = ;—;
Absolutni chyba :  |Au| = M—Eg% =
2
Relativni chyba : |%| < 5+ =:0
f) Chyba mocniny
Operace : u = z¥
Absolutni chyba:  |Au| < n|#|"lag =:e
Relativni chyba : BT 0

u
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g) Chyba funkéni hodnoty

Operace : u = f(x1)
Absolutni chyba:  |Au| = M¢
Relativni chyba : |28 < ||9§},|(]%/11 ‘;T

x

AX X

Obr. 1.2: Chyba funkéni hodnoty

&
S

R
57

S
<

‘ e 94 »
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Poznamka 1.15. Z vyse uvedenych odhadi je patrné, ze nekritictéjsi operaci z hlediska
siteni chyb je rozdil dvou témér shodnych velicin, kdy odhad relativni chyby diky déleni
tilde u vyrazné narista a déleni ¢islem blizkym nule, které ma za nasledek enormni narust
odhadu absolutni chyby. Ve slozitych vypocetnich postupech je proto nutné se téchto operaci
vyvarovat !!!

1.3.3. Obecny vzorec chyb

Zobecnénim chyby funkéni hodnoty (viz pripad g) v predeslé kapitole) na funkce vice pro-
ménnych muzeme ziskat obecny odhad chyby. Jednotlivé aritmetické operace totiz mtuzeme
reprezentovat jako funkce dvou proménnych (napf. pro soucet f(z1,x2) = x1 + x2) Navic
do funkce f mtzeme zahrnout celou radu operaci s vice veli¢inami x1, . .. xy,.

Operace : u = f(x1,22,...2y)
n
Absolutni chyba :  |[Au| £ > |gg{_ |€; =€
=1
., A L
Relativni chyba : |T“ < Z |$i||8(197;iu|5i =4

N
Il
—

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI




Uvod do numerickych metod 30

Priklad 1.16. Urcete odhad absolutni a relativni chyby objemu koule V = éﬂd?’ je-li
d=3.7Tcm £ 0.05cm, = =3.14.

Reseni. Pro urceni odhadu absolutni chyby pouzijeme vyse odvozeny obecny vzorec

"0
€= Z:|8—:£|eZ .
i=1

Ocividné funkce objemu V je zavisla na presnosti proménnych 7 a d. Nejdiive napoci-
tejme potrebné parcidlni derivace

V(rd) _ 1,43 V(1437 _ 1 g7 = g4y
0 - ) — on o = 0. s

ovind) _ imﬂ ov(siasT) _ 5 il B o i
od T 2 > 9d =39 S =21.0.

a dosazenim

ov ov
=|—||A —||Ad| = 8.44 - 0.001 21.5-0.06=1.1
€ ’877” 7T]—|—|8d]| dl =38 0.0016 + 21.5-0.05
Tedy V = %Trd3 ~ 27.4cm? + 1.1cm?3.

Pro urceni odhadu relativni chyby pouzijeme snazsi vyjadreni

AV 1.088 .

ZAPADOCESKA
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1.3.4. Obracena tloha

Mnohdy je nutné odhadnout chybu nezavislé proménné tak, aby pritom byla zarucena
presnost vysledné velic¢iny.
Plati

"0
2u <3012 e,
i=1 "

Jsou-li chyby n nezavislych proménnych z; fadové stejné, pak mizeme jejich prispévek
do celkové chyby rozdélit stejnym dilem t;.

0
|—f|eii—upr0Vi:1,2,...,n,
ox; n
pak
. Ayl
”\3‘5

o

\C
«é:’ 0

&
S

-

<2k

S
<

STRAVY,
4,
/ckj ““\Qﬁ

L
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Priklad 1.17. Necht je dan valec o poloméru r ~ 2m a vysce h =~ 3m. Jaké musi byt
absolutni chyby Ar a Ah aby objem vélce byl uréen s piesnosti na 0.1m3?

Reseni. Objem valce lze spocitat pomoci vzorce

V =7rih,
pricemz ze zadani vime, ze
r = 2m, h = 3m,
= 3.14, AV = 0.1m?3 .

Potiebné odhady budeme pocéitat uzitim vzorce (1.2), je proto nutno nejdiive napocitat
potfebné parcidlni derivace

V(rhm) _ onrpy V(23314 _9.314.9.3=37.7,
OV (r,h,m) 2 4

;
(Lht) — 7p2 WIS _314.22 =126,
BV((;;Tth) — 2 8V(2(§?;T,3.14) —92.3-12 .

Pr1i dosazovani do vzorce je nutno si uvédomit, ze presnost vysledného objemu je zavisla na
tfech vstupnich parametrech, tedy do vzorci budeme dosazovat n = 3.

_ 1Aav] - 01
AR S e = ik = g < 0.003
Ah
_ 1AaV] - o041

Proto pro dosazeni pozadované presnosti vypoc¢tu objemu véalce je nutno, aby Ar < 0.001m
a Ah < 0.003m. A
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1.4. Aproximace c¢isel na pocitaci

Zasadim problémem pouziti pocitact pro vypocty s pozadavkem na vysokou presnost je
nemoznost reprezentace realnych, presnéji iraciondlnich c¢isel v pocitaci. Je ziejmé, ze irra-
cionalni c¢isla, kterda maji nekonecny pocet desetinnych mist nelze nikterak ulozit v paméti
poéitace. Abychom tato ¢isla byli schopni v pocita¢i reprezentovat, musime je aproximovat
¢isly s koneénym poctem desetinych mist.

Pro tyto tcely se nejvice hodi tzv. semilogaritmicky tvar s normalizovanou mantisou.

Definice 1.18. Pod pojmem semilogaritmicky tvar s normalizovanou mantisou rozumime
zapis libovolného racionalniho ¢isla a ve tvaru

a = sgn a.(alq_1 tasg P4+ atq_t)qb )

kde ¢ € N\ {1} je zdklad ciselné soustavy, a; € {0,1,2...,q — 1} jsou cislice mantisy
a b € Z je exponent, ktery je omezen maximalni a minimalni hodnotou my, mo € Z, tj.

mi Sb<my .
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Priklad 1.19. Drfive nez budeme pokracovat ve vykladu, zopakujme si na konkrétnim
prikladé alespon prevody mezi dekadickou (¢ = 10) a binarni (¢ = 2) soustavou.

Pievedte ¢isla [10011]9, [10.011]5 do dekadické soustavy?.
Prevedte cisla [1234];0, [12.34]19 do binarni soustavy.

Reseni. Dle standartni teorie ¢iselnych soustav znamé ze stfedni skoly lze psat

[10011],

[10.011],

[1-2440-224+0-22+1-214+1-2%
[16 + 040+ 2+ 1]10 = [19])10

1-204+0-204+0-271+1-2724+1-273]
[2+0+0+0.25 + 0.125]19 = [2.375],,

Prevod z dekadické do bindrni soustavy lze provést obdobné - hledanim vhodnych koeficienti
v souctu jednotlivych mocnin zdkladu ¢ = 2 (tj. cifer v bindrnim zdpisu). Nicméné opét ze
sttedni skoly je zndm rychlejsi postup. Uvedeme jej bez zbytecného komentéarte.

1234
617
38
19

= N = 0

3 =
3 ) =
2 =
3 ) =
3 =
3% =
A =
32 =

617,
38,
19,
8,

I

4
2,
1
0

)

zbytek 0 )
zbytek 1
zbytek 0
zbytek 1
zbytek 0
zbytek 0
zbytek 0

zbytek 1 J

= [1234],, = [10001010],

1Z4pis [r], znamend, Ze ¢islo x je uvedeno v &iselné soustavé se zékladem gq.

ZAPADOCESKA
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Neméné zajimava je i modifikace postupu pro prevod desetinnych cisel.

12

6
3
1

o wo

=

zbytek 0
zbytek 0
zbytek 1
zbytek 1

[12.34],, = [1100.01010111 . .. ],

0.34
0.68
0.36
0.72
0.44
0.88
0.76
0.52

0.68,
1.36,
0.72,
1.44,
0.88,
1.76,
1.52,
1.04,

cela cast 0
cela cast 1
cela cast 0
cela cast 1
celd ¢ast 0
cela cast 1
celd cast 1
cela cast 1

&
S
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Definice 1.20. Mnozinu vsech ¢isel zapsanych pomoci semilogaritmického tvaru s norma-

lizovanou mantisou (viz Definice 1.18) nazyvame systémem s pohyblivou rddovou carkou®
a znacime

F(Q7tam17m2) .

“angl. floating point system

Poznamka 1.21. V pripadé tzv. dvojndsobné aritmetiky nahrazujeme ¢ hodnotou 2t a zvét-
sujeme m1 a mo.

V pripadé redlnych cisel je tedy mozné kazdé cislo x € R reprezentovat nasledujicim
zpusobem

oo
z=a.q" =sgn (> xeq F)g’

n=1

Jeho aproximace v semilogaritmickém tvaru s normalizovanou mantisou pak muze mit
tvar

t
& € Fg,t,m1,mg) = & = ag" = sgn #(>_ #rq *)¢"
n=1

ZAPADOCESKA
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AZIRINA
1849
Reprezentaci redlnych ¢isel na pocitaci tedy definujme pomoci zobrazeni
ety
e
fl:R— F(q,t,m1,ma) g yw
Zobrazeni provadime D
ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
a) fezdnim - T = xy, k= 1,2,...¢ o

b) zaokrouhlovanim -
Tp=xp, prok=12...t—1
:rt:{ ri+1 pro x441 2
Tt pro ri+1 <

NIRQN

Poznamka 1.22. |%l(w)| = kq't, kde k = 1 pro Fezani a kK = % pro zaokrouhlovani.
|z = fl(z)] = rg"™"

Nejmensi mozné kladné ¢islo, které jsme schopni ulozit je urceno délkou mantisy. Cisla
lisici se o toto ¢islo se jevi jako totoznd.

Definice 1.23. Nejmensi ¢islo x € F(q,t, m1, mg) takové, ze 1 + x > 1, > 0 nazyvame
pocitacovym e (pocitacova jednotka).
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1.5. Test ‘.7

Nasledujici test zahajite kliknutim na tlacitko ,Zacatek testu“. U otazek, kde lze volit
jen jednu odpovéd (test nedovoli zaskrtnout vice odpovédi), je spravna odpovéd bodovana

poctem bodl uvedenych v zavorce u zadani a Spatnd odpoveéd je bodovana 0 body. U otazek, I ——
. ’ ’ ’ N v o ’ ’ v 17 ’ ’ UNIVERZITA
kde lze volit vice spravnych odpovédi, je soucet bodi spravnych odpovédi uveden v zavorce v pLZN

u zadani a za kazdou spatnou odpovéd bude odecten jeden bod.

1. (4b.) V standardnim schématu feSeni inzenyrské ulohy nenajdeme

realny problém,
analytické Teseni numerického modelu,

numerické reseni matematického modelu,

numerické reseni numerického modelu,
analyza experimentalné namérenych dat a pouzitych méricich pristroju,

porovnani analytického a numerického feseni s experimentalnim fesenim tlohy,

primé numerické reseni realného problému.
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2. (4b.) Matematicky model se vytvari z redlného problému

matematickym resenim realného
problému,

analytickym resenim realného
problému,

zanedbanim nékterych fyzikalnich
velicin,

experimentilnim méfenim,

vytvorenim vhodného numerického
modelu tlohy.

3. (4b.) Experimentalni feSeni inzenyrské ulohy se provadi naptiklad

meérenim fyzikalnich vlastnosti,
laboratornimi testy,

porovnanim analytického Teseni
s nameérenymi daty,

vytvorenim vhodného matematického
modelu tlohy,

numerickymi experimenty,

porovnanim numerického feseni
s namérenymi daty,

vytvorenim vhodného numerického
modelu tlohy.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA

V PLZNI
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RN
1849
4. (4b.) Dokoncete pravdivé tvrzeni: Korektni uloha ...
je jednoznacné tesitelna. je takova tloha, jejiz feseni nemusi byt & o
9 v 4 ()
jednoznacné.
je takova tloha, u které ke kazdé je takova tloha, Ze jeji Teseni spojité p ZhraoocEsch
Ve v o s . . 7~ s e s , UNIVERZITA
mnoziné parametra ulohy existuje pravé  zavisi na vstupnich datech, v RLZNI

jedno feseni této 1lohy.
je dobfe podminéna. je numericky stabilni.
mé malé ¢islo podminénosti lohy.

5. (4b.) Dokoncete pravdivé tvrzeni: Dobfe podminénd tloha ...

je libovolné korektni dloha. je uloha, jejiz feseni je jednoznacné.
je takova tloha, pri které mald zména méa malé ¢islo podminénosti.
vstupnich dat vyvold malou zménu

Teseni.

je numericky stabilni.
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VIR
6. (4b.) Dokoncete pravdivé tvrzeni: Numericky stabilni numerickd metoda .. . v -
je metoda, ktera resi korektni tlohu. je metoda, ktera resi dobfe podminénou %"0:(- “\‘.yé
ulohu. -
je metoda, pri které malé odchylky je metoda, u které zanedbavame chyby p ZhraoocEsch
UNIVERZITA
v prubéhu vypoctu nevedou k velkym zaokrouhlenim. VRN

zménam v feseni.
mé vzdy malé ¢islo podminénosti tlohy.

7. (4b.) Pri Teseni redlnych tloh se muzeme napiiklad setkat s témito typy chyb ...
chyba matematického modelu, chyba aproximace,

chyba pouzité numerické metody. zaokrouhlovaci chyby.

chyba analytického feseni numerického
modelu.
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2 TORS
8. (4b.) Aproximace ¢isla . .. . 5
je nahrazeni pfesné hodnoty jeho je malé perturbace ve vstupnich datech, “1&,,0,{ \“&5
()

ptibliznou hodnotou,

je podil presné a priblizné hodnoty ¢isla, je absolutni hodnota rozdilu presné . ZArAootEsis
UNIVERZITA
a priblizné hodnoty.

V PLZNI

9. (4b.) Absolutni chyba aproximace ¢isla je ...

je mala perturbace ve vstupnich datech, je rozdil presné a priblizné hodnoty
podéleny ptresnou hodnotou,

je rozdil presné a priblizné hodnoty. je nahrazeni presné hodnoty jeho
pribliznou hodnotou,

je rovna ¢islu podminénosti numerické je rovna ¢islu podminénosti korektni
metody. tilohy.
10. (4b.) Absolutni chyba algebraického soué¢tu dvou hodnot, které jsou zatizené chybou,
je rovna ...
souctu absolutnich chyb jednotlivych rozdilu absolutnich chyb jednotlivych
hodnot, hodnot,
maximu absolutnich chyb jednotlivych minimu absolutnich chyb jednotlivych
hodnot, hodnot,
rozdilu absolutnich chyb jednotlivych soucéinu absolutnich chyb jednotlivych _
hodnot, hodnot. _
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ZIRNA
11. (4b.) Relativni chyba algebraického sou¢inu dvou hodnot, které jsou zatizené chybou,
. A\ <2k
Jerovina ... ::,*/0 . "3"0
soucCtu absolutnich chyb jednotlivych souctu relativnich chyb jednotlivych e
hodnot, hodnot,

’ ZAPADOCESKA
maximu absolutnich chyb jednotlivych maximu relativnich chyb jednotlivych vezm
hodnot, hodnot,
soucinu absolutnich chyb jednotlivych soucinu relativnich chyb jednotlivych
hodnot, hodnot.

12. (2b.) Urcete odhad absolutni chyby obsahu ¢tverce se stranou a = 10cm £ lem.
2
cm

13. (2b.) Urcete odhad absolutni chyby obvodu ¢tverce se stranou a = 10cm + lem.
cm

14. (4b.) Nekriti¢téjsi operaci z hlediska sifeni chyb je ...

soucet dvou témér shodnych veli¢in, rozdil dvou témér shodnych veli¢in,

souc¢in dvou témér shodnych velicin, podil dvou témér shodnych velicin.
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15. (4b.) Problém aproximace ¢isel na pocitaci je zpisoben

rychlosti vypoc¢tu zvolenou numerickou
metodou,

reprezentaci celych ¢isel v pocitadi,

chybou algebraickych operaci.

reprezentaci iraciondlnich ¢isel
v pocitaci,

ZAPADOCESKA

nekorektnosti loh, >
UNIVERZITA

V PLZNI

16. (4b.) Pocitacova jednotka (pocitacové €) je ...

nejmensi realné ¢islo, které je mozno
reprezentovat v pocitaci,

nejmensi ¢islo « z mnozinu vsech ¢isel
zapsanych pomoci semilogaritmického
tvaru s normalizovanou mantisou, pro
které 1 +x > 1,

je algebraickd operace s nejmensi
absolutni chybou,

nejvétsi redlné cislo, které je mozno
reprezentovat v pocitaci,

je nejmensi ¢ast pocitace,

je algebraickd operace s nejmensi
relativni chybou.

17. (2b.) Vysledkem souctu éisel [11101]2 a [1011]y v dvojkové soustavé je (vysledek vyjé-

drete také v dvojkové soustave)

18. (2b.) Od ¢isla [1011]z odectéte ¢islo [110]p. Vysledek vyjadiete v dvojkové soustave.
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Spravné zodpovézené otazky:

Ziskané body:
ZAPADOCESKA

’ Vv .. > UNIVERZITA
Procento tispésnosti: v pLZNI

Pro ukonceni testu je tieba kliknout na tlacitko ,,Konec testu®“. Opraveni testu se pro-
vede kliknutim na tlacitko ,,Vysledky“, spravné odpovédi budou oznaceny zelené a cervené
budou oznaceny odpovédi chybné. Pri pouziti otdzky s tvorenou odpovédi se spravnéd odpo-
véd zobrazi v ramecku umisténém vpravo dole v navigacnim panelu po kliknuti na tlac¢itko
,Odpoved“.
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Cilem této kapitoly je predstavit zakladni numerické metody pro reseni nelinearnich rovnic a jejich
soustav. Hledani korenii obecné nelinearnich rovnic je snad nejbéznéjsi matematickou tlohou, se
kterou se miizeme setkat nejen v inZenyrské praxi, ale i v kazdodennim Zivoté, napriklad pfi reseni
jednoduchych geometrickych tloh. Analytické Feseni téchto rovnic je vsak velmi Casto netrividlni
a nezbyva neZ nasadit na jejich FeSeni numerické metody. V této kapitole se nejprve Ctenar
seznami s metodami separace korenti téchto rovnic. Nasledné budou odvozeny a analyzovany

zakladni numerické metody, které je na rfeseni nelinedrnich rovnic a jejich soustav mozné pouZzit.
Zavfit dokument

I Cels obrazovka/Okno
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VIRV

2.1. Separace korent
A\ <2k

%, S5
Prvnim krokem, ktery pfedchézi numerickému feseni nelinedrnich rovnic je lokalizace jejich LS
kofenti. Pro obecné nelinedrni rovnice mtize byt tento tikol velmi problematicky fesitelny
a nelze jej fesit jinak nez zobrazenim grafu funkce. V pripadé soustav mnoha nelinedrnich AR

. . v . . v v ’ v , . ’ ’ UNIVERZITA

rovnic je vsak i tento postup prakticky nefesitelny. Naopak pro nékteré specifické typy v pLZN

rovnic jako jsou algebraické rovnice, existuje jiz pomérné rozsahly aparat. Procesu urcovani
poc¢tu kofend a jejich lokalizace fikame separace kofenti a zdkladni principy si ukazeme
v nasledujicim textu.

Nejprve si definujme co budeme rozumét pod pojmem rovnice a ji koren.

Definice 2.1. Necht funkce f : R — R je definovana na intervalu (a,b) C R.
Cislo Z € (a,b), pro které f(z) = 0, nazyvame kovenem rovnice f(z) = 0.

Pro urceni intervalu, ve kterém zcela jisté nalezneme kofen rovnice, miizeme pouzit
nasledujiciho trividlniho tvrzeni.
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IR
Lemma 2.2. Necht f je spojitd na (a,b) C R. Pak je-li f(a).f(b) <0 md rovnice f(x) =0 v 5
alespon jeden koren v intervalu (a,b). %,* ‘&5'
/0"‘ ““\‘\

Platnost tohoto lemmatu lze demostrovat na Obrazku 2.1.

ZAPADOCESKA
f P univerzima
v PLZNI

@ Jboooonsonsas
I
————r——

Obr. 2.1: Piiklad funkce spojité na (a, b) s vlastnosti f(a).f(b) <0

Uvedené Lemma nam sice zarucuje existenci kofenu v daném intervalu, avsak nezaru-
Cuje, ze kofen v daném intervalu bude pravé jeden.
Pro nasazeni numerickych metod je vsak mnohdy velmi dulezité aby kotfen byl v daném
intervalu pouze jeden.

Navic se jednd pouze o podminku postacujici nebof v pripadé, Zze v daném intervalu
budou kotfeny dva nebo obecnéji sudy pocet, nebude podminka splnéna.




Numerické reseni nelinearnich rovnic 49

Pro obecné funkce existuje nékolik zdkladnich zpusobii separace kotfent:

1. Graficka separace

a) polohu a poéet kofent ur¢ime z grafu funkce f(z).
Naptiklad z grafu funkce f(z) = (x—1)?—1 (viz Obrézek 2.2) lze uréit piibliznou

>

Obr. 2.2: Prabéh funkce f(x)

polohu koeficientdi 71 € (—3, 3), 72 € (1,5).
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b) polohu a pocet koreni uré¢ime vhodnym rozlozenim funkce f(z) na vice funkei
a z grafu téchto funkci.
(f(z) = fi(z) = fo(z) =0, f1(z) = f2(2))
Naptiklad funkci f(z) = e* — 2z — 1 lze rozlozit na rozdil f(z) = e* — (22 +
+1) & fi(x) — fa(z) a pak graficky hledat feSenf rovnice fi(z) = fo(x) (viz
Obrazek 2.3).
7 obrézku pak lze odhadnout polohu kofent Z; € (—%, %), Z2 € (1,2).

7

X X X

Obr. 2.3: Prabéh funkei fi(z) a fo(x)

ol
&7

S
<

( e 94 »
) STRAN
% D
0"4' ““\‘\

&
S

-

2,

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L




Numerické reseni nelinearnich rovnic

51

2. Tabelaci funkce

Napiiklad pro funkei f(z) % % — 22 — 1 lze spoéitat funkéni hodnotu v nékolika
bodech a ze zmény znaménka nasledné odhadnout polohu korent.

T f () sgn f (i)
-1 1.3679 T

-0.5 0.6065 +

0 0 0

0.5 -0.3513 -

1 -0.4817 -

1.5 0.4817 +

2 2.3691 +

Ve zvoleném ptikladu jsme méli

71 = 0. O¢ividné pro druhy kofen plati zo € (1, 1.5).

stésti a podafilo se ndm primo nalézt jeden koten

Poznamka 2.3. Pro polynomické rovnice (p(x) = 0,p € P,) existuji specidlni metody pro

separaci kofenu (viz napf. [7]).

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Podobné jako pro funkce jedné redlné proménné definujeme nelinedrni rovnici a jeji
koren, tak pro vektorové funkce vice proménnych muizeme definovat soustavu rovnic a vektor
korenti soustavy.

Definice 2.4. Necht funkce F' : R” — R" je definovana na souvislé oblasti (ohranic¢ena,

oteviend podmnozina R™) Q C R™. Vektor z € Q, pro ktery F(z) = o nazyvame vektorem
koreni soustavy nelinedrnich rovnic F(z) = o.

Poznamka 2.5. Soustavu F(z) = o obvykle zapisujeme ve tvaru:

fl(xlaan"'amn) =0
fg(xl,xg, 000 ,l‘n) =0
fn(xlax27 A 7xn) = 0

L]

: A\ UDY A ’

@ &
2 <

0"4' ““\‘\

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA

V PLZNI




Numerické reseni nelinearnich rovnic 53 P S 0

L]

Pro srovnani kvality jednotlivy’ch numerickych metod co do rychlosti konvergence, za-

. R \> 57
vadime pojem 7dd iteracni metody. N
4'/4.“ >
Definice 2.6. Necht {z,,} je posloupnost aproximaci ¢isla z, x,, — Z pro n — co. Rikdme,
ze iteracni metoda je rddu p, jestlize p ZAravocises
UNIVERZITA

V PLZNI

3C = konst > 0, takové,ze |T —xzpy1| S Clz —ay|P, pron=0,1,2,... .

Prakticky tedy znamend, ze metoda fddu p ma chybu nové aproximace az na konstantu
mensi nez p-tou mocninu chyby predchozi aproximace. Cim vétsi ¥4d metody, tim rychleji
tedy metoda konverguje.
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2.2. Metoda piileni intervalu

Snad nejznamnéjsi a nejjednodussi numerickou metodou je metoda puleni intervalu. Tato
metoda je zaloZzena na Vété 2.2.

Necht ag = a, by = b jsou takové, ze f(ap).f(bo) < 0 a necht f je spojita na (a,b). Z Véty
2.2 vyplyva, Ze v intervalu (a,b) lezi alespon jeden kofen. Predpoklddejme déle, ze zde lezi
pravé jeden koren.

Metoda ptleni intervalu je zalozena na konstrukci posloupnosti do sebe vnorenych podin-

tervala {a,}, {bn}
<a0,b0> D) <a1,b1> D ooo 3 (an,bn> D) (an+1,bn+1) O,

takovych, ze
flag).f(br) 0, Vk=0,1,2,... .

Je-li {(ag,by) interval pro néhoz je f(ag).f(bx) < 0, pak (ax41,bg+1) dostaneme nésledu-
jicim zpusobem:

1. vypodteme spy1 = 3(ag + bg) (stied intervalu),
2. je-li fag)-f(sk+1) <O, pak agi1 = ak, b1 = Sk41,

3. je-li f(skt1)-f(br) <0, pak agy1 = Skt1,bk41 = b

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Princip metody muzeme snadno demonstrovat na Obrazku 2.4. Z obrazku je taktéz
patrné odkud pochazi nazev metody, nebot v kazdém kroce dochazi k rozpuleni intervalu
a zmenseni intervalu, ve kterém se nachézi kofen, na polovinu.

a,=a, s,=b,  s;=a,

Obr. 2.4: Metoda puleni intervalu
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Algoritmus 1 METODA PULENT INTERVALU " OsTanyY, 7
Input: ay, by, pfesnost € > 0 ’%,,4- ““\@é
1. k:=0
2: while ||bk = ak|| >edo
3 Skat = (ap + bg)/2 S
4: if f(ag).f(sky1) < O then o
53 Ap+1 = A
6: bi+1 1= Sg41
7 else
8: if f(sg+1)-f(br) < 0 then
O3 Ak+1 = Sk+1
10: br+1 := by,
11: else
12: Ak+1 ‘= Sk+1
13: br+1 = Sk41
14: end if
15: end if
16: ki=k+1

17: end while

Output: Sk, A, bk
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<

1849

2.2.1. Konvergence .
“ IsTRAVY, 7
%, &
x>

Konvergenci metody pileni intervalu zarucuje nasledujici lemma.

Lemma 2.7. Jsou-li splnény predpoklady véety 2.2, pak je metoda puleni intervalu konver-

gentni. Rdd konvergence je 1. ZAPADOCESKA

> UNIVERZITA
V PLZNI
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Priklad 2.8. Naleznéte koreny polynomu
flz):=2®—2® -2 +2
s presnosti € = 1074,

Resend. Nejdiive provedeme jednoduchou analyzu dané funkce pro nalezeni intervalovych
odhadu jednotlivych kofent.
Z prvni a druhé derivace zadané funkce

fl(x) =322 -2z -2, f"(x)=6z—2

lze sestavit tabulky monotonie a konvexnosti/konkévnosti dané funkce.

x f’(x) f 7
— 0, 1—\ﬁ> >0 rostouci i I flo) | f svni
3 (—oo, g) <0 konkavni
1—3\ﬁ7 1+3xf7 ) <0 klesajici (1,00) >0 konvexn{
1+T\ﬁ7 oo> >0 rostouci

o

VIR

1849
v7
@ &
2 <
Cy, i ““\‘\
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Obr. 2.5: Kvalitativni vlastnosti funkce f.

Nasledné lze dopocitat potiebné funkéni hodnoty a nacrtnout prubeh funkce f (viz
Obréazek 2.5).

Budeme péatrat po hodnotach z1, x2, 3. Oc¢ividné

T2 € (%,1%\/3 . (2.1)

Zbyva urcit intervalové odhady kotfenu z1,Z2 a to napriklad pomoci tabelace funkce. Volme
tabela¢ni parametr h = 0, 2.
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i ! > f
1_3ﬁ 2, 6311 1+3\/7 _0’ 1126
g | BN YT 1| 0,0012
I-VT _9p | 2,1438
YT _3h | 1,4627
VT _4h | 0,4258
VT _5p | —1,0146
7 predchozi tabelace jsou ziejmé odhady korenii
= 1-V7 1—V7
#oe (50-1, 50-03) 02)
3 e (B2, Hl+02).
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Pak metodou ptileni intervalu ziskdme v jednotlivych iteracich nasledujici odhady.

Pro hledani korene z; ziskdme nésledujici tabulku.

1 a s b

0. —1.5486 —1.4486 —1.3486
1. —1.4486 —1.3986 —1.3486
2. —1.4486 —1.4236 —1.3986
3. —1.4236 —1.4111 —1.3986
4. —1.4236 —1.4173 —1.4111
5. —1.4173 —1.4142 —1.4111
6. —1.4173 —1.4158 —1.4142
7. —1.4158 —1.4150 —1.4142
8. —1.4150 —1.4146 —1.4142
9. —1.4146 —1.4144 —1.4142
10. —1.4144 —1.4143 —1.4142
11. —1.4143 —1.4143 —1.4142
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AZIRINA

Pro hledani kofene x5 ziskdme nasledujici tabulku. " I!,!I 7

i a 5 b «‘,%k:: “\@‘&

0. 0.3333 0.3333 1.2153

1. 0.7743 0.7743 1.2153

2. 0.9948 0.9948 1.2153 D SRz

3. 0.9948 1.1050 1.2153

4. 0.9948 1.0499 1.1050

5. 0.9948 1.0223 1.0499

6. 0.9948 1.0086 1.0223

7. 0.9948 1.0017 1.0086

8. 0.9982 0.9982 1.0017

9. 0.9999 0.9999 1.0017

10. 0.9999 1.0008 1.0017

11. 0.9999 1.0004 1.0008

12. 0.9999 1.0002 1.0004

13. 0.9999 1.0000 1.0002

14. 1.0000 1.0000 1.0000
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AZIRINA

Pro hledani kotfene z3 ziskdme nasledujici tabulku. " I!!I 7

i a 5 b «%q:: “\@9&

0. 1.2153 1.3153 1.4153

1. 1.3153 1.3653 1.4153

2. 1.3653 1.3903 1.4153 D SRz

3. 1.3903 1.4028 1.4153

4. 1.4028 1.4090 1.4153

5. 1.4090 1.4121 1.4153

6. 1.4121 1.4137 1.4153

7. 1.4137 1.4145 1.4153

8. 1.4137 1.4141 1.4145

9. 1.4141 1.4143 1.4145

10. 1.4141 1.4142 1.4143

11. 1.4142 1.4142 1.4143

Hledané kofeny maji hodnoty z; = —1.4143, 25 = 1,23 = 1.4142 s pfesnosti e = 107%. A
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2.3. Metoda prostych iteraci
Metoda prostych iteraci je zalozena na konstrukci posloupnosti aproximaci
{zr}, Ek=0,1,2,...

rekurzivnim predpisem

Th+1 = G(J,‘k) .
Pokud mé zobrazeni G : R — R urcité nize uvedené vlastnosti, tak je metoda konvergentni
a konverguje k hledanému feseni.

Definice 2.9. Zobrazeni G : R” — R" se nazyva kontraktivni, jestlize existuje 0 < p < 1

takové, ze
Vz,y € R" : |G(z) — G(y)l| = pllz -yl

Definice 2.10. Necht je dano zobrazeni G : R” — R”. Bod Z € R" se nazyva peuvny bod
zobrazeni G jestlize G(Z) = 7.

Otéazku existence pevného bodu zobrazeni G tesi nasledujici véta.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
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Véta 2.11. (o pevném bodé)
Necht

e je ddna mnozina Q C R™, Q # 0, souvisld, ohranicend a uzavrend,
e je ddno zobrazeni G : R — R" kontraktivni v €,
e postupné aprozimace xy = G(xp_1),k =1,2,... lezi v Q.

Pak

1. {x} konverguje k T nezdvisle na volbé pocdtecni aproximace xg
tj. xp — T,k — o0,

2. x=G(x) vQ (T je pevnym bodem),

— k
3. 12 — akll = =521 — 2ol

Pro zajemce

Vyse uvedenda véta je aplikaci Banachovy véty o pevném bodé na redlny vektorovy prostor. Bana-
chovu vétu o pevném bodé pro obecné metrické prostory lze nalézt ve skriptu [4].

Pro dtkaz existence pevného bodu zobrazeni G je tedy zasadni rozhodnout, zda-li je
zobrazeni G kontraktivni. To vSak je velmi netrividlni tloha. Z tohoto divodu vystacime
s postacujici podminkou, kterd nam taktéz zajisti existenci pevného bodu a vSechna tvrzeni
Véty 2.11.

@:
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Lemma 2.12. (postacujici podminka) \ 7
Necht G : R™ — R™", Q C R"™ z véty 2.11. Necht G je v Q spojitd a necht existuje G' v Q *::,* 4

a je spojitd. Necht navic

|G (@) £M<1 na
kde M € R je konstanta. D > e

V PLZNI

Jestlize postupné aprozimace xy = G(xk_1) lezi v Q, pak plati tvrzeni Véty 2.11.

Hledani pevného bodu zobrazeni x = G(z) je totéz jako hleddni kofene rovnice

Flz)=2z—-G(z)=0.

Vzdy muzeme rovnici F'(z) = 0 prepsat na tvar x = G(z), kde zobrazeni G spliuje dané
predpoklady a pro vypocet kofene rovnice pouzit postupné aproximace hledédni pevného
bodu. Otézka existence pevného bodu G, tedy i korene rovnice F(x) = 0, je pak dana
Vétou 2.11 a 2.12.
Je zrejmé, ze neexistuje pouze jedinny predpis a najit ten, ktery bude splnovat podminky
konvergence nemusi byt zcela trivialni.

Algoritmus 2 METODA PROSTYCH ITERACI
Input: z(, pfesnost e > 0

10 z1 = G(xp)

2: k:=1

3: while ||z — zk_1|| > e do

4. Tyl := G(l‘k)

5 k=k+1

6: end while
Output: zy,
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Poznamka 2.13. f(z) =0 z=g(z), f:R—>R g:R—-R
Postacujici podminka (viz véta 2.12) pak obsahuje odhad |¢'(z)] < M < 1 na (a,b) C R
ZAPADOCESKA
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e 1>4g(x)>0

Obr. 2.6: Monotonni konvergence
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e —1<g(x)<0
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Obr. 2.7: Oscila¢ni konvergence
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e |9 (=) >1

y=9(x)
y=x

9(xo)| -

Obr. 2.8: Nekonverguje
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Piiklad 2.14. Vy¢islete hodnotu y/a,a € RT s libovolnou presnosti.

Reseni. Sestavme nejdiive funkci f popisujici rovnici, jejiz feSeni hleddame.

r = a

2 = a
2—a = 0
0

flz) =

Hledejme vhodny predpis pro pevny bod ekvivalentni s ptivodni rovnici.

~
—~
8
~—
I
8
(V)
|
S

2 = a
r = 2
20 = x-l—%

z+2 z+4
Tr = ) g(l‘): 2
r = g(x)

=;&42 x>0
g(:v)>0 pr0$>\/a

g (z) <0 proz<+a

QQ\
—
8
SN—
Il

MH
(Sl

Extrémy ¢'(x): .

(z) :=g'(z), ¢'(x)=3%=7
() >0 je—lia>0

(

") <0 je—lia<0

. 6.6

( OspaN™ 7
«é. 'STRA {s

%
Y, 5
70, i v “\Q‘v
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Funkce ¢’ je tedy pro a > 0 rostouci.

min {g'(x)} = ¢'(a)

z€(a,f)

max {g'(z)} = ¢'(B)

z€(a,)

g ()] < max{|g'(@)], |9’ (B)}, 2 € (a; B)}

Napriklad pro konkrétni hodnotu tlohy a = 2 dostavame

xr € (1,2), ¢(2) =

Predpis

1 2
Tpr1 = g(z) = 3 T+ —

, g(1) =~

=% 1

1, 1 22
lg'(x)| = |§7| < 7"

57

Tk

bude tedy konvergovat pro libovolné xy € (1,2).
Volme proto pocatecni aproximaci napiiklad zg = 2.

Pii pozadované presnosti € = 107° je FeSeni nalezeno po péti iteracich, viz nésledujici
tabulka.

k T |ze — zp—1]]

0 2

1 1.5 0.5

3 1.4167 0.0833

4 1.4142 0.0025

5 1.4142 2.1239-1076

A

R
Y IsTRavY, 7
&, O

%, &
0"4' ““\‘\

&
S

-
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Poznamka 2.15. Oznac¢me chybu
ey =xp—=, T=g9g(Z).
Pak 1ze upravit

Gl = e — & = Glop) = gl

N/(—

)
= (ar—D)g'(7) + (2 ff>,2 + (g — 2P
g

/1 (

= ekg()—i—ek 2(,x)+e +...

Rad konvergence tedy zavisi na derivaci g v bodé .

Je-li
g®(z) = o,
9P (z) £ 0,

tak je metoda prostych iteraci radu p

Vk=1,2,...,p—1,

Poznamka 2.16. V pripadé, ze x = G(z), G : R" — R",
G je diferencovatelna v oblasti 2 C R" je

M) ... $2(v) g1(z)
G'(z) = : s ,G(z) = :
S (z) ... §2(v) gn()

Odhad |G'(z)|| < M je pak odhad normy matice.
Vypocist normu takovéto matice nemusi byt vubec snadnd tloha!

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
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2.4. Newtonova metoda % 57
§ i Tes ici «}:’4'/ '3"5
Ptvodni feSenou rovnici >
f(z)=0, f:R—=R (2.3)
lze upravit na tvar > ﬁﬁl;c::zt;::n
T=x+ )\(.’L‘)f({l?) ] (24) V PLZNI

kde A : R — R je libovolna nenulova funkce.
Z rovnice (2.4) lze odvodit predpis kontraktivniho zobrazeni pro metodu prostych iteraci
s pevnym bodem feSeni puvodni rovnice (2.3) (tj. G(z) = x)
G(z) =z + ANz).f(x) . (2.5)

Budeme-li pozadovat, aby byla metoda radu 2, pak

G'(z) = 0,

G'(x) = 1+ X(@)f(x)+ M)

G'(z) = 1+N@)f(@)+Ax)f'(Z) =1+ X2)f(z) .
Odtud A = —% pro f'(z) # 0.
Predpokladejme tedy, ze f’(x) je nenulova, pak mizeme oznacit

x
Gz)=z— f,( ) .
f'(x)
Metoda, kterd hleda pevny bod takovéto funkce se pak nazyva Newtonova metoda pro reseni
rovnice (2.3) a ma predpis

Thp1 = Ty — J{,((“;Z)), k=0,1,2,... (2.6)
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1849

Algoritmus 3 NEWTONOVA METODA \C . 37
Input: z,, presnost ¢ > 0 NS

. %,
nput: o, presnost € > 4.,%_ ““\‘@

1: @y := 20 — f(20)/ ' (20)
2 s=1
3: while ||l'k — :L'k_1|| >€ do > ZAPADOCESKA
4: Tpt1 = xp — f(ak)/f (zk) sn:’llvzsunlzm\
53 k==k+1
6: end while

Output: =z,

Poznamka 2.17. Predpis Newtonovy metody lze snadno ziskat i z aproximace feSeni po-
moci Taylorova polynomu. Jelikoz

f(@) = f(zr) + (T — zx) f (zx) (plyne z Taylorovy véty)

a jelikoz pozadujeme splnéni feseni rovnice f(z) = 0, pak

f(z)
f'(z)

flap) + (T —zp)f(zr) =0=>F = a3 —

Iteracné pak ziskame predpis (2.6).
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Newtonové metodé se taktéz rikd metoda tecen. Volba tohoto nazvu je patrna z geome-
trické interpretace, kterou naleznete na obrazku.

el <l
@ &
2 <
Ckj ““\‘\

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA

V PLZNI

Obr. 2.9: Newtonova metoda
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Podminky konvergence Newtonovy metody zarucuje nasledujici lemma. .

“ 9 7
2 &

STRAVY,
0k4- ““\‘\*’

-

Lemma 2.18. Necht funkce f: R — R wvyhovuje ndsledujicim podminkdim na (a,b):
1. f(a).f(b) <0
2. f'(x) #0,Vz € (a,b)

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L

3. " nemd znaménkové zmény na (a, b)

4 |f(a)/f'(a) <b—a
1£(8)/F' ()] <b—a

Pak pro libovolné xy € (a,b) konverquje Newtonova metoda pro teseni rovnice f(x) =0 na
(a,b).
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2.4.1. Prvni modifikace Newtonovy metody

V kazdém kroce Newtonovy metody musime kromé funkéni hodnoty f(zx) vyhodnocovat
i funkéni honotu jeji prvni derivace f/'(z). To vSak muze byt vypocetné velmi ndrocné.
7 tohoto divodu se nam muize vyplatit vyhodnotit tuto derivaci jen jednou za cCas a pocitat
nékolik kroku se stejnou, byt neptresnou, hodnotou.
Predpis ma potom tvar

f (@)

ST

kde f'(z;) = f'(zk), je-li k délitelné m.
Geometrickou interpretaci této modifikaci lze nalézt na obrazku.

L v

I

I

|

+—4 +
X3 Xy X

Ay

Obr. 2.10: Prvni modifikace Newtonovy metody
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© e

2.4.2. Druha modifikace Newtonovy metody
Vyhodnoceni prvni derivace lze rovnéz obejit jeji aproximaci predpisem

f(ak) = flop—1)

Tl — Tk—1

f(xr) =

pak predpis metody mé tvar

Lk — Tk—1

flzy) — fl@p—1)

T+l = Tk —

Tato metoda se nazyva metoda secen.

Obr. 2.11: Druhéd modifikace Newtonovy metody
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2.4.3. Newtonova metoda pro soustavy

Uvazujme nyni soustavu
F(z)=0,2€Q,

tj.
fl(.’L‘l,... ,xn) =0 s
0

folze,...;zn) =0.
Pak v predpisu (2.5) bude A(z) = —[F'(x)]~!, kde

0 o
6—9{1@) %(1‘)
Flz)=| :
Ofn Ofn
6—9{1(@«) %(x)

Pak predpis pro Newtonovu formuli bude vypadat nasledovné

Tpr1 = T — [F' (@) "L F(@k), Tht1 = (Thi1, Togays -« r Topq)

Uvedeny predpis vSak znamend v kazdé iteraci sestavit matici F'(zy).

R
57

S
<

“ 9sTRANY,
% v
0"4- ““\‘\

&
S

-

2,
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1849
Pokud oznacime prirustek feseni v k-tém kroce Az = xp11 —x) & vynasobime-li predpis
. s / s . , v vz Y 7
matici F'(xy), dostaneme novy predpis, ve kterém fesime soustavu /
/0"4- ““\‘\

F'(zp)Azy = —F (z1), Thp1 = Tk + Azy,

ZAPADOCESKA

V uvedeném predpise je jedinou nezndmou prirustek Axy. Jeho vypocet je FeSenim soustavy > uwnvenzima

V PLZNI

linedrnich rovnic s matici F’(zy) a pravou stranou —F(xy). Této metodé se taktéz iikd
Newtonova-Raphsonova metoda. V této metodé se jako velmi vyhodna ukazuje jeji prvni
modifikace. PTi jejim pouziti se totiz, fesi nékolik soustav linearnich rovnic se stejnou matici.
K efektivnimu feseni je pak mozné pouzit LU rozklad, ktery provedeme pouze jednou za
Cas a soustavu pro rizné pravé strany resime pouze doprednou a zpétnou substituci.

Algoritmus 4 NEWTONOVA METODA PRO SOUSTAVY
Input: z,, pfesnost € > 0
1: nalezni Axy, které fesi soustavu F’(xg)Axg = —F(x0)
2: x1:= xo + Axg
3: k=1
4: while ||z — 2;_1|| > e do
5: nalezni Axy, které fesi soustavu F'(zy)Axy = —F(z)
6 Tk41 = Tg + Azy
7 ki=k+1
8: end while
Output: zy,




Numerické reseni nelinearnich rovnic 81 P S 0

R

&
S

Priklad 2.19. Pomoci Newtonovy metody naleznéte priisecik kiivky . .
o\
%,

-

<2k

S
<

STRAVY,
2 474}- \‘\"'
oc:x°+y=0 4 N

L

a ehpsy ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

prx4+47=1.
Resent. Ukolem je tedy Fesit soustavu

F(x)=o0,

ORI Bt B P

Pro predpis Newtonovy metody bude nutno spocitat kvadratickou formu

Fl(l‘)zla 6 Y
fa(z,y)  Ofa(zyy)
26;3:9 26;:9 2x 8y

Nésledné inverzi
2¢ 1 |1 O 2x 1 1 0
2¢ 8y |0 1 0 1—-8y |1 -1

1 1
0 1 ! !

1-8y 1-8y

[\~
-1

| = |00
o[ |
<] o
<
<
o
| 8
By

==
| = |
oo|™ o
<] &
N

| I
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tedy .. 57

1 8 1 { 7 A
_[F’ -1 _ Yy D &
[F(=)] 2z(8y — 1) [ 2r —2x ] ) s>

Pak predpis pro Newtonovu metodu ma tvar

(30)- () mmtnl 3 ) 1378

Yk+1 Yk 28y — 1) | 2z —2xp xi + 4y,% -1

Pii presnosti € = 1075 a volbé pocatecni aproximace [xg,y0]” = [~2, —1]7 je algoritmus je
ukoncen po 4 iteracich, viz Obréazek 2.12.
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Obr. 2.12: Konvergence Newtonovy metody v Prikladé 2.19
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2.5. Test
AL <l

D &
Nasledujici test zahajite kliknutim na tlacitko ,Zacatek testu“. U otazek, kde lze volit s>
jen jednu odpovéd (test nedovoli zaskrtnout vice odpovédi), je spravna odpovéd bodovana
poctem bodl uvedenych v zavorce u zadani a Spatnd odpoveéd je bodovana 0 body. U otazek, —

. ’ ’ ’ v 17 » v o ’ ’ v 17 ’ ’ UNIVERZITA

kde lze volit vice spravnych odpovédi, je soucet bodi spravnych odpovédi uveden v zavorce v PLZAI

u zadani a za kazdou spatnou odpovéd bude odecten jeden bod.

1. (4b.) Necht je dana rovnice f(z) =0, kde f : R — R. Prvek z € R takovy, ze f(z) =0

nazyvame
kofen rovnice stacionarni bod rovnice
inflexni bod rovnice pevny bod rovnice

minimum funkce f

2. (4b.) Necht funkce f je spojita na intervalu (a,b) C R. Pak jestlize f(a) < OA f(b) > 0,
pak rovnice f(z) =0
nemd zadny koren mé pravé jeden koten

m3 alespon jeden kofen mé pravé dva koreny

o korenech dané rovnice nelze nic tvrdit
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3. (4b.) Necht {x,} je posloupnost aproximaci &isla z, =, — Z, n — oo. Rikdme, 7e
iteracni metoda je 7ddu I', jestlize

pro libovolné aproximace xj a zx+1 (kde k € Ny) a FeSeni x plati

’j - xn—i—l‘ < 1—\|-i - xn’

pro libovolné C' > 0, libovolné aproximace x a x;11 (kde k € Ny) a feseni = plati

|Z — zpy1| £ Clz — mn\r

existuje konstanta C' > 0 takova, ze pro libovolné aproximace zy a ;11 (kde k € Np)
a Teseni x plati

— — r

|Z — Zn41| £ C|Z — zn|

existuje pravé jedna konstanta C' > 0 takovéa, ze pro libovolné aproximace xx a g1
(kde k € Ny) a TeSeni = plati

& — zp41| S CF — zal”

L]

Y 9sTRANY,
2
0"4'

<l
Q’\}
s

ZAPADOCESKA
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4. (4b.) Necht je dand rovnice f(x) = 0. Z procesu separace kofenu vime, Ze v intervalu
(1,2) lezi pravé jeden kotren. Pro nalezeni tohoto kofenu pouzijeme metodu puleni in-
tervalu. Maximalné po kolika iteracich bude metoda ukoncena, pokud hleddme Teseni
s presnosti e = 10%?

po 10-ti iteracich, po 13-ti iteracich,
po 14-ti iteracich, po 15-ti iteracich,
po 16-ti iteracich, po 20-ti iteracich,

nelze urcit.

5. (4b.) Metoda puleni intervalu je
nultého radu, prvniho radu,

druhého tadu, nelze dokazat rad konvergence.

T7

e 2; Y N
) STRAN $
%, <S>

xS
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6. (4b.) Zobrazeni H : R" — R" se nazyva kontraktioni, jestlize . =
pro libovolné 0 < p < 1 plati existuje 0 < p < 1 takové, ze %"%,,- “\“5
AU

Va,y e R":[[H(z) — Hy)|| < pllz =yl Vo,y eR™: [|[H(z) - H(y)| < pllz -y

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

pro libovolné 0 < p < 1 plati existuje 0 < p < 1 takové, ze

Ve,y € R": |H(z) - H(y)|| = [le —yl”  Vo,y e R": [|H(z) = H(y)l| = ||z - y”

7. (4b.) Necht h : R — R je spojitd funkce na intervalu (a,b) a mé na intervalu (a,b)
spojitou prvni derivaci. Metoda prostych iteraci pro hledani kofene na intervalu (a, b)
je konvergentni, pokud navic

existuje konstanta M € R takova, ze vsSechny aproximace definované
predpisem zj = h(xg_1) lezi v (a,b),

Vo € {a,b) : W (x)| S M < 1

a vSechny aproximace definované
predpisem zj, = h(xg_1) lezi v (a,b),

zobrazeni f(x) =x — h(x) je zobrazeni h(z) je kontraktivni na
kontraktivni na intervalu (a, b), intervalu (a, b).
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8. (4b.) Newtonova metoda je

nultého radu, prvniho radu,
druhého tadu, nelze dokazat rad konvergence.

9. (4b.) Necht je ddna funkce f : R — R. Vyberte vhodnou kombinaci postacujicich
podminek na tuto funkci tak, aby pro libovolnou volbu poc¢atecni aproximaci zg € (a, b)
konvergovala Newtonova metoda pro feseni rovnice f(z) = 0 na (a, b).

f'(z) # 0,V € (a,b), 3% € (a,b) : f(¥) =0,

f” nemé znaménkové zmény na (a, b), |f(a)/f(a)] <b—a
If(®)/f (B)] <b—a,

f(a).f(b) >0, /' nema znaménkové zmény na (a, b),

f(a).f(b) <0, [f(a)/ ') <b-a

[£(0)/f'(a)] <b—a,

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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10. (4b.) Pri pouziti Newtonovy metody pro feseni rovnice f(z) = 0 lze derivaci funcke f v 5
aproximovat podilem %&/ 4
Zri e
Tk — Tk—1 T) — Lh—
() ~ () ~ fzg) = fzr—1)

k)~
f(xk:) - f(xk—l) Tl — Tp—1 D > 3:::::;.;::“

V PLZNI

F(wx) ~ f(@g) — 251 () flag —1) —ag
zg — f(zr-1) zg-1 — f(zk)
11. (4b.) Mezi nevyhody metody prostych iteraci patii
pomalé konvergence, je treba dokazat konvergenci slozitym
zpusobem,
nelze nalézt predpis pro rad nelze nalézt predpis pro rad
konvergence vyssi nez 1, konvergence vyssi nez 2.
12. (4b.) Mezi nevyhody metody puleni intervalu patii
rad konvergence je 2, je tfeba dokazat konvergenci slozitym
zpusobem,
silné podminky pro konvergenci, konvergence je pouze linedrni.
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13. (4b.) Newtonova metoda se také nazyva metoda tecen. Proc¢?

Vsechny tecny sestrojené v jednotlivych  Vsechny teény sestrojené v jednotlivych

iteracich jsou navzajem rovnobézné. iteracich jsou navzajem kolmé.
Vzdy po sobé jsouci iterace splnuji 7 geometrické interpretace. Prusecik
te¢nicovou rovnici. osy x a primky rovnobézné s tecnou

k funkci f sestrojené v bodé aktualni
iterace urcuje nasledujici iteraci.

7 geometrické interpretace. Prisecik
osy x a tecny k funkci f sestrojené
v bodé aktualni iterace urcuje
nasledujici iteraci.

14. (3b.) Necht je dédna rovnice 22 = sin z. Nalézt koFeny této rovnice s danou presnosti lze

pomoci
metody tabelace funkce, metody grafické separace korent,
metody puleni intervalu, metody odhadu korent,
metody prostych iteraci, newtonovy metody.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
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15. (3b.) Ukolem je vyéislit hodnotu v/5 pomoci metody prostych iteraci. Jaky je predpis . =
zobrazeni, pro které bude metoda konvergovat k hledané hodnoté? SN 4
N 4'/0“. >
Tg41 = VOTk, Tp+1 = Tf + 9,
5 2
Thpr = 3, Der = (36 + 2)/2, e
g .CC]% e ( L ZL')/ D - v PLZNI
5 5
Tr1 = (2 — =)/5, Try1 = (zx + =) /5,
x x
5 2
1 = (e + )/2, 1 = 2k + —)/5.

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:

Pro ukonceni testu je tfeba kliknout na tlacitko , Konec testu“. Opraveni testu se pro-
vede kliknutim na tlacitko ,,Vysledky“, spravné odpovédi budou oznaceny zelené a cervené
budou oznaceny odpovédi chybné. Pri pouziti otdzky s tvorenou odpovédi se spravnd odpo-
véd zobrazi v ramecku umisténém vpravo dole v navigacnim panelu po kliknuti na tlac¢itko
,Odpoved*.
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Kapitola 3

Iteracni reseni soustav linearnich
rovinic

92. strana ze 415

[=]
[£]
=]
[=]

Pruvodce studiem

d
i

V této kapitole si predstavime nékolik zakladnich metod numerického rFeseni soustav linedrnich
rovnic.

Rada praktickych dloh popisujici linearni zavislost vystupnich dat na datech vstupnich vede na
reseni soustav linearnich rovnic. Prakticky vsechny fyzikalni jevy popisované parcidlnimi diferen-
cidlnimi rovnicemi vedou na tuto tlohu. Na konci predchozi kapitoly jsme si dokonce ukazali,
Ze i numerické metody pro feseni soustav nelinedrnich rovnic se rovnéz prevadi na posloupnost
feseni soustav linearnich rovnic. Zvladnuti efektivniho feseni tohoto problému je tedy klicové.

S analytickymi metodami FeSeni soustav linedrnich rovnic jako je Gaussova eliminacni metoda ¢i £aviit dokument

LU rozklad se ¢tendf miiZe seznamit ve skriptech [°]. Tyto metody vsak v soucasnosti ustupuji I Cels obrazovka/ Okno
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do pozadi, nebot pro feseni velmi rozsahlych dloh s velkym poctem nezndamych jsou prakticky
ol v e ot T2 eorresBtnedl IR R 2 . z A <l
nepouzitelné diky své velké vypocletni a pamétové narocnosti. Z tohto divodu jsou nahrazovany D) 4

metodami iteracnimi, které maji vyrazné mensi pamétové naroky a v urcitych pripadech jsou s>

i vyrazné rychlejsi. Hlavni vyhodou iteracnich metod je vsak jejich snadna paralelizace pro na-

sazeni na velmi vykonné vypocetni prostiedky. p ZhraoocEsch
V této kapitole se proto seznamime se zakladnimi iteracnimi metodami a postupy, kterak zefek- v eLzn

tivnit rychlost jejich konvergence.




Iteracni reseni soustav linedarnich rovnic 94 Py S 0 S

3.1. Normy vektorti a matic ‘.7

Uvodem této kapitoly si pfipomeiime nékolik zékladnich pojmil Linearni algebry (viz [2]),
které pri popisu a analyze itera¢nich metod feSeni soustav linearnich rovnic budeme casto

pOlléiV&t. ZAPADOCESKA
P univerzima
V PLZNI

Definice 3.1. Necht V je vektorovy prostor. Zobrazenf ||.|| : V — R{ nazyvdme normou
jestlize plati

1. ||zl 2 0, Jall = 0 & 2 =0,
2. ||loz|| = |a|.[|],
3. [lz+yll < ll=ll + llyll-

Necht V = R™. Pak prvky vektorového prostoru jsou n-dimenzionalni aritmetické vek-
tory a hovorime o vektorovijch normdch. Uvedme si nékolik piikladi vektorovych norem:

¢ ||z]|co = max{|z;|,i =1,2,...n}

n ) 1
o llalls = (z i )
1=

n
o [lzlli = > |zl

i=1
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Piiklad 3.2. Nacrtnéte v R? mnoziny

O = {zeR?: x| =1},
Qy = {m eR?: ”(L‘”2 = 1} 5
Qoo = {2€R?:|2]|0o =1} .
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2 7ORS
Reseni. 1. y - dle definice ||z]1 =1 = |z1]| + |z2| = 1. % @7
Rozdélme nase Gvahy na jednotlivé kvadranty: '5% ‘&5’
/0"4- ““\‘\

e pro x1 > 0 A xg > 0 - primka s restrikci na prvni kvadrant x1 + zo = 1,

V PLZNI

e pro 1 < 0 A zg > 0 - pfimka s restrikci na druhy kvadrant —x1 + x5 = 1, D P Inaooseskh

e pro 1 < 0 A xg <0 - pfimka s restrikci na treti kvadrant —z1 — 2o = 1,

e pro x1 > 0 A xy < 0 - pfimka s restrikci na ¢tvrty kvadrant z1 — zo = 1.

Spojenim feseni v jednotlivych kvadrantech ziskdme celkové feseni (viz Obrazek 3.1).

X2 X2 X5 X2 X2
1 1 1 1 1 o,
5 1 x; -1 1 x; 1 1 X, 1 1 X1 % 1 X1
-1 -1 -1 -1 B
x>0 x;<0 ;<0 x;>0
X;> 0 Xo>0 X< 0 X< 0

Obr. 3.1: Konstrukce mnoziny €.
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L]

2. Qg - dle definice ||z]s =1 = 2% +2% =1, coz je kruznice s polomérem 1 (viz
IsTRAVY, 7
<

Obrézek 3.2). &\

%/
&
Zxg ynis

1 ZAPADOCESKA
Q
2 P univerzima

V PLZNI

Obr. 3.2: Konstrukce mnoziny €s.




Iteracni reseni soustav linedarnich rovnic

98 P oS

3. Qu - Dle definice ||z||ooc =1 = max{|z1]|,|z2|} = 1.

Uvazujme dva pripady (ve kterych je maximum jeden z prvku zp,x3):

e pokud |z1| < |z2| = 1, pak se jednd o mnozinu bodu

{le, @3] €R? 121 € (-1, 1) Awp € {~1,1}} E Qf

e pokud |z3| £ |x1] = 1, pak se jednd o mnozinu bodu

{lz1,22) €R* 121 € (-1, 1} Az € (-1, 1)} = Q)

Spojenim téchto dvou pripadu ziskdme celkové Feseni (viz Obrazek 3.3).

X Xp X

Obr. 3.3: Konstrukce mnoziny €.

&
S

R
57

S
<

( e 94 »
) STRAN
% D
4 ““\‘\

-

2,

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L
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L]

IsTRANY

Poznamka 3.3. Pro V = R™" nazyvame normu normou maticovou. =
,5'

v

%/
Zxg ynis

Priklad 3.4. Zobrazeni ||.|| : R™"™ — R definované predpisem

1
51 ZAPADOCESKA
2 > UNIVERZITA

HAHF - Z ’aij’2 v PLZNI
1'7‘7.

nazyvame Frobeniova norma.
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7RIV
1849
Definice 3.5. Necht je ddna vektorovd norma |.||y na prostoru R". Maticovou normu ® =
odpovidajici vektorové normé ||.|[»; definujeme néasledujicim predpisem *% '3«5
4 ““\‘\
A
|Allas := max { H x”V} .
ato | [lzllv

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

Uvedme maticové normy odpovidajici diive uvedenym vektorovym normam

n
o ||Alloo :=max{ )" |aj],j =1,...,n} odpovida ||.||c a nazyva se rddkovd norma,
k=1
n
o [|All1 :=max{) |ajx|,k =1,...,n} odpovida ||.||; a nazyva se sloupcovd norma,
j=1

o ||[Allz = /p(ATA) = /p(AAT) = p(A), kde A je normdlni matice’?, odpovida |.|2
a nazyva se spektrdlni norma.

Lemma 3.6. Necht

|.|lar znaci maticovou a |||y odpovidajici vektorovou normu. Pak plati

VAR Vo eR™: | Azlly < ||Allllzlly |
VA, B € R"*" . |AB||ar < || Allas-|| Bllas -

"Matice A se nazyva normdint, pokud AAT = AT A
2p(A) je spektralni polomér matice A
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.....

matice. V dalsim textu ukézeme, Ze rychlost konvergence nékterych metod feseni soustav
linearnich rovnic souvisi s timto ¢islem.

Definice 3.7. Necht A € R™" je regularni. Pak cislem podminéenosti matice rozumime
¢islo et
e =il
cond(4) = [lA]l.[|lA77] .

Spektralnim cislem podminénosti matice rozumime ¢islo

Poznamka 3.8. Je-li navic matice A symetrickd a positivné definitni, pak

k(A) = cond(A) = @ ,

Amin

kde Amax, Amin jsou nejvétsi a nejmensi vlastni ¢isla matice A. Ocividné

0 < Amin § Amax = H(A) 2 1.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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3.2. Linearni metody

Uvazujme soustavu linedrnich rovnic

kde

e A € R™ je matice soustavy,
e b € R” je vektor pravych stran,

e r € R" je vektor neznamych.

Je-li matice soustavy regularni, pak existuje jediné feseni x takové, ze Az = b. Jinymi
slovy, je-li matice A regularni, existuje prdvé jedno reseni & = A~'b.

Zvolme pocéatecni aproximaci feSeni soustavy xg # x. Nasim tikolem je sestavit posloup-
nost aproximaci
L0y L1ye s Thy Th41s---

konvergujici k feseni z, tedy

lim x, = .
k—o00

V nasledujicim vykladu budeme patrat po predpisech zobrazeni, které kazdé predeslé
aproximaci prifadi novou aproximaci feSeni soustavy x. Toto zobrazeni budeme nazyvat
iteracni metoda.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA

V PLZNI
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Definice 3.9. [lteracni metoda je zobrazeni @ : R” — R"
Tpy1 = D(z), Kk 20.
kde zj je k-ta iterace.

Pokud navrhneme néjakou itera¢ni metodu, bude nutné zajistit, aby metoda konvergo-
vala i k Teseni soustavy linearnich rovnic pro kterou byla navrzena. O takovych metodach
pak rikdme, ze jsou konzistentni s danou soustavou linedrnich rovnic.

Definice 3.10. Iteracni metoda ® se nazyva konzistentni se soustavou linedrnich rovnic
Ax = b, jestlize pro kazdou pravou stranu b € R™ vSechna teSeni & jsou pevngm bodem P,
tj.

z=®(x) .

Také je nutno, aby se metoda postupnymi iteracemi vzdy blizila k feSeni, a to nezavisle
na volbé pocatecni aproximace xg.

Definice 3.11. Itera¢ni metoda ® se nazyva konvergentni, jestlize pro Vb € R™ je limita
lim z, ==

nezavisld na pocatecéni aproximaci xg.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA

V PLZNI
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2 TORS
1849
V nasledujicim textu se omezime na nejjednodussi t¥idu itera¢nich metod, které na- . =
/. ’ . z s . v s v ’ . ’ v ’ . = N
zyvame linedrni iteracni metody. Na téchto metodach si ukdzeme podminky konzistence D 4
v Y Yy vas v / Zhi ywSs
a konvergence téchto metod a uvedeme si priklady nejbéznéji pouzivanych metod.
Definice 3.12. Itera¢ni metoda se nazyva linedrni, jestlize U
’ UNIVERZITA
V PLZNI

®(x) = Mz + Nb

kde M, N € R™" jsou reguldrni matice.
Linearni iteracni metoda ma pak predpis

Tr+1 = Mz, + Nb, k= 0.
Véta 3.13. Linedrni iteracni metoda je konzistentni se soustavou linedrnich rovnic Ax =

= b, prdve kdyz
M=1-NA.

Poznamka 3.14. Konzistentni linearni itera¢ni metody maji tvary
1) zg+1 = zx — N(Azp — b),
2) W(:Ek = :L‘k+1) = Axp, —b,N = w1,
Lemma 3.15. Chyba linearni iteracni metody v k-té iteraci, tj.
e = T — T

je rovna
€ = Mkeo o
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Véta 3.16. Linedrni metoda je konvergentni, pokud
p(M) <1,

kde p(M) je spektralni polomér matice M, tj.

def
p(M) = max{|)\1|,. H) |)\n|}

a \; jsou vlastni cisla matice M .

Poznamka 3.17. Cislo —log(p(M)) nazvame 7dd konvergence.

vvvvvv

feSeni soustavy linedrnich rovnic. Abychom tedy viubec rozhodli o konvergenci linearni ite-
ra¢ni metody, museli bychom fesit jesté narocnéjsi problém, coz by nebylo prilis efektivni.
7 tohoto divodu miuzeme k rozhodnuti o konvergenci linearni iteracni metody vyuzit na-
sledujici postacujici podminku.

Lemma 3.18. Necht ||.|ar je maticovd norma a

| < 1.

Pak konzistentni linedrni iteracni metoda je konvergentni.

@:

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4
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Uvedme si nékolik zdkladnich linearnich iteracnich metod. Nejprve matici A rozlozme
A=L+D+U, (3.2)
kde
e D je diagonalni matice,
e L je ostfe dolni trojuhelnikova matice,

e U je ostre horni trojuhelnikova matice.

3.2.1. Jacobiova metoda

M=-D"YL+U), N=D"' pokud D; #0 .
Predpis itera¢ni metody mé tvar

1 n
k+1 k
;7= — | b — g a;iT;
Qi

j=1,5

3.2.2. Gaussova-Seidelova metoda

M=—-(D+L)"'U, N=(D+L)"".

Predpis itera¢ni metody mé tvar

1 1—1 n
k+1 _ . kL ek
T, = — bZ_E aigT; " — E Qi T;
Qi P
7j=1

j=it1

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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1849

3.2.3. Successive over-relaxation method (SOR) v -
A N

M=-D+wl) Y (wU+ (1 -w)D), N=wD+wL)™?.

Predpis itera¢ni metody mé tvar

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

L

i—1 n
k+1 _ kY k+1 k
;T =1 —-w)z + P bi — Zaijxj — Z aijzj |
(2 -
Jj=1

j=i+1

kde 0 < w < 2 je redlna konstanta.
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2 PR
1849
Poznamka 3.19. (Odvozeni linearnich itera¢nich metod)
" A
e &
L. ]
Uvazujme soustavu K4 N
a11r1 + aipx2 + a13r3 = bl > ZAPADOCESKA
a21xy + axrz + azrz = b umiveRziTA
aziry + azT2 + agzrs = b

kde a;;, b; jsou koeficienty soustavy a x; jsou nezndmé.
Soustavu lze upravit na tvar

annry = by — a2 — ai133
axpry = by — anr1 — a3T3
azzrs = by — az3wry — azewo

a predpokladdme-li nenulové prvky na diagondle, lze napiiklad pro z; psat (vydélenim
prvniho fadku upravené soustavy koeficientem aj)

1
11 = — (b1 — a1272 — a1373)
a1
Uvazujeme-li navic itera¢ni metodu, pak pro prvni slozku nasledujici iterace spoctené ze
slozek predchozi iterace bude platit

[Tr1]1 = 1 (b1 — ar2[zk]2 — a13[zk]3) - (3.3)
ar

Pokud budeme uvazovat postupné vsechny slozky z, ziskdme predpis Jacobiho metody. Z néj
jiz snadno ur¢ime matice M a N.
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Jelikoz v predpisu (3.3) lze pfi vypoctu [z11]; misto zx pouzit jiz vypoctené slozky 1.
Ziskame tak predpis pro Gaussovu-Seidelovu metodu.

Princip SOR metody pak spoc¢iva v tom, ze novou aproximaci x4 urc¢ime jako kombi-
naci predchozi aproximace xj a aproximace urc¢enou Gaussovou-Seidelovou metodou. Vahu
této kombinace pak urcuje parametr w. Pro w = 1 se jedna o Gaussovu-Seidelovu metodu.

L]

{ A\ UDY A ’

@ &
2 <

0"4- ““\‘\

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA

V PLZNI
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Algoritmus 5 LINEARNI ITERACNT METODA
Input: =9, M, N, b, pfesnost ¢ > 0

1: k:=0

2: while ||gx|| > €||b]| do

3: Th41 = M:Bk—Nb

4 k:=k+1

5: end while
Output: zy,

Poznamka 3.20. Jako ukoncovaci kritérium byla v metodé pouzita podminka na relativni
chybu rezidua soustavy g := Az — b, tj. ||lgkll/||b]] < €.
Abychom se v praxi vyhli podilu dvou malych &isel, které je co do Sifeni chyby velmi kritické,
pouzivame radéji podminku

lgkll < ellbll -

0

N
STRA §
4
/0‘,4. 5 “\Q‘v

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

L
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2 TORS
Priklad 3.21. Reste soustavu
v7
% S
5r1  +2x9 =3 %0“ >
—r1 +dzy +x3 =0
2%1 _:1;2 +6x3 = 1 D ’ ZAPADOCESKA
pomoci Jacobiho metody, Gaussovy-Seidelovy metody a SOR s vhodnou volbou parametru o

w € (0,2).

Reseni. Nejdiive matici soustavy rozlozime dle jednoduchého rozkladu (3.2)
5 2 0 0 0 0 5 0 0 0 2 0

A=|-1 4 1|=|-1 0 0|+]040|+]|]00O01|=L+D+U.

2 -1 6 2 -1 0 0 0 6 0 0 0

Dle predpist jednotlivych metod ziskdme matice M, N a pomoci algoritmu obecné linedrni

metody spocCteme feseni.

P¥i pozadované presnosti € = 1079 je Jacobiho metoda ukoncena po 17-ti iteracich, Gaus-

sova-Seidelova metoda po 9-ti iteracich. Na pocet iteraci algoritmu SOR vplyva volba para-

metru w, pro jednotlivé volby je pocet iteraci zndzornén na Obrazku 3.4 (pficemz pro lepsi

nazornost byl maximalni pocet iteraci omezen na 1000).

Pri volbé optimalniho w ~ 0.9 je pocet iteraci algoritmu SOR 8.
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Obr. 3.4: Vliv volby w na pocet iteraci SOR - Priklad 3.21
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VIR
Priklad 3.22. Otestujte rychlost vyse uvedenych algoritmt na testovaci tloze " 7
. . «}:’4'/ '3$
A = fivediag(—1,—1,4,-1,—1) € R™" Chs yus
b = [1,...,1]T eR”
Zo = [07 LR O]T S Rn ’ ZAPADOCESKA
¢ = s
pricemz volte riaznou dimenzi tlohy n = 4,5,...,70.

Resend. Nejdiivé naleznéme vhodny parametr w pro algoritmus SOR. Volme mensi dimenzi
ulohy, napriklad n = 10. Vliv volby parametru w na pocet iteraci SOR je vykreslen na
Obrézku 3.5 (pfi¢emz pro lepsi ndzornost byl maximdlni pocet iteraci omezen na 5000).
Ukazuje se, ze pro algoritmus SOR je vhodné pouzit optimélni hodnotu w ~ 1.44.

Pocet iteraci pro jednotlivé metody je pak vykreslen na Obrazku 3.6.
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Obr. 3.5: Vliv volby w na pocet iteraci SOR - Priklad 3.22
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L]

“ 9sTRANY, 7
%, S
o>
6000
jacobi
gauss-—seidel > 3’,‘.'.’32:5.3“‘
5000 sor V PLZNI
4000 -
= 3000+
2000 -
1000
0
0

Obr. 3.6: Pocet iteraci algoritmu linedrnich itera¢nich metod v zavislosti na dimenzi tlohy
- Priklad 3.22
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3.3. Gradientni metody
Uvazujme soustavu Ax = b, kde matice A je symetrickd pozitivné definitni,tj.
AeR™: A=AT A WweR“v£0:0v74v>0.
Jinym pristupem k iteracnimu reseni soustav linearnich rovnic je feseni minimalizac¢ni tlohy,

jejiz vysledek je totozny s fesenim soustavy linedrnich rovnic. Za timto tcelem tedy uvazujme
tlohu

%ﬁ% f(z), (3.4)
kde .
f(z) = E(Ax,x) —(b,z), f:R"=R. (3.5)

V predpisu tzv. kvadratické funkce (3.5) symbol (.,.) predstavuje Eukleidovsky skalarni
soucin definovany predpisem

Vu,v € R™: (u,v) :=ulv = Zuivi . (3.6)
i=1

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Priklad 3.23. Necht je ddana kvadratickd funkce predpisem (3.5) s hodnotami v 57
«}:’4'/ '3"5
2 =l 2 Chi
ven 4= (2 3) 0= (2).

ZAPADOCESKA
Grafickou reprezentaci této kvadratické funkce je paraboloid znazornény na Obrazku 3.7. D P uienra

V PLZNI

-5 5

Obr. 3.7: Graficka reprezentace dvoudimenzionalni kvadratické funkce.
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Spojitost mezi tilohou minimalizace ryze konvexni kvadratické funkce a fesenim soustavy I!V!I
g oo v . ’ . s . . ’ s s “ IsTRAvY, 7
se symetrickou positivné definitni matici popisuje nasledujici lemma. ) 7S
/0[(4- ““\‘\
Lemma 3.24. Necht matice A je symetrickd pozitivné definitni. Reseni soustavy Ax = b
je ekvivalentni s minimalizacni ilohou (3.4). onbotesk
> UNIVERZITA

V PLZNI
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3.3.1. Metoda nejvétsiho spadu

Metoda nejvétsiho spadu patii do skupiny tzv. line-search minimaliza¢nich metod. Nasle-
dujici iteraci ziskame tak, ze funkci v kazdém iteracnim kroku minimalizujeme ve sméru
vektoru v s délkou itera¢niho kroku a.

Pro nalezeni nové iterace pouzivame predpis

Th41 = Th + QU -

rp € R v € R", ap € R . (3'7)

\

Obr. 3.8: Princip line-search metody - predpis (3.10)

: A\ UDY A 7

@ &
2 <
4 ““\‘\

ZAPADOCESKA
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e Pii ndvrhu vhodného sméru minimalizace funkce se jako logické jevi vydat se ve sméru . || 7
nejvétsiho spadu, tj. ve opaéném sméru neZ je gradient.
vy volime tak, aby %ﬁ’“) (derivace funkce f ve sméru vy, viz [13]) byla co nejmensi >

df(xk) ZAPADOCESKA
d’l)k = (Vf(l’k),’l)k) — COS gOHgk”H’UkH . | 2 sn:’llvzsunlzm
Tato hodnota bude nejmensi pii volbé ¢ = m < cosp = —1, tedy thel mezi vektory g
a vk je roven 7, tedy vy = —gi (opacny gradient je skuteéné vektorem nejvétsiho spadu,

tj. sméru ve kterém funkce nejvic klesd).
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e Predpokladejme tedy, Zze smér minimalizace vi je vhodné zvolen. Otazka zistava, jak
daleko je mozné se v tomto sméru pohybovat, nez-li hodnota funkce zacne opét stoupat. Y 7
Za tim tucelem musime zvolit optimalni délku kroku ay.

Za timto tcelem si tedy zvolme funkei (o) := f(zr+avy) jedné redlné proménné, kterou D

ZAPADOCESKA

je délka kroku «. Vhodnymi tpravami dostdvame >
UNIVERZITA

V PLZNI

(A(zg + avg), zk + avg) — (b, 1 + avy,)
Az + aAvg, xp + avg) — (b, xg) — (b, avg)
Az, xg) + %(Axk, avy) + %(aAvk,a:k)
3 (@Auy, avg) — (b, x1) — (b, awy,) (3.8)
(Azy, 21) — b, k) + 5 (Aavy, avg) + (eAzy, vg) — (b, avy) '
(z1) + L (Ao, avg) + a((Azy, vg) — (b, vk))
(z1) + 5(Aawg, avg) + oAz — b, vg)

= f(ar) + 302(Avg, vr) + a(gr, v) -
Hleddme co nejvhodnéjsi a, tj. takové, pii kterém ¢(«) je minimdlni. Za timto tcéelem
musime minimalizovat funkci ¢(«) jako funkci o jediné proménné o

pla) =

—+ rolrolrol—
/

I
h hol=
!

¢'(a) = a(Avk, vg) + (gr, k) =0 .
V nasem pripadé je stacionarnim bodem

(gr, vr)
<A§k,‘5k> ‘ e

V prubéhu funkce ¢(«) nedochézi k zadnym inflexim, funkce je konvexni na celém R,
protoze

¢"(a) = (Avg,vk) >0,

coz plyne z pozitivni definitnosti matice A, ag = —% je tedy minimum funkce ¢.
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Po dosazeni do predpisu (3.10) dostdvame

k> Uk
Th4+1 = Tk —+ ARV = Tl — Mgk =5 — (gkagk)

(Avg, vg) (Agk, gr) I




Iteracni reseni soustav linedarnich rovnic 123

Algoritmus 6 METODA NEJVETSIHO SPADU
Input: x(, A, b, pfesnost € > 0

1: go := Axg — b

2: k=0
3: while ||gx|| > €[|0]| do
4 o = —|lgrl1*/(Agk, gr)
5 Tht1 = Tk + QkGk
6: Jk+1 = A:Ek_;,_l —b
7 ki=k+1
8: end while
Output: zy,

Poznamka 3.25.
gk+1 = Az — b= A(zr + orgr) — b= Azp + Aaggr — b = gr + arAgy

Tento zpusob rezidua je vypocetné vyhodnéjsi, nebot jeho vyuzitim nemusime v algoritmu
nasobit Axy, ale k vypoctu gradientu muzeme vyuzit Agy (které jsme jiz spocetli pii vypoctu
ag).

0

N
STRA §
4
/0‘,4. 5 “\Q‘v
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VIR
Lemma 3.26. Metoda nejvétsiho spadu konverguje pro libovolnou volbu xg € R™ k reSent " 5
rovnice Ax = b. Navic pro chyby dvou po sobé jdoucich iteraci metody nejvétsiho spadu plati X '3«5
/0"4- ““\‘\

’ UNIVERZITA

(Aegy1,€x+1) = (1 — /i(lA)) (Aey,er) - (3.11) D exateet

V PLZNI

Poznamka 3.27. Jelikoz matice A je symetrickd a positivné definitni, 1ze skalarni soucin
v odhadu chyby metody nejvétsiho spadu (3.11) znacit jednoduse

(Aey, ex) =: (e, ex)a = [lexl% -

Prislusnou normu indukovanou timto skaldrnim soucinem oznacujeme pojmem energetickd.

Pro zajemce

V algoritmu metody nejvétsiho spadu lze volit

1
Qqfp = 77— .
Al
Tato volba mé obecné pomalejsi konvergenci, nicméné konstantni volba koeficientd ma sviij smysl
- neni nutno kazdy zvlast pocitat. Metoda se nazyva Richardsonova metoda a souvisi s odhadem
posloupnosti koeficienttit pomoci vlastnich ¢isel, jak je vidét v podkapitole 4.2.1. Tyto koeficienty
jsou totiz prevracené hodnoty Rayleighovych podilt.
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Priklad 3.28. Naleznéte prusecik primek

p1: y = 2x—1
b2 Yy = éiﬂ—%

pomoci metody nejvétsiho spadu.

Resend. Jisté neni problém tuto tlohu vyftesit analyticky, nicméné na tomto piikladé bychom
radi ukazali vlastnosti nejvétstho spadu. Jelikoz se jedna pouze o dvé dimenze, lze postup
iteraci vykreslit.

Soustavu lze maticové zapsat ve tvaru Az = b, kde

a=(L 3 )= (A) ()

Pokud volime napiiklad po¢ateéni aproximaci xo = (0,0)7 a pozadovanou piesnost ¢ =
= 1074, algoritmus je ukonc¢en po sedmi iteracich. Na Obrazku 3.9 je vykreslen postup
iteraci algoritmu vzhledem k vrstevnicim odpovidajici kvadratické funkce,

na Obrazku 3.3.1 pak pokles normy chyby v jednotlivych iteracich a pokles normy resi-
dua.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Obr. 3.9: Postup iteraci metody nejvétsiho spadu - Priklad 3.28
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norm(g,)

Obr. 3.10: Pokles normy chyby a normy residua pfi pouziti algoritmu nejvétsiho

Priklad 3.28
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2 TORS
1849
3.3.2. Metoda sdruzenych gradientt % -
= g
U 2 e . o e p —y o % S
Ackoliv se mize zdat, ze nejrychlejsi minimalizaci lze dosdhnout pouzitim vektorti nejvét- xS
stho spadu, neni tomu tak. Existuje i mnohem efektivnéjsi volba vyuzivajici tzv. sdruzengch
smeéri. Pravé téchto smért vyuziva metoda sdruzenych gradienti. Nejprve si tedy zave- —
ZAPADOCESK,
deme pojem sdruZené smery a poté si ukdzeme jak je mlizeme vyuzit pro vhodnou volbu > (L)
minimaliza¢niho sméru.

3.3.2.1. Volba sdruzenych sméra

Definice 3.29. O neprazné mnoziné nenulovych vektora {po,p1,...,pm} fekneme, Ze je
mnozinou sdruzenych (A-ortogondlnich) vektori, pokud

Vi,j=0,1,....,m: i#j = plAp; =0,

kde matice A je symetrickd pozitivné definitni.

Poznamka 3.30. Mnozinu sdruzenych vektorti lze ekvivalentné definovat pomoci skalar-
niho soucinu
Vi, j=0,1,....m: i#j = (Ap;,p;) =0.
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Lemma 3.31. Prvky mnoZiny sdruzengch vektori jsou linedrné nezdvislé.

Predpoklddejme, ze v k-tém kroce mame k dispozici mnozinu sdruzenych vektoru K :=
= {po,p1,---.,px} a nasledujici iteraci ziskdme predpisem

Tkl = Tk + QDL - (3.12)

Koeficient ay, volime tak, abychom minimalizovali funkci f v daném sméru co nejvice.
Tedy podobné jako v pripadé metody nejvetsiho spadu zkonstruujeme funkci popisujici
funkei f v zavislosti na volbé parametru « a nasledné ji minimalizujeme (viz (3.8)). Obdobné
jako v pripadé metody nejvétsiho spadu ziskdme koeficient

oy = — PGk (3.13)

(Apk, pk)
Otézkou vsak zustava, pro¢ volit smér p, a nikoliv smér nejvétsitho poklesu —g jako
u metody nejvétsiho spadu (viz podkapitola 3.3.1).

Lemma 3.32. Pro libovolnou pocdtecni aproximaci xo € R™ posloupnost {xy} generovina
predpisem (3.12) dosdhne teseni x € R™ soustavy linedrnich rovnic (3.1) po mazimdiné n
krocich.

Poznamka 3.33. VSechna tvrzeni, kterd jsme dosud pouzili pro diikaz konvergence metody
sdruzenych algoritmu jsou zalozeny na presné reprezentaci realnych c¢isel. Pri pocitacové re-
alizaci je vsak nutno podéitat s neptresnou aritmetikou. Pak navrzend metoda algoritmus
nebude ukonc¢ena po n krocich a vypocetni postup bude muset byt zastaven vhodnou ukon-
¢ovaci podminkou.

@:
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2 TPRS
3.3.2.2. Gramuv-Schmidtiuv A-ortogonalizac¢ni proces " 5
R 5
Smysl vyuziti sdruzenych vektort pro generovani novych aproximaci je ndm znam. Otazkou oS
zustava, jak tyto vektory generovat.
Prekvapivé se da k této tloze vyuzit postup dobie zndmy z Linearni algebry, tzv. Gramaiiv- exateet
-Schmidtiv ortogonalizacéni proces (viz [0]). P uwvenzima

Jako prvni A-ortogonalni vektor py budeme volit gradient v bodé zy. O tomto gradientu

vime, ze je nenulovy (pokud by byl nulovy, pak go = Azo —b = 0 a to znamend, ze zp je
feSeni a algoritmus je ukoncen).

Uvazujme k-tou iteraci. Necht méme k dispozici mnozinu A-ortogonélnich vektoru {po, p1, - - ., pr }i
a ukolem je nalézt py1 spliujici podminku sdruzenosti (A-ortogonality) ke stavajicim sdru-
zenym vektorum, tj.

Vi=0,1,...,k: prApi =0 (ekvivalentné (Apg41,pi) =0) .

Pak 1ze vektor pi11 vyjadrit jako linedrni kombinaci

K
ka1 = Ght1 — Brt1,000 — Br,1P1 — - - — Brriklh = Ght1 — | O Br1g0s | - (3.14)
=0

Dosazenim do podminky A-ortogonality

k k
0= (Apr1,0:) = (A | ght1 — D BrsriPs | +01) = (Agrs1,0i) — D Br1,5(Apj,pi) -
§=0 j=0
Vyuzitim A-ortogonality stavajicich vektora p;,i =0, ..., k, se rovnice zjednodusi na tvar

0 = (Agk+1,Pi) — Br+1,i(Api, pi) -
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VIR
Odkud lze snadno ziskat predpis pro i-ty koeficient linearni kombinace . 5
) S
D S
Briii = (Agr+1,Pi) _ (Apis gr+1) (3.15) x>
i (Apzvpz) (Aplap’t)
Posledni dpravu jsme mohli provést diky symetrii skaldrniho soucinu (tj. Yu,v € R™ : (u,v) =J} D > 'ZJ"EE‘Z{".O;::“

matici A pouze jednou.
Zpétnym dosazenim do linedrni kombinace (3.14) ziskdme predpis pro vypocet pgi1

k

Pk+1 = Gk+1 — Z
j=0

A i . pj * ( ° )
(Apj,p;)
Tento predpis je vSak vypocetné i pamétové narocny, nebot je nutno uchovavat v paméti
vSechny predchozi sméry a pro vypocet sméru nového je nutno v sumaci prochdzet tyto
sméry. Diky vlastnostem sdruzenosti, je vSak mozné situaci znacné zjednodussit. Nejprve si
vsak uvedme nasledujici pomocné tvrzeni.
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Lemma 3.34. (o ortogonalité gradienti metody sdruzengch gradienti) ® =

Necht {go, - .., gn-1} je mnozina gradienti v prislusngch bodech mnoziny aproximaci{xg, ..., xn—1},}
s . , v . /05'4' ““\“‘

které jsou zkonstruovdny predpisem (3.12).

Tato mnozina je ortogondlni.

(B

Lemma 3.35. Necht je dina mnozina gradienti {go, g1, ..,9k+1} @ mnozina sdruzengch D > 'ZJ:LE‘ZE“,O’L::“
vektori {po,p1,...,px} zkonstruovand z mnoZiny gradienti A-ortogonalizacnim procesem

(3.16).

Pak plati

_ =0 proj<k,
(Ap]7gk+1)_{ 7é0 pI'OjZk.

Poznamka 3.36. Piimym dusledkem predchozi véty 3.35 je

3 o (Api, grt1) _J = 0 proi<k,
At (Api, pi) #0 proi==F.

Z toho vyplyvé, Ze ze vSech koeficientll fr11; je nenulovy jediny koeficient

(Apr, gk+1)
Brt1 i =Prrig =1~ - 3.17
o o (Apx, pr) (3.17)
Vyuzitim predchozi véty lze predpis (3.16) zjednodusit na tvar
(Apk; gr+1)
Pk+1 = Gk+1 — Bk+1Pk = Gkt1 — ~— 1 — Dk 3.18
+1 = Gk+1 +1 Jk+1 (Apr, pr) ( )

coz znamend, ze pri vypoctu nového -sdruzeného sméru vystacime pouze s jedinym sdruze-
nym smérem z predchozi iterace.




Iteracni reseni soustav linedarnich rovnic 133

3.3.2.3. Algoritmus CG a jeho vlastnosti

Zhrneme-li vSechna ptedchozi pozorovani, mizeme sestavit algoritmus metody sdruzenych
gradientu.

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

Algoritmus 7 METODA SDRUZENYCH GRADIENTU
Input: z, A, b, pfesnost € > 0

1: go ‘= ASL‘Q —-b

2: po = 9o

3: k:=0

4: while ||gx|| > €||b]| do

ay = —(Pk, gk)/ (Apk, Pr)
Tht1 = Tk + QPk

9k+1 ‘= Axk+1 -b

Br+1 = (Apk, gr+1)/ (APk, )
Ph+1 = Gk+1 — Br+1Pk
10: k=k+1

11: end while

PRIDFT

Output: zy,

Lemma 3.37. V algoritmu metody sdruzengch gradienti muzeme nahradit

o = gkl Bpay = ~lgr4al?
prAp: llgx 12
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RN
Poznamka 3.38. 1. Pro reSeni z soustavy Az = b plati . @ o7
= g
D S
HAS IC’rl = <p07 D 7p’n.—1> ) 470“ ““\"3
= <907"'agn—1> ;
= <907 AgOa o 7An_lg()> ) ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI
kde (v, ...,vnp—1) zna¢i linedrni obal mnoziny vektoru {vo,...vn_1}, viz [2].

Prostory IC,, nazyvame Krylovovy prostory.

2. Metoda sdruzenych gradienti musi v presné aritmetice nalézt feseni po n krocich.
Muze vsak nastat situace, ze Teseni

x € <90a AgO: 000 aAm_190> :
Pak bude g,,—1 = 0 a TeSeni je nalezeno po m krocich.

3. Na metodu sdruzenych gradienti mutzeme taktéz pohlizet jako na iterac¢ni metodu.
Hledéni feseni ukon¢ime po splnéni urcité presnosti (viz algoritmus).
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Lemma 3.39. Pro chyby dvou po sobé jdoucich iteraci metody sdruZengch gradienti plati

k(A)—1

2
(A) +1) (Aeg, er) . (3.19)

(Aegt1,ep41) S (

Poznédmka 3.40. Casto se nerovnost (3.19) udévé s energetickou normou, viz Pozndmka
3.27.

o

R
57

S
<

‘ e 94 »
) STRAN
% v
Ckj ““\‘\

&
S

=

2,
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VIR
1849
3.3.3. Predpodminéni
A\ /A
v , . . 2 P . ; 2.9 2 v, &
7 predchozich kapitol jasné vyplyva, ze konvergence gradientnich metod zavisi na cisle xS

podminénosti matice soustavy. Cim mensi je ¢islo podminénosti, tim rychleji metoda kon-
verguje k predem zadané chybé. Pokud chceme zajistit rychlou konvergenci gradientnich

ZAPADOCESKA

metod, musime se pokusit nahradit pavodni soustavu linedrnich rovnic Ax = b jinou ekvi- > (L)

valentni soustavou, jejiz ¢islo podminénosti bude nizsi.
Proces nahrazeni soustavy Ax = b ekvivalentni soustavou Ax = b, kde ¢islo podminénosti
nové matice soustavy A je mensi nez ¢islo podminénosti matice A, nazyvame predpodmineéni.
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Zvolime-li reguldrni matici C, kterd je ,blizka“ matici A v tom smyslu, ze C~'A m4 ¢islo
podminénosti idedlné blizké 1, pak tzv. predpodminenou soustavu ziskdme prenasobenim
obou stran ptivodni soustavy matici C.

Ax
C 1Az
Az

Vysledna matice predpodminéné

. A¥ o140 oy

soustavy A := C~'A vSak nemusi byt symetrickd a ani

positivné definitni. V takovém piipadé by néslo na predpodminenou soustavu pouzit gradi-

entnich metod.

Abychom se této situaci vyhli, volime za matici predpodminéni matici ve tvaru C :=
= C120T/2 | kters je symetrickd a positivné definitni.
Pak pivodni soustavu Az = b prendsobime zleva C~1/2 a provedeme transformaci vektoru

fesenf # = CT/2x.

Timto dostavame novou predpodminénou soustavu

kde

Az =b,

A:=Cc712ACc7T2 | 5:=C" 7z, b:=C"V%.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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138

Pro metodu sdruzenych gradientti pak plati

g = C g

sp = C Y%
vV = 0—1/2{%
B _  _ _(Asgop—1)
k=1 (Avg_1,081)
v = Skt Br1
1
G = — (Gr,O) (C=12g4,,C 2 vy) _ _ (9gk,ok)
(Avy,,v) (C_%AC_%C%vk,C%vk) (Avg,vr)
Tp+1 = Tp+ Opug

Je tedy vidét, zZe se algoritmus lisi pouze ve vypoctu f;_1 a konstrukce vg.

Je nutné vypocitat vektor si ze soustavy Csi = ri. Proto je taktéz nutné, aby tato soustava

byla snadno fesitelna.

L]

“ 2, 'S
) STRAN
2
Cy, A

<l
&
s
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L]

Algoritmus 8 METODA SDRUZENYCH GRADIENTU S PREDPODMINENIM " e )l
Input: z, 4, b, C, pfesnost e > 0 %%. ““\‘é&

1: go ‘= A(L‘Q —-b

2: 59 :=C"gg

3: po = s0 S

4: while ||gx|| > €||b]| do ULZLT

5: ag = —(5k, gr)/(Apk, Pr)

6: Tk+1 = Tk + QgPk

7 Jk+1 = g + apApg

8: Sk41 = C’_lgk+1

9: Br+1 1= (Sk+1, gk+1)/ (8K, 9k)

—_
=

Drt1 = Sky1 + Brr1Pr
11: k=k+1
12: end while

Output: z,
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2 TORS
3.3.3.1. Jacobiho diagonalni predpodminéni " 5
Jednou z nejjednodussich metod predpodminéni je pouziti diagondly matice A. e”'/o,,,,- ““\sx"«&\
Matice predpodminéni pak méa tvar
C — diag (A) D b oot
01/2 — CT/2 — dlag (A>1/2 — dlag (\/a—”) ] VPLZNI

Tento typ predpodminéni neni prilis robustni a nejvétsiho efektu dosdahne u soustav, kde
v matici soustavy A vyrazné dominuji diagonalni prvky, tj. jsou vyrazné vétsi nez prvky
mimodiagondlni.

3.3.3.2. Symmetric successive over-relaxation method (SSOR)

Vyznamneéjsiho efektu predpodminéni u obecnéjsich typu matic je mozné dosdhnout vyuzi-
tim tzv. SSOR metody.
Matice predpodminéni se konstruuje nasledujicim zptusobem

A = D+L+LT
Cf = =D+ L)(ID)'(EID+ L), O<w<2
C: = /5==(ED+L)(lD)~V2.

Velmi efektivni implementace této metody je vyuziti tzv. Eisenstatova triku. Vypocetni
naroc¢nost metody predpodminénych gradientti se pak prakticky nezvysuje oproti pouziti
standartni metody sdruzenych gradientt.
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3.3.3.3. Netuplna Choleského faktorizace

Nejrobustnéjsim typem predpodminéni, se kterym se seznamime je tzv. netupind Choleského
faktorizace. Jak je patrné z jejiho nazvu, vychéazi z Choleského rozkladu, se kterym jste se
seznamili v pfedmétu Linedrni algebra [2].

Nejprve si tedy zopakujme co se rozumi pod pojmem Choleského rozklad.

Véta 3.41. (Choleského rozklad)
Necht A € R™" je symetrickd positivné definitni matice. Pak existuje jednoznacné dand
dolni trojuhelnikovd matice L € R™"™ s kladnymi diagondlnimi prvky takovd, Ze

A=LLT . (3.20)

Myslenka netiplné Choleského faktorizace spocivé v nalezeni matice L, kterd je blizkd
matici L. Pak matice predpodminéni pomoci netiplné Choleského faktorizace méa tvar

o=, =i,

O¢ividné &m vice se bude matice L blizit matici L z plného Choleského rozkladu, tim blize
bude matice A k jednotkové matici, kterd ma &slo podminénosti 1.

Specidlné pokud bychom vzali L = L, dostédvame idedlni predpodminéni. Je vSak jasné, ze
pouzitim metody predpodminénych sdruzenych gradientd bychom pak nemohli prekonat co
do vypocetni narocnosti Cholekého rozklad. Takovy typ predpodminéni by proto nedéval
smysl.

o
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Vratme se tedy ke konstrukei matice L.
V principu existuji 2 zakladni piistupy k sestaveni této matice. V obou pripadech je kon-
strukce zaloZena na sestavovani matice L jako v pripadé standardniho Choleského rozkladu
(viz [2] a [1]), s tim, Ze nékteré prvky matice L nebudeme do vysledného faktoru zapisovat.
Podivejme se tedy na tyto dva pristupy.

@:

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

1. Neuplny rozklad podle vzorku
Pokud je néktery prvek [A];; nulovy, polozime odpovidajici [L];; automaticky ro-
ven nule. Pocet operaci nutnych k vypoctu je pak mnohem mensi. Tento postup je
obvzlasté efektivni, pokud puvodni matice soustavy A je ridka, pak zfejmé i matice
predpodminéni C' = LLT bude ¥idk4. P¥i tomto zjednoduseni vSak neni zaruceno, ze
matice C bude positivné definitni. Toto lze vSak napravit prendasobenim diagonalnich

prvki matice A vhodnou konstantou w > 1. Obsah

2. Nedplny rozklad podle hodnoty sl

Vypocteny novy prvek [i]i,j zanedbavame, tj. polozime roven nule, pokud je relativné
mensi nez diagondln{ prvek matice A, tj. |L; ;| < €|A;;|. Tento splisob zaru¢uje posi-
tivni definitnost vysledné matice predpodminéni, nicméné tato matice mize mit vice
nenulovych prvka nez puvodni matice. Je ziejmé, Ze pro volbu ¢ = oo dostavame
uiplnou Choleského faktorizaci. Volbou vétsitho € miizeme dosdhnout lepsiho efektu
predpodminéni a tim i mensiho poctu iteraci metodou sdruzenych gradientii. Toto je
vSak vyvazenou vétsi vypocetni narocnosti sestaveni matice predpodminéni a néasled-
ného vypoctu predpodminéného gradientu s v kazdém kroce metody PCG. Vyslednd
efektivita tak nemusi byt zrejma a lisi se piipad od pripadu.

5
"l

Zavrit dokument

l Cels obrazovka/Okno
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Algoritmus 9 NEUPLNA CHOLESKEHO FAKTORIZACE
Input: A, pfesnoste >0

1: n := velikost A

2: forj=1,...,ndo
]_1 ZAPADOCESKA
B4 v = S;l -3 [L]j,k5£ D | 2 TLITEAT)
k=1
. _ 1
4: s = \/mv
53 fori=j,...,ndo
6: if |81| < E‘Aj’j| then
7 i/j7i =0
8: else
9: i/jﬂ' = S;
10: end if
11: end for
12: end for
Output: L

Vice o predpodmirniovacich technikdch lze nalézt napiiklad v 18], pfipadné [22].
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Priklad 3.42. Porovnejte rychlosti numerickych resicti soustav linedrnich rovnic uvedenych
v této kapitole na testovaci soustave
Arx =b,

kde

A = fivediag (—1,—-1,4,-1,-1) e R*™", b=] : | eR"

a volte riznou dimenzi ilohy n.

Resend. Pro pozadovanou pfesnost € = 104 ziskdme pocty iteraci pro jednotlivé metody
vykreslené na Obrazku 3.11. A

T7

- OspaN™ N
‘?‘-’ STRAY $
2, <S>
Sk g\

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

L
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2500 T T T T T T
jacobi
gauss—seidel ZAPADOCESKA
2000 F nejvetsi spad . 1 D | 2 o
sdruzene gradienty

1500

1000

500

Obr. 3.11: Pocet iteraci algoritmu pro feseni soustavy linedrnich rovnic pro riznou dimenzi
ulohy
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VIR
3.4. Test ‘_7
Nasledujici test zahajite kliknutim na tlacitko ,Zacatek testu“. U otazek, kde lze volit 2>
jen jednu odpovéd (test nedovoli zaskrtnout vice odpovédi), je spravna odpovéd bodovana
poc¢tem bodu uvedenych v zavorce u zadani a Spatnd odpovéd je bodovana 0 body. U otézek, —
kde lze volit vice spravnych odpovédi, je soucet bodi spravnych odpovédi uveden v zavorce i T

u zadani a za kazdou spatnou odpovéd bude odecten jeden bod.

1. (4b.) Které z nésledujicich tvrzeni plati pro normu?

lz =yl < [lzll = [lyll 2]l + 1yl 2 llz + 9l
Izl =iyl =2 0 11/ az|| = |1/al.||z]
2 =0 z=0 loz|| + 18yl = B[z + ]|
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X
2. (4b.) Vyberte z nésledujicich ta zobrazeni, které jsou normy (vektorové nebo maticové). .

‘- 2 7
n %/
2
=1

&
S

-

O
%) <

STRAVY,
0"4' ““\‘\‘

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L

n
max{z lajkl,i=1,...,n}

k=1

n
D i
i=1

> a2 NE

4,J i=1

3. (3b.) Necht ||.||as zna¢i maticovou a ||.||y odpovidajici vektorovou normu. Kterd z na-
sledujicich tvrzeni plati?

VAE R Yz e R": ||Allalzllv = |Az|ly

VAER™™Vz € R": ||A|ar||zllv £ ||Az]y
VA, B e R Vz € R": | AB|lum = ||Allne-|| Bllas

VA, B eR"": [[ABx|lm < [|Allv-[|Bllar-ll2(lv
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AZIRINA
1849
4. (4b.) Frobeniova norma
AL\ A
0 . v IR - N %, Y
je rovna odmocniné z nejvétsiho vlastniho ¢isla, >

je rovna soucetu kvadratu vlastnich c¢isel,

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

je rovna odmocniné souctu kvadrati vsech prvkt matice,
je rovna nejvétsimu prvku matice v absolutni hodnoteé.
5. (4b.) Iteracni metoda ® se nazyva konzistentni se soustavou linedrnich rovnic Az = b
y )
jestlize
pro kazdou aproximaci z; € R"™ vSechna TeSeni Z jsou pevnym bodem &,

pro kazdou pravou stranu b € R” vSechna feSeni Z jsou pevnym bodem @,

pro posloupnost aproximaci plati klim 95, = B
— 00

pro kazdou pravou stranu ®(z) = Mz + Nb, kde M, N € R™™".
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o
6. (4b.) Linedrni itera¢ni metoda zy11 = Mz + Nb,k = 0 je konzistentni, pravé kdyz v I!V!I 5
N=M-A4, Q"”"Im m\\‘\‘@
N=1—-AM, D
ZAPADOCESKA
M _ N . A’ V PLZNI
M =1- NA.

7. (4b.) Linedrni itera¢ni metoda xx1 = Mxyp + Nb, k = 0 je konvergentni, pokud
M|l < 1, p(M) > 1,

1Ml > 1, p(M) < 1.
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VIR
8. (3b.) Linedrni itera¢ni metoda mé predpis zy11 = Mz + Nb,k = 0. Déle rozlozme v 5
A=L+ D+U,kde D je diagonalni matice, L je ostfe dolni trojithelnikova matice a U SN '3«5
je ostre horni trojuhelnikova matice. Ktera z néasledujicich tvrzeni jsou platna? >
Jacobiova metoda je metoda s volbou M = D(L +U),N = D, exateet
} UNIVEROZIT:
V PLZNI
Jacobiova metoda je metoda s volbou M = —D~Y(L + U),N = D!,

Gaussova-Seidelova metoda je metoda s volbou M = —(D+L)"'U N = (D+ L)},
Gaussova-Seidelova metoda je metoda s volbou M = —(D+L)U', N = (D+L)™},

Successive over-relaxation method (SOR) je metoda s volbou M = —(D+wL) Y (wU —|—I
+ (1 —w)D),N =w(D +wL)™},

Successive over-relaxation method (SOR) je metoda s volbou M = —(D+wL)(wU +
+(1-w)D)™, N = w(D +wl),
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ZIRNA
1849
9. (4b.) Gradientni spddové metody jsou zaloZeny na ekvivalenci FeSeni soustavy linearnich " 7
. . o . v . 7 . z . . . . 2
rovnic se symetrickou positivné definitni matici a minimalizaci ) ‘&5’
/0"‘ ““\‘\

ryze konvexni kvadratické funkce,

. 7 , ZAPADOCESKA
linearni funkce, P univerzima

V PLZNI

ryze konkdvni kvadratické funkce,

polynomidlni interpolacni funkce.

10. (4b.) Necht # € R™ je feSeni soustavy linearnich rovnic Az = b, kde b € R™", A € R™*" A =]}
= AT vz € R\ {0} : 2T Az > 0. Pak plati

Z je minimum funkce 1/ 22T Az — bT'x + ¢, kde ¢ € R je libovoln4 konstanta,

T je maximum funkce 1/2z7 Az — bz,

residuum v bodé  je rovno nule,

Z je jediny stacionarni bod funkce 1/ 22T Az — b x.
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AZIRINA
11. (4b.) Metoda nejvétsiho spadu pro minimalizaci funkce f voli délku kroku tak, aby . 5
R 5
nasledujici iterace byla minimem funkce f ve sméru opacného gradientu v bodé /o ““\&”
aktudlni iterace,
nésledujici iterace byla minimem funkce f ve sméru gradientu v bodé aktualni ite- D e a
V PLZNI
race,

nasledujici iterace byla minimem funkce f,

gradient v bodé nasledujici iterace byl kolmy na gradient v bodé aktudlni iterace.

12. (4b.) Pocet iteraci metody nejvétsiho spadu je zavisly na

volbé pocateéni aproximace,

¢isle podminénosti matice soustavy,

velikosti pravé strany,

na pozadované presnosti.
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RN

1849

13. (4b.) Metoda sdruzenych gradientu jako smér posunu k nésledujici iteraci voli . o7
’é}. Isranst IS

gradient v bodé aktudlni iterace,

minus gradient v bodé aktudlni iterace, —
ZAPADOCESK.

> UNIVERZITA
V PLZNI

L

rozdil aktudlni a predchozi iterace,

prvky mnoziny A-sdruzenych vektoru.

14. (4b.) Prvky Krylovova prostoru I,

jsou ortogondlni,

jsou ortonormalni,

jsou linedrné nezavislé,

se daji vyjadfit jako linedrni kombinace vektorii {go, Ago, ..., A™ tgo}.
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15. (4b.) Mame za kol nalézt feSeni soustavy Bz = ¢, kde B € R™" je symetrickd positivné v || 5
definitni{ matice a ¢ € R" je vektor pravych stran. Kterd z nésledujicich metod bude
(obecné, bez predpodminéni) pro tento problém nejrychleji konvergovat? >

metoda nejvétsiho spadu,

> ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L

metoda sdruzenych gradientt,
Gaussova elimina¢ni metoda,
Gauss-Seidelova metoda,
Jacobiho metoda.

SOR metoda s idedlnim parametrem w.
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16. (4b.) Méme za tikol nalézt feSeni soustavy Bx = ¢, kde B € R™" je matice se spektrél- ||
’ v vz v o n - , , , .7 “ IsTRAvY, 7
nim polomérem mensim nez jedna a ¢ € R" je vektor pravych stran. Ktera z nasleduji- N 7S
cich metod bude (obecné, bez predpodminéni) pro tento problém nejrychleji konvergo- >
ZAPADOCESKA

vat?
> UNIVERZITA

metoda nejvétsiho spadu, e

L

metoda sdruzenych gradient,
Gaussova elimina¢ni metoda,
Gauss-Seidelova metoda,
Jacobiho metoda.

SOR metoda s idedlnim parametrem w.
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17. (3b.) Necht je ddna soustava linearnich rovnic Az = b, kde A € R™" je redlna symetricka . . =
positivné definitni matice a b € R™ je vektor pravych stran. Pokud neuvazujeme chyby *::,* 4

o 2 q 2 22 Sn529 g 2 0 . © Q2.2 o ng sy
spusobené aproximaci ¢isel na pocéitaci, je metoda sdruzenych gradientt pti feseni této (x>
soustavy

v . , v , ZAPADOCESKA
ukonc¢ena po maximalné n krocich, > UNIVERZITA

ukoncena po maximalné n — 1 krocich,
je konvergentni,

ma rychlejsi konvergenci nez metoda nejvétsiho spadu.

Spravné zodpovézené otazky:

Ziskané body:

Procento tspésnosti:

Pro ukonceni testu je tfeba kliknout na tlacitko ,,Konec testu“. Opraveni testu se pro-
vede kliknutim na tlacitko , Vysledky“, spravné odpovédi budou oznaceny zelené a cervené
budou oznaceny odpovédi chybné. Pri pouziti otdzky s tvorenou odpovédi se spravnéd odpo-
véd zobrazi v ramecku umisténém vpravo dole v navigacnim panelu po kliknuti na tlac¢itko
,Odpoved*.
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ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Kapitola 4

Vypocet vlastnich cisel a vektori
matic

157. strana ze 415
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Pruvodce studiem

d
i

Dalsi velmi vyznamnou skupinou tloh linearni algebry je problém hledani viastnich Cisel a vlast-
nich vektord. Jejich fyzikalni interpretace spoliva v popisu vinéni &i vibraci, nachazeji vsak
uplatnéni i vice teoretické pri déleni grafii apod. Nejvétsi a nejmensi viastni Cislo jsme potrebo-
vali i v predchozi kapitole pro vypocet ¢isla podminénosti.

V této kapitole se proto seznamime se zakladnimi metodami feseni téchto uloh. Nejprve se bu-
deme zabyvat tzv. Castecnym problémem vlastnich Cisel, kdy budeme hledat jen nékolik vlastnich
Cisel a na zavér si ukaZeme i reSeni tipIného problému, kdy vystupem numerickych metod bude

celé spektrum matice. Zaviit dokument

I Cels obrazovka/Okno
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VIR
4.1. Vypocet charakteristického polynomu ‘,7
) S
%, S5
Nejprve si zopakujme pojmy vlastnich ¢isel a vlastnich vektori. o
Definice 4.1. Necht A € R™" je matice. APADOEESK
Jestlize existuje nenulovy vektor e € C™ a skalar A € C tak, ze > e

Ae = )e,

pak se A nazyva vlastni ¢islo matice A, e se nazyva vlastni vektor prislusny k A a (A, e) se
nazyva vlastni dvojice matice A.

Definice 4.2. Pod pojmem charakteristicky polynom matice A rozumime polynom

p(\) = det(A — AI) (4.1)

a pojmem charakteristickd rovnice matice A rozumime rovnici
p(A\) =0. (4.2)

Analyticky postup pro nalezeni vlastnich ¢isel matice spoc¢iva v sestaveni charakteris-
tického polynomu (4.2) a ndsledné nalezeni jeho kofent, tj. feSeni charakteristické rovnice
(4.2) (viz napt. [0]).
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VIRV
Priklad 4.3. Naleznéte vlastni ¢isla matice ¢ 5
A= 4 =2 %7‘"“ u\\“‘é\}
N1 2 '
Reseni. Nejdiive sestavime charakteristicky polynom dosazenim do piedpisu (4.2) D > 'ZJ:LE‘Z{".O;::“
4—-) =2 2
p(A) =det(A — AI) = 1 91 =M4-XN2-XA)—(-2).1=X—-61+10

a vlastni ¢isla jsou koreny tohto charakteristického polynomu, tj. jsou fesenim rovnice
A2—6A+10=0.
Vyuzitim napf. diskriminantu ziskdme hodnoty \; =3 + i, Ao =3 — 4. A

Ctenaf si jisté vsiml zakladniho nedostatku vyse uvedeného postupu. Problém neéini
hledani kofenu charakteristického polynomu (lze pouzit naptiklad néktery z algoritmu z ka-
pitoly 2), ale sestaveni samotného charakteristického polynomu pomoci symbolického vy-
poc¢tu deteminantu. Pro matici fddu n je nutno provést (n — 1)n! soucini, coz pro matice
vyssich 1adu je prakticky nemozné.
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4.1.1. Gersgorinova véta

v/

Nejjednodussi postup, jak lokalizovat spektrum matice se skryva v nasledujici vété.
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Priklad 4.5. Necht je dana matice

A=

10 1 1 2
1 5 1 0
1 1 -5 0
2 0 0 -10

Lokalizujte spektrum této matice pomoci Gersgorinovy véty.

Reseni. Prostym dosazenim do predpisu ve vété (4.4) ziskdme predpisy pro jednotlivé kruhy

S1
Sa
S3
Sy

{zeC:|z—10|£1+1+2=4}
{zeC:|z—-5|21+14+0=2}
{z€eC:|z+5|=1+140=2}
{zeC:|z4+10/]£2+0+0=2}

a vysledek lze zakreslit do Gaussovy roviny, viz Obrazek 4.1.
Spektrum zadané matice lezi ve sjednoceni téhto kruhi. A

ol
&7

S
<

( e 94 »
) STRAN
% D
0"4' ““\‘\

&
S

-

2,

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L
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ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA

N
N
N
A4

V PLZNI

Obr. 4.1: Priklad 4.5, lokalizace spektra pomoci Gersgorinovy véty

Poznamka 4.6. O vlastnich ¢islech redlné symetrické matice vime, ze jsou redlna (viz [2]).
V takovém pripadé se Gersgorinovy kruhy redukuji na intervaly realnych c¢isel a spektrum
matice pak lezi ve sjednoceni téchto intervala.
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4.1.2. Krylovova metoda

V 1dvodu kapitoly jsme se zminili, Zze jednim z moznych postupt vypoctu vlastnich cisel
matice je Feseni charakteristické rovnice. Vypocet charakteristického polynomu pomoci de-
terminantu je vsak netrividlni iiloha. Ukazme si nyni, jak charakteristicky polynom nalézt
mnohem efektivnéji.

Za timto ucelem uvazujme charakteristicky polynom matice A ve tvaru
n—1
p(A) = A"+ b\, (4.3)
i=0

kde A je libovolné vlastni ¢islo matice A.

Obecné samoziejmé nemusi byt zaruceno, ze charakteristicky polynom ma koeficient u nej-
vys$si mocniny roven 1, nicméné na feSeni charakteristické rovnice toto zjednoduseni nemé
vliv, nebot celou rovnici mizeme vydélit nenulovym koeficientem u nejvyssi mocniny.
Metoda vypoctu charakteristického polynomu je zalozena na nésledujici véte.

Véta 4.7. (Cayley-Hamilton)
Necht p(\) je charakteristicky polynom matice A.
Pak

p(A) =0 .

o

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

163. strana ze 415
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Zavrit dokument
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AZIRINA
Dosadme do predpisu charakteristického polynomu (4.3) misto vlastniho ¢isla matice " I!!I 7
matici A, tj. D
n—1 g Wi
p(A) = A"+ A"
=0 ZAPADOCESKA

L

UNIVERZITA
V PLZNI

Pak dle Véty (4.7) plati p(4) = O.
Prenasobime-li tuto soustavu libovolnym y € R™ zprava, ziskdme

n—1
Ay + Z b;Aly = o
i=0
a po drobné tupravé

n—1
Z biAly = —A™y .
i=0

Predchozi rovnici lze zapsat v maticové formé

Ab=7p, (4.4)

kde ]
A = (Aoy’ Aly’ A2y, coo An_ly) g ﬁ = _Any ,

b= (bo,b1,...,bp_1)" .
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Podarilo se ndm nalézt postup, kterym lze ziskat koeficienty charakteristického poly-
nomu bez nutnosti symbolického vypoctu determinantu jako feseni soustavy linearnich rov-
nic (4.4).

Algoritmus 10 KRYLOVOVA METODA
Input: A

1: n:= velikost A
2: y := libovolny jednotkovy vektor dimenze n
3: forj=1,...,ndo
4: s;‘ = A7l
5: end for

6: b= —A"y R
7: bje feSenim soustavy Ab = b

Output: by, ..., b,

Poznamka 4.8. Pro velké matice je vsak sestaveni matice soustavy pomérné narocné,
nebot obsahuje n nasobeni matice a vektoru.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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108 o

Priklad 4.9. Sestavte charakteristicky polynom matice

10 1 1 2

1 5 1 0
A= 1 1 -5 0

2 0 0 =10

pomoci Krylovovy metody.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

Resend. Nejdiive zvolime libovolny vektor y € R™. Jisté kazdého napadne, Ze nulovy vektor
neni pravé vhodnou volbou, jelikoZ soustava (4.4) by méla nulovou matici soustavy a nulovy

vektor pravych stran. Takové rovnici pak vyhovuje libovolné b € R"™.
Volme tedy
y=1[1,0,0,0]" .

Sestavme soustavu (4.4). Pro jednotlivé sloupce matice A a vektor p plat

si = A =y=(1,0,0,0)"

sy = Aly=As{ =(10,1,1,2)"

s§ = A’y = Asy = (106,16,6,0)"

sit = Ay = As{ = (1082,192,92,212)7

p = —A'y=—As{ = (—11528, 2134, 814, —44)T .
Hledané soustava méa tvar
1 10 106 1028 —11528
0 1 16 192 |, _ | —2134
01 6 92 - —814
0 2 0 212 —44
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=

a jejim fesenim (analyticky nebo lépe vyuzitim libovolné metody z Kapitoly 3) je l

“ 9 7
2 &

STRANS,
TS

b= (2684, —22,-132,0)T .

Dosazenim hodnot do predpisu (4.3) ziskdme charakteristicky polynom v tvaru onbotesk

UNIVERZITA
V PLZNI

L

p(\) = AT — 13202 — 22\ + 2684 .
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2 TORS
4.1.3. Vypocet charakteristického polynomu tridiagonalni matice % -
R 5/
V kapitoldch (4.3.2) a (4.3.3) si predstavime numerické metody pro prevod redlnych syme- RorasS
trickych matic na tfidiagonalni matice. Je tedy dulezité si ukazat, jak je mozné efektivné
sestavit charakteristicky polynom tiidiagonalnich matic. B
’ UNIVEROZIT:
Definice 4.10. Pojmem tridiagondlni matice rozumime matici v tvaru o
aq b1 (0] 0 0 000 0
c1 ay by 0 0 ... 0
0 (&) as bg 0 ce 0
e =
0 [P 0 Cpn—3 Qp—2 bn_Q 0
0 coo 0 0 Cp—2 Ap—1 bn—l
0 0 0 0 Cn—1 Gnp,

kde a;,bj,c; €R, i=1,...,m, j=1,...,n— 1

Lemma 4.11. Necht je dana tridiagondlni matice T, .
Pak pro charakteristicky polynom matice T, plati

pn()\) = (an - )‘)pn—l(A) - bn—lcn—lpn—2()\) s
kde pp—1 a ph—o jsou charakteristické polynomy matic T,,—1 a T,—2 a

po(A) =1, pi(A)=a1—X\.
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AZIRINA
Priklad 4.12. Urcete charakteristicky polynom matice ® I!,!I =
’é}. Isranst IS
-3 0 0 x>

A=

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

1
4
0
0

[eo RGN \V]
o w
o |

—

po(A) = 1

p1(>\) = a1—1:1—)\

p2(A) = (ag = M)p1(A) —breipo(A) = 2 =N (1 = A) +12= X1 - 31+ 14
p3(>\) =) (CL3 = ) ( ) = blclpl()\) (3 = )\)()\2 — 3+ 14) + 10.(1 = )\)

= -3 +6A2 — 33\ + 52
pa(A) = (as — A)p3(A) — bieipa(N)
= (3= A)(=A3+ 62 — 33X +52) +0.(\2 — 3\ + 14)
=Xt —8\3 £ 45)% — 118\ + 104 .

Tedy charakteristicky polynom dané matice m4 tvar

p(A) = X* —8)3 +-45)\% — 118X\ + 104 .
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Poznamka 4.13. Numericky vypocet koeficientt p,(A) vSak bohuzel neumoznuje symbo-
lickou manipulaci s proménnou A. Nicméné polynomy lze nahradit aritmetickymi vektory,
jejichz slozky reprezentuji koeficienty u mocnin A.

Oznaéme koeficienty v polynomu p,()) jako vektor p, € R"*! (dany polynom je n-tého
stupné, proto bude mit n 4 1 koeficientt1). Tedy polynom ve tvaru

Pn(A) = A + A 4 AT
bude mit prislusny vektor koeficient

Pn = (Y0,71,--->Vn) -

Zbyva odvodit rekurentni predpis ve Vété 4.11 pro vektory koeficientii.
Necht
Pn—2 = (ao, a1,... ,an_g)

Pn—-1 = (1807617"'7/871—1) 5

pak
pn = (90,715--57m)
kde
Y% = anBo—by_1cn-100
Yi :anﬁi—bn_lcn_lai, = 1,...,n—2
-1 = apfn-1+ PBn-2
Tn = _ﬁn—l .

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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4.2. Vypocet dominantniho vlastniho cisla

V nésledujicim textu se zamérime na metody Fesici ¢astecny problém vlastnich céisel.
Zejména si predstavime metody, které ndm umozni vypocitat tzv. dominanini vlastni cislo.
Pripadné dalsi vlastni ¢isla budeme schopni dopocist pomoci maticové redukce ¢i posunem
spektra. Nejprve si vSak zavedeme pojem dominantniho vlastniho ¢isla.

Definice 4.14. Necht je dana matice A a vlastni ¢isla splnujici nerovnost
ALl > A2 2 ... 2 (A

a necht x1,x9,x3,...2z, € R" jsou odpovidajici linedrné nezavislé vlastni vektory.
Pak dominantnim vlastnim cislem rozumime vlastni ¢islo \;.

V nasledujicim vykladu se zaméfime na mocninnou metodu, kterd dokéze nalézt domi-
nantni vlastni ¢islo.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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4.2.1. Mocninna metoda

Predpokladejme, ze
A1 > Ao 2 [As] 2 ... 2 [\

jsou vlastni ¢isla matice A fadu n, a necht U = {z1,...,z,} je mnozina jim odpovidajicich
linedrné nezavislych vektort. Pak mnozina U tvori bazi vektorového prostoru R™ a libovolny
vektor vg € R™ lze vyjadrit jako linearni kombinaci prvka mnoziny U, tj. existuji realné
konstanty aq,...a, takové, ze

Vg = Q1T1 + -+ Ty - (4.5)

Definujme posloupnost {vg}, vx € R™ takovou, ze
e v je libovolné takové, ze (v, 1) # 0

e vy, vypoclteme predpisem
v = Avg_1 . (4.6)

Dosazenim linedrni kombinace (4.5) do pfedpisu (4.6) ziskdme
n n n
v = Avg_1 = AFvy = Ay Z T = Z a; Az, = Z ozi)\fmi.
i=1 i=1 i=1

Tento predpis se nam hodi v dikazu Véty 4.16.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Definice 4.15. (Schwarzova konstanta) ® =
Necht y € R™ takové, ze (y,z1) # 0, kde 2 je vlastni vektor odpovidajici dominantnimu
/0k4- ““\‘\

vlastnimu ¢islu.
Cislo
o = (y,vr) = (y, A"vp)

nazyvame Schwarzovou konstantou.

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

L

Lemma 4.16. Podil Schwarzovijch konstant

Thtl _ (y, AFLyg)
ok (y, Akvy)

konverguje k dominantnimu vlastnimu cislu A1, tj.

. Ok+1
lim —~+L
k—oo O

=) .
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Algoritmus 11 MOCNINNA METODA
Input: vg, y, pfesnost € > 0

v1 = Avg

: )\1,1 = (yv Ul)/(ya 'UO)
g =1 ’ ZAPADOCESKA
while ||Av, — A1 pui|| > e do o
Vk+1 = Avk
At kt1 = (Y, v641)/ (Y, vk)
k=k+1
end while

PN AR

Output: A\ 1, vy

Poznamka 4.17. V priibéhu algoritmu muze nastat, ze slozky vlastniho vektoru budou
velmi rychle riist. Toto je diisledek toho, Ze vy = A*vg a s vysokymi mocninami se budou
slozky velmi zvétsovat. To mé ovSem za nasledek velké chyby v pocitacové aritmetice. Proto
je nutné pouzit normalizaci vlastnich vektora.
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Algoritmus 12 NORMOVANA MOCNINNA METODA
Input: vo, pfesnost e > 0

1: yo := vo/|lvol|

2: vy = Ayo

3: y1 = vi/[va| D S
4 )\1)1 = ”vl” V PLZNI

5 k:=1

6: while ||Ayk = )\kakH >edo

7 Vg1 = Ayg

8: Y1 = Vkr1/ || vkl

o: ALkt1 = [[Orga |

10: k=k+1

11: end while

Output: A\ 1,y
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AZIRINA
Priklad 4.18. Otestujte algoritmus normované mocinné metody na matici " 7
1 2 3 4
def 0 2 1 -1
A=
—2 0 3 5 ZAPADOCESKA
4 -10 2 R

Naleznéte touto metodou dominantni vlastni ¢islo s presnosti e = 1074,

Resend. Jako pocatecni vektor volme vy = (1,0,0,0)7. Pak velikost dominantniho vlastniho
¢isla A1 v prubéhu iteraci je zndzornén na Obrazku 4.2. Algoritmus je ukoncéen po 12-ti
iteracich, dominantnim vlastnim ¢islem s pozadovanou presnosti je

A1 = 6.5445 .
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Obr. 4.2: Piiklad 4.18 - numericky test algoritmu normované mocninné metody
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Pro symetrické matice pocitame misto podili Schwarzovych konstant tzv. Rayleighovy
podily:
Vg, U Uk, U
T('l)k) déf ( k> k-l—l), i ( k k+1) Y
(ks vk) ~ koo (g, Uk)

Pokud vsak uvazujeme pouze symetrické positivné definitni matice A, pak jsou vsechna
vlastni ¢isla kladnd redlna, tedy je lze usporadat

/\1>)\2§)\32...§/\n. (47)

Kromé konvergence k nejvétsimu vlastnimu ¢islu maji Rayleighovy podily mnohem silnéjsi
vlastnost.

Lemma 4.19. Necht A € R™" je symetrickd positivné definitni redind matice s vlastnims
¢isly (4.7). Pak pro libovolné v € R™ plati

Moo <ol Av < Moo . (4.8)

Poznamka 4.20. Uvazujme-li v # 0, pak rovnici (4.8) lze upravit

a ziskat tak odhad pro Rayleighovy podily.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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4.2.2. Posun a redukce spektra .
“ IsTRAVY, 7
NI
x>

Mocninnd metoda slouzi pouze k vypoctu dominantniho vlastniho ¢isla. Pokud bychom
chtéli vypocist i jind vlastni cisla, museli bychom vyuzit nékterych maticovych operaci,
které upravuji spektrum pozadovanym zptisobem.

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA

V PLZNI

A4

Podivejme se na nékteré z nich.
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AZIRINA
Lemma 4.21. (Posun spektra) \ o7
Necht X\ je vlastni ¢islo matice A a v odpovidajici viastni vektor. Pak matice 3:,4' '3«5
/0"4- ““\‘\
A—ql, ¢g€R
ZAPADOCESKA
mda vlastni ¢islo A — q a stejny vlastni vektor v. > UNIVERZITA

Poznamka 4.22. Vyse uvedené véty se da vyuzit napiiklad na zjisténi nejmensiho vlastniho
¢isla mocninnou metodou. Je-li

‘)\1| > |)\2‘ Z g |>\n—1| > |>\n’
Pak A — A\1I ma vlastni ¢isla
0, 2 = A1y s Anm1 — A A — A1

pricemz bude platit

A — A1l > A1 = A1 > - > A2 = A1 >0

Pouzijeme-li tedy mocninnou metodu na takto upravenou matici, dostaneme dominantni
vlastni ¢islo A := A\, — A1 a odtud
A=A+ A1
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Lemma 4.23. (Maticovd redukce)
Necht A\, v jsou vlastni ¢islo a vlastni vektor matice A. Necht w je levy vlastni vektor A, tj.
ATw = Aw, a necht (v,w) = 1.

Pak matice
w def A = ow”

md misto vlastniho cisla X nulu a vsechny ostatni vlastni cisla stejnd.

Poznamka 4.24. Maticové redukce se da vyuzit k vypoctu druhého dominantniho éisla.
Je-li
Al > e 2 As] 2 ... 2 [Aa]

muzeme vypocist pomoci mocninné metody A; a jemu odpovidajici vlastni vektor vy i levy
vlastni vektor @ aplikaci mocninné metody na matici A”. Normovinim

w1

W) = ——
YT (o)

pak splnime podminku (v1,w;) = 1. Pouzitim maticové redukce W = A — A\jvjw! mtizeme
mocninou metodou spocitat vlastni ¢islo A\; a jemu odpovidajici vlastni vektor, nebot pu-
vodni dominantni vlastni ¢islo A\; se maticovou redukci vynulovalo.

Pochopitelné Ize cely proces opakovat a ziskat tak s, atd.
Vypocet vSech vlastnich ¢isel je vsak timto postupem vypocetné velmi narocny a nepouziva
se. Vhodnéjsi je vyuziti nékteré z metod pro tUplny problém vlastnich éisel.

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI
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VIRV
4.3. Metody zalozené na podobnosti matic ‘,7
) S
D S
Na rozdil od predchozi Kapitoly 4.2, kdy jsme se zabyvali hleddnim dominantniho vlast- s>

niho ¢isla, v dal$im textu predstavime metody pro hledani vsech vlastnich ¢isel a vlastnich

vektoru. ZAPADOCESKA
Ulohu, kterd fesi vechny vlastni &isla a vektory matice nazyvame dplng problém viastnich > TEE T
c¢isel. Vsechny metody, které si v nasledujicim textu predstavime budou zaloZeny na zédkladni

vlastnosti, které fikdme podobnost matic.

Definice 4.25. O maticich A, B € R™" fekneme, zZe jsou podobné, existuje-li reguldrni

matice 1" takova, ze
B=TAT!. (4.9)

Nésledujici lemma naznacuje dtivod zavedeni pojmu podobné matice v tomto textu.

Lemma 4.26. Podobné matice maji stejnd vlastni cisla.
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V nésledujicim vykladu se zaméfime na metody zalozené na Vété 4.26. Nebudeme hledat
vlastni ¢isla zadané matice A, nybrz se budeme snazit nalézt vhodnou regularni matici T, Y '3«5
kterd puvodni matici A prevede na ,jednodussi matici“ B, kterd bude bud diagonani nebo L
alespon tridiagonalni.
7 diavodu lepsi stability vypocti se jevi jako vhodnéjsi pouziti misto regularni matice T’ D p ZAravocises
tzv. matici ortogondlni. Pokud navic vSak zvolime ortogondlni matici 7', vypocet inverze v Pz

nebude nutny.

Definice 4.27. (Ortogondlni matice)
Ortogondlni matice je symetricka reguldrni matice pro kterou plati

Q—l :QT .

Pak pro kazdou ortogonalni matici plati Q7'Q = QT Q = I.

Lemma 4.28. Matice A € R™" je ortogondlni, pravé kdyz jeji radky (pripadné sloupce)
tvori ortonormdlni mnoZinu vektori.

Pokud @ je ortogondlni matice, lze predpis pro podobné matice (4.9) zjednodusit na
tvar

B =QAQT . (4.10)
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4.3.1. Algoritmus QR

Véta 4.29. Necht A € R™"™ je requldrni matice. Pak existuji horni trojuhelnikovd matice
R € R™™ q ortogondlni matice Q € R™" takové, Ze

A=QR. (4.11)

Jelikoz @ v rozkladu (4.11) je ortogondlni, lze ji vyuzit jako matici podobnostni trans-
formace. Necht A, = Qi Ry, pak predpis pro novou aproximaci bude mit tvar

Aps1 = QF AkQr = QL (QxRy)Qr = RiQr, Ao=A. (4.12)

Véta 4.30. Necht matice A je redlnd a symetrickd a necht Ag, A1, Ao, ...
sloupnost generovand rekurzivnim predpisem

, Ak, ... je po-

AO - A7 Ak—l—l - RkaJ k >0 )

kde matice Qp, Ry jsou QR rozkladem matice Ay. Pak

lim A, =D ,

k—00

kde D je diagondlni matice s vlastnimi cisly matice A na diagondle.

@:

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

184. strana ze 415

5
"l

Zavrit dokument

I Cels obrazovka/Okno
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Poznamka 4.31. Véta 4.30 garantuje konvergenci matice Ay k diagonalni matici, avsak " 7
obecné po nekonecéné mnoha podobnostnich transformacich '5% ‘&5’
/0"4- ““\‘\
T
Qr AxQk -
. . . . ~ . . ZAPADOCESKA
P1i praktickém vypoctu se spokojime s matici D, kterd ma mimodiagonalni prvky pouze UNIVERZITA

blizké nule. . . .
Tato situace nastane po m krocich. Tedy vysledkem bude D = QT AQ, kde

Q:=Q1Q2...Qn

je ortogonalni matice jejiz sloupce aproximuji ortonormélni vlastni vektory odpovidajici
vlastnim ¢islim v matici D.
Diagonélni prvky matice D jsou aproximacemi vlastnich ¢isel v matici D.
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QR algoritmus pro vypocet vlastnich ¢isel a vlastnich vektori matice A, mtzeme shr- . I!!I o7

z 7 7 o = N
nout do néasledujicich kroki. NI
4'/4.“. . “\"8‘

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

Algoritmus 13 ALGORITMUS QR
Input: A, presnoste > 0

1: AO = A

2: n := velikost A

3: k=0
4: while S[Ak]z’] >e€ 1,)=1,...,n:1 7&‘] do
53 najdi Qy, Ry, jako QR rozklad matice A,
6
7
8

L

Ay = RiQp
k:=k+1
: end while

Output: Ay

Zbyva otazka, jak urcit QR rozklad dané regularni matice.
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Matici A lze prevést na ortogondlni matici pomoci Gramova-Schmidtova ortonorma-
lizacniho procesu, ktery z mnoziny linedrné nezavislych vektort {s{},...,s4} (ze sloupct
regularni matice A) vytvofl mnozinu ortonormalnich vektori {s({?, ceey 52} (ortonormalni
sloupce ortogonalni matice ). Grammuv-Schmitiv ortonormaliza¢ni algoritmus lze nalézt
napiiklad v [2].

V nésledujicim vykladu budeme pomoci 3‘14,3‘24, ..., 82 znacit sloupce matice A, pomoci
81,82, ..., S, ortogonalni sloupcové vektory vytvorené Gramovym-Schmitovym ortogonali-
za¢nim procesem a vysledné ortonormalni sloupce matice @) pomoci s?, sg’z, cee 9.

Pak Gramuav-Schmittiv ortonormalizacni proces lze vyjadrit pomoci nésledujicich rovnic

. — A Q _ 1 z
~ A 1 =
52 = sy + 041,28%2 s§ B
Z. A Q Q Q _ 1 =
83 = 83 + 1387 + @238, 53 = T&S3
~ _ A _ 1 ~
Sn = S, t+ al,ns? + ag,nsg + -+ an_l,nsg_l sg = Tl Sn,

kde « jsou prislusné ortogonaliza¢ni konstanty.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA

V PLZNI
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Jednoduchou upravou piedchozich rovnic lze ziskat

st = |lalls?

s = —anas? +||52)sF

sf = —o13st — a3y + 83§

s = —01nST — 2085 — ... — Cn180; + [8nlls?

nebo maticové

H§1H —04172 —041,3 —Otl,n
0 ||§2|| —a2,3 —Oég’n

A=qQ| 0 0 sl ... —asm | =QR.
0 0 0 ... |5l

m @

‘ e 94 »
) STRAN S
2 <
Ckj ““\‘\

=

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

A4
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Predchozi pozorovani lze Sikovné zakomponovat do vysledného algoritmu.

Algoritmus 14

KONSTRUKCE QR ROZKLADU

Input: A

1

PRI DPrRPE

0:
11: end for

Output: Q, R

:= velikost A
:= nulovd matice typun x n
orj:=1,...,ndo

vi= sj‘
fori:=1,...j-1do
Q)T

rij = (s7)"s

Vi=0U— Ti’jSQ

[
end for
Téjj = |||
s; =v/|lv]

A
J

{ A\ UDY A ’

@ &
2 <
0[(4- ““\‘\

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA

V PLZNI




Vypocet viastnich ¢isel a vektoru matic

190

Priklad 4.32. Naleznéte QR rozklad matice

1 1 0
A= 1 0 1
01 1

Reseni. Nejprve pomoci Grammova-Schmidtova ortonormaliza¢niho procesu zkonstruujeme

sloupce matice Q.

@ = —A—sx14 =[ii0]
1 sl V22 V27
$Q@ —  sE=Ghes? [L _L l}
2 lsg—(sgsp)spll — LvB VB’ V6
@ _ si=(ds)sd—(sfsP)sP [_L 1 L}
3 s —(s4,53)sF —(s£,59)s2|| V32 V3 V3]’
pak
I .
Q= [52.59.59] = VA
0 %
Pro konstrukei matice R vyuzijeme predpis (4.11), ziskdme
2 1
o[ ) (efsh) (o) O
R=Q A= (sé,sﬁ) (sé,si) (sé,si) = 0 76
(s3,81) (s3,8%) (s3,8%) 0 0

eSSl

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI




Vypocet viastnich ¢isel a vektoru matic 191 Py S 0 S

2 7ORS
Priklad 4.33. Otestujte rychlost konvergence algoritmu QR na rtizné-diagonalnich testo- I!!I
vacich maticich ’5% Zorm> 7
/ck,i ““\Qﬁ
A1 = dlag (5)
A3 - 3_dla’g (_17 57 _1) D ZAPADOCESKA
A5 = 5—d18,g (—]., —1, 5, 1, —]_) sn;llv;"nlzm
A; = T7-diag (-1,-1,-1,5,—-1,-1,-1)
Ay = 9-diag (—1,—1,-1,-1,5,—1,—1,—1,-1) .

Volte ruzné dimenze testovacich matic.

Reseni. Pro riiznou volbu dimenze matic n jsou pocty iteraci zobrazeny na Obrazku 4.3.
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»
STRAN §
Q
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=
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Obr. 4.3: Rychlost konvergence QR a rtizné diagondlni matice
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Poznamka 4.34. Vypocet QR rozkladu pomoci Gramova-Schmidtova procesu je pro velké
dimenze matic numericky nestabilni. Proto se v praxi k vypoctu QR rozkladu pouzivaji
ortogonalni matice, jako je Givensova matice rovinné rotace nebo Householderova matice
rovinného zrcadleni, viz [1].

Tyto matice vyuzijeme i v dasim textu pfi feSeni problému vlastnich c¢isel.

L]

{ A\ UDY A ’

@ &
2 <
Ckj ““\‘\

ZAPADOCESKA
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4.3.2. Givensova metoda

o

V predchozi kapitole jsme si popsali QR algoritmus, ktery postupné nuluje mimodiagonalni
prvky. Tento postup je vSsak pomérné zdlouhavy.

Proto se nabizi postup, ktery by v koneéném poctu kroku prevedl matici A pomoci podob-
nostnich tranformaci na matici tfidiagonalni. Na tuto matici pak lze aplikovat zminovany
QR algoritmus, nebo lze piimo vy¢islit charakteristicky polynom. K podobnostnim trans-
formacim vyuzijeme ortogondlnich matic rovinné rotace.

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Definice 4.35. Matici rovinné rotace rozumime matici s predpisem

1
1 ~
cosp ... slny
F = SRR , (4.13) o] > | ¥]
—sinp ... cosy \IHI'
1

1

ve které se goniometrické funkce nachéazi v i-tém a j-tém radku a sloupci.

Tato matice ota¢i bod v roviné (7, j) o thel ¢ kolem pocéatku. Zaviit dokument

Poznamka 4.36. Matice rovinné rotace je ortogondlni. l ot sty ol
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Obr. 4.4: Givensovy rotace

Cilem Givensovy metody je nalézt ortogonalni matici R takovou, ze
T:=RTAR (4.14)

je tridiagondlni matice. Pritom matice A a T jsou podobné a tudiz maji stejnd vlastni cisla.

Hledejme matici rovinné rotace Ry, 4, v roviné (p, q), kterd pomoci transformace

A=RI A (4.15)

p’q?’r



Vypocet viastnich ¢isel a vektoru matic 196

nuluje prvek [A],, a méni jen prvky v fadcich p, q.
Prvek [A],, ziskdme jako skalarn{ skalarni soucin ¢-té¢ho fadku matice R} . a r-tého sloupce
matice A, tj.

Ay = (rfT, s) = cospAp, —sinpA,, =0 .

Pokud nyni pfendsobime rovnici koeficientem

1

\/ A]Q?,T‘ + Aq7r

cosp(adp,) —sinp(ady,) =0,

o=

pak ziskdme rovnici

s trividlnim resenim
cosp = oAy,

sing = oAy, , e

které spliiuje podminky oboru hodnot goniometrickych funkei cos ¢, sing € (—1,1). Toto
feseni lze primo vyuzit pro sestaveni dané matice rotace, neni potieba vycislovat goniome-
trické nebo cyklometrické funkce.

Pokud provedeme na matici A podobnostni transformaci

A=Rl AR,.:, (4.17)

méni se prvky v fadcich p, ¢ a sloupcich p, g. Pokud transformace (4.17) nuluje prvek [A], 4,
je také prvek na pozici [A],, vynulovan. Navic matice A a A jsou podobné.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Priklad 4.37. Necht je dana matice

4 -1 -1 2
-1 4 -1 -1
-1 -1 4 -1
2 -1 -1 4

A=

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

Naleznéte matici B, kterd ma na pozici [3,1] nulovy prvek, tj. [B]s1 = 0, a je s matici A

podobna. Vyuzijte vhodnou matici Givensovych rotaci.

Reseni. Nejdiive dosadme do predpisii (4.16) dané hodnoty r = 3,q = 1 (dle pozice nulo-

vaného prvku [4], ) a libovolné p € {2,4}.
P1i volbé p = 2 ziskdme
[A]3,1 _ 1
A3, +AR, V2
[Als.2 __ 1

cosy = ———32 _ _
4 £/ [A}§,2+[A]§71 V2

a dosadime do predpisu matice Givensovych rotaci (4.3.2) na pozice p, g

sinp =

cosp —singp 0 0 _\/Li _\/Li 0

o _ | sinp cosp 0 O % _Lz 0
Ry, = 0 0 1 o | T2s \O[ (\)[ )
0 0 0 1 0 0 0

= o O O
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Nésledné provedeme transformaci podobnosti (4.14)

3

5 0 0 -7

0 3 < L

B = R%:173AR271’3 = 0 2 \Z/Li _\{i

_3 _\/i -1 4

V2 V2
Pri volbé p = 4 dopadne situace obdobné
1 1

-7 00 -7 2 0 O
R 0 100 BBl ARs= | o
4.1,3 0 0 1 0 ) — f41,3 4,1,3 — 0 —1 4
1 _ 1 1 2
v 00 =3 0% »

&
S

57

S
<

‘ e 94 »
) STRAN
% v
Ckj ““\‘\

=

2,

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L

oGl =




Vypocet viastnich ¢isel a vektoru matic 199 Py S 0 S

VIR
Algoritmus Givensovych rotaci je pak zalozen na opakovani podobnostnich transformaci " =
T «}:’4'/ '3“5.
AkZRkAkfle, k=1,...m, Ag=A, kg g\
kde matice Ry postupné nuluji prvky mimo tridiagonaly. esaeens
Hledana matice podobnostni transformace ma tedy tvar P uwvenzima

R=RiR2R3... Ry, .

Indexy p,q,r v predpisu (4.17) je vSak nutno volit tak, aby algoritmus nezaplioval
prvky, které byly predchozich krocich jiz vynulované. K nulovani je proto nutno pristupovat
systematicky.

Na nésledujicim schématu je pofadovymi ¢isly naznacen postup nulovani na matici R66.

z xz 1 2 3 4
r x x 5 6 7
1 2z z =z 8 9
2 5 x x =z 10
3 6 8  x =z
1 4 79 10 z =z |
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Pak algoritmus prevodu symetrické matice na t¥idiagondlni pomoci Givensovych rotaci
mé tvar

Algoritmus 15 GIVENSOVA METODA

s 2 > ZAPADOCESKA
1. T:=A o

2: n := velikost A
3: fork:=2,...,ndo

4 fori:=k+1,...,ndo
53 sestav Ry, ; —1
6: T :=R{,;; 1TRrik-1
7 end for
8: end for
Output: T
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Poznadmka 4.38. Transformace s matici Ry ;1 znamend, ze je nulovan prvek [A],_q;
a pritom se méni pouze radky a sloupce s indexy k a ¢. Navic ty radky, které jsou jiz vynu-

lovany, zistavajl nulové.
| | | | é |
X X Gl) X x x 0 0 X X dl)
| | | |
k=2 —k——):(——ile—e(— k=2 —)6—-)|(——)€—4|(— X X )IK (P
=3 -0~ %k - x- 0 % x X[ k=3{-0-x-——k-%
x % % x| =edo—dx—d] i=a\e-0-%-4]
| | | | | I
k=2 i=3 k=2 i=4 k=3 i=4
Ay = RJ3,AoRa 31 Ay = R}, A1Ro 41 As = R}, A2 R3 4.2
V pripadé symetrické matice je vysledkem tridiagonalni matice podobna ptvodni ma-

tici. Hledat vlastni ¢isla pak muZzeme iteracné algoritmem QR (viz Kapitola 4.3.1) nebo pres

charakteristicky polynom tiidiagonalni matice (viz Kapitola 4.1.3).

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI
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IsTRANY

Poznamka 4.39. Algoritmus muzeme pouzit i na nesymetrické matice. Pak obdrzime . o7
= g
NI

matici v tzv. dolnim Hessenbergové tvaru, t.j 4
0k4- ““\‘\

z x 0 O
r x x 0

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA

V PLZNI

r Tr T T

r Tr T T
r Tr T T

8 8 © © o©OoO

V tomto piipadé je také mozné, podobné jako u tiidiagonalni matice, nalézt rekurzivni
vztah pro nalezeni charakteristického polynomu.
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4.3.3. Householderova metoda
AL\ <2
2 g . q , v v . oy , v &
Obdobné jako matice rovinné rotace v pripadé Givensovy transfromace, mtizeme k vypoctu 2>
QR rozkladu pouzit tzv. matice rovinného zrcadleni. Aplikaci matic rovinného zrcadleni
taktéz rikdme Householderovy transformace. D
ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
Definice 4.40. Matici rovinného zrcadleni rozumime matici s predpisem
1-— Qw% —2wiwy ... —2wiwp,
- —2wowy 1 — 2w§ ... —2wowy,
P:=1-2uww = . (4.18)
—2w,wy —2wpwe ... 1-— Qw%

kde wlw = 1.

Poznamka 4.41. Matice rovinného zrcadleni je ortogonalni a symetricka.
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Xz

Obr. 4.5: Householderovo zrcadleni

Jesté efektivnéji nez-li v ptipadé Givensovy metody muzeme pro transformaci matice na
tridiagonélni tvar vyuzit Housholderovych transformaci pomoci matic rovinného zrcadleni.
T

Vektory w; pro konstrukei matice Pj = I — 2w;w; muzeme brat ve tvaru

(7) (j)]T .

wj :=[0,...,O,w]-+1,...

Vhodnou volbou koeficienttt w?) lze docilit toho, Ze matice Aj = PjA;_1P; mé vsechny

7

( e 2; Y N
) STRAN $
2 <
0"4' ““\‘\

L

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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prvky
[Aix =0, proi+1>kk=1,...,n

tzn. ze v kazdém kroku se nuluji prvky
[A]i’j,l' =74+2,....n.

Touto volbou je vektor se slozkami

W) St [Aj-1]j+1,4]

g+l 2Sj
j Aj 1]k, .
w;(cj) =sgn ([4j-1]j41,) %7 k=j+2...,n
Wj+155
kde
def -
5 S 1D ([Ajmaley)?
k=j+1

a [Aj_1]k; jsou prvky matice A;_;.

&
S

57

S
<

‘ e 94 »
) STRAN
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=
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L]

Algoritmus 16 HOUSEHOLDEROVA METODA \ o> 7/
= ‘}:’ ISTRANS, g

Input: A e

1. T:=A

2: n := velikost A

3:forj:=1,...,n—2do P Inaooseskh

n V PLZNI
4: g = E [T13. ;
k=j+1

5: [W]j+1 = (s + [[T]j41,51)/(25)
6: fork:=j+2,...,ndo
7 [w]k := sgn([T]j41,5) -[T]k,5/(2[w]j+15)
8: end for
9: P:=171 - 2wwT
10: T:=PI'Tp
11: end for
Output: T

Poznamka 4.42. V pripadé nesymetrické matice dostdvame matici v Hessenbergové tvaru.
Postup dalsiho reseni je pak stejny jako u Givensovy metody.
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4.3.4. Lanczosova metoda .
“ IsTRAVY, 7
NI
s>

Stejné jako u predchozi Givensovy a Householderovy metody budeme hledat takovou matici
ortogonalni matici Q, kterd v podobnostni transformaci T' = QT AQ pievede symetrickou
matici A na tiidiagondlni matici.

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA

V PLZNI

A4
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Predpokladejme nejdiive, ze matici ) mame k dispozici a oznac¢me . o7
,S

“ L7 A

% <
a; b 0 0 o 0 TS
b1 a9 b2 0 coo 0

&
S

-

ZAPADOCESKA
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e
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1
L
S
7
L

0 0 0 bn—l an,
Jelikoz
T=QTAQ = QT =AQ, (4.19)

tak dosazenim

ai b1 0 0 0oo 0

b1 as bg 0 0

[S?’ ) Sg] : . 0 - : = A[S?v ’ 87?]
0o ... 0 bn_g Ap—1 bn—l
0 0 0 bn—l an

a porovnanim k-tych radku ziskdame rovnice
bk_ls,?_l 9F aks,? 4k bksgﬂ = Asg, k=1,...,n—1, (4.20)

pticemz by = 0, 382 =o.
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Koeficienty ay, b muzeme urcit nasledujicim zpusobem.
e Prendsobime rovnici (4.20) skaldrné vektorem st, ziskame
b-1(sg 1, 57) + ar(sg, 52) + br(sy, 50) = (As?, )

a diky ortogonalité matice @ (ortonormalité vektoru 3?, .. ,s;? ) se predpis zjednodusi

na tvar
ap = (Asg, s9). (4.21)

e Prendsobime rovnici (4.20) skaldrné vektorem SkQ+1’ ziskdme

bk_l(sg_l, st+1) + ak(st, sg+1) I bk(S;;QH, 5&1) = (ASS, SkQ+1)
a diky ortonormalité vektortu s?, e sg se predpis zjednodusi na tvar
b, = (As2,s2,.). (4.22)

Otazkou ztstava, jak co nejjednoduseji vytvorit ortogondlni matici Q.
Uvazujme rovnici (4.20) a upravme ji na tvar

1
SkQ+1 = a((A - akI)Sg - bk—lsg_l). (4.23)

Tento predpis lze povazovat za jakysi ortonormalizacni proces, zvlasté pokud oznac¢ime
ri = (A — akI)st - bk_lsg_l (4.24)

a volime
bk = HT}C“ . (4.25)

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Pak dosazenim do rovnice (4.23) ziskdme . 7
S = — 4.26 =
1 20

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

Navic 1ze dokazat, ze volba (4.25) vyhovuje rovnici (4.22) a zkonstruovand matice @ je

ortogonalni.

A4
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Cely postup mtzeme shrnout do nésledujictho algoritmu.

Algoritmus 17 LANCZOSOVA METODA

Input: A
ZAPADOCESKA
: n = velikost A D P univerzima

z . V PLZNI
: T := nulova matice typun x n

: 3 := nulovy vektor dimenze n

1
2
8
4: 71 := libovolny jednotkovy vektor dimenze n
5 bp:=1
6
7
8
9

: forj:=1,...,ndo

SJQ = 75/ 05

@y = (s?)TAsj2

T‘j+1 = (A — CL]‘I)S? — bjs?_l

10: bjt1 := ||rjtall
11: [T]jJ’ = aj

12: if j < n then

13: [T]j415 =
14; [T1j.541 := b
15: end if

16: end for

Output: 7'
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4.4. Test ‘_7
Nasledujici test zahajite kliknutim na tlacitko ,Zacatek testu“. U otazek, kde lze volit s
jen jednu odpovéd (test nedovoli zaskrtnout vice odpovédi), je spravna odpovéd bodovana
poctem bodl uvedenych v zavorce u zadani a Spatnd odpoveéd je bodovana 0 body. U otazek, —
kde lze volit vice spravnych odpovédi, je soucet bodi spravnych odpovédi uveden v zavorce i T

u zadani a za kazdou spatnou odpovéd bude odecten jeden bod.

1. (4b.) Vlastni ¢isla redlné ¢tvercové symetrické matice jsou

realna, realna kladna,
redlna nezaporna, komplexné sdruzend,
komplexni.

2. (4b.) Krylovova metoda

hled4 vlastni ¢isla matice,
slouzi k urceni koeficienti charakteristického polynomu matice,
hleda dominantni vlastni ¢islo,

hledé nejvétsi vlastni ¢islo.
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3. (4b.) Dominantni vlastni ¢islo redlné symetrické positivné definitni matice je rovno .
“ IsTRAVY, 7
D 5
e S
0&1 ““\‘\

odmocniné ze spektralniho poloméru matice,

maximové normé matice,

> ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L

libovolnému korenu charakteristického polynomu,
nule,
nejmensimu vlastnimu ¢islu.

nejvétsimu vlastnimu ¢islu.

4. (4b.) Charakteristicky polynom tfidiagonalni matice

12 0
A=1]12 1 -1
00 3
mé tvar
X —5X2 4+ 7x -3, A3 —5A2 43X 49,
A +522 -7\ +3, A+ 502 -3)—09.




Vypocet viastnich ¢isel a vektoru matic 214 Py 5 0

VIR

1849

5. (4b.) Mocninnd metoda .
Y IsTRAVY, 7
D 5
LS
0&1 ““\‘\

dokéaze v jednom cyklu nalézt vSechna vlastni ¢isla matice,

slouzi k urceni koeficientt charakteristického polynomu matice, —
ZAPADOCESK.

’ UNIVERZITA
V PLZNI

L

slouzi k uréeni dominantniho vlastniho ¢isla,
vzdy urci nejvétsi vlastni ¢islo.

6. (4b.) Necht A € R™*" je libovolnd realné ¢tvercova symetrickd positivné definitni matice
a v € R" je libovolny nenulovy vektor. Pak podil

R vl Av

vTw

se nazyva Rayleightiv a plati pro néj

0 < R < k(A),
1/)\max § R g 1/)\min7
>\min é R é )‘InaX7

0<R<1/k(A).
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7. (4b.) Pro ortogondlni matici @ € R™*" plati

Y IsTRaVS, 7
T -1 % £y
Q = Q ) s>
radky matice @ tvori ortonorméalni mnozinu vektoru, N
ZAPADOCESK,
’ UNIVERZITA

V PLZNI

sloupce matice @ tvoii ortonormélni mnozinu vektort,

radky matice @ tvori mnozinu linediné nezavislych vektoru.

8. (4b.) QR algoritmus

slouzi na urceni vsech vlastnich ¢isel symetrické matice,

slouzi k urceni koeficientti charakteristického polynomu matice,

slouzi k urc¢eni dominantniho vlastniho cisla,

slouzi k urceni nejvétsiho vlastniho ¢isla symetrické positivné definitni matice.
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9. (4b.) Metody Givesovych rotaci a Householderova zrcadleni v 5
’é}. Isranst IS

hledaji vlastni ¢isla matice,

pocitaji koeficienty charakteristického polynomu matice,

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

L

prevadi symetrické matice na tridiagonalni,

hledaji pouze dominantni vlastni ¢islo.

10. (4b.) Necht je ddna matice

1 2 0
A=12 -1 0
0 0 1

Pomoci Gersgorinovy véty urcete nejmensi horni odhad spektra matice A, tj. nejmensi
takové ¢islo d, ze pro vSechna vlastni ¢isla \; matice A lze diky této vété tvrdit

NS5, i=1,2,3.

Vase odpovéd:
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11. (4b.) Podobné matice (vyberte vSechna pravdiva tvrzeni) v 5
’é}. Isranst IS

maji stejnd vlastni ¢isla,

maji stejnou velikost,

> ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L

maji stejné vlastni vektory,
maji stejny soucet diagonalnich prvku,

maji stejny soucin diagonalnich prvki.

12. (4b.) QR rozklad matice lze urcit pomoci

posunu a redukce spektra, algoritmu QR,
Gram-Schmitova ortonormalizac¢niho Givensovych rotaci,
procesu,

Householderovych zrcadlent, podobnostnich transformaci,

Gersgorinovy véty.
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13. (4b.) Lanczosova metoda

hleda vlastni ¢isla matice,
pocita koeficienty charakteristického polynomu matice,
prevadi symetrickou matici na tridiagonalni,

hled4d pouze dominantni vlastni ¢islo matice.

14. (3b.) Které z nésledujicich matic jsou ortogonalni?

matice Householderova zrcadleni,

matice Givensovych rotaci,

matice R z QR rozkladu regularni matice,
matice () z QR rozkladu reguldrni matice,

libovolnd symetricka tiidiagonalni matice.

1849
v7
@ &
2 <
Cy, i ““\‘\

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

L
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15. (4b.) Charakteristicky polynom ¢tvercové realné matice

je vzdy nulovy,

je vzdy roven nule,

je stejného stupné jako je velikost matice,
maé kofeny rovny vlastnim ¢islim matice,

je spojita funkce na celém R,

je nezaporna funkce,

mé pocet korend roven poctu vlastnich cisel,

je funkce definovanad pouze na mnoziné vlastnich ¢isel matice.

L]

IsTRANY

AL <2
@ &
2 <

Ckj ““\‘\
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16. (4b.) Necht A je vlastni ¢islo matice A a v odpovidajici vlastni vektor.
Pak matice
A—ql, geR
ma vlastni ¢islo A + g a stejny vlastni vektor v,
m3 vlastni ¢islo A — g a stejny vlastni vektor v,

ma vlastni ¢islo g a stejny vlastni vektor v,

ma vlastni ¢islo ¢ — A a stejny vlastni vektor v.

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

Pro ukonceni testu je tieba kliknout na tlacitko ,Konec testu“. Opraveni testu se pro-
vede kliknutim na tlacitko ,,Vysledky“, spravné odpovédi budou oznaceny zelené a cervené
budou oznaceny odpovédi chybné. Pri pouziti otdzky s tvorenou odpovédi se spravnéd odpo-

véd zobrazi v rdmecku umisténém vpravo dole v naviga¢nim panelu po kliknuti na tlac¢itko

, Odpoved“.
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Kapit ola 5 D P weam
Interpolace

Pruvodce studiem

Zrejmé nejznaméjsi a nejcastéji pouzivanou tlohou matematické analyzy je interpolace. V pod-
staté kazdy z nas se setkal s tlohou, kdy jsme museli odhadnout hodnotu funkce v bodé a pritom
Jjsme znali pouze jeji hodnoty v krajnich bodech. Tuto tlohu béZné Fesime pfi pohledu na rucicku
ukazatele mnoZstvi paliva v nadrzi a snaZime se odhadnout kolik kilometrii jesté ujedeme. V této
kapitole se tedy seznamime se zakladnimi interpolacnimi metodami a ukaZeme si, jak odhadnout
chybu, kterou se pri interpolaci dopoustime.
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AZIRINA
Definice 5.1. Necht je dana funkce f : R — R. Funkce ¢ : R — R, kterd v bodech . || o7
To,...,%n € Dy spliluje ?% "’"‘“:%f
Vi=0,...,n:0(x;) = f(zi) (5.1) QRS
se nazyva interpolacni funkce v uzlech zg, ..., z, a podminky nazyvame interpolacni pod-
T aroscists
V PLZNI

Obr. 5.1: Uloha interpolace
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Dtivod, pro¢ nahrazujeme funkci f funkci ¢ mtze byt rizny. Vétsinou pozadujeme od
hledané funkce ¢ lepsi vlastnosti, nez ma pavodni funkce f - spojitost, diferencovatelnost,
snazsi vycislitelnost apod.

Jednou z nejzéddanéjsich vlastnosti je, aby interpolacni funkce byla prvkem vektorového
prostoru konec¢né dimenze a tudiz, aby bylo mozné ji vyjadiovat pomoci souradnic. Takovou
tfidou funkei je prostor vsech polynomu stupné nejvyse n.

‘(‘7

- OspaN™ N
‘}:’ STRAY $
2, <S>
xS
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VRN
5.1. Interpolace polynomem
AL <l
D &
Polynomem n-tého stupné p,, budeme rozumét funkci p,, : R — R s predpisem ens o
n
pala) = a0+ a4 = Y o s
Z_O V PLZNI
kde ag, a1, ..., a, € R jsou konstantni koeficienty.

Za interpolacni funkci budeme v dalsim uvazovat pravé polynom stupné n. Uvazujme hle-
danou interpolacni funkci jako polynom stupné n.

Budeme déale uvazovat sit n + 1 boda
To<T1 << Ty,

ve kterych je zadana funkéni hodnota

f(xo), f(x1), - fan) -

Po interpola¢nim polynomu p,, pozadujeme splnéni interpolac¢nich podminek

Vi=0,...,n: pp(z;) = f(zi) . (5.2)

Jelikoz predchozi interpola¢ni podminky reprezentuji n + 1 algebraickych rovnic a v po-
lynomu je préavé n+1 neznamych koeficientii a;, 1ze k nalezeni téchto koeficientti ptistupovat
jako k feseni soustavy n + 1 linearnich rovnic o n + 1 neznamych.
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Konkrétné

=

pn(z1) = f(x1) = ao + a1zl + agsc% +...anzt = f(z1)
pn(z2) = f(x2) = ao + a9 + (12$% +...apxy = f(x2)

4

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

pn(xn) = flxn) =  ao+ a1z, +a2x? +.. . anz

S3
|
~
—~
8

S
N~—

maticové pak

Aa=1b, kde A;; = xz, bi = f(zi),

1=0,....,n, j7=0,...,n.
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Lemma 5.2. Necht jsou zaddany interpolacni uzly ® I!,!I =

< \>
X0y L1y .-, Tn € (a,b) g g

ro<T1 < - < Ty

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

a prislusné funkcni hodnoty f(xo), f(x1),..., f(z,) € R.
Pak existuje prdvé jeden interpolacni polynom P, stupné n takovy, Ze

L

ViZO,...,n:Pn(ZL'i) =f(:EZ) .

Algoritmus 18 INTERPOLACE POLYNOMEM
Input: z,..., 2y, f(z0),..., f(zn)

: fori:=0,...,ndo
forj:=0,...,ndo
[Ali; =
end for
[Bi := f(:)
end for
. lao, ..., a,)T := aje feSeni soustavy Aa = b

Nk

Output: ao,...,a,
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ZIRNA
Priklad 5.3. Sestavte interpola¢ni polynom 4-tého stupné, pokud je zadédno ‘_ -
zo = 0, f(wo) = 1, P
z1 = 2, f(z1) = 2,
xe = 3, f(za) = -1, o
| D’s",m:':“"
T4 = b, f(:E4) = 2.

Reseni. Budeme hledat polynom ve tvaru

P4(x) =aptaixr+ a2x2 + a3x3 + a4x4

a uvazujme 5 pozadovanych interpolac¢nich vlastnosti

P4($0) = f(l‘o) = ag + a1.0 + a2.02 + a3.03 + a4.04 = 1l
P4(.CL'1) = f(l‘l) = ap+a1.2 + a2.22 -+ a3.23 + a4.24 =)
P4(.’112) = f(xg) & ap + a1.3 + a2.32 + a3.33 + a4.34 = -1
P4({L‘3) = f(l’3) =4 ap+a1.4 + a2.42 + a3.43 + a4.44 = 3
P4(CC4) = f(:l:4) 54 ap + a1.5 + 02.52 2 a3.53 < a4.54 = X
tedy pro nalezeni koeficientti budeme resit soustavu linedrnich rovnic
1 0 0 O 0 ag 1
1 2 4 8 16 aq 2
1 3 9 27 81 ag | = | —1
1 4 16 64 256 az 3 _
1 5 25 125 625 ay 2
[cets ctazevea/ Okne |
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Resenim této soustavy je l.
“ 94 7
O

»
'STRAN §
Q
Zxg ynis

&
S

=

19 103 352 751 17

[ao,a1,a2,a3,a4] =[—%,1—57—1—5,%,

i

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

tedy algebraicky interpola¢ni polynom ma predpis

L

1 1 2 1

Puz) = —gg% + 57" — 75 30
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Poznamka 5.4. (O nesikovné volbé baze) v o
Matice v pfedchozim piikladé se nazyva Vandermondova matice, kterd ma obecny tvar %&/ 4

229 o
AR

/05'4' ““\Qk
- 2 —1 7
1 o of af X
2 n—
1 a9 a5 CBQ > ZAPADOCESKA
2 n—1 ., i1 UNIVERZITA
v=|1 a3 o3 O3 ., mnebo po slozkdch [V];; =al ", v pLzn
2 n—1
L 1 Qm Qo O .
kde ag, ..., am, je posloupnost redlnych konstant. O této matici je znamo, ze je velmi Spatné
podminénd (viz [23]).
Volme naptiklad posloupnost o; = 4,7 = 1,...,n (tj. interpolace na uzlech x; = «;) a po-

divejme se na ¢islo podminénosti ¢tvercové Vandermondova matice (m = n) pro jednotliva

n.

n cond(V)
1 1
2 6,85
3 7,09 . 10!
4 1,17 . 10°
5 2,62 . 104
6 7,31 . 10°
7 2,45 . 107
8 9,52 . 108
9 4,23 . 1010 _
10 2,11 . 10"
| cets atraconkaOko|
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Jednoduseji fec¢eno - pokud bychom poéitali interpolaci na uzlech
5131:1, 33'2:2, 1'10:10,

pak nejvétsi prvek v matici soustavy pro vypocet pozadovanych koeficientt by byl [A]10,10 =
= 10°. P¥i vypoctu s tak velkym ¢islem nelze zarucit pozadovanou presnost. Navic v praxi
se vyskytuji tlohy s interpolaci na mnohem vysSim poctu uzla.

Existuje mnohem rafinovanéjsi pohled na na dany problém: tloha hledani interpola¢niho
polynomu je tlohou hledani prvku vektorového prostoru vsech polynomiu stupné nejvyse n,
ktery je jednoznacné urcen pozadovanymi interpolac¢nimi vlastnostmi (viz Véta 5.2 o jed-
nozna¢nosti). Jelikoz mnozina polynomt {1, z,z2, ... 2"} tvoii bazi vektorového prostoru,
ze kterého pochazi hledany prvek, pak zptsob hledani koeficienta ag, aq, ..., a, je de-facto
stejny jako hledani souradnic pozadovaného polynomu vzhledem k této bazi.

Volba baze, kterou jsme pouzili v predchozim prikladé, vsak neni praveé idedlni, nebot vede
na soustavu s Vandermondovou matici.

Ocividné vsSak existuji mnohem sikovnéjsi volby béaze. Pak soustava pro hledani koeficientu
je snadnéji resitelnd, jak se ukaze v dalsim vykladu u Lagrangeova a Newtonova interpolac-
niho polynomu.

@:

ZAPADOCESKA
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A4

Obsah

230. strana ze 415

5
"l

Zavrit dokument

I Cels obrazovka/Okno




Interpolace 231

5.2. Lagrangetv interpolacni polynom

Opét uvazujme hledanou interpolaéni funkei jako polynom stupné n a znacme ji L, (z).
Dale uvazujme sit n+ 1 interpolac¢nich uzla xg, . . . , £, a mnozinu funkénich hodnot v téchto
uzlech f(zo),..., f(zy,), pficemz

o< T << Ty -

Funkci L,, mizeme vyjadrit ve tvaru

n

Lo(z) = f(z)li(x) ,

=0

kde funkce I; jsou polynomy stupné n, které tvori bazi prostoru vsech polynomi stupné n.
Tuto bazi budeme Sikovné volit tak, aby kazdy bazovy polynom byl roven 1 pouze v jed-
nom uzlu interpolace a v ostatnich by byl roven 0. Takovou volbu béze lze snadno nalézt
a popisuje ji nasledujici definice.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Definice 5.5. Polynom L, (z) = i f(z;)li(z) nazyvame Lagrangeiv interpolacni polynom
jestlize [; jsou polynomy n-tého sthlopné, kde
li(zy) =0 prok #i
li(x;)) =1
a jsou zadany predpisem

l(l‘) _ (517 = fEO)(fE = (171) e (:c = (Ei_l)(x = xi—i—l) .. (;Ij — xn)
i (z; — 20) (s —21) ... (25 — 1) (25 — Ti41) ... (T3 — Tp)

o

A

S
<

Z Y
<5, STRAN
& v
S

&
S

=

7,
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AZIRINA
Priklad 5.6. Urcete hodnotu Lagrangeova interpola¢niho polynomu v bodé L, (1) pokud
jsou zadany hodnoty '5% '9&5’
L,(0) = 1, L,(4) = 3, s
L,(2) = 2, L,(5) = 2.
Ln(3) = -1, D S
Reseni. Nejdifve ozna¢me
ro = 0, xr3 = 4,
T = 2, rqy = 5.
T2 = 37

a jelikoz hledana funkce L,, je zaddna v péti bodech, budeme uvazovat polynom c¢tvrtého
stupné (n = 4) s predpisem

4
Ly(x) = Z f(zi)li(z) = Lilp(z) + 2.01(x) + (—1).lao(x) + 3.13(x) + 2.14(x)
=0

kde jednotlivé funkce I;(x) maji predpis

l (SL‘) _ (z—z1)(z—z2)(x—m3)(@—24) _ (2=2)(x—=3)(z—4)(z—5)
0 (zo—:vl)(xo—xg)(xo—z3)(xo—x4) (0—2)(0—3)(0—4)(0—5)
1, 7, T, T
120" 60" T120” 60"t
l (SL‘) _ (z—wo)(z—w2)(z—23)(x—T4) _ (2=0)(x—3)(x—4)(x-5)
1 (z1—z0)(z1—22) (21 —23)(x1—2a) — (2-0)(2-3)(2—4)(2-5)
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(z—zo)(z—z1)(x—73)(x—T4) (z=0)(z=2)(z—4)(x—5)

() = Goa)ma—a)mi—2s)@amrd) — (G=0)G=2)(3-D(-5)
La 115 19, 20

6 67 T3V T3

lg(x) _ (z—z0)(z—1)(z—22) (T—24) _ (z—0)(z—2)(z—3)(z—5)
(z3—x0)(r3—x1)(r3—22)(T3—24) (4—0)(4—2)(4—3)(4-5)
= —lx‘l + §x3 - E:1:2 + Em
-8 4 8 4
I (ZC) _ (z—z0)(z—z1)(z—22) (T—23) _ (z—0)(z—2)(z—3)(z—4)
4 (z4—x0)(ra—21)(Ta—22)(T4—23) (5—0)(5—2)(5—3)(5—4)
1 3 13 4

Dosazenim a tpravou ziskdme polynom c¢tvrtého stupné

19 103 352 751
gty 08 292 0, (00

1.
30" T 15 55 T

Tento polynom je vykreslen na Obrazku 5.2.
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Obr. 5.2: Priklad interpolace Lagrangeovym polynomem

Zbyva urcit hodnotu interpola¢niho polynomu v bodé 1

19 103 352 751 44
S +l=—.

Ll=-5+15 15 T30 5

&
S

“ 2 7
%,

»
'STRAN §
Q
Zxg ynis
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Poznamka 5.7. Mnozina vektora {lo(x),l1(z),...l,(z)} tvori bazi vektorového prostoru
vSech polynomi nejvyse n-tého stupné a vektor [f(zg),. .., f(x,)] je vektor souradnic hle-
daného polynomu vzhledem k této bazi. Narozdil od algebraického interpola¢niho polynomu
tedy neni nutno resit soustavu linearnich rovnic, stac¢i pouze zkonstruovat potfebnou bazi
(tj. li(z),i=0,...,n) a dosadit do predpisu dle Definice 5.5.

Lemma 5.8. Necht (a,b) je libovolny interval , ktery obsahuje body xy,...,x,. Necht
ff . fM e Ca,b) aVe € (a,b) existuje f™1)(x). Pak pro chybu Lagrangeova inter-
polacniho polynomu L, plati

5 I FrD(e) : :

() = f(x) = Ln(x) = (x—xo)---(x—mn)m, ¢ € (a,b),z € (a,b) .
Algoritmus 19 LAGRANGEUV INTERPOLACN{ POLYNOM
Input: zo,..., 2, f(z0),..., f(zn), ©

s Jip(m) =0

2: fori:=1,...,ndo

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
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Nyni predpokladejme, ze mame moznost zvolit si uzly interpolace. Zvolme je tak, aby
chyba interpolace byla co nejmensi.
Existuje-li konstanta M € RT takovd, ze YV € (a,b) : [f"*Y(z)] £ M, pak pro chybu
interpola¢niho polynomu plati

M M
ea(@)] <

D) 2 len(2)]

kde jsme pouzili oznaceni
en(z) == (r —x0)...(z — ) .

To znamen4, ze vhodnou volbou sité xg, ..., z, lze zlepsit interpola¢ni funkci. Nejvhod-
n&jst volbou jsou koteny tzv. Cebysevouvich polynomdi.

ol
&7

S
<

( e 94 »
) STRAN
% D
0"4' ““\‘\

&
S

-

2,
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o
Lemma 5.9. Necht jsou ddny uzly interpolace xq, 1, ..., T, € (—1,1) jako koreny Cebyse- " 7
vova polynomu, tj. %,%k \“g
()
T, (z;) :=cos((n+ 1)arccosz;) =0, proi=0,...,n.
ZAPADOCESKA
Pak pro odhad chyby interpolace polynomem n-tého stupné P, plati D > UIVERZITA
M,
VE € (~1,1) : |£(3) — Pal@)| £ oL

(n+1)127°
kde M € R* je konstanta takovd, Ze

Vz e (=1,1): [fOD(z) <M.

Poznamka 5.10. Pfi interpolaci pomoci CebySevovych polynomi na obecném intervalu
(a,b) uzijeme linedrni transformaci

1
$k:§((b—a)2k+b+a), kIZO,l,.

Cn

kde 2z, € (—1,1) jsou koteny CebySevova polynomu (n 4 1)-nfho stupné.
Pro odhad chyby interpolace pak bude platit

n b—a)"t!
Vr € (a, b> : |f(:f) - Pn(a_j)| < (iw_'_—'_ll)! ( 22n-|)-1
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5.3. Newtontiv interpolacni polynom

Volba Lagrangeova tvaru interpola¢niho polynumu se jevi jako velmi vyhodné z hlediska
vypocetni stability. V nékterych pripadech vSak neni idealni. Typicky se jedna o pripady,
kdy uzly interpolace jsou casové okamziky, které v case pribyvaji. V takovém pripadé je
nutné pokazdé, kdyz pribyde novy casovy tdaj znovu prepocitat vSechny bazové funkce.
Tento nedostatek 1ze odstranit vyuzitim tzv. Newtonova tvaru interpolacniho polynomu.

Uvazujme nyni interpolac¢ni polynom tvaru
Np(z) :=ao+ai(z —x0) + -+ an(z —z0)(z —21) ... (T — Tp—1) -
Opét budeme vyzadovat splnéni interpolac¢nich podminek
i=0,1,...,n: Np(x;) = f(zi) ,

kde g, x1,. .., 2z, € {a,b) jsou uzly interpolace a f(zg), f(z1), ..., f(x,) jsou zadané funkéni
hodnoty v téchto uzlech.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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VIR
1849
Neznamé koeficienty ao, . . ., a, ziskdme resenim néasledujici soustavy
AL\ 7
Nn(*TO) = a = f(;];o) Zrg e
Np(z1) = ao + ai(x1 — o) = f(z1)
e

V PLZNI

Np(zy) = ;10 + a1(wn — z0) + -+ - + an(®n — T0) ... (Tn — Tn—1) = f(zn)

Mnozina vektoru {(z — zo)(z — x1)...(x —x;), i = 0,...,n — 1} tvori bazi vektorového
prostoru vsech polynomil nejvyse n-tého stupné. Z predeslych tvah je vidét, Ze pro nalezeni
soutradnic hledaného polynomu v této bazi bude nutno vyresit dolni trojihelnikovou matici.
Tuto soustavu vsak neni nutné resit pokazdé, kdyz rozsitime uzly interpolace o nové, které
jsou vétsi nez ty dosavadni.

V takovém pripadé staci stévajici soustavu rozsirit o nové rovnice a doprednou substituci
dopocitat nové koeficienty. Ptivodni rovnice nadale ztistavaji v platnosti.

Historicky se vSak problém fesil i bez sestavovani soustavy pomoci tzv. pomeérnych diferenci.
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VIR
Definice 5.11. Pomérnymi diferencemi 0. fadu nazyvame (v bodé z;) hodnoty v 5
flwid = f(z:), i=0,...,n s>
Pomérnymi diferencemi 1. radu nazyvame D ), dnonis
flzs, xiga] = Jlwin] = flai] f[w@-]’ i=0,...,n—1
Tit1 — Ti
Pomérnymi diferencemi k. fddu nazyvame
f[xiaw’i+17" ~axi—|—k+1] _ f[xi—i-l" "7mi+k+1] — f[wi"'wxi—i-k]’i —0,...,n— E_1
Litk+1 — Li
Poznamka 5.12. Pomérné diference lze zapsat do tabulky
zo | flzo) = flxo] hY
1| f(zr) = fla] = flxo, 1]
o1 | f(@n-1) = floaa] N\ pN
Ln f(zn) :f[xn] — f[wnflaxn] — f[$n72,l‘n71,$n] 000 = f[xo,...,xn]

Tato tabulka dava navod, jak jednoduse rekurentné konstruovat pomeérné diference bez nut-
nosti odvozovani komplikovanych vzorctu. Vypoctenych pomérnych diferenci lze pak vyhodné
vyuzit pro sestaveni Newtonova interpolacniho polynomu.
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Definice 5.13. Polynom .. =

v
NS

Nn(l') = f[l'o] +f[330,331](33—:1)0) -+ .- +f[330,...,xn](1)—330)...(11—1‘”,1) , (5.3) o>

&
S

=

kde
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L

To < a1 < - < Ty (5.4)

jsou uzly interpolace, nazyvame Newtontv interpolacni polynom s pomérnymi diferencemi.

Véta 5.14. Newtontv interpolacni polynom s pomernymi diferencemsi splnuje podminky
interpolace (5.2).
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L]

Algoritmus 20 NEWTONUV INTERPOLACNI POLYNOM AC\\vorn /24
&, N
Input: zq,...,7,, f(z0),..., f(zn), T oS
1: fori:=0,...,ndo
2: sumq :=0
3: sumy =1 S
4: forj:=1,...,i—1do VPt
5: sumy = sumq + flzo,...,x;].sums
6: sumg 1= sumy.(z; — x;)
7 end for
8: flzos .-y zi] == (f(z;) — sumy)/sums
9: end for
10: sumy :=0
11: sumo :=1
12: forj:=1,...,ndo
13: sumy := sumy + flxo,...,z;].5ums
14: sumg := sums.(z — x;)
15: end for

16: Ny () := sumy
Output: N, (z)
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AZIRINA
Priklad 5.15. Necht jsou dany uzly interpolace
AL\ A
o = 0, flzo) = 1, L2y
r1 = 2, f(ﬂjl) = 2,
T2 = 3, f(mQ) = -1, D ZAPADOCESKA
r3 = 4, f(z3) = 3, vz
zs = 5, f(zg = 2.

Sestavte Newtonuv interpola¢ni polynom s pomérnymi diferencemi a urcete hodnotu tohoto
polynomu v bodé z = 1.

Resend. Nejdiive sestavime tabulku pomérnych diferenci pro polynom 5-tého stupné

zo || flwo]

w1 || flz1] | flwo, 1]

xo || flza] | flx1, z2] | flwo, z1, 2]

z3 || flxs] | flw2, 23] | flx1, 22, 23] | flzo, 21, T2, 73]

x4 || flza] | flz3,x4] | flzs, 24, 25] | fl21, 22,23, 24] | flT0, 71, T2, T3, T4]

kde jednotlivé pomérné diference vypocitdme uzitim tabulky pro vypocet pomérnych dife-
renci.

z9 =0 1

1 =2 211/2

xg=3|-1| =3 |-7/6

r3 =4 3 41 7/2|7/6

Ty =25 2| —-1|-5/2| =2 |-19/30
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AZIRINA
Pak dosazenim do predpisu Newtonova interpola¢niho polynomu s pomérnymi diferencemi " I!V!I 7
a po upravé ziskdme polynom f“o,,/ G
LTS
19 , 103 5 352 5, 751
N, =—— —x’ - — —x+1.
@) =g g T gt

L

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA

Zbyva urcit hodnotu interpola¢niho polynomu v bodé 1 v Pz

19 103 352 751 44

- = — 4+ 1=—=

Ny(1) = —— .
a(1) 30715 15 30 5
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5.3.1. Ekvidistantni uzly interpolace

Uvazujme nyni ekvidistantn{ sit interpola¢nich uzli, tj. existuje konstanta h € RT takova,
ze
Vi=0,....,n—1:2;41 —x; =h, z; =x9+ hi.

Tato volba sité ndm umoznuje vypocet pomérnych diferenci vyznamné zjednodusit. Misto
pomeérnych diferenci totiz muzeme k sestaveni Newtonova interpola¢niho polynomu vyuzit
tzv. doprednich diferenci.

o

1849
v7
@ &
2 <
Ck, i ““\‘\

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

L
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Definice 5.16. Obycejnou doprednou diferenci k. fadu rozumime
B =31 () fta)

j=0

Doprednou diferenci 0. radu rozumime
Af; = f(as)
Doprednou diferenci 1. fadu rozumime
Alfi= N0 — Af = fzig) — flas)

Doprednou diferenci k. fadu rozumime

AFfi= AR — AL
Poznamka 5.17. Ocividné

AFf; = i(—l)k_j < y ) f(@isg) -

i=0 /

&
S

57

S
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) STRAN
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ZAPADOCESKA
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VRN
Poznamka 5.18. Tabulka doptfednych diferenci ¢ 5
R &
o | fo=2 — Alfy o A2y - AT x>
x| fi=40 A a
D ’ ZAPADOCESKA
Tn—1 fn—l = AOf'n,—l — A1fn_1 /‘ v PLZNI
Tn fn = Aofn f
Lemma 5.19. Na ckvidistantni siti uzlu xg, x1, ..., x, plati
A" fo
flzo, -, @n] = W

Véta 5.20. Necht x; = xo+ hi,i =0,...,n
xr =x9+ ht,t € RE)F a necht

t ! tt—1)...(t—j+1) [t . .
(5)=mm=7- i (o) =1 mossemizs.
Pak polynom
N =fo+ () ) st (L) 8% (5.5

je Newtonuv interpola¢ni polynom s doprednymi diferencemi.
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VIRV
Priklad 5.21. Interpolujte funkci f pomoci Newtonova interpola¢niho polynomu s dopred- " 5
nymi diferencemi na zadané ekvidistantni siti uzlia a prislusnych funkcénich hodnotach SN '3«5
/0"‘ ““\‘\
rg = 0, flwo) =1
rp = 1 3 f(xl) = 3 ZAPADOCESKA
9 = 2 s f(:c2) = 2 > ‘L’ll:ILVZE"RIZI'I’A
xr3 = 3 5 f(.'l:g) =
T4 = 4 s f(ac4) = 4.
Resend. Nejdifve vyplnime tabulku dopfednych diferenci dle pfedpisti v Definici 5.16.
=i || A% Alfi N2 f; AP f; At
fo=1 |2—-1=1 —3-1=—-4|7—(-4)=11|-12-11=-23

fi=2 |—1-2=-3|4—(-3)=7|-5-7=-12
fo=—1|3-(-1)=4|-1-4=—5
=3 |2-3=-1
Ji=2

Néasledné staci dosadit do predpisu Newtonova interpola¢niho polynomu s doprednymi di-
ferencemi (5.5).

Ni(z) = fo+(T)Alfwr(g>A2fo+(§>A3f0+(Z)Nfo

(s (3)or (1) (1)

- 14+ % . 4:13(95!—1) + 113?(96—31!)(:1:—2) _ 24r(m—1)(4$!—2)(93—3)

H>-C»Jl\3l—‘©§

— ”‘234 9143 433 42 149
= Byt 43 4532 L9, g
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Interpolace

A
A\
¥,

%/
Zxg ynis

polynom je vykreslen na obrazku 5.3.

Vysledny interpolacni

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

f(x)

Obr. 5.3: Priklad 5.21 - Nevtoniiv interpola¢ni polynom s dopfednymi diferencemi
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AZIRIVA

1849

Pro zajemce .
A\ o /2
D S
Yp
C'k‘ ““\‘\

Obdobné lze také definovat zpétné a centrdlni diference.

e Zpétné diference

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

L

vfi=fi
V=Vl -V fici=fi— fia
V= - i

V takovém pripadé mé Newtontv interpola¢ni polynom tvar

Ny (t) = fu— ( ! ) Afn+-~-+(—1)”< . ) T
o Centrdlni diference
i = 1
B i = fiy = iy = Flmo+ i+ ) = o + (i = 5)h)
i = 05y = 0 oy = 5 o (i D) = 8w + (1= )

7 téchto diferenci je taktéz mozné sestavit Newtonuv interpolacni polynom.
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5.4. Trigonometricka interpolace

Uvazujme interpola¢ni funkci 7T, ve tvaru

1 n
T,(x) e §A0 + Z(A’ cosix + Bjsinix), i=0,...,2n .

i=1
Opét budeme predpokladat splnéni interpola¢nich podminek
To(w:) = f (@)
na ekvidistatntni siti interpola¢nich uzla

21

=— 1=0,...,2
27’L+17Z 9 , 4T

L

Koeficienty interpolacni funkce T}, 1ze ziskat na zdkladé nasledujici véty.

252 o
R
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S
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‘ e 94 »
) STRAN
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0"4- ““\‘\

&
S

-

2,

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L

(5.6)
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Algoritmus 21 TRIGONOMETRICKA INTERPOLACE
Input: f,n,x
1: fori:=0,...,ndo
2: x; = (2mi)/(2n + 1)
3: if ¢ > 0 then ) > Izj»:‘l;c::zdi::u
@ V PLZNI
4: A; = %H];) f(z;) cosiz;
2n
53 B; = ﬁj;of(mj) siniz;
6: else
9 2n
7: Ao = 55 J;O en
8: end if
9: end for

(A; cosiz + B; sinix)

s

10: T (z) := 540 +

g=il

Output: 7),(z)
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2 7ORS
Priklad 5.23. Uvazujme funkci " I!!I 7
A IsTRANS g
1 prox e (0,7/2) 2y
def ) 2 rox € (w/2,m
f(.T) i p < / )
3 pro € E <7T 3/27T) ZAPADOCESKA
4 pro x € (3/2m,2m) Vo

a jeji periodické rozsiteni f¥(x).
Interpolujte tuto nespojitou a 2m-periodickou funkei na siti bodu (5.6). Volte riuzny pocet
uzli a porovnejte interpolacni funkci s ptivodni funkei.

Resend. Volme napiiklad pocet uzli 2n + 1 e 5, pak n = 2. Budeme interpolovat na siti
bodu (viz (5.6))

To = 07 f($0) = 1
ry = %Wa f(ml) =1
T2 = éﬂ-a f(xQ) = 2
r3 = gﬂ', f(ivg) =
Ty = FT, flza) = 4
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VIRV
Nejdrive spocteme potfebné koeficienty dle (5.8) a (5.9). v 5
4 ens o
A = 2y fa)=%
7=0
4 ZAPADOCESK
A = 2 Zof(acj) cosz; = 2 (1+ 1.cos 2 + 2. cos 4T + 3. cos & + 4. cos &T) D sﬁ:’ulv;"nlzﬁm !
‘7:
4
Ay = 2 Zof(xj)cos2:cj =2(1+ 1.(:08%7r +2.cos 8 + 3. cos 12X + 4. cos 197)
‘7:
4
B; = 23 f(zj)sinz; = 2 (L.sin 2 + 2.sin 4" + 3.sin & + 4.sin &7)
j=0
4
B, = 2 > f(z;)sin2z; = 2 (L.sin®F +2.sin 87 + 3.sin 227 + 4.5in 107) |

<
Il
=)

které nasledné dosadime do predpisu interpolac¢niho polynomu (5.7)

11
Th(z) = = + Ajcosx + Bysinx + Ascos2x 4+ By sin 2z .

Jedna perioda vysledné funkce je vykreslena na Obrazku 5.4.
P1i pouziti vétsiho poctu interpolacnich uzli ziskdme presnéjsi feseni, viz Obrazek 5.5 a 5.6.




Interpolace

Priklad 5.23 - trigonometricka interpolace s volbou n = 2
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Obr. 5.5: Priklad 5.23 - trigonometricka interpolace s volbou n = 5,10




Interpolace

Obr. 5.6: Priklad 5.23 - trigonometrickd interpolace s volbou n = 50, 100
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VIR

5.5. Interpolace linearnimi spline funkcemi ‘.7

Pouziti algebraickych ¢i trigonometrickych interpolacnich polynomi je velice omezené. V pri-|i
padé velkého poctu interpolac¢nich uzli totiz zacné velmi nartstat fad interpola¢niho poly-
nomu a polynom samotny se velmi ,rozkmita . —
V takovém piipadé se jako vhodnéjsi ukazuje pouziti tzv. spline funkci, které jsou postupné LG
definovany jako polynomy nizsich stupnu na intervalech ohranic¢enych uzly interpolace. Nej-

jednodussim ptipadem spline funkce je tzv. linedrni spline, kterou mtzeme charakterizovat

jako spojitou po ¢astech linearni funkci.

V PLZNI

Obr. 5.7: Interpolace linedarni spline funkci.
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VIR

Definice 5.24. Funkce ¢ € C se nazyva linearni spline funkce, jestlize na siti interpo- % 7
lacnich uzlt zg,x1,...,z, spliuje interpolacni vlastnost a na jednotlivych disjunktnich "*:,»,* ‘&5’
intervalech Chg g

<.Tj,$j+1>, ] = 0,...,n— 1
Al CESKA
D b e

je linearni.

V PLZNI

Uvazujme tedy posloupnost interpolac¢nich uzla
a=xg<x1 < - <xTp ="b,
ktera generuje rozklad intervalu (a,b) na n — 1 podintervala
(a,b) = (xg,z1) U (xg,21) U...U(Ti—1, %) U(zij, xig1) U... U (Tp_1,2Tp) .
Oznacme podinterval I; = (x;,x;41),7 = 0,...,n — 1 a definujme na ném linedrni funkeci

wi(z) = a; + bz, € (T4, Ti11) -

Neznamé koeficienty a;, b; € R lze snadno urcit z pozadované interpolac¢ni vlastnosti v kraj-
nich intervalu, tj. koeficienty jsou resenim soustavy

f(xi) = a; + bizx;
f(a:H_l) = a; + biCCH_l .

Po substituci h; = ;41 — x; (velikost uvazovaného intervalu) ziskdme

el

f(miy1) xipa

1
a; = —
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RN~
Pak cast interpolac¢ni funkce ; na intervalu I; ma tvar . 7
A IsTRANS g
Flai) + f(miJrl)_f(-'L'i)(x —2;) na (z;,Tit1) 2z >
pi(z) = ‘ hi Vo A T (5.10)
0 mimo (x;, Tiy1) -

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

L

Pak interpolac¢ni funkci ¢ lze vyjadrit jako soucet

Z‘Pz (a,b) .

Algoritmus 22 INTERPOLACE LINEARNIMI SPLINE FUNKCEMI
Input: 0y vy T, f(X0)y ooy f@n)

1: fori:=0,...,n—1do

2 a; = f(a:z)

3: hz = Ti41 — T4

4 bi == (f(@ir1 — f(@:))/hi

5: end for

Output: ap,...,a,, bo,...,b,
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Priklad 5.25. Necht je dana funkce f body a funkénimi hodnotami

rg = 1 f(x()) = 1
r1 = 3 f (2171) = 4
ro = 4 f(.Tg) = 2
3 = 5 flxg) = 0
T4 = 8 f($4) = 3
x5 = 9 flzs) = 3.

Na této siti interpolujte funkci f pomoci linedrni spline funkce ¢.

Reseni. Nejdifve spoc¢teme jednotlivé diference

ho = :L‘1—.’L‘0:2
h1 = xg—CC1=1
h2 = :L‘3—l‘2:1
h3 = $4—.%'3=3
hy = x5—x4=1

&
S
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<
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) STRAN
% D
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ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L

a jednotlivé ¢dsti hledané interpola¢ni funkce ¢ zkonstruujeme pomoci predpisu (5.10)

vo = f(xo)+ f(zl);;f(m) (@ —z0) =32 — 3
o1 = flo)+ L@ (G gy = 25410
w2 = flxa2)+ f(zs)h_zf( 2)(50 —x9) =—2x+ 10
ps = flzs)+L8IB) (G gy =55

o = flag)+ 820G =3,
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&
S

Pak vysledna interpolacni funkce ma tvar

3 1

= w

—2x + 10
pl)=9 .

3

Vysledna funkce je vykreslena na Obrazku 5.8.

“ 2 7
%,

»
STRAN §
Q
Zxg ynis

=

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

A4
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Obr. 5.8: Piiklad 5.25 - interpolace linedarni spline funkei.
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2 TORS
5.6. Interpolace kubickymi spline funkcemi ‘_7
= g
2 S
Linearni spline predstaveny v predchozi kapitole sice resi problém zvysujiciho se stupné s>
polynomu se zvysujicim se po¢tem uzlu interpolace, avSak vyslednd interpolacni funkce diky
nediferencovatelnosti v uzlech interpolace neni hladké, ackoliv bychom to v fadé pripadu y e
ocekavali. V takovém pripadé je mozné vyuzit spline funkei vyssich radu, tj. takovych, které TEE T

jsou pocastech kvadratické, kubické, kvintické atp. V takovém pripadé se da zajistit i urcita
hladkost vysledné interpolacni funkce.

Jednim s nejcastéji pouzivanych splint je kubicky spline. V nasledujicim textu si tento spline
odvodime.

Definice 5.26. Necht jsou dany dvojice (z;, fi),i = 0,...,n a necht f(x;) = f;. Funkci
o(z) nazyvame kubickou spline funkci jestlize

1. ¢ € C?({a,b))
2. ¢ je kubicky polynom na (z;,x;41),¥i =0,...,n —1

3. (p(.%‘l) =fi,i=(),...,n
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VIRV
Poznamka 5.27. Z definice je patrné, ze kubické spline funkce ¢ neni urcena jednoznacné. . =
Abychom jednoznac¢né urcili interpolaéni funkci a jeji ¢asti na jednotlivych intervalech X '3«5
/0"‘ ““\‘\

n—1
p(x) = 3 vi(w) D
=0 > e

V PLZNI

©0i(z) = a; + bz + c;x® + dix®  na (i, Tig1)

je nezbytné pro jednotlivé intervaly urcit 4n nezndmych a;, b;, ¢;,d;, @ =0,1,...,n — 1.
7 interpola¢nich podminek
o(z;) = fi,i=0,...,n
dostavdme n + 1 rovnic. Ze spojitosti ¢, ¢’, ©” v bodech interpolace z;,¢ = 1,...,n — 1
dostavame dalsich 3(n — 1) = 3n — 3 rovnic.
Celkem tedy méame 4n neznamych a 4n — 2 rovnic.

Dvé podminky tedy musime dodat.
Napriklad

1. ¢(a) = fho e/ B) = Ji
2. (@) = f4, 4" () = i

3. ¢(a) =0,¢"(b) =0 (tzv. pfirozeny kubicky spline)

Tyto podminky nazyvame okrajové podminky.
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5.6.1. Konstrukce spline funkce

Na kazdém intervalu interpolace budeme hledat kubicky spline ve tvaru
wi(x) = a; + bi(z — x;) + ci(x — )2 + di(z — 2;)3,i=0,...,n — 1 (5.11)

¢! je tedy polynom prvniho stupné a tudiz ¢” je funkce po ¢éstech linearni a spojité nebot
¢ € C*({a, b))

Ozna¢me ¢"(x;) := M;,i =0,...,n jako i-t§ moment spline funkce.

Muzeme sestavit interpolaci po ¢éastech linedrnimi funkcemi (viz 5.5)

Tig1 — T T — X ,
ol (z) = gpg’(;ni)—“rh‘ + @ (Tit1) » L x € (xs,2i11),i=0,...,n—1.
(3 (2

Tit1 — T T —x
i (z) = Mz‘—H;L_ + M1 — -
1 (2
Integrovanim ¢! dostédvame
(zi41 — 2)? (z — z;)?
oi(z) = /gogl(x)dac = —M¢Z2T + Mi+1Tiz + A;
a nasledné
1 —x)3 z —x;)°
vi(z) = /go;(x)dx = MZM + Mi+1u + Aj(x —z;))+ B; .
Ghi 6hi
7 podminek interpolace plyne
901(«771) = f(xz),SDz(wz—&-l) = f(a:i'f'l):i =U,...,n— 1 )

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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tedy
2

h?
vi(x;) = Mzé + 185 = i)

2

h?
0i(Tit1) = M¢+1EZ + Ashi 4+ B; = f(ziy1) -

Resenim této soustavy 2 rovnic o 2 neznamych A;, B; dostavame

2
B; = f(z;) — Mi%
Az _ f($i+1 - f(l‘) o _i(M'H—l _ M)

&
S

“ 2 7
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»
STRAN §
Q
Zxg ynis
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UNIVERZITA
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1849
Poznamka 5.28. Pomoci M; lze jednoznacné spocitat vsechny funkce ¢;, tzn. mizeme . o7
. . co sy o e\ g
urcit a;, b;, ¢;, d; nasledujicimi predpisy D) 4

/05'4' ““\Qk
ai = i(w:) = f(wi)
bl = LP;(-Tz) == _Mz% + Az = f(mz+1]2:f(11) - 2Mi2Mi+l hz > ZAPADOCESKA
1, mi.\ — lM (512) UNIVERZITA
C; = 290'5 (xz) = iy o v PLZNI
di— Lefar) = Mgt

kde ¢/’ (z;") je derivace ¢} zprava v z;.

Nyni sta¢i pouze urcit momenty ¢”(x;),i = 0,...,n. K tomu vyuzijeme spojitost ¢’
vai,t=1,...,n—1, tzn.

90;—1(561_) - (P’IL(:L.;’_)7Z =1,...,n—1.
Vyjadiime si prislusné jednostrané derivace

i) — 9 hi_ hi_
@i_1(x;) = fw:) — f(ziz1) M+ M
hi—1 3 6

flrag1) — flms) by hi
LY VRSN VAN
Ry 3 6 !

Dosazenim do podminek spojitosti ¢’ dostaneme rovnice

hi—1 hi—1 + h; h; f@iv1) = fxs)  fls) — fzim1) .
. - . p— i g — 5 = 1, ey - ].
5 M1+ 3 M; + 5 Mit1 I Ty ( n

pi(zf) =
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Ctenar si ur¢ité vsimnul, zZe se jednd o n— 1 rovnic pro n+ 1 neznamych. Pro jednoznac¢nost
reseni je proto doplnime libovolnou okrajovou podminkou.
Oznacime-li dale

hi—1 h;
)\i = 5 sl= )\’L = M, 1
hic1+hi" hio1 + Ry a (5.13)
6 flragr) — flos)  flas) — f(l’i—l))
= — . 5.14
g hi—1 + Ry ( h; hi—1 (5:.14)

Dostavame tridiagondlni soustavu linearnich rovnic, jejiz fesenim jsou hledané momenty
kubického splinu.

2Mq +pu1 Mo =4g1 — >‘1f6/
XMy +2My  +psMs =go

An—oMp_3 +2Mp_2  +pn—1Mp_1 = gn—2
An—1Mp_o +2M,_ = gn-1 — tn-1Sp
(5.15)

ol
&7
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<

( e 94 »
) STRAN
% D
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VIRV
Lemma 5.29. Necht f € C*4((a,b)), K je konstanta takovd, Ze pri déleni {a,b) na h;,i = v I!V!I 5
=0,1,...,n—1 plati ?% > gf
. YO unW
max h; <K K g\
min h; —

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

Necht ¢ je kubickd spline funkce pro funkci f a necht ¢ spliuje okrajové podminky.
Pak pro Yz € (a,b) a j =0,1,2,3 plati

L

119(3) - p(a)| < ORI

kde h = max h;, C je konstanta, kterd nezdvisi na x ani na déleni {(a,b).
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Algoritmus 23 INTERPOLACE KUBICKYMI SPLINE FUNKCEMI

Input: zo,...,xn, f(20),..., f(xn), [/ (x0), f'(xn)

O O e gy
© ® N U WN R~ O

O 2N

: fori:=0,...,n—1do

hii =z —x;
end for
fori:=0,...,n—1do
g = hz/(hl -+ hi+1)
i =1—X
9i =6/ (hi—1 + ki) (f(ziv1) — f(@:))/hi — (f(@:) — f@iz1))/hi-1)

end for

: M je nulova matice typu (n — 1) x (n — 1)
- m je nulovy vektor dimenze n — 1

S [Mha=2, [Mligi=m

. [fhh =01 — /\1f”(l‘0)

: fori:=2,...,n—2do

[@]i,i—l =2y
[M]z,z o= 9
[Mliit1 = 1

: end for ~

: [M}n—l,n—l = 27 [M]n—l»"—Q =An1
5 [ﬁﬂn,1 =0n-1— anlf”(xn)

20:

[My, ..., M, 1]7 := m je feSeni soustavy Mm = m

: fori:=0,...,n—1do

a; = f(x;)
bi = (f(@ir1 — f(@:))/hi — hi(2M; + M;41)/6
ci = (1/2)M;
di = (Mi+1 — MZ)/(ﬁhZ)
end for

Output: Ay ...y An, b07...,bn, COy.-.5Cn,y do,...,dn

L]

“ 0, 'y
) STRAN
2
Cy, A

<l
&
s
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RN
Priklad 5.30. Interpolujte funkci f pomoci prirozené interpolace kubickymi spline funk-
: , e L . A\ <2
cemi na zadanych bodech a prislusnych funkénich hodnotach ) 7S
/0"‘ ““\‘\
xg = 1, f(l'()) = 1
xl = 2 9 f(xl) = 3 ’ ZAPADOCESKA
r9 = 3, f(xz) = 2 o
z3 = 4 ; f(.il?g) = 3
Ty = 5 ) f(554) = 4

Resend. Nejprve je potieba si vSimnout, Ze zadané uzly jsou ekvidistatni, tj.
ho=hi=hy=h3=1.

To nam vcelku zjednodusi vypocet. Nejdiive spocteme A1, Ag, As, 1, p2, u3 dle predpisu
(5.13)

A= hoi—z&?hl =3, pmo= 1-M=3
Ay = hllfﬁhQ =3, pr = 1-M=3
a dosadime do predpisu pomocnych proménnych (5.14)
_ 6 fl@2)=f(@1) _ flz)=f(z0) ) _
G = e o = r1) X1 ” Zo — _9
_ 6 f@a)—f(z2) _ flw2)=f(z1)) _
g2 = hi+heo = ho = - : h1 - =6
_ 6 flea)—f(zs)  flz3)—f(z2)) _
93 _ h2+h3 4 h3 3) 3 h2 2 — 0 .
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Pak lze sestavit soustavu (5.15) (jelikoz se jednd o pfirozeny spline, tak f = f = My =
= My =0)

2My +piMo =g1— M f§ 2My  +5Ms =-9
XMy +2My  HpsMs = go = My +2M, +3Ms =
AsMy  +2Ms = g3 — psfy My 4+2M; =0

Resenim soustavy jsou hledané momenty

159 33 33
My=0, Mi=—, My=—, Mzg=——, M4=0
0 s 1 28 2 7 3 28’ 4 ’
které 1ze nasledné dosadit do predpisu koeficient pro kubické polynomy (5.12) na jednot-

livych intervalech

ap = f(xg)=1 ay = f(xg) =2
by = f(m)h—of(wo) . 2Mog-M1 ho = % by = f(x?))h;f(ﬂ;z) _ 2M2€-M3 hy = _%
co= 5My=0 o= zMy=1%
dy= Mi—Mo _ _53 dy = Ma_M; _ _ 55
0 6ho 56 2 6h2 56
al = f(:cl) = 3 az — f(.%'g) = 3
b= fmlof) iy, gy M) gy, g
e SR P
dy = S = 56 d3 = %h33:_6-

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Tedy vyslednd interpolaéni funkce (5.11) mé predpis

— 5] Ik S T S TR
NOY e ak vy e i Lt
_3+§9( —4) 1§2x—4)2+5§—1x—4)3

Tato funkce je vykreslena na Obrazku 5.9.

v




Interpolace

Obr. 5.9: Priklad 5.30 - interpolace kubickymi spline funkcemi.
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VRN

5.7. Test
AL <l

D &
Nasledujici test zahajite kliknutim na tlacitko ,Zacatek testu“. U otazek, kde lze volit s>
jen jednu odpovéd (test nedovoli zaskrtnout vice odpovédi), je spravna odpovéd bodovana
poctem bodl uvedenych v zavorce u zadani a Spatnd odpoveéd je bodovana 0 body. U otazek, —

. ’ ’ ’ v 17 » v o ’ ’ v 17 ’ ’ UNIVERZITA

kde lze volit vice spravnych odpovédi, je soucet bodi spravnych odpovédi uveden v zavorce v PLZAI

u zadani a za kazdou spatnou odpovéd bude odecten jeden bod.

1. (4b.) Pod pojmem interpolace polynomem rozumime

nalezeni polynomu, ktery spliuje interpola¢ni podminky,

nalezeni polynomu nejnizsiho stupné, ktery splnuje alespon jednu interpola¢ni pod-
minku,

nalezeni polynomu, ktery nejlépe aproximuje zadanou funkci,

urceni okrajovych podminek splajnu,
funkci, kterd se v kazdém bodé uvazovaného intervalu rovné interpolované funkci,

nalezeni polynomu, jehoz integral na uvazovaném intervalu je nejnizsi mozny.
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2. (4b.) Interpola¢ni polynom n-tého stupné je na siti n + 1 rtznych bodu s prislusnymi .
v 9 9 % Y 9sTRANY, 7
funkénimi hodnotami v téchto bodech ) S
/0"4- ““\‘\

je urcéen nejednoznacné, proto musime pridat okrajové podminky,

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA

je urcen jednoznacne,
V PLZNI

L

neexistuje,

existuje pouze pri splnéni urcitych podminek.

3. (4b.) Kubickou spline funkci 1ze zkonstruovat na (vyberte nejobecnéjsi podminku)

libovolné siti interpolacnich uzli,

specidlni ekvidistantni siti interpolac¢nich uzli,

siti nezapornych uzla,

siti uzli z kofentt CebySevovych polynomii.




Interpolace 280 Py S 0 S

4. (3b.) Necht jsou zaddny dva riazné body z; a 3. Necht jsou zaddny také funkéni hod-
. 4 o« Y 7
noty interpolované funkce v téchto bodech f(z1) a f(x2). ) 75

rn D

Pak pro tlohu interpolace funkce f na siti boda z1,x2 (vyberte vsechna pravdiva tvr- >
zeni)

neeexistuje interpola¢ni polynom existuje nekone¢né mnoho D P Inaooseskh

prvniho stupné, interpola¢nich polynomu prvniho oLt

stupné,

existuje pravé jeden interpolac¢ni neeexistuje interpola¢ni polynom

polynom prvniho stupné, druhého stupné,

existuje nekone¢né mnoho existuje pravé jeden interpolacni

interpolacnich polynomut druhého polynom druhého stupné,

stupné,

neeexistuje interpola¢ni polynom existuje nekone¢né mnoho

tretiho stupné, interpola¢nich polynomu tietiho stupné,

existuje pravé jeden interpolac¢ni
polynom tfetiho stupné.




Interpolace

281

5. (4b.) Pokud z interpola¢nich podminek sestavime za i¢elem hleddni koeficientti interpo-
lacniho polynomu soustavu, pak matice této soustavy je spatné podminéna a nazyvame

J1

matice interpolac¢ni funkce,
Grammova matice,
Krylovova matice,
trigonometricka matice,

ortogonalni matice.

tfidiagondlni matice,
Givensova matice,
Householderova matice,

Vandermondova matice,

D D
Y, %
/"k,i 5 “\QV

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA

V PLZNI
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6. (5b.) Lagrangeuv interpola¢ni polynom je (vyberte vSechny moznosti dokonéeni tvrzeni
' e vy
tak, aby tvrzeni bylo pravdivé) N 73

spojita funkce,

specidlni pifpad linerniho splajnu, D > ““
specialni pripad kubického splajnu,

spojité diferencovatelna funkce,

polynom, ktery splinuje interpola¢ni podminky,

je polynom nejnizsiho stupné ze vsech polynomi, které splnuji interpolac¢ni pod-
minky,

je roven Newtonovu interpola¢nimu polynomu,

je polynom, ktery ve vsech bodech defini¢niho oboru ma stejnou funkéni hodnotu
jako interpolovana funkce.

je slozen s Cebysevovych polynomi.
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7. (5b.) Newtonuv interpolaéni polynom je (vyberte vSechny moznosti dokonéeni tvrzeni
7 7 Y 7
tak, aby tvrzeni bylo pravdivé) N 73

spojita funkce,

specidlni pifpad linerniho splajnu, D > ““
specialni pripad kubického splajnu,

spojité diferencovatelna funkce,

polynom, ktery splinuje interpola¢ni podminky,

je polynom nejnizsiho stupné ze vsech polynomi, které splnuji interpolac¢ni pod-
minky,

je roven Lagrangeovu interpola¢nimu polynomu,

je polynom, ktery ve vsech bodech defini¢niho oboru ma stejnou funkéni hodnotu
jako interpolovana funkce.

je slozen s Cebysevovych polynomi.
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8. (4b.) Newtonuv interpolac¢ni polynom s pomérnymi diferencemi konstruujeme " 7
) S
N S

z tabulky pomérnych diferenci,

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

z Cebysevovych polynomt,

z Krylovovych prostort, D
specialni volbou béaze,

specidlni volbou interpola¢nich uzli,
fesenim specialni soustavy linearnich rovnic,

kubickou spline funkci,

9. (4b.) Newtonuv interpola¢ni polynom s doprednymi diferencemi lze zkonstruovat na
(vyberte nejobecnéjsi podminku)

libovolné siti interpolac¢nich uzli,
ekvidistantni siti interpolac¢nich uzlu,
siti nezadpornych uzla,

siti uzlii z kotentt CebySevovych polynomii.
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10. (4b.) Trigonometrickou interpolaci 1ze zkonstruovat na (vyberte nejobecnéjsi podminku)

libovolné siti interpolac¢nich uzli,

specidlni ekvidistantni siti interpolac¢nich uzli,
siti nezapornych uzla,

siti uzli z kofentt CebySevovych polynomii.

11. (4b.) U interpolace spline funkcemi s narustajicim poc¢tem interpola¢nich uzli narista
také

stupen interpola¢niho polynomu,
dimenze soustavy pro urceni koeficienti interpolac¢niho polynomu,
pocet pouzitych pomérnych, doprednych ¢i zpétnych diferenci,

nic z predchoziho.

o

1849
v7
@ &
2 <
Cy, i ““\‘\

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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12. (4b.) Necht je dana sit interpolac¢nich uzli s funkénimi hodnotami

flz1) = 2
f(z2) = 0

Pak linearni spline funkce mé v tomto pripadé predpis

SD(J:) = —.’L'2 + 17
1
o(x) = 593 +1,

o(x) =2z +2,

SD('I') =T+ 27

p(z) =z +2,
1
o(x) = —im + 2,

o(r) = -z +1,

neexistuje.

&
S

57

S
<

‘ e 94 »
) STRAN
% v
Ckj ““\‘\

=

7,
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13. (4b.) Necht je ddna sit interpola¢nich uzli s funkénimi hodnotami a okrajové podminky v I!V!I 5
rp = 0 flz1) = 2 2SS
r9 = 1 f(ze) = 0
(p/(:'vl) = 1 (p/(:EZ) = 1 D ZAPADOCESKA
Pak kubické spline funkce mé v tomto pripadé predpis
p(z) =0, o(z) = 22 — =z,
olz) =2°+z -2, o(x) = 223 — 32?2 + «,
o(x) =223 — 322 + 2 +1, o(x) = —223 +32° + 2 — 1,
o(r) = —223 + 322 — «, neexistuje.
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14. (4b.) Konstrukce kubické spline funkce na ekvidistantni siti uzli . . =

= N

je jednoznacna, Qs

neni jednoznacnd, je nutno pridat hodnotu prvni derivace v pocatecnim bodé, —

ZAPADOCESK,

’ UNIVERZITA

V PLZNI

neni jednoznacna, je nutno pridat hodnotu druhé derivace v koncovém bodé,
neni jednoznacnd, je nutno pridat hodnotu prvni derivace v poc¢ateé¢nim bodé,
neni jednoznacné, je nutno pridat hodnotu druhé derivace v koncovém bodé,

neni jednoznac¢nd, je nutno pridat hodnotu prvni derivace v libovolném krajnim

bods,

neni jednoznacnd, je nutno pridat hodnotu druhé derivace v libovolném krajnim

bods,

neni jednoznacnd, je nutno pridat libovolnou okrajovou podminku,
neni jednoznacnd, je nutno pridat dvé vhodné okrajové podminky,

neexistuje.




Interpolace 289

15. (4b.) Linedrni spline funkci lze zkonstruovat na (vyberte nejobecnéjsi podminku) v I!V!I 5
libovolné siti interpolacnich uzld,

specidlni ekvidistantni siti interpola¢nich uzla, N
ZAPADOCESK

> UNIVERZITA
V PLZNI

L

siti nezapornych uzlu,

siti uzli z korenti CebysSevovych polynomii.
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16. (4b.) Pomérné diference k. fddu konstruujeme predpisem I!V!I
“ IsTRaNY, 7
"”0“- ““\«3
Titly ..., Li 1] = flzi, ..., 2 .
f[xi7mi+17"’axi+k:+l] = f[ A=Y thdtaiha ] f[ v : H—k],Z = 0,...,77,—k— 1 ZAPADOCESKA
Titk+1 — T4 P univerzima
V PLZNI
flxo, 21, .-+, Tighs1) = foinn o Tipen] = floi - Z+k],z =0,....n—k—1
Titk+1 — T4

fl@e, Tiv1, . o o Tiprt1] = flois e ivora] = floer o Zir ],z=07...,n—k—1
Titk+1 — T4

flos, Toga, - Tigra] = flwin] = f[ka],i =0,....n—k—-1
Titk — T4
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17. (4b.) Oby¢ejnou doprednou diferenci k. fadu konstruujeme predpisem

AbF =Y ( n ) fz5)
=0\
AR =Nf i — DO f,

AFf=N0fp — A0 fr

pkf = i%(—l)"j (7))

&
S

“ 2 7
%,

»
STRAN §
Q
Zxg ynis

=

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI
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Spravné zodpovézené otazky:

Ziskané body:
ZAPADOCESKA

’ Vv .. > UNIVERZITA
Procento tispésnosti: v pLZNI

Pro ukonceni testu je tieba kliknout na tlacitko ,,Konec testu®“. Opraveni testu se pro-
vede kliknutim na tlacitko ,,Vysledky“, spravné odpovédi budou oznaceny zelené a cervené
budou oznaceny odpovédi chybné. Pri pouziti otdzky s tvorenou odpovédi se spravnéd odpo-
véd zobrazi v ramecku umisténém vpravo dole v navigacnim panelu po kliknuti na tlac¢itko
,Odpoved“.
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b o
Kapitola 6 D
Aproximace

Pruvodce studiem

Obdobné jako v pfipadé interpolace se problematika aproximace funkci zabyvd metodami nale-
zeni jednodussich funkci, které jsou dosatecnym priblizenim (aproximaci) funkce jiné. V pripadé
aproximacnich metod vsak nebudeme vyZadovat ani spinéni interpolacnich podminek, tzn. Ze
vysledna aproximacni funkce nemusi dokonce prochdzet znamymi funkénimi hodnotami funkce
aproximované.

V této kapitole se seznamime s principy teorie aproximaci funkci a se ze zakladnimi aproximac-
nimi metodami.
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Aproximace si klade za cil nahradit danou funkci f z prostoru funkci F néjakou jedno-
dussi aproximac¢ni funkci ¢ z prostoru aproximacnich funkci ®. Na rozdil od interpolac¢ni
funkce vSak nevyzadujeme, aby se aproximacni funkce ¢ shodovala v predem danych bodech
23,0 =0,...,m s puvodni funkci f (viz Obrazek 6.1).

f()
interpolace
aproximace

Obr. 6.1: Porovnani interpolacniho polynomu s linedrni aproximacni funkci.

{ A\ UDY A ’

@ &
2 <
Ckj ““\‘\
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Za podprostor ® si obvykle vybirdme konec¢nédimenzionalni podprostory funkci, nebot se
vysledné aproximacni funkce daji dobre vyjadrit jako linedrni kombinace vektort baze. Ty-
picky jsou to pak prostory polynomt, konecnérozmérné prostory trigonometrickych funkci
apod. Je zfejmé, ze chyba aproximace bude zavisla pfedevsim na volbé tohoto prostoru.
Dilezitou otdzkou v aproximacni iloze je tedy otdzka ,miry vzdalenosti“ aproximacni
funkce ¢ od ptvodni funkce f. Cim je tato ,vzdalenost® mensi, tim ziejmé lepsi apro-
ximacni vlastnosti ziskavame.

Za timto tcelem ndm dobie poslouzi prostory funkei se skalarnim soucinem (f, g) a normou
Ifll = /(f, f) indukovanou timto skaldrnim sou¢inem. ,Miru vzdélenosti“ f od ¢ pak
muzeme mérit metrikou

p(fie)=If —ell=V({f—o. f—¢)

kde fe Faype ®.

Pro hledanou aproximaé¢ni funkci ¢* € ® pak pozadujeme, aby spliiovala vlastnost

p(f, ") = p(f,p) proVpe @,
t].
[f =" SIIf—¢ll proVped.

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI
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-

Velmi ¢asto se v aproximacnich tlohdch voli za prostor funkci F prostor La(a,b) (tj. .

‘- 9 7
2 &

b ISTRAVS,
f f2(ac)d:v < +400) a za prostor aproximacnich funkci ® muzeme napiiklad brat prostor s>
a

vsech polynomt stupné nejvyse n.

Na prostoru La(a,b) zavidime skaldrni soucin 2APADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L

b
(f.9)2 = / f(@)g(z)da
a normu
. !
1]z = / Py |

Definujeme-li metriku pro vzdalenost funkci

p(f,e) = p2(f,0) = If —ell2,

pak aproximacni lohu muzeme predepsat jako minilalizac¢ni tilohu

{ Najdi ¢* € ® takové, Ze

0.1
1f = IR If - l2 proveed. (6.1)
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Vsimnéme si, ze misto normy ||f — ¢[l2 jsme pouzili v minimalizaéni tloze (6.1) jeji
‘ 2 ey 2 08 P g . v 4o 9 .
kvadrat ||f — ¢||5. Tento tvar nema zadny vliv na vysledek minimaliza¢ni tlohy a pfitom je
mnohem vhodnéjsi pro ipravy minimalizované funkce nebot zatimco

If = dlla=(f =&, f =92,

tak
IF =9l =(f—o,f—9) .
Pokud je tedy funkce f zaddna pouze na diskrétni siti {x;,7 = 0,...,m}, dostdvame
funkci f ve tvaru m + 1 rozmérného aritmetického vektoru funkéni hodnot

(an"':fm)eRma

kde f; = f(z;),i=0,...,m.

Mnozinu funkci definovanych na kone¢nych mnozindch bodu pak muzeme ztotoznit s vekto-
rovym prostorem aritmetickych vektortt R™*!, na kterém zavedeme skaldrni soucin a normu
ve tvaru

(f,9)2m =Y _ figir fllzm = (Z ff) .
=0 i=0

Phvodni aproximac¢ni tloha mé pak tvar

R ERR 4 m+1 >
{ Najdi o* € R tak, Ze (6.2)

If = ¢*13m = If = @l3 proVp e R™HL.

V obou téchto pripadech (6.1) a (6.2) se metoda aproximace nazyva metoda nejmensich
ctverci. Jeji nazev vychazi z geometrické interpretace této metody v diskrétnim pripadé.

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI
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Za aproximacni polynom se vybira ten polynom, jehoz soucet ¢tvercti odchylek od hodnot . o7
. . vz = N
fi je nejmensi. AN
4'/0“. >

Nejlépe 1ze princip metody pochopit z Obrazku 6.2.

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

L

Xo X1 X

Obr. 6.2: Metoda nejmensich ¢tverci minimalizuje obsah ¢tvercti
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7 vyse uvedeného je patrné, ze vysledny aproximacni polynom zavisi na volbé metriky
pro vzdalenost funkci. Zménou normy resp. skalarniho soucinu tak muzeme dostat jiné apro-
ximacni funkce, jejichz aproximac¢ni vlastnosti se budou lisit v zévislosti na metrice.

o

Kromé metody nejmensich ¢tverct se pro aproximace taktéz Casto pouziva tzv. stejno- p ZAravocises
UNIVERZITA
meérnd aprorimace, kdy za normu f volime v pLzni

[fllo :== max |f(z)], kdef € C((a,b)) .
z€{a,b)

Pokud si za tiidu aproximacnich funkci vezmeme opét prostor vsech polynomu stupné nej-
vyse n, pak aproximacni tiloha mé tvar

Najdi p* € @ takové, ze

: _ . Obsah
i |f(z) — o(x)|

: « ‘ v Ve v o o\ . 299. strana ze 415
Pokud funkce f je opét zndma pouze na konecné mnoziné boda, mizeme volit normu

[=]
[£]
=]
[=]

[flloo,m = max [fi]
i= m

gocogy

d
i

a aproximacni iloha ma tvar

Najdi ¢* € ® takové, ze
min max |f(z;) — ¢(x;)| -
P i= m

Pokud se zamyslime nad rozdilem mezi metodou nejmensich ¢tvercli a stejnomérnou
aproximaci, tak vysledna ,vzdédlenost“ aproximacni funkce nepresdhne urcitou mez, danou
pravé normou || f — ¢*||, zatimco v pfipadé metody nejmensich ¢tvercu takovato mez neni
garantovana, ale za to funkce ¢* se priblizuje k funkci v pruméru po celé délce intervalu, Zaviis elelimani
na které aproximuje.

I Cels obrazovka/Okno
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6.1. Metoda nejmensich ctvercia ‘_7
= g
2 S
V predchozim textu jsme jiz definovali metodu nejmensich ¢tverci jako minimalizaci s>
kvadratu Eukleidovské normy chyby aproximace.
Reknéme, Ze prostor ® ma, usporadanou bazi (o, .. ., @n). JAPADOLESKA
Pak VSO cd plati > sn:’llvzsunlzm

p=copo+t -+ Cnn,

kde cg, ..., c, € R jsou souradnice funkce ¢ v dané bazi.
Budeme se tedy snazit nalézt takové cg,...,c; € R, Ze
2 2
If —copo — - — cpnllz S IIf — copo — - .- — caipnll2

pro Veg,...,cp € R.

Dostavame tedy minimaliza¢ni ilohu

min pa(f,co,- .., cn)2
CQy---4Cn,

s p2(f,co,--sen)? = (f —copo — ... — o, [ — CoP0 — - .. — Cnipn)2.
Pro tuto tlohu si mtizeme predepsat nutnou podminku existence minima ve tvaru

9p3(co, .-, cn)

=0,k=0,...
Ber 0, 0,...,n
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Tedy

p%(COv"'v ) f7 2_2261 f?gpl 2+ZZCZC] @za@]

=0 j=0

9p3(co, .- cn)

aCk = _Q(fa ka)Z +2zcl(@’ta@k)2 =0.

=0

Nutnéd podminka méa tedy tvar

n
S cileior)s = (fror)a, k=0,...,m
=0

coz predstavuje soustavu linedrnich rovnic s nezndmymi cy, . . ., c,.

- 0, N NJ
) STRAN
2 TRA &

%/
) Y
Zxg ynis

L
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Tyto rovnice se nazyvajl normdlni rovnice a jejich maticovy zapis vypada nasledovné

Ac=1b
(wo,00)2 (po,p1)2 - (©0,¢n)2 (fs0)2
(p1,00)2 (P1,1)2 --- (¥1,00)2 (f1)2
A=1. : S = (i 05)], b= :
(n,0)2 (Pnsp1)2 --- (¥n,¥n)2 (f,n)2

Postacujici podminkou existence minima je pak positivni definitnost Hessidnu

sz%(co, ceyCn)

coz je pravé matice A.

Tato matice se nazyva Grammova a je o ni zndmo, ze je symetricka a positivné definitni
pokud ¢y, ..., @, jsou nezavislé, coz v nasem pripadé plati (nebot tvori bazi prostoru ®).

Aproximacni funkce nalezena touto metodou tedy mé pozadované minimaliza¢ni vlast-
nosti. V diskrétnim pripadé ziskdvame stejné normalni rovnice, ve kterych se pouze vysky-
tuje jiny skalarni soucin.

Konkrétné
A= [((Plv (Pj)Q,m] b= [(f: SO'L')Q,m] )

kde .
(f7 g)2,m = Zflgz .
=0

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Poznamka 6.1. Je nutné poznamenat, ze pro velkd n je matice A zkonstruovana vyse
uvedenym predpisem velmi spatné podminéna pro bézné polynomidlni baze jako je baze
vi(z) = z*.

To nds privadi k vyuziti ortogonalnich systémi v aproximaci nejmensich ¢tvercu (viz dalsi
podkapitola 6.2).

Algoritmus 24 METODA NEJMENSICH CTVERCU
Input: f, (¢o,...,¢n)
: fori:=0,...,ndo

forj:=0,...,ndo
[Alij == (@i, 05)
end for
end for
: [co, ..., cn]T := cje feSeni soustavy Ac = b

DD RPN

Output: c,...,c,

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
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Priklad 6.2. Necht funkce f: R — R je zadana v bodech

o) = 1
f@2) = 2
/@) = -1

Aproximujte tuto funkci polynomem prvniho stupné p € P; metodou nejmensich ¢tverca.
Reseni. Budeme tedy hledat polynom p ve tvaru
p(x) = co + c1z.

V idedlnim pripadé by hledana funkce interpolovala dané body, tedy body by lezely na
primce a ,mira vzdalenosti“ by byla nulova. To by ovSem znamenalo, ze hledané koeficienty
fesi soustavu sestavenou pro hledani interpola¢niho polynomu (viz Pfiklad 5.3)

Ac=1b,
kde
T o L0 (o) 1 c
A= |20 2t | =1 2|, b=]| flz) | =]| 2 |, c:[ 0].
Gy am; 1 3 f(z2) -1 “

Samoziejmé, tato soustava nemd FeSeni (protoze body na piimce nelezi, fadky nejsou line-
arné zavislé).
Muzeme vsak nalézt ,,co nejlepsi“ Teseni, tj. takové, aby chyba feseni

err(c) := Ac—b

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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byla co nejmensi.
Ve smyslu nejmensich ¢tverci budeme uvazovat co nejmensi chybu s kvadratem, tj.

¢ = arg min||Ac — b|%
Nejdrive upravme
|Ac — b||2 = (Ac — b, Ac — b) = T AT Ac — 2T ATb + b7h .
Jelikoz minimum je nezavislé na konstanté b”b, lze minimaliza¢ni tilohu piepsat do tvaru
min %CTATAC — ATy |

Nutna podminka minima (jednd se o kvadratickou funkci s symetrickou positivné definitni
matici, viz Véta 3.24) ma tvar
ATAc=ATh .

Tedy misto ptivodni interpolacni soustavy budeme fesit tuto soustavu.

10 1
11 1 3 5 1 1 1 2
Ty _ Ty _
AA_[OQ?)] L2 _[5 13}7 Ab_[023] 2 _[1]
1 3 -1
Konkrétnim fesenim je cg = 1.5, ¢; = —0.5. Porovnani zadanych bodt a aproximac¢ni funkce

je vykresleno na Obréazku 6.3.

ZAPADOCESKA
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Obr. 6.3: Priklad 6.2 - Teseni, aproximace linearni funkeci.
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AZIRINA
Tento spuisob reseni odpovida vysSe uvedené teorii. Zvolime-li standardni bazi vektoro- . || o7
vého prostoru Py, tj. (v, ¢1), kde '5% G
/05'4' ““\Qﬁ
_ 0
Yo =
<p1 = :E ) ZAPADOCESKA

UNIVERZITA
V PLZNI

A4

pak odpovidajici Grammova matice ma tvar

2 2
[ (p0,%0)2 (0, %1)2 ] _ izosoo(:vi)xpo(wi) i%)@O(Ii)-SDl(SCi) .
(¢1,00)2 (p1,01)2 ;)gm(a:i).cpo(xi) .:Zo(pl(xi).gpl(xi)

_ [00.0042020 43030 V0t 42021 +303 ] [3 5
~ | 08.0°+ 220+ 353% otot+2t2t+3'3 | [ 5 13

a prava strana normélni rovnice

2

{ (f,0)2 ] B igof(‘”i)'%(“;i) B { 1.0‘3+2.2‘1)+ (—1).3‘1) ] B [ 2 ]
= | 2 = B = .
(fs1)2 S Fas)on(z:) 1.0' +2.21 +(-1).3

=0
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IR
Priklad 6.3. Pro funkci f(z) := cos(z) naleznéte na intervalu (0, 7) aproximaci polynomem v 57
tretitho stupné ¢(z) pomoci metody nejmensich ¢tvercu. "*:,»,* ‘&5’
/0"‘ ““\‘\

Resend. Hledans funkce je polynom tfetiho stupné

o 2 3
p(z) == co + 17 + c23” + c32° D S

V PLZNI

tedy tkolem je nalézt konstanty cg, c1, co,c3 € R.
Uvazujme standardni bazi vektorového prostoru polynomu nejvyse tretitho stupné

2

wo(z) == 1 pa(z) = :c3

pr(z) = = p3(x) =

a sestavme normalni rovnice. Za timto tcelem bude nutno spocitat dané skalarni souciny.

s
(Pos0)2 = [l-ldx=[a]f =
0 e
(p1,01)2 = gm l’dX:[%}O:%
ur s
(p2,02)2 = [a?-2? dX:[%]OZW_S
0
s
(p3,903)2 = fm3-x3dX:[”—77]::”_77
0
- [lod=[2] ==
((1007901)2 = f Tr dX = 5 ()_ 5
0
s
(9007902)2 = fl I2 dX:[%—s]Z:ﬁ
" gt
w s
(po,p3)2 = ‘o“ m3dx:[§]0:%4
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(b1, 022 = f o dx=[2] =%
(p1,03)2 = {Tﬂc 23 dx = [%]: =z
(p2,p3)2 = 0fw2 23 dx = [%GK =z
(00, f)2 = Ofl - cos(z) dx = [sin(z)]§ = 0
(1, f)2 = Ofx - cos(z) dx = [zsin(z) + cos(a)]] =7
(02, )2 = b[xQ -cos(x) dx = [¢? sin(z) + 2@ cos(z) — 2sin(z)]]
(g3, f)2 = ({ z? - cos(z) dx = [23sin(z) + 322 cos(z) — 6z sin(z) — 6 cos(z)]

=12 — 372

Pak soustava normalnich rovnic ma tvar

71'2 7'('3 71'4

T 5 5 I c 0

71.2 71.23 7.?4 7.?5 e 2

2 3 4 5 a | = -
L S O o o

34 45 56 67 2
2 7w m° ml c3 12 — 3m
4 5 6 7

Tuto soustavu lze Tesit numericky (viz kapitola 3)

co = 0.9910, ¢; =0.0850, co = —0.6836, c3 =0.1451 .

&
S

R
57

S
<

( e 94 »
) STRAN
% D
4 ““\‘\

-

2,
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Zbyva dosadit Teseni do predpisu hledaného polynomu a ziskdame aproximac¢ni funkci .

“ 9 7
2 &

STRAVY,
0[(4- ““\‘\*’

o(z) = 0.9910 + 0.0850z — 0.68362° + 0.14512° .

Porovnéani zadané funkce f a aproximacni funkce ¢ je vykresleno na Obrazku 6.4.
ZAPADOCESKA

UNIVERZITA
V PLZNI

L

151

10F

Obr. 6.4: Piiklad 6.3 - feSeni, aproximace metodou nejmensich ¢tverci.
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6.2. Ortogonalni systémy funkci ‘_7
= g
2 S
V poznamce 6.1 jsme upozornili na skutecnost, ze volba standardnich polynomickych bazi s>
jako je ¢; = 2" vede na velmi Spatné podminéné soustavy normaélnich rovnic.
Této situaci se dé elegantné vyhnout pokud za bézi zvolime ortogonalni systém funkci. y e
Nejprve si tedy pripomenme, co rozumime pod pojmem ortogondlni systém funkci. TEE T

Definice 6.4. Necht je dan vektorovy prostor ® se skalarnim soucinem (f,g), f,g € ®.
Rikdme, ze mnozina {po, ..., ¢p} C @ je ortogondlni, jestlize

- =0 pro i # j
(801330]){ #0 proi:j

Zobecnéme skaldrni soucin (f, g)2 na prostoru Ly(a, b) nisledovné

b

(f, )20 = / f(@)g(@)w(z)dz ,

a

kde w(z) je tzv. vdhovd funkce, Yz € (a,b) : w(z) > 0.

Pro f,g € R™*! pak zobeciiujeme Eukleidiiv skaldrni sou¢in nasledovné
m
(f,9)2mm = Y _ figiwi ,
i=0

kde w; > 0,i =0,...,m.
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Uvedme piiklady nékterych ortogonélnich systémii:
Priklad 6.5.
a) spojity pripad
Funkce ¢j(x) = cosjz,j =0,1,... tvofi na (0, 7) ortogonalni systém s w(z) =1

b) diskrétni pripad

Funkce ¢;(x) = cosjz,j = 0,1,...,m tvoil na siti bodi z; = fﬁﬂg,z =0,...,m
s w(xz) =1 ortogonalni systém
Piiklad 6.6. Cebysevovy polynomy
a) Polynomy T}(x) = cos(jarccosz),j = 0,1,... tvoii na intervalu (—1,1) ortogonalni
systém s w(z) = (1 — x2)_%. Tyto polynomy muzeme taktéz ziskat rekurentnim vzor-
cem
Ty(o) = 1, T4(0) = 2 Tj1(2) = 20T3(w) — Tyr (o)
b) Polynomy T}(x) = cos(jarccosz),j =0,1,...,m jsou ortogonalni na siti
20+ 17\ . 0
X; = COS —],i=0,...,m
3 771 ﬁ— 1 2 b b b
sw; = 1.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
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Priklad 6.7. Legendrovy polynomy ® . =
Polynomy A 5

1 & x>
T 201 dai
tvori na (—1, 1) ortogondlni systém s w(z) = 1.
Tyto polynomy je taktéz mozno ziskat rekurentnim vzorcem

Py(z) = 1, Pj(z) (> —1)],i=1,2,...

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L

27 +1
Po(x) = 1, Pi(z) = @, Pjya(a) = j+ —zP;(x)

- ‘H—lpjfl($) :

Poznamka 6.8. Polynomy v Piikladech 6.6 a 6.7 lze rozsifit z intervalu (—1, 1) na interval
(a,b) prostfednictvim transformace

_a:—i—l
LD

(b—a)+a,xze(—-1,1).
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Lemma 6.9. Necht funkce @, ..., pn jsou ortogondlni. Pak Teseni normdlnich rovnic md
tvar
@ = M,izo,...,n.

7 uvedeného Lemattu 6.9 tedy plyne, ze pri pouziti ortogonalniho bazového systému
funkei neni potfeba fesit soustavu normalnich rovnic, nebot jeji matice je diagonalni a reseni
tudiz muzeme vypocist primo dosazenim do rovnic

(f, vi)

Ci = ——=

(@i 05)

Tento postup pochopitelné zcela eliminuje jakykoliv vliv numerické nestability na hledani
aproximacni funkce.

‘(‘7

- OspaN™ N
‘}:’ STRAY $
2, <S>
xS
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6.3. Test
AL <l

D &
Nasledujici test zahajite kliknutim na tlacitko ,Zacatek testu“. U otazek, kde lze volit s>
jen jednu odpovéd (test nedovoli zaskrtnout vice odpovédi), je spravna odpovéd bodovana
poctem bodl uvedenych v zavorce u zadani a Spatnd odpoveéd je bodovana 0 body. U otazek, —

. ’ ’ ’ v 17 » v o ’ ’ v 17 ’ > UNIVERZITA

kde lze volit vice spravnych odpovédi, je soucet bodi spravnych odpovédi uveden v zavorce v PLZAI

u zadani a za kazdou spatnou odpovéd bude odecten jeden bod.

1. (4b.) Pod pojmem aprozimace funkce rozumime

nalezeni funkce, ktera splnuje interpola¢ni podminky,

nalezeni funkce, kterd nemusi spliovat interpola¢ni podminky, ale ma nejmensi
,vzdalenost“ od této funkce,

nalezeni polynomu nejnizsiho stupné, ktery spliuje alespon jednu interpola¢ni pod-
minku,

nalezeni polynomu, ktery nejlépe interpoluje zadanou funkei,
urceni okrajovych podminek splajnu,
funkci, kterd se v kazdém bodé uvazovaného intervalu rovnd ptivodni funkci,

nalezeni polynomu, jehoz integral na uvazovaném intervalu je nejnizsi mozny.
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1849

2. (4b.) Za prostor aproximacnich funkci volime .
Y IsTRANS 7
D 5
Qe
0&1 ““\‘\

vzdy prostor polynomil nejvyse patého stupné,

Krylovovy prostor
Y y p y: ’ ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L

jednorozmérny realny prostor,
jednodusi prostory funkci, nez ze kterého pochdazi ptivodni funkce.
3. (4b.) Hodnotu ,vzdélenosti“ puvodni aproximované funkce a aproximacni funkce lze
mérit
pomoci pravitka nebo posuvného méridla,

pomoci prislusné metriky,

pomoci Krylovovych prostora,
pomoci CebysSevovych polynomii,
vzdy pomoci integralni normy.

vzdy pomoci Eukleidovské normy.




Aproximace 317 Py S 0 S

VIRV
1849
4. (4b.) Metoda nejmensich ¢tverca pro aproximaci funkce zadané na diskrétni siti uzla . 5
= N
i N 5 o . "y D S
vybira za aproximacni polynom ten, jehoz soucet ¢tverci odchylek od funkénich 2 ““\‘e&

hodnot v uzlech sité je nejmensi,

minimalizuje integralni normu, D p Zeasocesca
V PLZNI

hled4 aproximaéni polynompomoci Cebysevovych polynomi,
vybira vhodné prvky Krylovova prostoru,
interpoluje zadanou funkci na dané siti bodi,

vybirad za aproximacni polynom ten, jehoz Eukleidovska norma je nejmensi.

5. (4b.) Vysledny aproximacni polynom zavisi na

konstrukci vhodné spline funkce,

volbé baze daného prostoru polynomu,
presnosti pouzitého interpola¢niho polynomu,
volbé pouzité metriky,

matematickém modelu tlohy.
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AZIRINA
1849
6. (4b.) Pro urceni aproximac¢niho polynomu pomoci metody nejmensich ¢tvercu je nutno . o7
= N
o . %, $
vyTesit soustavu s Vandermondovou matici, 2 ““\«v&
interpolovat zadanou funkci na siti bodu,
ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
zkonstruovat linedrni spline na zadané siti bodi, oo

sestavit a vyresit soustavu normélnich rovnic,

ovérit positivni definitnost Grammovy matice.

7. (4b.) Necht je déna sit bodi a pfislusné funkéni hodnoty
r1 = 0 f(xl) =1
zo = 1 f(l‘g) = 2

Pak polynom nultého stupné, ktery nejlépe aproximuje funci f ve smyslu nejmensich
¢tverclt ma predpis

o) =z+1, o) =+ 2,
() =0, plr) =1,
p(e) =2, p(z) =3,
p(r) =1/2, p(r) =3/2,

e EE=EEn
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8. (4b.) Necht je ddna funkce f(z) = sin(z). Pak polynom nultého stupné, ktery nejlépe
aproximuje funci f na intervalu (0, 7/2) ve smyslu nejmensich ¢tverci mé ptedpis

p(z) =,
p(z) =m/2,
p(x) =1,
p(z) = —7/2,

p(z) =0,

wlw) =2/m, D . ot
QD(.Z') = _17

neexistuje.

9. (4b.) Mezi ortogonalni systémy funkeci patii napriklad (vyberte vSechny mozné spravné

moznosti)

Legendrovy polynomy,
Cebysevovy polynomy,

Newtonovy interpolac¢ni polynomy,

Lagrangeovy interpolac¢ni polynomy,

standartni baze prostoru polynomii,
prvky krylovova prostoru,

polynomy generované metodou
nejmensich ¢tverct,

kubické spline funkce.
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10. (4b.) Systémy ortogondlnich funkei v metodéch aproximaci zavadime, protoze (vyberte
nejsilnéjsi tvrzeni)

BTS2 R . Y .. . Zri e
prislusnd Grammova matice je prislusnd Grammova matice je dobre
regularni, podminénd, tedy snadno resitelna
gradientni metodou, P Inaooseskh

prislusné soustava normalnich rovnic
ma reSeni,

11. (4b.) Ortogonalni systémy funkeci

lze pouzit pouze pro interpolaci na
intervalu (—1,1),

lze pouzit na libovolné intervalu pomoci
jednoduché linearni transformace,

prislusnd matice soustavy normalnich
rovnic je diagonalni.

lze pouzit pouze pro interpolaci na
intervalu (0, ),

nelze pouzit pri reseni dlohy
aproximace.

V PLZNI
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12. (4b.) Necht je dana sit n + 1 aproximacnich bodu a p¥islusnych n + 1 funkéich hodnot . =
funkce f. Pak pokud funkci f aproximujeme polynomem n-tého stupné, pak ’5% '3«5
/0"4- ““\‘\

tento polynom je soucasné interpola¢nim polynomem,

’ ’ . o , ZAPADOCESKA
globélni chyba aproximace je nulova, P univerzia

V PLZNI

tento polynom je soucasné linedrnim splinem,

tento polynom je soucasné kubickym splinem.

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tispésnosti:

Pro ukonceni testu je tfeba kliknout na tlacitko ,,Konec testu“. Opraveni testu se pro-
vede kliknutim na tlacitko ,,Vysledky“, spravné odpovédi budou oznaceny zelené a cervené
budou oznaceny odpovédi chybné. Pti pouziti otdzky s tvorenou odpovédi se spravnéd odpo-
véd zobrazi v ramecku umisténém vpravo dole v navigacnim panelu po kliknuti na tlac¢itko
,Odpoved “.




Kapitola 7

Numericka derivace a integrace

Pruvodce studiem

Vypocet derivace a integralu je dalsi velmi hojné pouzivanou matematickou ulohou. Sami vime,
Ze se vsak v pfipadé velmi slozZitych funkci miiZe jednat o velice ndrocnou dlohu. Proto mnohdy
nezbyva, nezli vyuZit numerickych metod k jejich vycisleni.

522 o

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

V nasledujici kapitole se proto seznamime se zakladnimi numerickymi metodami, které umozni

najit jejich aproximace.




Numericka derivace a integrace 323 P S 0

Numerickd derivace i integrace je zalozena na prosté myslence nahradit pivodni de- " 7
. s ve . . v 7 7 . - NS
rivovanou funkci ¢i integrovanou funkci interpolacnim polynomem a poté derivovat resp. D 4

integrovat tento polynom. Pochopitelné ¢im presnéjsi bude interpolacni polynom, tim pres- x>
néjsi aproximaci derivace ¢i integralu dostaneme.

Jak je zndmo z teorie interpolace, jeji presnost muzeme ridit vhodnou volbou rozmisténi zhrADotesKh
interpola¢nich uzlia. Toho se pak d& vyuzit i pri presnéjsim vyhodnoceni numerické derivace v PLZNI

¢i integralu.
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1849
7.1. Numericka derivace
ey
Q &
Jak jiz bylo zminéno, numerickd derivace spociva v derivovani interpola¢niho polynomu s>

nahrazujiciho derivovanou funkci f. K tomuto tacelu tedy pouzijeme Newtonuv interpolac¢ni
pOlyl’lOHl D ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
f(z) = Np(x) = flxo] + flzo, z1](x —x0) ++ -+ flzo,.. . xn)(x — o) ... (x — xy)
Prvni derivace pak mize byt numericky vypocitana nasledovné

fl(z) = N;, = flzo,z1] + f[x071'1,332]% [(x — z0)(z —21)] + ...
s fl@o, - nl g (@ — 20) - (@ — Ta1)]

Oznacime-li chybu interpolace

_ fi(e)
Enii(x) = m
kde
e(z) = (z—m)...(z —zn)

Pak chyba prvni derivace je

Fort(e) d
~ (n+1)! %e(w) '
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Predpis pro k-tou numerickou derivaci funkce f pak mé tvar " || 7
N (@) = flao, -, 2] L [(@ = 20) . . (@ — 2p_1)] + - .. s
k
+ f[m07 7-/1771]% [(l' - J"O) (l’ — Tnp-—1 ]
ZAPADOCESKA
a jeji chyba ma tvar D vz
(n+1) dx
B0 @) = L Lo
(n+1)! dak

Pro vypocet numerické derivace pak obvykle volime ekvidistantni sif uzla, tj.
.%‘H_l—:l?i:h, i=0,...,n—1.

Pak naptiklad pro volbu z; = = ziskdvame interpola¢ni body

To = x—h
rT = X
To = x+h
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Uvedme tedy nékolik zdkladnich formuli pro numerickou derivaci véetné jejich chyby: . .
Vzorce pro prvni derivaci N

1. Stupen interpola¢niho polynomu n = 1

Pro volbu ZAPADOCESKA
rg = X UNIVERZITA
V PLZNI

1 = xz+h

L

dostavame nésledujici formuli pro numerickou derivaci

flz) = f(“hfz_f(m) _ %hf”(&) cc(math), h>0

Volbu zg a x1 muZzeme vSak provést i nasledovné

0o = x—h
rKT = XT.

Pak dostavame nasledujici vzorec pro prvni derivaci

fl(x) = f@) - i(x —h) + %hf”(g) Ee(x—hz), h>0
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2. Stupen interpola¢niho polynomu n = 2
Nejprirozenéjsi volbou pro uzly interpolace se v pripadé kvadratického interpola¢niho

polynomu jevi
Zo
x1
Z2

figy— Lt ) = f = h)

2h

T —h
T
z+h.

—éhf”’(g) ce(e—ha+h), h>0

Velmi Casto se stava, ze je nutné pocitat i jednostranné derivace. V takovém piipadé

muzeme volit

g = X
r1 = x+h
To = x+2h

resp.

Lo
¢l
T2

z — 2h
z—h
T .

Derivovanim prislusnych interpola¢nich polynomi pak dostdvame nésledujici vzorce

pro derivaci

fllz) = —3f($)+4f(9;'}fl‘h)—f($+2h) + %th///(g) ¢€(z,x+2h), h>0

fl(x) = 3f(1)*4f(12*hh)+f(x*2h) + %hzf”/(f)

e (x—2h,z), h>0

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Vzorce pro druhé derivace ||
“ IsTRANY, 7
. . ., ) 4
1. Stupen interpola¢niho polynomu n = 2 Zri e

f”(l‘) — f(z+h)— Qf(x) f(z—h) _ 1 h2fIV(€) £ c <£L‘ _ h,l‘ 4 h>
'z = f(z+2h)— 2f(9ﬂ+h)+f ) hf'”(f) ¢ € (z,z + 2h)
fie) = AmRMehEm g e (o-2na)

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L

2. Stupen interpola¢niho polynomu n = 3

12f(x) — 30f(x £ h) +24f(x + 2h) — 6 f(x £ 3h)
6h?

f(z) = +0(h%)
Poznamka 7.1. Je-li stupen interpola¢niho polynomu shodny s fddem derivace (tj. n = k)
pak

f®(x) =~ Klflzo,...,o]

fO@) ~ S
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Poznamka 7.2. Ze vzorci je patrné, ze ¢im mensi je h tim je vzorec presnéjsi. Na druhé
strané vsak vzdy délime h a pokud je h prilis malé, roste zaokrouhlovaci chyba. Optimalni
volba hept je zobrazena na Obrazku 7.1.

chyba

aproximacni zaokrouhlovaci
chyba chyby

opt

Obr. 7.1: Volba optimalni diskretizace

L]

“ 0, 'y
) STRAN
2
0"4-

<l
Q’\}
s

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA

V PLZNI
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Priklad 7.3. Navrhnéte jednoduchy gradientni algoritmus pro detekci hran na cernobilém
Obrazku 7.2.

Obr. 7.2: Pfiklad - detekce hran.

Reseni. Obrézek bude v poéitaci reprezentovan jako dvourozmérné pole jasovich hodnot
v jednotlivych bodech (viz Obrazek 7.3).

N4&s algoritmus nejprve spoc¢itd zmény jasové funkce ve smérech z,y v jednotlivych ob-
razovych bodech a pokud bude v téchto bodech zména dostatecnd, pak se jedna o hranu.
Jelikoz zména funkce je definovana gradientem, bude nutno spocitat numericky gradient.
Vyuzijeme-li pfedpis pro numerickou derivaci jednorozmérné reilné funkce

payx €D =16

a aplikujeme-li jej v obou smérech nasi obrazové funkce, ziskame predpis

fx(x,y) & f(x—i—l,y)—f(a:,y)
fy(x,y) ~ f(:):,y-l—l)—f(a:,y)

ol
&7

S
<

Y 9sTRANY,
% D
0"4' ““\‘\

&
S

-

2,

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L
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Obr. 7.3: Reprezentace obrazu v pocitaci.

Pak velikost zmény je dana velikosti gradientu, tj.

e(z,9) = / (ol 1) + (fy )2 -

Néasledné prahovdnim uréime pouze relevantni body, t.j. budeme uvazovat pouze body s do-
state¢nou velikosti zmény jasové funkce (jinak feceno body [z, y] pro které e(z,y) > o, kde
o € RT je pevné vhodné zvolend konstanta nebo-li prdh).

Vysledek lze pozorovat na Obrazku 7.4.
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Obr. 7.4: Resen{ - detekce hran.

Ackoliv tento jednoduchy algoritmus vypadd na prvni pohled dc¢inné, pri komplikova-
néjsich obrazcich je tézké uréit vhodny préh (viz Obrazek 7.5). Od algoritmu vyuzivajictho

vysledky. Vice informaci o zpracovani a analyze obrazu lze nalézt napiiklad v [17].
A
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Obsah

333. strana ze 415

5
"l

Obr. 7.5: Priklad detekce hran na slozitéjsim obrazku.

Zavrit dokument

I Cels obrazovka/Okno




Numericka derivace a integrace 334 P S 0

VIR
7.2. Newtonovy-Cotesovy vzorce v o
) S
AN
Nejjednodussi numerickd metoda pro numerickou integraci vychazi z integrace Lagrangeova s>
interpola¢niho polynomu na ekvidistantni siti bodu.
’ ZAPADOCESKA
Pokud nahradime Ve

f(@) ~ pnl(@) = fli)li(z)
i=0
ziskame vzorec pro numerickou integraci
b n
I(f) = /Zf(xi)li(ﬂﬂ)dx = sz’f(l’z‘) ; (7.1)

kde

b
(n+1) o
= f(n+1)(|§) [ wnt1(z)dz pro liché n ,
E(f) = iz b
= f(n+2)(,§) afwwn+1(a:)dx pro sudé n .

Nyni si odvodime zdkladni Newtonovy-Cotesovy vzorce.
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o Obdélnikové pravidlo .
“ 2 7

_
0o, n =20 "’”':n::“‘@
eI

I(f [ f@)dz = [ f(%52) de = (b—a)f (%52)
1) = (b-a)f (58 +BQ)
Pro chybu obdélnikového pravidla E(f) plati

Q

fx

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

)
)

L

1

= ﬂ(b —a)’f"(€) .

E(f)

Z Obrazku 7.6 je patrnd i geometricka interpretace obdélnikového pravidla i odkud
pochézi nazev této numerické metody.
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a ab b

Obr. 7.6: Obdélnikové pravidlo
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o Lichobéeznikové pravidlo .
“ 9 7
%,

O
%) <

STRAVY,
0[(4- ““\‘\*’

~
4

p1,n=1
fa) + L8=E (5 — g)

)
b
I(f) = [f@)de~52(f(a)+ £(b)
)

Q

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L

a

= &9 (1(a) + £ () + E(f) ,

1
12

kde

E(f) = == (b~ a)*f"(¢)

reprezentuje chybu vzorce.
Z Obrazku 7.7 je patrnd i geometrickd interpretace lichobéznikového pravidla z niz je
ziejmé i pojmenovani integracniho vzorce.
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Obr. 7.7: Lichobéznikové pravidlo

338
o

L]

IsTRANS, 7
D
%

A\
¥,

%/
Zxg ynis

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA

V PLZNI




Numericka derivace a integrace 339 P S 0

AZIRINA
e Simpsonovo pravidlo v l!,!l C/
f = p,n=2 2 ua\“"é
z—atl (z—b) x—a)(x— a (z—a) a— kb
flo) =~ fstmny )+ ety f () + G /0
ZAPADOCESKA
1(f) = 552 (flo) +4f (%2) + () + B() D T
E(f) = —5 (3% Y

a ab b

Obr. 7.8: Simpsonovo pravidlo
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7 predpist chyb jednotlivych vorcu je ziejmé, ze pro velky integra¢ni interval jsou vzorce
diky velké chybé prakticky nepouzitelné. Jako vhodné Teseni se nabizi rozdéleni piivodniho
intrevalu (a, b) na n podintervali délky h = =4,

Na jednotlivé podintervaly mizeme pouzit Newtonovy-Cotesovy vzorce a vysledny integrél
je pak roven souctu integralt pres vSechny podintervaly.

I(f) :7f(x)dx+---+ 7 f(z)dzx

b =il Ti41
/f(at)da: = Z / flz)dz, z;=x0+ih,i=0,...,n
a =0 g,

AT

Xp=a X4 Xy Xnq  b=X

Obr. 7.9: Slozené pravidlo.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Vysledné integracéni vzorce pak nazyvame sloZengmi integra¢nimi vzorci a pro jednotlivé ||
AN s s “ IsTRANY 7
Newton-Cotesovy vzorce maji nasledujici tvary: D) S
4'/4.“ . “\"8‘
o Slozené obdélnikové pravidlo
ZAPADOCESKA

UNIVERZITA
V PLZNI

L

b n—1
[ 1@as =131 (BEE) 4 Lo anre
o 1=0

o SlozZené lichobéznikové pravidlo

b n—1
/ f(@)da = g (f(ﬂco) + flzn) +2) f(mi)) - %(b —a)h?f(§)
% i=1

e Slozené Simpsonovo pravidlo

b
f f(x)dx

Wl

—%( _ RV, n=2m
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Algoritmus 25 SLOZENE OBDELNIKOVE PRAVIDLO \C.
%,
%,

: end for

STRA 7

Input: f,a,b,n 20 ““\&x

1: h:=(b—a)/n

2: 1:=0

3: fori:=0,...,n—1do > e

4: S o= hf(Zh + h/2) V PLZNI

5.

6

Output:
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AZIRINA

7.3. Gaussovy vzorce
A\ <2

D S
7 teorie interpolace vyplyva, ze chybu interpola¢niho polynomu muizZeme minimalizovat s>
vhodnym rozloZzenim uzli interpolace. Témito body pak jsou obvykle kofeny ortogonal-
nich polynomu. Stejné tak, muZzeme zpresnit vypocet integrali, pokud nebudeme integrovat —
interpolacni polynom na ekvidistantni siti bodi, nybrz na uzlech, které jsou koreny ortogo- Ve

nélnich polynomii.
Vysledné integracni vzorce nazyvame Gaussoviymi kvadraturnimi vzorci a o jejich presnosti
vypovida nésledujici véta.
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Véta 7.5. Necht {Q;,j =0,1,...} je soustava ortogondlnich polynomi na intervalu (a, b)
s volbou w(x) = 1. Necht x;,i =0,...,n jsou koreny polynomu Q1.
Sestrojme Gausstv kvadraturni vzorec

b b " b
a/ f(@)do ~ / loda =3 wif), = / li(x)do

Pak pro kaZdy polynom pan+1 € Papy1 stupné 2n + 1 platd

b

/P2n+1(90)d93 = Z wipon+1(zi) -

g i=0

Poznamka 7.6. Z vyse uvedené véty vyplyvd, Ze pokud za uzly integrace bereme koteny
ortogonalnich polynomi, jsou kvadraturni formule presné pro polynomy stupné 2n + 1 na

rozdil od Newtonovych-Cotesovych formuli, které jsou presné pouze pro polynomy stupné
n.

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI
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Priklad 7.7. Gaussovy-Legendrovy kvadraturni vzorce
Za systém ortogonalnich polynomi bereme Legendrovy polynomy definované v kapitole 6.2.

1. n=0 .
[ f@ydo =250+ 576
-1
2. n=2 )
JECISS: (—@) +f (@) + oM (E)
3. n=3

1
5 3\ 8 5 3 1
[ f@ye =31 ( \/;) +570) + gf( 5) + s Y1)
il
Poznamka 7.8. Integraci na intervalu (a,b) lze provést transformaci

b—a _ b+a+b—a
w;, Ti= —_—
2 (3] 1 2 2

w; = X, i=0,...,n

kde w; a x; jsou vahy, resp. kofeny, z intervalu (—1,1).

Poznamka 7.9. Rozdélenim intervalu integrace na n podintervalii miizeme zpresnit vypo-
¢et pouzitim slozenych formuli obdobné jak v ptipadé slozenych Newtonovych-Cotesovych
vzorcu.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI




Numericka derivace a integrace 346 P S 0

VRN
7.4. Vypocet integralti pomoci extrapolace ‘,7
= g
%, S5
Zatimco interpolaci zjistujeme hodnoty uvnitt intervalu interpolace, extrapolaci nazyvame s>
vypocet hodnot vné tohoto intervalu. D4 se totiz ocekavat, ze interpola¢ni polynom bude
dobfe aproximovat i v blizkém okoli krajnich bodt interpolace. Tohoto lze vyuzit napr. ke y e
zpresnovani vypoctu integrali. Ve

Oznacme si I(f) pocitany integral a I(f, h) slozenou kvadraturni formuli s délkou podin-
tervala h. Provedeme-li vypocet integralu pro dvé ruzné hodnoty h, napf. by, he, dostavame
dvé aproximace I(f,h1) a I(f, he). Novou aproximaci pak ziskdme vzorcem

I 1) = g (17 o) = HEL G )

kde k je 1ad kvadraturni formule.

Specialni volbou hy = 2hg =: h dostavame vztah

I, h) = g (2410, ) — 15, 20))
a odhad chyby
. E N S
I(f)=I°(f,h) = D ol
Jj=k+1

Z odhadu chyby je tedy patrné, ze rad chyby nové aproximace je vyssi, konkrétné k + 1.
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7.5. Vypocet nevlastnich integrala

70f(m)dx ~ 72 f(z)dzx

Ry

Hodnoty R a Rs pritom volime tak, aby
Vr € R\ <—R1,R2> 3 f(:l,‘) <e€

kde € je dostatecné mala konstanta.

&
S

57

S
<

" 9sTRANY,
% v
Ckj ““\‘\

=

7,

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI
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7.6. Test
AL <l

D &
Nasledujici test zahajite kliknutim na tlacitko ,Zacatek testu“. U otazek, kde lze volit s>
jen jednu odpovéd (test nedovoli zaskrtnout vice odpovédi), je spravna odpovéd bodovana
poctem bodl uvedenych v zavorce u zadani a Spatnd odpoveéd je bodovana 0 body. U otazek, —

. ’ ’ ’ v 17 » v o ’ ’ v 17 ’ ’ UNIVERZITA

kde lze volit vice spravnych odpovédi, je soucet bodi spravnych odpovédi uveden v zavorce v PLZAI

u zadani a za kazdou spatnou odpovéd bude odecten jeden bod.

1. (4b.) Numericka derivace je zalozena na

nahrazeni funkce aproximac¢nim nahrazeni funkce aproximac¢nim

polynomem a poté derivovanim, polynomem a poté integrovanim,
nahrazeni funkce interpola¢nim nahrazeni funkce splinem a poté
polynomem a poté derivovanim, derivovanim,

feseni specialnich soustav
diferencidlnich rovnic.
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2 TR
2. (4b.) Pfi pouziti interpolace Newtonovym interpola¢nim polynomem prvniho stupné v || 5
lze snadno odvodit predpis pro numerickou derivaci ’5% s .§§
/0"4- ““\‘\
flx+h)— f(z z — f(x)
)~ LN Z I, Flay~ 220,
h h
ZAPADOCESKA
xr + f(.’E) , h, UNIVERZITA
f, T)x" ——, f Tr)~ , v PLZNI
W= D e @
h
f'(z) =

f@)—fl+h)
3. (4b.) Pfi pouziti interpolace Newtonovym interpola¢nim polynomem druhého stupné
lze snadno odvodit predpis pro numerickou derivaci

fle+h) = flz=h) fle+h)+ f(z—h)

f(z) ~ ; , f(@) ~ - ,
fl(w)% f(x+h)2_hf(x_h)’ f’(:ll')% 2f(xh+ h)’
Fl@) ~ :




Numericka derivace a integrace 350 P S 0

L]

IsTRANY

4. (4b.) Newtonovy-Cotesovy vzorce lze odvodit z

AL\ 7

. . ’ ’ . ’ %,
integrace linearn{ spline funkci, L™
integrace Newtonova interpola¢niho polynomu na ekvidistantni siti uzli,

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA

V PLZNI

integrace Lagrangeova interpola¢niho polynomu na ekvidistantni siti uzld,

integrace aproximacniho polynomu ziskaného metodou nejmensich ¢tverci na ekvi-
distantni siti uzli.




Numericka derivace a integrace 351 P S 0
AZIRINA

1849

5. (4b.) Pti pouziti obdélnikového pravidla pro numericky vypocet integralu v 5
’é}. Isranst IS
-
/ 22dx
0

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

L

ziskame hodnotu

6. (4b.) Pii pouziti lichobéznikového pravidla pro numericky vypocet integralu

4
/dex
0

ziskdame hodnotu

7. (4b.) Pii pouziti slozeného obdélnikového pravidla s ekvidistantnim délenim na dva
podintervaly pro numericky vypocet integralu

4

/w2dw

0

ziskdame hodnotu
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8. (4b.) Gaussovy vzorce ziskdme

volbou ekvidistantni sité interpolac¢nich uzli,
vhodnou volbou aproximacéniho polynomu,
vhodnym rozloZenim interpolac¢nich uzla,

vhodnou volbou metriky.

1849
v7
@ &
2 <
Cy, i ““\‘\

ZAPADOCESKA
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9. (4b.) Newtonovy-Cotesovy formule odvozené z interpola¢niho polynomu stupné n jsou

presné pro integraci

polynomii stupné n,
polynomu stupné n — 1,
polynomii stupné n + 1,
polynomil stupné 2n,
polynomii stupné 2n — 1,

polynomii stupné 2n + 1.
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1849

10. (4b.) Pfi pouziti ortogonélnich polynomu v Gaussovych-Legendrovych vzorcich na siti .
o v ° v , , o , , . vz ;. Y 9sTRANY, 7
uzld z n kofenu téchto ortogondlnich polynomu ziskdme integracni vzorce, které jsou ) 7S
/0"4- ““\‘\

presné pro integraci

olynomu stupné n
p y p ? ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA

V PLZNI

L

polynomii stupné n — 1,
polynomi stupné n + 1,
polynomil stupné 2n,
polynomii stupné 2n — 1,

polynomi stupné 2n + 1.

11. (4b.) Gaussovy-Legendrovy vzorce vyuzivaji pro integraci

Cebysevovy polynomy,
Legendrovy polynomy,
Newtonovy-Cotesovy vzorce,

Krylovovy prostory.
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12. (4b.) Pokud mame za 1ikol numericky urcit hodnotu neurcitého integralu v o7
R S
o) 2 4 “\‘z&
[ @) ds
- ZAPADOCESKA
o v v v ’ UNIVERZITA
muzeme to udélat tak, ze v pLzN

neurcity integral nahradime uréitym integrdlem. Integracni interval (—R1, R2) vo-
lime tak, aby

R2
Ve e R: / f(z) de <e,
—R1
kde € je dostatecné maléd konstanta.

neurcity integral nahradime uréitym integrélem. Integracni interval (—R1, R2) vo-
lime tak, aby
VeeR: f(z)<e,

kde € je dostatecné maléd konstanta.

neurc¢ity integral nahradime ur¢itym integralem. Integra¢ni interval (—R1, R2) vo-
lime tak, aby

—R1 0o
VxER:/f(m)dw-l—/f(m)d:v<e,
—oo R2

kde € je dostatecné maléd konstanta.
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neurc¢ity integral nahradime uréitym integralem. Integra¢ni interval (—R1, R2) vo- " I!V!I 7

, @ 94 Y N
lime tak, aby «é‘% STRAY! §
R2 /0[(4' ““\‘\*‘

Ve e R: /f(m)dx>e,

—R1

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

L

kde € je dostatecné maléd konstanta.
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Spravné zodpovézené otazky:

Ziskané body:

Procento tspésnosti:

L]

IsTRANY

AL <2
@ &
2 <

4 ““\‘\
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Pro ukonceni testu je tieba kliknout na tlacitko ,,Konec testu®“. Opraveni testu se pro-
vede kliknutim na tlacitko ,,Vysledky“, spravné odpovédi budou oznaceny zelené a cervené
budou oznaceny odpovédi chybné. Pri pouziti otdzky s tvorenou odpovédi se spravnéd odpo-

véd zobrazi v ramecku umisténém vpravo dole v navigacnim panelu po kliknuti na tlac¢itko

,Odpoved“.
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Kapitola 8

Reseni pocatecnich dloh pro
obycejné diferencialni rovnice

Pruvodce studiem

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

Celd rada fyzikalnich jevii, které jsou zavislé na case nebo na jedné prostorové proménné se
popisuji pomoci obycejnych diferencialnich rovnic. Analytické Feseni téchto diferencialnich rov-
nic je vsak mnohdy velmi sloZité. Z tohoto diivodu se pro reseni téchto uloh pouZivaji metody

numerické.

V nasledujici kapitole seznamime se zakladnimi metodami Feseni obycejnych diferencialnich rov-

nic.
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Definice 8.1. Obycejnou diferencidlni rovnici proniho radu budeme rozumét rovnici, kte-
rou lze napsat ve tvaru

y'(z) = f(z,y(2)), (8.1)
kde
e f:R? = R je zadana funkce definujici diferenciélni rovnici,
e y: R — R je neznama funkce proménné x,

e z € R je realnd proménnd.

Poznamka 8.2. Samoziejmé, existuji mnohem obecnéjsi obycejné diferencialni rovnice
vyssich fadi nebo celé soustavy diferencialnich rovnic. Na jejich feSeni se vSak obvykle daji
velmi jednoduse aplikovat numerické metody, které resi tento nejjednodussi typ diferencialni
rovnice z Definice 8.1.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA

V PLZNI
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2 TORS
Priklad 8.3. Jednoduchym prikladem tlohy, kterd vede na obycejnou diferencialni rovnici
P S , L e A\ <l
prvniho radu, je jednoduchy model mnozeni kralikd. N 7S
Ozna¢me-li y jako funkci popisujici pocet kraliki v uréitém case t = 0, pak rust poctu >
kralikii 1ze popsat rovnici
4 = ZAPADOCESK,
/)= ay(t). o s
V PLZNI
kde a € R je konstanta urcujici zavislost mezi poc¢tem kraliki a rychlosti jejich mnozeni

(kopula¢ni parametr).
Nasim tkolem je nalézt funkci urcujici pocet kralika v daném case, tj. nalézt predpis funkce
y(t) (prot 2 0).

Analytické feSeni! predchozi obycejné diferencialni rovnice je

y(t) = c.e |
kde ¢ € R je libovolna konstanta.
O¢ividné piedchozi tloha je nejednoznacné. Cim vice kraliki budeme mit na pocatku (tj.
v Case t = 0), tim strméjsi bude graf funkce y. Tato nejednoznacnost se v analytickém feSeni
projevi volbou parametru c.
Necht a = 0.3, pak pro riuzné pocatecni stavy y(0) ziskdme ruzné feSeni, viz Obrazek 8.1.

! Analytickym FeSenim obydejnych diferencidlnich rovnic se zabyva skriptum [3].
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4
x 10 l.
[ “ sy 7
. - %,
o[
—y(0)=70
16k y(0)
ZAPADOCESKA
P univerzima
14r V PLZNI
1.2+
g 1t
0.8
0.6
0.4
0.2}
0
0 1

Obr. 8.1: Funkce popisujici pocet kralikii v daném ¢ase pro riizné pocatecni stavy.
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VIR
1849
Upresnujici informace o hledaném feseni v poc¢atecnim bodé uvazovaného intervalu se . 7
d 7’ v 7 v 4 7 % N/
nazyva pocdtecni podminka. % y
/05'4' ““\Qﬁ
Princip numerickych metod feSeni poc¢atecnich 1loh pro obycejné diferencidlni rovnice
prvniho fadu spociva v tom, Ze se nebude hledat analyticky predpis feseni, ale pouze pti- p ZArsonteses
UNIVERZITA
blizné hodnoty feseni v bodech diskretizace uvazovaného intervalu, viz Obrazek 8.2. vRLZN

cy(x) V=YX
Y my0) e T
Yo =Y(X,)
-
i Xivq X,=b

Obr. 8.2: Algoritmus hleda feseni v pouze bodech diskretizace.
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Cilem numerické metody pro feseni pocatecnich iloh pro diferencidlni rovnice je tedy

nalézt aproximace yo . ..,y FeSeni y(zg), ..., y(xy) Y7

/05';1' ““\Qﬁ
ylzy(ml% t=1,...,n
na siti bodu {:L'O, 15115066 ,ﬂfn}, > ﬁﬁl;c::zi.;::n
v PLZNI
Tiv1 — % = h
i—1
zi = wo+ ) by,
J=0

kde h; se nazyva krok numerické metody.

Numerické metody pro reseni obycejnych diferencidlnich tloh délime na dvé zdkladni
tridy:
1. jednokrokové

K vypocétu nové aproximace y;+1 v bodé x;y1 vyuzivajl pouze predchozi hodnotu
aproximace y; a maji obecny predpis

Yiv1 = P(yi, i, f, i) -

2. vicekrokové
K vypocétu nové aproximace y;11 v bodé z;y1 vyuzivaji k predchozich aproximaci
Yi, - - - Yi—k+1 @ maji obecny predpis

Yir1 = V(Ui Yia1s - - s Yimkt1s Tis - - s Timgt1, f) -

Je-li h; := h = const. nazyvame numerickou metodu s pevnym krokem, v opacném
ptipadé s promenlivym krokem.
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8.1. Jednokrokové metody
Necht je ddna obycejna diferencidlni rovnice prvniho radu s pocatecni podminkou

Y (x) = f(z,y(x))
y(wo) = yo - (82)

Nasim tkolem je nalézt diskrétni feseni na intervalu (a,b), resp. na siti bodu

a =xg<x <---<xp=>=

o

1849
v7
@ &
2 <
Ck, i ““\‘\

ZAPADOCESKA
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V PLZNI
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VIR
8.1.1. Eulerova metoda
v7
Nejjednodussi metodou pro numerické feseni tlohy (8.2) je tzv. Eulerova metoda. oS
Prepoklddejme, Ze v bodé xy je predepsiana pocatecni podminka yg. Postupné budeme
prochézet intervaly diskretizace
ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
(xi,$¢+1), 1 =0,1,...n— 1, Ve

pricemz vzdy vypocte aproximaci TeSeni y;+1 na zakladé jiz spocteného y;.

y(x)

Obr. 8.3: Princip Eulerovy metody.

Konkrétné hodnoty funkce y na intervalu (x;, z;1+1) aproximujeme pfimkou vychazejici
z bodu [z;, y;]

y(@) ~ y(zi) + (@ —z)y'(zi), prox € (i Tis1) -

Jelikoz pro smérnici plati y'(x;) = f(zi,y(x;)) (dle rovnice (8.2)), pak dosazenim ziskdme

y(x) ~ y(@) + (@ —z) f (25, y(x4)).
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Nahradime-li pfesné hodnoty y(z;) jejich aproximacemi y;, pak dostdvame predpis pro na-
lezeni nové aproximace y; 1 v nasledujicm tvaru

Yir1 = Ui+ (g1 — i) f(2s, )
Yi+1 = y1+hzf(m’uyl)7 proizO,l,...,n—l.

Tim jsme ziskali jednoduchy itera¢ni predpis pro vypocet aproximace reseni.

{ A\ UDY A ’

@ &
2 <
0[(4- ““\‘\

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA

V PLZNI
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VIRV
Poznamka 8.4. Tento algoritmus lze odvodit také z vzorce pro numerickou derivace. Je- " 7
likoz ) 2\ \ / 5
— O
Y (x) =~ yl@ + lz y(@) (pro dostateéné malé h ), e
pak dle rovnice (82) D > ZAPADOCESKA
y z + h . y T V PLZNI
V@) = fay) = IO g )

a upravou ziskame predesly iteracni predpis.
Poznamka 8.5. Tento itera¢ni predpis lze odvodit i z Taylorova polynomu
y(rir1) = Y@+ hg) = y(zs) + o' (z)hs + y2—(!§)h?, £ € (xi, Tiy1)

X
y(zit1) y(zs) + o' (xi)hi
Yit1 = Yi+hif(zi,y)

%

Algoritmus 26 EULEROVA METODA
Input: {z;}7, f(2,9), Yo
1: fori=1,2,...n—1do

2: hz = T4l — Xy
3 Yit1 = Yi + hif(zi,y)
4: end for

Output: {y.}1_,
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P1i studiu aproximacni chyby, které se pri pouziti metody dopoustime, rozlisujeme dva
zakladni typy:

o Lokdlni diskretizacni chyba
Jedné se o chybu, které se dopoustime v jednom kroku metody (tj. na jednom intervalu
(i, wit1)) s vyloucenim zaokrouhlovacich chyb. Jelikoz hodnotu y(z;11) aproximujeme
hodnotou Taylorova polynomu prvniho radu, tj. y(z+1) ~ T1(z;), dopoustime se chyby
fadové h2. Jinak fedeno

y(xH_l) = y(xz) + hlf(.%z, y(ﬂcz)) +d; = Tl(.il?i) +d;, d;= O(h?),

kde d; je lokélni diskretizacni chyba, které se dopoustime na kazdém intervalu (x;, z;11).

o Globdlni diskretizacni chyba
Pod touto chybou rozumime rozdil presného reseni a aproximace numerickou metodou
v bodé z;, tj.
e =y(zi) — yi -
Ocividné tato chyba akumuluje vSechny predchozi zaokrouhlovaci i lokalni diskretizac¢ni
Chyby do, dl, 000 ,dn_l.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Definice 8.6. Jestlize
"7
b N

— %ﬂ" >
b:=x, =x9+nh, h:= , neN, (L

je—li ZAPADOCESKA
. P> univerzima
lim Yn = y(b), V PLZNI
n—0

pak rikame, ze je metoda konvergentni.

Definice 8.7. Je-li d; = O(hfﬂ), pak rikdme, ze je numerickd metoda rddu p, tj.

3C = const. : |di| £ ChP™ pro hy =0 .

Poznamka 8.8. Obecné lze dokazat nasledujici tvrzeni

e metody alespon 1. fadu jsou konvergentni

e pro globalni diskretiza¢ni chybu v bodé x s pevnym krokem h plati
e(x,h) = O(hP)

kde p je fad metody

e Eulerova metoda je radu 1
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AZIRINA
Priklad 8.9. Reste pocateéni tilohu pro obyé¢ejnou diferencidlni rovnici . o7
R 5
o 1442 xS
y = zy(14+x2)
y(1) =1
’ ZAPADOCESKA
na intervalu (1,5) pomoci Eulerovy metody. TEE T

Resend. Analytické feseni tilohy (viz [3],[13]) ma piedpis

(z) = /322 — 1
y\r) = 1+22°

Do algoritmu Eulerovy metody dosadme pravou stranu diferencialni rovnice

14y
f(w,y)—m,

pak ziskame pro riznou volbu diskretiza¢niho parametru h riuzné presnd reseni, viz Obrazek
8.4.
7 obréazku lze vidét, ze pro h — 0 numerické feseni konverguje k reseni presnému.
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y(x)

Obr. 8.4: Reseni Eulerovou

1.8

17

1.6

15

1.4

13

1.2

11

—h=1
—h=01
—h=0.05
h =0.005
analytical

15 2 25
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metodou pri pouziti raznych diskretizacnich parametri.
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8.1.2. Metody Runge-Kutta v .. 5
RN

STRANS
Pokusme se nyni vylepsit Eulerovu metodu. Pro vypocet y; vyuzijme odhady derivaci ve RS>
vice bodech. Pro cely krok potom pouzijeme vazeny prumér téchto derivaci s vdhami ay,
konkrétné

&
S

-

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L

IS8
Yir1 = ¥ + hi(onkr + -+ oky) = yi + by Zajkj )
j=1

pricemz pro odhady derivaci plati

ki = f(zi,w)

By = s A Al s =k mgltelo—n)) R g =l

Pro specidlni volby parametri o, A a p dostavame nasledujici metody.
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8.1.2.1. Metody Runge-Kutta 2. radu

1. Provolbur =2, a1 =0, ag =1, Ao = o = % ziskame predpis:

Yir1 = Yi+ hiko
kv = flxiw)
ke = f(xi+ $hi,yi + 3hik)

Obr. 8.5: Metoda Runge-Kutta 2. fadu, 1. varianta.

1849
v7
@ &
2 <
Cy, i ““\‘\

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

L

Tato volba méa svou geometrickou interpretaci, viz Obrazek 8.5. Funkci y na intervalu
(x;, zi11) aproximujeme pfimkou vychazejici z bodu [z;,y;] se smérnici y; L1 tj. se
2

smérnici rovnou derivaci v bodé uprostred intervalu.

Porovnanim s Taylorovym polynomem lze dokazat, Ze odvozena metoda je radu 2.
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7RI
2. Volbour =2, a1 = ag = %, Ao = po = 1 ziskdme predpis:
A <l
) S
Yit1 = Yi+ hi@ x>
kv = f(zi,y)

UNIVERZITA

k? = f(xi-‘rla Yi T hlkl) D > ZAPADOCESKA

V PLZNI

Tato metoda se také obcas nazyva Crank-Nicolsonova metoda.

Obr. 8.6: Metoda Runge-Kutta 2. fadu, 2. varianta.

Funkci y na intervalu (x;,2;11) aproximujeme piimkou vychazejici z bodu [z;,y;]
se smérnici rovnu aritmetickému pruméru derivaci v krajnich bodech intervalu (viz
Obrazek 8.6).

Obdobné jako u predchozi metody lze ukazat, ze Crank-Nicholsonova metoda je fadu
2.
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8.1.2.2. Metoda Runge-Kutta 4. radu ..
&

‘ e 94 »
) STRAN
% v
Ckj ““\‘\

&
S

=

Snad nejhojnéji se pouziva metoda 4. radu, ktera je dana predpisem. R

Yol = i bkt Zhh
kv = f(zi,u:) D i
ke = f(xi+ hi,yi + shiki) o
ks = f(@i+ 3hi,yi + 3hiks)
ke = f(zit1,yi + hiks)

Bylo by mozné odvodit i metody vyssich radu, ale zde bychom jiz odkazali na literaturu
[21] a [25], kde je mozné tyto metody nalézt.
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Priklad 8.10. Reste po¢atecni tlohu

1222 +3y+54 = (60+y)x
y(1) =1

na intervalu (1, 10) metodou Runge-Kutta druhého a ¢tvrtého radu.
Reseni. Uloha ma analytické FeSen{
y(z) = 2° — 122% + 30z — 18 .

Tento predpis vyhovuje jak diferencidlni rovnici, tak pocatecni podmince, navic dle Picar-
dovy-Lindel6fovy véty (viz [13]) existuje pravé jedno feseni.

Nejdfive budeme muset upravit danou diferencialni rovnici do tvaru odpovidajicimu
rovnici ((8.2)).

1202 4+ 3y +54 = 60z +y'z
3y + 1222 — 60z +54 = o'z
2_
y/ _ 3y-l—1296m 60x+54 = f(l‘,y) )

Pro numerické jsme volili ekvidistantni déleni s diskretizacnim parametrem

pob-a_9
n n

Na obréazcich 8.7 a 8.8 naleznete srovnani presnosti reseni pro ruzné volby poctu déleni
intervalu na n podinterval.. A

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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80

n=5

n=10
60 n =50

n =100
40 analytical

20

y(x)

Obr. 8.7: Reseni metodou Runge-Kutta 2.Fadu.

Poznamka 8.11. U vyse uvedenych Rungovych-Kuttovych metod se fad metody vzdy
rovnd pouzitému poctu odhadi derivace. Tak to ale vzdy neni, napiiklad pii péti odhadech
derivace se da sestrojit pouze metoda ¢tvrtého fadu. I z toho davodu patii metoda ¢tvrtého
fadu k velice oblibenym.

‘(‘7

- OspaN™ N
‘}:’ STRAY $
2, <S>
xS
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> UNIVERZITA
V PLZNI
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y(X)

n=5
201 n=10
n =50
—40} n =100
analytical
1 2 3

Obr. 8.8: Reseni metodou Runge-Kutta 4.Fadu.
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8.1.2.3. Implicitni metody

Hledanou funkci y aproximujeme na intervalu (x;, z;4+1) tseckou vychazejici z bodu [z;, y;]
se smérnici y;, |, viz Obrazek 8.9.

Obr. 8.9: Princip implicitni metody.

Tedy tato metoda bude mit predpis
Yit1 = Yi + hif (Titr1, Yitr1) -

Tzn., ze jak na levé tak na pravé strané predpisu se vyskytuje neznamé y; 1. V kazdém
kroku musime tedy Fesit obecné nelinedrni rovnici y;+1 = G(Yit1)-
K tomu lze pouzit nékterou numerickou metodu (napf. prosté iterace).

o
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Priklad 8.12. Reste okrajovou tlohu

1222 +3y+54 = (60+y)x
y(1) =1
na intervalu (1, 10) implicitni Eulerovou metodou.
Resend. Stejné jako v predchozim pifkladé nejdifve nalezneme piedpis pravé strany diferen-
cialni rovnice

3y + 1222 — 60z + 54
flx,y) =

a pak dosazenim do predpisu implicitni metody

X

Yir1 = Yi + b f(Tit1, Yir1)

ziskame rovnici )
3Yi+1 + 1227, | — 602,41 + 54
Yirl = Ui + h i i+1 [ ’
Li+1

kterou budeme muset vytesit v kazdé iteraci. Jesté pfedtim, nez zacneme uvazovat, kte-
rou numerickou metodu pouzijeme pro reseni této dil¢i tilohy, pokusime se rovnici vyresit
analyticky. Ziskdme predpis

1

2
Jelikoz ptvodni rovnice byla linearni, nezndmou y; 1 lze vyjadrit pomoci proménnych y;

A Ti+1-

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Resen{ tlohy je vykresleno na Obrazku 8.10.

Obecné vsak tato

rovnice mize byt nelinedrni, pak bychom museli volit napiiklad nékterou

z metod uvedenych v kapitole 2.

y(x)

A
8or n=10
n =100
60 n =500
n = 1000
analytical

40

20

Obr. 8.10: ReSenf implicitni metodou.
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Poznamka 8.13. Vsechny vysSe uvedené metody lze pouzit i pro soustavy diferencidlnich o7
STRAVY, (.\S.

rovnic, jak si ukdzeme v kapitole 8.3.
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¥,
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Zxg ynis
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8.2. Vicekrokové metody

Na rozdil od jednokrokovych metod budeme v pripadé vicekrokovych metod pouzivat k vy-
pocétu nové aproximace y;+1 k predchozich hodnot y;,yi—1,...,%i—k+1, k = 1. V takovém
pripadé budeme mluvit o tzv. k-krokové metodé.

Pro jednoduchost budeme uvazovat ekvidistantni sit bodu

a= <11 <T3<---<T) =0b (8.3)

s diskretiza¢nim parametrem h, tj. Vi =0,...,n : x; = g + th.
Dale oznacme

fi E flzi ) -

Definice 8.14. Linedrni k-krokovou metodou pro reseni pocatecnich uloh pro obycejné
diferencidlni rovnice rozumime metodu danou predpisem

k k
j=0 j=0
kde ag, ..., ak, Bo, - - -, Br € R jsou dané konstanty splnujici

|a0‘+|,30| >0, ap=1.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Poznamka 8.15. Pokud zvolime k = 1 (jednokrokovou metodu), 1ze rozepsat rovnici (8.4) v 5
na tvar :;% &{s

rn D
aoyi + a1yit1 = h(Bofi + Bifi+1) - R
Pak volbou parametrt —
a = —1 Bo = 1 UNVERZITA
ap = 1 fp = 0

ziskame
—Yi +Yit1 =hfi .

Tedy Fulerovu metodu.

Poznamka 8.16. K tomu abychom mohli predpis pouzit, musime znét hodnoty

Y0, Y1, - - - Yk—1 (PFi vipoctu yy, pouzijeme téchto k predchozich hodnot). Tyto hodnoty nelze
ziskat pouzitim k-krokové metody, proto pro jejich vypocet pouzijeme nékterou z jednokro-
kovych metod.
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Poznamka 8.17. e Je-li B = 0, dostavame metodu explicitni, tj. clen f(x;ik, Yi+k) se
v rovnici nevyskytuje a nezndmou y; lze vyjadrit pifimo z predpisu

k-1 k-1
Yirk = — Y 0¥irs +h Y B f(@irs, ving) -
=0 =0

o Je-li B # 0, dostavame metodu implicitni, tj.

k-1 k-1
Yirk + > 0Yit; = hf @ik, Yirk) + 7> Bif (Tigss vits) -
=0 =0

To znamena, ze dostavame v kazdém kroku tlohu

Yitk = G(Yirr)

kterou muzeme resit nékterou numerickou metodou, napt. metodou prostych iteraci

(viz 2.3)
j+1 j .
vl =G, 7=0.1,...
Otazkou vsak zustava, jak volit parametry ag,...,ar a Bo,-- ., Bk-
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8.2.1. Metody zalozené na numerické integraci
Jelikoz
y'(z) = f(z,y(2)) ,
pak integraci ptes interval (x;, z;11) ziskdme
Tit1
i)~ ylw) = [ foy@)de,
B
a upravou
Tit+1
i) =y(e) + [ floy@)ds
3
Vyjadrieno ve formé aproximaci
Tit+1
v =it [ Soy@)do (85)

T

Integrél na pravé strané budeme pocitat numericky na siti boda {x; 41,

o wi )

R
57

S
<

‘ e 94 »
) STRAN
% v
Ckj ““\‘\

&
S

-

2,
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¥'(x) = fix,y(x))

Obr. 8.11: Princip vyuziti numerické integrace pii feseni diferencidlni rovnice.

Pro tento vypocet muzeme pouzit Newtonovy-Cotesovy formule (viz 7.2). K tomu vsak
budeme pottebovat i bod [z;41, fit1]-
Existuji dva zpusoby jak tento bod ziskat:

e cxtrapolaci (napr. Adams-Bashforthovy metody) - pokud pifi integraci pouzijeme Lagran-
geuv interpola¢ni polynom Pj_1(x) stupné k — 1 na siti {z;—g+1,..., %}, lze extrapolovat
hodnotu

fir1 = Py_1(ziq1)

a nasledné ji pouzit pro vypocet integralu.

e implicitné (napt. Adams-Moultonovy metody) - potFebnou hodnotu nebudeme vy¢islovat,
naopak ji ponechame jako neznamou. Pak ziskdme implicitni rovnici, kterou lze fesit napft.
prostymi iteracemi.
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8.2.1.1. Adams-Bashforthovy metody

Odvodme vzorec pro 2-krokovou Adams-Bashforthovu metodu.

Volme ekvidistantni sit uzli (8.3) s krokem h. Necht mdme k dispozici aproximace feSeni
Yi, Yi—1 (tj. mame k dispozici i f;, fi—1) a nasim dkolem je nalézt predpis pro y; 1 ve tvaru
(8.5).

Pro numericky vypocet pozadovaného integralu budeme potifebovat pfibliznou hodnotu
fit1. Nejdrive sestrojime interpola¢ni polynom Pj(x) prvniho stupné na siti ;_1, z;, tj.

Pl(x) =ap+ ajx pricemz Pl(xi_l) =fic1 A Pl(mz) = .

Obr. 8.12: Princip Adams-Bashforthovy dvoukrokové metody

7 pozadovanych interpolac¢nich vlastnosti ziskame predpis

( ) _ Jf'iflfi - lﬁ'fifl + fifl - fz

Pl T
Ti—1 — T4 Ti—1 — T4

1
= [zifi-1 — @i fi + (fi = fim1)z]
Nasledné extrapolaci spo¢teme hledanou hodnotu

fir1 = Pi(wiq1) = % \Baitimil — B 4 (s — B Jmeen] = 205 — =1 -
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Pak vyuzijeme Newton-Cotesova vzorce pro integraci na intervalu (z;, z;+1) (Lichobéznikové I!,!I 7
A\ LD 4
&, N

pravidlo)

%
Y, 5
70, i v “\Q‘v

L

Tit1

[ 1y EEZE k2 - fi)] = 565 i)

T

ZAPADOCESKA
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a dosadime do pfedpisu (8.5). Ziskdvame dvoukrokovou metodu ve tvaru

Yirl = (3fz fi—1) -

Poznamka 8.18. Vicekrokové metody tohto typu lze odvodit podobnym zptisobem. Na-
priklad pro k = 3 a k = 4 ziskdme tyto predpisy

k 3 Yi+1 = Y+ %h(QSfi — 16fz‘—1 + 5fi_2)
k =4 Yir1 = Yi+570(55f; —59f;_1+37fi 2 —9f;_3)
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AZIRIN
8.2.1.2. Adams-Moultonovy metody " 5
> 5
Odvodme vzorec pro 2-krokovou Adams-Moultonovu metodu. 2 ““\ﬂ"'&
Princip je stejny jako u Adams-Bashfortovych formuli - interpola¢ni polynom sestrojime
vsak na siti bodu x;, x;41. exateet
V tomto pripadé se jednd o Lagrangeuv interpolacni polynom prvniho stupné s predpisem > (L)

Pl(LL‘) =ap + a1x pfiéemi Pl(.’l,‘l) = fz A Pl(xi-i-l) = fi—i—l .
7 pozadovanych interpolac¢nich vlastnosti ziskame predpis

Pi(z) = Ty llani = g i n i = gl .
! Ti — Tit+1 Ti — Tij+1

1
=7 [Tit1fi — ifivr + (firr — fi)] -
Nyni spoctéme integral potfebny pro predpis iteraéni metody (8.5). K jeho vypoc¢tu pouzi-
jeme Lichobéznikové pravidlo

Ti+1 Tit+1

[ s@yan~ [ P@ds =S5+ fn)

T T

Pak dosazenim do predpisu (8.5)

g(f(mi—i-hyi-l—l) + fi)

Yi+1 = Yi +
kde y;+1 je nezndméa na levé i pravé strané. V kazdé iteraci proto budeme fesit obecné
nelinedrni soustavu

Yi+1 = G(yiJrl) c
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Poznamka 8.19. Vicekrokové metody tohto typu lze odvodit podobnym zptisobem. Na- l
v _ _ , / v . “ 2. 7
priklad pro k = 3 a k = 4 ziskdme tyto predpisy D

2y
3 Yirr = Yi+ 5h(5f(@ig1,yim1) +8fi — fi1)
=4 Yirl = Yi +ogn(f (Tit1, Yir1) +19fi —=5fi1 + fi2) -
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8.3. Soustavy diferencialnich rovnic ‘,7
o 2 5
N S

a diferencialni rovnice vyssich radua

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA

8.3.1. Soustavy obycejnych diferencialnich rovnic D

V PLZNI

Definice 8.20. Soustavou m obycejnych diferencidlnich rovnic nazveme soubor m rovnic
o m neznamych funkci yq,...,ym : R — R

i((L’) = fl(x)yl(x)vyZ(x)v'"’ym(x))
yé(l’) = fg(l‘,yl(.’b),yg(l‘),...,ym(l‘))

Un(@) = 1 (@)1 Un(@))

Poznamka 8.21. Soustavu lze zapsat vektorove
Y'(z) = F(2,Y(z))

kde

Ym () fm(z,Y ()
Resenim rozumime diferencovatelné funkce Y (x) na intervalu (a,b), které splituji na
{a,b) vyse uvedené rovnice.
Na teseni této vektorové obycejné diferencidlni rovnice miizeme pouzit nékterou z jiz uve-
denych numerickych metod.
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8.3.2. Diferencialni rovnice vyssich radu .
“ 2 7
%,

Reseni libovolné diferencidlni rovnice m-tého fddu X ““\sx"@
(M) () = ! (m—1)
y" (@) = [z, y(@), y'(2), ...,y ()

je ekvivalentni s feSenim soustavy

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L

u;n(x) = f(.%', y(x)a ul(x)a cee >um—1(x))
Tuto soustavu pak miuzeme stejné jako v predeslé kapitole prepsat do vektorového tvaru
Y'(z) = F(2,Y(z))

a na jeji feSeni mizeme opét vyuzit numerickych metod popsanych v kapitolach 8.1 a 8.2.
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VIRV
Priklad 8.22. Uvazujme matematické kyvadlo - hmotny bod zavéseny na tenkém vlaknu . =
zanedbatelné hmotnosti. Zanedbame také odpor vzduchu pti pohybu i treni v zdvésu. Funkci SN 4
v /. N2 v /0"‘ ““\‘\‘
©(t) oznacme vychylku kyvadla z rovnovazné polohy v ¢ase ¢.
D4 se ukdzat (viz [12]), Ze tato dloha vede na obycejnou diferencidlni rovnici druhého fadu
s okrajovymi podminkami ., . p ZhraoocEsch
2 (t) = -7 S11 QO(t) V PLZNI
©(0) = o
¥'(0) = wo

kde

e g je tihové zrychleni

e [ je délka vlakna

e g je pocatecni vychylka v case t =0
® vy je pocatecni rychlost v ¢ase t = 0

Zvolme konkrétni hodnoty g = 9,8m.s~2,1 = 1m, ¢y = 0,v9 = 1m.s~ L.

Resend. Pokud pii feseni vyuZijeme substituci
u(t) = ¢'(t)
tak ziskdme soustavu s okrajovymi podminkami

u'(t) = —10sin(t) u(0) = 1
P(t) = u(t) p(0) = 0
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Soustavu lze zapsat vektorove

v =reye). vo=| Ly | reve = A |

u(t)

a pouzit Eulerovu metodu s pocéatecni hodnotou a itera¢nim krokem (pro jednoduchost
volme konstantni diskretizacni krok h)

wl=lol Lenl=la] 0]

Pti razné volbé diskretizacniho kroku ziskdme rizna feseni, ktera jsou zobrtazena na
Obrazku 8.13. Nicméné dle konvergence Eulerovy metody 1ze s jistotou tvrdit, ze ¢im mensi
tento parametr zvolime, tim presnéjsi feseni ziskame.

Je ocividné, Ze pouziti Eulerovy metody je numericky nestabilni. Predchozi vysledky
naznacuji, ze kyvadlo postupné zvétsuje své vychylky pri kazdém dalsim kmitu, coz je
v rozporu s fyzikdlnimi vlastnostmi matematického kyvadla.

Pri pouziti metody Runge-Kutta 2.1radu, ziskdme pro riiznou volbu diskretiza¢niho parame-
tru A ziskdme reSeni, ktera jsou na obrazku 8.14. Z obrazku je patrné, ze metoda Runge-
-Kutta je mnohem stabilnéjsi.

Vedlejsim produktem obou metod je pribéh derivace funkce ¢(t), tedy prubéh funkce
rychlosti pohybu kyvadla. A

o
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Obr. 8.13: Reseni tlohy matematického kyvadla Eulerovou metodou
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phi(t)

Obr. 8.14: Reseni tlohy matematického kyvadla metodou Runge-Kutta 2.Fadu
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8.4. Test

Nasledujici test zahajite kliknutim na tlacitko ,Zacatek testu“. U otazek, kde lze volit
jen jednu odpovéd (test nedovoli zaskrtnout vice odpovédi), je spravna odpovéd bodovana
poc¢tem bodi uvedenych v zavorce u zadani a Spatna odpovéd je bodovana 0 body. U otézek,
kde lze volit vice spravnych odpovédi, je soucet bodi spravnych odpovédi uveden v zavorce
u zadani a za kazdou spatnou odpovéd bude odecten jeden bod.

1. (4b.) Princip numerického feseni obycejnych diferencidlnich rovnic prvniho fadu spociva

v nalezeni priblizného predpisu spojitého reseni,
v aproximaci analytického reSeni polynomem,
v urceni priblizné hodnoty feseni v bodech diskretizace uvazovaného intervalu,

v interpolaci analytického feseni vhodnou spline funkci.
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2 TORS
1849
2. (4b.) Jednokrokové numerické metody pro feSeni obycejnych diferencidlnich rovnic . . =
) S
P , . . o & . . % S
k vypoctu nové aproximace y;+1 v bodé x;+1 vyuzivaji hodnoty ve vsech predchozich xS
aproximacich,
k vypoctu nové aproximace y;4+1 v bodé z; 11 vyuzivaji hodnoty ve dvou predchozich S, s
aproximacich, UALERZES

V PLZNI

k vypoctu nové aproximace y;+1 v bodé z; 41 vyuzivaji extrapolaci feseni v pfedcho-
zich aproximacich,

k vypoctu nové aproximace y;+1 v bodé x;y; vyuzivaji pouze predchozi hodnotu
aproximace ;.

3. (4b.) Vicekrokové numerické metody pro feseni obycejnych diferencidlnich rovnic

k vypoctu nové aproximace y;+1 v bodé x;4+1 vyuzivaji hodnoty ve vsech predchozich
aproximacich,

k vypoctu nové aproximace y;4+1 v bodé z; 1 vyuzivaji hodnoty v nékolika predcho-
zich aproximacich,

k vypoctu nové aproximace y;+1 v bodé x;11 vyuzivaji extrapolaci reseni ve vSech
predchozich aproximacich,

k vypoctu nové aproximace y;+1 v bodé z;y; vyuzivaji pouze pfedchozi hodnotu
aproximace ;.
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4. (4b.) Eulerova metoda pro feseni obycejnych diferencidlnich rovnic ma predpis . =
Yir1 = Yi + f(zi,yi) /iy 2 4

Yir1 = Yi + hi f(zi,v5),

Yit1 = Yi + hi/ f(i, yi), Tit1 = (f(@iv1) — f(@:))/ (@it1 — z5).
ZAPADOCESKA
5. (4b.) Pod pojmem lokdlni diskretizacni chyba numerické metody pro numerické feseni D P omverzma

V PLZNI

obycejné diferencidlni rovnice rozumime

chybu, které se dopoustime v jednom kroku metody véetné zaokrouhlovacich chyb,

chybu, které se dopoustime v jednom kroku metody s vylouc¢enim zaokrouhlovacich
chyb,

rozdil presného reseni a aproximace numerickou metodou v bodech diskretizace,

rozdil presného feseni a aproximace numerickou metodou na jednotlivych intervalech
diskretizace.
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VIRV
1849
6. (4b.) Pod pojmem globdlni diskretizacni chyba numerické metody pro numerické feseni " 5
v e ’ . .7 ’ . ’ = N
obycejné diferencidlni rovnice rozumime ) 7S
/0"‘ ““\‘\

chybu, které se dopoustime v jednom kroku metody véetné zaokrouhlovacich chyb,

ZAPADOCESKA
chybu, které se dopoustime v jednom kroku metody s vylouc¢enim zaokrouhlovacich D P wvrzma

V PLZNI

chyb,
rozdil pfesného Teseni a aproximace numerickou metodou v bodech diskretizace,
rozdil presného feseni a aproximace numerickou metodou na jednotlivych intervalech

diskretizace.

7. (4b.) Numerickd metoda je fddu p, pokud pro lokédlni diskretizac¢ni chybu plati d; =
= (’)(hf“) a existuje konstanta C' takova, ze pro h; — 0 plati

|di| £ C "R/ by, |di| 2 C "/ i,

|di| = ChPt!, |di| < ChPT,
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2 TORS
1849
8. (4b.) Metody Runge-Kutta

A\ S

jsou vicekrokové metody, oS

vyuzivaji pro vypocet feseni v aktualni iteraci odhady derivaci ve vice bodech,
APADOCESKA
> lZJNIVERZITA

V PLZNI

vyuzivaji pro vypocet feseni v aktudlni iteraci odhad derivace v pouze v predchozim
kroce,

k vypoctu nové aproximace y;+1 v bodé z;41 vyuzivaji extrapolaci feseni v predcho-
zich aproximacich.

9. (4b.) Geometrické odvozeni Crank-Nicolsonovy metody lze popsat takto:

Funkci y na intervalu (z;, x;11) aproximujeme piimkou vychazejici z bodu [z;, y;] se
smérnici y; 41, tj. se smérnici rovnou derivaci v bodé uprostied intervalu.
2

Funkci y na intervalu (z;, x;41) aproximujeme pfimkou vychazejici z bodu [z;, y;] se
smérnici rovnu aritmetickému priumeéru derivaci v krajnich bodech intervalu.

Funkci y na intervalu (x;, z;4+1) aproximujeme piimkou vychazejici z bodu [z;1, yi]
se smérnici rovnu aritmetickému priméru derivaci v krajnich bodech intervalu.

Funkci y na intervalu (x;, z;4+1) aproximujeme piimkou vychézejici z bodu [ 41, ¥i+1]
se smeérnici yi 41, tj.se smeérnici rovnou derivaci v bodé uprostred intervalu.
2
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10. (4b.) Implicitni metoda pro numerické feseni obycejné diferencidlni rovnice

Y IsTRaNY, 7
, v v , v 9 , , . v 12 4, X
vede na problém reseni obecné nelinearni rovnice v kazdém kroku, LS
k vypoctu nové aproximace y;4+1 v bodé z; 11 vyuziva extrapolaci feseni v predchozich —
ZAPADOCESK,
aproxlmaclch’ ’ UNIVERZITA

V PLZNI

k vypoc¢tu nové aproximace y;+1 v bodé x;41 vyuziva pouze predchozi hodnotu
aproximace z;,

vede na problém feSeni soustavy linearnich rovnic v kazdém kroku,

k vypoctu nové aproximace y;+1 v bodé x;41 vyuziva hodnoty ve vsech predchozich
aproximacich.
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11. (4b.) Lineérni k-krokovou metodou pro feseni pocatecénich tloh pro obycejné diferenci-
alni rovnice rozumime metodu danou predpisem

k k k k
Zay‘ij:hZﬁjﬁH, i=0,1,...n—k Zaﬂiﬂ‘:hZﬁijj, i=0,1,..n—k
7=0 j=0 J=0 3=0

k k
> ayirs =hY Bifiri/Tirs, i=01,...n

=0 j=0

k k
Zajyi+j :h26j$i+j: i=0,1,...n—k
=0 =0

kde ag, ..., a, Bo,-- -, Bk € R jsou dané konstanty splnujici

lao| + |Bo] >0, ap=1.

L]

“ 2, 'S
) STRAN
2
Cy, A

<l
&
s
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12. (4b.) Adams-Bashforthovy metody a Adams-Moultonovy metody jsou numerické me- " . 7
tOdy :}. &
/05'4' ““\Qk

zalozené na numerické aproximaci,

ZAPADOCESKA

zalozené na numerické extrapolaci, nnenziTa

zaloZzené na numerické derivaci,

zalozené na numerické integraci.

13. (4b.) Diferencidlni rovnici vyssiho radu

nelze numericky resit,

lze piimo fesit numerickou metodou pro feSeni ODR prvniho fadu,

lze aproximovat diferencidlni rovnici prvniho radu,

lze Tesit pomoci prevodu na soustavu diferencidlnich rovnic prvniho radu.
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Spravné zodpovézené otazky:

Ziskané body:

Procento tspésnosti:

L]

IsTRANY

AL <2
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2 <
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Pro ukonceni testu je tieba kliknout na tlacitko ,,Konec testu®“. Opraveni testu se pro-
vede kliknutim na tlacitko ,,Vysledky“, spravné odpovédi budou oznaceny zelené a cervené
budou oznaceny odpovédi chybné. Pri pouziti otdzky s tvorenou odpovédi se spravnéd odpo-

véd zobrazi v ramecku umisténém vpravo dole v navigacnim panelu po kliknuti na tlac¢itko

,Odpoved“.
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