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Kapitola 1

Uvod, matematické modelovani

Tento text by c¢tenari rad poskytl predstavu o matematickém popisu fyzikalnich
procestt! pomoci okrajovych a pocatecnich tloh pro obyéejné a parcidlni diferen-
cidlni rovnice a o Teseni téchto tloh metodou konecnych prvki. Budeme se snazit
ukazat co nejvice myslenek a pristupt s vyuzitim co nejjednodussiho aparatu. Za-
kladnim pozadavkem je pro nas srozumitelnost, nikoliv obecnost ¢i uplnost, nékde
nahradime pfesné, ale technicky naroc¢né, odvozovani pomoci intuice. Jde nam o to
oslovit co nejvice ¢tenar, které zajima matematické modelovani ve smyslu vyuziti
numerického feseni okrajovych tloh pro feseni inzenyrskych problémii.

Matematické modelovani vychazi z urceni zékladnich kvantifikovatelnych (méri-
telnych) velic¢in, které charakterizuji urcitou fyzikalni situaci nebo proces. Takovymi
veli¢cinami muze byt teplota a tepelny tok, posunuti bodu pii zatizeni télesa a sily
pusobici na jeho ¢asti, rychlost pohybu, elektricky potencial apod. Tyto veli¢iny
a vztahy mezi témito veli¢inami vytvareji matematicky model.

P1i formulaci matematickych modeltt musime zanedbavat souvislosti, které jsou
méné vyznamné, jinak by vytvorené modely byly prilis slozité, tézko resitelné, srozu-
mitelné pro pouziti. Pokud je ovSem zjednoduseni velké, pak feseni modelu nebude
odpovidat skutecnosti a pak je naopak potieba prikrocit k doplnéni a pouziti ¢asto
jsou postupné vice a vice slozitéjsi. Proto také nesmime zapominat na ovérovani
vztahu modelu a skutecnosti, kterému se rika validace modelu a které ma ukazat
presnost a vypovidaci schopnost modelu pfes prijata zjednoduseni. Jen po tadné
validaci mizeme model pouzivat k predikci novych stavi a déju.

Matematicky model mtze byt formulovan jako soustava rovnic a nerovnic. V na-
sem kurzu budeme pracovat s modely, které jsou formulovany jako okrajové nebo
pocatecni tlohy pro diferencialni rovnice. Pokud chceme takovy matematicky mo-

1V tomto u¢ebnim textu jde vyluéné o fyzikalni procesy a také historicky byly pravé fyzikalni
procesy nejdiive objektem matematického popisu a modelovani. Nicméné obdobnym zptisobem jsou
dnes modelovany i procesy chemické, biologické a dokonce i procesy ekonomické ¢i spolecenskeé.



2 Uvod, matematické modelovani

del vyuzit, musime byt schopni vyjadfit nebo aproximovat jeho feseni. V tomto
ohledu poskytuje matematika analytickd feseni nékterych specialnich pripadi, ale
predevsim radu numerickych metod pro priblizné feseni obecnéjsich iloh. Mezi tyto
metody patfi i metoda konecnych prvki, kterou se budeme zabyvat. Samoziejmeé
i zde je nutné ovérovat vztah feseni matematického modelu a priblizného teSent,
navic vzniklého realizaci numerickych metod na pocitaci s kone¢nou aritmetikou.
Tomuto ovéreni se Tika verifikace numerické ¢i pocitacové realizace modelu.

Celkové muzeme popsany postup modelovani vyjadrit schématem:

1. skutecnost, proces charakterizovany veli¢inou u,
2. matematicky model s (jedinym?) FeSenim wuyy,

zjednoduseny matematicky model s feSenim ,,,

Ll

diskrétni model s fesenim up,

5. numerické Teseni na pocitaci s vystupem wuy.

K popsanym krokiim poznamenejme, ze zjednoduseny matematicky model mtize
vzniknout napriklad tak, Ze zjednodusSime materidlové zavisly vztah na linedrni,
omezime se na studium fyzikalniho jevu pouze v urcitém rovinném fezu télesem
a podobné. Diskrétni model pak znamend, Ze priblizné feseni hledame jen mezi
funkcemi, které lze popsat koneénym poctem parametrii ¢i hodnotami ve vybranych
oddélenych (diskretnich) bodech. Numerické feseni pak zahrnuje dalsi nutné zjed-
noduseni jako je napr. aproximace oblasti, numericka integrace, numerické reSeni
soustav linearnich algebraickych rovnic i pouziti nepresné pocitacové aritmetiky.

Pro poznani nebo predikci jevu tedy pouzivame ziskané feSeni up nikoliv sku-
teCnou veli¢inu u. Je zfejmé, ze nas musi zajimat rozdil (chyba) u — uy, kterd se
sklada z casti

u—uy = (u—up) + (uy — tpr) + (Gar — up) + (up — un),

jinymi slovy zajima nas validace u — uy a verifikace @y, — uy modelu.

V technice i ptirodnich védach hraji vyznamnou roli déje tepelné a mechanické,
které v nasem kurzu vyuzijeme jako priklady. Z hlediska matematického modelu
pritom nemusi byt zadny nebo jen nepodstatny rozdil mezi témito a dalsimi modely,
napr. modely déju jako je difuse, filtrace, elektrické pole ¢i laminarni proudéni.
Dalsi modely (napf. elektromagnetické pole) jsou opét, pres urcita specifika, velmi
podobné. Tato univerzalnost je také jednou z vyhod matematického modelovani
a umoznuje prenaset poznatky z jednoho oboru do druhého.

Formulace matematickych modelt ma za sebou dlouhou historii. Teoreticky pti-
stup, ktery transformuje prirodni zdkony na vztahy mezi métitelnymi veli¢inami se



rozviji predevsim od 17. a 18. stoleti. K protagonistiim tohoto pristupu patii na-
priklad G. Galilei (1564-1642), I. Newton (1642-1727), G.W. Leibniz (1646-1716),
L. Euler (1707-1783) a mnoho dalsich znamych védct. Proces matematizace véd
taky znamenal a znamend novou kvalitu poznani'. Klasické modely jako vedeni
tepla, pruznost, proudéni, elektromagnetické pole pak byly formulovany v 19. stoleti
J.-B. Fourierem (1768-1830), A.-L. Cauchym (1789-1857), C.L. Navierem (1785—
1836), G. Stokesem (1819-1903), J.C. Maxwellem (1831-1879) a dalsimi védci. Velky
rozvoj matematického modelovani a jeho Siroka aplikace vsak byly mozné az v dobé
pocitaci a rozvoje numerickych metod, tedy od druhé poloviny 20. stoleti.

V néasledujicim textu uvazujeme tilohy vedeni tepla a pruznosti*. Za¢indme jedno-
rozmérnymi tlohami, kdy se nezndma veli¢ina méni v zavislosti na jedné prostorové
proménné. Variacni formulaci a numerické reseni metodou konecnych prvkia probe-
reme nejprve u téchto tloh, protoze tak vyniknou zakladni myslenky, jejichz odvo-
zeni je v této situaci technicky nenarocéné. Teprve pak se zabyvame fesenim tloh na
vicerozmérnych oblastech, kdy pracujeme s funcemi vice proménnych a technicky
vinuli pro ulohy jednorozmeérné, ale budeme studovat i nékteré nové jevy jako je
zavislost na tvaru oblasti ¢i tvaru koneéného prvku apod.

Pro numerické feseni budeme pouzivat metodu konecnych prvka (MKP). Pijde
nam o odvozeni algoritmu metody i o analyzu diskretizacni chyby, ktera je dile-
zita pro spolehlivé pouzivani metody a pro porozuméni chovani numerické metody.
V analyze chyby pouzijeme jak apriorni, tak aposteriorni odhady.

Poznamenejme, ze Ceskd matematika prispéla vyznamé k rozvoji metody ko-
necnych prvkia. Predevsim u zrodu apriornich odhaditi a matematické teorie stoji
fundamentalni prace M. Zlamala [15, 30] a u zrodu aposteriornich odhadi prace
I. Babusky [1]. Jako priklad u¢ebniho textu ke kurzu probihajicimu od zacatku let
sedmdesatych uvedme [17]. Teorie MKP se pfitom silné opird o teorii Sobolevovych
prostorti a slabého TeSeni okrajovych tloh, ktera byla u nas rozvijena skolou J. Ne-
case [20]. Je také dobré pripomenout, ze zajem M. Zamala i I. Babusky o metodu
kone¢nych prvk byl motivovan inzenyrskymi aplikacemi a s tim souvisejici praci
jejich kolegt.

Znovu pripomenme, ze se budeme snazit o kompromis mezi matematickou pres-
nosti a uplnosti vykladu a ¢tivosti pro matematického i inzenyrského uzivatele me-
tody konecnych prvki. Snad to umozni i snadny prechod od matematického pojeti
metody koneénych prvki, které je reprezentovano knihami typu [10, 6, 8 2] k in-
zenyrskému pojeti, viz napt. knihy [11, 28], a opacné k prechodu od inZenyrského
pojeti k matematické analyze metody konecnych prvki. Pripomenme také, Ze ucebni
text souvisi i s dalsimi texty projektu Matematika pro inzenyry 21 stoleti.

1. Kant (1724-1804) konstatuje, 7e kazd4 véda je natolik skuteénou védou, nakolik vyuziva
matematiku.

2Z4jemci o tilohy proudéni miizeme doporuéit napi. [14], zjemciim o tlohy elektromagnetického
pole napf. [19].



Kapitola 2

Jednorozmérné modely
(vedeni tepla, pruznost)

Utelem této kapitoly je ukézat odvozeni matematického modelu fyzikalniho procesu
na zakladé vhodné vybranych zakladnich velicin a fyzikdlnich vztahi mezi témito
veli¢inami. Odvozeni v této kapitole provedeme pro jednoduchou ,jednorozmérnou*
situaci, kdy staci pouzit funkce jedné realné proménné. Pozdéji odvozeni zopakujeme

realnych proménnych.

Nasim zakladnim modelem bude linearni stacionarni model vedeni tepla, ktery
lze formulovat jako okrajovou tlohu pro diferencialni rovnici 2. fadu. Ukédzeme vSak
také, ze tento zakladni model 1ze zobecnovat uvazovanim materidlové nelinearity,
konvekce, ¢asového vyvoje a podobné. Tim lze ziskat radu variant zakladniho ma-
tematického modelu.

Model vedeni tepla je dllezity pro studium technologii pripravy materialti a mno-
hé dalsi aplikace. Priklad pouziti vidime na obr. 2.1, kde je znazornéna vyroba mono-
krystalu kremiku tazenim z taveniny Czochralského metodou. Vznikly monokrystal
je pouzivan pri vyrobé integrovanych obvodi. Pti této technologii je dilezité sladit
zahtivani a pohyb kelimku s roztavenym kiemikem s rychlosti tazeni monokrystalu
tak, aby nedochazelo k porucham v krystalové strukture. K optimalizaci je tteba te-
sit dosti slozitou tlohu vedeni tepla s konvekei danou pohybem taveniny a fazovym
rozhranim mezi taveninou a monokrystalem.

Model vedeni tepla je také jednim z historicky prvnich matematickych modeli,
ktery byl popsan jiz v knize , Théorie analytique de la chaleur“ od znamého fran-
couzského matematika J.-B. Fouriera, vydané roce 1822 (viz obrézek 2.2). Pozna-
menejme, ze obdobnym postupem lze odvodit také matematické modely dalsich
fyzikalnich jevii jako napt. modely difuse nebo filtrace. V zavéru kapitoly ukazeme
obdobné odvozeni ilohy pruznosti, ktera je zakladem model deformace téles pod
silovym zatizenim, a zminime i termopruznost, ktera je kombinaci obou model.



Obr. 2.1: Vyroba monokrystalu kfemiku Czochralského metodou.

THEORIE

ANALYTIQUE

DE LA CHALEUR,

Pax M. FOURIER.

ST
) A

CHEZ FIRMIN DIDOT, PERE ET FILS,
LIBRAIRES POUR LES MATHEMATIQUES, L'ARCHITECTURE HYDRAULIO'E
ET LA MARINE, RUE JACOB, w° 24.

102 THEORIE DE LA CHALEUR.

D'un autre c6té cette méme tranche dont la surface exté-
rieure est /dx et dont la température differe infini peu
de v, laisse échapper dans I'air pendant l'instant d¢ une
quantité de chaleur équivalente & klvdxde; il suit de la
que cette partie infiniment petite du solide conserve en effet

une quantité de chaleur représentée par
KSS2 dzdt—hlvdzdt .

et qui fait varier sa température. II faut examiner quelle est
la quantité de ce changement.
105.
Le coéfficient C exprime ce qu'il faut de chaleur pour

- élever l'unité de poids de la substance dont il s’agit depuis

la température o jusqu'a la température 1 ; par équent,
en multipliant le volume sd  de la tranche infiniment pe-
tite par la densité D, pour itre son poids, et par la
capacité spécifique de chaleur C, on aura CDsdz, pour
la quantité de chaleur qui éleverait le volume de la tranche
depuis la température o jusqu's la température 1. Donc Fac-
croi de la température qui résulte de I'addition d'une

quantité de chaleur égale 3 K S :—;’d.rdt—hlfvdzdt
se trouvera en divisant cette derniére quantité par CDSd .

Donc en désignant selon l'usage par ;—:—' d ¢t Yaceroissement

de température qui a lieu pendant linstant d¢, on aura

0z dv K d» hl
léquation o= o5 7= —cpg?> (&)

Obr. 2.2: Ukézka z knihy J.-B. Fouriera



6 Jednorozmérné modely

2.1 Jednorozmérna tloha vedeni tepla

Zajima nas rozlozeni teploty v ty¢i délky [ s konstantnim pti¢nym fezem K = K(x)
o obsahu | K| = s, viz obr. 2.3. Predpokldddme, Ze ty¢ je vyrobend z tepelné vodivého
materidlu charakterizovaného koeficientem tepelné vodivosti k. Predpokladame také,
Ze ty¢ je tepelné izolovana po celém obvodovém plasti.

Omezeni na popsanou situaci je pro nas dilezité tim, ze pti vytvareni matematic-
kého modelu umozni predpokladat, ze teplota je konstantni v kazdém pri¢ném rezu.
Tyto fezy K = K(z) jsou charakterizovany svou vzdalenosti = od levého koncového
fezu.

K(z)

\j

0 T l

Obr. 2.3: Zakladn{ situace

Pro formulaci matematického modelu pak vyuzijeme nasledujici veli¢iny:

e teplotu u = u(x),
e teplotni spad e = (z),
e tepelny tok 7 = 7(x).
Pritom teplotni spdd v bodé z je definovan jako limitni pripad teplotniho spadu

v useku (x,x + h) pro h — 0, . Za predpokladu existence derivace u'(x), bude
teplotni spad

e(zy) = hlg& h = u'(z4) = u'(z) (2.1)
e(x_) = hli%l_ uz + h})l —ul@) _ u(z) =u' (). (2.2)

Déle uvidime, Ze v pripadé materidlového rozhrani mize nastat také piipad e(xy) #
#e(x_).

Mérnym tepelnym tokem v bodé x nazveme mnozstvi tepla, které prochazi jed-
notkou plochy pticného fezu K (z) za jednotku Casu ve sméru z Casti (x — h,z) do
casti (z,x + h).




2.2 Matematicky model vedeni tepla 7

Mezi tepelnym tokem a teplotnim spadem je vztah dany Fourierovym zakonem:

7(x) = —k(x)e(x), (2.3)

kde k = k(z) > 0 je koeficient tepelné vodivosti.

Fyzikalni jednotky miiZzeme uvazovat nasledovné K pro teplotu, Km~"' pro teplotni
spad, Js7'm™2 = Wm™2 pro tepelny tok a Wm ™1 K~! pro koeficient tepelné vodi-
vosti.

Nyni muzeme dokoncit popis tlohy vedeni tepla. Predevsim specifikujeme situaci
na koncovych fezech. Napriklad mtizeme predpokladat, ze

e na levém konci tyce je udrzovana teplota ,

e na pravém konci je dan tepelny tok 7.

Lze samoziejmé uvazovat i dalsi moznosti a kombinace.

Popis tlohy dokoncime tim, ze popiSeme tepelné zdroje ptisobici v ty¢i, napr.
teplo, které je vyvijeno priuchodem elektrického proudu. Tyto tepelné zdroje lze
popsat hustotou f, kterd 1ikd, Ze v tiseku (1, x2) je za jednotku ¢asu vyvijeno teplo

Q(z1,x9) = /I2 xf(x)dz. (2.4)

x1

Pri prichodu elektrického proudu dratem vznikne podle Joulova zdkona v tiseku
(w1, 2) teplo Q(z1, 22) = RI*(zo—x1), kde R je mérny odpor a I je elektricky proud
prochdzejici tyc¢i. V tomto ptipadé tedy uvazujeme hustotu f(x) = RI%.

2.2 Matematicky model vedeni tepla

Pokud jsou vSechny uvazované veli¢iny nezavislé na case a uvazujeme tedy stacio-
narni model vedeni tepla (ustaleny déj), potom musi byt mnozstvi tepla v libovolné
casti tyce neménné v cCase.

Necht z € (0,1) a h > 0 je tak malé, ze (x,x + h) C (0,1). Potom nulovd zména
tepla v useku mezi fezy K(z) a K(z + h) znamend, Ze

ser(z) — ser(m 4+ h) + /I+ 2 f(€)de = 0. (2.5)

Pokud bude funkce f spojitd v (x,x + h), potom vyuzitim véty o stfedni hodnoté



8 Jednorozmérné modely

dostaneme

x+h
lim 5 [ O dE = (o)

h—01 h

0= lim {m(x)_ZT(:Hh) +% /:+h%f(§)d£}

h—04
= —ur'(24) + 2 f(24),

Obdobné 1ze studovat chovéani za predpokladu, Ze f je spojitd v (x — h, ), s vysled-
kem 0 = —»¢7'(x_) + s f(x_). Za predpokladu, ze f je spojita v (0,1), dostaneme

7'(z) = f(x) pro vSechna z € (0,1). (2.6)

Dosazenim z Fourierova zakona a pridanim podminek, které vyjadiuji situaci v kon-
covych fezech, prichdzime k matematickému modelu - okrajové tiloze vedeni tepla:

—(ku'(x)) = f(x) pro vSechna = € Q = (0,1) (2.7)
u(0) = 4 (2.8)
k(1) = 7. (2.9)

Ulohu veden{ tepla jsme tedy formulovali jako okrajovou tlohu pro diferencidlni
rovnici druhého radu s okrajovou podminkou Dirichletova typu v z = 0 a okrajovou
podminkou Neumannova typu v & = [.

Uvedena okrajova tloha je diferencialni formulaci problému. Je odvozena z bi-
lanc¢ni formulace

2

wr (1) — 227 (22) +/ xf(§)dE =0 Y(x1,29) C (0,1). (2.10)
1

Cviceni 2.1. Dokazte, ze pokud u spliuje uvedenou okrajovou tilohu, potom je

splnéna bilanéni podminka (2.10).

Ve specidlnim pripadé, kdy k, f jsou konstantni snadno uréime obecné Teseni
rovnice —ku"” = f, které bude mit tvar u(x) = —%xQ + Chz 4 Oy, kde C a Cy jsou
konstanty. Také se snadno presvédcime, ze feseni bude jednoznacné urcené, pokud
je alespon jedna okrajova podminka Dirichletova typu.

Naopak, v ptipadé okrajovych podminek ¢isté Neumannova typu bud nebude
feSeni existovat, nebo bude nekoneéné mnoho feseni, které se budou navzajem liSit
o konstantu. Reseni Neumannovy tlohy bude pfitom existovat prave tehdy, kdyz
bude splnéna podminka celkové bilance

l
r(0) — (1) + / F(6)de = 0.

Poznamenejme, ze hovorime o existenci stacionarniho feseni. Otazkami existence
a jednoznacnosti feseni se budeme hloubéji zabyvat v kapitole 3.
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2.3 Prestup tepla a sireni konvekci

Vsimnéme si nejprve okrajové podminky (2.9). Ta se jednoduse zada v pripadé izo-
lovaného konce, kdy 7 = 0. V jinych pripadech muze byt vyhodné pouzit podminku
prestupu tepla:

F=aful) = 0], tj. — k(1) = afu(l) - 0], (2.11)

kde U je teplota vnéjsiho prostiedi a « je koeficient prestupu tepla. Nova okrajova
podminka obsahuje jak nezndmou funkci tak jeji derivaci a nazyva se okrajovou
podminkou Newtonova (Robinova) typu. Pfipomenme, Ze v tomto pfipadé predpo-
kladame, ze tepelné déje v tyci neovlivni teplotu vnéjsiho prostredi U.

Zkusme uvazovat i prestup tepla obvodovym plastém. V tomto pripadé k bilanci
(2.5) priddme clen

z+h

/ wall — ()] de, (2.12)

T

kde w je obvod Tezu, a je koeficient prestupu tepla a U je teplota vnéjsiho prostredi.
Pro U > u musi byt clen (2.12) kladny, nebot dochazi k toku tepla dovniti télesa.

Limitnim prechodem pak dostaneme rovnici
—se7'(2) + walU — u(z)] + sf(z) =0

a okrajovou tulohu

—(ku) + kou=f+klU  vQ=(0,1) (2.13)
u(0) =1u (2.14)
—ku'(l) =% (2.15)

za predpokladu puvodnich okrajovych podminek a ky = aw/s.

Clen kqu se casto nazyva reaktivnim ¢lenem, nebot mize znamenat i prisun tepla
chemickou reakci zavislou na teploté.

Poznamenejme, Ze nase tvahy o prestupu tepla plastém ale nejsou v souladu
s predpokladem, zZe teplota je v jednotlivych fezech konstantni. Matematicky model
(2.13)—(2.15) tedy obsahuje spor, coz nds musi nabddat pfinejmensim k opatrnosti
v pouzivani tohoto modelu.

Nyni uvazujeme siteni tepla konvekei v ty¢i ¢ trubici, ve které se prostiedi (kapa-
lina nebo tavenina) pohybuje. Pfedpokladejme takovy pohyb prostfedi, pii kterém
se pohyb Fezem K (z) déje v celém Fezu stejnou rychlosti p = p(x).

Do bilance tepla v tseku (x,z + h) potom musime doplnit teplo ptichazejic
a odchazejici diky pohybu prostiedi. To znamend, Ze za jednotku casu do tseku
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prichdzi objem sp(x) latky s teplotou u(x) a z tseku odchdzi objem sep(x + h)
s teplotou u(z + h). K teplu prichdzejicimu do ¢asti (x, x + h) proto pridame clen

cpx [p(x)u(z) — p(x + h)u(z + h)],

kde ¢ je mérné teplo a p je hustota prostredi.

V pripadeé spojité funkce f pak opét tipravou bilanéni rovnice a limitnim precho-
dem h — 0, dostaneme rovnici pro vedeni a konvekci tepla, kterd ma tvar

—37'(2) + 2 f(x) — cpse(p(x)u(z)) = 0.

Po upravé pak dostaneme rovnici Siteni tepla ve tvaru

— (ku) + cp(pu) = f, (2.16)

ktera osahuje i konvektivni ¢len s prvni derivaci Teseni u.

2.4 Casové zavisly model

Uvazujme stejnou situaci vedeni tepla v tyci jako v ¢asti 2.1, ale ¢asové proménné
veli¢iny, tedy

u =u(z,t), ¢
f=flz,t), a=a(), 7=7(@)

a definujme pocatecni stav u(z,ty) = up(z).

Bilanci tepla pak provedeme pro tsek (z, x+h) C (0,1) = £ a zaroven pro ¢asovy
interval (¢,t+ k), kde k > 0 a t > ty. Tak dostaneme

t4k t+k  path
/+ [%T(:c,s)—%7'(31:4-h,3)]d$—i—/+ /+ xf(€,s)dEds. (2.17)

Tato bilance vsak jiz nebude nulova, ale bude vyjadfena pomoci rozdilu teplot v rtiz-
nych ¢asovych okamzicich a materidlovych vlastnosti: hustoty p a mérného tepla c.
Bilance (2.17) se bude rovnat nésledujicimu vyrazu s rozdilem teplot

z+h
/ swpclu(&,t+ k) —u(g, )] dE. (2.18)

Pokud rovnosti (2.17) a (2.18) vydélime - a provedeme limitn{ pfechod i — 0.,
k — 0., pak za predpokladu, ze f je spojita, dostaneme rovnici
or ou
—se— (z,t t) = sepe— (x,t
0T (0,0) 4 2 . 1) = sepe e (a1
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a pocateéni tlohu

ou 0 ou
P = B (ké)_x) + f prox € (0,1), t >, (2.19)
u(0,t) = u(t) pro t > to, (2.20)
—k% (I,t) = 7(¢) pro t > to, (2.21)
T
u(z, to) = up(x) pro z € (0,1) (2.22)

Okrajové podminky (2.20) a (2.21) ndm opét slouzi jako piiklad a mohou byt rizné
zZménény.

2.5 Linearni a nelinearni modely

V tloze vedeni tepla patii hodnoty f, @, 7 ke vstupnim datiim modelu ¢i okrajové
ulohy. Libovolnym vstupnim datim prislusi feseni. Jednou z dilezitych vlastnosti
okrajové tulohy (2.7)—(2.9) resp. (2.13)—(2.15) je linearita zobrazeni

(f,a,7) — u,

nazyvana téz linearitou tlohy a vyjadrena skutecnosti, ze pokud wuy a us jsou reseni
odpovidajici vstupnim datim (f1, 41, 71) a (f2, U2, 72) a c je redlna konstanta, potom
u1 + ug je FeSeni odpovidajici vstupnim datam (f; + fo, 4y + G2, 71 + T2) a cup je
feseni odpovidajici vstupnim datum (cfi, ¢y, c7p). Uvedené skutecnosti se Casto
vyuziva pii konstrukei feseni (tzv. superpozice feseni). Uvedend linearita modelu je
diisledkem linearity vSech vztahti, které pouzivame pii konstrukei.

Uvazovat jen linearni vztahy vsSak vzdy nestaci. Prikladem miuze byt teplotni
zavislost koeficientu tepelné vodivosti, t.j.

k= k(u) = k(x,u(x)), (2.23)

kterou lze ne vzdy zanedbat.

V tomto piipadé materidlovy vztah 7 = —k(u)u' prestane byt linedrni. Dosaze-
nim do bilan¢ni rovnice (2.6) dostaneme okrajovou tilohu

— (k) = f v Q=0 (2.24)
w(0) = 4, (2.25)
—k'(l) = #, (2.26)

jejiz reseni nebude linearné zaviset na vstupnich datech f, @, 7. V tomto pripadé
hovorime o nelinedrnim modelu.
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Pti Teseni nelinearnich tiloh obvykle vyuzivame rizné zptusoby linearizace a ite-
racni postupy. Nejjednodussim pripadem je néasledujici itera¢ni postup, ktery je také
znam jako Picardova metoda:

Zvolme vychozi aproximaci u° a proviadéjme nasledujici kroky:
proi =12 ...

uréime u' feSenim linedrni ulohy

iterace ukonéime napfiklad kdyz m(ax)|ui*1(:1:) —u(x)] < &, kde & je
z€(0,l
zadand tolerance.

Picardova metoda bude fungovat dobfe pokud neni nelinearita prilis silna. V pri-

vvvvvv

metody. Znamé jsou napr. metody Newtonova typu.

Nelinearita vznikne také v pripadé, kdy na konci tyce dochazi k prenosu tepla
saldnim (radiaci). V takovém pripadé totiz musime pouzit nelinedrni okrajovou pod-
minku

# = ofuk(l) — Upl, (2.27)
kde o0 = opge je Stefanova-Boltzmannova konstanta upravend pro uvazovany povrch
a jeho geometrii (o5 = 5.67-107° Wm 2K % ae € (0,1), ¢ = 1 pro absolutné ¢erné
téleso. Teplota musi byt v tomto pripadé zadana ve stupnich Kelvina.

2.6 Nespojita vstupni data
a heterogenni materialové prostredi

Klasickd matematika pracuje s predpokladem spojitosti funkce f, feseni u a jeho
derivaci prvniho a druhého tadu, i koeficientu k£ a jeho derivace. Fyzikalni realita
vsak miuze obsahovat fadu pri¢in nespojitosti.

Uvazujme situaci, kdy funkce f, kterd reprezentuje vnitini zdroje tepla neni
spojita na celé oblasti Q@ = (0,1), ale ma v bodé & nespojitost (skok). Tento skok
muze mit riuzné fyzikalni davody, napt. uvazujeme zahtrivani prichodem elektric-
kého proudu a v bodé & je rozhrani mezi dvéma c¢astmi tyce s riznym elektrickym
odporem. V takovém pripadé nam predchozi odvozeni dava

e diferencidlni rovnici v ¢astech (0,¢) a (&,1),

e okrajové podminky v bodech 0 a [.
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Potom pottrebujeme dodat dalsi podminky v bodé &, které umozni navazat te-
seni ze dvou oddélenych ¢asti. Témito podminkami jsou podminky prechodu, které
vyjadiuji spojitost zakladni veli¢iny u i toku 7,

lim u(z) = lim u(zx), (2.28)
T—E_ =€y
lim —ku'(z) = lim —ku'(x). (2.29)
Tz—E_ =€y

Podminky prechodu vyuzijeme i v dalsich pripadech, naptiklad pokud je v bodé &
skok v materidalovém koeficientu k.

Poznamenejme, ze odvozeni v sekci 2.2 ukazuje, ze muzeme ¢ekat skok v derivaci

toku 7/(¢_) # 7'(&4). Rovnice

13 E+h
T(E—h)—7(&) + E_hf(z)dz:O a 7€) —71(E+h)+ : f(z)dz=0

vedou k dikazu spojitosti toku, pokud f je integrovatelna.

Pouziti podminek prechodu miizeme ilustrovat nasledujicim ptikladem:

Priklad 2.2. Uvazujme tlohu vedeni tepla na 2 = (0, 1) s nulovymi Dirichletovymi
okrajovymi podminkami u(0) = u(1) = 0. Necht dale

. . —1 Vle(O,%)
a>k_1af_{ ~1/2 vy =(L,1)

wi={5 M ar=

V obou pripadech dostaneme diferencialni rovnici —u” = 1 na Q; a —u” = 1/2
na , a stejné okrajové podminky. Ulohy a) a b) se ale 1lis{ podminkami pfechodu
v bodé 1/2. Diky tomu dostaneme dvé ruzna feSeni. Poznamenejme jesté, ze feseni
a) nema v bodé 1/2 druhou derivaci a feseni b) nemd v bodé 1/2 ani prvni derivaci.

Zamysleni nad podminkami prechodu i uvedenym piipadem nas vede k obec-
néjsimu chapani feseni okrajové tlohy (2.7)-(2.9). Reseni nemusi byt vzdy hladks
funkce se spojitou derivaci prvniho i druhého fadu. Pokud k a f jsou po ¢astech
spojité, tedy spojité v Q\ {&1,...,&n}, potom FeSenim okrajové tlohy bude funkce,
kterd je spojitd ale ma jen po ¢astech spojitou prvni a druhou derivaci. (Skok f
v £ indukuje skok v druhé derivaci, skok v k& vede ke skoku v prvni derivaci reseni.)
Toto Teseni spliuje diferencialni rovnici mimo body &1, ..., &, ve kterych splnuje
podminky prechodu. Reseni okrajové tlohy samozfejmé spliiuje i zadané okrajové
podminky.
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2.7 Matematicky model linearni pruznosti

V této c¢asti nam pujde o popis deformace télesa pusobenim vnéjsSich sil. Tak jako
v Casti 2.1 uvazujme ty¢ délky [ s konstantnim prarezem K(z), kterd je vyrobena
z pruzného materialu s modulem pruznosti E.

Uvazujeme, 7Ze ty¢ je osové zatiZzena a pusobi na ni objemova sila (gravitace,
setrvac¢nd sila, odstrediva sila, apod.) dand hustotou f. Ptusobeni této sily na tsek
(w1, x9) C (0,1) ma velikost

z2

F o) = [ () ds,

x1

kde s je opét obsah fezu K (z). V pripadé gravitacni sily bude f(z) = p(z)g, kde p
je hustota a g je gravitacni konstanta.

Budeme také uvazovat okrajové podminky, napt. nasledujici
ty¢ je pevné fixovana na fezu K(0),
na fezu K () pasobi tah nebo tlak velikosti 7.

Pro formulaci matematického modelu pouzijeme nasledujici zakladni veliciny:
posunuti u = u(z),
deformaci € = ¢(x),
napéti 7 = 7(z).

P1i osovém zatizeni mtizeme predpokladat, Ze zména télesa spociva jen ve sku-
tecnosti, ze se jednotlivé fezy K (x) posunou do nové polohy K (') pricemz zustavaji
rovinné a kolmé na osu z. Tato zména je tedy charakterizovina posunutim u(z) Fezu
K(x) po zatizeni, u(z) = 2’ — x.

Se zménou télesa souvisi deformace, kterou lze v nasem pripadé rozumét relativni
prodlouzeni ¢ zkraceni tseku tyce. Uvazujme tsek (x,z + h) C (0,[). Relativni
prodlouzeni ¢i zkraceni € tohoto tseku lze vyjadrit pomoci posunuti nasledovné

r+h+tu@+h)—z—ulx)—h ulx+h)—u(z)

e(z,x+h) = . = - . (2.30)

V piipadé existence u/(z) bude deformaci v (okoli) bodu z vyjadfovat veli¢ina

e(x) = lim e(z, x + h) = u'(x), (2.31)

h—04+

kterou nazveme deformaci v bodé z. Poznamenejme, Ze ptfi mistnim prodlouzeni
bude ¢ > 0.
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Zbyva definovat posledni veli¢inu, kterou je napéti 7(x). Predstavme si rozdéleni
tyce fezem K (z). P¥i takovém rozdéleni by prava Cast tyce pusobila na levou ¢ést
silou T'(z),

T(x) = s(z)7(z). (2.32)
Hodnotu 7(x) nazveme napétim v bodé (fezu) z. Samoziejmé opét predpokladdme,
Ze napéti se na Tfezu neméni. Zrejmé 71" i 7 budou kladné v ptripadé tahu.

Hooketuv zédkon (Robert Hooke 1635-1703). Mezi deformaci a napétim lze najit
vztah zavisly predevsim na pouzitém materidlu, pripadné i na dalsich okolnostech
(teploté, historii zatéZovani apod.). V nejjednodussim pripadé plati linedrni Hookuv
zakon

7(z) = E(z)e(x), (2.33)
kde E je modul pruznosti, taky nazyvany Youngiv modul pruznosti (Thomas Young
1773-1829).

Fyzikalni jednotky mtzeme uvazovat nasledovné m pro posunuti, deformace bude
bezrozmérna, Nm =2 = Pa pro napé&ti a rovnéZ pro modul pruznosti.

Uvazujme opét nejprve stacionarni stav, ktery je charakterizovan podminkou, ze
vyslednice vSech sil pusobicich na libovolny tsek tyce je nulova. Pro tsek (x,z + h) C
C (0,1) tedy plati podminka rovnovahy

— ser(x) + 27(x + h) + /ﬂf xf(§)d¢ =0. (2.34)

Stejnymi upravami jako v pripadé rovnice vedeni tepla tedy nédsobenim rovnice
% a limitnim pfechodem h — 0, a délenim s dostaneme v pripadé spojité funkce f
rovnici rovnovahy

()+f=0 vQ=(0,). (2.35)

Doplnénim okrajovych podminek a vyuzitim Hookeova zakona dostaneme okra-
jovou tlohu s neznamou funkei posunuti u:

—(EJY =f vQ=(0,0) (2.36)
u(0) =0, (2.37)
Eu(l) = 7. (2.38)

Vsimnéme si, ze z hlediska matematiky se odvozena tloha pruznosti nelisi od diive
odvozené tlohy vedeni tepla.

2.8 Nestacionarni iloha. Dynamika.

V nestaciondrnim pripadé uvazujeme veli¢iny u(x,t), e(z,t), 7(z,t), f(z,t), 7(¢)
s casovou proménnou t. Silovou bilanci musime provést v kazdém c¢asovém okamziku,
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pricemz vyslednice sil plisobicich na libovolny tisek nemusi byt nulova, ale musi byt
podle Newtonova pohybového zakona rovna ¢asové zméné hybnosti.

Pro libovolny usek (z,z + h) C (0,1) a cas t > t, ma tedy platit

x+h z+h
(@) + ser(z 4+ hot) + / s f(€,4) dE = /%p%(f,t) de. (2.39)

x x

1

Délenim -
v

a limitnim prechodem h — 0, dostaneme

Pu 0T
pw—%—f‘f pI“OZEE(O,l),t>t0.

Odtud pfichdzime k tloze: Najdi u = u(z,t), x € (0,1), t > to takové, Ze

p% — %(E%) =f v Q X (tg, 00), (2.40)
u(0,t) =0 v (to, 00), (2.41)

E% (1,t) = 7(¢) v (to, 00), (2.42)

u(z, tg) = Up(x) v, (2.43)

(;))_;L (x,t9) = Uy (2) v (. (2.44)

Jde opét o pocatecni tlohu. Na rozdil od nestacionarni tilohy vedeni tepla zde na-
chazime druhou derivaci podle ¢asu a pridavame dvé pocatecni podminky.

Poznamka 2.3. Prvni ¢asova derivace se objevuje i v mechanice v evoluc¢nich tlo-
hach, napr. v tloze vazkopruznosti, kde
Oe 7(x,t)

E(m,t) =

7 je zde koeficient vazkosti.

2.9 Termopruznost

Predstavme si situaci, kdy je ty¢ soucasné zatizena i zahfivana z teploty Ty = Ty(z)
na teplotu 7' = T'(z). V takovém pripadé bude posunuti u odpovidat celkova defor-

mace ¢,
du

dx

kde ¢ast deformace 7 je pusobena zahtatim nebo ochlazenim,

€ :€T+€P7

€T:Oé(T—T0),
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kde o = a(z) je koeficient teplotni roztaznosti. Cést ep souvisi s vnitinimi silami
(napétim),

-
Ep = E
Tedy prichazime k novému vztahu

T=FEep=FE W —a(T -1Tp)),

ktery spolecné s rovnici rovnovahy vede k okrajové tuloze

—(BE@W —a(T-T)) =f vQ=(0,0), (2.45)
u(0) =0, (2.46)
E@W () —a(T —Ty)) = 7. (2.47)

Rovnici rovnovahy lze upravit na vztah
—(E)) =f—(Ba(T - Ty))",

ktery ukazuje ze zahtati ¢i ochlazeni mizeme povazovat za urcitou formu zatizeni.
Okrajovou ulohu mechaniky pritom sdruzime s tlohou vedeni tepla, ktera urcuje
hodnoty teploty T'. V uvedené situaci je vazba jednostrannd, teplota ovlivni me-
chaniku, ne naopak. Ale pokud bychom uvazovali nestacionarni pripad dynamiky,
muzeme dojit i k plné svazané tloze termopruznosti, kdyz do rovnice vedeni tepla
pridame teplo souvisejici s ¢asovou zménou deformace.

Termopruznost je prikladem multifyzikalnich modeli, které uvazuji vztahy mezi
riznymi fyzikalnimi procesy.

2.10 Shrnuti

Tato kapitola ukazuje dva typy formulace matematickych modelt - bilan¢ni, inte-
gralni formulaci a diferencialni formulaci. Oba tyto typy formulace lze pouzit k odvo-
zeni numerickych metod pro priblizné feseni okrajovych a pocatec¢nich tuloh. Z dife-
rencialni formulace lze odvodit metodu konec¢nych diferenci, z bilan¢ni formulace 1ze
odvodit metodu konecnych objeml. K odvozeni a studiu metody konecnych prvka
vsak vyuzijeme jesté jiny typ formulace.

Ukazali jsme také priklady riznych typt okrajovych a pocatecnich tloh: eliptické
tlohy (stacionarni vedeni tepla a pruznost), parabolické tlohy (nestacionarni vedeni
tepla) a hyperbolické tlohy (nestacionarni pruznost - dynamika). Jde o tfi zékladni
tiidy tloh s rtiznym typem chovani. V dalsim se zamérime na eliptické tlohy.
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Kapitola 3

Variac¢ni formulace uloh

V predchozich kapitolach jsme matematické modely formulovali bilanéné nebo po-
moci diferencidlnich rovnic, v této kapitole odvodime nové formulace okrajovych
uloh. Tyto formulace jednak pfirozené zahrnuji feseni okrajovych tloh s nespoji-
tymi vstupnimi daty, jednak jsou dilezité pro odvozeni metody konecnych prvk,
coz ukazeme v nasledujici kapitole.

3.1 Co je variacni formulace

Ve variacni formulaci ptijde o nové vyjadreni typu minima energie nebo rovnosti
praci. Takové vyjadieni ma ptuvod ve fyzice a mizeme je objasnit na jednoduché
uloze s osové zatizenou tyc¢i konstantniho prirezu a délky [ upevnénou na jednom
konci a osové zatizenou tahem 7 na druhém konci, viz obr. 3.1. Budeme predpokla-
dat, Ze objemova sila je nulova nebo zanedbatelna, z ¢ehoz plyne, ze deformace je
konstantni a posunuti bude mit linedrni priabéh. Posunuti bude tedy urcené hodno-
tou u = wu(l).

-

Obr. 3.1: Hustrativni priklad.
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Pti nenulovém posunuti w neupevnéného pravého konce vznika v tyc¢i napéti
7(w) = B, které kond praci W = fo zr)dr = ——w

Pro urceni u mizeme vyuzit jednu z nasledUchlch podminek:
(F1) (@) =E
=F

=

4]
|

(F2)

~I|g

v = 7V pro libovolné v,

ﬁ
—
|
SN—
@

(F3) J(@) =min, kde J(v) = [ (7 7)dw = $£0? — 7o,

Matematicky se snadno dokaze, ze vysSe uvedené podminky jsou ekvivalentni. Tyto
podminky vsak maji i fyzikdlni interpretaci. Podminka (F1) je bilan¢ni a vyjadiuje
rovnovahu sil (napéti). Podminka (F2) d4 pro mald v priblizné rovnost

v v —~ E 2
/T(ﬁ—l—w)dw:/Eu+wdw:—(av+v_>mﬁj
0 0 l l 2

vyjadrujici rovnost praci vnitinich a vnéjsich sil pro velmi malé v (tzv. virtudlni
posunuti). Podminka (F3) zase vyjadiuje minimum potencidlni energie zatizené tyce.

3.2 Variacni formulace okrajové tlohy

Necht C(0,1) = C°(0,1) zna¢i mnozinu spojitych funkei definovanych na (0, 1), a ob-
dobné C*{0,1) zna®{ mnoZinu spojitych funkef na intervalu (0,l)s derivacemi az do
radu k, které jsou rovnéz spojité na (0,1).

vz

Nyn{ uvazujme obecnéjsi tlohu najit u € C?(0,1) tak, aby

—(ku" = f v Q=1(0,0), (3.1)
u(0) = wug (3.2)
—ku'(l) = 7, (3.3)

ktera reprezentuje tlohu pruznosti s nenulovou objemovou silou (pak k = E a —7 je
zadané napéti) nebo tlohu vedeni tepla. Diferencidlni rovnice vyjadiuje podminku
rovnovahy tak jako podminka (F1) v pfedchozi ¢asti. Pro pfevedeni na novou for-
mulaci odpovidajici podmince (F2) definujme mnozinu V' testovacich funkei,

V={vel0,l): v(0)=0}. (3.4)

Funkcim z V' se v mechanice fikd virtudlni (moznd) posunuti protoze nenarusuji
predepsané kinematické vazby, coz znamena, ze pokud u je feSenim okrajové tlohy,
potom u + v taky spliuje zadanou okrajovou podminku Dirichletova typu.

Pokud v € V| potom plati

/ (kYo d = / foda.

Q Q
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Integraci per partes pak dostaneme

— [ku'v]; /ku'v d:c—/fvdx

/k:u'v' dr = /fv dz —7u(l) Yv e V. (3.5)
0

Q

tedy

Posledni rovnost budeme nazyvat variacni identitou.

Poznamka 3.1. V pripadé 1D tlohy linearni pruznosti varia¢ni identita predstavuje
princip virtudlnich praci formulovany pro tuha télesa J.-L. Lagrangem (1736-1813)
a preneseny na deformovatelna télesa v 19. stoleti. Odvozeni ovsem neplati jen pro
ulohu pruznosti, ale pro libovolny model reprezentovany okrajovou tlohou typu
(3.1)—(3.3). Pro tuto okrajovou ulohu lze také najit obdobu energetické formulace
reprezentované podminkou (F3) v ¢sti 3.1. K energetické formulaci se dostaneme
pozdéji po vyjasnéni obecnych vlastnosti variacni identity.

3.3 Obecny tvar a vlastnosti variacni identity

Ve variacni formulaci (3.5) se jiz nevyskytuje derivace druhého tadu, coz je dobre
s ohledem na mozny charakter fyzikalnich feseni, viz 2.6. Vzhledem k této skutecnosti
a charakteru fyzikalnich feseni uvazujeme prostor

U=U): CYQ) cUK)cC Q)

po ¢astech hladkych funkei definovanych na ©Q = (0, 1), tedy presnéji mnozinu funkei,
které maji nasledujici vlastnosti:

(U1)  jsou spojité na (0,1), tj. u € C°(0,1),

(U2) ke kazdé funkci u € U lze najit body & (u), i = 0,1,...,m tak, Ze

0=¢&o(u) <&(u) < ... <&nlu) =1,
ue C (& 1(u),&(u)) pro viechna i =1,...,m < .

(U3) ke kazdé funkci u € U lze najit konstantu K = K (u) takovou, ze
| v/(z) | K pro vsechna z € (§_1(u),&(u)), i=1,...,m

Mnozina U je linedrnim prostorem, protoze je uzaviend vzhledem k linearnim ope-
racim sc¢itani funkci a nasobeni funkce ¢islem. Jak jsme vidéli v ¢asti 2.6, feseni
okrajovych tloh patti do prostoru U i v pripadé nespojitych vstupnich dat tlohy.

Prostorem testovacich funkci pak budeme rozumét mnozinu

V={velU: v(r)=0 Vrelp}, (3.6)
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kde I'p je mnozina bodti, ve kterych jsou zadany okrajové podminky Dirichletova
typu.

[ v pripadé testovacich funkei z Sirsiho prostoru (3.6) odvodime variaéni identitu
(3.5), kterou lze zapsat ve tvaru

a(u,v) = b(v) Yo eV, (3.7)
kde v pripadé nasi modelové tlohy bude
a(u,v) = /ku'v' dx, b(v) = /fv dz — 7u(l). (3.8)
Q Q

Pokud k&, f jsou po castech spojité a omezené funkce, potom vlastnosti funkeci
z U zaru¢i moznost integrace a definici zobrazeni a a b na celém U,

a: UxU— R b:U — RL

Vlastnost 1: Mnozina U je lineadrni prostor a zobrazeni a, b jsou linedrni v kazdém
argumentu, t.j.

a (aruy + agug, v) = ara(ug, v) + asalug, v),
a (u, vy + ave) = aga(u, v1) + asa(u, va),
b (a1u1 + OéQUQ) = oqb(ul) + OéQb(UQ).

pro libovolné uy,us € U, ay,as € R. Budeme tikat, ze

a je bilinearni forma na U,
b je linedrni funkcional na U.

Vlastnost 2: Dalsi vlastnosti bilinearni formy a z (3.8) je symetrie, t.j. platnost
vztahu
a(u,v) = a(v,u) Vu,v e U.

Vlastnost 3: Za predpokladu k(x) = ky > 0 je bilinedrni forma a nezdporné
(positivné semidefinitni),

a(u,u) 20  YueU.

Bilinedrni forma a je kladnd (pozitivné definitni, V-eliptickd) pokud se omezime
na prostor V, u # 0 a I'p # 0

u€eV, u7é0:>a(u,u):/k(u')2dx>0. (3.9)
Q
Pokud u € V' a a(u,u) = 0, potom « = 0 na vsech intervalech, kde je u' spojita. Na
téchto intervalech je tedy w konstantni. Z podminky spojitosti u na € = (0,[) pak
plyne, Ze u je konstantni na celé oblasti Q. Vzhledem k v € V a I'p # ), pak musi
byt u nulova funkce. Podminku pozitivnosti (3.9) jesté zesilime v ¢asti 3.8.
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3.4 Zobecnéné (slabé) reseni

Necht U a V jsou prostory po c¢astech hladkych a testovacich funkci, které jsou
definované v predchozi ¢asti. Necht Up je mnozina téch funkei z U, které splnuji za-
dané okrajové podminky Dirichletova typu. Znovu poznamenejme, ze Up obsahuje
vsechny funkce vznikajici jako feseni okrajové tlohy s po c¢astech spojitymi koefi-
cienty nebo pravou stranou. Pro tato Teseni navic plati variacni identita, coz nas
privadi k nasledujici definici.

Definice 3.2. Nechf k, f jsou po ¢astech spojité a omezené. Potom zobecnénym
(slabym) TeSenim okrajové tlohy 3.1 - 3.3 nazveme funkci u, pro kterou plati
(Vl) u € Up

(V1) a(u,v) = b(v) YveV.

V definici zobecnéného Teseni je predepsana jen okrajova podminka Dirichle-
tova typu, okrajovda podminka Neumannova typu je obsazena ve variac¢ni identité
(3.5). Proto se v souvislosti se zobecnénym fesenim pouziva pro okrajové pod-
minky Dirichletova a Neumannova typu téz terminologie hlavni a pfirozena okrajova

podminka.

Poznamka 3.3. Neumannova okrajovd podminka (NOP) a orientace toku. Pro
NOP tvaru —ku'(l) = 7 zadanou na pravém konci = [ se ve funkciondlu b objevi
¢len —7v(l) zatimco pro NOP —ku/(0) = 7 zadanou na levém z = 0 se ve funkcionalu
b objevi clen +7v(0). Tato zména znaménka vznikd tim, ze vyrazem —ku'(z) je
dén tok ve sméru osy = a hodnota 7 na levém konci znamend piitok (4) zatimco
na levém konci znamend odtok (—). Této zméné znaménka se vyhneme, pokud
budeme na obou koncich zadavat tok stejnym smérem vzhledem k oblasti €2. Pokud
napf. 7q znac¢i tok smérem do 2, pak —ku'(0) = 7q nebo ku'(l) = 7. Potom
se ve funkciondlu b objevi ¢len +1qu(x) se znaménkem nezavisejicim na tom zda
Neumannova okrajova podminka je zadédna v bodé z = 0 nebo = = |[.

O zobecnéném reseni hovorime proto, ze v pripadé hladkych vstupnich dat exis-
tuje také hladké (klasické) feseni u € C?(2) okrajové tilohy 3.1 - 3.3, které je pak
zaroven zobecnénym ftesenim ve smyslu uvedené definice. Na druhé strané formu-
lace s varia¢ni identitou (3.5) umoznuje zeslabit pozadavky na hladkost vstupnich
dat a obsahnout reseni pro sirsi okruh fyzikalné zajimavych situaci. Lze dokéazat, ze
pokud je zobecnéné feSeni z C?(2), potom je FeSenim klasickym, t.j. splituje pod-
minky 3.1 - 3.3. Pokud je C?*(2) aZ na kone¢ny pocet bodl nespojitosti, pak spliiuje
okrajové podminky a diferencidlni rovnici mimo body nespojitosti; v téchto bodech
splnuje podminky prechodu.
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3.5 Energeticka formulace okrajové ulohy

Na zékladé jednoduchych vlastnosti popsanych v ¢asti 3.3 (linearita, symetrie a ne-
zapornost) nyni odvodime i energetickou formulaci okrajové tlohy.

Definujme nejdrive tzv. energeticky functional

J USSR, Jo) = %a(v,v) ~ bw), (3.10)

kde a a b je bilinearni forma a linearni funkciondl z definice zobecnéného teseni.

Energeticka formulace okrajové tlohy je pak zalozena na nasledujicim tvrzeni:

Véta 3.4. Predpoklidejme, Ze bilinearni forma a je symetrickd a nezdpornd.
Potom u je zobecnénym resenim okrajové ilohy, t.j. plati

(V]) u € Up,
(V2) a(u,v) =bv) YveV

prave tehdy, kdyz plati

(E]) u € Up,
(E2) J(u) =min{J(w): we Up}.

Definice 3.5. Energetickd formulace okrajové tlohy je dand podminkami (E1),
(E2).

Diikaz. Nyni se podivejme na dukaz ekvivalence podminek (E2) a (V2) .

1. Ukazeme, ze z (V2) plyne (E2). Necht u je zobecnéné feseni a w € Up. Potom
w—u=uv €&V aplati

J(w)=J(u+v) = %a(u+v,u+v)—b(u+v)

= %a(u, u) + la(u, v) + 1OL(U, u) + 1a(v, v) — b(u) — b(v)

2 2 2
= Jolu,u) — b(u) + () ~ (o) + 5a(v,v) =
= J(u) + %a(v,v).

Z uvedeného plyne podminka (E2), protoze a(v,v) = 0.
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2. Nyni naopak ukazeme, ze z (E2) plyne podminka (V2). Necht u spliuje (E2),
v € V je libovolné a t € R je realny parametr. Potom

o tr— J(u+to)

je funkce jedné redlné proménné, kterd ma v ¢ = 0 své minimum. Funkce ¢ je
dokonce velmi elementérni (kvadratickd), protoze plati

o(t) = %a(u + tv, u+tv) — b(u + tv)
= %a(u, u) + a(u,v)t + %a(v, v)t? — b(u) — b(v)t

Protoze ma ¢ v 0 minimum musi byt ¢'(0) = 0. To znamena, ze

¢'(0) = a(u,v) —b(v) =0
pro v € V libovolné. Tim jsme ukézali, Ze je splnéna podminka (V2).
O
Poznamenejme, Ze hodnota ¢'(0) vyjadiuje derivaci funkciondlu J v bodé u a ve

sméru v. _ Vysetfovani funkcionalii na zédkladé jejich derivaci je predmétem klasického
varia¢niho poctu.

3.6 Variacni formulace dalsich uloh

Stejnymi prostiedky jako v ¢asti 3.2, tedy volba prostori, nasobeni testovaci funkci
a integrace, Uprava integraci per partes, dostaneme i variacni formulaci dalsich iloh
s nimiz jsme se setkali v pfedchozi kapitole, viz nésledujici priklady.

1. Uloha s reaktivnim clenem

—(ku)Y +qu=f vQ=(0,0)
uw(0) =u(l)=0

vede k variaéni identité s bilinedrni formou a(u, v) u'v' 4 quv) dz, kterd

ogJN

je symetricka a kladné pokud &, ¢ > 0.

2. Uloha s okrajovou podminkou Newtonova typu (pTrestup tepla)
—(ku)' =f  vQ=(010)
u(0) =
—ku' (1) = au(l) — U)
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vede k variacni identité s bilinearni formou

l

a(u,v) = /ku/v/dx + au(l)v(l),

0

ktera je opét symetricka a nezaporna. Linearni funkcional mé tvar
!
= /fv dz — alv(l).
0

3. Uloha s konvektivnim ¢lenem

—(ku) +pu'=f  vQ=(0,])
u(0) =u(l) =0
vede k variacni identité s bilinedrni formou

l

a(u,v :/kuv—irpuvd
0

ktera neni symetricka. Tato forma je nezaporna, protoze

l l

1
/pv’v = [pv?]} — /pv’v = [ pv= 5[])112]6 =0.
0 0

Forma bude nezaporna i v dalsich ptipadech, kdy bude Dirichletova okrajova
podminka pouze na jednom z krajnich bodu €2

p>0,

0,
0, p<QO.

4. Uloha na vlastni &sla a vlastni funkce

—(ku)Y =X vQ=(0,1)
u(0) =u(l) =0

vede k variacni identité

I I
a(u,v) = Ae(u,v), kde a(u,v) = /ku’v’d:n a c(u,v) = /uv dx.
0 0
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5. Uloha s nelinedrnim koeficientem k = k()

—(k(wu) = f  vQ=(0,0)
u(0) = u(l) = 0

vede k varia¢ni identité s formou a(w, u, v) f k(w)u'v' dz, kterd je nelinedrni

vzhledem k w. Variac¢ni identita ma v tomto prlpade tvar

a(u,u,v) = b(v) YveV.

3.7 Prostory funkci, funkcionalni analyza

Jiz jsme se setkali s prostory funkci C*(Q2) a U(Q2). Obecné linedrnim prostorem X
nazveme libovolnou mnozinu (napf. mnozina geometrickych ¢i algebraickych vek-
tort, mnozina funkei apod.), na které jsou definovany operace s¢itani a nasobeni
redlnym cislem (skaldrem) s vlastnostmi

r+y=y+z (a+p)r=ax+ fx
(z+y)+z=a+y+2) ofzr)=(af)x
alr+y)=ar+ay 1-xz=ux,
H0x+0=x 0-2=0
Ved—x: x+(—z)=0.
Uvazujme, Ze na linedrnim prostoru muzeme zavést normu , ktera bude analogii

absolutni hodnoty pro realna ¢isla a velikosti geometrického vektoru. Norma je ne-
zapornd funkce x — ||z|| s vlastnostmi :

Lzl 20, [lz = 0= 2 =0
2. o]l =| a| [J]

3. [l +yll = ll=ll + llyll

pro x,y € X a a € R. Pomoci normy lze zavést vzdalenost dvou prvki z,y jako
|z — yl||. Linedrni prostor s normou se nazyva normovanym linedrnim prostorem .

Uvedme pifklad norem na prostoru spojitych funkci definovanych na kompaktni
(uzaviené a omezené) mnoziné €. Pro u € C(Q) definujeme
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| u oo = max | u(z) | (3.11)

e
= / u(e) | da (3.12)

1/p

Il llp = | u(e) |7 da (3.13)
/

Z poslednich norem zavislych na p je zvlasté dilezitd norma || u ||z, kterd souvisi se
skalarnim soucinem

(1, v)s = /uvdx, | b= /Ta,0)a.

Q

Poznamenejme, ze uvedené normy bychom mohli definovat i v pripadé funkci de-
finovanych a spojitych na oteviené oblasti €2, pokud bychom dodali pozadavek na
omezenost funkei.

Skalarni soucin (u,v) na linearnim prostoru X je obecné symetrickd bilinearni
forma, pro kterou musi platit (u,u) =2 0 a (u,u) = 0 = u = 0. Pokud je defino-
van skaldrni soucin, potom lze definovat normu jako || u [|= /(u,u). V pfipadé
skalarniho sou¢inu muzeme definovat ortogonalitu, vyjadreni typu Fourierovych rad
apod.

Pokud je norma definovana pomoci skalarntho souc¢inu, pak plati Cauchyova-
-Schwarzova nerovnost

| (w,0) [ ([ ol

kterou budeme mnohokrat pouzivat. Uvedme diikaz této nerovnosti, ktery vyuziva
jen nezapornost a linearitu skalarniho soucinu

(u+tv,u+tv)=20 Vte R  odtud (u,u) + 2t(u,v) + t*(v,v) = 0.

Kvadraticka rovnice (u,u) + 2t(u,v) + t*(v,v) = 0 ma tedy nejvyse jeden realny
kofen a diskriminant 4(u,v)? — 4(u,u)(v,v) musi byt nekladny. To ale pfimo dava
Cachyovu-Schwarzovu nerovnost. 7Z dikazu je také vidét, Ze rovnost nastane jen
pokud u + tv = 0.

Cauchyovu-Schwarzovu nerovnost mizeme hned vyuzit pro srovnani integralnich

norem
1/2
|u|1:/1-|u|§ /12dx /|u|2dx
0

Q Q

< VIQTVT@ max | ul,

1/2
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tedy
| uh= VI Q] Tul2[ Q] u |,

kde | Q |= [ 1dx je délka nebo obsah nebo objem €.
Q

Uvedené normy muzeme definovat i na mnoziné funkci po ¢astech spojitych
a omezenych.

Na mnoziné C*(Q) funkel spojitych se spojitou prvni derivaci na Q nebo na
mnoziné U(§2) funkei, které jsou spojité a maji po ¢éastech spojitou a omezenou
prvni derivaci C'(Q) € U(Q) € C(Q) mizeme zavést dalsi normy, v nichz figuruji
hodnoty funkei i derivaci. Pro u € U(2) tedy definujeme

1/2
| lla=1l |l = / 2dr b (3.14)

Q

1/2

R / W24+ @) dey = {|uli+]u 2}, (3.15)

Q

1/2

fuly, = /<u')2dx | (3.16)

Q

Symbol |ul, , ve vztahu (3.16) definuje pouze tzv. seminormu, kterd nespliuje vztah
|u|, = 0 = u = 0 z definice normy.

Normu || u ||2,; budeme déle ¢asto vyuzivat, nebot blizkost v této normé znamend
blizkost funkce i derivace, teploty i toki, posunuti i deformaci ¢i napéti apod.

Cviceni 3.6. Ukazte, ze definované normy maji pozadované vlastnosti.

Nakonec zdliraznéme, ze v této ¢asti jsme zobecnili pojmy znamé jiz z geometrie,
jako jsou soucet vektor, skalarni soucin, ortogonalita, velikost, délka apod, do pro-
storti funkei. Toto zobecnéni vytvari disciplinu zvanou funkcionalni analyza, a my
budeme jeji zdklady v dalsim vyuzivat. Vice lze najit v literature, viz [0, 10, 2].

Pomoci normy muzeme definovat velikost, vzdalenost, chybu i tfeba konvergenci
posloupnosti funkci

u, =+ u < (Ye>0) (3ng) (VnZng) : || up—u|Se.

Nutnou podminkou konvergence je opét Bolzanova-Cauchyova podminka znama
z klasické analyzy. Posloupnost {u,} spliuje tuto podminku, jestlize

(Ve > 0) (3n) (Vi,j =2 n) || wi—u; [|[Se.

Prostor, ve kterém je kazda posloupnost spliujici Bolzanovu-Cauchyovu konver-
gentni, se nazyvé uplny. Uplny normovany linedrni prostor se nazyva Banachovym
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prostorem, uplny linearni prostor se skalarnim soucinem se nazyva Hilbertovym
prostorem.

Cviceni 3.7. Ukazte, ze prostor C'(£2) s normou || ||« je Gplny, tentyz prostor s inte-
gralni normou vsak tplny neni. Poznamenejme, Ze konvergence funkci v max. normé
(tzv. stejnomérnd konvergence) je silnéjsi, konvergence v integralni normé z ni vy-
plyva.

3.8 V-elipticita a omezenost

Jiz jsme ukézovali, Ze bilinearni forma a je nezdporna. Nyni ndm piijde o to ukazat
silnéjsi vlastnost, chceme ukéazat, ze existuje kladna konstanta m > 0 takova, Ze

m v [,S a(v.v) VoV, (3.17)

kde V' je prostor testovacich funkci. Tuto vlastnost nazveme V-elipticitou ¢i také
pozitivni definitnosti bilinedrni formy.

1. Nejsnaze se V-elipticita ukaze pro ulohu s reaktivnim ¢lenem

—(ku)Y +qu=f vQ=(0,0)

kde min{k, ¢} > 0 se uvedené ukazuje snadno. Plati totiz

I
a(v,v) = k(v')? + qv?| dz = min(k,q) || v ||2, .
2,1
0

—(ku) = f v Q= (0,1)
u(0)
—ku'(1)

I
>

,f_
kde k = kg > 0. Nejdiive

l

a(v,v) = /lk:(v’)de > k:o/(v’)2dm.

0
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Déle vyuzijeme skutecnost, ze v(0) =0 prov € V
x x

o(z) = v(0) + / o(2) dz = / V() dz (3.18)

0
T

v(x)? < (/1-1}’(2) dz)? < 112dz ](v')2dz.

0

Pro v € V tedy plati tzv. Friedrichsova nerovnost (viz [21])
! ! ! 2 !
/1)2($) dz < /xdx /(v’)2 dz | = 3 /(v’)2 dz. (3.19)
0 0 0 0

Pak dostaneme

12

kde pro o = 757 dostaneme vyvazeny odhad, tj.
2 2ko
Cvk’ol—Q = (1 — Oz)ko = m =

Poznamenejme, 7Ze totéz lze dokdzat pro Dirichletovu podminku v(l) = 0. V-elipti-
citu snadno dokazeme i pro rovnici s konvektivnim ¢lenem, pokud je jeho prispévek
nezaporny, viz ¢ast 3.6.

V pripadé funkci s nenulovou hrani¢ni hodnotou, 1ze vyjit z rovnosti typu (3.18)
a dokazat nasledujici tvar Friedrichsovy nerovnosti.

Véta 3.8. Friedrichsova nerovnost. Necht v € U(0, 1), potom

l l

/ v*(x) da £ 1[v(0)? +v(1)?] + 217 / W' (z)) d. (3.20)

0 0

U tloh s ¢isté Neumannovou okrajovou pominkou lze vyuzit nasledujici Poin-
carého nerovnost k ditkazu pozitivni definitnosti bilinearni formy pro funkce s nulo-
vym integralnim primérem.
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Véta 3.9. Poincarého nerovnost. Necht v € U(0,1), potom

/02(3:) dx / dz. (3.21)

Diikaz. Vyjdeme z rovnosti

l 2

1/'U +
l

0

174\
o TR

2

v(zg) —v(xy) = /v’(m) da.

Z1

Odtud umocnénim a pouzitim Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti dostaneme

I
v(29)? +v(z1)? — 2v(1 V() §l/
0

Integrace pies (0,1) nejdiive podle x; a potom podle z5 da

! ! I 2 I

l/vQ(x) dx+l/v2(m) do —2 /v(x) dz| < +l3/[v'(x)]2 da.

0 0 0 0

Odtud pak plyne (3.21). O

Dalsi vlastnosti je omezenost bilinedrni formy, tj. existence konstanty M, pro
kterou plati

| a(u,v) |= M | wllaall v 21 - (3.22)

Diikaz této nerovnosti je snadny, napt.

I I
|/ku'v’\ < max(k)| /ku/v/dx| <
0 0

< max(k) || v’ [l20ll V" l20= max(k) || u” [l2all o' [l21 -

UkaZme jesté omezenost linedrniho funkciondlu b vzhledem k normé || ||, , t
existenci konstanty B > 0 takové, Ze |b(v)| = B ||v]|, , kde

l
= /fv dzx — 7v(l)
0
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kdyz f je funkce integrovatelna s kvadratem. Pro prvni ¢len dostaneme

l

[ oda| <7 el o=l £ leall v lea= B2 1o o,

0
l l
pro druhy ¢len opét vyuzijeme vyjadient v(l) = v(0) + [v'(z) dz = [v'(z) dz. Diky
0 0
nému dostaneme

l l
=@ <7l [vdz IS 7| [ 12 0 oS VI 0 e
0

0

Celkové tedy plati
[b(v) [E B0 ll21, kde B =] f |20+ VL. (3.23)
Poznamka 3.10. Uvedenym postupem jsme schopni ukazat, ze tzv. Diractv delta

funkcional 9, : v — wv(z) je spojity na V(0,l), pfipadné i na U(0,[) vzhledem
k normeé || ||2,1. Toto tvrzeni ale neplati u funkci na vicerozmérnych oblastech.

Poznamenejme jesté, ze v pripadé bilinearni formy a, ktera je symetricka a po-
zitivné definitni na V, definuje a skaldrni souc¢in na V. Pak ovSem mame na V

1 normu
o]l = llvll, = Va(v,v),

kterou nazveme energetickou normou. Navic pro vsechny v € V' plati

Vv llzas oll, £ VM ([0 2,

jinymi slovy normy ||v||, a || v ||2,1 jsou na V' ekvivalentni.

Vlastnosti popsané v této ¢asti nyni vyuzijeme k ditkazu jednoznacnosti slabého
feSeni, ke studiu zavislosti slabého feseni na vstupnich datech tlohy a naposled
i k diskuzi otazky existence feseni. Stejné vlastnosti vyuzijeme i pri studiu diskreti-
zacni chyby metody konec¢nych prvki.

3.9 Zavislost slabého reseni na vstupnich datech

Zakladnimi vlastnostmi okrajové tlohy c¢i jinak matematického modelu je existence
feseni, jeho jednoznacnost a citlivost feseni na zmény ve vstupnich datech. Za¢neme
studiem jednoznacnosti feseni a spojité zavislosti na vstupnich datech. Existenci
reseni si nechame na konec této casti.
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Véta 3.11. Necht a je V-elipticka. Potom existuje nejvyse jedno slabé resent, tj.

weUp: a(u,v)=>bk) YvelV.

Dukaz.

Uy, U jsou TeSeni = u; —ug € V
= alug,u; —ug) = b(u; — uy)
a(ug, uy — ug) = b(uy — usg)

= CL(UI — U2, U1 — UQ) =0 :>|| Up — Uy ||2’1: 0= U1 = U9

Véta 3.12. Necht a je V-eliptickd a uvazujme slabé reseni ulohy

—(ku') = f v Q=(0,1)
u(0)
—ku'(1)

I
>

se vstupnimi daty f, T, 4. Pokud uy je reSeni odpovidajici f, T, U a us odpovidd
fa, To, U potom existuje konstanta C' takovd, Ze

| ur —us 122 CL| = folloe+ |1 —72]].

Uvedeny odhad ukazuje spojitou zdvislost reseni na vstupnich datech.

Dikaz. Plati

up €Up:  a(ug,v /flvdx—ﬁv ) YvoeV

us € Up:  a(ug,v /fgvdx—rgv (1) YvoeV

= a(u; — ug, v

— fo)vdzr — (11 — m2)v(l)

up—us €V = a(ug —ug, up —ug) =

(fi = f2) (w1 —ug) do — (11 — 7o) (ur (1) — ua(1)).

-Jo
f
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Nyni pouzijeme pozitivni definitnost a a stejné odhady jako pro omezenost b.
Dostaneme

m || uy —ug |15, SN f1— f2 llzoll wr — ua 20
+|T1—T2|\/ZH Uy — Ug ||2,1
m || ur —us |21 S| f1 — f2 |20 +V1 | 71— 7o |

]

Abychom ukazali spojitou zavislost na Dirichletové okrajové podmince, uvazujme
pro danou podminku 4 funkci @ € Up, ktera zadanou Dirichletovu okrajovou pod-
minku splnuje. Slabé reseni pak muzeme hledat ve tvaru

u="u+uy, up €V : a(i+ up,v)=>b) Yv eV,
tedy hledame
u € Vi alug,v) =b(v) — a(a,v) = bp(v) Vv e V. (3.24)

Poznamenejme, ze takova formulace Dirichletovy okrajové podminky a prevod hle-
dani zobecnéného teseni plné do prostoru V' bude uziteéné i v dalsim.

Véta 3.13. Necht a je V-eliptickd a uvazujme slabé reseni ulohy

—(ku') = f v Q=(0,1)
u(0)
—ku'(1)

I
>

,f.

se vstupnimi daty f, 7, 4. Pokud uy je reseni odpovidajici f, 7, 11 a us odpovidd
f, 7, 0y awy € U, 41(0) = 1y, ay € U, u2(0) = Gz, potom ezistuje konstanta C
takovd, Ze

[ ur —up [l20= Cinf{]| @ — @2 [l21: @1, G2 € U, 41(0) = @, 2(0) = G2}

Uvedeny odhad ukazuje opét spojitou zdvislost reseni na vstupnich datech.

Dukaz. Plati

uy = +wy, wy €V oalw,v) =bv) — a(ty,v) YoeV
Uy = Uy +wo, wy €V 1 alwy,v) = b(v) — a(tz,v) Yo eV,

tedy a(w; — ws,v) = a(ty — Ug,v) Yo € V. Déle wy —wy € V, a proto

<M || @ — @

m || wy — we \|§1 < a(wy — wo, wy — wa) = a(ty — Ug, wy; — wa) <

2,1| w1 — W2 ||2,1 .
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Odhad
m H w1 — W2 H2,1§ M H Uy — U H2,1

implikuje, ze
| uy — us ||2,1 §|| Uy — Us ||2,1 + || wy — ws ||2,1

M . .
é (]_ + —) || U1 — Uz ||271 .
m

3.10 Existence reseni a tplnost

Vyuzijme nyni vlastnosti omezenosti a elipticity pro vyjasnéni existence a charakteru
zobecnéného feseni okrajové tlohy. Uvazujme tlohu formulovanou v prostoru V', tedy
ulohu najit v € V:

a(u,v) =bp(v) Yv e V.

Predpokladejme, Ze a je symetricka, V-eliptickd a omezend, takze mizeme pouzit
i ekvivalentni formulaci najit v € V:

Jp(u) = min Jp(v) kde Jp(v) = %a(v,v) —bp(v).

veV

Existenci minima pak muzeme zkoumat nasledovné:

1. Ukazeme, ze Jp je zdola omezeny funkcional, takze existuje

52‘5 Jp(v) = p > —o0.

Vyuzijeme omezenost a V-elipticitu,

1 1
Jp(v) = 561(%”) —bp(v) 2 gm lvl3: —Bp || vz
1 1 B2
2 mtin(§mt2 — BDt) = _iﬁD = Uy > —0Q.

2. Definujeme mimimalizujici posloupnost {v;} C V tak, ze J(v;) < p+1/i. Exis-
tence takové posloupnosti je zarucena existenci kone¢ného infima. Ukazeme,
ze takova posloupnost spliuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku

2
m||v; — ij2 L S a(vi — vy, v — v))

= 2a(v;, v;) + 2a(vj,v;) — a(v; + v;,v; + v;)

= 4J(v;) +4J (v;) — 8J (MTU]>

< 4J(v;) +4J(v;) — 8.
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Tedy pro 4,5 = n bude || v; — v; ”%,1— 21 takze pro libovolné e > 0 existuje

n takové, ze || v; —v; ||21S € pro i, j = n.

3. Funkcional Jp je spojity. Nejprve s vyuzitim Cauchyovy-Schwarzovy nerov-
nosti ukazeme

a(u—v,u—v) = a(u,u)+a(v,v)—2v/a(u,u)va(v,v) = (Va(u,u) — \/E(U,U))Z,

potom uz snadno dokazeme spojitost Jp, protoze plati

1
[Tp () = Jp(v >\§§\ (1) = a(v,v)| + Bpllu— v,
1
§§\\/ u) + vVa(v,v) |- | Va(u,u) = v/a(v,v) | +Bp || u—v ||21
1
55 ([ wllox + v llzn) [ w—=2vllon +Bp [ u—v 21 -

4. Pokud cauchyovskost mimimalizujici posloupnosti {v;}, zaruéi konvergenci
k néjakému prvku w € V, (v; — w ve smyslu || v; — u |21— 0), potom
vzhledem ke spojitosti Jp bude Jp(u) = lim Jp(v;) = u, takze u € V bude

1— 00

resSenim.

Cauchyovskost ale zaruc¢i konvergenci jen pokud V' je uplny vzhledem k normeé
| - |]2.1- To vsak neplati! (viz Cviceni 3.24) Co s tim?

Zacneme ve starovékém Recku s jednoduchou algebraickou rovnici
2 =2.

Ve starovéku znali zlomky, tedy raciondlni ¢isla. Ale feseni této rovnice nelze vy-
jadrit podilem dvou celych ¢isel, tj. rovnice nema feseni v oboru racionalnich ¢isel.
U Aristotela (t.j. 384-322 pted zacatkem naseho letopoCtu) muzeme najit nésledu-
jici jednoduchy dukaz sporem. Predpokladejme, Ze existuje racionalni ¢islo x = %’,
pro které 22 = 2. MtZzeme piedpoklddat, Ze p, ¢ jsou nesoudélnd celd éisla. Potom
p? = 2¢° takze p musi byt sudé, p = 2k. Ale potom 4k* = 242, takZe ¢ musi byt také
sudé. Ale to dava spor s predpokladem, zZe p, ¢ jsou nesoudélna cisla.

Co tedy s uvedenou rovnici? Reseni by mit méla, geometricky by mélo jit o délku
piepony pravoihlého trojihelnika s odvésnami jednotkové délky. Resent 1ze libovolné
presné aproximovat raciondlnimi ¢isly (méfeni prepony). Rovnici také mizeme pii-
blizné tesit, napriklad Newtonovou metodou. Vyjdeme z urcitého priblizeni z; a apro-
ximujeme f(z) = 22 linedrnim polynomem f(x) ~ f(z;)+ f'(z;)(z — x;) a spocteme
Tit1, Fesenim rovnice

f@i) + fl(@i)(wig1 — @) = x + 22 (w1 — ;) = 2.
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Tak dostaneme ) ]
T T

Pokud vyjdeme z x1 = 1 dostavame posloupnost racionalnich ¢isel, ktera splnuje Bol-
zanovu-Cauchyovu podminku' a zda se, Ze rychle konverguje (pouziva se k vypoctu
v/2 i v mnoha pocitacovych implementacich).

Uvedené lze shrnout nésledovné.

e feSeni rovnice 22 = 2 neni racionalni ¢islo,

e ale zd4 se, ze v néjakém smyslu by feseni mélo existovat - uvazujme je zatim
jako abstraktni symbol - redlné &slo /2 |

e numericky lze /2 libovolné presné priblizit ¢sly raciondlnimi, v pfipadé /2
muzeme aproximaci konstruovat napt. s vyuzitim posloupnosti (3.25).

Obecnéji mnozinu raciondlnich ¢isel Ize zuplnit a timto ziplnénim dostaneme mno-
zinu redlnych cisel. Redlnd ¢isla zahrnuji jak ptivodni racionalni ¢isla tak i ¢isla
iraciondlni, kterd symbolizuji limity téch posloupnosti raciondlnich ¢isel {u;}, které
spliuji Bolzanovu-Cauchyovu podminku

(Ve > 0) (Fic) (Vi,j 2 i)« |u —uy| <e, (3.26)

ale nemaji limitu mezi racionalnimi ¢isly. Jesté presnéji realna cisla symbolizuji t¥idy
posloupnosti {u;} podle ekvivalence

{w;} ~{vi} & (Ve >0) (Fi.) (Vi,j 2 i) : |w —vi| <e.

Tato ekvivalence spojuje do jedné tiidy ty posloupnosti, které maji potencidlné
stejnou limitu.

Reseni rovnice 22 = 2 je pak prvkem mnoziny redlnych &isel.

Pripomenme, ze Bolzanova-Cauchyova podminka je obecné nutnou podminkou
konvergence, za predpokladu tplnosti je nutnou a postacujici.

Nyni prejdéme k otdzkam Uplnosti u mnozin ¢i prostoru funkei.

Y - = % —Ftr—ria+ f{l —Ht = (% - mimli,l) (xi — 1)
x; € (1, 2) = xi41 € (1, 2), tedy |@ip1 — 24| S % |z — 2i-1]
|[Tptg — @p| = ;i:l |[Zp4r = Tpir—1] S TXill (%)r_l |Tp+1 — |
S 2|zpypr —xp| £2 (%)p |z1 — zo|. Pro ¢, j 2 n bude |z; — z;| £ 2 (%)n |x1 — o]
Odtud plyne cauchyovskost posloupnosti {z;}.
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0 0
01-211 2 0 1 2

_(

Obr. 3.2: Posloupnost spojitych funkei (vlevo) a jeji limita (vpravo).

Prostor spojitych funkei C(2), kde Q = (0,), s normou |ju|_ je Gplny, viz
napt. [21]. Stejny prostor s integralni normou |ju||, nebo ||ul|, vSsak Uplny neni.
Snadno se o tom presvédc¢ime, kdyz uvazujeme napi. posloupnost funkci znazorné-
nou na obr. 3.2 (vlevo). Uvedend posloupnost nespliuje Bolzanovu-Cauchyovu pod-
minku a tedy nekonverguje v normé |lul|_, ale konverguje v integralnich norméch
k nespojité funkei zndzornéné na obr. 3.2 (vpravo).

Definice 3.14. Ziplnénim C(£2) v integralni normé ||ul|,, viz (3.13), dostaneme
prostor, ktery se znac¢i symbolem L,(€2).

Tento prostor lze charakterizovat jako mnozinu téch funkci u, pro které existuje
kone¢ny integral

Il o = | fute)l” da.
Q

Integralem ovsem musime rozumét integral ve smyslu, ktery poprvé zavedl H. Le-
besgue (ve své dizertaci!) v roce 1902. Tento integrél je zobecnénim klasického (Ri-
emannova) integralu, vice viz [21].

Vsimnéme si jesté problému s rovnosti funkei v L,(€2). Aby |[Jul| Ly definovalo
normu na L,(£2), musi platit ||u||Lp<Q) =0 = u=0. Ale HuHLP(Q) = 0 napf.
pro funkce nulové vsude mimo konecného poc¢tu bodu a tyto funkce nejsou nulové
v klasickém smyslu. Na L,(£2) proto definujeme rovnost funkei f a g tak, ze f =g¢
znamend, ze f(x) = g(x) pro x € Q\ M, kde M je konecn4 ¢i obecnéji je mnozinou
miry nula.! V tomto smyslu se hovoi{ o rovnosti funkei skoro vsude.

Definice 3.15. Obdobné muzeme uvazovat ziplnén{ prostoru C*(Q2) nebo U(Q)
v norme ||ull, ;, viz (3.15), kterd zahrnuje i prvni derivace. Toto ziplnéni se znaci

H'(Q) a nazyva se Sobolevovym prostorem.

Pro charakterizaci prostoru H'(Q), Q = (0,1), je dulezité néasledujici lemma.

LM je mnozinou miry nula, pokud pro libovolné £ > 0 existuje kone¢nd nebo spodetnd mnozina
intervali (a;,b;) takova, ze M C |J; (as,b;) a Y (b —a;) < e.

K2
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Lemma 3.16. Necht u € U(R2), potom ezistuje kladnd konstanta C' tak, Ze

[ulloe = Cllully, - (3.27)

Diikaz. V lemmatu jde o srovnani norem (3.11) a (3.15). Funkce |u| € U(R2) je
spojita na (0, 1), tedy nabyva svého minima v £ € (0,[). Potom plati

xT

ule) =ule) + [ w(z)d,

3

ju()] < [u(€)] + / ()] dz € 7 / ju(z)] dz + / /(2)] dz.
£ 0 0

S pouzitim Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti pak dostaneme

l

l
1
full < 7|1 [ 1) de |1 [ W) dz < Clul,
0

0
[l

Limitnim prechodem se (3.27) rozsii na H'(Q2) a ukéze se, Ze v piipadé jednoroz-
mérné oblasti Q = (0,1) je H(Q) € C(Q) C Ly(9). To zarucuje, ze pro u € H'(2)
ma smysl hovorit o klasické rovnosti funkci, o hodnoté funkce v v bodé x a tedy

i 0 zadani okrajovych podminek Dirichletova typu ¢i o Newtonové-Leibnizové formuli

u(l) —u(0) = /lu/ dx,

z niz je odvozena integrace per partes, kterou jsme pouzili pro odvozeni varia¢ni
identity:.

Lze také hovotit o podmnozindch H},(Q) a H{,(Q) prostoru H'(Q), které vznik-
nou zuplnénim Up a V' v normé ||. ||, a lze je charakterizovat jako podmnoziny
H'(Q), ve kterych plati pifslusna Dirichletova okrajova podminka.

na hranici () a opét zarucit vse potfebné pro variacni formulaci, viz kapitola 5.

Prostor H'(Q) je také moZno charakterizovat tak, Ze jej tvoii funkce z Ly(2),
které maji zobecnéné derivace rovnéz z Ly(£2),

HY Q) ={v e Ly(Q): v € Ly(Q)}.
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Definice 3.17. Zobecnénou derivaci v = w pritom rozumime funkci pro kterou
plati

/wgpdx = — /vgp’ dz Ve € CF(Q), (3.28)
0 0

kde C§°(2) je prostor vSech nekonecné diferencovatelnych funkei na (0,1), které
maji nulové funkéni hodnoty na hranici.

Poznamenejme, 7Ze vztah (3.28) plati pro klasickou derivaci, jak plyne z integrace
per partes

/v’wdx = [vel), — /vgp’ dz Vo € C5(Q).
Q Q
Zobecnéné derivace neni definovana bodové (lokalné), ale nelokalné varia¢ni identi-

tou.

Priklad 3.18. Kdyz uvazujeme déleni intervalu (0, /) dané body 0 = 2o < 77 < ... <
< x, = | a funkce v spojité a po ¢astech linedrni (po ¢astech spojité derivovatelné)
na (0,1), pak w, kterd je nespojitd a je rovna v’ na kazdém z intervalt (z;,z;y1),
bude zobecnénou derivaci v, protoze

Tit1 Tit1

—/vap'dx = —Z/vgp’dx:—Z[vw}iZ“—l—Z/wwdx

Q

= /wgpdx Vo € C5°(Q).
)

Lze také definovat zobecnéné derivace vyssich fadd w = D*v rovnosti

/wgpdx = (—1)k/ka<pdx Vo € C5°(Q).
0 Q

Nyni prejdeme k otazce existence slabého reseni okrajové tlohy, kterou jsme zacinali
tuto cast kapitoly. Pfedpokladejme nejprve symetrickou bilinearni formu.

Definice 3.19. Slabym feSenim nazveme u € HL(2) resp. w € H{(Q) takové,
ze

u=up +w, kde up € Hp,(Q) je pfedem zvolend funkce, (3.29)
a(w,v) = bp(v) = b(v) — alup,v) Yv € Hy(Q), (3.30)

Pokud uvazujeme slabé feseni ve smyslu predchozi definice, potom z tivah provede-
nych na zacatku této c¢asti plyne véta.
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Véta 3.20. Pokud je a V-eliptickd a omezend bilinedrni forma a b je omezeny
linedrni funkciondl na H{,(Q2), potom ezistuje prdvé jedno slabé Teseni vyhovujici
podminkdm (3.29) a (3.30).

Poznamenejme, ze pokud je a V-eliptickd bilinearni forma a b je omezeny linearni
funkcional na V, potom lze otazku existence feseni formulovat jako vyjadreni ome-
zeného linearniho funkcionalu pomoci skalarniho souc¢inu definovaného pomoci a.

V prostoru X se skalarnim soucinem (, )x je tato otdzka snadno fesitelna, pokud
v prostoru existuje konecnd ortonormalni baze ¢1, ..., ¢, (¢i, ¢;)x = 0 pro i # j,
(i, ¢j)x = 1 pro i = j. Pomoci uvedené béaze ¢1,..., ¢, totiz mizeme vyjadiit
libovolny bod = € X jako x = Y x;¢;, kde x; = (z, ¢;)x. Pro linearni funkei b pak

b(x) =b (Z $i¢z‘> = (2,0:)xb(d:) = (2,y)x,
kde y = 30 (1) di-

V pripadé omezeného linearniho funkcionalu lze obdobnou vétu dokazat i v pro-
storech nekonec¢né dimenze, prislusnému tvrzeni se rika Rieszova véta o representaci
funkciondlu viz napiiklad [21]. Tato véta vsak plati pouze tehdy, pokud pracujeme
v prostoru, ktery je uplny, opét tedy musime prejit k Sobolevovym prostorim.

Zatim jsme hovorili o existenci TeSeni v pripadé symetrické bilinedrni formy. Pro
varia¢ni formulaci s nesymetrickou bilinearni formou vsak existuje obdobné tvrzeni
o existenci slabého feseni okrajové tlohy. Tomuto feseni se tika Laxova-Milgramova
véta, podrobnosti najdeme opét v [21], [20]. Zde uvedeme jen jeji znéni. Pfipomenme
jesté, ze obdobné véty lze dokéazat i pro nékteré tiidy nelinearnich tloh.

Véta 3.21. Lazova-Milgramova. Necht a je bilinearni forma, b je linedrni funkci-
ondl na prostoru H, () (obecnéji libovolném Hilbertové prostoru) a necht existuji
kladné konstanty m, M a B tak, Ze plati elipticita a omezenost a a omezenost b,

tj.

a(v,v) Zm || v 3, Vv e Hy(Q) (3.31)
| a(u,v) |EM || ulgal| v |lon Yu,v € Hy () (3.32)
| 6(v) [EB || v |la1 Yo € Hy(Q). (3.33)

Potom md tloha: najit funkci u € HL(Q), pro kterou plati
a(u,v) = b(v) Vv € H(Q),
lb(v)]

lvll2,1

prdvé jedno teseni. Navic || u |21 < = ||b]| £ LB, where ||b]| = i;qgo

Pfipomenime jesté analogii s rovnici 22 = 2. I v pifpadé okrajové tlohy s obec-
nymi daty vime, Ze TeSeni je v prislusném abstraktnim Sobolevové prostoru, pricemz
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ale 1ze toto feseni libovolné dobfe aproximovat dobfe ndzornymi funkcemi z U(€2).
Déle uvidime, Ze aproximujici posloupnost lze sestrojit napt. s vyuzitim metody
kone¢nych prvk.

3.11 Poznamky k regularité reseni

Uvedme nejdiive nasledujici lemma

Lemma 3.22. Lemma du Bois Reymondovo. Necht v € L(2) a plati

/ugpdx =0 Ve e Cyr(Q).
0

Potom u = 0 skoro vsude (s.v.) na Q. Pokud je navic u € C(Q2), potom u = 0 ve
vsech bodech ().

V pripadé, kdy u je slabé teSeni, pro které

/ku'v’ dr = /fv dr —#v(l) Vv € Hi(Q)
0 0

pak s vyuzitim lemma du Bois Reymondova dostaneme - pokud je navic (ku’)’ + f
spojita funkce, potom plati (ku')’ + f = 0.

Slabé TeSeni tedy bude za predpokladu spojitosti f, k' a u” FeSenim klasickym
(silnym). Poznamenejme, Ze testovani fukcemi v € H{-(Q) nulovymi na celé hranici
odvodi diferencidlni rovnici, testovani funkcemi nenulovymi v [, pak dodd Neuman-
novu okrajovou podminku.

U spojitych diferencovatelnych funkci mizeme zavést celou skalu prostoru
C®Q)C...cCHQ) cUK) cC Q) =C0().
Obdobné lze zavést skalu Sobolevovych prostorti
H*(Q) C...Cc H* Q) C H'(Q) C Ly().

K definici H*(Q) lze pouzit ziplnéni C*(Q) v normé |-||, ., nebo uvazovat funkce
s Lo integrovatelnymi zobecnénymi derivacemi do fadu k.

Logicky, pokud u € H*(Q), potom v’ € H*=1(2). Diky tomu, spojité, po éastech
linedrn{ funkce patii sice do H'(2) (ukazovali jsme, Ze zobecnénou derivaci je po Cds-

tech konstantni L, integrovatelnd funkce), ale nepatii do H?(2), protoZe zobecnénou
derivaci je nespojita po ¢dstech konstantni funkce, kterd nepatii do H' ().
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Priklad 3.23. Zamysleme se nad otédzkou zobecnéné derivace funkce u, kterad je
po ¢astech hladka v (0,1) se skokem v bodé £. Pokud existuje zobecnéna derivace
w € Ly(£2), potom

l

13
/wgo dr = /ugp’dx = [ug]§ + [w,o]l5 — /u'gp dx — /u'gp dx

Q Q 0 13
= [ugl§ + [ugl = cp(§) Vo € C(9),

Podle du Bois Reymondova lemma je potom w = o' s.v. v Q (uvazujeme nejdiive
v € C§°(0,&) anésledné ¢ € C§(€,1)) a tudiz

0 = [ug]§ + [ugly = [u(&) —u(€-)] @(€) Vo € CF(Q).

Tedy skok v € musi byt nulovy.

Existuje také vzdjemny vztah Sobolevovych prostort a prostorit C*(Q). Jiz jsme

uvedli, Ze v pifpadé Q = (0,1) je H'(Q) € C(Q). Obecndji H*(Q) € C*1(Q). V pii-
padé vicerozmérné oblasti 2 C R? pozdéji uvidime, Ze plati tzv. Sobolevovy véty
vnofeni tj. H*(Q) C C(Q) (pfesnéji, ke kazdé funkci u € H*(Q) existuje @ € C(Q),
u = @ skoro vsude), ale jen pokud k > g, pro Q C R4, viz [21, 20,

V pripadé uvazovanych okrajovych tloh na jednorozmérnych oblastech bude te-
Seni z H%(Q)) v pripadé, Ze neexistuji nespojitosti v materidlovych koeficientech.
Nespojitosti v pravé strané pritom nevadi, staci kdyz f € Ls(£2). V pfipadé nespo-
jitosti v materidlovém koeficientu vsak podminky prechodu implikuji skok v prvni
derivaci feSeni, a proto feseni nebude v H?(12).

Slabé feseni tedy patif do vysstho Sobolevova prostoru H*(Q), kde k > 1, v zé-
vislosti na koeficientech, u vicerozmérnych tloh také v zavislosti na tvaru oblasti.
V pifpadé u € H*(Q), kde k > 1, hovofime o vy33f regularité feseni. Pfedpoklady
o vyssi regularité déle vyuzijeme pii zkoumani aproximace feseni metodou konec-
nych prvki.

3.12 Shrnuti a cvicéeni

V této kapitole jsme ukazali variacni formulaci okrajovych tloh. Ukazali jsme také,
ze k této formulaci patri studium prostort funkei, bilinearnich forem a funkcionali.
Ziskané vysledky nam poslouzi k odvozeni metody konecnych prvki a ke studiu
diskretizacni chyby této metody.

Cviceni 3.24. Ukazte, ze pro posloupnost spojitych, po ¢astech linedrnich funkei

1/i proxze(l—41—75),i=1,...,n—1,

1/n proz e (1—2 1),

vn(0) =0, v, (z) = {
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plati v, € V, posloupnost je cauchyovska v [-||,, ale nemd limitu ve V' (derivace
ma nekoneéné mnoho bodu nespojitosti).
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Kapitola 4

Metoda konec¢nych prvki

4.1 Jednoduchy priklad - MKP heuristicky

K metodé koneénych prvk miizeme dojit nasledujicimi ivahami. Zajima nas pri-
blizné feseni modelové tlohy

—(ku') = f v Q= (0,1) (4.1)
u(0) =1
k(D' (1) =7

)

ktera muze predstavovat 1D tlohu tlohu vedeni tepla, difuse, linearni pruznosti
apod.

Nyni budeme hledat aproximaci (pfesného) feseni u pomoci funkce u, ktera je
urcena hodnotami @; = @(x;) v uzlech 0 = 21 < 19 < 23 < x4 < x5 = [ a je linedrni
na kazdém intervalu e; = (x;, z;41), i = 1,2,3,4, viz obr. 4.1. Dirichletova okrajova
podminka dava u; = 4, je ovSem otazkou jak urcit hodnoty wus, us, us a us.

Obr. 4.1: Aproximace Teseni funkei spojitou po ¢astech linedrni.
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Z kapitoly 3 vime, ze funkce u realizuje minimum energetického funkcionalu

J(v) = % / k(w')? do — / fwdz + #w(l)

Q

mezi vsemi funkcemi w € Up. Je tedy logické vzit funkci @ tak, aby
J(@) = min{J(w) LW e (713} ,

kde Up C Up je mnozina funkci, které jsou spojité na (0,1), linedrni na intervalech
e1, €a, €3, e4 a splnuji Dirichletovu okrajovou podminku tam, kde je zadana.

Necht @ € Up, pak @ je urcena svymi hodnotami @ (z;) = w; (i = 2,3,4,5) ana

_ a0 | Wig1—Wi
prvku e; = (x;, ;41) je W, |e,= P Bude tedy

4 Ti+1

2
J (W) = J (W, W3, W4, W5) = Z / (wlﬂ l) dx—Z/fwdx—l—ﬁ%:

Ti4+1 — T3

pokud predpokladame, ze k, f jsou konstantni na jednotlivych intervalech ey, es, es,
eq, ki =kley, fi=f

Pokud ma byt J (%) minimélni, potom musi platit

€5

—&](uuuu)—ﬁ(uuuu)
aw2 2, U3, U4, Up aws 2, U3, Uy, Us) =
9J a.J
= _(31114 (ug, us, ug, us) (9_1115 (ug, ug, ug, us) = 0.
To vede k soustavé
Uz — Uy Uz — Ug 1 1
k —k S _ _ = _ —0
Y20 — 2 s — 1y 2101(362 1) 2f2(x3 2)
Uz — U Uy — Us 1 1
k —k S _ _ = _ —0
2$3 — X2 3:E4 — T3 2f2(x3 xg) 2f3($4 x?’)
Uy — U3 Us — ug 1 1
k —k i _ _ = _ —0
3$4 — T3 41’5 — T4 2f3($4 7s) 2f4(x5 74)
Us — Uy 1 R
k — = falws —x4) =7 = 0.
L —— 2f4(l‘5 Ty) — 7

Resenim této soustavy ziskame hodnoty us, us, w4, us, které urcuji priblizné reSeni
t € Up. Ukadzany postup je specialnim ptripadem priblizného teseni okrajové tlohy,
které déle rozpracujeme a nazveme metodou konecnych prvka (MKP).
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»
L

T1 T2 X3 Ty Ts

Obr. 4.2: Grafy bazovych funkci, graf ¢, ¢3 , @5 je znacen plné, ¢o, ¢, carkované.

4.2 MKP jako Ritzova-Galerkinova metoda

Pokusme se zobecnit metodu popsanou v predchozi c¢asti.

V prvé fadé budeme uvazovat obecné déleni 7, oblasti Q2 = (0, [) na intervaly
e; = (x;, x;11) délky nejvyse h, jejichz koncové body jsou tvoreny uzly

O=m1 <a9<...<m) = L. (4.4)
Na zakladé tohoto déleni mizeme definovat mnoziny funkci

e U = U(T;) = U, bude mnozina funkef spojitych na (0, ) a linearnich na
kazdém z intervalt e € T,. Tedy U C U, kde U je mnozina funkci definovana
v ¢asti 3.3,

o Up = UP bude mnozina téch funkef z U = Uy, které splnuji zadané okrajové
podminky Dirichletova typu, Up C Up, kde Up je mnozina funkci definovana
v Casti 3.4,

oV = Vi, bude mnozina téch funkei z U = Un, které jsou nulové v téch uzlech,
ve kterych jsou zadané okrajové podminky Dirichletova typu, V C V, kde V
je mnozina testovacich funkci definovand v casti 3.3.

Funkee z U = U, miiZeme vyjadrit jako linearni kombinace zakladnich bézovych
funkeci, kterymi budou takové funkce z U = Uy, které jsou rovny 1 v jednom z uzli a 0
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ve vSech ostatnich uzlech. Grafy takovych funkci vidime na obrazku 4.2. Oznacme
¢; takovou bazovou funkci, pro kterou plati

w={} Bl o

potom lze kazdou funkci @ € U vyjadrit ve tvaru
N
i(x) =Y ugy(z). (4.6)
i=1

Déle budeme potiebovat vyjadreni pro funkce @ € Up. K tomu ozna¢me I'p, mno-
zinu uzli, ve kterych jsou zadané okrajové podminky Dirichletova typu a rozdélme

mnozinu indext [ = {1,...,n}nalp ={i: x; € I'p} aly = I\ Ip. Pokud @y znaci
zadanou hodnotu Dirichletovy okrajové podminky v zx € I'p a ¢p = > s,
kelp

potom muzeme kazdou funkci @ € Up vyjadrit ve tvaru

i(z) = ¢p(x) + Z Ui (). (4.7)

icly
Zbyva poznamenat, ze kazdou funkci v € V lze vyjadrit ve tvaru

i(z) =) vigi(x). (4.8)

i€ly

Ve vyjadreni (4.6)—(4.8) musi byt koeficient u ¢; roven funkéni hodnoté reprezen-
tované funkce v z;. VSechna uvedend vyjadreni jsou tedy jednoznacénd, {¢; : i € Iy}
tvori bazi linedrniho prostoru V' a pojem bazova funkce ma své opravnéni.

Ritzova-Galerkinova metoda

Vratme se k feSeni tlohy (4.1)—(4.3), které lze rovnéz formulovat variaéné nebo
energeticky. Hledame tedy feseni u, pro které plati

(El) u € Up,
(E2) J(u) =min{J(w): we Up},

nebo

(V1) u € Up,
(V2) a(u,v) = b(v) YveV.



4.2 MKP jako Ritzova-Galerkinova metoda 49

Pokud nyni U = span{¢; : i = 1,...,n}, Up = ¢p + span{¢; : @ € Iy} C Up,
V = span{¢; : i € Iy} C V, potom lze pfirozené definovat priblizné feseni jako
funkci splnujici nasledujici podminky

(Rl) U € ﬁD,

(R2)  J(@) = min {J(zb) . de ﬁD} ,

Pokud uréime ptiblizné feseni podminkami (R1), (R2), hovotfime o piiblizném fe-
Seni Ritzovou metodou (W. Ritz, 1908). Pfi pouziti podminek (G1), (G2) hovorime
o Galerkinové metodé (B.G. Galerkin, 1915).

Uplné stejné jako jsme ukdzali ekvivalenci slabé a energetické formulace okrajové
tlohy (Véta 3.4), lze ukdzat ekvivalenci Ritzovy i Galerkinovy metody (obé dévaji
stejné priblizné reseni @) za predpokladu, Ze bilinearni forma a je symetrickd a neza-
porna. Galerkinovu metodu lze ovsem pouzit i v pripadech, kdy a je nesymetricka.

_ Ritzovu-Galerkinovu metodu Ize pouzit obecné s riznymi prostory funkei, napf.
U by mohlo byt jinak vytvofeno z polynomi do stupné n. Pokud ale pouzijeme
prostory funkci vytvorené na zakladé rozdéleni oblasti a slepovani linearnich funkeci
(tak jak jsme to udélali v uvodu této Casti) pak dostdvame metodu koneénych prvki
(MKP). Tento postup ma radu vyznamnych vyhod, o kterych se zminime pozdéji.

4.2.1 Numericka realizace Ritzovy-(Galerkinovy metody

Vyjdeme z podminek (G1), (G2), které jsou obecnéjsi i vhodnéjsi k nasemu ucelu.
Je snadné ukézat, ze podminka (G2) je ekvivalentni nésledujici podmince:

a(l, ¢;) = b(¢), Vie ly. (4.9)

Z vyjadieni (4.7) pak pro ¢ € Iy, dostavame
Zuja (95, ¢i) = b(d:) —alop,di) = bp(ei) (4.10)
j=1

coz je soustava linearnich algebraickych rovnic. Pokud bazové funkce ¢; : 1 € Iy,
znovu postupné ocislujeme jako ¢y, ..., ¢,, potom mizeme soustavu (4.10) zapsat
maticové ve tvaru

Au = b, (4.11)
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kde
u=(u,...,un)" ., b=(by,....b)7", b =bp(ey), (4.12)

A =(a;), a;; =alpj, i) (4.13)

V tlohéach vedeni tepla se matice A nazyva matici tepelné vodivosti a vektor b
vektorem tepelnych zdroji, v tlohach pruznosti se matice A nazyva matici tuhosti
a vektor b vektorem zatiZeni. S poslednim oznacenim se ale setkame i obecnéji.

Pokud je a symetricka bilinedrni forma, ktera je kladna na V, potom je matice A
symetrickd a pozitivné definitni, nebot

vIiAv = Z ViV = a (Z V;P;, Z Ui¢i> = a(v,v)

ij

pro vSechna v = (vy, ... ,vn)T, v=> v; € V. Kladnost a znamen4, e a(v,v) >0

pro v # 0 odkud vzhledem k jednoznacné korespondenci v € V a v € R" plyne
vIAv > 0 pro v # 0. Matice A je tedy také reguldrn{ a soustava (4.11) jednozna¢né
resitelna.

Pi#iklad 4.1. Re$me Ritzovou-Galerkinovou metodou tilohu

—u'=1—-2 vQ=(01)

Uvazujme déleni na prvky e; = (0,1/2) a e; = (1/2,1). V tomto piipadé mame
tii uzly 7 = 0, 29 = 1/2 a 23 = 1, kterym prislusi bazové funkce ¢1, ¢, a ¢3.
Pro reprezentaci feseni pouzijeme ¢p = 2¢1, o, ¢3. Poznamenejme, zZe na intervalu
(prvku) (0,1/2) je ¢} = =2, ¢4 = 2, ¢ = 0 na intervalu (prvku) (1/2,1) je ¢} =0,
¢l2 = _27 @é =2.

Proto
1/2 1
a(¢2,¢2): 2-2dz + —2(—2)d$:4
[z ]
1
oféa,én) = [ ~2-2d5 = ~2 = alén, )
1/2
1
a(¢37¢3) = /22(11' = 27

1/2
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1/2 1
bo(2) = [ 6a(a) (1 = a)da+ [ 6a(o) (1= ) dir + 0u(1) = 26, )
0 1/2

1/2 1 1/2
/2x(1—x)dx+/2(1—x)(1—:v)d:c+/2-2dx
0 1/2 0
bo(en) = [ 202 = 3) (1= ) do + 1a(1) — a(201,69).
/2

2
1

Integraly v bp(¢s), bp(¢s) jsme v nasem piipadé schopni spocitat analyticky, ale
obecné je budeme pocitat numericky, zde pouzitim jednobodové (obdélnikové) inte-

b
gracni formule [ g(z)dz = g (%42) (b — a). Tak dostaneme

a

3 1 68
R TR AT
1 1 5)
ol%) =16+ 1 16
Dostavame tedy soustavu
68
Ay — 2ug = —
U9 us 16
2ug + 2 >
—2u Uz = —
2 3 16’

a TeSeni uy = 73/32 a ug = 78/32. Srovnejte toto Teseni s presnym FeSenim tlohy.
Provedte také srovnéni s feSenim, které odpovida presné integraci pti vypoctu bp(¢2)

a bD(¢3)

Poznamka 4.2. Prvky matice tuhosti jsme pocitali integraci ,,po jednotlivych ele-
mentech“. Tento postup je zdkladem algoritmizace metody konecénych prvki.

4.3 Algoritmizace MKP pro reseni 1D 1dlohy

Predpokladejme opét, ze chceme feSit tlohu (4.1)—(4.3) s pouzitim diskretizace
Tn = {e1,...,en_1}, € = {(x;, i11), kde x; jsou uzly diskretizace 0 = x1 < x5 <
<...<xy=1L.

K pribliznému feseni pouzijeme metodu konecnych prvki, ale budeme se zamys-

let nad jeji algoritmizaci a programovanim. Zakladem algoritmizace je specifikace
vstupnich a vystupnich dat.
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a) Definice dat pro popis tlohy
Vstupni data lze vyhodné organizovat ,po prvcich® napt. tak, ze
pro kazdy element e; zaddme: (1), z(2) soufadnice konc. bodi

r, s c¢isla konc. bodu
k; hodnotu mater. koef. k£ na ¢
fi hodnotu zdroje f ve stiedu ¢

Uvedenymi daty plné popiSeme oblast i llohu uvniti oblasti. Zbyva pridat data
o okrajovych podminkach napt. tak, ze

pro kazdy krajni bod zadame =z souradnici bodu
typ Dirichletova=0/Neumannova=1
r ¢islo bodu

¢ zadanou hodnotu OP

b) Sestaveni soustavy po ..prvcich®
Tak jako jsme zorganizovali ,,po prvcich® vstupni data, mizeme zorganizovat ,,po
prvcich® i velkou ¢ast setaveni MKP soustavy. Vychozi ideou je skutecnost, ze
polozky matice soustavy a vektoru pravé strany jsou definovany integraly, které
lze pocitat jako soucet intgralti pres jednotlivé konecné prvky, tedy

! N—1
0y = / Ko de = / ki), da
0 I=1 e
! N—1
b= [ foide =" [ fonda
. =

Dalsi skutecnosti je, ze pribéh bazové funkce ¢; na prvku e; je pouze jednim ze
tT1 typt

Gi le=1< V@)

kde 91y je linearni funkce nabyvajici hodnoty 1 v z1) a 0 v x(2), ¥ (2) je linedrni
funkce s opacnym prubéhem (hovori se téz o lokdlnich bazovych funkcich) a 0 je
identicky nulova funkce. Ziejmé

1 1
¢El) = _h_la 1/122) == h_l, hl = $(2) — ZL’(l)

a nasledujici hodnoty jsou jediné nenulové prispévky prvku e; do matice soustavy
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a vektoru pravé strany

ay = [k Yy do = ki/hy
e

. aj, = [k ¢21)¢22) do = —ki/hy = ay,

e ,
e ay = [k V(o) ¥lay dz = ki/ Iy

el

0

\

5 il
/fl¢$ dz = %flhl
e 0

Uvedené nenulové prispévky miizeme zapsat do lokalni matice a lokalniho vektoru

k 1 -1 1 1
wof[4 7] wemll]

¢) Algoritmus sestaveni MKP soustavy
Nejprve vytvorime matici a vektor dimenze N x N a N. Pak nulujeme vSechny
prvky matice i vektoru A =0, b = 0. Pak provedeme
cyklus pres elementy ¢ :

e pro element provedeme vypocet lokalni matice tuhosti a lokdlniho vektoru

zatizent:
k 1 -1 1 1
n _ M (O
4 _hZ[—l 1]’ ’ Qﬁhl{l]

e provedeme pric¢teni lokalnich ptrispévki na odpovidajici pozice globalni sou-
stavy:

l
Qrp = Qpy + aqq
! !
Qrs = Qrs + Q19 br = br + bl
! !
Qsy = Qgp 1 Qo bs = bs + b2
l
Qss = Qg5 + Ao9
konec cyklu
d) Uprava soustavy vzhledem k okrajovim podminkdm
Ziskana soustava Au = b je vytvorena bez informace o okrajovych podminkach.
Tuto informaci musime nyni dodat a soustavu upravit.

Pokud je v uzlu x, zadand Neumannova okrajova podminka s hodnotou ,,pritoku*
1o (viz diskuze v ¢asti 3.4) pak musime k pravé strané dodat vektor

(Tadi(z,), . .., Tadn ()" . (4.14)
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Tento vektor bude mit jedinou nenulovou polozku a to mq¢.(x,) = 7. Jinymi
slovy, k polozce b, pridame Tq.

Pokud je v uzlu z, zadana Dirichletova okrajovd podminka s hodnotou @ pak
musime k pravé strané dodat vektor

(—a(ép, ¢1),...,—alPp, dn)), (4.15)

kde ¢p = u¢,. To ale znamena vynasobit r-ty sloupec A hodnotou @ a vznikly
vektor odecist od sestavené¢ho vektoru b. Pokud je & = 0 pak uvedena uprava
samoziejmé neznamena zadnou zménu pravé strany.

V pripadé Dirichletovy okrajové podminky nésleduje jesté dalsi aprava soustavy,
ktera vychazi ze skutecnosti, ze hodnotu u,, kterd je zadand, nemame viibec
pocitat, a v soustavé je tudiz r-ty radek a sloupec navic. Muzeme tedy tento
radek i sloupec vyloucit. Pokud vsSak nechceme rozmér matice ménit, muzeme
napt. radek i sloupec nulovat a potom tadek upravit tak, aby odpovidal rovnici
u, = U, jinymi slovy polozime a,, =1 a b, = 4.

Misto uvedenych dvou krokt upravy lze téz polozit a,.. = p a b, = pu, kde p je
vhodné ,velké“ &slo, napt. p = 10%°. U této tipravy musime ovéfit, zda nebude
vadit pri numerickém feseni soustavy.

Priklad 4.3. Pouzijeme stejny ptiklad jako v predchozi ¢asti, tedy Tesime tlohu

—u"' =z vQ=(0,1)
u(0) =2

1
_u’(1> — _Z = —7Qq,

a uvazujme déleni na prvky e; = (0,1/2) a ex = (1/2,1).

Data pro ey :  x(1) = 0.0, 2(2) = 0.5;

r=1,s=2;

k=1, f=3/4
Data pro ey 1 x(1) = 0.5, 2(2) = 1.0;

r=2s=3;

k=1, f=1/4

Nulujeme: A=0,b=0

1 -1 1
Pro e; : A(l)—m[_l 1], b(l):%'%'%'{l]’
2 =2 0 3/16
tedy A= -2 2 0|, b=1]3/16
0 00 0
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1 —1 1
Sy B
2 -2 0 3/16
tedy A= | -2 4 —2 |, b= 4/16
0 -2 2 1/16

Zohlednéni Neumannovy okrajové podminky: k pravé strané pri¢teme vektor
(4.14). Tedy

3/16 0
b=1|4/16 | +| 0
1/16 1/4

Zohlednéni Dirichletovy okrajové podminky: k pravé strané ptricteme vektor (4.15).
Tedy

3/16 0 2 —61/16
b=1|4/16 | +| o|—-2| —2|=| 68/16
1/16 1/4 0 5/16

Vysledné soustava ma po zohlednéni Dirichletovy okrajové podminky tvar

1 0 0] [w 2
0 4 -2 || u|=1]068/16
0 -2 2| u 5/16

nebo pri vylouceni nadbyteéného sloupce a radku

EREF N

a Teseni up = 73/32 = 2.2812 a u3 = 78/32 = 2.4375.

MKP program v jazyce MATLAB

Nakonec se podivejme jak bychom mohli popsany algoritmus zapsat ve formeé ptikazt
prostredi MATLAB, viz Algoritmus 4.1. V uvedeném zapisu jsme pridali ¢isla radek,
ktera poslouzi ke komentari.

Program zahajuje zadani vstupnich dat. Oproti popisu v ¢asti 4.3 zapiseme data
o néco efektivnéji. Vektor x bude obsahovat souradnice uzli, matice el obsahuje
v i—tém Tadku ¢isla uzli tvoricich levy a pravy koncovy bod i—tého elementu, vek-
tor k obsahuje materidlové koeficienty elementi a vektor £ obsahuje hodnoty zdroje
v elementech.

Matice op obsahuje v i-tém radku typ okrajové podminky, ¢islo koncového uzlu
a hodnotu okrajové podminky. Typ Dirichletovy podminky je zapsan jako 0, typ
Neumannovy podminky je zapsan jako 1.
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Algoritmus 4.1 : MKP program pro feseni 1D tlohy

[

N

w

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

function MKP1D

AMKP 1D
% vstupni data
x = 0:1/2:1; 50:1/4:1;
el = [1,2; 2,3); Zl[1,2; 2,3; 3,4; 4,5]1;
k = [1,1]; Al1,1,1,17;
f = [0.75, 0.25];
op = [0, 1, 2; 1, 3, 0.25];
Jl0, 1, 2;, 1, 5, 0.25];

n=length(x);
nel=size(el,1);
/% sestaveni MKP soustavy - priprava a cyklus pres pruvky
A=zeros(n,n);
b=zeros(n,1);
Ael=[1, -1; -1, 1];
bel=[1; 1]1;
for i=1:nel
ACel(i,:),el(i,:))=ACel(i,:),el(i,:))...
+(k(i)/(x(el(i,2))-x(el(i,1))))*Ael;
b(el(i,:))=b(el(i,:))
+ (0.5xf(i)*(x(el(i,2))-x(el(i,1))))*bel;
end
/% zohlednenti okrajouvych podminek
for i=1:2
if op(i,1)==1
b(op(i,2))=b(op(i,2)) + op(i,3);
end
if op(i,1)==0
b=b-op(i,3)*A(:,op(i,2));
AC:,op(i,2))=zeros(n,1);
ACop(i,2),:)=zeros(1l,n);
ACop(i,2),0p(i,2))=1;
b(op(i,2))=o0p(i,3);
end
end
/4 rTesenti soustavy
u=A\b
4 graficky wvystup
plot(x,u,’-0ob’,’LineWidth’ ,2,...

’MarkerEdgeColor’,’k’,’MarkerFaceColor’,’g’,’MarkerSize’ ,10);

hold on; grid on;

title(texlabel ("MKP 1D ’),’FontSize’ ,14);
xlabel (texlabel (’x’),’FontSize’ ,14);
ylabel (texlabel (’u(x)’),’FontSize’ ,14);
axis ([0, 1, 2, 2.51);

print -dpdf -f1 grafl

Metoda konec¢nych prvki
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Program pokracuje sestavenim soustavy zptusobem popsanym v c¢asti 4.3 a Te-
senim soustavy standardni procedurou MATLABu. Nakonec nasleduje vykresleni
grafu priblizného feseni.

Program lze snadno upravit tak, aby umoznil generovani pravidelné sité, rtizné
zjemnovani pocateéni sité, feseni obecnéjsi tlohy (napf. zahrnuti konvekce, Newto-
novy okrajové podminky apod.). Lze téz pocitat a vykreslit derivace feseni, toky
tepla a dalsi veli¢iny.

Poznamenejme jesté, ze v programu pro struc¢nost vyuzivame provedeni prikazu
pro vice indexu. Napriklad pricteni Ael do A, které by bylo realizované operacemi

l
Qrr = Qpp + Q74

l
Qrs = Qps + Q719

l
Qsr = Ggr + Qo

_ l
Qss = Qgs + Qoo

lze zapsat jako A([r,s], [r,s])=Ael. Rovnéz vyuzivame pristup k fadku ¢i sloupci
matice, napt. A(i, :) nebo A(:, j).

Aktivaci prikazu print miuzeme graf ulozit ve zvoleném forméatu (zde eps) do sou-
boru a pak pouzit, viz Obr. 4.3. T¥i tecky na konci radka 18 a 20 indikuji pokracovani
prikazu na dalsi radce.

Vice se o MATLABu miuzeme dovédét na http://www.mathworks.com nebo

¢esky na strankach http://www.humusoft.cz. Zde lze také nalézt informaci o vhodné
literature popisujici MATLAB, viz napf. [?].

4.4 ResSeni MKP soustav

V metodé koneénych prvkia samoziejmé nejen sestavime soustavu linearnich alge-
braickych rovnic

Ahu = bh,

ale musime ji také fesit. Jiz zminénymi vlastnostmi jsou symetrie matice A; a jeji po-
zitivni definitnost ve vétsiné pripadi (vyjimkou je napf. ¢isté Neumannova tiloha pro
rovnici vedeni tepla). Dilezitou vlastnosti je také fidkost a u jednorozmérnych tloh
tridiagonalnost matice. Proto lze soustavu Tesit velmi efektivné Gaussovou elimi-
naci. Pokud vynechame operace s nulovymi prvky mimo hlavni a vedlejsi diagonaly,
dostaneme algoritmus, ktery fesi tfidiagonalni soustavu se slozitosti O(n).
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4.5 Diskretizacni chyba

Necht u je TfeSeni okrajové tlohy. Ritzova-Galerkinova metoda je pribliznd metoda
a musi nas proto zajimat chyba priblizného teseni @, tedy tzv. diskretizacni chyba
e = u — U, presnéji budeme uvazovat normu chyby, napf.:

lu—tllo vl =suplo(@)],
el

luw—ally = olly =/ Jo(v(x))* da,

lu=illyy o olloy = 3/ fo(0(@)?do + [, (@) da,

lu—al, = vl = alv,v),

pripadné dalsi normy.

Zékladni charakteristiku chyby dava nasledujici Céovo lemma, které budeme dale
vyuzivat ke studiu metody konecnych prvki.

Lemma 4.4. Céa. Necht okrajovd tloha splnuje predpoklady Laxovy-Milgramouvy
véty (3.31) a (3.32), u je slabé reseni okrajové ulohy,  je resent ziskané Ritzovou-
-Galerkinovou metodou, t.j.

ueUp=up+V: a(uv)=0>00) Vv eV, (4.16)
aeUp=up+V: a(i,v)=0b) YoeV. (4.17)

Potom plati
lu—2a|o=||u—wl, Yw € Up (4.18)
lu—i for < % lu—wlhs  YweOp, (4.19)

coZ muzZeme chdpat jako optimalitu a kvazioptimalitu MKP reseni ziskaného Ritzo-
vou-Galerkinovou metodou.

Diikaz. Necht a je symetrickd w € Up = w = @+ v, v € V. Potom

~ 2
Ju—w | = fu—— ol
— flu — a2 + |lo]* - 2a(u — @ 0)

2| u—alls.
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Pokud a je obecné nesymetrickd, potom mizeme provést odhad ndsledovné. Necht
opét w e Up = w=1u+v, v € V. Potom

1
j— Y 2 —_— j— 77 j— 77
w30 < ~a(u—i,u— )
1 N -
= Ea(u—u,u—u—v)
M
< 7 o~ . 2
= Ju U||2,1 |u w||271
Po zkréceni [|u — 4|, , dostaneme odhad (4.19). O

Poznamka 4.5. Pro priblizné feseni @ Ritzovou-Galerkinovou metodou plati pod-
minka (4.18). Naopak, pokud plati (4.18), pak @ je feseni Ritzovou-Galerkinovou
metodou. Podobné jako pri ditkazu ekvivalence slabé a energetické formulace doka-
7eme, Ze pokud pro kazdé @ € V kvadratickd funkce o(t) =| u — @ — to |2 nabyva
v t = 0 minima, pak plati (4.17).

Metodou konec¢nych prvkil pocitame priblizné feseni a je otazkou jaka je chyba
tohoto feseni, tzv. diskretizacni chyba. Intuitivné plati:

e chybu snizime zjemnénim déleni (zmensenim prvku),

e zjemnéni nemusime provadét tam, kde je pribéh feseni linedrni (derivace
a toky konstantni),

e naopak zjemnéni musi byt tam, kde ocekavame velké zmény derivace feseni,
tedy velké zakriveni grafu reseni,

e porovnanim feseni na dané a zjemnéné siti mizeme ziskat predstavu, zda je
presnost Teseni vyhovujici, ¢i zda je tfeba déleni dale zjemmnovat.

Oznacme 7T, déleni intervalu €2 na mensi intervaly s maximélni délkou h, Uy
prostor spojitych funkef, které jsou linedrni na kazdém intervalu z déleni Ty, UP
podmnozinu téch funkei z Uj,, které splinuji zadané Dirichletovy okrajové podminky
a V}, prislusny prostor testovacich funkei.

Z Céova lemma pak dostédvame: Necht u je slabé Yesen{ okrajové tilohy a uj, € UP
je Teseni ziskané MKP | t.j.

welU: a(u,v) =bv) YoeV
u, € UL+ alup,v) = b(v) Vv € Vj,.

Potom v pripadé symetrické bilinearni formy plati

lu—wyloSlu-wlla  VweUy
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MKP 1D

Obr. 4.3: Graficky vystup programu MKP1D pro pravidelné déleni s 2 prvky (vlevo)
a 4 prvky (vpravo).

a obecné

M
|| U — up ||271§ E || U —w ||2’1 \V/’LU € UhD

Specielné, pokud je feSeni u okrajové tlohy spojité a Iyu = wuy znaci linearni
interpolaci u danou délenim 7, (u;(x) = u(x) v uzlech déleni T,), potom

M
Fu—un oSl v —Thullpa &  lu—unlloa=s — | u— Ty ll2a

a zda se, ze bychom mohli odhady chyby diskretizace ziskat studiem interpolace
reSeni Iju.

4.6 Interpolace na konecnych prvcich

Predpokladejme vyssi regularitu feseni, presnéji ze u € H*(Q) C C1(Q). UvaZzujme
prvek E = (x(1),%(2)) z déleni Tj,. Na tomto prvku délky hgy < h nyni vyjasnime
jak velka muze byt chyba interpolace v rtiznych norméach. Pripomenme, ze ndm jde
o chybu e = u — uy, kde u; je linedrni funkce na E a plati e(zq)) = e(x(2)) = 0.
Vzhledem k uvedenému podle Rollovy véty existuje £ € (x(1), z(2)) tak, ze €'(§) = 0.
Tedy
e(x) =€'(§) —I—/e”(z) dz = /u"(z) dz,
3 13

protoze navic v} = 0. Pouzitim Cachyovy-Schwarzovy nerovnosti dostaneme

. 1/2 1/2

sl fray § fWErd ) SV, @20

3 3

T
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Dale

e(z) = e(x@y) + / e'(z)dz, (4.21)

takze pouzitim Cachyovy-Schwarzovy nerovnosti a (4.26) dostaneme

1/2 1/2
el [rasy § [l@rey <l 62
Z(1) T(1)

Sec¢tenim prispévkil jednotlivych prvkia pak dostaneme odhady na oblasti €2,

I =i By = [@Fas= Y [()as

o EeTh 7
< D kg / [ P dz < 2 / (") dz = h? | " |}
E€Ty, E Q

fu-ur By = [(@Pdz= Y [(0ds

0 E€T |
< e h?,;/ [ 2 dz < h4/(u”)2dz = |2,
EETn E Q
[ —ur |3, =l u—ur |50+ || v —uj 30

< (W40 [ v L) -

Ziskané odhady mizeme sumarizovat v nasledujici véte.

Véta 4.6. Necht u € H*(Q), potom pro chybu interpolace uy = Iyu plati

lu—ur | < B v || (4.23)
| v —uf |y = R oy (4.24)
S V2R [ Ly - (4.25)

| w—ur ||a1o)

Pro analyzu aposteriorniho odhadu v ¢asti 4.9 budeme potiebovat nésledujici tvr-
zeni.

Véta 4.7. Necht u € HY(Q), potom pro chybu interpolace uy = Iyu plati
v —wr @=L v Ly - (4.26)
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Diikaz. Necht e = u — uy, potom pro FE € T, plati

2
€30 = [ = ui)e'ds = [we'ds < el o (427

E E

tj. le'lla0p = [[Wlly p- Poznamenejme, Ze jsme vyuzili skutecnosti, ze u} je kon-

xT

stantni a integrdl z €} je nulovy. Odtud a z e(z) = [ €/(z)dz pak dostdvdme
Z(0)

le(x)] = Vhe|[ulyy g a llelly s = hellvllyy g Souctem pifspévki elementit pak

dostaneme zadany odhad. O]

4.7 Apriorni odhad chyby a konvergence MKP

Rychlost konvergence v H! normé pro u € H?()

Pouzitim Céova lemma a odhadu chyby interpolace dojdeme k odhadu

Ju—up fl20= C |l u—wug l22= OV (B2 + h4) | 0" ||y -
Pro h £ hg tedy plati
lu—up (21 KR (| u” |1y - (4.28)

To znamena, ze pro h — 0, konverguje MKP feseni i jeho derivace v integralni
Lonormé k presnému feseni a jeho derivaci. Vime také, ze pti zjemnéni déleni rozdé-
lenfm prvki na polovinu by mélo dojit k zmensen{ || w—uy, ||2,; na polovinu. Rikame,
ze rychlost konvergence je asymptoticky O(h).

Rychlost konvergence v L, normé pro u € H?(Q)

Pokud mé FeSena okrajova tiloha FeSeni v € H?(Q), pak mtiZzeme ocekavat, Ze
okrajova tloha m4 i vlastnost H2-regularity, tj. pro ¢ € Ly(£2) bude existovat
feseni u, € V,

CL(ULP,’U) = ((p7U>L2(Q) YoeV

a bude existovat konstanta C. tak, ze

u, € H*(Q), [l up (22 Cr || ¢ |20 -

Vratme se nyn{ k piivodni tiloze s feSenim u € H*(Q), pouZitim MKP dostaneme
piiblizné Teseni uy, s chybou e, = u — uy. Nyni vyuzijeme H2regularitu pro odhad
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chovani Lenormy chyby (tzv. Aubintv-Nitschuv trik). Pouzijeme chybu e, jako
pravou stranu ¢ , pricemz existuje w tak, ze

weV: alw,v)=(erv)n YveV

| en ||3: (€h7€h)L2(Q) = a(w, ep) = a(w — [hw, ey).
Posledni rovnost vyuziva Galerkinovské ortogonality a(ep,v) = 0 pro vSechna
v € V}, a skutecnosti, ze [yw € V},. S vyuzitim omezenosti bilinearni formy a diive
ziskaného odhadu chyby interpolace a chyby e, dostaneme

len 30 < M || w—Tyw |21 en |2
< Mch || w” ||a0 ch || 4" |20
< CR || en [|20] w" |20 -

Zde || w" ||20= G, || ep ||2,0 zarucuje regularita tlohy. Tedy
len ll20= CR* || 4" ||z, (4.29)

coz znaci, ze rychlost konvergence v Lo-normé (konvergence jen funkénich hodnot,

ne derivaci) je fddoveé vyssi, a to O(h?).

Pro u € H*(Q) celkové plati

01< Kh? || u”

2,0 - (4.30)

| u—un 20 +h | w—un |
Aproximace Teseni (teploty, posunuti, apod.) je tedy presnéjsi nez aproximace jeho

derivaci (toku, napéti, apod.).

Aproximace Teseni pro u € H? mé stejny tad, jaky lze ukdzat u metody kone¢nych
diferenci, kde bychom ale museli pfedpokladat jesté vyssi regularitu u € C3.

Konvergence pro u € H'(Q).
Bez predpokladu vyssi regularity 1ze pouze ukazat, ze chyba MKP feseni
konverguje k presnému feseni ve smyslu nasledujici podminky:

(Ve > 0) (3h. > 0) (Vh < h.) bude || u—up [|]21< e.

Dokazme, 7e tato podminka plati. Zvolme ¢ > 0. Potom z hustoty H? v H' plyne,
ze existuje u € H*(Q) tak, ze || u — @ ||21< €/2. K u pak miZeme sestrojit
interpolaci I u, pro kterou || © — Int ||21= Kh || 4" || 1,) - Tedy

| a— Iyt ||sa< /2 pro h < e/ (2K || @ ||1y()) = he. Pro h < h. bude celkové

| w—up (|21 =] u—u llon + || = Thu |21 < e

Ziskany vysledek je samoziejmé slabsi nez odhad (4.28), protoZze nefikd nic
o rychlosti konvergence, ktera muze byt mensi nez O(h), viz Priklad 4.10.
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4.8 Dalsi studium diskretizacni chyby

Polozme si jesté otazku, zda pouziti interpolace nevedlo k prilis pesimistickym od-
hadtim, zda interpolace neni daleko od MKP fteseni. V tomto ohledu je zajimava
véta:

Véta 4.8. Nechtu je slabé resent okrajové ilohy —(ku') = f vQ = (0,1), u(0) =0,
k(D' (1) = 7. Uvazujme MKP s délenim T, a linedrnimi konecnymi prvky a pred-
pokladejme, Ze k je konstantni na jednotlivych prvcich T,.

Potom je MKP reseni u, rovno linedrni interpolaci presného reseni Ipu s uzly
v uzlech T},

Dikaz. Pro MKP teseni plati

fun—ulz= [ k= ar= 3 [ ot =) aa

EcTy, E

Q
— Z /kE (aE—u’)2 dr = Z kepr,

EeTy B EeTh

kdyz vzhledem k linearité u;, na F = <x(1), x(2)> oznacime

up |p=apr +bp a pplap) = / [a%, — 2apu’ + (v)?] da.
o

u(z(2)) —u(z(1))

a protoze u
T(2)=%(1) P h

Protoze ¢'y(a) = 0 a ¢ bude minimélni pro a = ap =

minimalizuje || up — u ||, musi byt

uz@) —u(zm) (@) = un(z)
() = () () = ()

a=ag =

na vsech elementech. Pak ovsem w; bude linearni interpolaci u. O
Poznamka 4.9. Vyse uvedend skutecnost je dusledkem specidlniho tvaru bilinearni
formy. Pro rovnici —(ku')’ + u = f uz rovnost v uzlech neplati.

Obecnéji, existuji body, v nichz je aproximace lepsi nez v ostatnich bodech
(vlastnost superkonvergence).

Priklad 4.10. Nyni uvazujme funkci u, ktera je linedrni na (0,1/2) a (1/2,1) a na-
byva hodnot u(0) = u(1) = 0 a u(1/2) = 1. Takové funkce je z H'(Q), ale m4 skok
v derivaci, a proto nepatii do H?(2), Q = (0,1). Pfitom je feSenim Dirichletovy
ulohy pro u” = f, i kdyz s ponékud specielni pravou stranou. Pokud zvolime napii-
klad rovnomérné MKP déleni T, tak, ze 1/2 bude uzlem déleni, potom dostaneme
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presné feseni u;, = u. Pokud x = 1/2 nebude uzlem, ale bude stfedem prostredniho
prvku délky h, potom linedrni interpolace (a podle vyse uvedené véty) i MKP feseni
uy, bude totozné s presnym resenim mimo prostiedni interval, kde bude konstantni.

Potom
1/24h/2

lun ==l un —u = [ (= 0)? do = ah
1/2—h/2
tedy || un — u []21 < 2v/h. Konvergence je tedy pomalejsi nez O(h), zde O(h'/?).

7 uvedeného prikladu si mtizeme odnést jesté jedno pouceni, je dobré se snazit,
aby MKP déleni respektovalo nespojitosti ve vstupnich datech.

4.9 Aposteriorni odhady chyby

Vyse uvedené odhady (4.28) a (4.30) se hodi ke kvalitativnimu posouzeni MKP,
ne vsak primo k odhadu chyby e, = u — wy,, predevsim protoze obsahuji faktor
| w” ||2.0, jehoz velikost obecné nezndme. Tyto odhady nevyuzivaji znalost MKP
reseni uy, ziskaného vypoctem, proto se také nazyvaji apriornimi odhady.

Aposteriorni odhady jsou naopak takové, v nichz se pfimo neobjevuji veliciny
svazané s neznamym resenim, ale mohou se zde vyskytnout veli¢iny odvozené z jiz
provedeného vypoctu uy,. Presnéji, funkci  nazveme aposteriornim odhadem chyby
(estimatorem), pokud n = n(h,uy, f,7) a plati

Ju — upl| = 7. (4.31)
Pokud je navic n tvoren z prispévki jednotlivych element,

n= {Z 77%}1/2

TeT,

potom 77 nazveme lokdlnimi indikatory diskretizacni chyby.

Lokalni indikatory jsou zakladem metod adaptivniho zjemnovani MKP sité, které
zjemnuji sit délenim téch elementt T' € 7T, kde je nr velké. Cilem je ziskat MKP
déleni, pro které

e lokalni estimétory nr jsou priblizné stejné ve vsech T' € T, (ekvidistribuce
chyby),

o celkovy estimétor 1 je mensi nez zadana tolerance.

Existuje fada zptsobu pro odvozeni estimétoriu chyby (viz dale) a také rada vy-
sledku, kterd provadi analyzu téchto estimatort. Mimo spolehlivosti typu (4.31) se
sleduje napf.
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o efektivita a spolehlivost Cen = ||u —up|| = Cgn, dobré je mit maly rozdil
Cs — Ce,

e asymptotickd presnost }llir% n/ ||u —upl — 0,
%

e cena vypoctu indikatort, snazime se, aby byla imérna poc¢tu nezndmych (tedy

a) Aposteriorni doplnék apriorniho odhadu.
Aposteriorni odhad bychom mohli ziskat z apriorniho odhadu pro u € H?*(Q)
tak, Ze bychom aproximovali u” pomoci spo¢teného uy, presnéji pomoci diferenci
(skoktt) v derivacich (u)" |r. Poznamenejme jesté, ze odhady (4.28) a (4.30)
obsahuji i konstantu C' z Céova lemmatu, C' = % Zde M prichazi z odhadu
omezenosti bilinearni formy a tedy se urci jednoduse z koeficienti diferencialni
rovnice. Pokud budeme uvazovat rovnici (4.1) bude M = k. Naopak odhad m
je mnohem obtiznéjsi. Proto se budeme spise snazit o odhad energetické normy
chyby, kde konstantu m nepotirebujeme.
Pro tlohu s konstatnim koeficientem

—(ku) = f (4.32)
za predpokladu u € H?(Q) s vyuZitim odhadu chyby interpolace dostaneme

| u—wup =) v —us 6= M || u—usll21= Cv/(h2+h*) || v ||,

navic z (4.32) plyne || o |y=l &/ lza@) - Tedy

1
I w— oS Myf (03 + 1) 1| 2 f eaco

je odhad, ve kterém se objevuje estimator n =|| £ f llo) 10 =l £ f Lo
Pripomenme, ze sif zjemnujeme v mistech, kde je velka druha derivace feseni.
Problémem tohoto odvozeni je piedpoklad u € H?(2), protoze odhady a adap-
tivni techniky potiebujeme predevsim u tloh bez dodatecné regularity.

b) Residualni odhad.
Residudlni odhad pro v € H(Q), vede k podobnému vysledku bez vyuziti re-
gularity. Odhad provedeme néasledujicim postupem. Nechf u je feseni modelové
okrajové ulohy a wu;, je MKP fteSeni, e = u — up, w € V je testovaci funkce,
I,w € V}, je interpolace w, ktera je pro jednorozmérné tulohy proveditelna. Potom

l

I
ale,w) = a(u — up,w) = /fw dr — 7w(l) — /kuﬁlw’ dx
0
I

l

/kuh (Ihw) /f (Ihw)dx + 7(Lw)(1).
0

0
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Druhy radek rovnosti je nulovy, protoze pracujeme s MKP feSenim a testovaci
funkci I,w € V). Preusporadani ¢lena dava

l

I
ale,w) = /f(w — Lyw)dz — 7(w — Lw)(l) — /k:u;l(w — L) dx
0 0
= / fw — Iyw) d:c—/ kuj, (w — Iyw) dx
EeTh \ B B
/(f + (kup)")(w — yw)da — Z [kuj, (w — Ihw)}zjgg
EeTh E€Th
Z | R (U’h>||20E [[(w — Ihw)”zoE
i
= Z ||RE(Uh)||2,0,E hg ||w/H2,0,E
EeTy,
1/2 1/2
= {Z HhERE(Uh)Hg,o,E} {Z ||w/|\§,o,E}
E€Ts EeTn
1/2
S { Z 77%} Hw/H2,0,Q'
E€Th

V uvedeném odvozeni jsme vyuzili, ze (w — Iyw) je nulové v uzlech déleni 7Ty,
a odhad [(w — )|y p < he W'l g Platny pro libovolné w € H'(), viz

Véta 4.7. Mizeme tedy vzit w = e. Pro energetickou normu ||e||, = v/a(e, e) pak

dostaneme
1/2 1/2
2
lell, = {Z 77%} le'll20.0 = { > 771;} cllell,

EeTy, EeTy,

kde ¢ = ﬁ, Emin < k(x). Tedy

1/2
lell, = ¢ { > n}";} = o, (4.33)

EcTh

kde

1/2
ne = |heRe(un)llyo g = |he(f + (kup) Noor, 1=1r= { > 7712?}

EcTy,
(4.34)

jsou indikétory chyby a estimator chyby. R(up) = [(ku},)" + f] je tzv. residuum.
Uvedenou metodiku odhadu lze zobecnit na dalsi typy tloh i pro vicerozmérné
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tlohy, viz ¢ast 6.3. Ziskanému odhadu (4.33), (4.34) se Tika residudlni odhad
a byl zaveden 1. Babuskou a W. Rheinboldtem, viz napt. [1].

c¢) Hierarchické odhady.
Uvazujme MKP fesenf uy, a uy o spoctené pii pouziti MKP déleni 7, a Ty, /2, kde
druhé déleni vznikne z prvniho rozdélenim prvki. Diky tomu bude Vi, C Vj/s.
Otazkou je zda

n =l unj2 —un ||~ u—u |

bude vhodnym estimatorem chyby (pro integralni normu muZeme rozdélenim
normy na prispévky prvku dostat i indikatory chyby ng). Snadno se ukéze, ze
plati

w0 =g |4 | wnge— | (4:35)

I = (13 =0 w = wngo 7 + I wngz = wn I3 (4.36)
K dikazu prvni nerovnosti (4.35) staci trojihelnikovd nerovnost, v druhé ne-
rovnosti (4.36) vyuzivame skutecnost, ze a(u — up/2, un/2 — up) = 0 vzhledem

kV, C Vh/g.

K dikazu spolehlivosti resp. budeme dale vyuzivat tzv. saturacni predpoklad
w—ngs 1= 8w = I, vesp. || w—tungo S 8 1w —un oy B< 1. (437)
S vyuzitim (4.35)—(4.37) bude

[u—up || =Bl w—unl + I unj2 —un ],
[w—un || S1/(1=5) || unje —un |, (4.38)
= I3 < 8% [ w—un I3 + [ wnpz — un |13,
= Iz = 1/(1 = B°) [ unye — un Iz -
Za predpokladu (4.37) je tedy n spolehlivym estimatorem. Tento estimétor se

nazyva hierarchickym, znac¢ime 1 = nyg protoze vyuziva hierarchii déleni 7 a T, s.
Hierarchicky odhad je také efektivni ve smyslu nasledujicich nerovnosti,

[ unse —un || Sl w—up || + | unp —u |,
[ une —un | = (1+8) [l u—un,
| unse —un llo S|l u—up o
Pii pouziti energetické normy bude 1, =|| up/2 —up || efektivnim odhadem, nebot
Mo S|l u—up o
Estimator ny je na prvni pohled netinosné drahy - k odhadu chyby na U, mame
Ifesit jesté ndrocnéjsi ulohu na Uy /. Vypocet Teseni na Uy /o lze ale zvladnout
levné s vyuzitim tzv. hierachické baze. Necht
Uh = SpaH{ng, S 7¢}1’7;})
h/2 h/2
Uh/2 = Span{¢0/ yr e, 7¢21ﬁ } = Spa‘n{gbé{? ) Qng,}a
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kde ¢! a gbf/ ? jsou standardni uzlové bazové funkce na U, a U, /2 a ¢fl jsou prvky
hierachické baze,
o — " pro k = 2i (x, € Ny)
‘ ¢?/2 pro k=2 +1 (Jfk GNh/Q, Tk ¢Nh)

Préce s hierarchickou bazi odpovida rozkladu Uy, /o = Uy, ® W), /2, kde prostory Uy
a W2 jsou a-ortogonalni (viz cviceni 7). Pouziti hierarchické baze vede k MKP

soustavé
|: 4 1h,h 4 lh,h/2 :| |: Up, :| |: bh :|
Ah/2,h Ah/2,h/2 Up /2 bh/2 ’

kde Ay 2 =0, Apjan = 0, Ay /2 je diagondlni matice. To ale znamend, Ze lze
levné (FeSenim soustavy s diagondlni matici) spocitat uy/2 a nasledné wy, /o tak,
7e U2 = Up + Why2, N = |[whys.
Rozklady Uy, o = U, ® Wiz a Upys = Upjo ® W4 také dévaji jeden z prikladi, ze
saturacni vlastnost nemusi vzdy platit. Necht chyba e, = u — u; € W, 4. Potom
vzhledem k a-ortogonalité Uy, a W), 4 chybu ey nelze zlepSit na Uy, /o a zlstane
Up/2 = Up, (takze saturacni predpoklad nebude splnén).
Hierarchické odhady lze také vhodné propojit s adaptivnim zjemnovanim sité
a specialnimi hierarchickymi technikami reseni.

d) Odhad pomoci zhlazené (primérované) derivace.
Hledejme estimator chyby ng ve tvaru

= [ o sigde~ [ e =

Q Q

kde g, je aproximace derivace feseni u), ktera je lepsi nez uj,, ale neni vytvorena
novym vypoctem, ale ipravou (postprocessingem) u},.

Zakladni technikou urceni g je prumérovani (hlazeni), napf. g, definujeme na-
sledovné: g5, € Uy a plati

2 up (@) + up (27)] proi=1,...,n—1,
(i) = 5 [ (zg) = uy(27)] pro i =0,
5 [un(y) —w(w,4)]  proi=n,,
za predpokladu, Ze zo < z1 < ... < x, jsou uzly délen{ a u} (x;), u)(z; ) znaci

hodnotu uj, v elementu napravo a nalevo od ;.
Funkci gy, € Uy, gn = Y. g:dl 1ze také urcit podminkou || g, — u}, ||2,0= min, tedy
(gn — up, 9j)20 = 0 Vo;. Koeficienty g; 1ze pak urcit fesenim linedrni soustavy

> 9i(DF, 820 = (U, @ )20-

Ani uvedeny vycet technik jesté neni tuplny. Existuji napr. také funkcionalni
odhady, které vyuzivaji dualni varia¢ni principy.



70 Metoda konec¢nych prvki

4.10 Cviceni a poznamky

1. Udélejte modifikaci programu MKP1D s ohledem na rtzny zpusob zohlednéni
Dirichletovych okrajovych podminek.

2. Zkuste zjemnit sit a pripadné vytvorit program, ktery bude podporovat vy-
tvareni obecnéjsich siti.

3. Lze zavést i dalsi typy konecnych prvki, napr. prvky s kvadratickym polyno-
mem ur¢enym svymi hodnotami v krajnich bodech a stredu prvku. Jaké pak
budou bazové funkce, matice prvku atd?

4. Jak by se realizovala Newtonova okrajova podminka?

5. Jaké jsou vyhody MKP?

e Lze bez problémi pracovat s nerovnomérnym délenim na prvky, které se
zhusti tam, kde je potieba vyssi presnost.

e Metoda vede k soustavam, které maji mélo nenulovych prvki, coz je
dilezité pro ulozeni i feseni. Hovori se o soustavach s fidkou matici.

e Metoda dovoluje prehlednou algoritmizaci.

6. Vylepsete odhad (4.34) tim, Ze vztah mezi energetickou a integralni chybou
uvazujeme prvek po prvku. Pro linearni konecné prvky pak dostaneme

UEZ’Z—EJCH

20,E

7. Necht ¢! a gb?/ 2 jsou prvky hierarchické baze. Ukazte, ze plati ortogonalita
h
a(et, ¢;') = 0.

7

8. Vyzkousejte rizné estimatory a indikatory chyby na tlohach, které jsou pre-
vzaty z ¢lanku Babuska, Rheinboldt, Math. Computations 1979:

(a) —L(z+afl+ (z+a)iu=fvQ=(0,1),a>0 u0)=ul)=0.
Funkce f je volena tak, aby feSenim byla funkce
wz)=(rx+a) — [ (1 —2)+ (x4 o)z,

(b) —u" +u = fvQ=(0,1), u(0) = u(l) = 0. Funkce f je volena tak,
aby feSenim byla funkce u(z) = e**(z — ) — [B(1 — ) — e*(1 — )],
o £0, B=1/2+2/.
Volby parametri daji rizny prubéh feseni.
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Kapitola 5

Vicerozmeérné modely vedeni tepla
apod.

5.1 Pripomenuti analyzy funkci vice proménnych

V této ¢asti budeme uvazovat funkce v : € — R! definované na mnoziné 2 C R¢,
d = 2,3 tedy funkce dvou nebo t¥i nezavislych proménnych.

Mnozinu §2 nazveme oblasti pokud je oteviena a souvisla (nesklada se z oddé-
lenjrch komponent), symbolem 0Q budeme znaéit hranici oblasti €2, symbolem €
uzavér oblasti Q, Q = Q U 99. Body oblasti Q budeme znaéit symboly z,v, ...,
a budeme predpoklddat, ze témto bodim lze jednoznacné pritradit souradnice ve

zvoleném soufadném systému, tedy x = (21, 22) € R?, 2 = (21, 79, 73) € R? apod.

Budeme také pracovat s vektory z R? a R3. Velikost vektoru | s | bereme euk-
leidovsky | s |= y/s? + .... Pokud vektorem s urcujeme smér, pak predpokldddme
| s |=1.

U oblasti €2 budeme predpokladat, ze pro x € 0f2 existuje normalovy smér dany
jednotkovym vektorem n orientovanym vné Q (jednotkovy vektor vnéjsi normaly).
Existenci sméru v8ak nemusime predpoklddat ve vSech bodech hranice (jinak bychom
napf. nemohli uvazovat oblast tvaru obdélnika ¢i kvadru), ale bodu v nichz norméla
neni definovana nesmi byt zase prilis mnoho. Piresné mira mnoziny bodii, ve kterych
normala neni definovana, musi byt nulova. Predpokladame také, Ze lokalné se oblast
rozklada vzdy na jedné strané hranice. Oblasti splnujici tyto pozadavky lze zaradit
mezi jako oblasti s lipschitzovskou hranici (pfesnd definice napt. v [21]) nebo oblasti
s vlastnosti kuzele. Budeme déle také hovorit o regularnich oblastech.

Pro funkce u :  — R! Ize definovat spojitost. C(2) bude znacit mnozinu funkci
definovanych a spojitych na €.

Pokud u : Q — R, 2z € Q, s € RY | s |= 1, potom derivaci u ve sméru s
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a v bodé x rozumime veli¢inu
ou . u(x + hs) —u(x)
55 @) = h
Pokud s; = (1,0), sy = (0,1), nebo s; = (1,0,0), s = (0,1,0) a s3 = (0,0, 1) znaci
souradné sméry potom

, h e R

ou, . Ou
95, ) = 5, @)

jsou parcialni derivace u v bodé z.

Definice 5.1. Diferencidlem funkce v : Q € R* — R! v bodé z rozumime linedrni
zobrazeni du(x,.) : R — R! takové, Ze

o L@t y) — u@) = du(a,y)|

= 0.
ly|—0 |y |

Budeme pouzivat nasledujici tvrzeni.

Véta 5.2. Pokud u : Q — R! md v bodé x € Q viechny parcidlni derivace a ty
jsou spojité v x, potom md u v bodé x diferencidal a plati

ou ou
%(x) = Z o, (2)s;.

Diferencial lze wvyjadrit pomoci gradientu  funkce a  skaldrniho  soucinu

(T, y) = > iy,

du(z,y) = (gradu(z), y)

gradu(z) = Vu(z) = (5—;‘1(@, o %(@)T .

Jako C'(€) oznac¢ime mnozinu funkei, které patii do C(Q2) a maji spojité prvni
parcidlni derivace patiici také do C(2). Zavedeme také mnozinu Cj,.(€2) takovych
funkci, ze pro kazdou z nich existuje rozdéleni €2 na kone¢ny pocet vzajemné dis-
junktnich podoblasti, na nichz uz je dand funkce spojitda. Navic pozadujme, aby
funkce z Co.(Q) byly omezené. Zavedeme také mnozinu U(Q2) = C () téch funkef
z C(Q), jejichz viechny parcidlni derivace patif do Cio.(2). Poznamenejme, Ze na
rozhranich mezi podoblastmi nemusi parcialni derivace existovat.

Budeme rovnéz pouzivat objemovy integral

[ f@yae= [ sayav
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/fum&

Integral si mizeme predstavovat jako limitu integralnich souc¢tid v bézném Rieman-
nové pojeti. Takovy integral existuje pro rozumné oblasti, plochy a funkce z C'(2) ¢
C(I"). Protoze vSak budeme potiebovat integrovat i obecnéjsi funkce, budeme opét
pracovat i s obecnéjsim Lebesgueovym integralem.

a plosné integraly

Budeme také pracovat s prostory funkci integrovatelnych s mocninou p 2 1. Jako
L,(€?) oznac¢ime mnozinu funkei pro ktery existuje koneény Lebesguetv integral

Hmwz/ﬁwdx<w.

Q
Mnozina L,(£2) je linedrnim normovanym prostorem s normou

1/p

Jull = el = | [ P dz

pokud na L,(§2) uvazujeme rovnost funkei v zobecnéném smyslu

u,v € L,(Q), pak u = v znamend, ze u = v s.v.,
t.j. u(x) = v(x) prox € Q\ M, kde M je miry nula,

s.v. je zkratkou skoro vsSude. S rovnosti s.v. souvisi také omezenost s.v. respektive
norma [ul].

|ul|, =inf{C: |u(z)| £ C s.v. na Q}.
Diilezité je, ze prostor L,(Q2) je uplny. Pokud T je kiivka v R? nebo plocha v R? pak
1ze obdobné zavést L,(I").

Specielni roli mé zde prostor Ls(£2), ve kterém je definovan skalarni soucin
(u,v)2 = [quvdz a norma |ull, = [[wllyo- Tento prostor je Hilbertovym prosto-
rem, takze budeme pouzivat i znaceni HY(2).

Velmi dilezitym nastrojem, ktery budeme dale pouzivat je Gaussova-Ostrograd-

ského véta. V té se pracuje s hranici oblasti a vnéjsi normalou a je dilezité uvazovat
jen rozumné, tedy regularni, oblasti.

Véta 5.3. Gaussova-Ostrogradského. Necht Q) je requldrni oblast a necht u € U(S).

Potom plati
z x)dv u(x)n;(x)ds,

Q o0

kde n; je i—ta sloZka jednotkového vektoru vnéjsi normaly n.
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Uvedena véta je zobecnénim Newtonovy-Leibnizovy formule

b
/ u'(z)ds = u(b) — u(a).

5.2 Zakladni veliciny pro 3D vedeni tepla

Budeme postupovat analogicky s 1D tlohou, i kdyz definice budou mirné slozitéjsi.
Zakladnimi veli¢inami jsou opét

1. teplota u, kterd je nyni funkci Q — R, u = u(x) = u(xq, 2, x3).

2. teplotni spad e, ktery nyni zavisi na vychozi pozici z, ale i na sméru, ktery
popiseme jednotkovym vektorem s € R3

e(z,s) = }l}_}r% u(z + hj} — u(@) = %(w) (5.1)

3. tepelny tok 7. K definici tepelného toku uvazujeme rovinnou plochu S(z, s) ur-
¢enou bodem x a normélovym smérem s a mnozstvi tepla Q(x, s) prochézejici
touto plochou za jednotku casu ve sméru s. Tepelnym tokem pak rozumime

veli¢inu
7(x,s) = lim Q, s)

S AR 5.2
1S(z,5)|—0 | S(z,s) | (5:2)

kde | S | znaci obsah plochy S.

Pokud s; = (1,0,0), s = (0,1,0) a s3 = (0,0,1) jsou zakladni sméry, potom
oznacime

ei(x) = e(x, 8) = Ou (2) (5.3)

~ om

Ti(x) = 7(z, 3;) (5.4)

Mezi teplotnim spadem a tepelnym tokem existuje vztah popsany Fourierovym za-
konem. V pripadé izotropniho materialu plati

7(x,s) = —ke(x,s), k>0. (5.5)

Pro anizotropii s osami anizotropie rovnobéznymi s osami souradného systému
plati

Ti(2) = ~kig(2), ki > 0. (5.6)
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Obecnou anizotropii dostaneme transformaci souradného systému, tedy
71 ()
T(z) = : = — Kgrad(u(z)), (5.7)
Ta(7)
kde K je symetricka pozitivné definitni d x d matice. Symetrie K plyne z fyzikalnich
tvah, transformace souradnic podle vlastnich vektort K nés privadi do situace (5.6),

kde k; jsou vlastni ¢isla K. Vlastni ¢isla jsou tedy kladné a matice K je pozitivné
definitni.

5.3 Odvozeni modelu vedeni tepla

Uvazujme opét model stacionarniho vedeni tepla v tfirozmérné oblasti €2 a postu-
pujme ve shodé s jednorozmérnym pripadem. Necht x € 2 a h > 0 je tak malé, ze
krychle

K(x,h) ={z=(21,20,23) : | 2 — x; |[< h}

lezi opét v 2. Potom nulova zména mnozstvi tepla v této krychli znamena, ze
/ —71ds + /Tld8+ / —Tods + /7‘st+ / —73ds + /ngs+/fdx:0,
Sit 81— Sort So Sat Sa_ K

(5.8)

kde Sz’j: = {Z = (21,22,23) € 0K Z; = I; + h}

Pokud vyjadrime a seskupime integraly pres stény a nasobime vzniklou rovnici

55 dostaneme
zo+h .’L'3+h ml_’_h 22,23) —7'1( X1 —h, 22a23) dZ dZ
4h2 wo—h Jas 2h o
z1+h /13+h Zla To + h) 23) — 72(21, Ty — ha Z3> dzidz
4h2 z1—h T3 2h o
z1+h /'LEQJrh 21,22,$3+h) —Tg(Zl,ZQ;IB _h> dzdz
4h2 w1—h 2 2h o
z1+h  pxath x3+h
Zlv 22, 23) dzldz2d23 =0.
8h3 z1—h /:c /

Pokud lze provést limitni prechod h — 0, dostaneme v pripadé spojité funkce f
a spojité diferencovatelného toku 7 rovnici

Z S:Z (z) =0, (5.9)
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ktera je analogicka jednorozmérnému pripadu. S vyuzitim véty o stfedni hodnoté
integralu a funkce a pfedpokladu 7 € C*:

Lo (et b2, zg) = mi(wn = ho2,2) |
e 2h o
xo—h x3—h

T(xy + hy 25, 25) — (21 — h, 25, 23)
2h

0

= _7_1(5(2;72;’:)72;7Z§) — a_xlTl(fL‘thny)'

8:131

V rovnici (5.9) muzeme dale dosadit vyjadieni tok pomoci Fourierova zdkona, napf.
. , vr v . u v 1742 .. ,
v izotropnim pifpadé 7;(z) = —k g (x), coz ddva rovnici vedent tepla ve tvaru

L9 [ ou
_;axi (kam> =f v (5.10)

5.4 Jiné odvozeni rovnice vedeni tepla

Jiné odvozeni lze provést pouzitim Gaussovy-Ostrogradského véty. K tomu budeme
potfebovat vyjadreni linearni zavislosti na sméru s,

3

e(z,s) = Zei@)si - Z g; (2)si (5.11)

7(r,5) =Y _ 7ilx)si, (5.12)

i=1
nad nimiz se zamyslime v prvni radé.

Rovnost (5.11) bude zarucena existenci a spojitosti parcidlnich derivaci v bodé z.
Pokud si pomtzeme Fourierovym zakonem (5.5) potom z (5.11) plyne (5.12).

Vztah (5.12) m4 ale obecnéjsi platnost a lze jej odvodit i bez pouziti Fourierova
zakona z bilance tepla. Pro tento tcel uvazujme ctyistén zabe, viz obrazek 5.1.

Pokud p je obsah | abc |, potom | xab |= s3p, | zac |= s9p, | xbc |= s1p a objem
| zabe |= 3p | xa’ |.

Bilance tepla prichazejiciho do ¢tyrsténu xabc nyni dava

—/T(z,s)ds—l—/Tlds+/7'2ds+/7'3ds+/f(l’)dx:()-

abc zbc Tac zab zabc
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1)

T1

a

Obr. 5.1: Bilance tepla v ¢tyfsténu zabc.

Vynéasobenim 1/p pak dostaneme

1
——/7’(z,3)d3+i TldS-i-ﬁ Tods
p s1p S2p

abc xbc rac

s xx’
+2 [ mds+ 31 ;| / f(x)dz = 0.
S3p | zabe |
zab xabc

Za predpokladu spojitosti 7(x, s) a f miuzeme pouzit znamy dusledek véty o stfedni
hodnoté. Pro p — 0 tak dostaneme

—7(x,s) + s171(x) + soma(x) + s373(2) = 0,
coz déva vyjadreni (5.12).
Dokazali jsme tedy lemma
Lemma 5.4. Pokud u € C*(Q) a 7 € C(Q) potom v Q plati vztahy (5.11) a (5.12).

Poznamka 5.5. VSimnéte si rozdilu mezi limitnim prechodem provedenym zde
a difive v odvozeni rovnice tepelné bilance. Zde jsme délili obsahem plochy, diive
jsme pottebovali délit objemem.

Véta 5.6. Gaussova. Necht Qy C ) je reguldrni oblast, n je jednotkovy vektor
vnéjsi rovnovdhy, T € CL.(Q). Potom

/ r(z,n)ds = /Z O (1) da — /div(T) dz. (5.13)

BQQ Q0
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Diikaz. Pokud 7 € C(Qy), potom

/ xnds—/Zﬂ nZdS—/Zg;

Qo

Necht 7 € C°(€q) a Q lze rozdélit na dvé éasti Qg = QF UQy, T'=QF NQy je
vnitin{ hranice, 7 € CY(QF) a 7 € C'(Qy). Potom 7 je spojité na vnitini hranici,
a proto

/ T(x,n)ds = / Z 7i(x)n; ds + / Z 7;(x)n; ds
80 oot 7! o0y
3 3
oT; oT;
of T o
3
or;
—/Zla;(x)dx—/dlv( 7)dx.
Qo T Qo
V pripadé, ze je potreba rozdélit €2y na vice ¢asti, je princip dikazu stejny. O

Nyni se vratme k odvozeni rovnice tepelné bilance. Necht = € Q, K(x,h) C Q.
Potom nulové zména mnozstvi tepla v krychli K (z, h) znamend, ze

_ /T(x’n) d5—|-/f(x) dz = 0. (5.14)
OK K

S vyuzitim pfedchozi véty pak mame

/{_ SZ@HJ‘(@} dl’:/[diV(T)Jrf]d:c:o. (5.15)

K K

Za predpokladu spojitosti f a 8;1 odtud zndmym zptsobem (délenim | K(x,h) |
a limitnim piechodem h — 0, dostaneme rovnici tepelné bilance (5.9).

S vyuzitim Gaussovy véty 5.6 jsme tedy rovnici tepelné bilance odvodili za pred-
pokladu, ze f € C(Q), 7 € C}.(Q). Navic jsme schopni ukdzat, ze naopak z rov-
nice tepelné bilance (5.15) plyne nulovd zména mnozstvi tepla v libovolné regularni
podoblasti g C €. Misto véty o stfedni hodnoté muzeme také pouzit tvrzeni:

Lemma 5.7. Necht f € C(Q) a fQo fdxz = 0 pro vsechny oblasti g C 2. Potom
f=0wvQ.
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5.5 Okrajova uloha vedeni tepla

Pokud vezmeme rovnici tepelné bilance, dosadime pouzitim Fourierova zakona a uva-
Zujeme okrajové podminky, napr. Ze na c¢asti I'p C 0N je zadand teplota a na jiné
casti 'y C 09 je zadéan tepelny tok I'p UT'y = 0Q\ My, TpNT'y = My, kde My, M,
jsou mnozina miry nula, dostaneme okrajovou tlohu vedeni tepla na oblasti  C R¢
ve tvaru

0 ou
> <kaxi) —f ve (5.16)
u =1 na I'p (5.17)

)
k% =%  naly, (5.18)

kde 4 je funkce definujici zadanou teplotu, 7 je funkce urcujici tok tepla smérem do
oblasti €.

V tloze nyni pracujeme s parcidlni diferencialni rovnici 2. fadu. Okrajovou pod-
minku (5.17) opét nazveme Dirichletovou okrajovou podminkou, podminku (5.18)
nazveme Neumannovou okrajovou podminkou. Obdobné jako v jednorozmérném
pripadé bychom mohli uvazovat i okrajovou podminku Newtonova typu danou pre-
stupem tepla nebo okrajovou podminku salani (radiace).

Poznamenejme, Ze specidlni pripad k£ = 1 dava okrajovou tlohu pro Poissonovu
rovnici —Awu = f, kde A je tzv. Laplacetuv operator.

V piipadé anizotropie s matici koeficienttt K = (k;;), dostaneme okrajovou tlohu

0 ou
u =1 na I'p (5.20)
d
Z I{Z”%TLZ =7 na FN. (521)
v 8ZL’j
3,j=1

Rovnici (5.16) 1ze rovnéz zapsat vektorové ve tvaru

—div(K gradu) = f v Q2 (5.22)
u =1 na I'p (5.23)
0
Kgradu-n = el na 'y, (5.24)
8nK
poznamenejme, Ze 2% se nazjva derivaci podle konormaly.

ong
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5.6 Nespojitost u vicerozmérnych uloh

U tloh na oblasti Q C R?, d = 2,3 vyzaduje nespojitost pravé strany nebo nespoji-
tost koeficientt opét zvlastn{ rozbor problému. Ulohu lze opét Fesit pomoci podminek
prechodu. Napriklad pro tlohu vedeni tepla na oblasti €2 slozené z casti €2, €25 tvore-
nych materidly s koeficienty tepelné vodivosti ki, kedostaneme podminky prechodu
ve tvaru

u(§-) = u(&s),
HE) goe) = HED o )

Podminky prechodu pritom musi platit ve vSech bodech &, které patii vnitini hra-
nici I'. Poznamenejme, ze n = n(&) je jednotkovy vektor normély k I' v bodé &, na
orientaci nezalezi, limitni prechody bereme ve smyslu

u(é-) = lim u(z), u(é-) = lim u(z).
z—E r—E
x€N r€Q2
Podminky prechodu opét vyjadiuji stejnou teplotu a stejny tepelny tok. Je vidét,
ze v pripadé ki # ko dostaneme feseni, které nebude mit spojité ani vsechny prvni
derivace v , u ¢ C'(Q).

5.7 Hladkost reSeni a tvar oblasti

U jednorozmérné tlohy u” = 1v (0,1) a u(0) = u(1) = 0 bude Teseni u(z) = %— %gﬂ,
které ma vSechny derivace spojité v 2 = (0, 1). U vicerozmérnych tiloh je vSak situace

vvvvvv

Uvazujme tlohu.

P P

-~ O0x  Ox
u =0 na 0f2.

Au —2 v Q)

a) Pokud © je kruhové oblast Q = {(z1,79) : 2% + 23 < 1} , potom Ize nalézt FeSeni
obdobné uvedené 1D tloze

1
u (1, ) = —595%— :1:'3,

N —

které méa opét viechny derivace spojité v Q.
b) Pro oblast Q = {(x1,22) : 0 < z; < 1}, tedy napf. prihyb ¢tvercové membrény,
uz jednoduché analytické feseni nenajdeme. Navic lze snadno ukazat, ze feseni

musi byt méné hladké, nebude v € C?(Q), protoze mame
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Au =1 v libovolné blizkosti vrcholu €2,
Au =0 ve vrcholu 2.

c¢) Jesté komplikovanéjsi bude chovani feSeni na nekonvexni oblasti, napt. oblasti
tvaru L. Ukézeme, Ze u vicerozmérnych tloh je hladkost feSeni ovlivnéna hladkosti
oblasti.
Uvazujme proto kruhovou vyse¢ () = (), definovanou v polarnich souradnicich
jako

Qo ={(r,p): 0<r<1, 0<p<al.
Uvazujme dale funkeci
U = uy(r, ) = pr/e sin(zgp).
«
V oblasti €, plati
_P%u 1 9%u 1 0u
CO0r2 2992 1 or

s 2 ™
_ <z — 1) a2 sin(zgp) — <E> ro sin(zgo)
a \o a

Au

+ Dpa2 sin(zgp) = 0.
o' a

Na hranici 0, bude

u =0 prop=0a ¢ =aq,

u = sin(zgp) pror = 1.
«

To znamena, ze u = u, je feSenim okrajové tlohy

Au=f v Q,
u =g na 0, =11 Ul

s hladkymi vstupnimi daty f =0, g = g(¢) = sin(Zy) na I'ja g = 0 na I's.
Piitom pro = < 1 ( tj. a > ) a pro r — 0+ bude

apro~ <2 (tj.a>mr/2)apror — 04 bude

or? «

0? x
= (z - 1> ra? sin(zgp) — 00.
a a

Vidime tedy, %e pro a > 7 nebude u patfit ani do C*(Q). Uvedenou skutec-
nost (singularity v zarezech oblasti) musime respektovat i pfi numerickém reseni
okrajovych tloh.
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5.8 Slaba formulace Glohy

Uvazujme 3D tlohu vedeni tepla

3
0 ou
— R ) = 0 3
2 81}1 (k” al'j) f v c R
u =1 na I'p C 0N

na FN C 0f).

‘Q;
IS

I

Ea

<
o5
S

S

ﬂ

Predpokladejme, 7e k € C1(Q), f € C(Q) a ze existuje klasické feseni u € C%(Q).
Zvolme mnoziny

Up={veC(Q): v=a nalp},
V ={veC(Q): v=0 nalp}.

Potom pro v € V plati

/ i ail ( R )vdx—/fvdx (5.25)

7,0=1

Pouzitim Gaussovy-Ostrogradského véty dostaneme analogii integrace per-partes

/ axz / O; / (w) dz = / pYv; dS

o0

jejiz aplikaci dostaneme

3 3
0 ou ou ou av
/_Zaxi (kax) Udgc_/ <_ 2 b 5, > d5+/z % s 0,
) =1 50 3,7=1

Z (5.25), definice testovaci funkce a Neumannovy okrajové podminky pak dostaneme

Ju Ov .
/Zklﬂg a% dx—/fvdx—k/ﬂ;ds.
Q

NN

S vyuzitim okrajovych podminek dostavame opét variacni identitu tvaru

a(u,v) = b(v) Yv eV, (5.26)
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kde
’ ou 61}
k; 2
2 Fiig 5 d (5.27)
,7=1
/fvdx—i—/ﬂ}ds (5.28)
Tin
Pro izotropni pripad bude
3
Ju v
= k dx. 5.29
a(u,v) /Zl 0%, O x (5.29)
Q =

Definice 5.8. Opét mtzeme definovat slabé feseni okrajové tilohy 3D vedeni tepla
jako funkci u spliujici podminky

ueUp: a(u,v)="0b) YoeV.

S pouzitim lemma du Bois Reymondova dokédzeme, podobné jako v jednorozmér-
ném pripadé, ze za predpokladi hladkosti je slabé feseni také fesenim klasickym.

Opét podobné jako v jednorozmérném piipadé se snadno ukéze, ze a(u,v) je
bilinedrni forma na U x U a b(v) je linearni funkciondl na U, zfejmé také a(u,u) =
2> 0 . Pro uvazovanou okrajovou tlohu je také a symetrickd. Proto lze také zavést
energetickou formulaci tlohy

1
welUp: Ju) = J(w) Yw € Up, J(v)zﬁa(v,v)—b(v).
Pro symetrickou nezapornou bilinedrni formu a na U se stejné jako v kapitole 3
ukaze, ze slaba a energetickd formulace jsou ekvivalentni. Pokud je a kladna na V,
potom bude existovat nejvyse jedno feseni.

Pokud a je V —eliptickd a omezenad a b je omezeny, potom muzeme studovat
existenci Teseni a stejné jako v casti 3.10 ukazat, ze Teseni bude existovat v Sirsim
prostoru, ktery je ztplnénim C} () v integrdlni normé

lell,, = /v dx+/z ((‘3%)

Toto ziplnéni opét nazveme Sobolevovym prostorem a znacime H'(9). Reseni pak
existuje v

UD:{UEH1<Q)S v="1 naFD}>
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ale definice podminky v = @ na I'p neni v Sobolevové prostoru samoziejmé (viz
diskuze v néasledujici ¢asti). Hovori se o splnéni Dirichletovy podminky ve smyslu
stop funkei, viz téz napriklad [21]. K otdzkdm existence a jednoznacnosti feSeni
a jeho spojité zavislosti na vstupnich datech se jesté vratime.

5.9 Sobolevovy prostory

Necht Q C R? je reguldrni oblast (s lipchitzovskou hranici), & = 1. Potom lze

definovat H*(Q) jako ziplnéni C*°(Q) v normé

Tollax=14 D D™ 50 ¢
jml<k
kde m = (my, ..., my) je multiindex, m; jsou prirozena ¢isla, |m|=mj+...+mgy a
olmly

D" = ————.
oz ™ ... 0z

Stejny prostor dostaneme ziplnénim rozsahlejsich mnozin funkei, nap. H*(Q) do-

staneme ziplnénim C} . Pak bychom dokazali, ze C°°(Q) je husty v H*(Q). Pozna-

loc*
menejme, ze budeme vyuzivat i seminormu

ol =13 D I D™ I3

|m|=k

Pripomernime, Ze |v],, = 0 neimplikuje v = 0, a proto |v[,, neni normou (ostatni
vlastnosti normy vsak spliuje).

Sobolevtv prostor 1ze také definovat s vyuzitim zabecnénych derivaci, jako
HMQ) ={ve L*Q): D™ € Ly(Q) pro viechna m, | m |< k}.
Zobecnénou derivaci D™v pritom rozumime takovou funkci, ze plati
(D™, 8)y0 = (~1)™ (v, D7),y Vo € CF(Q),

kde C§°(92) je mnozina nekonecné derivovatelnych funkei s kompaktnim nosi¢em
uvnitt 2. Druh& definice je za rozumnych podminek ekvivalentni diivéjsi a hodi se
napt. pri studiu regularity feseni.

Nyni uvedeme nékolik dilezitych tvrzeni, ktera budeme dale potiebovat. Podrob-
nosti lze najit v [0, 8, 10, 20, 21].
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Véta 5.9. Greenova. Necht u,v € H* (), potom

ou
axzvdx / uvn;ds — / 0xz
Q

o0N

V jednorozmérném pifpadé jsme dokazali, ze H'(Q) € C(Q). Ve vicerozmérném

vvvvvv

Uvazujme napt. funkce

falx) =1%x), kder(z)=

Potom

By B

1 2r
/fgda:—//rmrdgpdr<oo pro 2a+1 > —1,
By 00

1 27 =

/fzd:r;—///r%‘rZsm ) dy dpdr < oo pro 2a+ 2 > —1.

Derivace 52 fo(z) = ar®™! (z)%, takze

2 2, 2(a—1
/(gfa) dx:/ax( : dr < oo pro 2a — 2 > —1,
Z;

By B
/(%) :// alcos()rdgodr<oo pro 2a — 1 > —1
0$1
Bs 0
27 7
afa\?
/ (%) da = ///QQTQ(Q_U cos® () sin®(Y)r* dy dpdr < oo pro 2a > —1.
1
Bs 0 0 0

Z uvedeného plyne, Ze f, € H'(Q) pro @ > 1/2 a d = 1, neboa > 0 a d = 2,
neboa > —1/2 a d = 3.

Vidime, Ze pro 2 C R? bude H'(£2) obsahovat nespojité funkce (funkce se singu-
laritou). Obdobné pro Q C R? obsahuje H'(2) nespojité funkce, napt. logaritmickou

singularitu f(z) = log (log (2/r)).
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Véta 5.10. Sobolevova véta o vnoreni. Necht Q C R, k > g. Potom

(i) existuje vnoreni H*(Q)) C C(Q), tj.

Vue HY(Q)Jae C(Q): u=1 s,

(i) vnorent je spojité, tj. existuje konstanta c tak, Ze

lull oo S lalle@y S el e Yue HEQ).

Podrobnosti napi. [21, 20, 6]. Vidéli jsme, Ze funkce z H'(€) nemusi byt spo-
jité a mohou mit singularity. Na druhé strané, nasledujici véta vylucuje skokové
nespojitosti mezi hladkymi ¢astmi funkei.

Véta 5.11. Nechl k 2 1. Po cistech nekonecné diferencovatelnd funkce v defino-
vand na Q patri do H*(Q) prdve tehdy, kdyz patri do C*~1(Q).

Uvedena véta ukazuje, pro¢ pozadovat spojitost v prostorech koneénych prvki.
Dikaz napt. [0], véta 5.2, viz také Priklad 3.23.

Véta 5.12. Rellichova véta o kompaktnim wnoteni. Pro k = 0 je H*1(Q) C
C H*(Q), pricemz vnoteni H*1(Q) — H*(Q) je kompaktni, tj. z kaZdé posloup-
nosti {v;} omezené v H*1(Q) (ex. C :|| v; ||ss1< C) lze vybrat posloupnost kon-
vergentni v H*(Q).

Skutecnost, Ze funkce H'(€) mize mit singularity mé zdvazné dusledky. Ukazuje,
7ze nemuzeme pracovat s bodovymi hodnotami funkce u € H'(f2) a napt. standardni
bodové interpolace u je korektné definovana az na H?(2) € C(Q), ale ne na H'(Q).
Nuti nas také k zamysleni, zda miizeme a v jakém smyslu pouzivat hodnoty funkce
na hranici, které se napt. vyskytuji v Dirichletové okrajové podmince. Na posledni

otazku odpovida nasledujici véta.
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Véta 5.13. O stopach. FEristuje prdve jeden spojity linearni operdtor

v HY Q) — L*(09) takovy, Ze
(i) stopa funkce v je restrikci na hranici v pripadé funkce spojité az do hranice,

Y =10lsq VYveCHQ), (5.30)

(ii) stopa funkce yv patri do Lo(0S?), existuje konstanta C' tak, Ze

| ll2000S C v |20 Yo e HY(Q), (5.31)

(iii) existuje konstanta C tak, Ze plati

1/2 1/2
170 la000= C |l v ool v 3te Vo€ HY(Q). (5.32)

Prvni dvé tvrzeni jsou obsahem standardni véty o stopach, viz napft. [6]. Posledni
tvrzeni (iii), viz [8] véta 1.1.6, je zesilenim (ii), které je uzite¢né napi. pro aplikaci
nelokalni interpolace v ¢asti 6.3

Pro analyzu okrajovych tloh vyuzijeme vicerozmérnou obdobu Friedrichsovy ne-
rovnosti, v pripadé c¢isté Neumannovy tlohy Poincarého nerovnost.

Véta 5.14. Friedrichsova nerovnost. Necht ) je requldarni oblast, I" je cist hranice
09, T ma kladnou Lebesgueovskou miru. Pak ezistuje konstanta ¢ = ¢(Q),T") tak, Ze

d 2
| v]l21.0S ¢ Z / (aa;)) dx+/v2 ds Yo € H'(Q). (5.33)
i=1 g ¢

r

Véta 5.15. Poincarého nerovnost. Necht ) je reqularni oblast. Pak existuje kon-

stanta ¢ = ¢(Q) tak, Ze

2

d 2
|0l 0S e Z/(;) dot | [oae) } wem@. G
i=1 ¢ i

Q

5.10 Analyza slabé formulace

Uvazujme modelovou tlohu

najit u € U” :  a(u,v) = b(v) Vv eV,
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a(u,v) = /KVU -Voduz,
Q

b(v):/fvdx+/%vds,
Q

'y

UP={veH'(Q): v=1a nalp}h,V={veHY(Q): v=0 nalp}alpjecast
02 s kladnou mirou. Nase modelova tloha je varia¢ni formulaci alohy (5.19)—(5.21).
Potom

a) Bilinearni forma a je omezen4,

la(u, v)| = ki / [Vaull - Vo] dz = K ”VUHz,o : ||VU”2,0 Sk ||VU|’2,1 : HWHz,l
Q

pro viechna u, v € HY(Q). KdyZ k() je nejvétsi vlastni ¢islo matice K (z), pak
za ky lze vzit max {k;(z) : = € Q}.
b) Bilinearni forma a je V-eliptickd, pro v € V plati

la(v,v)| = ko/w -Vodz = kg |W|§71 > koc ||Vv||§,1.
Q

Kdy7 ko(z) > 0 je nejmensi vlastni ¢islo matice K(z), pak za ko lze vzit ¢islo
min {ko(z) : = € Q}. Existence kladné konstanty ¢ plyne z Friedrichsovy nerov-
nosti (5.33).

c) Necht f € Ly(9), pak funkciondl b je omezeny - pro v € H'(Q) plati

2,0,'n

b < | [ sodsl+ | [#0ds| < Ufllg g + [Fllaor, 70
Q

'y
= ||f||2,0 HU”2,1 + ||%||2,0,1“N HVUHQ,O,aQ = (||f||20 tc ||7A_||2,0,FN> HUHQ,I,Q‘

Vidime, Ze s hodnotou yv na I'y zde pracujeme ve smyslu stop a véta o stopach
nam zarucuje existenci konstanty c.

Existenci feseni modelové okrajové tlohy lze nyni dokézat zkoumanim energetic-
kého funkcionalu tak, jako jsme ucinili v ¢asti 3.10, nebo pouzitim Ritzovy véty o re-
prezentaci funkcionalu. V teorii parcidlnich diferencidlnich rovnic se vsak vétsinou
odkazujeme na Laxovu-Milgramovu vétu 3.21, ktera nevyzaduje symetrii bilinearni
formy:.

V piipadé, ze I'p = (), tedy jde o ¢isté Neumannovu tlohu I'y = 912, muze feSeni
existovat jen pokud je splnéna podminka

o:a(u,1):/fdx+/%ds,

Q I'n
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ktera vyjadiuje nulovou bilanci zdroji. Poznamenejme, 7ze 1 = v: v(z) =1 Vo € Q.
Abychom dikaz existence Teseni provedli s pouzitim Laxovy-Milgramovy véty po-
tfebujeme V-elipticitu, ktera ale pro V = H'(Q) neplati. Protiptikladem je prave
zminovana nenulova konstantni funkce.

K ziskéni feseni (jednoho z nekoneéné mnoha feseni lisicich se o aditivni kon-
stantu) potiebujeme zuzit prostor V = H' () tak, aby pravé jedno z feSeni v ziZe-
ném prostoru zustalo. Na takto zizeném prostoru Vj bude existence a jednoznacnost
feSeni garantovana elipticitou (potfebujeme zde vyloucit aditivni konstanty). U jed-
norozmérné ulohy lze ztuzeni provést predepsanim jedné hraniéni hodnoty, u vice-
rozmérnych tloh je vSak takova operace nepripustnd (viz diskuze v predchozi ¢asti).
Predepsani hodnoty na mnoziné kladné miry zase mize zménit feSeni (nevime jaky
pribéh zde mé feseni Neumannovy tlohy mit). MoZnou cestou je predepsani nu-
lového pruméru na €2, elipticita je potom zarucena Poincarého nerovnosti (5.34).
Uvedeny postup lze dale zobecnit uvazovanim nulového priméru na libovolné mno-
ziné kladné miry.

Pti analyze metody koneénych prvki budeme pracovat s interpolaci za predpo-
kladu, Ze fesen{ u okrajové tlohy pati{ do H?(Q). Vime jiz, Ze pro tuto regularitu je
potieba hladkost vstupnich dat, ale i oblasti €2. Uvedme nyni ptiklad vét zarucujicich
H? regularitu.

Véta 5.16. Vnitrni reqularita. Necht f € Ly(Q), ki € WL(Q), u € Hy(Q) je
slabé reseni modelové okrajové tilohy (5.26)-(5.28). Potom u € H?*(Q') pro libovolné
O cQ,

| u H2,2,9'§ c(l|u H2,1,ﬂ + | f H2,0,9)-

Dikaz véty lze najit v [22], véta 8.51. Pro celkovou regularitu potfebujeme pred-
poklad o hranici oblasti, napf.

Véta 5.17. Celkovd reqularita. Necht f € Lo(Q), ki € WL(Q), u € Hy(Q) je
slabé Teseni modelové okrajové lohy, O je tridy C*. Potom u € H*(Q) a plati,

| ullz20= el wllzne + | fll200)-

Dikaz véty lze najit v [22], véta 8.53. Regularitu je mozné také dokdzat pro
konvexni oblasti. Poznamenejme, ze W (Q) je mnozina funkci z L., (Q), které maji
skoro vSude derivaci patifci také do Lo (£2). Lze tak zeslabit pozadavek k;; € C*(Q).

Véta 5.18. o reqularité veseni. Resend ilohy (5.26)~(5.28) patri do H*(Q) pokud
k je konstantni nebo spojite diferencovatelnd na €2, iloha md jenom Dirichletovy
nebo jenom Neumannovy okrajové podminky (T = () nebo T'p = 0), oblast Q je
hladka nebo je  konvexni mnohothelnik ¢i mnohosten.
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Podrobnosti viz napr. |

], diskuze k regularité je také v knize [22].
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Kapitola 6

MKP pro vicerozmeérné tulohy

K numerickému teseni vicerozmérnych okrajovych tloh opét pouzijeme metodu ko-
necnych prvkia. To znamend, ze provedeme konstrukeci prostoru konecénych prvki
U, C HYQ) a jeho ¢asti UP a Vj,. V prostoru Uy, vytvorime uzlovou MKP bazi
a pouzijeme Ritzovu-Galerkinovu metodu diskretizace variacné formulovanych okra-
jovych tloh. Omezime se na linearni trojuhelnikové prvky, ostatni moznosti pouze
zminime na konci kapitoly.

6.1 MKP s linearnim trojihelnikovym prvkem

6.1.1 Triangulace a vstupni data

Vychazime z MKP triangulace 7;, mnohothelnikové oblasti €2, ¢imz rozumime dé-
leni oblasti €2 na trojihelniky tak, ze dva trojuhelniky, které nejsou shodné nebo
disjunktni, maji spolecnou bud celou stranu, nebo jeden vrchol, viz obr. 6.1. Necht
déle Ny, je mnozina uzlit (vrcholi) a elementy i uzly jsou ocisloviny (indexovany),

No=A{z"} iy a T =T},
U mnohotihelnikové oblasti 2, bude Q = Q, = J{T: T € T,}. U obecné oblasti

muzeme dosahnout jenom aproximace {2 ~ €2, a musime uvazovat vzniklou chybu,
viz Poznamka 6.5.

Definujeme nyni prostor linearnich koneénych prvka Uy, tak, Ze zavedeme uzlovou
s . n v .
bazi {¢;};_, tvofenou funkcemi

bi (x[j]) =0y, ¢ilre P VT €Ty,
kde P, zna¢i mnozinu linearnich funkei.

Pro MKP déleni oblasti 2 (na trojihelniky, které navazuji celymi stranami a ne
jenom Casti strany) budou ¢; spojité a proto linedrni kombinace ¢; vytvori MKP
prostor Uy, ktery bude podprostorem H'().
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2110] 7®3)

7
2)
e

3]

Obr. 6.1: Triangulace oblasti a obecny element

Uvazujme nasledujici vstupni data pro popis modelové tlohy (5.19) - (5.21) i tri-
angulace

e Vstupni data pro uzly (NX - souradnice):

— souradnice uzla ulozime do pole NX(1:n,1:2),

— pomoci pole NB(1:n) ur¢ime uzly vnitini a pattici do I'p a I'y , NB=0 pro
vnitini uzly, NB=1 pro uzly na I'p, NB=2 pro uzly na I'y \ I'p a NB=3 pro
uzly na rozhrani I'y N I'p.

e Vstupni data pro elementy (EV - identifikace vrcholi, EN - materidlové kon-
stanty):

— pro lokalné uréené uzly 2, 22 26 elementu T}, uréime jejich identitu
s globalné ¢islovanymi uzly 2z, 2l 2 pomoci pole EV(1:ne,1:3),
EV(k,1)=r, EV(k,2)=s, EV(k,3)=t.

— v poli ENI(1:ne,1:7) ulozime pro kazdy element hodnoty ki1, k12, ki3,
koo, ko3, k33 urcujici symetrickou matici K koeficientt anizotropniho ve-

Vvev

elementu
e Vstupni data pro okrajové podminky

— vytvorime seznam uzl na ¢asti hranice s Dirichletovou okrajovou pod-
minkou ND(1:nd,1:2). Pro i-ty uzel na hranici I'p je r=ND(i, 1) dcislo
(index) uzlu na hranici, ND(i,2) je odpovidajici zadana hodnota w(z!")),

— vytvorime seznam stran trojihelnikovych prvki, které lezi na ¢asti hra-
nice s Neumannovou okrajovou podminkou SN(1:nn,1:3). Pro i—tou
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tsecku budou r=8N(i,1) a s=SN(i,2) ¢isla (indexy) uzlu tvoricich kon-
cové body a SN(i,3) bude hodnota #(zg) ve stfedu strany zg = 5(zI" +
+ zl).

Vyse uvedena organizace dat umoznuje vytvoreni pocitacového programu, ale samo-
zfejmé neni jedinou moznosti jak organizovat vstupni data.

Poznamka 6.1. MKP déleni je mozné provést presné pro tlohy na oblastech tvaru
mnohothelnika. Jiné oblasti s kifivoc¢arou hranici je mozné trojihelnikovymi prvky
pouze aproximovat. Pro presnou diskretizaci takovych oblasti jsou vyvinuty kfivo-
caré (izoparametrické) konec¢né prvky.

6.1.2 Matice linearniho trojihelnikového

(Courantova) elementu

Pro pouziti Ritzovy-Galerkinovy metody potfebujeme hodnoty a;; = a(¢;, ¢;), kde
¢; jsou funkce uzlové MKP baze.

a(¢;, bi) :/Q<Kgfad(¢j)>grad(¢i)>dx =2

TeTh

[¥oh 2800,
T Ox, Ox,

Vypocet piispévki prvku Ty s vrcholy (M = 21, 22 = gl 20 = gl

tak, Ze uvazujeme chovéni (restrikce) bazové funkce ¢, na T,

0 proi #r, s, t
G |1,= {

provedeme

Y, pro EV(k, j) =i

kde 1; je linedrni na Ty, ¥;(z)) = §; jsou hodnoty v; ve vrcholech. 1y, ¥y, 3 jsou
lokalni bazové funkce. Jediné nenulové prispévky elementu 7} jsou pak hodnoty

(T3) O O
k) k. ——"2dx.
= [ Shn gy girda

Tyto hodnoty pfi¢teme do tzv. rozsitené matice tuhosti A" = (a,),

T T, : .
az(jk) = Apg = Apq + az(jk) pro p = EV(k,i), g = EV(k,j)
Zatimco matice tuhosti A = (a;;) obsahuje prvky odpovidajici bazovym funkcim
®i, ¢; € Vi, rozsifend matice tuhosti A™ obsahuje prvky pocitané pro vSechny bazové

funkce ¢;, ¢; € Uy,.

Prispévky obecného elementu T € Tj, tvori 3 x 3 matici Ar, kterou lze vyjadrit
ve tvaru

AT:/BTKde,
T
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kde K je matice koeficienti a

O 02 Ot
o0x1 o1 o1

B =
oY1 OY2  Oys
0z Ox2 Oxo
Pro vypocet B uvazujeme prvek T s vrcholy z(t) = (mg ), x; )), z? = (xg ), :zrg)),
) = (xg ), é )). Zacneme s vyjadienim derivaci lokalni bézové funkce ¢, (x) = a +
+ bx1 + cxy. Podle definice plati

a+ bmgl) + cmgl) =1
a+ bm?) + cmg) =0
a+ bxgg) + cmgg) =0

odtud lze pomoci Cramerova pravidla vyjadrit

1)
1 1 =z
9 2
b:(?_ii: 1 0 :Ug) D' = (x (2)—x§3))D;1
10 2y
1)
1 =z 1
9 1
SR Y PR
. 1 xg?’) 0
kde
1 mgl) xgl)
Dr=1|1 22 22|, |Dy|=2|T|=20bsah(T).
| 2 ®
Ty Tg

Obdobné muzeme vyjadrit derivace dalSich lokalnich bazovych funkei a sestavit
matici B,

(2) @3 .0 1 (1) (2)

Ty — Ty — T x5 — T
B— 2 2 2 2 2 2 D=l — B D=
xgg) B x?) xg) B xgs) $§2) B xg) T *p

Pro matici tuhosti trojihelnikového prvku T' pak mame vyjadieni

1
Ar=BTKB.|T| = —BTKB |Dyp| 7"

6.1.3 Vektor zatiZzeni Courantova elementu

Déle jde o vypocet rozsiteného vektoru zatizeni b™ = (b;), kde b; = b(¢;),

bi:/gf@dx+/F wids_ /f¢1d:c+ Z /St 2¢ids

T)
strana rana(
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Piispévky elementu T} tvoif vektor b+ € R3 kde v prvé fadé vypocteme

1 )
o = | fuide ~ far)bien) | Tl = ¢ f(er) [Dr - proi=1,2.3,
Tk

Vv

Tyto hodnoty pricteme do celkového vektoru pravé strany b = (b,),

B 5 b, = b, + b pror = EV(k,i).

6.1.4 Zohlednéni Neumannovych okrajovych podminek

Pokud strana zI"zls = 2 z0) trojahelnika T}, patii do I'y, potom k prvkim vektoru
b jesté pricteme

by = br + [y, T ~ by + délka(z0z0)) 5
by = bs + [0, 715 ~ bs + délka(zDz0)) 17(z,),

kde z, je stfed strany z()z)

Poznamka 6.2. Pro vypocet vektoru pravé strany jsme dvakrat pouzili numerickou
integraci. To mtuzeme také interpretovat jako presné reseni iilohy s upravenou pravou
stranou f; a upravenou Neumannovou podminkou 75,. Obé upravené funkce jsou po
castech konstantni.

6.1.5 Zohlednéni Dirichletovych okrajovych podminek
Necht I = {i: 2ll € Tp} C {1,...,n}. Pak hleddme MKP feseni ve tvaru
Up = Zﬁ($[l])¢z + ZU1¢Z = ﬁf + wp, kde wp, € Vh.
i€l i¢l

Pro nezndmé hodnoty wu; ziskdme soustavu linedrnich algebraickych rovnic ze se-
stavené (rozsitené) matice AT a vektoru b*. Nejprve upravime vektor pravé strany
na bp,

bDﬂ' = bz — Zﬂ(xm)a”

Jj€lo
a potom vynechame v soustavé Au = bp radky r; a sloupce s; pro i € I.

Tim ziskame soustavu Au = b, ktera je algebraickou formou Ritzovy-Galerkinovy
metody, tedy presné ulohy

najit wp € Vh : a(wh,vh) = b(’l}h> — a(ﬁ,]?,vh) = bD<Uh) Vvh € Vh.
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Poznamka 6.3. Poznamenejme, ze muze byt vyhodné neménit dimenzi matice, ale
radky r; a sloupce s; pro ¢ € Iy ponechat, ale nulovat, a nasledné dosadit a;; = 1
a bp,; = t(zl).

Je také mozné vyjit z neupravené soustavy Au = b a vynucovat splnéni okra-
jovych podminek tak, Ze vezmeme a; = n a b; = ni(sll) pro i € Iy a vhodné 7,
1> |ag].

Poznamka 6.4. 47 bude patfit do U, pokud je zadand Dirichletova podminka
spojitou a po c¢astech linearni funkci na I'p a I'p je sjednocenim stran trojihel-
niktt pouzitého déleni. Pokud tomu tak neni, pak pracujeme pouze s aproximaci
Dirichletovy okrajové podminky:.

6.1.6 Priklad - pravouhlé prvky

+®

2 h o)

Obr. 6.2: Pravouhly trojihelnik

V pripadé pravouhlych prvki s odvésnami rovnobéznymi s osami souradného
systému lze snadno vycislit derivace lokalnich bazovych funkci. Dostaneme

2 -1 -1

1| — 1
B=— Lo apro K=Ibude Ar=-| -1 1 0
hl -1 01 2 10 1

P1i obdélnikové oblasti 2 a déleni na pravouhlé trojihelniky uvedeného typu, pro-
vedte srovnani vzniklé soustavy se soustavou ziskanou pouzitim metody konecnych
diferenci.
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3 3
(2P, 2)

z® = (0,1)

2) (2
',z
) (wa0) (17, 257)

Zy o, Ty

) = (0,0) z? = (1,0)
Obr. 6.3: Zobrazeni referencéniho trojihelnika

6.1.7 Vypocet matice tuhosti technikou referenc¢niho prvku

Obecnéji, pro uvazovany referencni trojihelnik 7', viz obr. 6.3, snadno dostaneme

@bl(ff)A: 1=y — & A 11 0 1. .
V(%) = 2 ; BZB:{_1 0 1} AAZQBTKB.
Y3(2) = &

Pokud T'e T}, je obecny trojthelnik tak uvazujme zobrazeni F : T — T definované
nasledovné

n= Blind) = o+ 5@ - o) + (el - o)
To = Fg(ﬁl,.@g) = Qfgl) + Qfl(xé ) — Qfé )) + x2<$§3) — x;l))

Toto zobrazeni zobrazuje vrcholy T na vrcholy T', isecku na tsecku, a tedy TnaT.
Mimo to:

(2) 1 .0 (1)

e v=Fla) =20+ G, kde G=DF = | "~ ") T "
Loy~ — Xy Ty W@ — Ty
1 1
1 azg) xg)
© det(@) = Dr=| 1 o 2 | = 2[T|=2o0bsah(T),
1 2@ 0B
1 2

e det(G) je nenulovy pro nedegenerovany 7',
e pro nedegenerovany T existuje inverzni zobrazeni # = G~ (z — z(V).

Nyni jde o vyjadreni derivaci bazovych funkei. Uvazujeme jednak bazové funkee ¢y,
1, Y3 na T, jednak bazové funkce @Zq, Q,DQ, wg na 7. Vyuzijeme vztah

i =0 F,
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z néhoz podle véty o derivaci slozené funkce plyne

Obi O OF, Oy OF,

8:2'1 N 6:171 8:1?1 8232 8%17

O O OFy | 0Y; OF,

89?"2 N 8:171 8:%2 8.232 8.%2’

t.j. maticove

O oF,  0Fp7 [ous N
AR IRl
3_.%2 0o 029 Oxo Oxo

Pro referen¢ni prvek zname matici B; = B, pro obecny prvek pak dostaneme vzhle-
dem k vyse uvedené transformaci,

B=G"B, B=GTB.

-1
.| a b | d =0 _
Plat1[ d} _[—c a}(ad—bc) , tedy
2 1 2 1y 17t 3 1 1 2
g [ ][ a ]
MONEMORISOBINC MONMORINOBIINS
a tedy
[ (3 1 1 2
B xgl)—x%) x%)—x%) [—1 1 O]|G|1
V=2 2P g -1 01

xgz) B xg?’) a:ég) B :cél) xg) B xgz)

D—l
ngﬂ) i ng) ngl) i :L‘gf%) xg?) . I‘gl) T »

coz je vyjadreni, které uz zname. Pro matici tuhosti prvku mame
1 4 A _
Ar=BT'KB-|T| = R BTG 'KGTB|Dy|".

Odtud vidime, zZe matice transformovaného trojihelnika je podobna jako matice
referen¢nfho trojtihelnika se zménénou maticf koeficientt G KG~7, tj. transformace
tvaru dana G ma vliv podobny anizotropii. Hovorii se také o numerické anizotropii.

Techniku referencniho prvku jsme zde ukazali protoze ma uplatnéni nejen pro
odvozeni lokalni matice tuhosti (to jsme provedli 6.1.2 jednoduseji). Specifické uplat-
néni ma technika referenc¢niho prvku pti odvozeni kfivocarych (izoparametrickych)
prvki. Skvélé uplatnéni také najde v dalsi ¢asti pri studiu diskretizacni chyby.
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6.2 Apriorni odhad chyby pro Courantovy prvky

Uvazujeme pripad, kdy fesime okrajovou tlohu
Najdiu e Up: a(u,v) =bv) YoeV

a kdy mame MKP prostory U, C U, UP C Up, Vi, C V a pouzivdme presnou
realizaci Ritzovy-Galerkinovy metody (pfesnou integraci):

Najdi up, € UP :  a(up,vp) = b(vy) Yo, € Vi,

Jak jsme jiz vidéli v pripadé jednorozmérnych tloh, je potom apriorni odhad chyby
v H' normé otdzkou Céova lemmatu

lu—unllog S Cllu—wllon Y, €Uy
a analyzy chyby interpolace. Tuto analyzu dédle provedeme.

Poznamka 6.5. VysSe uvedend situace muze byt narusena variacnimi prestupky
(variational crimes, viz [21]):

i) Qn #  oblast je pouze aproximovana sjednocenim koneénych prvka €2
(U, ¢ U), viz Poznadmka 6.1,
ii) f, # f pouzivame numerickou integraci, coZ je ekvivalentni préci s f;, misto
s f, viz Poznamka 6.2,
iii) 7, # 7 pouzivame numerickou integraci, coz je ekvivalentni préci s 7, misto
s 7, nebo aproximajeme I'y, viz Pozndmka 6.2,
iv) uy, # u aproximujeme u nebo I'p (Upy, ¢ Up), viz Poznadmka 6.4.

V pripadech (ii)—(iv) muzeme vyuzit véty o spojité zavislosti feSeni na vstupnich
datech, viz ¢ast 3.9. Pripad (i) je analyzovan napt. v knize [16] s vyuZitim principu
maxima. Pokud je nepfesné pocitana i bilinearni forma a lze misto Céova lemma
pouzit Strangovo lemma, viz [2].

6.2.1 Interpolace na referenc¢nim trojihelniku

Véta 6.6. UvaZujme referencni trojuhelnik T o linedrni interpolaci
I1: HXT) — P s uzly ve vrcholech 2y, 2, 23 trojihelnika T, (ﬁv) (z:) = v(z).
Potom .

| v—Tv H22T§ clv |2,2,T Vv € HQ(T)-

Diikaz. 'V dikazu vyuzijeme dvou vét o vnoreni - Sobolevovy véty o spojitém vnoreni
a Rellichovy véty o kompaktnim vnoreni, viz ¢ast 5.9.
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i) H2(T) c C(T), takze u funkci z H2(T') lze pracovat s bodovymi hodnotami
a interpolace II je dobfe definovana,

3
i) zavedeme normu ||| v ||| =] v |y57 + > | v(2) | pro v € H*(T) a ukdzeme,

1=
Ze tato norma je ekvivalentni s || v ||y, 7 -

Jeden odhad je snadny. Podle Sobolevovy véty o vnoreni existuje konstanta c
tak, ze

[ (=l vllogy = el vl

tedy [[lvlll= (1+3¢) [ vz -

Opacné provedeme ditkaz sporem, viz [0]. Necht || v |,5 7= c[[| v ||| Vv € Hy(T)
neplati pro zadné c. Potom pro libovolné ¢+ najdeme

. 1
v € HA(T) : [ v llpp =1, [l wi IS <

Vzhledem k hustoté C*(T') v H(T) mtzeme piedpokladat i {v;} ¢ C?*(T"). Podle
Relichovy véty o vnofeni lze z posloupnosti v; vybrat posloupnost konvergentni
a tedy i Cauchyovskou v H'(T'). Bez tijmy na obecnosti ji znacme opét {v;}. Plati

2,21 =l vi —v; ||§1T + | vi —v; §2T

Slvi—v; 15,5+l vi b + 0 Loz
<lvi—v; M550 +2 o 1P 211 v 11

2 2
<[ v — v H;LT TaT 7

odkud plyne, ze {v;} je také cauchyovskéd v H2(T) a ma tedy limitu v* € H2(T).
Ze spojitosti normy plyne, Ze || v* |, , 7= 1. Déle

[ o™ [T =H o™ = vk [T+ (1] o NI,

S (1430 || v—wg

227 +; Vi,

takze ||| v* |||[= 0 andsledné | v* |,, ;= 0. Pro C* hladkou funkci odtud a z Taylorovy
véty plyne, ze v* € Py. Pro funkci z H? lze dokézat, ze v* € P, pfi pouZiti techniky
regularizace. Pro v* € P; ale v(z;) = 0 ve vSech vrcholech z; dava v* = 0, coz je
spor s || v* ||o= 1.

Nyn{ vyuzijme ekvivalenci || v ||5 a ||| v ||| na H2(T).
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lu—=Tlullz e ]| w—u ||

3

:c]u—Hub%—Z](u—Hu)(zi)]
i=1

=clul

O

Uvedené lemma lze snadno zobecnit na obecné oblasti {2 a na polynomy vyssich
radua, viz [6]. Také lze ukazat, Ze je ekvivalentni nasledujicimu lemma Bramble-
-Hilbertovu.

Lemma 6.7. Necht Q je requldrni oblast, k = 2 a L : HY(Q) — Y je omezené
linedrni zobrazeni do normovaného linedrniho prostoru s normou ||-||, mnoZina po-
lynomii Py_1 je podmnoZinou ker(L). Potom existuje konstanta ¢ = ¢(Q)||L]] > 0
tak, Ze

[Lvf| = clvlypq  prove H*(Q).

Diikaz. Uvazujme k = 2. Necht II je linearni operator uvazovany v ptredchozim
lemma. S pouzitim predchoziho vysledku a skute¢nosti, ze [Iv € ker(L) dostaneme

[Loll = |L(v = o) || < [|L][ lv = TTv]ly5 = e 1L o]y, -
Naopak Lv = v — v : H*(Q2) — H?*(Q) je zobrazeni, pro které P, C ker(L) takze

v — HU”2,2 Sc |U|2,2,Q pro v € H*(Q).
Dikaz pro k£ > 2 najdeme v [0]. O

6.2.2 Interpolace na odvozenych prvcich

Lemma 6.8. Méjme referencni trojuhelnik T. Pro libovolny trojuhelnik triangulace
T € Ty, pak existuje zobrazeni F : T — T, Fi = 2N + G, kde G je requldrni
matice, viz cast 6.1.7. Plati

A

ve H"(T) = 0=wvoF € H™(T)
a navic

0]l =1 det(G) 2 [0l (6.1)
| v 202 SI G det(G) V2] 0 507
[0 lp07 S 411G IPIdet(G) |77 v oo (6.3)
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Diikaz. Prvni nerovnost (6.1) plyne pfimo z véty o substituci v integrélu,

ol p = / g = / (vo F)? [det(G)] di = |det(G) / (0242 = [det(G)] 0112, 7.

Pro diikaz druhé nerovnosti pouzijeme derivaci slozeného zobrazeni, coz dava

0 o0 w0 o o D
£ £)-1& &)k 2]-12 &
01 0%

tedy grad(v) = | % 5—;; }T = GTgrad(v). Tudiz

oy = / lerad(v)|* dz = / lerad(v)||? |det(G)| da
_ STV N _ ~
— ldet(G) / |G arad(@)| di <|| G | [det(G)] o2, 1
=GP det(@)

||U|21T

K dtkazu treti nerovnosti potfebujeme druhé derivace. Podle pravidla o derivaci
slozené funkce bude

00 _ 0 (0vOR , 0v 0k,
&i‘lc%l N 8@'1 8x1 afil 8x2 852’1
o 821) 8F1 8F1 4 82’0 GFQ 8F1 + 8211 8F1 8F2 i 8211 8F2 8Fg
N 890% 83?1 8@'1 8ZE18{L‘2 812‘1 6@1 6x28x1 8!%1 8501 61’% 6@1 8!%1
0% 0%v 0% 0%
022 + G11G21(9 Dy + G11G21a 07, + G21G218_x%~

Obdobné vyjadieni dostaneme pro dalsi derivace 2. fadu. Vzhledem k tomu, zZe
|Gij] || G || dostaneme se¢tenim a pouzitim Cauchyovy—Swarzovy nerovnosti, ze

20\’ v\’
(i) =410 S (55m)
02102, £ 0x} 0y

= GllGll

i+j=2
9% \° v\
> (o) swler X (52
i \0T101; i \O021017

Dale

> (0)
o= [ 3 ()
221 i+j=2 02102
2
<16 || G 4/ ( )detG1 dx
11 [ 3 (rm) d@™

=16 G |* Idet( )70 o -
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Obr. 6.4: Zobrazeni z vepsané do opsané kruznice (viz lemma 6.9)

Lemma 6.9. Necht p,7 je polomér vepsané a opsané kruznice referencniho konec-
ného prvku T. Necht p,r, maji stejny vyznam pro T'. Potom

IGISZa |G|
1Y

>

Diikaz. Necht z € R?, || « ||< 2. Potom existuji body p, ¢ trojuhelnika 7' tak, Ze
x = p—q. Potom Fp, Fq patii T, takze | Fp — Fq ||=| Gp — Gq ||=|| Gz ||£ 2r.
Tedy || G ||< &

Obdobny vysledek ziskame pti uvazovani inverzniho zobrazeni. O]

Poznamka 6.10. Lze ukézat, Ze pro obecné m = 0 existuje konstanta c¢ tak, Ze
plati

[0y S ¢l GI™ det(G) |72] v lomr
< el GTHM det(G) [Y2] 0 Janr

‘ v ‘2,m,T

6.2.3 Diskretizacni chyba pro regularni soubor triangulaci

Pomoci transformace nyni prevedeme aproximacni vysledky z referenc¢niho trojihel-
nika na obecné trojuhelniky. Uvazujme soubor triangulaci {7} tak, ze pro kazdy
trojuhelnik 7' € T, je r = ro < h polomér kruznice opsané k T', p = pr je polomér
kruznice vepsané.

Soubor triangulaci {7,} pak nazveme reguldrnim, pokud existuje konstanta /3
tak, ze
,
1S0S3 VT eTha (T,

Regularni soubor triangulaci {75} vznika postupnym zjemnovanim vychozi triangu-
lace pricemz ale nesmi dochazet k degeneraci tvaru trojihelniki. Regularita systému
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bude garantovana napiiklad podminkou, Ze nejmensi thel trojuhelnikt 7' je stale
vEtsi nez urcitd mez o > 0'. Tato podminka se objevila jiz v ¢lanku [30].

Uvazujme nésledujici referenc¢ni trojuhelnikovy prvek T, pro ktery 7 = r; je
polomér kruznice opsané a p = p; je polomér kruznice vepsané. Pro transformaci
F : T — T na libovolny trojihelnik T' € T, € {7} pak bude
h
p

7 7

Gl -< .
e

IG =

Uvazujme soubor regulérnich triangulaci {7,}. Pro T € T, € {Tn} a v € H*(T)
pak mizeme uvazovat linearni interpolaci 117 a bude
o = Trvly, 7 S| G| det(G) [V2] 0 — 1130 |y, 1
SIG ] det(G) M2 e[ @ [y 7
Scll G det(G) V2 4| G 1P| det(G) | 2| v |22
Sde |GGG T f2pr

7 h
< de—B~ | v |a2r=Ch | v |2ar,
P P

l|lv — HTUHz,o,T <| det(G) ]1/2H 0 — 1140 HQ,O,T

<| det(G) ’1/2 cli |272,T

<[ det(G) 2 ¢ | G |12 det(G) |2 o
2

<c(

Prov € H*(Q) , h < 1 pak plati

2,2,

> =

) \ v \2,2,T= Ch? | v \2,2,T .

2 2 2
l|lv — HTUHZLQ = Z {HU - HTUHQ,O,T + v — HTU|2,1,T}
T

<SSR v By +CPRE |0 S 20707 [0 350 -
T
Pro uzlovou interpolaci ITj, : H?(Q2) — U, pak plati

|| v — 1o ||2,1,Q§ ch | v |2,2,Q .

To je vysledek, ktery potfebujeme pro pouziti Céova lemma k dikazu konver-
gence MKP. Céovo lemma dava vysledek, ktery je obdobou odhadu ziskaného pro
jednorozmérné ulohy.

!Polomér kruznice opsané je r, vepsané p = 4rsin(%)sin(§)sin(%). Tedy r/p < L(sin(22)) 3.
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Véta 6.11. Necht {T,} je requldrni soubor triangulaci, Uy, je MKP prostor odpo-
vidajici Tr, u € H*(Q) je tefeni okrajové ilohy a uy, je jeho aproximace z Uy, pak
plati

| w—up 1S Ch|u|zq -

Stejné jako v jednorozmérném piipadé miizeme dokézat, ze pro H? reguldrni
okrajovou tlohu bude konvergence v Ly normé o rad vyssi,

lu—up [§20= CP | ulagq -

Celkové muzeme psat

| w—up |20 +h || u—up |21 ch® | u |22 pro u € H*(Q). (6.4)

Pokud je fesen{ okrajové tilohy pouze z H'(Q), pak opét dostaneme jen konver-
genci || u — uy, ||20— 0 pro h — 0, nikoliv ad konvergence. Pro MKP s polynomy
vyssich tadt miizeme ziskat vyssi fad konvergence za predpokladu prislusné zvysené
regularity feSeni.

6.3 Aposteriorni odhad chyby

V analogii se situaci pro jednorozmeérné tlohy, se nyni budeme snazit odvodit o apo-
steriorni rezidualni odhad pro energetickou normu chyby.

Uvazujeme bilinearni formu (5.29), u a wu;, znac¢i prfesné a MKP feSeni okrajové
tilohy s uvedenou bilinearni formou. Zajima néas norma chyby e = u — uj, € Hj(Q),
uvazovat budeme energetickou normu [[ef|, = y/a(e, e) = y/1/m|le]|, ;. Pro testovaci
funkce w € V. CH' () a Iyw € V;, CH*(Q) dostaneme (obdobné jako v ¢asti 4.9).
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ouy, aw
ale,w) = a(u — up, w /fwdx—i—/des—/ kij—
" ; 7 Ou; axj

FN Q

6uh 8Ihw N
/Zk”a Br, —/f([hw)dx—/T(Ihw)ds
Q

/kaguh w = lw) dx—l—/fw Ihw)dx—l—/ (w — Iyw)ds

€y

Iy
Jup, O(w — [hw
=) - /Zk”a d+2/fw Lw)d
E€T, %
—i—/%(w—[hw)ds
2
Z/ ki; O + f| (w— Lw)dx
(%iaxj
EET, 4
_ Z /Zk’mguhw Iyw) - n;ds + Z / 7(w — Iyw)d
EETh@E iJ e€lp,eCl'y

Poznamenejme, Ze soucet ¢lent ve druhém radku je nulovy, protoze [,w € Vj,
je testovaci funkce pro MKP feSeni uj,. Symbolem £, zna¢ime mnozinu vsech stran
trojuhelniki z 7, a integraly pres strany se objevuji v poslednich dvou ¢lenech ne-
rovnosti. V pripadé jednorozmérnych tloh vysly tyto ¢leny nulové, vzhledem k jed-
nobodové hranici mezi elementy a pouziti uzlové interpolace I;,. U vicerozmérnych

uloh je situace odlisnd, a proto definujeme residua jak uvniti elementi tak i na jejich
stranach:

0?
RE—(kaa gh —i—f) pro E € T,
E

v

0
re—(?—ﬂ) pro e € &, e C I'y,
8nK
0
= |one). oSt

V definici 7, se objevuje skok v toku (derivaci podle konormaly). V piipadé K = I
zde uvazujeme skoky v derivaci podle normaly. Pokud e € &,, e € 'y, e C T1NTh
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a np, anp, je vnéjsi normala k 7 resp. 15, potom

|:8uh:| i 8uh

8nK 8nK B anK
= (KVuh|T2 — KVuh|T1) 7’LT2.

8uh

|T2 - (Kvuh|T1 - Kvuh|T2) nr

|T1

Poznamenejme, ze pokud zaménime poradi 77 a T a v definici skoku bereme opét
normalu k prvnimu trojihelniku, potom se skok nezméni. Pomoci reziduji zapiSeme

ale,w) = Z /RE(w—Ihw) dx + Z /re(w—[hw) ds,
EE/ThE €€gh e

takze

lale,w) | £ > [ Rellzoe - | w—Tuw |20k

EcTy

+ > el

eegh

2,0,e ° || w — Thw ||2,0,e

Nyni potfebujeme odhad || w—Iw [|20,8 a || w—Iyw ||2,0.. V piipadé jednorozmérné
tlohy je H' C CV, takze jsme mohli vzit I,w jako uzlovou interpolaci w a pouzit
odhad || w — Iyw ||206= h|lwll,, viz (4.25). U vicerozmérnych tloh bychom mohli
predpokladat w € H? a pouzit lokalni interpolaci, pokud bychom uméli dokazat
obdobny odhad.

Je vSak také moZno zistat u w € H' a uvaZovat I}, jako nelokalni operdtor,
tedy operator nevyuzivajici bodové hodnoty w. Moznosti volby takového operatoru
je vice, napi. Clemensova interpolace funkce z H! nebo Le-projekce H' — V;,, viz
napf. [6]. Pro Clemensovu interpolaci I, je

1
Ifv = Z v, kde v; = m/vdx prox; ¢ I'p, v;=0prox; € ['p, (6.5)

2, €Tp

K3

kde v € HY(E), ¢; jsou uzlové bazové funkee Uy, w; = U{E € T, : x; € E}. Pro
E € T; ozna¢me E = U{w; : x; € E'} oznacujici sjednoceni vsech trojuhelniki z 7,
které maji s F spolecny alespon jeden bod, pak plati

[v="Tw o0 = Che v,z (6.6)
lv="Twllape = Cllvly, s (6.7)
lv—Twllaee £ Chf?| vy, 5 kdee€&, jestrana B. (6.8

Podrobnosti k (6.6), (6.7) 1ze najit v [6]. Nerovnost (6.8) lze pak snadno dostat
z predchozich dvou odhad pomoci véty o stopach (5.32).
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S vyuzitim uvedenych odhadi dostaneme

1/2
1/2
| ale, w) | éC{Z he || Re llaoel w il s + Y A2l re ool w E}
EecTy, e€ly,
1/2
<o { S0 B gt S b | ns,o,e}
EET, ecéyp
1/2
; {z o+ uwug,lﬁ}
E€Ty, e€Ey
1/2 1/2
<cC { S 3l By 3gp +he |l e |r%70,aE}} { doAlwll, z }
EeT;, EcTy,
1/2
gc{z n%} |w la=7 | @ |la,
E€T;,
kde
1/2
1/2
) {z n%} e U2 Re o +he e [B0pe}?
EcT;,
Plati

a(e, w)
lell, = supyro7—= S,
‘ P w
takze n je celkovy estimator chyby, 1, jsou lokalni indikatory chyby. Tyto indika-
tory obsahuji skoky v normélovych derivacich na stranach elementi. Tyto skoky se
objevuji i v fadé dalsich estimatori.
Mimo residualni odhad muzeme obdobné jako v jednorozmérném pripadé po-
uzit i odhady zalozené na priumérovani derivaci, hierarchické odhady zalozené na
zjemnovani sité ¢i odhady vyuzivajici dudlni principy.

Hierarchické odhady

Uvazujme opét MKP TeSeni upa uy, 9 spoctené pii pouziti MKP déleni T, a Tp, o,
kde druhé déleni vznikne z prvnfho rozdélenim prvki. Diky tomu bude V,, C V},s.
Je opét otazkou zda

i = wnsz = un |~ v —un |

bude vhodnym hierarchickym estimatorem chyby (pro integralni normu muzeme
rozdélenim normy na prispévky prvku dostat i indikatory chyby ng). Obdobné jako
v jednorozmérném pripadé se ukaze, ze pokud plati saturacni podminka

[ u—unsp || B | u—wun|, resp. | u—unp [loS B[l u—unlla, B<1,



6.3 Aposteriorni odhad chyby 109

potom bude ng =| up2 — un || resp. g =|| un/2 — up || spolehlivy a efektivni
estimator.

Problémem je ale cena estimatoru ny. Obdobné jako v jednorozmérném pripadé
lze vytvofit hierarchicky rozklad Uy, = Uy @ Wy 2, ale prostory Uy, a Wj,2 budou
sice tvotit direktni soucet Uy, o, ale jiz nebudou a-ortogondlni. Bude tedy opét uy s
korekei uy, ale vypocet korekce jiz nebude mozné provést izolované jen na Wy o
a navic feSenim soustavy s diagonalni matici. Pouziti hierarchické baze tedy vede
k MKP soustave

Anpn Anpy2 w, | _ | b
Ah/2,h Ah/2,h/2 Up /2 bh/2 ’

ale Appp # 0, Apjon # 0, Apjanse neni diagondlni matice, i kdyz je stéle matici
dobrych vlastnosti.

Z uvedenych divodii, lze navrhnout pouziti zjednoduseného vypoctu wy/s i pro
vicerozmérné ulohy. To znamena ze

Wh2 € Wh/g : a(uh + wh/g,v) = b(U) Yov € Wh/g an= Hwh/ZHa' (69)

Mame tedy upo = up + wyye, s korekcl pocitanou jen s pomoci Wy, o (FeSenim
soustavy s matici Ay /) jako aproximaci piesného Teseni uy /o = 1y, + Wy /2. Plati

Véta 6.12. ]

| u—up [[a= | why2 ||as

BRVACE DI ()
kde wyyo je pocitano podle (6.9), < 1 je konstanta ze saturacniho predpokladu,
v < 1 je konstanta ze zesilené Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti,

v =inf{c: |a(u, v)] < c|ull, |lv|l, Yu € Up, v € Wyp}.

Diikaz. Tak jako v jednorozmérném pripadé
I w—un lle=ll w—unse 112 + I wnz = 5= 87 | u—wn I3 + [l unjo—un |5 . (6.10)

Potfebujeme vsak jesté odhadnout || w2 — up ||o pomoci || @2 — up ||o=| was2 ||a-

Méme

| w2 — un |12 = alunje — un, unjo — up) = alunz — up, A, + Opj2 — up)

= a(upj2 — Un, Wpy2) = a(Unjz — Un — Wh/2, Why2) = a(Why2, Why2),
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Obr. 6.5: Vychozi sit T, (vlevo) a zjemnéni 7y, (vpravo) k prikladu 6.13.

protoze a(up2, Wry2) = b(Wr/2) = a(up + wpy2, Wy/2). Dale,

a(wny2, Wnj2) = wnje — un |12=| @ + Dnj2 — u, ||
= Wns 2 +2a(dnsa, @ — un)+ || G —un |2

2|l nsz Nz =27 | Wngz llall @ — s lla + Il G — un 3

A N N 2
(L =)l dng Nz + (v I ong lla = Il @ — un [la)
2 (1 =) [l @ I3,

(1 =) | @ny2 [12S alwnyz, ©ny2) S| Bry2 llall Wy [la
a tedy
(L =9 Il @ny2 oSl wnye o -
Tim dostavame

1
1—

| unje — up ||2= alwp)2, Whp) < v | wny2 12 (6.11)

a celkové z (6.10) a (6.11) plyne tvrzeni véty. O

Poznamenejme jesté, ze v pripadé linearnich trojuhelnikovych prvka lze dokazat
odhad v < \/ﬂ pro piipad, Ze Tj/2 vznikne rovnomérnym délenim 7, (kazdy prvek
na ¢tyfi shodné trojihelniky). Pfitom mutzeme uvazovat libovolny tvar trojihelniku
z Tp, a libovolnou anizotropii K, pouze predpokladame, ze K je konstantni na troj-
thelnicich z Ty, viz [3]. Hierarchické rozklady také vedou k efektivnim iteracnim
metodam Teseni.

Priklad 6.13. Saturacni vlastnost opét nemusi vzdy platit, viz diskuze v jednoroz-
mérném piipadé. Zajimavy protipriklad lze najit v [7]. Uvazujme tlohu —Au = 1
v Q=(0,1)? au=0na 69 a diskretizaci zndzornénou na obr. 6.5. Plati wj,/» = u,.

Hierarchické odhady 1ze vhodné propojit s adaptivnim zjemnovanim sité a spe-
cidlnimi hierarchickymi technikami feSeni, viz [2, 3, 4].
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Zhlazeni (primérovani) derivaci

Pouzijeme estimator chyby ng ve tvaru

2= / g — Vel dar ~ / K(Vat - Vun) - (gn — V) de =|| u — up |,
Q Q

kde gy je aproximace derivace feseni ziskana zhlazenim Vu,. Napf. technika zave-
dena Zienkiewiczem a Zhu, pouziva

1

gh = Afzuh = Z giti, kdeg; = m / Vuy, dzx
zi€Th ’ Wi

a ¢; jsou uzlové bazové funkce Uy, w; = U{FE € T;, : z; € E}. Poznamenejme, Ze

hlazenou derivaci lze rovnéz vyuzit jako zlepseny vystup vypoctu (postprocessing).

Pouziti Lo-projekce je opét moznou, ale ponékud drahou alternativou.

Uvedeny text by mél slouzit k upozornéni na zakladni myslenky zavedeni a vy-
uziti aposteriornich odhadt. Analyza jejich spolehlivosti a efektivity je obsahem
desitek ¢lanku i specidlnich knih, viz napf. [7, 9, 23, 1, 4].

6.4 Jiné typy konec¢nych prvki

Zatim jsme popisovali pouziti linearnich trojihelnikovych prvki, jejichz pouziti 1ze
prvné nalézt v pionyrském clanku R. Couranta z roku 1943 [13]. Pro trojihelnikové
prvky vsak lze pouzit i polynomy vyssich rad1, pripadné se snazit o konstrukei prvkt
s vyssf C! spojitosti. Lze také uvazovat prvky obdélnikové s polynomy vznikajicimi
souc¢inem jednorozmeérnych linearnich ¢i kvadratickych polynomi. Tyto prvky lze
technikou referenéniho prvku zobecnit na obecné ¢tytthelnikové prvky. Tuto tech-
niku lze také vyuzit k zavedeni kiivocarych (izoparametrickych) prvki. Lze také
uvazovat kombinace obdélnikovych a trojuhelnikovych prvka a podobné. Obdobné
konstrukce lze také provadét u tloh na trirozmérnych oblastech. Pro detaily odka-
zujeme na bohatou literaturu o MKP.

6.5 ReSeni MKP soustav

Jde o Teseni soustavy linearnich algebraickych rovnic
Ahu = bh,

kde pro tlohy vedeni tepla (ale také napt. elasticity) je matice symetrickd a vétSinou
pozitivné definitni (vyjimkou je napf. ¢isté Neumannova tloha pro rovnici vedeni
tepla, kdy je soustava singuldrni a pozitivné semidefinitni).
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Dilezitou vlastnosti je také ridkost matice. Oproti jednorozmérnym tloham neni
matice tridiagonalni, ale pfi vhodném usporadani pasova.

Definice 6.14. Matice A;, = (a;;) dimenze n x n je pasova, tedy existuje parametr
m < n tak, ze

a;; =0 pro [j—1| >m.

Pasovost matice lze vyuzit pri feseni Gaussovou eliminaci, protoze pri eliminaci
neni potieba ménit nulové prvky mimo pas matice. Tak dostaneme algoritmus, ktery
fesi soustavu se sloZitosti O(nm?) operaci. V pifpadé pravidelné pravotihlé sité bude
m = \/n a vypocetni slozitost bude O(n?).

Pro jemnou diskretizaci bude vypocetni slozitost velka (coz plati jesté mnohem

vice pro ulohy na tiiroznérnych oblastech). To vede k zdjmu o iteracni metody, napr.
[2, 6, 14], kterym je také vénovan navazujici prednaskovy kurz.
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Kapitola 7

Nekonformni metoda konecnych
prvku

Standardni konformni MKP pouziva funkce po ¢astech polynomialni a spojité. Tato
spojitost je nutna a postacujici k tomu, aby MKP prostor pattil do prislusného Sobo-
levova prostoru, ktery se vyskytuje ve variacni formulaci. Pokud podminku spojitosti
narusime, dopoustime se jednoho z varia¢nich prestupki popsanych Strangem [24].

Presto je, jak dale ukdzeme, mozné pouzivat i nespojité MKP prostory. Navic,
tyto prostory mohou mit i lepsi aproximacni vlastnosti. Nejjednodussi Crouzeixovy-
-Raviartovy nekonformni kone¢né prvky jsou trojihelnikové a pouzivaji linearni po-
lynom na trojuhelnicich. Jejich vyhoda se projevi napt. pri feseni tloh pruznosti
s objemové skoro nestlacitelnym materialem (Poissonovo éislo blizké 1/2), kdy Cou-
rantovy prvky nemusi aproximovat dobfe vzhledem k tzv. uzaméeni (locking efect).

7.1 Nekonformni MKP

Pro jednoduchost fesme okrajovou tlohu na €2 s homogenni Dirichletovou podmin-
kou na celé hranici 02, t;j.

welU=V: a(u,v) =bv) YveV,

alu, v) /23;3;’1 b(v):/fvda:, feLy(Q), U=V =H\Q).
Q

Pro pouziti MKP definujme triangulaci 7, oblasti €2 stejnym zptisobem jako pro
Courantovy prvky. Uvazujme ale odlisny MKP prostor, a to

Sy =A{v € Ly(Q) : v|r€ P, v je spojita ve stiedech stran T € Ty},

Vi, ={v € S, : v je nulova ve stfedech stran na 0Q}.
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Protoze jsme nedodrzeli podminku spojitosti funkce na rozhrani mezi elementy,
nebude splnéna podminka konformiy S, ¢ H'(Q2). Na S také neni definovéna
bilinearni forma a a pro definici nekonformni MKP metody musime pouzit bilinearni
formu definovanou po elementech (rozbitou na elementy), tedy

ou 0
(w,v) Z/Za;ia;

TET,

Jde o bilinedrn{ formu definovanou na H*(2)+Sj,. MKP feSenim vyse uvedené tilohy
nyni nazveme

up € Vh : ah(uh,vh) = b(’Uh) Vvh € Vh.

Na rozdil od konformni MKP jsme nuceni pracovat s rozbitou (broken) bilinearni
formou ay,.

7.2 Konvergence, Strangovo lemma

V ditkkazu konvergence muzeme opét vyuzivat regularitu reseni, tedy predpokladame
u € H%(). Vzhledem k varia¢nimu pfestupku nahrazeni bilinedrn{ formy a pomoci
ap nemuzeme pouzit Céovo lemma, ale pouzijeme obecnéjsi Strangovo lemma.

Lemma 7.1. Strangovo lemma. Necht okrajovd tloha splnuje predpoklady Lazxovy-
-Milgramouvy véty (3.31) a (3.32) a navic existuji kladné konstanty mg, My (nezdvislé
na h) tak, Ze pro rozbitou bilinedrni formu aya rozbitou H'-normu

=1 w3

TeT,

plati

mo || v 210 = an(u,v) Yo € Vi,
| ah(u,v) | § MO || u ||2,1,h|| v ||2,1,h VU,'U - Vh.

Necht u je slabé reseni okrajové tulohy, uy, je nekonformni MKP resent, t.j.

weV: a(u,v)=blv) YveV,
up € Vh : ah(uh,vh) = b(’Uh) Vvh S Vh.

Potom plati

ap(u, vy) — b(v
HU—UthlJéc{mf | = wh [l2,1,n + sup el (h)|}
wne onEVh | vn ll2,1.n
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Poznamka 7.2. Ve vyse uvedeném odhadu se vyskytuje aproximacni clen (jako
u Céova lemma) a ¢len vyjadiujici konsistentnost rozbité bilinearni formy s FeSenou

ulohou.

S vyuzitim operatoru interpolace a prumeérovani na stranach trojuhelniki lze
dokézat obdobu (6.4).

| w—up |20 +h || uw—up |[[200S ch® | u |oo  pro u € H*(Q).

Podrobnosti 1ze nalézt napr. v [0].
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Kapitola 8
Zaveér

V textu a prislusném kurzu ukazujeme priklady matematickych modelt fyzikalnich
procesu i numerickych metod, které jsou nutné pro vyuziti téchto modeli k porozu-
méni technickym problémtm, k posouzeni a optimalizaci navrhi technickych zatizeni
apod. Predpoklddame, ze ¢tenarem muze byt uzivatel metody konec¢nych prvki pra-
cujici se specifickym software, ale i matematik navrhujici pouziti metody v novych
oblastech aplikaci a snazici se porozumét tieba necekanému chovani metody.

V ucebnim textu se nesnazime postihnout co nejvice materialu, ale ukazat hlavni
myslenky. V popisu a analyze MKP jsme se kvili rozsahu omezili jen na skalarni
symetrické eliptické problémy, stranou zustaly tlohy s konvekei, problémy vlastnich
¢isel, tlohy nelinearni a dalsi. Mnoho informaci k témto tilohdm ¢tenar najde v cito-
vané literatutre. Také jsme nerozvijeli otazku feseni vznikajicich algebraickych sou-
stav, coz je obsahem dalsiho navazujiciho kurzu s ndzvem Iteracni metody (a mozné
i budouci dalsi ¢asti tohoto uc¢ebniho textu).

K realizaci matematického modelovani s pouzitim metody konecnych prvki exis-
tuje rada software, ktery lze provozovat na rtznych typech pocitaci. Mize jit o bézné
dostupné osobni pocitace, ale také o specidlni vypocetni systémy obsahujici mnoho
tisic procesori, coz je nyni velmi aktualni vzhledem k superpocitacovému projektu
IT4Innovations (http://www.it4i.cz). V¥bér software zavisi na slozitosti a naro¢nosti
fesené tlohy. Ve cviceni, které patii k nasemu kurzu, ale i k vyzkumu chovani metody
se pouziva vypocetni prostredi MATLAB. V tomto prostiedi také realizujeme jed-

vvvvvv

produktu.

Pouziti software pro matematické modelovani miize byt pomérné snadné a uzi-
vatel muze snadno ziskat fadu pusobivych vystupt casto v nazorné grafické formeé.
Stavét na téchto vystupech dilezitd rozhodnuti a TeSeni naro¢nych inzenyrskych
problémii vsak mize byt velmi nebezpecné, pokud si uzivatel neuvédomuje zjedno-
duseni prijatd pri formulaci matematického modelu a moznost riznych zdroji chyby
v priblizném feseni (idealizace prijata pti formulaci modelu, diskretiza¢ni chyba, pri-
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blizné feSeni algebraickych rovnic, poc¢itacova aritmetika, duvéryhodnost software).

Nas kurz ma za kol pripravit uzivatele, pro néhoz nebude MKP software ¢ernou
skiinkou, ale ktery si bude uvédomovat mozna uskali, ale na druhé strané i moz-
nosti modelovani. Tyto moznosti jsou dnes opravdu Siroké. Pouziti matematického
modelovani je pruznéjsi a levnéjsi nez fyzikalni experimenty a postupné sbirani zku-
senosti. Umoznuje vyrazné zkracovat vyvoj novych vyrobkt, konstrukei a zarizeni,
optimalizovat navrhy a modelovat déje, které jinymi prostredky predpovédét nelze.

Zaverem jesté pripomenme, ze nase modely predpokladaji déje ve spojitém pro-
stfedi (kontinuu). Skutecnost je ovSem nespojitd a v posledni dobé se zacinaji ve
vétsi mite vyuzivat i modely, které se tykaji nespojitého prostiedi. Tyto modely
jsou schopné zodpoveédét nékteré specifické otazky, které pak lze vyuzit pri modelo-
vani ve vétsich mériteich, kdy je spojita idealizace prostiedi pripustna. Nové trendy
modelovani zahrnuji rozsahlé tlohy, moznost uvazovat i slozité nelinearni chovani
ve fyzikalnich vztazich, uvazovat vzajemné ovlivnéni raznych procest (multifyziku)
a respektovat vzajemné ovlivnéni mezi vice skdlami méfitek (multiscale).

K hlubsimu studiu pak muze slouzit nize uvedend literatura i mnohé zdroje
dostupné na internetu.
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