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Predmluva

Véazeni ¢tendri,

dostava se Vam do rukou ucebni text Numerické metody 1. Zaklad tohoto textu
vznikl jiz pfed nékolika lety pro podporu vyuky predmétu Numerické metody na Fa-
kulté elektrotechniky a informatiky Vysoké skoly banské-Technické Univerzity Ost-
rava. Pfedmét byl zejména urcen pro obor Vypocetni matematika. Tento predmét si
stejné jako i ucebni text klade za cil seznamit studenty se zakladnimi numerickymi
metodami, které se bézné pouzivaji v inzenyrské praxi. A nejen tam. Se zakladnimi
numerickymi metodami se totiz muzete setkat i ve fyzice, chemii, elektrotechnice,
informatice, environmentalnich védach a vibec vSude, kde je zapotiebi resit zakladni
matematické tlohy, jejichz analytické feSeni bud neni zndmo, nebo je jen velmi tézko
resitelné.

Celkovy obsah u¢ebniho textu je mozné rozdélit do t¥{ zékladnich oblasti. Uvod
ucebniho textu je vénovan problematice chyb v inzenyrskych vypoctech, jejich zdro-
jim a analyze. Druhou oblasti je oblast numerickych metod pro feseni zakladnich
uloh linearni algebry. Zde se seznamite s metodami feSeni soustav linearnich rov-
nic, nebo s problémem hledani vlastnich ¢isel. Do této oblasti byla taktéz zarazena
problematika Feseni nelinedarnich rovnic a jejich soustav, byt by mohla byt zarazena
i do oblasti matematické analyzy. Tteti oblasti je oblast numerickych metod pou-
zivanych pro Teseni tloh vyskytujicich se v matematické analyze. Mezi tyto tlohy

vvvvvv

pocatecnich tloh pro obycejné diferencialni rovnice.

Pro pochopeni uc¢ebniho textu je proto potieba zakladnich znalosti z vyse uve-
dené problematiky. Na Fakulté elektrotechniky a informatiky jsou tyto prerekvi-
zity zajistény néasledujicimi predméty: Linearni algebra, Matematicka analyza 1 a 2.
Dtlezita je taktéz znalost zakladu algoritmizace a programovani, nebof popis jed-
notlivych numerickych metod je orientovan na jejich praktické pouziti na pocitaci.
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Odvozeni a popis metod je vSak doplnén i konvergencni teorii a odhady chyb. Tyto
poznatky jsou totiz nezbytné pro spravnou volbu numerické metody pri feseni kon-
krétnich tloh.

V Ostravé 1.9. 2011 Vit Vondrak a Lukas Pospisil
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Kapitola 1

Uvod do numerickych metod

Prtvodce studiem

V této kapitole si predstavime zakladni principy pfi feseni inZzenyrskych dloh. Diraz bude
kladen na jejich numerické reseni, které pripousti jistou miru nepresnosti. Nasledovat
proto bude obecna teorie chyb. Budou zavedeny zakladni pojmy jako jsou stabilita,
podminénost matematickych a numerickych tloh, diskutovany budou typy a zdroje chyb.
Specialni pozornost bude vénovana Siteni chyb v numerickych vypoctech. Na zavér bude
predstavena reprezentace redlnych Cisel na pocitacich.

1.1 Matematické reseni inzenyrskych problémi
Plvodné experimentalni feseni je s masivnim nastupem pocitacii nahrazovano nu-

merickymi simulacemi. Na Obrazku 1.1 je zobrazeno standardni schéma feseni inze-
nyrskych tloh.

Reélny Experimenty, méreni -

problém

Experimentalni
feseni Ulohy

Analyza
modelu

Y

Matematicky
model

Analytické
(presné)
feseni tlohy

Priblizna Analyza
metoda metody
— T —

—_— - ~

Analyza
modelu

Analytickd (exaktni) metoda

Y

r—

| Numericky I Numericka metoda - /  Numerické
| model | = \ feseni tlohy

Obr. 1.1: Postup pri feseni inzenyrské tlohy.




Uvod do numerickych metod

Na nésledujicim vzorovém prikladé budeme demonstrovat postup feseni mode-
lové inzenyrské tlohy. Za tento modelovy ptiklad jsme vybrali ilohu kmitani télesa
na pruziné.

Piiklad 1.1. Uloha kmitani télesa na pruziné

Redlny

problém Hmotné téleso je zavéseno na pruziné.

Uvolnéni télesa v nerovnovazném stavu

zpusobi jeho kmitani ve svislém sméru. Ci- Ax
lem je zjistit polohu télesa v libovolné urce-
ném casovém okamziku. Pro zjistovani této
polohy si zvolime souradny systém ve svis- 10
lém sméru jak je zobrazeno na obrazku. Po-
catek souradného systému x = 0 reprezen-
tuje rovnovazny stav.

Experimentalni | Sestrojeni fyzikalniho modelu a provedeni experimentu. Mé-

reseni feni je mozné provadét naptiklad pomoci kamerového systému
problému a pravitka.

Matematicky Pomoci matematického aparatu je mozné pri zanedbani ve-
model li¢in, které nemaji podstatny vliv na kmitani télesa (odpor

vzduchu, hmotnost pruziny atd) popsat tlohu pomoci line-
arni diferencialni rovnice druhého radu s neznamou x popisu-
jici polohu télesa v ¢ase t. V této rovnici velicina m popisuje
hmotnost télesa na pruziné, b reprezentuje buzeni a k predsta-
vuje tuhost pruziny. Pro jednoznac¢nost feseni tlohy musime
zvolit pocatecni polohu xy a pocatecéni rychlost ;.

ma”(t) = —bx'(t) — kx(t)
iL'(to) = Ty, x/(to) = I

m = 1kg, b= 1IN, k = 2N.m™!, t; = 0s, 1y = —Hm,

r; = 0m.s™ .
Analytické Ctenari, ktefi jsou jiz sezndmeni s feSenim linedrnich diferen-
(presné) cidlnich tloh, snadno odvodi, Ze funkce

reseni ulohy



1.1 Matematické reseni inzenyrskych problémii

x(t) = —5e”" — 5te ™"

je TeSenim vyse uvedeného matematického modelu. Ti, kteti
se s problematikou feSeni diferencialnich rovnic jesté nesezna-
mili, mohou tak ucinit ve skriptech Oby¢ejné diferencidlni rov-
nice [3], pfipadné staci kdyz do diferencialni rovnice funkci
x(t) dosadi a overi tak jeji spravnost.

Piiblizna
metoda

a numericky
model

Pro sestaveni numerického modelu, ktery budeme chtit te-
sit na kalkulacce, pocitaci ¢i logaritmickém pravitku budeme
muset nejdiive vytesit problém spojité zavislosti polohy na
case. Ani jedno ze zminénych zafizeni ndm totiz neumozni
pocitat s nekonecné mnoha udaji, které popisuji polohy télesa
v libovolném c¢asovém intervalu. Z tohoto duvodu se proto
omezime jen na nékolik vybranych ¢asovych okamzik v nichz
budeme hledat feseni dané ilohy. Této technice se rika metoda
casové diskretizace. Pro nasi modelovou tlohu si tedy zvolme
6 casovych okamziki

to = 0s, t1 = 0.2s, to = 0.4s, t3 = 0.6s, t4 = 0.8s, t5 = 1s.

Numericka
metoda

Snad nejznamnéjsi a nejjednodussi numericka metoda pro fe-
seni diferencidlnich rovnic se nazyva Fulerova metoda. S od-
vozenim této metody se blize sezndmite v kapitole 8.1.1. Po-
kud si priblizné feseni x(t,) v Case t,, ozna¢ime x,,, pak feseni
v nasledujicim casovém okamziku ¢, obdrzime ze vzorce

Tpt1 = Tp + h f(tn, x,)

kde f : R? — R je funkce popisujici diferencidlni rovnici a h
je diskretizacni krok.

Analyza
metody

V nésledujici tabulce mtizeme srovnat presnost numerického
feseni s fesenim analytickym.

Cas t[s] | Numerické feseni z[m] | Analytické feSeni x[m]
0 -5 -9
0.2 -5 -4.9124
0.4 -4.8 -4.6992
0.6 -4.48 -4.3905
0.8 -4.036 -4.0440
1 -3.6864 -3.6788




Uvod do numerickych metod

1.2 Korektnost tloh a stabilita vypocetnich po-
stupt

P1i studiu numerického feseni matematickych modell se budeme zabyvat pouze
takovymi tlohami, které jsou jednoznacné tesitelné a jejichz feseni spojité zavisi na
vstupnich datech. Takové tlohy budeme nazyvat korektni a jejich presnou definici
bychom mohli formulovat nasledovné:

Definice 1.2. Bud ddana mnozina vstupnich dat B; a mnozina vystupnich dat Bs.
Uloha y = U(x),x € By,y € By se nazyva korektni na dvojici (By, Bs) jestlize

1. ke kazdému x € B; existuje jediné Teseni y € Bs

2. Teseni spojité zavisi na vstupnich datech,
tzn. x, — x,U(z,) =y, = U(z,) = Ux) =y

P1i teseni praktickych tloh se bohuzel velmi ¢asto stava, ze i korektni tiloha vy-
kazuje pri zanedbatelné zméné vstupnich dat obrovské chyby ve vysledcich. Takové
ulohy nazyvame Spatné podminéné a jsou velmi problematicky teSitelné pokud jsou
jejich vstupni data zatizeny chybami jako jsou chyby méreni, méricich zatizeni, za-
okrouhlovacimi chybami apod. NiZze uvedena definice nam vymezuje pojmy dobre
a spatné podminené tlohy.

Definice 1.3. Budeme tikat, Zze korektni tloha je dobre podminénd jestlize mala
zména ve vstupnich datech vyvold malou zménu feseni.

Je-li x + Ax resp. x zména TeSeni resp. Teseni a y + Ay resp. y zména vstupnich
dat resp. vstupni data, pak cislo

A
O — ”Hxx|” _ relativni chyba na vystupu
P lavl  relativod chyba na vstupu

lyll

nazyvame cislem podminénosti ilohy y = U(x).

Priklad 1.4. Nasledujici ptiklad demonstuje pripad $patné podminéné tlohy.
Resend. Uvazujme soustavu linearnich rovnic

0.99z; + 098z, = 197

Snadno nalezneme feseni této puvodni soustavy x = (x1,z2) = (1,1).



1.2 Korektnost tloh a stabilita vypocetnich postupii

Déle uvazujme stejnou soustavu s mirné pozménénou pravou stranou

T + 099z, = 1.989903
0992, + 098z, = 1.970106

Reseni této pozmeénéné soustavy je & = (&1, &) = (3, —1.021).
Velikost zmény teSeni soustavy pri zméné pravé strany spocitdme snadno
|Az|| = ||z — x| = ||(2,—2.021)|| = 2.843315 .

Pod zménou vstupnich dat budeme v tomto pripadé rozumeét velikost zmény prave
strany (pavodni pravé strany b a zménéné pravé strany b)

|Ab]| = |[b—b|| = [|(1.989903, 1.970106) — (1.99,1.97)|| = 1.436836.10* .

Pak ¢islo podminénosti tlohy spocitame dle Definice 1.3 dosazenim

HﬁAHwII 2.843315

_ =l 1414213 -

CP T A T 1.436836.10—4 T 39182 .
ol 2.800178

A

Poznamka 1.5. Za dobfe podminéné tlohy povazujeme tulohy s ¢islem podminé-
nosti 1 < (), < 100. Pokud je C, > 100 povazujeme tlohy za hife podminéné
a C, >> 10000 povazujeme za Spatné podminéné.

Katastrofické disledky na vyslednou presnost numerického feseni mize mit i ne-
vhodné zvolend numerickd metoda. Sffeni numerickych chyb pii takto nevhodné
zvolené metodé muze vést ke zcela chybnému vysledku. Nasledujici priklad ukazuje
pripad takovéto metody.

Priklad 1.6. Pro libovolné n € N urcete hodnotu integralu

1

1
J, = — /x”ezdx )
e

0

Resend. Pii pouziti zakladnich znalosti z matematické analyzy bychom mohli udélat

nasledujici odhady

1
n

Ztejmé muzeme snadno analyticky spocitat hodnotu integralu pro volbu n = 1

J():l—eil.
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S vyuzitim pravidla ,per-partes” miizeme ziskat nasledujici predpis pro vypocet
integralu

1
Jn: n/x”lxdx—l—anl.
0

Pokud pouzijeme tento rekurzivni predpis pro vypocet, ziskdme hodnoty uvedené
v nasledujici tabulce.

V presné aritmetice: | Na 2 platné cifry:
J0_1—§;06321 Jo =0.63

Jy =21 =0.3679 Jy=1-1-0.63=0.37
Jy = =2 =0.2642 Jo=1-2-0.37=0.26

mml

Jo = 220 = 0.1268 | Jo = —1.4

Jip = 29 = 0.0835 | Jyo = —7800

Jap =0 Jog = —5 .10

Pti vypoctu na 2 platné cifry tedy zaokrouhlovaci chyby zptsobily, ze jiz Jg je za-
porné (rozpor s odhadem J,, = 0) a Jyo je vyrazné mimo rozsah |J,| < 1/(n + 1).

Ocividné tato numerickd metoda neni stabilni (viz nasledujici definice). A

Definice 1.7. Numerickd metoda je numericky stabilni, jestlize malé odchylky
v prubéhu vypoétu (zaokrouhleni) nevedou k velkym zméndm v feSeni.

Priklad 1.8. Uvazujme stejnou tlohu jako v predchozim prikladé 1.6. Pokusme se
nalézt predpis stabilnéjsi metody.

Reseni. Upravme predpis pro rekurzivni vypocet integralu

Jn = 1- an,1
an,1 = 1- Jn
Joo1 = f1-17,).

n

Pro uziti této formule odhadneme




1.3 Typy chyb

Pak uzitim nové formule pii vypoctu na dvé platné cifry ziskame tyto odhady.

Jap =0, Jip = 0.084, Jg = 0.13, J, = 0.26, J; = 0.37, Jy = 0.63 .

A

Poznamka 1.9. Numericka stabilita se posuzuje podobné jako podminénost tlohy
pomoci ¢isla podminénosti algoritmu (stejnd definice jako ¢islo podminénosti tlohy
- viz Definice 1.3). Urcuje se pomoci tzv. experimentélnich perturbaci, tzn. ze mirné
pozménujeme vstupni data a sledujeme vysledky na vystupu.

Zatimco Spatna podminénost tlohy je dana tilohou samou a v podstaté ji nemuzeme
ovlivnit, stabilitu vypocetniho postupu ovliviiujeme sami volbou metody.

1.3 Typy chyb

Pri teseni redlnych tloh se setkavame s celou radou moznych chyb, které ovliviuji
presnost vysledného teseni. Podle zdroje chyb bychom mohli chyby rozdélit do né-
kolika nésledujicich skupin:

a)

Chyba matematického modelu

Zjednodusovanim puvodni tlohy jakoz i zanedbavanim veli¢in, které nemaji
velky vliv na matematicky model vznikaji nepresnosti v feseni matematického
modelu. Tuto chybu lze kvantifikovat rozdilem mezi fesenim realného problému
a Tesenim matematického modelu. Tato chyba vypovida o presnosti matema-
tického modelu.

Pr. Zanedbani odporu vzduch v Prikladé 1.1 vede k nepresnosti v feseni ma-
tematického modelu.

Chyba numerické metody

Pouziti nepresné metody pro feseni matematického modelu vede k chybé nu-
merického Teseni.

Pt. Limitu posloupnosti aproximujeme c¢lenem s dostatecné velkym indexem,
lim a,, =~ asggp.

n—oo

Chyba aproximace

Aplikaci priblizné metody na matematicky model vznikd chyba aproximace.
Pak rozdil mezi feSenim matematické tlohy a resenim numerické tlohy je chyba
aproximace.

Pt. Nahrazeni spojitych vstupnich dat diskrétnimi, viz. diskretizace ¢asu v Pti-
kladé 1.1.

Chyby ve vstupnich datech
Vznikaji chybami méteni a reprezentaci ¢isel v pocitaci.
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e) Chyby zaokrouhlovaci
Nepresnosti zplisobené realizaci algoritmu v pocitaci a nepresné provadéni arit-
metickych operaci.

1.3.1 Aproximace cisla

P1i realizaci vypoctu nahrazujeme redlnou (pfesnou) hodnotu z jeho aproximaci
(ptiblizenim) Z. Znatime & = x.

Definice 1.10. Rozdil Ax = x — Z nazyvame absolutni chybou aproximace T.
Hodnotu € 2 0 takovou, ze |z — z| = |Ax| £ &(Z) nazyvame odhad absolutni chyby.

Definice 1.11. Cislo Ax = 2= 2 =4 0 nazyvame relativni chybou aproximace 7.

Cislo 6(z) = 0 takové, ze |==2 x\ < (—“:' = 0(Z) nazyvame odhad relativni chyby.

Poznamka 1.12. Jelikoz hodnota x neni obvykle zndma, pro odhad relativni chyby
pouzivame vzorec %.

Poznamka 1.13. 7 definice plyne, ze © = Z.(1 £ ), kde § = ‘@T‘.

Priklad 1.14. Urcete odhady absolutni a relativni chyby cisla & = 3.141, které
nahrazuje ¢islo 7.

Reseni. Plati (odhadnéme)
3141 < <3142 = 0<m—3.141<0.001.
Pak pro absolutni chybu lze psat
|Ax| = |m — &| = |7 — 3.141] < 0.001 .

Tedy odhadem absolutni chyby je ¢(Z) = 0.001.
Pro odhad relativni chyby dosadme do vzorce z Definice 1.11

7)  0.001
A7) _ 000 oos .,

@) =3 T 3m

tedy lze psat m = 3.141 - (1 £ 0.0003). A
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1.3.2 SiFeni chyb pf¥i aritmetickych operacich

Aplikaci vypocetniho postupu na feseni numerickych tloh provadime celou fadu
riznych pocetnich operaci. Pokud do téchto operaci vstupuji veli¢iny, které jsou
zatiieny néjakou aproximaéni chybou zfejmé dochézi k dalsi propagaci téchto chyb
vypoctu Sifi ¢i ellmlIIUJl, je nutné si ukazat jaky vliv na jejich sifeni maji zakladni
aritmetické operace.

V dalsim textu uvazujme presnou hodnotu z; a jeji aprioximaci z;. Dale ¢; je
odhad jeji absolutni chyby a ¢; odhad relativni chyby. Ozna¢me pomoci u presny
vysledek aritmetické operace zatimco @ vysledek operace s nepresnymi operandy.
Déle ozna¢me e odhad absolutni chyby u a é odhad relativni chyby wu.

Pak dle predchoziho vykladu plati

T, = I+ Az, u = u+ Au,
Az = e, |Au| = e, (1.1)
S R

Tedy nasledujici vyklad si klade za cil nalézt € a § pro jednotlivé elementarni
algebraické operace.

a) Chyba nasobku veli¢iny
Uvazujme operaci nasobeni skalarem k& € R, pak pro vysledek nasobeni presné
vstupni hodnoty, resp. jeji aproximace, plati
u=kx , vresp.u=kZI.
Dle (1.1) lze psat
u = k X = k(.i'l + AIE1) = k:i'l -+ kAfEl
Pak pro odhad absolutni a relativni chyby lze psat

|Aul S [k].[Azq| = W 61 = €,
| | |u\ |[Az1| _ |Am1
= ul|za]

b) Chyba algebraického souctu
Uvazujme operaci souctu dvou ¢isel x7 a 9, které jsou zatizené chybou. Pak
pro vysledek souc¢tu presnych vstupnich hodnot, resp. souc¢tu aproximaci, plati

U=x1+xy, TESP.U=2T1+ To .
Dle (1.1) lze psat a upravit

u = :U1—|—$2:(il—i—AJ:l)—l—(iQ—l—Amg):ﬂ+A$1—|—A9€2

Au Axy 4+ Axy

Au Az1+Aze , T Axq + To Axo
— ~~ ~ ~ P— ~ ~ P
u r1t+x2 T1+Z2 X1 T1+Z2 " x2

A I
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A pro odhad absolutni a relativni chyby lze psat

|Au| S |Azy |+ [Azy| S e +e = €
A - -
15 S s (21001 + [22]02) = 0
¢) Chyba rozdilu
Uvazujme operaci rozdilu dvou ¢isel x, a x5, které jsou zatizené chybou. Pak
pro vysledek rozdilu presnych vstupnich hodnot, resp. rozdilu aproximaci, plati

U=2x1— Ty, TESP.U=2T1— Tg .
Dle (1.1) lze psat a upravit

u = LUl—.ClZg:(£1+A$1>—(1~32+A$€2>:’EL—FASL’l—AwQ
Ay = Az — Axy

Au T1 Axq To Axo
s

u T1—T2 " X1 T1—T2 T2

A pro odhad absolutni a relativni chyby lze psat

>
£
IA

AZE1|+|A$2|§€1+62 = €
1% S w1001 + [22002) = 0

|#1—22|

d) Chyba sou¢inu
Uvazujme operaci souc¢inu dvou ¢isel x1 a xo, které jsou zatizené chybou. Pak
pro vysledek souc¢inu presnych vstupnich hodnot, resp. sou¢inu aproximaci,

plati
U =1x1.Ty, Tesp.uU = Ti.To .

Dle (1.1) lze psat a upravit

U = I1.T9 = (fl + AIL‘l)(Zf'Q + AIL‘Q)
u = fljg + f1A5E2 —I— i‘gAZEl —|— AIL‘1A[E2 = U —|— AU,

Au ~ T1Axy+ ToAxy  (AxiAzy zanedbavame nebot je blizké 0)
M ~ T1lz2+T20x1 ~, T1lz2+T2lz1 _ Az Axo
u ~ T1T2 ~ T1%2 Tox T2

A pro odhad absolutni a relativni chyby lze psat
]Au| é |.i‘1|€2 + ‘532’61 = €

S S ISR+ 152 S0 +0 =

e) Chyba podilu
Uvazujme operaci podilu dvou ¢isel z1 a x5, které jsou zatizené chybou. Pak
pro vysledek podilu presnych vstupnich hodnot, resp. podilu aproximaci, plati

u=—, Tesp.uU=

é%zl_&ﬁz
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Dle (1.1) lze psat a upravit
o T1+Ax1 ~ (:fl-‘rﬁwl)(iig—ﬁzg)

T2 To+Axo ($2+A$2)(.’EQ A(EQ)
z1:c2+:v2Aac1 T1Axo—ANx1ATo ~ ml + ToA\x1—T1Axo

u =
—(Azq)? z32
A ~ To2lz1— :1:1 T2
u =~ -z
T3
Au o ToA\x1—T1N\xo T2 ~ oAz —x1 T2 2 __ Az _ JAY )
u x% o x% ‘T z1 T2

A pro odhad absolutni a relativni chyby lze psat
|Au| < PlggRle
|2 S L+ 22 S 6406 = 6

u

f) Chyba mocniny
Uvazujme operaci n-td4 mocnina ¢isla zq, které je zatizené chybou. Pak pro
vysledek mocniny presné vstupni hodnoty, resp. mocniny aproximace, plati

_.n ~ _  ~n
u=2x,, TESp. U =21T] .

Dle (1.1) lze psat a upravit

u = (&1 +Dx)" =27 + i < " > P (Ax)*  (binomické véta)

k=1 k

Au = n. xl AN
Au nxy LAz, ~ nx?71A11 _Ax
u xl ~ zl - 1

A pro odhad absolutni a relativni chyby lze pséat

]Au!§n|£1\”_161 = €
|24 <ndy = 6

g) Chyba funkéni hodnoty
Uvazujme funkci f : R — R do které vstupuje jako argument ¢islo x, které
je zatizené chybou. Pak pro funkéni hodnotu v presné hodnoté, resp. v apro-
ximaci, plati
u=f(x1), resp.u= f(Z1).
Dle (1.1) 1ze psat a upravit (viz Obrazek 1.3.2)
3
vi€R: f(z) = f(@)+ [(§An
Au = f(&)An
A pro odhad absolutni a relativni chyby lze pséat

|Au| = |f/(§)].|Az] = ME = €
’g < M.y < |#a|Mé  _
u [ul = [f'(21)]

kde M = sup |f'(2)].

ZG((il,.’El)
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/
//

/ Au=F(E)Ax
T

AX X

xt

Obr. 1.2: Chyba funkéni hodnoty.

Poznamka 1.15. Z vyse uvedenych odhadt je patrné, Ze nekriti¢téjsi operaci z hle-
diska siteni chyb je rozdil dvou témér shodnych veli¢in, kdy odhad relativni chyby
diky déleni tilde u vyrazné nartista a déleni ¢islem blizkym nule, které ma za nésle-
dek enormni narust odhadu absolutni chyby. Ve slozitych vypocéetnich postupech je
proto nutné se téchto operaci vyvarovat !!!

1.3.3 Obecny vzorec chyb

Zobecnénim chyby funkéni hodnoty (viz piipad g) v predeslé kapitole) na funkce vice
proménnych miizeme ziskat obecny odhad chyby. Jednotlivé aritmetické operace totiz
muzeme reprezentovat jako funkce dvou proménnych (napt. pro soucet f(xi,xs) =
= z1 + z2) Navic do funkce f mizeme zahrnout celou fadu operaci s vice veli¢inami
T1y.. . Tpe

Pro odhad absolutni chyby pak mtzeme vyuzit obdobné jako v pripadé funkce jedné

proménné diferencidlu funkce f(zq, s, ... x,)
0 0
du = df (x1,29,...2,) = > axfidxi < > axfidxi| )

Nahradime-li diferencial prirtistkem funkce, dostaneme pro odhad absolutni chyby

| Au| ~ !dUI<Z\ Hd!<2\ le =e.

Pro ziskani odhadu relativni chyby lze psat

n n Of

‘ T
>l Ay = 3012

z—l 2—1

é Z'alnu||Asz’NZ|$z| 8lnu|5 —§.

T
174N

AV AIES Z \8 inf(xy,...,2,)|.| Az
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Priklad 1.16. Urcete odhad absolutni a relativni chyby objemu koule V = %de
je-li
d=3.7cm £ 0.05cm, w=3.14.

Reseni. Pro urceni odhadu absolutni chyby pouzijeme vysSe odvozeny obecny vzorec

€ = Z|%|EZ .
i=1 v

Ocividné funkce objemu V' je zavisla na presnosti proménnych 7 a d. Nejdiive
napocitejme potrebné parcidlni derivace

oV(rd) __ 1.3 OVBUBT) _ 1 373 = gy
on 6 ) on 6 : . )
WV(md) 1,32 ov(3.14,37) 1 9 -
5d = 37md”, g =3-314-37"=215.

a dosazenim
oV ov
= |—]|A —||Ad] =8.44-0.0016 +21.5-0.05 = 1.1
e= |2 |l aml + 125 1Ad) v
Tedy V = trd® ~ 27.4cm® + 1.1em?.

Pro uréeni odhadu relativni chyby pouzijeme snazsi vyjadieni

AV 1.088 .

1.3.4 Obracena uloha

Mnohdy je nutné odhadnout chybu nezavislé proménné tak, aby pritom byla zaru-
¢ena presnost vysledné veli¢iny.
Plati

Bul £ 155 e
i=1 ¢

Jsou-li chyby n nezavislych proménnych z; fadoveé stejné, pak muizeme jejich
prispévek do celkové chyby rozdélit stejnym dilem t;.

af . . Au

——|le=—proVi=1,2,...,n,
; n

pak

(1.2)
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Priklad 1.17. Necht je dan valec o poloméru r =~ 2m a vysce h ~ 3m. Jaké musi
byt absolutni chyby Ar a Ak aby objem véalce byl uréen s piesnosti na 0.1m?3?

Reseni. Objem valce lze spocitat pomoci vzorce

V =nmr’h,
pricemz ze zadani vime, ze
r = 2m, h = 3m,
= 3.14, AV = 0.1m3 .

Pottebné odhady budeme pocitat uzitim vzorce (1.2), je proto nutno nejdrive napo-
¢itat potfebné parcidlni derivace

VEhT) = 217 OVEASM) —9.3.14-2-3=37.7,
WA — gy WA — 31422 =12.6
oV (r,hm) _ 2 0V (2,3,3.14) _ o2 _

or =rh, or =27-3=12.

P1i dosazovani do vzorce je nutno si uvédomit, ze presnost vysledného objemu je
zavisla na trech vstupnich parametrech, tedy do vzorci budeme dosazovat n = 3.

_ 1AVl - 01
|Ar| £ € = 7%” = 35 <0.001
_ -~ 0.1
’Ah’ § €p = "‘A?T“/fﬂ =312 < 0.003
A1] S e =Gk =35 <0003

Proto pro dosazeni pozadované presnosti vypoctu objemu valce je nutno, aby Ar <
< 0.00lm a Ah < 0.003m. A

1.4 Aproximace cCisel na pocitaci

Zésadim problémem pouziti pocitaci pro vypocty s pozadavkem na vysokou pres-
nost je nemoznost reprezentace realnych, presnéji iracionalnich ¢isel v pocitaci. Je
ziejmé, ze irraciondlni ¢isla, kterd maji nekonecny pocet desetinnych mist nelze
nikterak ulozit v paméti pocitace. Abychom tato ¢isla byli schopni v pocitaci repre-
zentovat, musime je aproximovat ¢isly s koneénym poctem desetinych mist.

Pro tyto tcely se nejvice hodi tzv. semilogaritmicky tvar s normalizovanou man-
tisou.
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Definice 1.18. Pod pojmem semilogaritmicky tvar s normalizovanou mantisou
rozumime zapis libovolného racionalniho ¢isla a ve tvaru

a=sgn a.(aiqg' +aq?+ - +aqg "),

kde ¢ € N\ {1} je zdklad ciselné soustavy, a; € {0,1,2...,q — 1} jsou dislice
mantisy a b € Z je exponent, ktery je omezen maximalni a minimalni hodnotou
my, Mo € Z, tj.

my Sb<my.

Priklad 1.19. Drive nez budeme pokracovat ve vykladu, zopakujme si na konkrét-
nim prikladé alespon prevody mezi dekadickou (¢ = 10) a bindrni (¢ = 2) soustavou.

Prevedte ¢isla [10011],,[10.011]y do dekadické soustavy?.
Prevedte ¢isla [1234]10, [12.34]10 do bindrni soustavy.

Reseni. Dle standartni teorie ¢iselnych soustav znamé ze stredni skoly 1ze psat

[10011], = [1-2440-2540-2241-2'+1-20]
= [164+0+0+2+ 110 = [19]59

[10.011], = [1-2'40-2°40-27141-2724+1-27%],
= [2+0+4+0+0.25+ 0.125];¢ = [2.375],,

Prevod z dekadické do binarni soustavy lze provést obdobné - hledanim vhodnych
koeficient v sou¢tu jednotlivych mocnin zékladu ¢ = 2 (tj. cifer v bindrnim zépisu).
Nicméné opét ze sttedni skoly je zndm rychlejsi postup. Uvedeme jej bez zbyteéného
komentare.

1234 :2= 617, zbytek 0 )
617 :2= 38, zbytek 1
38 :2= 19, zbytek 0
12 - i EES‘ZEEE é = [1234],, = [10001010],
4 2= 2, zbytek 0
2 2= 1, zbytek 0
1 :2= 0, zbytek 1 |

1Zapis [z], znamend, Ze ¢islo  je uvedeno v &iselné soustavé se zdkladem gq.
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Neméné zajimava je i modifikace postupu pro prevod desetinnych ¢isel.

12 :2= 6, zbytek O 0.34 -2= 0.68, cela ¢ast 0
6 :2= 3, zbytek0 0.68 -2= 1.36, cela ¢ast 1
3 :2= 1, zbytek1 0.36 - 2= 0.72, celd ¢ast 0
1 :2= 0, zbytekl 0.72 - 2= 1.44, cela ¢ast 1

0.44 -2= 0.88, cela ¢ast 0
0.88 -2= 1.76, cela ¢ast 1
0.76 -2= 1.52, cela ¢ast 1
0.52 - 2= 1.04, cela ¢ast 1

= [12.34],, = [1100.01010111...],

Pro zajemce:

chozim prikladeé:

10011-1073 = 10.011 1234-1072 = 12.34
19-273 = 2375 10001010272 # 1100.01010111. ..

Tato pozorovani ponechavame ¢tenafi k zamysleni v kontextu s Definici 1.18.

Definice 1.20. Mnozinu vsech ¢isel zapsanych pomoci semilogaritmického tvaru
s normalizovanou mantisou (viz Definice 1.18) nazyvame systémem s pohyblivou
radovou carkou® a znacime

F(q,t,my,ms) .

%angl. floating point system

Poznamka 1.21. V pripadé tzv. dvojnasobné aritmetiky nahrazujeme ¢ hodnotou
2t a zvétsujeme my a mo.

V pripadé realnych ¢isel je tedy mozné kazdé ¢islo x € R reprezentovat nasledu-
jicim zpiisobem

v=a.q" =sgnx()_wqg*)g

n=1
Jeho aproximace v semilogaritmickém tvaru s normalizovanou mantisou pak
muze mit tvar
t
i€ Fg,t,m;,my) = i=aq" =sgn i(z g g

n=1
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Reprezentaci redlnych ¢isel na pocitaci tedy definujme pomoci zobrazeni
fl:R — F(q,t,my, ms)
Zobrazeni provadime
a) Tezdnim - &, = x5, k= 1,2,...t

b) zaokrouhlovanim -
Tr=xk, prok=12,...t—1
. _{ T+ 1 pro x4 2
E pro i1 <

NIQN R

Poznamka 1.22. |%l(z)| = kq'™", kde £ = 1 pro fezdni a k =  pro zaokrouhlo-
vani.

| = fl(x)| = rg"™!

Nejmensi mozné kladné ¢islo, které jsme schopni ulozit je uréeno délkou mantisy.
Cisla lisici se o toto cislo se jevi jako totozna.

Definice 1.23. Nejmensi ¢islo x € F(q,t,my,my) takové, ze 1 + o > 1, x > 0
nazyvame pocitacovym e (pocitacovéa jednotka).
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Kapitola 2

Numerické reseni nelinearnich
rovnic

Privodce studiem

Cilem této kapitoly je predstavit zakladni numerické metody pro Feseni nelinedrnich rovnic
a jejich soustav. Hledani kofenii obecné nelinearnich rovnic je snad nejbéznéjsi matema-
tickou dlohou, se kterou se miiZeme setkat nejen v inZenyrské praxi, ale i v kazdodennim
Zivoté, napriklad pri reseni jednoduchych geometrickych uloh. Analytické reseni téchto
rovnic je vSak velmi Casto netrividlni a nezbyva neZ nasadit na jejich reSeni numerické
metody. V této kapitole se nejprve Ctenar seznami' s metodami separace korenti téchto
rovnic. Nasledné budou odvozeny a analyzovany zakladni numerické metody, které je na
reseni nelinedrnich rovnic a jejich soustav mozné pouZzit.

2.1 Separace korenii

Prvnim krokem, ktery predchézi numerickému reseni nelinearnich rovnic je lokalizace
jejich korenti. Pro obecné nelinearni rovnice miize byt tento tkol velmi problematicky
fesitelny a nelze jej fesit jinak nez zobrazenim grafu funkce. V ptipadé soustav mnoha
nelinedarnich rovnic je vSak i tento postup prakticky neresitelny. Naopak pro nékteré
specifické typy rovnic jako jsou algebraické rovnice, existuje jiz pomeérné rozsahly
aparat. Procesu urcovani poctu korent a jejich lokalizace fikame separace korent
a zakladni principy si ukdZzeme v nasledujicim textu.

Nejprve si definujme co budeme rozumét pod pojmem rovnice a ji koren.

Definice 2.1. Necht funkce f: R — R je definovdna na intervalu (a, b) C R.
Cislo Z € (a,b), pro které f(z) = 0, nazyvame korenem rovnice f(z) = 0.

Pro urceni intervalu, ve kterém zcela jisté nalezneme kofen rovnice, muzeme
pouzit nésledujiciho trivialniho tvrzeni.
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Lemma 2.2. Necht f je spojitd na {a,b) C R. Pak je-li f(a).f(b) < 0 md rovnice
f(z) = 0 alespon jeden koren v intervalu (a,b).

Dukaz. Viz Obrazek 2.1. O

)
x|
o—

Obr. 2.1: Priklad funkce spojité na (a,b) s vlastnosti f(a).f(b) < 0.

Uvedené Lemma nam sice zarucuje existenci korenu v daném intervalu, avsak
nezarucuje, ze koren v daném intervalu bude pravé jeden.
Pro nasazeni numerickych metod je vsak mnohdy velmi dulezité aby koten byl v da-
ném intervalu pouze jeden.

Navic se jednd pouze o podminku postacujici nebof v pripadé, ze v daném in-
tervalu budou koreny dva nebo obecnéji sudy pocet, nebude podminka splnéna.
Pro obecné funkce existuje nékolik zakladnich zptisobii separace korenii:

1. Graficka separace

a) polohu a pocet kofent urcime z grafu funkce f(x).
Napriklad z grafu funkce f(z) = (x —1)* — 1 (viz Obrézek 2.2) Ize urcit

Obr. 2.2: Prubéh funkce f(z).

pribliznou polohu koeficientu z; € (—%, %), Zo € (1,5).
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b) polohu a pocet kofent uréime vhodnym rozloZzenim funkce f(z) na vice
funkci a z grafi téchto funkei.
(f(2) = fi(z) = falx) =0, fi(x) = fo(z))
Naptiklad funkei f(z) = e”—2x—1 lze rozlozit na rozdil f(z) = ¢*—(2z+
+1) & fi(z) — fo(z) a pak graficky hledat feseni rovnice fi(z) = fo(x)
(viz Obrazek 2.3).
7 obrazku pak lze odhadnout polohu korenu z; € (—%, %), T9 € (1,2).

7

X1 X X

Obr. 2.3: Prubéh funkei fi(z) a fo(x).

2. Tabelaci funkce ot
Napiiklad pro funkci f(z) = e®—2x—1 lze spocitat funkéni hodnotu v nékolika
bodech a ze zmény znaménka nasledné odhadnout polohu kotent.

Z; f(z:) sgn f(x;)
-1 1.3679 +
-0.5 0.6065 +
0 0 0
0.5 -0.3513 -
1 -0.4817 -
1.5 0.4817 +
2 2.3691 +

Ve zvoleném prikladu jsme méli stésti a podafilo se nam ptrimo nalézt jeden
kofen Z; = 0. O¢ividné pro druhy koten plati z5 € (1,1.5).

Poznadmka 2.3. Pro polynomické rovnice (p(z) = 0,p € PB,) existuji specialni
metody pro separaci kofenu (viz napr. [7]).
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Podobné jako pro funkce jedné realné proménné definujeme nelinearni rovnici
a jeji koren, tak pro vektorové funkce vice proménnych mizeme definovat soustavu
rovnic a vektor kofenl soustavy.

Definice 2.4. Necht funkce F': R™ — R" je definovdna na souvislé oblasti (ohra-
nicend, oteviend podmnozina R"™) Q C R"™. Vektor z € Q, pro ktery F(z) = o
nazyvame vektorem koreni soustavy nelinearnich rovnic F'(z) = o.

Poznamka 2.5. Soustavu F(z) = o obvykle zapisujeme ve tvaru:

fl(Il,ZE27..., )

Tn
f2(x17$27 L al‘n)

0
0
fn(xlvx% cee axn) =0

Pro srovnani kvality jednotlivych numerickych metod co do rychlosti konver-
gence, zavadime pojem 7dd iteracni metody.

Definice 2.6. Necht {z,} je posloupnost aproximaci ¢isla x, x, — Z pro n — oo.
Rikame, ze iteracni metoda je radu p, jestlize

JC = konst > 0, takové,ze |T — x| = Clz —2,/P, pron=0,1,2,... .

Prakticky tedy znamend, ze metoda fadu p ma chybu nové aproximace az na
konstantu mensi nez p-tou mocninu chyby predchozi aproximace. Cim veétsi rad
metody, tim rychleji tedy metoda konverguje.

2.2 Metoda ptleni intervalu

Snad nejznamnéjsi a nejjednodussi numerickou metodou je metoda pileni intervalu.
Tato metoda je zaloZena na Vété 2.2.

Necht ag = a, by = b jsou takové, ze f(ag).f(by) < 0 a necht f je spojitd na (a,b).
Z Véty 2.2 vyplyva, ze v intervalu (a,b) lezi alespon jeden koten. Predpokladejme
dale, ze zde lezi pravé jeden koren.
Metoda pileni intervalu je zalozena na konstrukci posloupnosti do sebe vnorenych
podintervaltu {a,}, {b,}

<a0,b0> D <a1,b1> o...D (an,bn) D (an+1,bn+1> D...

takovych, ze
Je-li (ay, bg) interval pro néhoz je f(ag).f(br) = 0, pak (agi1,bry1) dostaneme
nasledujicim zpusobem:
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1. vypolteme sjq1 = 3(ag + by) (stfed intervalu),

2. je-li f(ag).f(sk41) <0, pak agy1 = ak, bpt1 = Spt1,

3. je-li f(sks1).f(br) <O, pak api1 = g1, brg1 = by

Princip metody miizeme snadno demonstrovat na Obrazku 2.4. Z obrazku je tak-
téz patrné odkud pochazi nazev metody, nebot v kazdém kroce dochazi k rozpileni
intervalu a zmensSeni intervalu, ve kterém se nachazi kotfen, na polovinu.

Obr. 2.4: Metoda pileni intervalu.

Algoritmus 1

METODA PULEN{ INTERVALU

Input: ag, by, presnost e > 0

1: k:=0
2: while ku — akH > € do

3: Skt1 := (ar + bg)/2
4: if f(ax).f(sg+1) < 0 then
5: Ap+1 = Ak
6: br+1 = Sk+1
7: else
8: if f(6k+1)f(bk) < 0 then
9: Af41 = Sk+1
10: br+1 = by
11: else
12: Af41 = Sk41
13: br+1 1= Sk41
14: end if
15: end if
16: ki=k+1

17: end while

Output: si,ay, by,




2.2 Metoda piileni intervalu

2.2.1 Konvergence

Nyni ukazme, ze vyse uvedena konstrukce podintervali konverguje k hledanému
kotenu.

Lemma 2.7. Jsou-li splneny predpoklady véty 2.2, pak je metoda puleni intervalu
konvergentni. Rdd konvergence je 1.

Dukaz. Oznacéme

Spp = At stred intervalu (ay, by) ,

dy = b"_T‘““ polovina délky intervalu (ay, by) .
Pak ocividné pro hledané feseni x plati
T E <CLk, bk> = TE <Sk+1 — dk,8k+1 + dk> = T — Sk+1| é dy .

P1i piileni intervalu plati rekurentni vzorec

br—1 — ag—1

bk—CLk: 5

a opakovanym dosazovanim do tohto vzorce ziskame

b b —ap1 bpo—aro  bo—ap
S 2 TR T

Dosazenim do predpisu pro dj ziskame

dk:bk—(lk bo—ao

9 T 9k+1

Spojenim predchozich pozorovani ziskame

by, — ay, by — ag

0= (7 = sp| Sdp = 5 = ok

Jelikoz prava strana konverguje k nule pro k& — oo, musi jednoznacné platit
|Zf — Sk+1| — O s

z ¢ehoz plyne
Sk+1 — T .

Metoda ptleni intervalu je tedy konvergentni.
Navic dgyq = %dk, rad metody je tedy 1, s konstantou C' = % > 0. O

Priklad 2.8. Naleznéte koreny polynomu
f(z) © e — 22— 2242

s presnosti € = 1074,
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Obr. 2.5: K Prikladu 2.8 - kvalitativni vlastnosti funkce.

Reseni. Nejdiive provedeme jednoduchou analyzu dané funkce pro nalezeni interva-
lovych odhadi jednotlivych kotent.
7 prvni a druhé derivace zadané funkce

fl(x) =32 —22 -2, f"(x)=6zx—2

1ze sestavit tabulky monotonie a konvexnosti/konkavnosti dané funkce.

oo, kgﬁ) >0 | rostouct &) <0 | konkdvni
1—3ﬁ’ 1+3ﬁ > <0 klesajici (%7 OO) >0 konvexnf
HTﬁ’ oo) >0 rostouci

Nésledné lze dopocitat potrebné funkéni hodnoty a nacrtnout prubeh funkce f (viz
Obrazek 2.5).

Budeme patrat po hodnotach z1, s, r3. Oc¢ividné

%y € (1 Hﬁ) . (2.1)

373
Zbyva urcit intervalové odhady kotenil 1, Z9 a to naptiklad pomoci tabelace funkce.
Volme tabela¢ni parametr h = 0, 2.

1-v7

173\ﬁ 2, 6311 1+3\ﬁ _0’ 1126
3 h 2,5173 1+3\ﬁ +h 0,0012

LVT _9op | 2,1438

VT 3p | 11,4627
VT 4p | 0,4258
VT _5h | —1,0146

w
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7 predchozi tabelace jsou ziejmé odhady korent

X1

x3

e (5f-1 . 5-0s)
, 1*Tﬁjto,2>.

c 1+3\ﬁ

(2.2)

Pak metodou piileni intervalu ziskdme v jednotlivych iteracich néasledujici odhady.

Pro hledani kotene z; ziskame nasledujici tabulku.

1 a s b

0. —1.5486 —1.4486 —1.3486
1. —1.4486 —1.3986 —1.3486
2. —1.4486 —1.4236 —1.3986
3. —1.4236 —1.4111 —1.3986
4. —1.4236 —1.4173 —1.4111
D. —1.4173 —1.4142 —1.4111
6. —1.4173 —1.4158 —1.4142
7. —1.4158 —1.4150 —1.4142
8. —1.4150 —1.4146 —1.4142
9. —1.4146 —1.4144 —1.4142
10. —1.4144 —1.4143 —1.4142
11. —1.4143 —1.4143 —1.4142

Pro hledani kotene x5 ziskame nasledujici tabulku.

1 a 5 b

0. 0.3333 0.3333 1.2153
1. 0.7743 0.7743 1.2153
2. 0.9948 0.9948 1.2153
3. 0.9948 1.1050 1.2153
4. 0.9948 1.0499 1.1050
5. 0.9948 1.0223 1.0499
6. 0.9948 1.0086 1.0223
7. 0.9948 1.0017 1.0086
8. 0.9982 0.9982 1.0017
9. 0.9999 0.9999 1.0017
10. 0.9999 1.0008 1.0017
11. 0.9999 1.0004 1.0008
12. 0.9999 1.0002 1.0004
13. 0.9999 1.0000 1.0002
14. 1.0000 1.0000 1.0000

Pro hledéni kotene r3 ziskdme nasledujici tabulku.
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) a S b

0. 1.2153 1.3153 1.4153
1. 1.3153 1.3653 1.4153
2. 1.3653 1.3903 1.4153
3. 1.3903 1.4028 1.4153
4. 1.4028 1.4090 1.4153
5. 1.4090 1.4121 1.4153
6. 1.4121 1.4137 1.4153
7. 1.4137 1.4145 1.4153
8. 1.4137 1.4141 1.4145
9. 1.4141 1.4143 1.4145
10. 1.4141 1.4142 1.4143
11. 1.4142 1.4142 1.4143

Hledané koteny maji hodnoty z; = —1.4143,2, = 1,73 = 1.4142 s presnosti € =
=10"" A

2.3 Metoda prostych iteraci

Metoda prostych iteraci je zalozena na konstrukci posloupnosti aproximaci
{z}, k=0,1,2,...
rekurzivnim predpisem
Tl = G(SL’k) .

Pokud mé zobrazeni G : R — R urc¢ité nize uvedené vlastnosti, tak je metoda
konvergentni a konverguje k hledanému reseni.

Definice 2.9. Zobrazeni G : R" — R" se nazyva kontraktivni, jestlize existuje
0 < p <1 takové, ze

Vo,y € R ||[G(z) — G(y)ll = pllz - yll

Definice 2.10. Necht je dano zobrazeni G : R® — R". Bod & € R" se nazyva
pevny bod zobrazeni G jestlize G(Z) = .

Otazku existence pevného bodu zobrazeni G tesi néasledujici véta:
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Véta 2.11. (o pevném bodé)
Necht

e je dina mnoZina Q C R™, Q # 0, souvisld, ohranicend a uzavrend,
e je ddno zobrazeni G : R — R"™ kontraktivni v (),
e postupné aprozimace x = G(xp_1),k=1,2,... lezi v Q.

Pak

1. {zk} konverguje k T nezdvisle na volbé pocatecni aproximace x
tj. xr — T,k — 00,

2.z =G(x) vQ (T je pevngm bodem),

_ k
317 =zl = {55 llen — ol

Dukaz. 1. Nejdrive uvazujme libovolny index aproximace £k = 0,1,2,... a od-
hadnéme pomoci vlastnosti normy

= (Trg1 — Tp) + (Try2 — Tig1) + -+ (Thgn — Thogn—1)

S lwws — 2l + llzwse — 2l + o+ 12000 — Tegnall -
(2.3)

Jelikoz G je dle predpokladt kontraktivni, 1ze pro libovolny index s odhadnout

(B |

’lG(xS) - G($S,1)" g PHxs - xsflu
Pollasay —zsal S oo = pllan — @ol| -

241 — ]

(2.4)

Al

Spojenim odhadu (2.3) a (2.4) lze ziskat

phller = aoll + o s = ol 4+ Pl —
1pr||x1 — Zo| -

H‘karn - SL’k” é
=

(2.5)
Z posledni nerovnosti plyne, Ze pokud k — oo, pak! p* — 0 a

”iL’kJrn — l’kH — 0.

Jinymi slovy - posloupnost {z,} je cauchyovskd a dle zndmého tvrzeni, Ze
realnd posloupnost je konvergentni prave tehdy, je-li cauchyovska lze usoudit,
ze posloupnost {x} je konvergentni (samoziejmé nezavisle na volbé z).

2. G(x) je spojité (plyne z kontraktivity) v €, pak

z = lim 2, = lim G(z5_1) = G(lim z4_1) ==
k—o00 k—oc0 k—o0

Ipfipometime, ze 0 < p < 1
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Necht navic sporem existuje ,druhy pevny bod* & = G(%) a necht & # z. Pak

ERET <
I=pz—-2 = 0
Jelikoz 0 < p < 1, pak (1 — p) > 0. Z predchozi nerovnosti pak plyne, Ze musi
platit
|2 -2 =0,

coz z vlastnosti nezapornosti normy je spliieno pouze, pokud ||z — || = 0, tedy
T = 1. Coz je spor s predpokladem.
G ma tedy v € pouze jeden pevny bod.

3. viz (2.5).

Pro zajemce:

Vyse uvedend Véta 2.11 je aplikaci Banachovy véty o pevném bodé na redlny vektorovy
prostor. Banachovu vétu o pevném bodé pro obecné metrické prostory lze nalézt ve skriptu

[4]-

Pro diikaz existence pevného bodu zobrazeni G je tedy zdsadni rozhodnout, zda-li
je zobrazeni G kontraktivni. To vsak je velmi netrividlni tloha. Z tohoto divodu
vystac¢ime s postacujici podminkou, kterd nam taktéz zajisti existenci pevného bodu
a vSechna tvrzeni Véty 2.11.

Lemma 2.12. (postacujici podminka)
Necht G : R" — R™", Q C R" z véty 2.11. Necht G je v Q) spojitda a necht existuje G’
v €2 a je spojitda. Necht navic

IG ()| SM<1 na Q

kde M € R je konstanta.
Jestlize postupné aprozimace x = G(xx_1) lezi v Q, pak plati tvrzeni Véty 2.11.

Diikaz. Necht z1,x9 € Q,y1 = G(21),y2 = G(x2).
Pak lze odhadnout

lyr = ol = 1G (1) = Ga2) || < 21 — 22l |G, €.
Pak uzitim predpokladu véty lze dale odhadnout
lyr = w2l = o1 = 2ol G (I = Mllay — o] -

Navic 0 < M < 1, proto zobrazeni G je kontraktivni a mizeme pouzit Vétu 2.11. [
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Hledani pevného bodu zobrazeni = G(x) je totéz jako hledani kofene rovnice
F(z) = x—G(z) = 0. Vzdy muzeme rovnici F'(x) = 0 prepsat na tvar x = G(z), kde
zobrazeni GG splnuje dané predpoklady a pro vypocet korene rovnice pouzit postupné
aproximace hledani pevného bodu. Otazka existence pevného bodu G, tedy i korene
rovnice F'(z) = 0, je pak ddna Vétou 2.11 a 2.12.

Je zfejmé, Ze neexistuje pouze jedinny predpis a najit ten, ktery bude splnovat
podminky konvergence nemusi byt zcela trividlni.

Algoritmus 2 METODA PROSTYCH ITERACT
Input: z¢, pfesnost e > 0

10 21 := G(xp)

2: k=1

3: while ||z, — x;_1|| > e do

4: Tl = G(xk)

5: k:=k+1

6: end while
Output: z,

Poznamka 2.13. f(z) =02z =g9g(z), [R—=R¢g:R—R
Postacujici podminka (viz véta 2.12) pak obsahuje odhad |¢'(z)] < M < 1 na
(a,b) C R

e 1>4(x)>0
Monotonni konvergence (viz Obrazek 2.6 a))

o —1<g(x)<0
Oscilaéni konvergence (viz Obrézek 2.6 ¢))

 |g'(x)[>1
Nekonverguje (viz Obrézek 2.6 b))
Piiklad 2.14. Vy¢islete hodnotu v/a,a € RT s libovolnou presnosti.
Reseni. Sestavme nejdiive funkci f popisujici rovnici, jejiz feseni hleddme.

r o= Va

2

= a
»—a = 0, f(r)=2—a
flz) =0
Hledejme vhodny predpis pro pevny bod ekvivalentni s ptivodni rovnici.
> = a
r = 2
2v = v+2
T+ T+
T = 5 g(l’) = 3

r = g(x)
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y )
y=x
90| - ‘
I Xo X4 X
a) monotonn{ b) nekonverguje
y
y=x
9% K——»
1E%) I
4 S
)| - —Y
v ! y=g(x)
X, ;(z X ;1 X

¢) oscila¢éni

Obr. 2.6: Priklad konvergence metody prostych iteraci.
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Ovérme splnéni podminek konvergence - predpoklada Véty 2.12

)= i oy
g (x)>0 proz>+/a

g (x) <0 prox<./a

Extrémy ¢'(z):

p(z) =¢(z), ¢lx)=1%=24%
O(x)>0 je—lia>0
O'(r) <0 je—lia<0

Funkce ¢’ je tedy pro a > 0 rostouci.
min {¢'(z)} = ¢'(a)
z€(a,B)
ax {g'(@)} = g'(8)
|9/ (2)| < max{|g'(a)], |g'(B)]}, 2z € {a. B)}

Napriklad pro konkrétni hodnotu tlohy a = 2 dostavame

1 1 122 -2 1
1,2 "2)==, ¢(1) = —= ! == < —=.
re(l2), ¢(2)=7 ¢ =5 9@l = 13— <3
Predpis
— gla) = 5 o0+ =
Trr1 = g\ T =9 Ty o~

bude tedy konvergovat pro libovolné zq € (1,2).

Volme proto pocatecni aproximaci naptiklad xy = 2.

P¥i poZzadované presnosti e = 107° je FeSen{ nalezeno po péti iteracich, viz nasledujici
tabulka.

k x [k — i1
0 2

1 1.5 0.5

3 1.4167 0.0833

4 1.4142 0.0025

5) 1.4142 2.1239-1076

Poznamka 2.15. Oznac¢me chybu
ek =z —2, T=g(x).
Pak lze upravit

€k+1 = Tg+1 — T = g(l'k) N g<j) e 1" (5
(7p — f)gl(j),i (2 — %,)%g 2(!1‘) + (2 — 7)%¢ 3535) T
exg'(7) + e g + ey +
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Rad konvergence tedy zavisi na derivaci g v bodé z.

Je-li
g®(z) = 0, Vk=1,2,...,p—1,
g(@) # 0,

tak je metoda prostych iteraci radu p.

Poznadmka 2.16. V piipadé, 7e © = G(z), G : R" - R™,
G je diferencovatelnd v oblasti 2 C R™ je

3 0
d—gi(:l?) - %((E) g1(x)
G'(z) = : : ,G(z) = :
Agn 9gn
8%;1(90) 5 (x) gn(x)
Odhad ||G'(z)|| < M je pak odhad normy matice.
Vypocist normu takovéto matice nemusi byt viitbec snadnd tloha!

2.4 Newtonova metoda

Ptivodni fesenou rovnici
fz)y=0, f:R—R (2.6)
lze upravit na tvar
r=x+ Nx).f(z), (2.7)

kde A : R — R je libovolna nenulova funkce.
Z rovnice (2.7) lze odvodit predpis kontraktivniho zobrazeni pro metodu prostych
iteraci s pevnym bodem FeSeni ptivodni rovnice (2.6) (tj. G(z) = x)

G(x) =a+ Nz).f(z) . (2.8)
Budeme-li pozadovat, aby byla metoda radu 2, pak

(@) = 0,
G'(x) = 1+N(@)f(2x)+ M) f'(2)
G(E) = 1+ N@F(E) + MDD (E) =1+ M3 f'(F) .

Odtud A = —ﬁ pro f'(z) # 0.
Predpokladejme tedy, ze f'(z) je nenulova, pak mizeme oznadit
f(x)
Glx)=x— .
W=

Metoda, kterd hleda pevny bod takovéto funkce se pak nazyva Newtonova metoda
pro Teseni rovnice (2.6) a ma predpis

f(z) i

Tk+1 :xk—m, :071,2,... (29)
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Algoritmus 3 NEWTONOVA METODA
Input: x(, pfesnost e > 0

1: X1 ‘= Ty — f(xo)/f/(l’())

2: k=1

3: while H”I}C — Ik_1|| > € do

4 Ty = ay — flan)/f (2r)

5: k:=k+1

6: end while
Output: zy,

Poznamka 2.17. Predpis Newtonovy metody lze snadno ziskat i z aproximace
reseni pomoci Taylorova polynomu. Jelikoz

f(Z) = f(zp) + (x —zp) f'(xx)  (plyne z Taylorovy véty)
a jelikoz pozadujeme splnéni feseni rovnice f(z) = 0, pak

f ()

f(l‘k) + (i‘ - xk)f/(l‘k:) =0=>x=x — f’(:v) .

Iterac¢né pak ziskdame predpis (2.9).

Newtonové metodé se taktéz rika metoda tecen. Volba tohoto nazvu je patrna
z geometrické interpretace , kterou naleznete na Obréazku 2.7.

Xo |
|

Obr. 2.7: Newtonova metoda.

Podminky konvergence Newtonovy metody zarucuje nasledujici véta.

Lemma 2.18. Necht funkce f : R — R vyhovuje nasledujicim podminkdam na (a,b):
1. f(a).f(b) <0
2. f'(z) #0,Vz € (a,b)

3. " nemd znaménkové zmeény na (a,b)
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4 |f(@)/f(a)l <b—a
[f(0)/ () <b—a

Pak pro libovolné zy € (a,b) konverguje Newtonova metoda pro reseni rovnice f(z) =
=0 na (a,b).

Diikaz. Viz literatura, napiiklad [3]. O

2.4.1 Prvni modifikace Newtonovy metody

V kazdém kroce Newtonovy metody musime kromé funkéni hodnoty f(x) vyhodno-
covat i funkéni honotu jeji prvni derivace f'(x). To vsak muze byt vypocéetné velmi
narocné. Z tohoto diivodu se nam muze vyplatit vyhodnotit tuto derivaci jen jednou
za Cas a pocitat nékolik krokt se stejnou, byt nepresnou, hodnotou.

Predpis ma potom tvar

f(ﬁﬂk)

TR T i)

kde f'(z;) = f'(z1), je-li k délitelné m.
Geometrickou interpretaci této modifikaci 1ze naléz na Obrazku 2.4.1.

(

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I I

I I

I I
e |
X3/ Xy /Xy Xo

A

Obr. 2.8: Prvni modifikace Newtonovy metody.

2.4.2 Druha modifikace Newtonovy metody

Vyhodnoceni prvni derivace lze rovnéz obejit jeji aproximaci predpisem

f’(ﬂik) ~ flxr) = fopa) ’

T — Tk—1
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pak predpis metody ma tvar

Tpy1 = Tp — S S
fxr) = f(p-1)

Tato metoda se nazyva metoda secen.

Obr. 2.9: Druha modifikace Newtonovy metody.

2.4.3 Newtonova metoda pro soustavy

Uvazujme nyni soustavu
F(z)=0,2€Q,

tj.
f1<l'1,...,l'n) =0 s
0

folz1, ... x,) =0
Pak v predpisu (2.8) bude A(z) = —[F'(z)]™!, kde

g—ﬁ(:p) . g%(x)
Fla)=1] :
g—ﬁ(x) . %(x)

Pak predpis pro Newtonovu formuli bude vypadat nasledovné

Tpy1 = T — [Fl(l'k)]il-FCUk)a Try1 = (xllerlaxiJrl? e w’UZH)
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Uvedeny predpis vSak znamend v kazdé iteraci sestavit matici F'(xy).
Pokud oznac¢ime prirustek reseni v k-tém kroce Axy = xjy1 — xp a vynasobime-li
predpis matici F'(zy), dostaneme novy predpis, ve kterém resime soustavu

F/<l’k)AZL'k = —F(l‘k), Le+1 = Tk + Amk .

V uvedeném predpise je jedinou neznamou prirustek Axy. Jeho vypocet je fesenim
soustavy linedrnich rovnic s matici F’(xy) a pravou stranou —F'(z). Této metodé
se taktéz rikd Newtonova-Raphsonova metoda. V této metodeé se jako velmi vyhodna
ukazuje jeji prvni modifikace. PTi jejim pouziti se totiz, fesi nékolik soustav linearnich
rovnic se stejnou matici. K efektivnimu feseni je pak mozné pouzit LU rozklad, ktery
provedeme pouze jednou za ¢as a soustavu pro rizné pravé strany reSime pouze

doprednou a zpétnou substituci.

Algoritmus 4 NEWTONOVA METODA PRO SOUSTAVY
Input: xy, pfesnost € > 0
1: nalezni Ax, které fesi soustavu F’(z¢)Axg = —F ()
2: xr1 = X + A{L’()
3: k=1
4: while ||z — 2_1|| > e do
5: nalezni Axy, které fesi soustavu F'(zy)Ax, = —F(zy)
6 Trt1 = T + Az
7 ki=k+1
8: end while
Output: zy,

Priklad 2.19. Pomoci Newtonovy metody naleznéte prusecik krivky
c:2°+y=0

a elipsy
pra’+dyt=1.

Resend. Ukolem je tedy Fesit soustavu

F(x)=o0,

fo,y) z?+4y? — 1

Pro predpis Newtonovy metody bude nutno spocitat kvadratickou formu

F(z) ¥ [ fi(z,y) 1 _ [x2+y ]

8fl (zzy) 8fl (zzy) 2 1
Fl(x) = Bfa(z y) Bfa(y v | T { N }
2T, 2T,
2 > 2 8y
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Nasledné inverzi
2x 1|1 0 2x 1 1 0 2¢ 1
2¢ 8y |0 1 0 1—-8y|1 -1 0 1

1 1

0 1 L 0 1

1-8y 1-8y

8y 1
22(1-8y)  2x(1-8y)
1 1 )
1-8y 1-8y

tedy

—[F'(2)] " = m { Sgg —12x] '

Pak predpis pro Newtonovu metodu ma tvar

Teyr N _ (TR ) 1 By 1 T3+ Uk

Yk41 Yk 20p(Syr — 1) | 2ox —2xy || 2 +4yp—1 |
Pfi pfesnosti € = 1075 a volbé pocatecni aproximace [z, yo]T = [-2, —1]T je algo-
ritmus je ukoncen po 4 iteracich. A

Obr. 2.10: Konvergence Newtonovy metody v Prikladé 2.19.
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Kapitola 3

Iteracni reseni soustav linearnich
rovinic

Privodce studiem

V této kapitole si predstavime nékolik zakladnich metod numerického feSeni soustav li-
nearnich rovnic.

Rada praktickych tloh popisujici linedrni zavislost vystupnich dat na datech vstupnich
vede na reSeni soustav linearnich rovnic. Prakticky vsechny fyzikalni jevy popisované
parcialnimi diferencialnimi rovnicemi vedou na tuto dlohu. Na konci pfedchozi kapitoly
jsme si dokonce ukazali, Ze i numerické metody pro reSeni soustav nelinedrnich rovnic
se rovnéz prevadi na posloupnost reseni soustav linearnich rovnic. Zvladnuti efektivniho
reseni tohoto problému je tedy klicové.

S analytickymi metodami reSeni soustav linedrnich rovnic jako je Gaussova eliminacni me-
toda & LU rozklad se ¢tendf miize seznamit ve skriptech [2]. Tyto metody vsak v sou-
Casnosti ustupuji do pozadi, nebot pro reseni velmi rozsahlych tloh s velkym poctem
neznamych jsou prakticky nepouZitelné diky své velké vypocetni a pamétové narocnosti.
Z tohto divodu jsou nahrazovany metodami iteracnimi, které maji vyrazné mensi pa-
métové naroky a v urcitych pripadech jsou i vyrazné rychlejsi. Hlavni vyhodou iteracnich
metod je vsak jejich snadna paralelizace pro nasazeni na velmi vykonné vypocetni pro-
stredky.

V této kapitole se proto seznamime se zakladnimi iteracnimi metodami a postupy, kterak
zefektivnit rychlost jejich konvergence.

3.1 Normy vektora a matic

Uvodem této kapitoly si pfipomerime nékolik zékladnich pojmi Linedrni algebry
(viz [2]), které pii popisu a analyze itera¢nich metod feseni soustav linearnich rovnic
budeme casto pouzivat.
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Definice 3.1. Necht V je vektorovy prostor. Zobrazeni ||.|| : V — R nazyvame
normou jestlize plati

L |lzfl =2 0, [z} = 0 & = = 0,

2. ezl = |al.[l]l,

3. |lz +yll = [lzll + llyll-

Necht V = R". Pak prvky vektorového prostoru jsou n-dimenzionalni aritmetické
vektory a hovorime o vektorovych normdach. Uvedme si nékolik prikladi vektorovych
norem:

o ||7]|oo = max{|z;],i =1,2,...n}

n ) 3
o llz]ls = (z 21 )
1=

n
o [lzfly = 22 |l
Pro zajemce:
Dokazte, ze zobrazeni definovana vyse jsou skuteéné normy (tj. spliuji 3 vlastnosti normy

z Definice 3.1).

Piiklad 3.2. Nacrtnéte v R? mnoZiny

Ql = {Z’ERQI ||[L’||1:1} s
QQ = {$ € RQ . H.’L'HQ = 1} s
Voo = {2€R?: 2|l =1} .

Reseni. 1. Q - dle definice ||z|; =1 = |z1| +|2o] = 1.
Rozdélme nase tvahy na jednotlivé kvadranty:
e pro 1 > 0 A x5 > 0 - pfimka s restrikci na prvni kvadrant z; + x5 = 1,
e pro 1 < 0 A xy > 0 - pfimka s restrikci na druhy kvadrant —z; + x5 = 1,
e pro x1 < 0 A xy <0 - piimka s restrikci na treti kvadrant —xy — z9 = 1,
e pro x1 > 0 A xy < 0 - pfimka s restrikci na ¢tvrty kvadrant z; — x5 = 1.

Spojenim feseni v jednotlivych kvadrantech ziskdme celkové Teseni (viz Obré-
zek 3.1).

2. Qy - dle definice ||z]|; =1 = 2%+ 23 =1, coZ je kruznice s polomérem 1
(viz Obrazek 3.2).
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Obr. 3.2: Konstrukce mnoziny €2, v Prikladé 3.2.

3. Qy - Dle definice ||z]|o =1 = max{|z],|z2|} = 1.
Uvazujme dva pripady (ve kterych je maximum jeden z prvkia xy, z5):

e pokud |z1| < |ze| = 1, pak se jednd o mnozinu bodu

{[xy,20) €R? iy € (—=1,1) Ay € {—1,1}} ZE Q4
e pokud |zo| < |z1| = 1, pak se jednd o mnozinu bodi

{[x1,20) ER* iy € {-1,1} Ay € (—1, 1)} Z Q8

Spojenim téchto dvou pripadu ziskdme celkové feSeni (viz Obrazek 3.3).

X2 X2 X2

q K X1 -1| l |1 X1 1 1 X4
- al -1

Obr. 3.3: Konstrukce mnoziny €2, v Prikladé 3.2.
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Poznamka 3.3. Pro V = R"" nazyvame normu normou maticovou.

Priklad 3.4. Zobrazeni ||.|| : R™" — R definované predpisem

|Allp = <Z \%’|2>
i

nazyvame Frobeniova norma.

Definice 3.5. Necht je ddna vektorovd norma ||.|ly na prostoru R™. Maticovou
normu odpovidajici vektorové normé ||.||5; definujeme nasledujicim predpisem

A
| Al[ar == mgx{” H:HV} .

]|y

Uvedme maticové normy odpovidajici diive uvedenym vektorovym normam

n
o ||Alloo :=max{}> |ajx|,7 =1,...,n} odpovida ||.||~ & nazyva se rddkovd norma,
k=1
n
o ||Aljy == max{)_ |ax|,k =1,...,n} odpovida |.||; a nazyva se sloupcovd norma,
j=1

o |All2 := /p(ATA) = /p(AAT) = p(A), kde A je normalni matice'?, odpovida

|.]l2 & nazyva se spektralni norma.

Lemma 3.6. Necht
Pak plati

||l znaci maticovou a ||.||v odpovidajici vektorovou normu.

VAcR™ Ve R :  |Az|v £ || Al llzlv
VA, B € R™" ; IAB||ar < 1| Al|as- 1Bl -

Diikaz. e Dokazme ||Ax|y < || Al a-||z]|v-
Tvrzeni je splnéno pro x = o trividlné. Predpoklddejme tedy, ze x # o, tj. ||z||v # 0
(dle prvni vlastnosti normy z Definice 3.1). Pak dokazované tvrzeni je ekvivalentni
s nerovnosti

[Az[[v
]l

Misto pravé strany lze dosadit z definice odpovidajici maticové normy 3.5

A A
bl e (Ul
el = 25 Tl

coz dle definice maxima plati.

= [l Al

Matice A se nazyva normdlni, pokud AAT = AT A
2p(A) je spektralni polomér matice A
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e Dokazme ||AB||y < || Al as-]| Bl -
Nejdrive uvazujme nerovnost

Ve € R"\ {o} : [[ABz|lv = [|Allar- | Bz[lv (3.1)

které je platné diky jiz dokdzanému prvnimu tvrzeni Véty 3.6.
Déle pak tpravou rovnice (3.1) diky stejnému tvrzeni ziskame

|ABz|[v = [|Alla-[|Bz|lv = [[Allar- [ Bllas- ]y -
Upravou (predpokladédme = # o) dostévame

|ABz||

]

= [|Allar- | Bllar -

Uvazujeme-li nejvétsi moznou hodnotu vyrazu na levé strané (nerovnost plati Va #

# 0), lze nahradit
||AB~"U||}
maoe { LAY < a1
#0{ ]

Dle Definice 3.5 pak pfimo dostavame tvrzeni
IAB[ar = [[Allar-[|Bllar -
O]

Uvedme si jesté jednu dulezitou charakteristiku matic, kterou je tzv. ¢islo podmi-
néenosti matice. V dalsim textu ukazeme, ze rychlost konvergence nékterych metod
feseni soustav linearnich rovnic souvisi s timto ¢islem.

Definice 3.7. Nechf A € R™" je regularni. Pak c¢islem podminénosti matice rozu-
mime ¢islo

def _
cond(A) = [|A[l[[ATH .

Spektrdlnim cislem podminénosti matice rozumime ¢islo

Poznamka 3.8. Je-li navic matice A symetrickd a positivné definitni, pak

k(A) = cond(A) = Amar

)
)\min

kde Amax, Amin jSou nejvetsi a nejmensi vlastni ¢isla matice A. Oc¢ividné

0< Amin < Amae = K(A) 21
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3.2 Linearni metody

Uvazujme soustavu linearnich rovnic
Az =b, (3.2)
kde

e A e R™ je matice soustavy,
e b € R” je vektor pravych stran,

e r € R” je vektor neznamych.

Je-1i matice soustavy regularni, pak existuje jediné reSeni = takové, ze AT = b.
) b
Jinymi slovy, je-li matice A reguldrni, existuje prdvé jedno rveseni T = A~'b.

Zvolme pocateéni aproximaci Feseni soustavy xy # z. Nasim tikolem je sestavit
posloupnost aproximaci
Loy L1yew oy Ly Lty --
konvergujici k Teseni z, tedy

lim z, =7 .
k—o00

V nasledujicim vykladu budeme patrat po predpisech zobrazeni, které kazdé
predeslé aproximaci prifadi novou aproximaci Teseni soustavy x. Toto zobrazeni
budeme nazyvat iteracni metoda.

Definice 3.9. [lteracni metoda je zobrazeni & : R — R"

Tppr = Pzg), k20

kde xj je k-t iterace.

Pokud navrhneme néjakou iteracni metodu, bude nutné zajistit, aby metoda kon-
vergovala i k FeSeni soustavy linedrnich rovnic pro kterou byla navrzena. O takovych
metodéach pak tikame, zZe jsou konzistentni s danou soustavou linearnich rovnic.

Definice 3.10. Itera¢ni metoda ® se nazyva konzistentni se soustavou linearnich
rovnic Az = b, jestlize pro kazdou pravou stranu b € R" vsechna Teseni T jsou
pevnym bodem ®, tj.

7= d(7).

Také je nutno, aby se metoda postupnymi iteracemi vzdy blizila k feseni, a to
nezavisle na volbé pocatecni aproximace x.

Definice 3.11. Iterac¢ni metoda ® se nazyva konvergentni, jestlize pro Vb € R" je
limita

lim z, =

k—o00

nezavisla na pocatecni aproximaci .
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VVVVV

nazyvame linedrni iteracni metody. Na téchto metodach si ukdzeme podminky kon-
zistence a konvergence téchto metod a uvedeme si priklady nejbéznéji pouzivanych
metod.

Definice 3.12. Iterac¢ni metoda se nazyva linedrni, jestlize
O(x) = Mx+ Nb

kde M, N € R™" jsou regularni matice.
Linearni iteracni metoda ma pak predpis

xk+1:Mxk+Nb, /{:ZO

Véta 3.13. Linedrni iteracni metoda je konzistentni se soustavou linedrnich rovnic
Ax = b, pravée kdyz

M=1-NA.

Diikaz. Tvrzeni je ekvivalence, proto je nutno dokazat jednotlivé implikace.

= Dokazme nejprve, ze je-li metoda konzistentni se soustavou linearnich rovnic
Axr =b,pak M =1— NA.
Uvazujme feseni x

Az =b = z1=A""b. (3.3)

Jelikoz = je pevnym bodem zobrazeni definujicim metodu (je konzistentni
s touto soustavou), tak

=0z = Z=Mz+Nb.
Dosadme nyni predpis (3.3)
A7 = MAT'b+ Nb

a upravine
I A %= MA"' = Nb
(I —M)A~'b = Nb.

Jelikoz tato rovnost je z divodu konzistence splnéna pro libovolnou pravou
stranu b, pak musi platit nasledujici rovnost

(I —M)A™' = N
I —M = NA
M = I —NA.
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< Dokazme dale, ze je-li M = I — N A, pak je metoda konzistentni se soustavou
linearnich rovnic Ax = b.
Dosadme predpoklad tvrzeni do predpisu zobrazeni iteracni metody

O(z) = Max+Nb=(I-NAx+Nb=ax—NAz+Nb=x—N(Az—0b). (3.4)
Ocividné pevnym bodem je feseni z, jelikoz
d(r)=x—NAx—-b)=2—NOb-0b)==2.
Predpoklddejme sporem, ze € R"™ je pevnym bodem itera¢ni metody ® (tj.
O () = &), ale neni fesenim soustavy (tj. A% # b). Vyuzitim rovnice (3.4) lze
psat
T=3—N(Az —-D),

upravou pak
N(AZz —=b)=o0.

Uvazujeme-li N regularni (viz Definice 3.12), pak musi platit AZ —b = o, tedy
Az = b. Coz je spor.

]

Poznamka 3.14. Konzistentni linearni itera¢ni metody maji tvary
1) LTet1 = T — N(Axk - b),
2) W(ﬁk — xk—l—l) = Axp — b, N=Ww-L

Lemma 3.15. Chyba linearni itera¢ni metody v k-té iteraci, tj.
€ = T — T

je rovna
ep = MPFey .

Diikaz. Uvazujme presné feSeni soustavy x, které je pevnym bodem zobrazeni defi-
nujiciho linearni metodu, tj.

z=Mz+ Nb

a predpis k-té iterace
T = M;Ekfl + Nb.

Pak pro jejich rozdil plati

ﬂ_f—l'k = M(i‘—%k,l)
e = Mek,l.

Opakovanym uzitim predchozi rovnosti ziskame

€ = Mek_l = M(Mek_g) == Mkeo .
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Véta 3.16. Linedrni metoda je konvergentni, pokud
p(M) <1,
kde p(M) je spektrdlni polomér matice M, tj.
p(M) :=max{|\i|,..., | \u|}

a \; jsou vlastni cisla matice M.

Diikaz. Pro dukaz konvergence iteracni metody je nutno dokézat, ze

lim e, = o .
k—oo

Dle predpisu chyby z Lemma 3.15 1ze dosadit

lim M*ey = o .
k—00
Jelikoz ey je v této posloupnosti konstantni, je nutno, aby posloupnost M* konver-
govala k nulové matici.
Necht
J=TMT!

je Jordaniv kanonicky tvar matice M a T je regularni matice (viz [2]).
Upravou
M = T7YT
MF = T71J*T.

Nyni ukdzeme, Ze klim J*¥ = O. Dle piedchozi rovnice pak bude zfejmé,
— 00
ze i klirn M* = 0.
—00
Jelikoz J je blokové diagondlni, pak jeji mocnina mé tvar

kde J;,2 =1,...,m jsou Jordanovy bloky prislusné k vlastnim ¢éislim Ay, ..., \,.
Nyni se omezme pouze na jeden blok J; € R™ kde r je nasobnost vlastniho c¢isla,
kterému dany blok ptislusi.

Dle [2] 1ze tento blok napsat ve tvaru souctu

Ji=MNI+S



3.2 Linearni metody

kde I € R™" je jednotkova matice odpovidajici dimenze a

0 1

1
0
Dle binomické véty pro k-tou mocninu Jordanova bloku lze psat

k

JE= (NI +S)F Z( )A’”SJ (3.5)

J=

Vsimnéme si, Ze mocnénim matice S se nenulova vedlejsi matice posouva, proto
j _ .
S7=0 proj=r,

Pokud v sou¢tu (3.5) vynechdme nulové s¢itance, ziskame

m

szZ( I; ))\f_ij, m = min{k,r — 1} .

=0
Ak 0 A7
v 3
ka = Cp . +c 0 ’ =+ ...
. . k—1
N ' Aio
0 /\ic—m coAk cl)\f_l cm/\f_m
0 Eoo.

.._|_Cm . = COAi ’ 5 Ci::<l;;> .

s ' Cl)\fil

0 CQ)\;C

Pokud plati predpoklad véty p(A) < 1, pak libovolné vlastni ¢islo |\;| < 1. Pak
jednotlivé prvky matice JF se zvySujicim se k tvoii geometrickou posloupnost kon-
vergujici k nule.

Proto lim JF = O. []

k—o00

Poznamka 3.17. Cislo — log(p(M)) nazvame r1ad konvergence.

vvvvvv

Vv

prilis efektivni. Z tohoto divodu mtizeme k rozhodnuti o konvergenci hnearm iteracni
metody vyuzit nasledujici postacujici podminku.

Lemma 3.18. Necht ||.||s je maticovd norma a

[M|la <1

Pak konzistentni linedrni iteracni metoda je konvergentni.



48

Iteracni reseni soustav linearnich rovnic

Diikaz. Jelikoz (viz Dukaz Lemma 3.15)
ept1 = Mey, ,
musi rovnost platit i pro libovolnou vektorovou normu, tj.

lertillv = [[Mexlv .

Odpovidé-li maticova norma ||.||»; vektorové normé ||.||y, pak uzitim nerovnosti 3.6
lze psat
lexrallv = [[M ]| arllex]lv

Pri rekurentnim zapisu nerovnosti a postupnym snizovanim £ ziskame
lerillv < IM|allerllv < MR ller—illv < - < M]3 lleollv

tedy
0 = Jlexallv < [IM]15lleolly -

Jelikoz e( je nezavislé na k, pak oc¢ividné metoda je konvergentni, pokud
lim || M|}, =0
k—o0

a to plati pouze pokud
[ M|l < 1.

]

Uvedme si nékolik zakladnich linedrnich iterac¢nich metod. Nejprve matici A roz-
lozme

A=L+D+U, (3.6)
kde
e D je diagonalni matice,
e L je ostfe dolni trojuhelnikova matice,

e U je ostfe horni trojuhelnikova matice.

3.2.1 Jacobiova metoda
M=-DYL+U), N=D"' pokud D; #0 .
Predpis iteracni metody ma tvar

n

1
k+1 k
;o =— b — g ai;ri | -
Qi

=1
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3.2.2 Gaussova-Seidelova metoda
M=—(D+L)'U, N=(D+L)™".
Predpis iteracni metody ma tvar

1 i—1 n
k+1 __ § k+1 E k
[L’i = — bl — a,-jxj — &ijx]‘
Qi —
j_

j=it+1

3.2.3 Successive over-relaxation method (SOR)
M=—(D+wL)  (wU+(1-w)D), N=w(D+wL)™".
Predpis iteracni metody ma tvar
i—1 n
= (1-w)af + a% (bi - ; ag et — j;l aiﬂ?) :
kde 0 < w < 2 je redlna konstanta.

Poznamka 3.19. (Odvozeni linedrnich iteracnich metod)

Uvazujme soustavu

a1 + appTz + apsry = b
2171 + ATy + axry = by
aziri + azry + asrz = b

kde a;j, b; jsou koeficienty soustavy a x; jsou nezndmé.
Soustavu lze upravit na tvar

anry = b — apry — a1313
Ty = by — anwi — a3
as3rz = by — azx1 — a3

a predpokladdme-li nenulové prvky na diagonéle, 1ze napiiklad pro z; psat (vydéle-
nim prvniho fadku upravené soustavy koeficientem ay;)

1
Ty = — (bl — Q12T — a13x3) .
a11

Uvazujeme-li navic itera¢ni metodu, pak pro prvni slozku nasledujici iterace spoctené
ze slozek predchozi iterace bude platit

[Tr1) = ain (b1 — ar2[zk]2 — ars]zkls) - (3.7)
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Pokud budeme uvazovat postupné vsechny slozky x, ziskame ptredpis Jacobiho me-
tody. Z néj jiz snadno ur¢ime matice M a N.
Jelikoz v predpisu (3.7) lze pti vypoctu [xy41]; misto zy pouzit jiz vypoctené slozky

Try1. Ziskdame tak predpis pro Gaussovu-Seidelovu metodu.

Princip SOR metody pak spoéiva v tom, Ze novou aproximaci z;,; uré¢ime jako
kombinaci predchozi aproximace x; a aproximace urc¢enou Gaussovou-Seidelovou
metodou. Vahu této kombinace pak urcuje parametr w. Pro w = 1 se jedna o Gaus-
sovu-Seidelovu metodu.

Algoritmus 5 LINEARN{ ITERACN{ METODA
Input: 29, M, N, b, pfesnost € > 0

1. k:=0

2: while ||gx|| > €||b]| do

3: Lh+1 = Afl‘k — Nb

4 k=k+1

5: end while
Output: 2z,

Poznamka 3.20. Jako ukoncovaci kritérium byla v metodé pouzita podminka na
relativni chybu rezidua soustavy gy := Az, — b, tj. ||gkl|/]|b]] < €.

Abychom se v praxi vyhli podilu dvou malych ¢isel, které je co do Sifeni chyby velmi
kritické, pouzivame radéji podminku

lgxll < ellol] -

Piiklad 3.21. Reste soustavu

5r1  +2x5 =3
—x1 +4xe +wy =
2x1 —x9 +6z3 =1

pomoci Jacobiho metody, Gaussovy-Seidelovy metody a SOR s vhodnou volbou
parametru w € (0, 2).

Reseni. Nejdifve matici soustavy rozlozime dle jednoduchého rozkladu (3.6)

5 2 0 0 0 0 5 0 0 020
A=|-1 4 1|=|(-1 0 O0|+[0 4 0|+|0O01]|=L+D+U.
2 -1 6 2 -1 0 0 0 6 000

Dle predpisii jednotlivych metod ziskdme matice M, N a pomoci algoritmu obecné
linedrni metody spocteme feseni.
Pfi pozadované piesnosti € = 107 je Jacobiho metoda ukonéena po 17-ti iteracich,
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Gaussova-Seidelova metoda po 9-ti iteracich. Na pocet iteraci algoritmu SOR vplyva
volba parametru w, pro jednotlivé volby je pocet iteraci zndzornén na Obrazku 3.4
(pricemz pro lepsi ndzornost byl maximalni pocet iteraci omezen na 1000).

Pti volbé optimalniho w ~ 0.9 je pocet iteraci algoritmu SOR 8. A

1000

900

800

700

600

400

300+

200

100

Obr. 3.4: Vliv volby w na pocet iteraci SOR - Priklad 3.21.

Priklad 3.22. Otestujte rychlost vyse uvedenych algoritmi na testovaci tloze @
A = fivediag(—1,—1,4,—1,—1) € R™"
b = [1,...,1]TeR"
Ty = [0,...,0]T€Rn
e = 107
pricemz volte riznou dimenzi tlohy n =4,5,...,70.

Resend. Nejdiivé naleznéme vhodny parametr w pro algoritmus SOR. Volme mensi
dimenzi ulohy, naptiklad n = 10. Vliv volby parametru w na pocet iteraci SOR je
vykreslen na Obrazku 3.5 (pri¢emz pro lepsi ndzornost byl maximalni pocet iteraci
omezen na 5000).

Ukazuje se, ze pro algoritmus SOR. je vhodné pouzit optimalni hodnotu w ~ 1.44.
Pocet iteraci pro jednotlivé metody je pak vykreslen na Obrazku 3.6. A
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Obr. 3.5: Vliv volby w na pocet iteraci SOR - Priklad 3.22.
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it

3000

2000+

1000

Obr. 3.6: Pocet iteraci algoritmi linearnich iteracnich metod v zavislosti na dimenzi

ulohy - Priklad 3.22.
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3.3 Gradientni metody

Uvazujme soustavu Ax = b, kde matice A je symetricka pozitivné definitni,tj.
AeR": A=A" AN YWweR"“v#0:v74Av>0.

Jinym pristupem k iteracnimu feseni soustav linearnich rovnic je feseni minimali-

zacni ulohy, jejiz vysledek je totozny s feSenim soustavy linearnich rovnic. Za timto
ucelem tedy uvazujme tlohu

min f(z) , (3.8)
kde .
flz) = 5(14.7:,3:) —(b,z), f:R"=>R. (3.9)

V predpisu tzv. kvadratické funkce (3.9) symbol (.,.) predstavuje Eukleidovsky
skalarni souc¢in definovany predpisem

Vu,v € R": (u,v) :=ulv = Zuivi : (3.10)
i=1
Priklad 3.23. Necht je ddna kvadraticka funkce predpisem (3.9) s hodnotami

2 -1 2
e (1) ()

Grafickou reprezentaci této kvadratické funkce je paraboloid znazornény na Obrazku
3.7.

%
[
I S S S S R R SR

o

Obr. 3.7: Graficka reprezentace dvoudimenzionalni kvadratické funkce.
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Lemma 3.24. Necht matice A je symetrickd pozitivné definitni. Reseni soustavy
Az = b je ekvivalentni s minimalizacni ilohou (3.8).

Diikaz. Uvazujme priristek x + av bodu x, kde z,v € R", a € R.
Pak rozdil funkcénich hodnot v bodé s prirtistkem a v bodé bez pririistku je roven
fl@+ow) = fz) = 3(A(x+av),z+ av) — (b,z + av) — 3(Az,z) — (b, x)
= a(Az,v) — a(b,v) + 30*(Av,v)
= 10?(Av,v) + a(Az — b,v)

V tpravach jsme vyuzili zakladnich vlastnosti skalarniho sou¢inu viz skripta Linearni

algebra [2].
Déle dokazme ekvivalenci tak, ze postupné dokdzeme jednotlivé implikace:

( = ) Nejprve predpokladejme, Ze T je FeSenim soustavy linedrnich rovnic, tedy
Ar=b = Ar—-b=o0.

Pak z pozitivni definitnosti matice A plyne, ze
1
f(z+av)— f(z) = 5042(Av,v) =20, VaeR YveR".

Upravou pak
= f(x+av) 2 f(Z), VaeR,VveR".

7 posledni nerovnosti tedy vyplyva, ze ve vSech smérech z bodu z nabyva
funkce f pouze vétsich nebo stejnych hodnot. x je tedy minimem funkce f.

( <) V teorii minimalizace funkci vice proménnych (viz skripta [13]) je zndmo, Ze
nutnou podminkou existence extrému jsou nulové parcialni derivace. V nasem
piipadé je to tedy pozadavek na nulovost gradientu funkece f tj. V f(Z) = o.
Jelikoz Vf(z) = Az — b, dostavame z této nutné podminky, ze Az —b = o
a tedy, ze x Tesi soustavu linearnich rovnic Az = b.

]

3.3.1 Metoda nejvétsiho spadu

Metoda nejvétsiho spadu patii do skupiny tzv. line-search minimaliza¢nich metod.
Nasledujici iteraci ziskame tak, ze funkci v kazdém itera¢nim kroku minimalizujeme
ve sméru vektoru v s délkou itera¢niho kroku a.

Pro nalezeni nové iterace pouzivame predpis

Try1 = T + OV .

T € R”,vk € R”,ak eR. (3‘11)
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Y

Obr. 3.8: Princip line-search metody - predpis (3.14).

e Pti navrhu vhodného sméru minimalizace funkce se jako logické jevi vydat se ve
sméru nejvétsiho spadu, tj. ve opacném sméru nez je gradient.

v, volime tak, aby %v?) (derivace funkce f ve sméru vy, viz [13]) byla co nejmensi
df(zx)
o = (Vf(ak) o) = cosp.[lgull- Joxll -
Vg,
Tato hodnota bude nejmensi pii volbé ¢ = m & cosp = —1, tedy thel mezi
vektory gx a vy je roven m, tedy vy = —gi (opacny gradient je skutecné vektorem

nejvétsiho spadu, tj. sméru ve kterém funkce nejvic klesa).

e Predpokladejme tedy, Ze smér minimalizace vy je vhodné zvolen. Otazka zistava,
jak daleko je mozné se v tomto sméru pohybovat, nez-li hodnota funkce zacne
opét stoupat. Za tim tucelem musime zvolit optimalni délku kroku ay.

Za timto ucelem si tedy zvolme funkci p(«) := f(xp+awvy) jedné redlné proménné,
kterou je délka kroku a. Vhodnymi tpravami dostavame

pla) =

Hleddme co

(A(zy, + avy), . + avy) — (b, 2 + aug)

(Axy + aAvg, xr + avg) — (b, ) — (b, avg)

(Azy, xp) + %(Aa:k, avg) + %(aAvk, xy)

%(aAvk, avg) — (b, xy) — (b, avy,)

(Azy, z1) — b, 2x) + 3 (Aavg, awy) + (@ Az, vp) — (b, avy)
(xk) (Aawg, avy) + a((Axg, v;) — (b, vg))

(xx) + (Aowk, avy) + a(Axg — b, v)

(z1) + 502 (Avg, vi) + algr, vg) -

DO [0 | =D | =

+

(3.12)
;
2
41
2
1
2

nejvhodnéjsi «, tj. takové, pri kterém ¢(«) je minimdlni. Za timto

ucelem musime minimalizovat funkci p(a) jako funkei o jediné proménné o

¢'(a) = a(Avg, vk) + (gr, v) =0 .
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V nasem pripadé je stacionarnim bodem

o= _% | (3.13)

V prubéhu funkce ¢ () nedochazi k zddnym inflexim, funkce je konvexni na celém
R, protoze
¢"(a) = (Avg,v) >0,

(gk k)

coz plyne z pozitivni definitnosti matice A, oy, = — Chor o) je tedy minimum funkce

@Y.

Po dosazeni do predpisu (3.14) dostavame

(gk, k) (9k, gr)
— S — =1, — . 3.14
Tt = Tk QUL = Tk = T = S0k = T = a0 = SOk (3.14)
Algoritmus 6 METODA NEJVETSTHO SPADU

Input: x, A, b, piesnost ¢ > 0
1: go ‘= AIQ —b

2: k=0
3: while ||g|| > €||b]| do
4 ag = —|lgrll*/(Agr, g)
5 Tht1 i= Tk + Qkgk
6: k1 = Az — b
7 k:=k+1
8: end while
Output: zy,

Poznamka 3.25.
Ort1 = Az — b = A(xk + Oékgk) — b= Az + Aoaggr — b = g + i Agy

Tento zpusob rezidua je vypocetné vyhodnéjsi, nebof jeho vyuzitim nemusime v al-
goritmu nasobit Az ale k vypoctu gradientu muzeme vyuzit Agy (které jsme jiz
spocetli pri vypoctu ayg).

Lemma 3.26. Metoda nejvétsiho spadu konverguje pro libovolnou volbu xy € R”
k reseni rovnice Ax = b. Navic pro chyby dvou po sobé jdoucich iteraci metody
nejvetsiho spadu plati

(Aeps, epsr) < (1 - - (114)) (Aew, ex) . (3.15)
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Diikaz. Ozna¢me chybu v k-té iteraci
er =T — Iy, . (3.16)
Cilem diikazu je ukazat, ze chyba s postupem iteraci klesa, tedy
lm flee]| = 0.
Upravou rovnice (3.16) ziskame
T =X — €

a dosadime do rozdilu funkcénich hodnot

1

flaw) = (@) = f7 = o) = f(@) = 5

1
(Aeg,ex) + (AT — b, e) = é(Aek,ek) . (3.17)
Vyuzitim rovnice (3.17) lze upravit rozdil funkénich hodnot dvou po sobé jdoucich
iteraci B B
@) = fla) = (f(@r) = £(@) = (f (@) — (7))

= 2(Aepy1, en1) — 3(Aeg, ep) -

Predpis pro rozdil funkénich hodnot dvou po sobé jdoucich iteraci lze ziskat také
vyuzitim predpisu metody (3.14)

(3.18)

flxr) = flzn) = f(on —owgr) — f(ar)
= 3(A(zk — awgr), 2k — agr) — (b, 2 — cwgr) — f(xx)
= 2(Aogr, uwgr) — (Azk, argr) + (b, wgr)
= %ai<A92kugk) — ag(Azy — b, g)
_ 1 (9k,9k 2
2 (Agk,9x)
(3.19)
Porovnanim rovnic (3.18) a (3.19) ziskame
1 1 L (g gr)?
—(A ——(A = ——
2( ek+17ek+1) 2( €k, ek) 92 (Agkagk)
Jednoduchymi upravami dostavame
A 2
(Aeg, ex) (Agk, gr)-(Aey, ex)
Jelikoz
— gk = b— AZL‘k = Ar — A.l’k = A(i’ - ZEk) = Aek (321)

a uzitim Lemma 3.6 o nerovnosti mezi maticovou a vektorovou normou lze tvrdit

er=—A"gr = el S [ATN = gl = 1A ] llgxll - (3.22)
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Kombinaci rovnosti (3.20) a nerovnosti (3.22) ziskdme Dosazenim (3.21) a (3.22) do
(3.20) dostavame nerovnost
A 2 1
(Aegi1, ex41) <1-— (gzk,gk)_l —r =g, (3.23)
(Aex, e) AL llge -1 A=H]- g [A[ A=
Jelikoz jsme v predchozich odvozenich pouzivali Eukleidovskou vektorovou normu
a ji odpovidajici spektralni maticovou normu, dostavame dale odhad
1 1 A
——— =1——— <1 nebot K(A) = 7=
[A[ A= r(A) Amin

Kombinaci nerovnosti (3.23) a (3.24) dostavame

A

g=1- >1. (3.24)

A
(Aegy1,erq1) <g<1,
(Aek,ek)

dale upravou
(Aek+lyek+1) é Q(Aeky ek)) q € <07 ]-) :

Odtud diky ekvivalenci norem plati, ze
lim (Aeg,e,) =0 = lim |lex|| =0
k—o00 k—o00

Z predchoziho dukazu je zfejmé, ze rychlost poklesu chyby (rychlost konvergence)
metody nejveétsiho spadu zavisi na ¢isle pominénosti matice soustavy, konkrétné

(Aeps, enp1) < (1 . K<A>> (Aey, ep) -

]

Poznamka 3.27. Jelikoz matice A je symetricka a positivné definitni, lze skalarni
soucin v odhadu chyby metody nejvétsiho spadu (3.15) znadit jednoduse

(Aey, ep) =: (%ek)A = ||ek||124 :

Prislusnou normu indukovanou timto skalarnim soucinem oznacujeme pojmem ener-
getickd.

Pro zajemce:

V algoritmu metody nejvétsiho spadu lze volit

_
1Al

Tato volba mé obecné pomalejsi konvergenci, nicméné konstantni volba koeficienti ma sviij
smysl - neni nutno kazdy zvlast pocitat. Metoda se nazyva Richardsonova metoda a souvisi
s odhadem posloupnosti koeficientti pomoci vlastnich ¢isel, jak je vidét v podkapitole 4.2.1.
Tyto koeficienty jsou totiz prevracené hodnoty Rayleighovych podila.

€93
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Priklad 3.28. Naleznéte prusecik primek

pr:oy = 2x—1
P2 Yy = 3T —3

pomoci metody nejvétsiho spadu.

Resend. Jisté neni problém tuto tlohu vyfesit analyticky, nicméné na tomto pifkladé
bychom radi ukazali vlastnosti nejvétsiho spadu. Jelikoz se jedna pouze o dvé di-
menze, lze postup iteraci vykreslit.

Soustavu lze maticové zapsat ve tvaru Ax = b, kde

a=(45) = () = ()

Pokud volime napifklad poc¢atecni aproximaci zg = (0,0)7 a poZzadovanou piesnost
e = 107%, algoritmus je ukon¢en po sedmi iteracich. Na Obrazku 3.9 je vykreslen
postup iteraci algoritmu vzhledem k vrstevnicim odpovidajici kvadratické funkce,

-0.05 0 005 01 015 02 025 03 035 04
[,

Obr. 3.9: Postup iteraci metody nejvétsiho spadu - Priklad 3.28.

na Obrazku 3.10 pak pokles normy chyby v jednotlivych iteracich a pokles normy
residua.
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0.45¢ 151

norm(gk)

0.151 05

Obr. 3.10: Pokles normy chyby a normy residua pii pouziti algoritmu nejvétsiho
spadu - Priklad 3.28.
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3.3.2 Metoda sdruzenych gradienti

Ackoliv se miize zdat, ze nejrychlejsi minimalizaci lze dosdhnout pouzitim vektort
nejvétsiho spadu, neni tomu tak. Existuje i mnohem efektivnéjsi volba vyuzivajici
tzv. sdruZengch smeéru. Pravé téchto sméru vyuziva metoda sdruZengch gradientii.
Nejprve si tedy zavedeme pojem sdruzené smery a poté si ukdzeme jak je miizeme
vyuzit pro vhodnou volbu minimaliza¢niho sméru.

Volba sdruzenych sméru

Definice 3.29. O neprdzné mnoziné nenulovych vektortu {po, p1, - .., pm} Fekneme,
ze je mnozinou sdruzenych (A-ortogondlnich) vektori, pokud

Vi,j=0,1,....m: i#j = p/Ap; =0,

kde matice A je symetricka pozitivné definitni.

Poznamka 3.30. Mnozinu sdruzenych vektort lze ekvivalentné definovat pomoci
skalarniho soucinu

Vi,j=0,1,...,m: i#j = (Ap;,p;) =0.
Lemma 3.31. Prvky mnoZiny sdruZengch vektori jsou linedrné nezdvislé.

Diikaz. Uvazujme linedrni kombinaci vektortt dané mnoziny

Qopo + a1p1 + -+ + WP =0 . (3.25)
Je nutno dokazat, Ze tato rovnice ma prave jedno reseni, kterym je nulovy vektor,
tj.aqp =01 =+ =qy, =0.
Pokud rovnici (3.25) skaldrné prendsobime zleva vektorem Apy (kde k je libovolny
index k € {0,1,...,m}), po vyuziti vlastnosti skalarniho sou¢inu ziskdme k rovnic

ao(Apg, po) + ca (Apk, p1) + -+ - + i (Api, pm) =0 .

Jelikoz vektory dané mnoziny jsou sdruzené (tj. Vi # k : (Apy,p;) = 0) pak soucet
na levé strané lze zjednodusit a pro k-tou rovnici dostaneme

Piedpokldddme, Ze matice A je pozitivné definitni (tj. V& : pf Apr, = (Ap, pr) > 0).
Pak rovnost (3.26) je splnéna, pouze pokud oy = 0.

Navic & jsme volili libovolné, tedy ptivodni rovnice (3.25) ma nulové feseni (Vk : ay, =
=0).

Proto vektory jsou skutecné linedrné nezavislé. O]
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Predpokladejme, Ze v k-tém kroce mame k dispozici mnozinu sdruzenych vektort
K :={po,p1,--.,pr} a nasledujici iteraci ziskdme predpisem

Tr+1 = Tk + appr - (327)

Koeficient a4, volime tak, abychom minimalizovali funkci f v daném sméru co
nejvice. Tedy podobné jako v ptipadé metody nejvetsiho spadu zkonstruujeme funkci
popisujici funkci f v zavislosti na volbé parametru a a néasledné ji minimalizujeme
(viz (3.12)). Obdobné jako v pripadé metody nejvétsiho spadu ziskame koeficient

(Pks 9k)

(Apk, pk) . (3'28)

A — —

Otéazkou vsak zustava, pro¢ volit smér py a nikoliv smér nejvétsiho poklesu —g
jako u metody nejvétsiho spadu (viz podkapitola 3.3.1).

Lemma 3.32. Pro libovolnou pocdtecni aprozimaci xg € R™ posloupnost {xy} ge-
nerovdna predpisem (3.27) dosdhne teseni & € R"™ soustavy linedrnich rovnic (3.2)
po mazximdlné n krocich.

Diikaz. K dosdhnuti aproximace x, 1 vyuzijeme sméry z mnoziny sdruzenych vek-
tort {po, p1,.-.,Pn_1}. JelikoZ tato mnozina je linedrné nezavisla a ma pravé tolik
prvku jako je dimenze uvazovaného prostoru R™, tak tvori bazi vektorového pro-
storu R™. Tedy libovolny prvek lze vyjadrit jako linearni kombinaci vektor mnoziny
{po;p1,- - Pu1}-

(Jinak TeCeno - mnozina n sdruzenych vektort dimenze n tvoiri bazi vektorového
prostoru R").

Uvazujme rozdil presného Teseni & a pocatecni aproximace xy. Tento rozdil je také
prvkem prostoru R", tedy jej lze vyjadrit jako linedarni kombinaci vektori baze.
Existuji jednoznacné soutadnice v bazi oy, 01,...,0,_1 € R takové, ze

T—Tog=00py+01p1+ -+ On1Pn_1 - (3.29)

Postupnym skaldrnim prendsobenim rovnice (3.29) vektorem Ap, postupné pro
vSechna k € {0,1,...,n — 1} dostdvame

(Apr, & — x0) = 00(Apk, po) + o1(Apk, p1) + - -+ + Tn—1(Apr, Pr-1) -

Vyuzijme-li vlastnost sdruzenych vektort (podobné jako v dukazu Véty 3.31), zis-

kame

(Apk7 T — IO)
(Apx, pr)

Nyni ukédzeme, ze koeficienty o} se shoduji s koeficienty «y, generovanymi predpisem

(3.28).

(3.30)

O —
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Uvazujme iteracni predpis (3.27). Postupnym rekurentnim dosazovanim ziskdme
predpis pro k-tou aproximaci

k-1
Ty = Tp-1+ Q1Pg-1 ="+ =To + Z a;p; - (3.31)
i=0

Pokud skaldrné prendsobime levou a pravou stranu vektorem Apy

o
—

(Apg, zx) = (Apr, xo) + Y  i(Apk, pi)

i

I
o

a vyuzijeme vlastnosti sdruzenych vektora (tentokrate vsak k bylo pevné zvoleno jiz
v predpisu (3.31)) dostavame

(Apk, zr) = (Apk, o) ,
a po uprave
(Apg, xx — o) = 0.
S vyuzitim této znalosti lze upravit predpis (3.30)

oy = (Ape, T —w0) =0 (App, T — 20) — (Apx, T, — o) _ (Aps, T — %)
(Apk,pk) (Apk,Pk) (Apk,pk)

Navic 7 je Tesenim dané soustavy, tj. Az = b, odkud

oL — _ — eIk 3.32
: (Apk, pr) (Apr., pr) (Apk, pr) (3.52)

Porovnanim predpisi (3.28) a (3.32) lze usoudit, ze algoritmus pfimo generuje sou-
radnice vektoru Z —x¢ v bazi {po, . . ., pn_1} (viz (3.29)). Jelikoz téchto koeficientt je
n, algoritmus bude ukonéen maximalné po n krocich (dalsi koeficienty nelze nalézt
nebot neexistuji).

Navic pro libovolné zvolenou pocatecni aproximaci xq je rozdil £ — xy urcen jedno-
znacné a proto algoritmus konverguje k hledanému teSeni. O]

Poznamka 3.33. Vsechna tvrzeni, ktera jsme dosud pouzili pro diikaz konvergence
metody sdruzenych algoritmi jsou zalozeny na presné reprezentaci realnych cisel. Pti
pocitacové realizaci je vSak nutno pocitat s nepresnou aritmetikou. Pak navrzena
metoda algoritmus nebude ukoncena po n krocich a vypocetni postup bude muset
byt zastaven vhodnou ukoncovaci podminkou.

Gramuv-Schmidtiav A-ortogonalizacni proces

Smysl vyuziti sdruzenych vektori pro generovani novych aproximaci je nam znam.
Otézkou zustava, jak tyto vektory generovat.
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Prekvapivé se da k této tloze vyuzit postup dobfe znamy z Linearni algebry, tzv.
Gramiv-Schmidtiv ortogonalizacni proces (viz [0]).

Jako prvni A-ortogonalni vektor py budeme volit gradient v bodé x4. O tomto gradi-
entu vime, ze je nenulovy (pokud by byl nulovy, pak gy = Azog—b = 0 a to znamena,
ze xo je TeSeni a algoritmus je ukoncen).

Uvazujme k-tou iteraci. Nechf mame k dispozici mnozinu A-ortogonalnich vektort
{po, p1,---,pr} a tkolem je nalézt pyyq spliiujici podminku sdruzenosti (A-ortogo-
nality) ke stavajicim sdruzenym vektorium, tj.

Vi=0,1,....k: pl,;Api =0 (ekvivalentnd (Apyi1,p;) =0 ) .

Pak 1ze vektor pp.1 vyjadrit jako linedrni kombinaci

K
Pk+1 = Gkt1 — Br1,0P0 = Br1,1P1 — - - — Bt 1,kPk = Ght1 — (Z Bk+1,jpj> . (3.33)

=0

Dosazenim do podminky A-ortogonality

k k
0= (Apr+1,pi) = (A <gk+1 - Zﬁkﬂ,jpj) i) = (AGr+1,pi) — Zﬁkﬂ,j(z‘lpj,pi) :
j=0

J=0

Vyuzitim A-ortogonality stavajicich vektort p;,7 = 0,...,k, se rovnice zjednodusi
na tvar
0= (Agr+1,Pi) — Brr1,i(Api i) -

Odkud 1ze snadno ziskat predpis pro i-ty koeficient linearni kombinace

Brirs = (Agr+1, i) _ (Api; gr+1) . (3.34)
! (Api, pi) (Api, i)
Posledni tpravu jsme mohli provést diky symetrii skaldrniho soucinu
(tj. Yu,v € R™ : (u,v) = (v,u)). Toto vyjadreni je snazsi z divodu pozdéjsi imple-
mentace, protoze budeme nasobit matici A pouze jednou.
Zpétnym dosazenim do linedrni kombinace (3.33) ziskdme predpis pro vypocet pri1

k

Ap;,
DPrk+1 = Gk+1 — Z —( L gkﬂ)p]’ . (3.35)

ey (Apj, ps)

Tento predpis je vsak vypocetné i paméfové narocny, nebof je nutno uchovavat
v paméti vSechny predchozi sméry a pro vypocet sméru nového je nutno v sumaci
prochézet tyto sméry. Diky vlastnostem sdruzenosti, je vSak mozné situaci znacné
zjednodussit. Nejprve si vSak uvedme nasledujici pomocna tvrzeni.

Lemma 3.34. (o ortogonalite gradienti metody sdruzenych gradienti)

Necht {go, ..., gn-1} je mnozina gradienti v prislusnych bodech mnoziny aproximaci
{zo,...,xn_1}, které jsou zkonstruoviny predpisem (3.27).

Tato mnoZina je ortogondlni.
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Diikaz. Cilem dikazu je ukazat, ze dand mnozina je ortogonalni, tj.

. =0 proi#7,
VZ,jE{O,l,,n—l} (gzagj):{%o pI'OZ:]

Z rovnice (3.33)
i—1
bi = gi — Z @,zpz
1=0
plyne
i—1
9i = pi + Z Biapi - (3.36)
1=0
(gradient je linedrni kombinaci aktualniho a predchozich sdruzenych sméru.)

Déle 1ze také jednoduse upravit (viz predpis CG metody (3.27))

Tip1 = Tit ap;
Az = Az + oqpi)
Az, = Az + o Ap;
Axi—i—l —-b = Aﬂfl —b + OélApl

a jelikoz g; = Ax; — b, lze psét

gi+1 = gi + @i Ap; . (3.37)
Pro i = j dostavame (g;, g;) = |lg:||* > 0 (pfedpokldddme nenulova residua, v opac-
ném piipadé by byl algoritmus predcasné ukoncen).

Bez ijmy na obecnosti predpokladejme, ze ¢ > j (pripadné lze i, j zaménit, protoze

(9i>95) = (95, 9:))-
Déle indukei dokazme, ze

Vi,j=0,1,...,n—1,i>7: (gi,9;) =0. (3.38)

e Necht i =1, pak je-lii > j =0, tak j = 0.
Upravme dosazenim predpisu (3.37)

(9i,95) = (91,90) = (90 + a0 Apo, 90) = (9o, 90) + o (Apo, 90)

= (90:90) - %(Apmgo) =0,

coz plati diky volbé pg = go.
o Indukcni krok - dokazme implikaci V2,57 =0,1,...,n—1, 1 > j:

(9i,9;)) =0 = (9i+1,95) = 0. (3.39)
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Dosadime-li predpis (3.37) do (3.39), pak dostavame

kde jsme vyuzili indukéniho predpokladu (g;, g;) = 0. Jelikoz pravdépodobné o; #
# 0, je nutno ukdazat, ze pro i > j plati (Ap;, g;) = 0.
Vyuzijeme-li predpis (3.36) dostaneme diky A-ortogonalité vektoru p

Jj—1 Jj—1
(Api, g;) = <Api,pj + Z@',lﬂ) = (Api, pj) + Zﬁj,l (Api,p) =0 .

=0 1=0

m
Lemma 3.35. Necht je dina mnoZina gradienti {go, g1, - .., gk+1} @ mnozina sdru-
zengjch vektori {po, p1, ..., pr} 2konstruovand z mnoZiny gradienti A-ortogonalizac-
nim procesem (3.35).
Pak plati
| =0 proj<k,
(Apj>9k+1>—{ 7£O pI‘Oj:k’ )
Diikaz. Nejdiive si v§imnéme, ze predpis (3.37) lze jednoduse upravit na tvar
1
Apr = —(Gr1 — k) - (3.40)
Qg

Pak dosazenim predpisu (3.40) do levé strany dokazovaného tvrzeni ziskdme

1 1 1
(Apjagk—i-l) = (9k+1,APj) = (9k+1, —(9j+1 - 9j)> = —(9k+1,9j+1) - —(9k+1,9j) .
Q Qi Qi

P1i volbé j < k je diky ortogonalité gradientu (Véta 3.34) tento vyraz nulovy a na-
opak pri volbé j = k je tento vyraz roven

1
(Apj7gk+1) = &_k(9k+1>9k+1) .

Jelikoz predpokladdame nenulové gradienty, tak je posledni vyraz nenulovy. O]

Poznamka 3.36. Primym dusledkem predchozi véty 3.35 je

Broys = (Api, gr+1) _J = 0 proit<k,
ML (Aps, pi) #0 vproi=Fk.

Z toho vyplyva, Ze ze vSech koeficientl (y41; je nenulovy jediny koeficient

(Apr; grr1)
Bust 1= Brirp = 2 Ikt 3.41
k+1 kt1,k (Apr, pe) (3.41)
Vyuzitim predchozi véty lze predpis (3.35) zjednodusit na tvar
Apr,
Pr+1 = Gk+1 — Br+1Pk = Gry1 — M k (3.42)

(Apx, pr)
coz znamena, ze pri vypoctu nového -sdruzeného sméru vystacime pouze s jedinym
sdruzenym smérem z predchozi iterace.
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Algoritmus CG a jeho vlastnosti

Zhrneme-li vSechna predchozi pozorovani, miizeme sestavit algoritmus metody sdru-
zenych gradientti.

Algoritmus 7 METODA SDRUZENYCH GRADIENTU
Input: zy, A, b, pfesnost e > 0

1: go:= Axg—b

2: po = 9o

3 k=0

4: while ||g|| > €|/b]| do

5: ok == —(pr, gx)/ (AP, Pr.)

6: Tht1 1= T + kP

7 Jr+1 = AT — b

8: Brt+1 = (Apk, gr+1)/ (Apk, Pk)

N

P41 = gk+1 — Bret1Pk
10: k:=k+1
11: end while

Output: zy,

Lemma 3.37. (pomocné) Necht {xo,x1,za,...} jsou postupné aproximace genero-
vané metodou sdruengch gradienti, necht {go, g1, g2, ...} jsou gradienty v téchto
aprozimacich a {pg, p1,p2, ...} jsou prislusné sdruzené vektory.

Pak plati ndsledujici tvzeni

a) Vkz0: (Apr,pk) = (Apr, gk)
b) Vkz0: (Ape,gr) = (Agr, k) ,
c) Vi>j=20: (gi,p;)) = 0, (3.43)
e) Va,beR: ab £ i(a+0b)?.
Diikaz.  a) Pripomenme predpis (3.42)
Pr = 9k — PrPr-1 - (3.44)
Pak dosazenim a tpravou ziskame
(Apr,pk) = (Apr, & — Bepr—1)
(Apr, 9x) — Br(Apk; pr—1)

b) Dosadime-li rovnici (3.44) do levé strany dokazované nerovnosti, ziskdme

(Apr, gr) = (Agr, &) — Bre(Apr—1, gr) -
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Déle dostadime za (3 predpis (3.34). Ziskdme

Agipie_
(Apr, ge) = (Agkagk)_W(Apk—hgk)
. _ 9k Pk—1
= (Age, ) (Apk—1,pK-1) °

Zlomek, ktery odecitame je vsak vzdy nezaporny, protoze

Citatel: (Agr,pr-1)> 20 (druh& mocnina)
jmenovatel:  (Apyp_1,pr_1) = pt_Apr_1 =0 (A je pozitivné definitni) |
a tedy
(Agr, pr—1)?
Api, g) = (Ag, gi.) — ————— < (Agy,
(Ap, gr) = (Agr, gr) (Ape—1, pr_1) = (Agrk, gr)

Rekurentnim dosazovanim do ptedpisu (3.37) dostaneme

i—1

9i = gi—1 — Qi_1Pi—1 =+ = go + Z apApy . (3.45)
k=0

Dosadime-li tento predpis do levé strany dokazované rovnice, ziskame

i—1 i—1
(9:,p5) = (90 + Z%Apk,pj) = (90, pj) + Z%(Apk,pj) :
k=0 k=0

Dle ptedpokladu je i > j, tedy sc¢itance v sumé jsou vsechny nulové krom k = j
(dle Véty 3.35), takze

(9i5) = (90, 1) + ;(Ap;, p;) -
Néslednym dosazenim pfedpisu pro oy (viz (3.28)) dostaneme

(9i,15) = (90,15) — %(Apj%) = (90, p;) — (Pj» 95) -

Dosazenim predpisu (3.45) do posledniho vyrazu dostdvame

(9:,p5) = (90, pj) — ((2%90) - iak(Apk,Pj)>

k=0

a jelikoz py jsou A-ortogonalni, ziskame
(9%, 15) = (90, ;) — (90, p;) =0
Do levé stany dokazovaného tvrzeni dosadme predpis (3.44), ziskdme

(9k> Pr) = (9rs 9 — Brr—1) = (9k> 9x) — Br(gr, Pr—1) -

Uzitim pomocného tvrzeni (3.43) ¢) ziskdme

(9 o) = (9ks 9k) -
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e) Staci upravit danou nerovnici

ab < i(a+0b)?
dab < (a+0b)?
4ab < a®+ 2ab + b2
0 < a%®—2ab+01?
0 = (a —b)?,

coz plati pro libovolnou volbu a, b € R.

Lemma 3.38. V algoritmu metody sdruzenych gradienti mizZeme nahradit

llgx|? (=
A = 5 Bk - -
P Apr, * | g ||?

Diikaz. Upravme primo dané koeficienty

e Puvodni predpis pro ay (3.28) lze upravit vyuzim pomocného Lemma 3.37 d)

o (Pk> 9k) o (9ks 9k) _ HngZ
ap — — = — = —

(Api, pr) (Apk, pr) (Apr, p)

e Budeme vychdazet z predpisu (3.41)

(Apk:7 9k+1)

Prvr = (Apr, pr)

a postupné jej budeme upravovat. Nejdiive vyuZzijeme pomocné tvrzeni (3.43) a)
a nasledné dosadime rovnici (3.40) a upravime

(Apr, gr41) (i(gkﬂ — k) Gr+1) (Gr+1, 9r+1) — (G, Grt1)

(Apr, ) (a—lk(gkﬂ—gk),gk) (915 98) — (98 91)

déle pak pomoci tvrzeni (3.38) lze zjednodusit na tvar

(9k+1: Ge+1) = (s Grt) _ _(9k+1,9k+1) _ | gr+1]
(9k+1, 9k) — (9 9k) (9rs i) 1gk[?
m
Poznamka 3.39. 1. Pro feseni x soustavy Ax = b plati

ZZ‘GICTL = <p07"'7pn—1> ;
= <gﬂ7 s 7gn—l> )
= <907 A907 cee 7An_190> )

kde (v, ..., v,—1) znad¢i linedrni obal mnoziny vektoru {vy,...v,—1}, viz [2].

Prostory KC,, nazyvame Krylovovy prostory.
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2. Metoda sdruzenych gradienttt musi v presné aritmetice nalézt feseni po n kro-
cich. Muze vsak nastat situace, ze reSeni

€ (go, Ago, - .., A" o) .
Pak bude g,,_1 = 0 a TfeSeni je nalezeno po m krocich.

3. Na metodu sdruzenych gradienti muzeme taktéz pohlizet jako na iteracni
metodu. Hledani feseni ukonc¢ime po splnéni urc¢ité presnosti (viz algoritmus).

Lemma 3.40. Pro chyby dvou po sobé jdoucich iteraci metody sdruZenyjch gradienti

plati
k(A)—1
k(A)+1

Diikaz. Podobné jako u metody nejvétsiho spadu plati

(Aejsr, eper) < ( )2 (Aey, er) - (3.46)

(Aegrr 1) _ (g1, pr)” (3.47)

(Aey, ex) N (Apk, pr)-(Aeg, ex) '

K tomuto predpisu lze dojit stejnym zpusobem jako v dikazu véty 3.26.
Uvazujme zlomek na pravé strané rovnice (3.47). Dle pomocného tvrzeni 3.37 d)
a rovnosti (3.21) (ktera plati i pro sdruzené gradienty) lze psét

(gk, pr)? B (9k, g)? (9K, gx)?

(Apk, pi)-(Aeg,er)  (Apr,pr)-(Aer,er)  (Apw, pi)-(A™ gk, 9k)

a dle nerovnosti 3.37 b) plati

2 2
(Apk,pk)-(A gkygk) (Agkygk)-<A gkagk)

Jelikoz matice soustavy A je symetricka a pozitivné definitni, existuji jeji linearné
nezavislé a ortonormalni vlastni vektory uq, ... u,. Protoze jich je pravé n, tak tvori
bazi vektorového prostoru R™ a kazdy prvek tohto prostoru lze vyjadrit jako linedrni
kombinaci téchto vektoru. Tedy i pro vektor g, existuji jednoznacéné souradnice
&1y, & € R v bazi U = {uy, ..., u,} takové, Ze

=1

Dosazenim do pravé strany nerovnice (3.48)

(gr gr.)* _ <i1 522)2 (3.49)

(Agr, 9x)-(A~ gk, gr.) (i )\52) (i ig?)
=) \&E M
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kde A; > 0 jsou vlastni ¢isla pozitivné definitni matice A (pfipomenme Au; = A\;u;,
navic w; jsou ortonormalni).

Nasim tkolem bude tento zlomek dale odhadnout.

Uvazujme nyni jmenovatel na pravé strané nerovnice (3.49). Pro konkrétni \; ze
spektra matice A, tj.

/\i € U(A) = {)‘la R /\n} C <)\min7 /\max> y

se jedna o polynom tvaru

1
a konstanty A;, B;, C; jsou tvofeny kombinaci koeficienttt €2, ..., &2 a zbyvajicich

vlastnich ¢isel (prvky mnoziny o(A)\{\;}). Tato funkce vSak nem4 lokalni maximum
pro kladnéa A;, nebof druhd derivace funkce ¥;, definované jako

1

je kladna
V(N = A — Bl-ﬁ
/(\) = 2By
A>0 = U/(\)>0.

Maximum tedy nastava v krajnich bodech spektra, tedy v Apin nebo v Apax.

Lze tedy tvrdit, ze pro libovolné \; € A(A) a polynom tvaru (3.50) plati

. 1 “ 1
3N € {Amins Amax } + Aiki + Bi)\_ +C; S A\ + Bz’:\_ +C; .

Nahradime-li vhodné! vsechna vlastni ¢isla nejmensim nebo nejvétsim vlastnim &fs-

lem, ziskdme horni odhady vSech polynomu tvaru (3.50).

Pak pro jmenovatel na pravé strané nerovnice (3.49) plati

(Soe) (She)=(Die) (Sie) . om

Y G=5+5%,
=1

A

Rozdélme

kde
e 51 je soucet druhych mocnin koeficientu &; prislusnych k 5\2 = A\nin

e S5 je soucet druhych mocnin koeficienti &; prislusnych k i = Ao

!Toto nahrazeni nebudeme prakticky realizovat - pro nés je diilezité pouze to, ze existuje.
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Po tomto oznaceni lze upravit pravou stranu nerovnice (3.51) a pokud vyuzijeme
sikovnou upravu na Ctverec, lze jednoduse ziskat

<Z§:1 S‘Z&Q) : (Zzn:l )%&2) = (S1A\min + S2Amax) ( 514 S )

)\nnn AInax

= 5P SF+ Sy (Gu 4 Jun)

AInax

= (S1+82)%+ 515 (\/%_\/QI)2

Vyuzijeme-li navic pomocné tvrzeni 3.37 e), lze dale odhadnout

(Sl _"_ SZ) _'_ Sls2 ( max \/ 1’1’111’1) Sl _'_ SQ - (\/ max \/ m1n>

Dosazenim odvozenych odhadt do pivodni rovnice (3.47) a upravou ziskdme
(A, en) 1 (R(A) = 1)
Aeper) =03 =
’ L (V/RCA) + /()T

Tedy skutecné pro chyby dvou po sobé jdoucich iteraci metody sdruzenych gradientii
plati

(Aeps1, ep41) S (%)2 (Aeg, ex) -

]

Poznamka 3.41. Casto se nerovnost (3.46) udava s energetickou normou, viz Po-
znamka 3.27.

3.3.3 Predpodminéni

7, predchozich kapitol jasné vyplyva, ze konvergence gradientnich metod zavisi na
¢isle podminénosti matice soustavy. Cim mensi je ¢slo podminénosti, tim rychleji
metoda konverguje k predem zadané chybé. Pokud chceme zajistit rychlou konver-
genci gradientnich metod, musime se pokusit nahradit ptivodni soustavu linearnich
rovnic Az = b jinou ekvivalentni soustavou, jejiz ¢islo podminénosti bude nizsi.
Proces nahrazeni soustavy Az = b ekvivalentn{ soustavou Az = b, kde &islo podmi-
nénosti nové matice soustavy A je mensi nez ¢slo podminénosti matice A, nazyvame
predpodminéni.

Zvolime-li regularni matici C, ktera je ,blizkd“ matici A v tom smyslu, ze C~1A
ma cislo podminénosti idealné blizké 1, pak tzv. predpodminénou soustavu ziskame
prenasobenim obou stran ptivodni soustavy matici C.

Az = b
C'Ax = C™'
Ar = b, A¥c145% 0.
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Vysledné matice pfedpodminéné soustavy A := C~'A vSak nemusi byt symetricks
a ani positivné definitni. V takovém pripadé by néslo na predpodminenou soustavu
pouzit gradientnich metod.

Abychom se této situaci vyhli, volime za matici pfedpodminéni matici ve tvaru
C := CY2CT/? | ktera je symetrickd a positivné definitni.
Pak ptvodni soustavu Az = b piendsobime zleva C~1/2
vektoru feseni & = C7/%x.

Timto dostavame novou predpodminénou soustavu

a provedeme transformaci

Az =b,

kde
A:=C72ACTT? | 5=C"Pr . bi=C"V%,

Pro metodu sdruzenych gradient pak plati

~ _ —1/2
g = C / 9k
_ —1/2~
sp = C / Ik
Vg = C_l/gﬁk
B __ _(Aspve_)
k—1 (Avg_1,v6—1)
vy = Sk + Pr—1
1
dk — _ (gk,ﬁk) [ (C*l/ng’szk) J— (gkvvk)
(A, v,) (C’f%ACf%C%vk,C%vk) (Avg,vx)
Tpe1 = Tp + QpUg

Je tedy vidét, Ze se algoritmus lisi pouze ve vypoctu fr_1 a konstrukce vy.
Je nutné vypocitat vektor sy ze soustavy Cs, = ri. Proto je taktéz nutné, aby tato
soustava byla snadno Tesitelna.

Algoritmus 8 METODA SDRUZENYCH GRADIENTU S PREDPODMINENIM
Input: zy, A4, b, C, pfesnost € > 0

1: go := Axg — b

2: 80 := 07190

3: po = So

4: while ||g|| > €[/b]| do

5: ay = —(sk, gr)/ (Apk, Pr.)

6: Tyl := Tk + QP

7: Jr+1 =g + aipApyg

8: Sk+1 ‘= Cilgkukl

9: Br+1 = (Sk+1, 9r+1)/ (8K, 9k)
10: Pht1 = Sk+1 + Brer1Dk

11: k:=k+1
12: end while

Output: zy,
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Jacobiho diagonalni predpodminéni

Jednou z nejjednodussich metod predpodminéni je pouziti diagonaly matice A.
Matice predpodminéni pak ma tvar

C = diag (A)
CY?2 = (C77? = diag (A)Y? = diag (\/ag) .
Tento typ predpodminéni neni prilis robustni a nejvétsiho efektu dosahne u soustav,

kde v matici soustavy A vyrazné dominuji diagonalni prvky, tj. jsou vyrazné vétsi
nez prvky mimodiagondlni.

Symmetric successive over-relaxation method (SSOR)

Vyznamnéjsiho efektu predpodminéni u obecnéjsich typt matic je mozné dosdhnout
vyuzitim tzv. SSOR metody.
Matice predpodminéni se konstruuje néasledujicim zptsobem

A D+L+ LT
Co = F5ED+DED)ED+ DT, 0<w<2

2—w

i = \[EED+DED) .

Velmi efektivni implementace této metody je vyuziti tzv. Eisenstatova triku. Vy-
pocetni naroc¢nost metody predpodminénych gradientu se pak prakticky nezvysuje
oproti pouziti standartni metody sdruzenych gradientii.

Netplna Choleského faktorizace

Nejrobustnéjsim typem predpodminéni, se kterym se seznamime je tzv. neuplnd
Choleského faktorizace. Jak je patrné z jejitho nazvu, vychéazi z Choleského rozkladu,
se kterym jste se seznamili v pfedmétu Linearni algebra [2].

Nejprve si tedy zopakujme co se rozumi pod pojmem Choleského rozklad.

Véta 3.42. (Choleského rozklad)

Necht A € R™" je symetrickd positivné definitni matice. Pak existuje jednoznacné
dand dolni trojuhelnikovd matice L € R™™ s kladnymi diagondlnimi proky takovd,
ze

A=LL". (3.52)

Diikaz. Viz [19)]. O

Myslenka netplné Choleského faktorizace spoéivé v nalezeni matice L, kterd je
blizka matici L. Pak matice predpodminéni pomoci netiplné Choleského faktorizace
ma tvar

C=LL", CV=1L.
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O¢ividné ¢m vice se bude matice L blizit matici L z plného Choleského rozkladu,
tim bliZe bude matice A k jednotkové matici, kterd ma ¢islo podminénosti 1.
Specidlné pokud bychom vzali L = L, dostavame idedln{ pfedpodminéni. Je vSak
jasné, ze pouzitim metody predpodminénych sdruzenych gradientt bychom pak ne-
mohli prekonat co do vypocetni narocnosti Cholekého rozklad. Takovy typ predpod-
minéni by proto nedaval smysl.

Vratme se tedy ke konstrukei matice L. V principu existuji 2 zékladni p¥istupy k se-
staveni této matice. V obou pripadech je konstrukce zaloZena na sestavovani matice
L jako v pripadé standardniho Choleského rozkladu (viz [2] a [1]), s tim, ze nékteré
prvky matice L nebudeme do vysledného faktoru zapisovat. Podivejme se tedy na
tyto dva pristupy.

1. Neuplny rozklad podle vzorku
Pokud je néktery prvek [A]; ; nulovy, polozime odpovidajici [L]; ; automaticky
roven nule. Pocet operaci nutnych k vypoctu je pak mnohem mensi. Tento
postup je obvzlasté efektivni, pokud ptivodni matice soustavy A je ridka, pak
ziejmé i matice pfedpodminéni C' = LLT bude ¥dk4. Pii tomto zjednoduseni
vsak neni zaruceno, ze matice C' bude positivné definitni. Toto lze vSak napra-
vit prendsobenim diagonalnich prvka matice A vhodnou konstantou w > 1.

2. Neduplny rozklad podle hodnoty

Vypocteny novy prvek [E]” zanedbavame, tj. polozime roven nule, pokud je
relativné mensf nez diagonalni prvek matice A, tj. |L; ;| < €|A;,]. Tento spii-
sob zarucCuje positivni definitnost vysledné matice predpodminéni, nicméné
tato matice mize mit vice nenulovych prvka nez ptuvodni matice. Je zrejmé,
ze pro volbu € = oo dostavame tplnou Choleského faktorizaci. Volbou vétsiho
e muzeme dosdhnout lepsiho efektu predpodminéni a tim i mensiho poctu ite-
raci metodou sdruzenych gradientti. Toto je vSak vyvazenou vétsi vypocetni
narocnosti sestaveni matice predpodminéni a nasledného vypoctu predpodmi-
néného gradientu s, v kazdém kroce metody PCG. Vyslednd efektivita tak
nemusi byt zfejma a lisi se pripad od pripadu.
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Algoritmus 9 NEUPLNA CHOLESKEHO FAKTORIZACE
Input: A, pfesnost e > 0

1: n := velikost A
2: forj=1,...,ndo

j—1
3: v = 83»4 — kgl[L]j’ksﬁ
. _ 1
4: s = \/WU
5: fori=j,...,ndo
6: if |s;| < €A, ;| then
7: i’j,i =0
8: else
9: .Z/jﬂ' = S;
10: end if
11: end for
12: end for
Output: L

Vice o predpodmiriovacich technikédch lze nalézt naptiklad v [18], ptipadné [22].

@ Priklad 3.43. Porovnejte rychlosti numerickych fesi¢ti soustav linedrnich rovnic
uvedenych v této kapitole na testovaci soustaveé

Ar =10,
kde

A = fivediag (—1,-1,4,—1,-1) e R™", b=| : | eR"

a volte riiznou dimenzi tlohy n.

Resend. Pro pozadovanou piesnost € = 107% ziskame nésledujici pocty iteraci pro
jednotlivé metody A
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Obr. 3.11: Pocet iteraci algoritmii pro feseni soustavy linedrnich rovnic pro riznou
dimenzi tlohy.
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Kapitola 4

Vypocet vlastnich cisel a vektori
matic

Pruvodce studiem

Dalsi velmi vyznamnou skupinou tloh linearni algebry je problém hledani viastnich Cisel
a vlastnich vektorii. Jejich fyzikalni interpretace spociva v popisu vinéni Ci vibraci, na-
chazeji vsak uplatnéni i vice teoretické pfi déleni grafii apod. Nejvétsi a nejmensi viastni
Cislo jsme potrebovali i v predchozi kapitole pro vypocet Cisla podminénosti.

V této kapitole se proto seznamime se zakladnimi metodami reseni téchto tloh. Nejprve
se budeme zabyvat tzv. casteCnym problémem vlastnich Cisel, kdy budeme hledat jen
nékolik vlastnich Cisel a na zaver si ukaZeme i reseni dplného problému, kdy vystupem
numerickych metod bude celé spektrum matice.

4.1 Vypocet charakteristického polynomu

Nejprve si zopakujme pojmy vlastnich cisel a vlastnich vektort.

Definice 4.1. Nechf A € R™" je matice.
Jestlize existuje nenulovy vektor e € C" a skalar A € C tak, ze

Ae = De,

pak se A\ nazyva vlastni c¢islo matice A, e se nazyva vlastni vektor prislusny k A
a (A, e) se nazyva vlastni dvojice matice A.
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Definice 4.2. Pod pojmem charakteristicky polynom matice A rozumime polynom
p(A) :=det(A — ) (4.1)

a pojmem charakteristickd rovnice matice A rozumime rovnici

p(A) =0 (4.2)

Analyticky postup pro nalezeni vlastnich ¢isel matice spociva v sestaveni cha-
rakteristického polynomu (4.2) a nasledné nalezeni jeho kofent, tj. feseni charakte-
ristické rovnice (4.2) (viz napft. [0]).

Priklad 4.3. Naleznéte vlastni ¢isla matice

4 -2
()
Resend. Nejdiive sestavime charakteristicky polynom dosazenim do piedpisu (4.2)

4—-X =2

p()\):det(A—)\I):‘ 1 9

':(4—)\)(2—)\)—(—2).1:)\2—6>\+10

a vlastni ¢isla jsou koreny tohto charakteristického polynomu, tj. jsou fesenim rov-
nice
A —6A+10=0.
Vyuzitim napt. diskriminantu ziskdme hodnoty A\ =3 + 14, Ay = 3 — 4. A
Ctenéf si jisté v&iml zakladniho nedostatku vyse uvedeného postupu. Problém
necini hledéni kofrenti charakteristického polynomu (lze pouzit naptiklad néktery z al-
goritmu z kapitoly 2), ale sestaveni samotného charakteristického polynomu pomoci

symbolického vypoctu deteminantu. Pro matici fddu n je nutno provést (n — 1)n!
soucinti, coz pro matice vyssich radu je prakticky nemozné.

4.1.1 Gersgorinova véta

Nejjednodussi postup, jak lokalizovat spektrum matice se skryva v nasledujici vété.

Lemma 4.4. (Gersgorinova)
Vsechny vlastni ¢isla matice A € R™ lezi ve sjednocent kruhi

S::SIUSQU...USH7
kde

n

SZ:{Z€C|Z—CLM|§ Z |aij|}, 1=1...n.

=157
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Priklad 4.5. Necht je dana matice

10 1 1 2

1 5 1 0
A= 11 -5 0

2 0 0 -10

Lokalizujte spektrum této matice pomoci Gersgorinovy véty.

Resend. Prostym dosazenim do predpisu ve vété (4.4) ziskdme predpisy pro jednot-
livé kruhy

S = {z€C:|z-10/=1+1+2=4}
Se == {z€C:|z—-5|=14+1+0=2}
Sy = {2ze€C:|z+5/=1+14+0=2}
Sy = {2z€C:|2+10/224+04+0=2}
a vysledek 1ze zakreslit do Gaussovy roviny, viz Obréazek 4.1.
Spektrum zadané matice lezi ve sjednoceni téhto kruh. A
i.Im 4

S S S
///./ LLL00 0000

Obr. 4.1: Priklad 4.5, lokalizace spektra pomoci Gersgorinovy véty.

Poznamka 4.6. O vlastnich ¢islech realné symetrické matice vime, ze jsou realna
(viz [2]). V takovém pripadé se Gersgorinovy kruhy redukuji na intervaly realnych
c¢isel a spektrum matice pak lezi ve sjednoceni téchto intervali.

4.1.2 Krylovova metoda

V tvodu kapitoly jsme se zminili, Ze jednim z moznych postupt vypoctu vlastnich
¢isel matice je feseni charakteristické rovnice. Vypocet charakteristického polynomu
pomoci determinantu je vsak netrividlni iloha. Ukazme si nyni, jak charakteristicky
polynom nalézt mnohem efektivnéji.
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Za timto ucelem uvazujme charakteristicky polynom matice A ve tvaru
n—1
p(A) == A"+ > T biX, (4.3)
=0

kde A je libovolné vlastni ¢islo matice A.

Obecné samoziejmé nemusi byt zaruceno, ze charakteristicky polynom ma koefi-
cient u nejvyssi mocniny roven 1, nicméné na teSeni charakteristické rovnice toto
zjednoduseni nema vliv, nebot celou rovnici mizeme vydeélit nenulovym koeficien-
tem u nejvyssi mocniny.

Metoda vypoctu charakteristického polynomu je zalozena na nasledujici véte.

Véta 4.7. (Cayley-Hamilton)
Necht p(N) je charakteristicky polynom matice A.
Pak

p(A)=0 .

Diikaz. Viz [2]. O

Dosadme do predpisu charakteristického polynomu (4.3) misto vlastniho ¢isla
matice matici A, tj.

n—1
plA) = A" +) A"
=0

Pak dle Véty (4.7) plati p(A) = O.
Prenasobime-li tuto soustavu libovolnym y € R™ zprava, ziskame

n—1
Ay + Z bAly = o
i=0
a po drobné uprave
n—1
D bhAy=-A"y.
i=0

Predchozi rovnici lze zapsat v maticové formée

kde

b= (bo,bl, .. ,bnfl)T .

Podarilo se nam nalézt postup, kterym lze ziskat koeficienty charakteristického
polynomu bez nutnosti symbolického vypoctu determinantu jako feseni soustavy
linedrnich rovnic (4.4).
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Algoritmus 10 KRYLOVOVA METODA
Input: A

1: n := velikost A
2: y := libovolny jednotkovy vektor dimenze n
3: forj=1,...,ndo
4: sf= ATy
5: end for

6: b=—A"y

7: bje feSenim soustavy Ab = b

Output: by, ..., b,

Poznamka 4.8. Pro velké matice je vsak sestaveni matice soustavy pomérné na-
rocné, nebot obsahuje n nasobeni matice a vektoru.

Priklad 4.9. Sestavte charakteristicky polynom matice

01 1 2
1 5 1 0
A:11—5o
2 0 0 -—10

pomoci Krylovovy metody.

Resend. Nejdiive zvolime libovolny vektor y € R”. Jisté kazdého napadne, Ze nulovy
vektor neni pravé vhodnou volbou, jelikoz soustava (4.4) by méla nulovou matici sou-
stavy a nulovy vektor pravych stran. Takové rovnici pak vyhovuje libovolné b € R".
Volme tedy

y=1[1,0,0,0]" .

Sestavme soustavu (4.4). Pro jednotlivé sloupce matice A a vektor p plati

st = A% =9y=(1,0,0,0)"

sd = Aly= Asd =(10,1,1,2)7
sf = A’y= As) = (106,16,6,0)"
sy = Aly= Asg = (1082,192,92,212)"
P — Aty = —Asg = (—11528, —2134, —814, —44)T .

Hledana soustava ma tvar

1 10 106 1028 —11528
0 1 16 192 b— —2134
0 1 6 92 —814
0 2 0 212 —44
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a jejim Tesenim (analyticky nebo 1épe vyuzitim libovolné metody z Kapitoly 3) je
b= (2684, —22, —132,0)" .
Dosazenim hodnot do predpisu (4.3) ziskdme charakteristicky polynom v tvaru
p(A) = A* — 132)0% — 22\ + 2684 .
A

4.1.3 Vypocet charakteristického polynomu tridiagonalni ma-Jj
tice
V kapitolach (4.3.2) a (4.3.3) si predstavime numerické metody pro prevod redlnych

symetrickych matic na tiidiagonalni matice. Je tedy dilezité si ukazat, jak je mozné
efektivné sestavit charakteristicky polynom tridiagondlnich matic.

Definice 4.10. Pojmem tridiagondlni matice rozumime matici v tvaru

aq b1 0 0 0 Ce 0

¢ ay by 0 0 ce 0

0 Co as b3 0 c. 0

Tn = . . . . . ,

0 ... 0 Cp—3 Qap—2 bn,Q 0

0o ... 0 0 Cpn—2 Adp—1 bnfl

0O ... 0 0 0 Ch—1 G
kdeai,bj,cjeR,izl,...,m,jzl,...,n—l.

Lemma 4.11. Necht je dana tridiagondlni matice T,,.
Pak pro charakteristicky polynom matice T, plati

pn<)\) = (CLn - )‘)pnfl(A> - bnflcnflpnf2(>\) )
kde p,_1 a p,_s jsou charakteristické polynomy matic T,,_1 a T,,_5 a
po(N) =1, p(A)=a1—X\.

Diikaz. Plyne z rozvoje determinantu podle sloupce a z definice charakteristického

polynomu. [
Priklad 4.12. Urcete charakteristicky polynom matice @
1 -3 0 O
4 2 =2 0
A= 0 5 3 -1
0O 0 0 2
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Reseni. Postupné uréime dle Véty 4.11 potiebné polynomy

) = 1
pl(/\) = a1—1:1—/\
(A) = (a5 = Nps(\) = breapi(V) = (3= A)(A2 = 38X + 14) + 10.(1 = ))
= =A%+ 6A% — 33\ + 52
pa(A) = (as = A)p3(A) — bicipa(N)
= (3= A\)(=A3 4 6A2 — 33\ +52) + 0.(\2 — 3\ + 14)
=M — 8\3 + 4502 — 118\ + 104 .

Tedy charakteristicky polynom dané matice ma tvar
p(A) = X' — 8\ 4 45)2 — 118\ + 104 .
A

Poznadmka 4.13. Numericky vypocet koeficienti p,(A\) vSak bohuzel neumoznuje
symbolickou manipulaci s proménnou A. Nicméné polynomy lze nahradit aritmetic-
kymi vektory, jejichz slozky reprezentuji koeficienty u mocnin \.

Ozna¢me koeficienty v polynomu p,()\) jako vektor p, € R"! (dany polynom je
n-tého stupné, proto bude mit n + 1 koeficienti1). Tedy polynom ve tvaru

Pa(A) = 20A° + 1A - AT
bude mit ptislusny vektor koeficientii

Pn= (Y0, 71, Tn) -

Zbyva odvodit rekurentni predpis ve Vété 4.11 pro vektory koeficientii.
Necht

Do = (ap,0q,...,05_2)
Pn-1 = (ﬁo,ﬁh e ,5n—1) )
pak
P = (V0,715 ) 5
kde
Yo = anBo— bp_1cn-1000
Vi =apfi — by 110y, 1=1,....n—2
Yn—1 = anﬁn—l + Bn—Q
Tn = _Bn—l .

4.2 Vypocet dominantniho vlastniho cisla

V nésledujicim textu se zamérime na metody Tesici ¢astecny problém vlastnich ¢i-
sel. Zejména si predstavime metody, které nam umozni vypocitat tzv. dominantni
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vlastni ¢islo. Pripadné dalsi vlastni ¢isla budeme schopni dopocist pomoci mati-
cové redukce ¢i posunem spektra. Nejprve si vSak zavedeme pojem dominantniho
vlastniho ¢isla.

Definice 4.14. Necht je ddna matice A a vlastni ¢isla splnujici nerovnost
Al > [Ae] = .. 2 A

a necht x1,zo, x3,... 2, € R" jsou odpovidajici linedrné nezavislé vlastni vektory.
Pak dominantnim vlastnim cislem rozumime vlastni ¢islo A;.

V nésledujicim vykladu se zamérime na mocninnou metodu, kterd dokaze nalézt
dominantni vlastni ¢islo.

4.2.1 Mocninna metoda

Predpokladejme, ze
(A > [Ae] Z 3] 2 .00 2 A

jsou vlastni ¢isla matice A ¥ddu n, a necht U = {xq,...,2,} je mnoZina jim od-
povidajicich linedrné nezavislych vektori. Pak mnozina U tvori bazi vektorového
prostoru R" a libovolny vektor vy € R™ lze vyjadrit jako linearni kombinaci prvki
mnoziny U, tj. existuji redlné konstanty a;, ... a, takové, ze

Vg = a1 + 0+ ap, (4.5)
Definujme posloupnost {v;}, vx € R™ takovou, ze

e v je libovolné takové, ze (vg, z1) # 0

e v, vypocteme predpisem

Dosazenim linedrni kombinace (4.5) do predpisu (4.6) ziskdme
n n n
— — Ak, _ k.. _ k
v, = Avi_1 = A%y = Ay, T, = ;A% = QG T
i=1 i=1 i=1

Tento predpis se nam hodi v dikazu Véty 4.16.

Definice 4.15. (Schwarzova konstanta)
Necht y € R™ takové, ze (y,x1) # 0, kde x; je vlastni vektor odpovidajici domi-
nantnimu vlastnimu ¢islu.
Cislo
o = (y,vr) = (y, A%vp)

nazyvame Schwarzovou konstantou.
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Lemma 4.16. Podil Schwarzovych konstant

(y, A" uy)
(ya AkUO)

Ok+1
Ok

konverguje k dominantnimu vlastnimu cislu Ay, tj.

Diikaz. Upravme

. Ok+1
lim =

k—oo Uk

AL

> ai)‘f“(ya ;) O‘l/\li_%(ya 1)+ ). @z')\ii—ﬁf(y, ;)

1
k+1 -
o1 (Y, A ) =l A i=2
- k - n 1 T n
Ok Ak NG Ak Ak
(v ) YN (y,z;) A alﬁ(l/, 1)+ aig(% ;)
=1 =2
a jelikoz
k
. Ai . AF
lim | —) = lim =0,
k—oo )\1 k—o0 )\1
dostavame
. (y7 Ak+lUO) . al)\l (ya xl)
hm—k: lim ———————= =)\ .
k=oo (y, AFvg)  k=oo ay(y, 1)
]

Algoritmus 11 MOCNINNA METODA
Input: vg, y, pfesnost € > 0

1: vV = A’UO

2: A= (y,v1)/(y, o)

3: k=1

4: while HA?)k — Al,kka >edo

5: Vg1 = Avg

6: Akt o= (Y, vrs1)/ (5 vr)

7: k=k+1

8: end while

Output: A\ 1, vy

Poznamka 4.17. V pribéhu algoritmu miize nastat, ze slozky vlastniho vektoru

budou velmi rychle riist.

Toto je diisledek toho, ze vy, = AFvy a s vysokymi moc-

ninami se budou slozky velmi zvétsovat. To ma ovSem za nasledek velké chyby
v pocitacové aritmetice. Proto je nutné pouzit normalizaci vlastnich vektort.
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Algoritmus 12 NORMOVANA MOCNINNA METODA
Input: vg, pfesnost ¢ > 0
1: yo := vo/[vo|
2: vy := Ayo
3y o= vi/|[on]
4: )\1,1 = ||’U1H
5 k:=1
6: while HAyk — Al,kyk” > edo
7 V41 = Ayk
8: Ykt = V1 / ||V
9: Akt o= [Vt |
10: k:=k+1

11: end while

Output: Ay, yr

Priklad 4.18. Otestujte algoritmus normované mocinné metody na matici

1 2 3 4

def 0 2 1 -1
A= -2 0 3 5
4 -1 0 2

Naleznéte touto metodou dominantn{ vlastni &fslo s pfesnosti e = 1072,

Reseni. Jako pocateéni vektor volme vy = (1,0,0,0)7. Pak velikost dominantniho
vlastniho ¢isla A\; v prubéhu iteraci je znazornén na Obrazku 4.2. Algoritmus je
ukoncen po 12-ti iteracich, dominantnim vlastnim ¢islem s pozadovanou presnosti
je

A1 = 6.5445 .

A

Pro symetrické matice po¢itdme misto podili Schwarzovych konstant tzv. Ray-
leighovy podily:
Vg, U . (vg,v
r(or) def (Vk k+1)’ 1 (Vk, Ukg1) “
(Uk, Uk) k—o00 (Uk, Uk)
Pokud vsak uvazujeme pouze symetrické positivné definitni matice A, pak jsou
vSechna vlastni ¢isla kladna realna, tedy je lze usporadat

Kromé konvergence k nejvétsimu vlastnimu ¢islu maji Rayleighovy podily mnohem
silnéjsi vlastnost.
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6.5

45 1 1 1 1 1 J

Obr. 4.2: Priklad 4.18 - numericky test algoritmu normované mocninné metody.

Lemma 4.19. Necht A € R™" je symetrickd positivné definitni redlnd matice s vlast-
nimi cisly (4.7). Pak pro libovolné v € R™ plati

Mvto < ofAv < ' . (4.8)

Dukaz. Oznaéme

A=UANUT

jako spektralni rozklad matice A (kde U € R" je ortogonalni matice vlastnich vek-
tori a A € R” je diagonélni matice s vlastnimi ¢isly na diagondle).
Pak upravou ziskame

vl Av = vTUAU v = (UT0) " AU )
ozna¢me y = UTv, pak
(UT0)"AUT) =y Ay =D Nilyl?
i—1

Oc¢ividné vsak

)\lyTy = AI'UTU 3

]
&
=
A

MyTy = \ovTv .

=1
>
S

v
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Poznamka 4.20. Uvazujme-li v # 0, pak rovnici (4.8) lze upravit

T
UAU<

vy

a ziskat tak odhad pro Rayleighovy podily.

4.2.2 Posun a redukce spektra

Mocninnéd metoda slouzi pouze k vypoctu dominantniho vlastniho ¢isla. Pokud
bychom chtéli vypodist i jina vlastni ¢isla, museli bychom vyuzit nékterych ma-
ticovych operaci, které upravuji spektrum pozadovanym zptsobem.

Podivejme se na nékteré z nich.

Lemma 4.21. (Posun spektra)
Necht X je vlastni c¢islo matice A a v odpovidajici vliastni vektor. Pak matice

A—ql, geR
ma vlastni cislo A — q a stejny vlastni vektor v.

Diikaz.
(A—qgllv=Av—qu=X v —qu=(A—q)v

]

Poznamka 4.22. Vyse uvedené véty se da vyuzit naptiklad na zjisténi nejmensiho
vlastniho ¢isla mocninnou metodou. Je-li

Al > [Ae] 20 2 M| > A
Pak A — \;I ma vlastni ¢isla
0, — A,y 1 — AL A — Ay
pricemz bude platit
A — A1 > [ Ac1 = A > > A=\ >0

Pouzijeme-li tedy mocninnou metodu na takto upravenou matici, dostaneme domi-
nantni vlastni ¢éislo A := \,, — A\; a odtud

A=A+ ).

Lemma 4.23. (Maticovd redukce)
Necht X\, v jsou vlastni cislo a vlastni vektor matice A. Necht w je levy vlastni vektor
A . ATw = \w, a necht (v,w) = 1.

Pak matice

W def A —  ow?’

ma misto vlastniho cisla X\ nulu a vsechny ostatni vlastni cisla stejnd.
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Dikaz.
Wo=Av— wwlv=Av— v =0

Oznac¢me p, x jako ostatni vlastni ¢isla a vlastni vektory. Pak
Wz = Az — ww'z = Az = ux
[

Poznamka 4.24. Maticové redukce se da vyuzit k vypoctu druhého dominantniho
cisla.
Je-1i

Dl > ol 2 sl 22 Al

miizeme vypocist pomoci mocninné metody A; a jemu odpovidajici vlastni vektor
v1 i levy vlastni vektor %, aplikaci mocninné metody na matici A”. Normovanim

w1

(v1,101)

wy = )

pak splnime podminku (vy,w;) = 1. Pouzitim maticové redukce W = A — )xlvlwf
muzeme mocninou metodou spocitat vlastni ¢islo A\; a jemu odpovidajici vlastni
vektor, nebof ptivodni dominantni vlastni ¢islo A se maticovou redukei vynulovalo.

Pochopitelné lze cely proces opakovat a ziskat tak Ag, atd.
Vypocet vSech vlastnich ¢isel je vsak timto postupem vypocetné velmi narocny a ne-
pouziva se. Vhodnéjsi je vyuziti nékteré z metod pro uplny problém vlastnich ¢isel.

4.3 Metody zalozené na podobnosti matic

Na rozdil od predchozi Kapitoly 4.2, kdy jsme se zabyvali hleddnim dominantniho
vlastniho ¢isla, v dalsim textu predstavime metody pro hledani vSech vlastnich cisel
a vlastnich vektort.

Ulohu, kterd fedi viechny vlastni ¢sla a vektory matice nazyvame dplng problém
vlastnich cisel. VSechny metody, které si v nasledujicim textu predstavime budou
zalozeny na zakladni vlastnosti, které fikame podobnost matic.

Definice 4.25. O maticich A, B € R™" fekneme, ze jsou podobné, existuje-li re-
gularni matice T takova, Ze

B=TAT . (4.9)

Poznamka 4.26. Naopak pokud ¢tvercovou matici A prenasobime zleva regularni
matici T a zprava inverzi T (tj. (4.9)), ziskdme matici B, ktera je podobnd matici
A.
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Lemma 4.27. Podobné matice maji stejnd vlastni cisla.

Diikaz. Necht A je libovolna Ctvercova matice s vlastnim ¢islem A a prislusnym
vlastnim vektorem wu, tj.
Au = du .

Prenasobime-li predchozi rovnici libovolnou regularni matici T' zleva, ziskame
TAu = Tu ,
a jelikoz T7'T = I, 1ze upravit

TAT 'Tu = Mlu
TAT Y Tu) = XTwu) .

Oznaéime-li B = TAT ! a v = Tu, pak pfedchozi rovnici lze zapsat ve tvaru
Bv=M\v.

Tedy matice B ma vlastni ¢islo A (stejné jako matice A) jemuz odpovidd prislusny
vlastni vektor v = T'u. O

V nasledujicim vykladu se zamérime na metody zalozené na Vété 4.27. Nebu-
deme hledat vlastni ¢isla zadané matice A, nybrz se budeme snazit nalézt vhodnou
regularni matici T', ktera ptvodni matici A prevede na ,jednodussi matici“ B, kterd
bude bud diagonani nebo alespon tridiagonalni.

7, divodu lepsi stability vypocti se jevi jako vhodnéjsi pouziti misto regularni matice
T tzv. matici ortogondlni. Pokud navic vsak zvolime ortogonalni matici T', vypocet
inverze nebude nutny.

Definice 4.28. (Ortogonalni matice)
Ortogondlni matice je symetrickd regularni matice pro kterou plati

Q—l :QT )

Pak pro kazdou ortogonalni matici plati Q7'Q = QTQ = I.

Lemma 4.29. Matice A € R™" je ortogondlni, pravé kdyz jeji radky (pripadné
sloupce) tvori ortonormdlni mnozinu vektori.

Diikaz. Rozepisme
] (re,re) oo (r

r% (r?,rf’g) oo (9 r9)

n’»r'n
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Pokud @ je ortogonélni, pak QQT = I (viz definice 4.28), tedy dle piedchozi tpravy
musi platit

o 1 proi=j
Vz,jE{l,---7n}3(TiQaTJQ):{() prot#j '’

coz je presné definice mnoziny ortonormalnich vektort.

m
Pokud @ je ortogonalni matice, 1ze predpis pro podobné matice (4.9) zjednodusit

na tvar

B =QAQ" . (4.10)

4.3.1 Algoritmus QR

Véta 4.30. Necht A € R™" je requldarni matice. Pak existuji horni trojuhelnikovd
matice R € R™™ a ortogondlni matice QQ € R™" takové, Ze

A=QR. (4.11)

Diikaz. Dikaz této véty nebudeme zde uvadét, nebof je zlozen na konstrukei matice
@ 7z puvodni matice A pomoci Gramova-Schmidtova ortonormaliza¢niho procesu.
Tento algoritmus je popsan na konci této podkapitoly. [

Jelikoz @) v rozkladu (4.11) je ortogonalni, lze ji vyuzit jako matici podobnostni
transformace. Necht A, = Qr Ry, pak predpis pro novou aproximaci bude mit tvar

Ap1 = QF AxQr = QF (QrRy) Qi = RiQi, Ag=A . (4.12)

Véta 4.31. Necht matice A je redlnd a symetrickd a necht Ag, Ay, Ag, ..., As, ...
je posloupnost generovand rekurzivnim predpisem

AO = A, Ak—l—l = Rka, k>0 ,
kde matice Qy, Ry jsou QR rozkladem matice Ay. Pak

k—o00

kde D je diagondlni matice s vlastnimi cisly matice A na diagondle.

Diikaz. Dikaz neni zcela trividlni, viz [15] nebo [16]. O
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Poznamka 4.32. Véta 4.31 garantuje konvergenci matice Ay k diagonalni matici,
avsak obecné po nekoneéné mnoha podobnostnich transformacich

Qi ArQx -

Pii praktickém vypoctu se spokojime s matici D, kterd mé mimodiagonaln{ prvky
pouze blizké nule. o
Tato situace nastane po m krocich. Tedy vysledkem bude D = QT AQ), kde

Q:=Q:1Qs...Qn

je ortogonalni matice jejiz sloupce aproximuji ortonormalni vlastni vektory odpovi-
dajici vlastnim ¢isliim v matici D.
Diagonalni prvky matice D jsou aproximacemi vlastnich ¢isel v matici D.

QR algoritmus pro vypocet vlastnich ¢isel a vlastnich vektorti matice A, mizeme
shrnout do nasledujicich krokua

Algoritmus 13 ALGORITMUS QR
Input: A, presnoste >0
1: Ag = A
2: n:= velikost A
3: k=0
4: while J[A;];; > €, i,j=1,...,n:i%# jdo
5: najdi Qx, Ry jako QR rozklad matice Ay
6 Apyr = RpQp
7 k:=k+1
8: end while
Output: A,

Zbyva otazka, jak urcit QR rozklad dané regularni matice.

Matici A lze prevést na ortogonalni matici pomoci Gramova-Schmidtova ortonor-

malizaéniho procesu, ktery z mnoziny linedrné nezévislych vektorit {si', ..., s} (ze

sloupcti regularni matice A) vytvori mnozinu ortonormaélnich vektoru {s?, e
(ortonormalni sloupce ortogonalni matice ()). Grammuv-Schmittv ortonormalizaéni
algoritmus lze nalézt napriklad v [2].

V nésledujicim vykladu budeme pomoci si',s3',...,s4 znacit sloupce matice A,
pomoci 51, S, ..., 5, ortogonalni sloupcové vektory vytvorené Gramovym-Schmito-
vym ortogonaliza¢nim procesem a vysledné ortonormalni sloupce matice () pomoci
s9 5889,

Pak Gramuv-Schmitiv ortonormalizac¢ni proces lze vyjadrit pomoci néasledujicich
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rovnic
T LA Q _ 1 =
f1= 91 51 T TaEnst
S LA Q Q _ 1~
So = Sy + (1287 Sy = H~2”82
S LA Q Q Q 1 =
S3 = S3 +061’381 +062’382 S3 = H53||83
T LA Q Q Q _ 1~
Sn = Sh ST+ Qopss o QoS = Taon

kde «a jsou prislusné ortogonalizac¢ni konstanty.
Jednoduchou tpravou predchozich rovnic lze ziskat

sfto= ||5s?
s = —arasd + [|5alls?
s = —augsy — asgsd + |57
Sﬁ = _al,nle - Oégmsg - = anflynsgil + ||§n||Sg
nebo maticové
H§1H _061,2 _05173 P _Oél,n
0 H§2|| —Qg3 ... —Qgn
A=qQ| 0 0 &l ... —ase [ =QR.
0 0 0 e 18l

Predchozi pozorovani lze sikovné zakomponovat do vysledného algoritmu.

Algoritmus 14 KONSTRUKCE QR ROZKLADU
Input: A

n := velikost A

R := nulova matice typun x n

: forj:=1,...,ndo

v = 8‘}4

fori:=1,..j1do
rij o= (s¢) st
Vi=0— Ti,js?

end for

7 = vl

1 s7 = v/|lv]

11: end for

Output: Q. R

D A i e

=
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Priklad 4.33. Naleznéte QR rozklad matice

A=

O = =
o~
_ —_ O

Reseni. Nejprve pomoci Grammova-Schmidtova ortonormalizac¢niho procesu zkon-
struujeme sloupce matice Q).

Q _ st 11
ST = ||sl|| [ﬁ’ﬁ’o]
Q@ il [L _ L 1}
2 ||s2 (sz,g gn V6 V6 V6
SQ _ £—(s2 52 )s5 —(s§s )51 _ [_L 1 A:|
3 ||s —(s4.59)s9 (sg,anll V3 V3T VE]
pak
11 1
o0 ¥ %
Q_ 51,582,583 | = NG 2\/6 \{ﬁ
0 % =

. (Sg, s1) “?g s5) (Sg 5
=Q A= (3227 Sfl) (82Q7 554) (3227 53A
(53 7514) (55, 5?) (53 34

S
Sl

A

Priklad 4.34. Otestujte rychlost konvergence algoritmu QR na rtizné-diagonalnich @
testovacich maticich

A, = diag ()

Ay = 3-diag (—1,5,—1)

As = 5diag (=1,-1,5,—1,-1)

Ay = T-diag (=1,—1,-1,5,—1,—1, —1)

Ay = O-diag (—1,—1,—1,-1,5,—1,—1,—1, 1) .

Volte ruzné dimenze testovacich matic.

Reseni. Pro rtiznou volbu dimenze matic n jsou pocty iteraci zobrazeny na obrazku
4.3. A

Poznamka 4.35. Vypocet QR rozkladu pomoci Gramova-Schmidtova procesu je
pro velké dimenze matic numericky nestabilni. Proto se v praxi k vypoc¢tu QR roz-
kladu pouzivaji ortogonalni matice, jako je Givensova matice rovinné rotace nebo
Householderova matice rovinného zrcadleni, viz [1].

Tyto matice vyuzijeme i v dasim textu pii feseni problému vlastnich cisel.
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diag ‘A‘
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|
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Obr. 4.3: Rychlost konvergence QR a rizné diagonalni matice.

4.3.2 Givensova metoda

V predchozi kapitole jsme si popsali QR algoritmus, ktery postupné nuluje mimo-

diagonalni prvky. Tento postup je vsak pomérné zdlouhavy.

Proto se nabizi postup, ktery by v konecném poctu kroku prevedl matici A pomoci
podobnostnich tranformaci na matici tifidiagonalni. Na tuto matici pak 1ze apliko-
vat zminovany QR algoritmus, nebo lze pfimo vycislit charakteristicky polynom.
K podobnostnim transformacim vyuzijeme ortogonalnich matic rovinné rotace.

Definice 4.36. Matici rovinné rotace rozumime matici s predpisem

1

cosy ... singp

VR . . .
Ri,j = : - : )
—singp ... cose

1

ve které se goniometrické funkce nachazi v i-tém a j-tém radku a sloupci.

(4.13)
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Tato matice ota¢i bod v roviné (i, j) o thel ¢ kolem poéatku.

X2

[
Ry 2X

X4

Obr. 4.4: Givensovy rotace.

Poznamka 4.37. Matice rovinné rotace je ortogonélni.

Cilem Givensovy metody je nalézt ortogondlni matici R takovou, ze
T:=R'AR (4.14)

je tridiagonalni matice. Pritom matice A a T jsou podobné a tudiz maji stejna
vlastni ¢isla.

Hledejme matici rovinné rotace R, ,, v roviné (p, ¢), kterd pomoci transformace

A=RF A (4.15)

p?q?/r'

nuluje prvek [A],, a méni jen prvky v fadcich p, q.
Prvek [A],, ziskdme jako skalarni skaldrni soucin g-tého fadku matice R} . a r-tého
sloupce matice A, tj.

/qu,,n = (TRT SA) =cospA,, —sinpA,, =0.

q °r
Pokud nyni prenasobime rovnici koeficientem

1

VAL + Ay, ’

o =

pak ziskame rovnici
cos p(aA,,) —sinp(ad,,) =0,
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s trividlnim reSenim
cosp = aAy,

sinp = ad,,, (4.16)

které splnuje podminky oboru hodnot goniometrickych funkei cos ¢, sin € (—1,1).
Toto TeSeni lze primo vyuzit pro sestaveni dané matice rotace, neni potreba vycis-
lovat goniometrické nebo cyklometrické funkce.

Pokud provedeme na matici A podobnostni transformaci

A=RL AR,,. , (4.17)

p7q7T

méni se prvky v fadcich p, ¢ a sloupcich p, g. Pokud transformace (4.17) nuluje pr-
vek [A], 4, je také prvek na pozici [A],, vynulovan. Navic matice A a A jsou podobné.

Priklad 4.38. Necht je dana matice

4 -1 -1 2
1 4 -1 -1
A= 1 1 4
2 —1 -1 4

Naleznéte matici B, kterd ma na pozici [3, 1] nulovy prvek, tj. [B]s; = 0, a je s matici
A podobna. Vyuzijte vhodnou matici Givensovych rotaci.

Resend. Nejdiive dosadme do piedpisti (4.16) dané hodnoty r = 3,¢ = 1 (dle pozice
nulovaného prvku [A],,) a libovolné p € {2,4}.
Pti volbé p = 2 ziskame

. _ _ [A]g,l . L
sme = AZ,+AE, V2
cosp = A2 1

(A 4[4, V2

a dosadime do predpisu matice Givensovych rotaci (4.3.2) na pozice p, g

cosp —sing 0 0 —\% _\/Lﬁ 00
Re — sinp cosp 0 0 R \/Li —\% 0 0
21~ 0 0 10> "B 0 0 10
0 0 01 0 0 01
Nésledné provedeme transformaci podobnosti (4.14)

3

5 0 0 ~%

o 3 2z L

7 0 75 4 —1

-3 _1 _1 4

V2 V2
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Pr1i volbé p = 4 dopadne situace obdobné

1 1
W R
R4,1,3— 0 0 1 0 ) B:RZ1,3AR4,L3: 0 —1 4 g
L 00 —-% 0 &= % 6
V2 V2 V2 V2

A

Algoritmus Givensovych rotaci je pak zalozen na opakovani podobnostnich trans-
formaci

Ak:RZAk—lea k‘zl,...m, A():A,

kde matice Ry postupné nuluji prvky mimo tridiagonaly.
Hledana matice podobnostni transformace mé tedy tvar

R:R1R2R3...Rm .

Indexy p, g, v predpisu (4.17) je vSsak nutno volit tak, aby algoritmus nezaplio-
val prvky, které byly predchozich krocich jiz vynulované. K nulovani je proto nutno
pristupovat systematicky.

Na nasledujicim schématu je poradovymi ¢isly naznacen postup nulovani na matici
R6:6,

r x 1 2 3 4
r r x 5 6 7
1 2z = 8 9
25 x x x 1
3 6 8  x =
| 4 7 9 10 z = |

Pak algoritmus prevodu symetrické matice na ttidiagonalni pomoci Givensovych
rotaci ma tvar

Algoritmus 15 GIVENSOVA METODA
Input: A

1. T:=A

2: n = velikost A

3: fork:=2,...,ndo

4 fori:=k+1,...,ndo

5: sestav Ry, ; —1

6: T:= Rgi,k_lTRk,i.k—l
7 end for

8: end for

Output: T
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Poznamka 4.39. Transformace s matici Rj;,—1 znamend, Ze je nulovan prvek
[A]x—1, a pritom se meéni pouze Tadky a sloupce s indexy k a i. Navic ty fadky, které
jsou jiz vynulovany, zustavaji nulové.

X >1|< (ID X X ):( 0 ﬂl) X X d) b

2 —x- -} ke —>e—e:<——>e—é:<— X X >:t G:)
=3 {0 — X —% - x- 0 %k x X% k=3 —(}—x——ﬂle—*—
x & x| mado—deoedf e oo -]

k=2 i=3 k=2 i=4 k=3 i=4

Al = R£3’1AOR2,3,1 AQ = R£4’1A1R2,4,1 A3 - R:’Z),—:472A2R3,4,28

V pripadé symetrické matice je vysledkem tiidiagonalni matice podobna ptivodni
matici. Hledat vlastni ¢isla pak mizeme itera¢né algoritmem QR (viz Kapitola 4.3.1)
nebo pres charakteristicky polynom tfidiagonalni matice (viz Kapitola 4.1.3).

Poznamka 4.40. Algoritmus miizeme pouzit i na nesymetrické matice. Pak obdr-
zime matici v tzv. dolnim Hessenbergové tvaru, t.j

2 2z 0 0 0
r x x 0 0
r T T I 0

0
T T T T
lzx x z x ... x|

V tomto pripadé je také mozné, podobné jako u tridiagonalni matice, nalézt
rekurzivni vztah pro nalezeni charakteristického polynomu.

4.3.3 Householderova metoda

Obdobné jako matice rovinné rotace v ptipadé Givensovy transfromace, mizeme
k vypoctu QR rozkladu pouzit tzv. matice rovinného zrcadleni. Aplikaci matic ro-
vinného zrcadleni taktéz rikame Householderovy transformace.

Definice 4.41. Matici rovinného zrcadleni rozumime matici s predpisem

1-— QUJ% —21U1’LU2 c. —lewn

—2wowy; 1—2w2 ... —2wow,
Pi=1-2uwuw’ = LT h (4.18)

—2wpwy;  —2wpwy ... 1 —2w?

kde wTw = 1.
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X4

Obr. 4.5: Householderovo zrcadleni.

Poznamka 4.42. Matice rovinného zrcadleni je ortogonalni a symetricka.

Jesté efektivnéji nez-li v pripadé Givensovy metody muzeme pro transformaci
matice na tridiagonalni tvar vyuzit Housholderovych transformaci pomoci matic ro-
vinného zrcadleni.

Vektory w; pro konstrukci matice P; = I — 2ij;‘r muzeme brat ve tvaru

wj = [O,...,O,wj(»i)l,...,wff)]T.
Vhodnou volbou koeficienttt w lze docilit toho, ze matice A; = PjA;_1P; ma

vsechny prvky
[Alix =0, proi+1>kk=1,...,n

tzn. ze v kazdém kroku se nuluji prvky
[A]l’],l :j—|—2,,n .

Touto volbou je vektor se slozkami

W@ ST [Aj-1]j+1,]
Jj+1 QSJ

[Aj 1]k

U)](C]) = sgn ([Aj—l]j—‘rl,j) PO k=7+2,...,n
Wji15;

kde
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a [A;_1]k,; jsou prvky matice A;_;.

Algoritmus 16 HOUSEHOLDEROVA METODA
Input: A

1. T:=A

2: n:= velikost A

3: forj:=1,...,n—2do

4: 5= > [T]i,j
k=j+1
5wl = (s o+ [T)00])/(25)
6: fork:=j+2,...,ndo
7: [wlk = sgu([T]j11,5) -[T1k,5/(2[w]j415)
8: end for
9: P =171 - 2ww”
10: T:=PTTP
11: end for
Output: T'

Poznamka 4.43. V pripadé nesymetrické matice dostavame matici v Hessenber-
goveé tvaru.
Postup dalsiho Teseni je pak stejny jako u Givensovy metody.

4.3.4 Lanczosova metoda

Stejné jako u predchozi Givensovy a Householderovy metody budeme hledat takovou
matici ortogonalni matici @, kterd v podobnostni transformaci 7 = Q7 AQ prevede
symetrickou matici A na tridiagonalni matici.

Predpokladejme nejdiive, ze matici () mame k dispozici a ozna¢me

ap b O 0 . 0
by ay by 0 . 0
T .= : , . :
0 0 bn_g Qp—1 bn—l
0 0 0 by ay

Jelikoz
T=QTAQ = QT =AQ, (4.19)
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tak dosazenim

ay bl 0 0 0
b1 as b2 0 0
T T )
0o ... 0 bn_g Ap—1 bn—l
0 ... 0 0 bn—l Ay

a porovnanim k-tych radku ziskdme rovnice
bk—1e9§,1 + aksg + bksgﬂ = Asg, k=1,....n—1, (4.20)

pricemz by = 0, SDQ = o.
Koeficienty ay, by, muzeme urcit nésledujicim zptsobem.

e Prendsobime rovnici (4.20) skaldrné vektorem sg, ziskdme

bia (s 1 5¢) + an(sis 59) + bi(si, s7) = (A, s7)
a diky ortogonalité matice @) (ortonormalité vektort s?, ..., 8%) se predpis zjed-
nodusi na tvar
ar = (As? 5. (4.21)

e Prendsobime rovnici (4.20) skalarné vektorem sgﬂ, ziskdme

bk—l(sgfla Sngl) + ak(sg, Sngl) + bk(ng’ SkQJrl) = (Asg, Sngl)
a diky ortonormalité vektori s?, ..., 8% se pfedpis zjednodus{ na tvar
b = (Asg, sg)- (4.22)
Otazkou zustava, jak co nejjednoduseji vytvorit ortogonalni matici Q).
Uvazujme rovnici (4.20) a upravme ji na tvar

1
Sngl = a((A - akI)SS - bk_lsf,l). (4.23)

Tento predpis lze povazovat za jakysi ortonormalizacni proces, zvlasté pokud ozna-
Cime

r = (A — akl)sg — bk_lsgfl (4.24)
a volime
b = |7l - (4.25)
Pak dosazenim do rovnice (4.23) ziskdme
@ _ Tk 4.96
0 o 20

Navic lze dokézat, ze volba (4.25) vyhovuje rovnici (4.22) a zkonstruovand matice
@ je ortogonalni.

Cely postup miizeme shrnout do nésledujiciho algoritmu.
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Algoritmus 17 LANCZOSOVA METODA
Input: A

1: n := velikost A

2: T := nulovda matice typun x n

3: s§¢ := nulovy vektor dimenze n

4: 71 := libovolny jednotkovy vektor dimenze n
5. b1 :=1

6: forj:=1,...ndo

7 8? = ’I“j/bj

8 a; == (sin)TAsz

9

Tjq1 = (A — CLjI)S;? — bjs?fl

10: bjv1 = [yl
11: [T]j,j = Clj

12: if j < n then

13: (T]j41. = b
14; [Tlj54+1 = b;
15: end if

16: end for

Output: T
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Kapitola 5

Interpolace

Prtvodce studiem

Zrejmé nejznaméjsi a nejcastéji pouZivanou tlohou matematické analyzy je interpolace.
V podstaté kazdy z nas se setkal s ulohou, kdy jsme museli odhadnout hodnotu funkce
v bodé a pritom jsme znali pouze jeji hodnoty v krajnich bodech. Tuto ulohu bézné resime
pri pohledu na rucicku ukazatele mnozstvi paliva v nadrzi a snazime se odhadnout kolik
kilometrii jesté ujedeme. V této kapitole se tedy seznamime se zakladnimi interpolacnimi
metodami a ukaZeme si, jak odhadnout chybu, kterou se pri interpolaci dopoustime.

Definice 5.1. Necht je dana funkce f : R — R. Funkce ¢ : R — R, ktera v bodech
xo, ..., Ty € Dy spliiuje

Vi=0,....,n:0(x;) = f(x;) (5.1)

se nazyva interpolac¢ni funkce v uzlech zq,...,x, a podminky nazyvame interpo-
lacni podminksy.

Diivod, pro¢ nahrazujeme funkci f funkci ¢ mize byt rizny. Vétsinou pozadu-
jeme od hledané funkce ¢ lepsi vlastnosti, nez ma puvodni funkce f - spojitost,
diferencovatelnost, snazsi vycislitelnost apod.

Jednou z nejzaddanéjsich vlastnosti je, aby interpola¢ni funkce byla prvkem vekto-
rového prostoru koneéné dimenze a tudiz, aby bylo mozné ji vyjadfovat pomoci
soutadnic. Takovou ttidou funkci je prostor vsech polynomu stupné nejvyse n.

5.1 Interpolace polynomem

Polynomem n-tého stupné p,, budeme rozumét funkci p, : R — R s predpisem

n
() = ap + arx + agr® + -+ a2 = Zaixi
i=0
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Obr. 5.1: Uloha interpolace.

kde ag,ay,...,a, € R jsou konstantni koeficienty.
Za interpolac¢ni funkci budeme v dalsim uvazovat pravé polynom stupné n. Uva-
zujme hledanou interpolac¢ni funkci jako polynom stupné n.

Budeme dale uvazovat sit n + 1 bodl
To <X < - <y,
ve kterych je zaddna funkéni hodnota
f(@o), faa), - flan) -
Po interpola¢nim polynomu p, pozadujeme splnéni interpola¢nich podminek
Vi=0,...,n: pa(z;) = f(z;) . (5.2)
Jelikoz predchozi interpola¢ni podminky reprezentuji n 4 1 algebraickych rovnic

a v polynomu je pravé n+1 neznamych koeficientti a;, lze k nalezeni téchto koeficientti
pristupovat jako k feseni soustavy n + 1 linedrnich rovnic o n + 1 neznamych.

Konkrétné
pu(z1) = f(21) =  ap+ary + a4+ .. a2t = f(xy)
pn(z2) = f(x2) = ap+ a1y + axxs + ... a7y = f(x9)
pu(zn) = f(zn) = ap+ T, +ax’ + .. aat = f(x,)

maticové pak _
ACL = b, kde Ai,j = Z’g, bl = f(l’l),
1=0,...,n, 7=0,...,n.
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Lemma 5.2. Necht jsou zaddny interpolacni uzly

X0, T1y ..., Ty € (a,b)
To <1 < -+ <y,

a prislusné funkéni hodnoty f(xo), f(x1),..., f(z,) € R.
Pak existuje prave jeden interpolacni polynom P, stupné n takovy, Ze

Vi=0,...,n: Py(x;) = f(z;) .

Diikaz. Predpokladejme sporem, ze existuji dva rtzné interpolac¢ni polynomy P,
a Q. Oznaéme R, (z) = P,(x) — Q,(z). Jelikoz P, a @, spliuji interpola¢ni pod-
minky, tj.

Vi=0,...,n:P(z;) = Q(x;) = f(x;) ,

pak

tedy polynom n-tého stupné R,, ma pravé n+ 1 korenti. Coz je ve sporu se zakladni
vétou algebry (kazdy polynom n-tého stupné ma maximalné n ruznych redlnych
korent). O

Algoritmus 18 INTERPOLACE POLYNOMEM
Input: zg,..., 2., f(20),..., f(zn)

: fori:=0,...,ndo
forj:=0,...,ndo
[Ali; =
end for
[bi := f(:)
end for
2 ag, ..., an)

NN

T':= aje feSeni soustavy Aa = b

Output: ao,...,a,

Priklad 5.3. Sestavte interpolacni polynom 4-tého stupné, pokud je zadéno @
o = 0, f(zo) = 1,
T = 2, f(z) = 2
2 = 3, f(za) = -1,
rs3 = 4, f(afg) = 3,
gy = 5, flza) = 2.
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Reseni. Budeme hledat polynom ve tvaru

P4(ZE) =ag + a1x + CLQJ]Q + CL3£L’3 + CL4[E4

a uvazujme 5 pozadovanych interpola¢nich vlastnosti

Py(zo) = f(zo) &  ao+a1.0+az.0®+a3.03+ a.0' =
P4(]31) f(l’l) =4 ao+a1.2+a2.22+a3.23+a4.24 =
P4(ZL‘2) f(l’g) -~ ap+ a1.3 + CL2.32 + CL3.33 + CL4.34

P4({23'3) f(.’L’g) -~ ap + a1.4+ 0,2.42 + 0,3.43 + CL4.44 =
Py(zy) = f(z4) S ap+ a5+ as5? 4+ a5+ ag bt =

tedy pro nalezeni koeficientti budeme tesit soustavu linearnich rovnic

10 0 0 0 ag 1
12 4 8 16 a; 2
13 9 27 81 az | = | —1
1 4 16 64 256 as 3
1 5 25 125 625 ay 2

ResSenim této soustavy je

19 103 352 751
T _ g r2 Yo 994 (ol .
[a07alaa’2aa37a4] — [ 307 15 ) 15 ) 30 ) ] )
tedy algebraicky interpolac¢ni polynom mé predpis
19 103 352 751
Pyx) = ——gt + —2% — —z+1.
L R T T s

Poznamka 5.4. (O nesikovné volbé baze)

Matice v predchozim prikladé se nazyva Vandermondova matice, kterda ma obecny

tvar
(1 o o2 o]
1 as o3 ay~t
v=|1 a5 o} a5 nebo po slozkéch [V1];; = o~
- 9 p ,] 1 )

1 a, o ant
kde aq, ..., a,, je posloupnost redlnych konstant. O této matici je znamo, ze je velmi
Spatné podminénd (viz [23]).
Volme napriklad posloupnost o; = 4,7 = 1,...,n (tj. interpolace na uzlech z; = «;)

a podivejme se na ¢islo podminénosti ¢tvercové Vandermondova matice
jednotliva n.

(m = n) pro
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n cond(V)

1 1

2 6,85

3 7,09 . 10!

4 1,17 . 103
5 2,62 . 10
6 7,31 .10°
7 2,45 . 107
8 9,52 . 108
9 4,23 .10
10 2,11 . 102

Jednoduseji fec¢eno - pokud bychom pocitali interpolaci na uzlech
.1'1:1, $2:2, .1'10:10,

pak nejvétsi prvek v matici soustavy pro vypocet pozadovanych koeficientii by byl
[A]1010 = 10°. Pfi vypoctu s tak velkym &slem nelze zarucit pozadovanou piesnost.
Navic v praxi se vyskytuji tlohy s interpolaci na mnohem vyssim poctu uzlt.

Existuje mnohem rafinovanéjsi pohled na na dany problém: tiloha hledani inter-
polac¢niho polynomu je tlohou hledani prvku vektorového prostoru vsech polynomi
stupné nejvyse n, ktery je jednoznac¢né urcen pozadovanymi interpola¢nimi vlast-
nostmi (viz Véta 5.2 o jednoznacnosti). JelikoZ mnoZina polynomu {1, x,z?, ... 2"}
tvori bazi vektorového prostoru, ze kterého pochazi hledany prvek, pak zptsob hle-
dani koeficientt ag, ay, . . ., a, je de-facto stejny jako hledani souradnic pozadovaného
polynomu vzhledem k této bazi.

Volba baze, kterou jsme pouzili v predchozim prikladé, vsak neni pravé idealni, ne-
bot vede na soustavu s Vandermondovou matici.

Ocividné vsak existuji mnohem sikovnéjsi volby baze. Pak soustava pro hledani ko-
eficientil je snadnéji fesitelna, jak se ukaze v dalsim vykladu u Lagrangeova a New-
tonova interpola¢niho polynomu.

5.2 Lagrangeuv interpolacni polynom

Opét uvazujme hledanou interpola¢ni funkci jako polynom stupné n a znacéme ji
L, (z). Dale uvazujme sit n + 1 interpolacnich uzla zy, . .., z, a mnozinu funkénich
hodnot v téchto uzlech f(xg),..., f(x,), pricemz

To< T <00 < Ty

Funkci L,, mizeme vyjadrit ve tvaru

Ln(z) = Z fx)li(z)
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kde funkce [; jsou polynomy stupné n, které tvori bazi prostoru vsech polynomi
stupné n.

Tuto bazi budeme sikovné volit tak, aby kazdy bazovy polynom byl roven 1 pouze
v jednom uzlu interpolace a v ostatnich by byl roven 0. Takovou volbu béaze lze
snadno nalézt a popisuje ji nasledujici definice.

Definice 5.5. Polynom L, (z) = Y f(z;)l;(z) nazyvame Lagrangetiv interpolacni

=0
polynom jestlize [; jsou polynomy n-tého stupné, kde

li(xzg) =0 prok #i

a jsou zadany predpisem

(x—x)(x—21) ... (x — i) (x — 2i01) ... (T — )
(@i — wo)(wi — 1) . (i — i) (@i — win) - (@ — @)

Piiklad 5.6. Urcete hodnotu Lagrangeova interpola¢niho polynomu v bodé L, (1)
pokud jsou zadany hodnoty

L.(0) = 1, L.(4) = 3,
L.(2) = 2, L.(5) = 2.
L,(3) = -1,

Reseni. Nejdiive oznacme

o = 07 T3 = 47
r1 = 2, Ty = 5.
Ty = 3,

a jelikoz hledana funkce L, je zadana v péti bodech, budeme uvazovat polynom
¢tvrtého stupné (n = 4) s predpisem

4

Ly(z) = Z flz)li(x) = Lig(x) + 2.0 (x) + (=1).1s(z) + 3.13(z) + 2.14(z)

=0

kde jednotlivé funkce [;(z) maji predpis

I (LU) _ (z—z1)(z—wp)(z—x3)(@—24) _ (x=2)(x—=3)(x—4)(z—5)
0 (wo—z1)(zo—w2)(z0o—23)(zo—24) — (0-2)(0-3)(0-4)(0-5)
1 7 71 7
- 4 _ 3 T2 1
120" 60" T120” a0t
li(z) = (z=zo)(z—z2)(x—a3)(x—xa) __ (2=0)(z=3)(z—4)(z=5)
! (z1—zo)(z1—z2)(z1—23)(z1—24) — (2-0)(2-3)(2-4)(2-5)

47
= —EZE4 +.T3 — E$2 -+ 15%5
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lg(x) _ (z—zo)(z—z1)(z—z3)(@—x4) __ (x-0)(z—2)(z—4)(z—5)
(z2—z0)(z2—21)(T2—23)(T2—24) (3—0)(3—2)(3—4)(3-5)
Lo 11, 19, 20
=—r*— —x’4+ —1*— —x
6 6 3 3
_ (s @—m)@—z)(a—z1)  _ (2—0)(z—2)(z—3)(z—5)
lg(.fE) T (z3—=mo)(z3—z1)(w3—z2)(wz—wa)  (4—0)(4—2)(4—3)(4-5)
= —1554 + 5x3 — 31x2 + 15:c
-8 4 8 4
l (I‘) _ (z—z0)(x—2x1)(x—22) (T—23) _ (z—0)(z—2)(z—3)(z—4)
4 (za—z0)(ra—21)(Ta—22) (T4 —23) (5—-0)(5—2)(5—3)(5—4)
1, 3, 13, 4
= — —1r+ =" —-x.

30 10 15 5
Dosazenim a tpravou ziskame polynom c¢tvrtého stupné

19 , 103 , 352, 751
Ly(z) = ——a*+ =% - 2252y Dy 1
R T T T Ry

Obr. 5.2: Priklad interpolace Lagrangeovym polynomem.

Zbyva urcit hodnotu interpola¢niho polynomu v bodé 1

19 103 352 751 44
Lyl)=—— 44— _ 222, 90 22
4(1) 50713 15 Ta0 T 5

A

Poznamka 5.7. Mnozina vektora {ly(z), 1 (), ... l,(x)} tvori bazi vektorového pro-
storu vsech polynomi nejvyse n-tého stupné a vektor [f(xg),..., f(x,)] je vektor
soutadnic hledaného polynomu vzhledem k této bazi. Narozdil od algebraického in-
terpolac¢niho polynomu tedy neni nutno fesit soustavu linedrnich rovnic, staci pouze
zkonstruovat potrebnou bazi (tj. l;(z),7 = 0,...,n) a dosadit do predpisu dle Defi-
nice 5.5.
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Lemma 5.8. Necht (a, b) je libovolny interval , ktery obsahuje body xy, . . ., x,,. Necht
L. f™ e C{a,b) aVz € (a,b) existuje fV(z). Pak pro chybu Lagrangeova
interpolacniho polynomu L, plati

FmI(E)

B(@) = f(x) = Lufa) = (@ = a0) .. (& = ) .

¢ € (a,b),x € (a,b) .

Diikaz. Zavedme pomocnou funkei
u(z) = f(z) = Ln(z) =k ] [ (@) , (5.3)
n+1
kde symbolem [], ., ,(x) znacime soucin
[[@) =@ -2z —21)...(x — )
n+1

a k € R je konstanta.
Funkce u(xz) ma n + 1 nenulovych kofent

Vg, 1, ... 2T, € (a,b) :u(z) =0 .

Koeficient k zvolime tak, aby (n + 2)-hym kofenem u(z) byl libovolny, ale pevny
bod z € (a,b), ruzny od kotfenu zg, x1, .. .z,. Jelikoz £ ma byt kofenem wu(x), plati

w@ =0 & f(@)—L,(zx)—k]]@) =0

n+1

a protoze [],,, (%) # 0, je
(5.4)

Pak funkce

ule) = () = Lo(a) - LL=2 0

ma v intervalu (a, b) n+2 kofent, a tedy bude rovna nule v krajnich bodech intervala

<x07$1>, <I’1,Z‘2>, RIS <xiaj>7 <iaxi+1>7 R <xn—laxn> .

Pak dle Rolleovy véty (viz [11]) ma derivace u/(z) v intervalu (a,b) alespon n + 1
korenti a druhé derivace v’ (x) ma v tomto intervalu alespon n nulovych bodu atd.
Zobecnime-li toto pozorovani, zjistime, ze v uvazovaném intervalu (a, b) mé (n+1)-ni
derivace u(”“)(m) alespon jeden koren. Oznacme jej £ a plati tedy

u"(E) =0 (5.5)
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Jelikoz
L@ =0 a [0V @) = (m+1),

plyne z predpisu (5.3)
u™ (z) = () — k(n 4 1)! .
Pro x = £ a uzitim rovnice (5.5) ziskdme

0= f"(E) —k(n+1)!,

odkud snadno vyjadiime
Fr ()
k=——"7~. 5.6
(n+1)! (56)

Porovnanim rovnic (5.4) a (5.6) ziskame rovnici

[(@) = Lu(®) _ 7o)
L@ (ol

tj.
(n+1)
F@) - L@ = L @) (5.7)

[
(n+1)! ai

Jelikoz  je libovolné (aZ na T # z;), muzeme rovnici (5.7) zapsat ve tvaru

_ _ Fr(E)
E(z) = f(z) — Ln(z) = H(@m
n+1
kde £ zavisi na z a lezi uvnitf intervalu (a,b). O
Algoritmus 19 LAGRANGEUV INTERPOLACN{ POLYNOM
Input: zo,...,zn, f(x0),..., f(zn), @
1: Ly(x):=0

2: fori:=1,...,ndo
3: li = (1)—1 (@—a;)/ I1 (xi—;)

J # ,
4: Ly (x) := Ly(x) + 1 f (4
5: end for

Output: L, (x)

Nyni pfedpokladejme, Ze mame moznost zvolit si uzly interpolace. Zvolme je tak,
aby chyba interpolace byla co nejmensi.
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Existuje-li konstanta M € R takova, ze Vo € (a,b) : |f"*V(x)] £ M, pak pro
chybu interpola¢niho polynomu plati

M

len(@)| = max |e,(z)|

(TL -+ 1)' z€(a,b)
kde jsme pouzili oznaceni
en(x) = (r —x0)...(x —x,) .

To znamend, ze vhodnou volbou sité xg,...,xz, lze zlepsit interpolac¢ni funkci.
Nejvhodnéjsi volbou jsou kofeny tzv. Cebysevovich polynomdi.

Lemma 5.9. Necht jsou ddny uzly interpolace xg,xq,. .., 2, € (—1,1) jako koreny
Cebysevova polynomu, tj.

Tn(x;) := cos((n + 1)arccosz;) =0, proi=0,...,n.

Pak pro odhad chyby interpolace polynomem n-tého stupne P, plati

M1

VZ € (—1,1) : | f(Z) — Pu(7)] CESEIN

[IA

kde M € R" je konstanta takovd, Ze

Ve e (=1,1): [f"Y(2)| < M .

Diikaz. Viz [24]. O
Poznamka 5.10. Pii interpolaci pomoci CebySevovych polynomi na obecném in-
tervalu (a, b) uzijeme linedrni transformaci
1
Ty = 5((b—a)zk+b+a), k=0,1,...,n,
kde z;, € (—1,1) jsou koieny Cebysevova polynomu (n + 1)-niho stupné.
Pro odhad chyby interpolace pak bude platit

]\471_’_1 (b _ a)n+1
(n+1)! 22+l

VI € (a,) - [f(7) = Pu(T)] =

5.3 Newtoniv interpolacni polynom

Volba Lagrangeova tvaru interpola¢niho polynumu se jevi jako velmi vyhodna z hle-
diska vypocetni stability. V nékterych pripadech vsak neni idealni. Typicky se jedna
o pripady, kdy uzly interpolace jsou Casové okamziky, které v case pribyvaji. V ta-
kovém pripadé je nutné pokazdé, kdyz pribyde novy casovy tdaj znovu prepocitat
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vSechny bazové funkce. Tento nedostatek lze odstranit vyuzitim tzv. Newtonova
tvaru interpola¢niho polynomu.

Uvazujme nyni interpola¢ni polynom tvaru
No(z) :=ao+ a1(z —x0) + -+ ap(z —x0)(x —21) ... (T — Tppq) -
Opét budeme vyzadovat splnéni interpola¢nich podminek

i=0,1,...,n: Ny(z;) = f(z;) ,

kde xg, 21, ..., x, € {(a,b) jsou uzly interpolace a f(zo), f(x1),..., f(x,) jsou zadané
funkéni hodnoty v téchto uzlech.
Neznamé koeficienty ao, . .., a, ziskdme fesenim nasledujici soustavy
Np(zo) = ag = f(zo)
Ni(z1) = ag + ar (1 — x0) = f(z1)

N, (z,) = .ao +a(x, —x0) + -+ an(xy —x0) .. (T — 1) = f(T4)

Mnozina vektort {(z — x¢)(x — x1)...(x — x;), i =0,...,n — 1} tvori bézi vekto-
rového prostoru vSech polynomil nejvyse n-tého stupné. Z predeslych tvah je vidét,
ze pro nalezeni souradnic hledaného polynomu v této bazi bude nutno vyresit dolni
trojuhelnikovou matici. Tuto soustavu vsak neni nutné resit pokazdé, kdyz rozsitrime
uzly interpolace o nové, které jsou vétsi nez ty dosavadni.

V takovém pripadé staci stavajici soustavu rozsitit o nové rovnice a doprednou sub-
stituci dopocitat nové koeficienty. Pivodni rovnice nadale zlstavaji v platnosti.
Historicky se vsak problém Tesil i bez sestavovani soustavy pomoci tzv. pomérnijch
diferenct.

Definice 5.11. Pomérnymi diferencemi 0. fadu nazyvame (v bodé z;) hodnoty

floi) = f(z;), i=0,....n
Pomérnymi diferencemi 1. fadu nazyvame

flzi, xiq] = f[x;ﬂ : i[%]’ 1=0,...,n—1

Pomérnymi diferencemi k. fadu nazyvame

fI‘+1 vy Litk+1 —fx B V7 3
flwi Tiga, - Tigra] = 2oty oo Tiir 20 s ],z:O,...,n—k—l
Titk+1 — T4
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Poznamka 5.12. Pomérné diference lze zapsat do tabulky

zo | f(wo) = flzo] N

T f(z1) = fla1] = flwo, 1]
ot | Fanat) = fltns] N \
Tn f(xn) = f[xn] - f[xn—laxn} — f[xn—%xn—laxn] e f[x()w"axn]

Tato tabulka dava navod, jak jednoduse rekurentné konstruovat pomérné diference
bez nutnosti odvozovani komplikovanych vzorci. Vypoctenych pomérnych diferenci
Ize pak vyhodné vyuzit pro sestaveni Newtonova interpolacniho polynomu.

Definice 5.13. Polynom

No(z) := flzo] + flzo, x1](x —20) ++ - -+ flxo, . . -y xp)(x—20) .. . (x—2p1) , (5.8)

kde
To <1 < ---< Ty (59)

jsou uzly interpolace, nazyvame Newtontv interpolacni polynom s pomeérnymi di-
ferencemi.

Poznamka 5.14. Lze ukazat, ze Newtontiv interpolacni polynom s pomérnymi
diferencemi spliiuje podminky interpolace (5.2).

Algoritmus 20 NEWTONUV INTERPOLACNI POLYNOM

InPU-t: L0y ey Ty f(xo)a L) 7f(xn)r x

1: fori:=0,...,ndo

2 sumq =0

3 sumo =1

4 forj:=1,...,i—1do

5: sumq = sumy + flzo, ..., z;].sums
6 sumg = sumy.(T; — x;)

7 end for

8 flzoy .- i) = (f(zi) — sumyq)/sumq

9: end for

10: sumq :=0
11: sums :=1
12: forj:=1,...,ndo

13: sumy = sumy + fzo,...,x;].sums
14: sumg := sums.(z — x;)
15: end for

16: N, (z) := sumy
Output: N, (z)
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Priklad 5.15. Necht jsou dany uzly interpolace

rog = O, f(l‘o) = 1,
Ty = 27 f(xl) = 27
g = 3, f(za) = —1,
r3 = 4, f(zz) = 3,
Ty = 5, flzy) = 2

Sestavte Newtonliv interpolacni polynom s pomérnymi diferencemi a urc¢ete hodnotu
tohoto polynomu v bodé z = 1.

Resend. Nejdifve sestavime tabulku pomérnych diferenci pro polynom 5-tého stupné

zo || flwo]

zy || flza] | flzo, 1]

zy || flza] | flor, 2] | flzo, x1, 2]

x| flws] | flze, w3] | floy, za, 3] | flwo, 21, T2, 73]

Ty || flza] | fls, xa] | flos, v, w5] | flz1, 22, 23, 24] | fl70, 71, 2, 3, 4]

kde jednotlivé pomérné diference vypocitame uzitim tabulky pro vypocet pomérnych
diferenci.
Tog = 0 1
xy =2 2]1/2
ro =31 -1 =3|-7/6
x3=14 3 41 7/2|7/6
x4=05 2| —-1|-5/2| =2 | —-19/30

Pak dosazenim do predpisu Newtonova interpola¢niho polynomu s pomérnymi dife-
rencemi a po Upraveé ziskdme polynom
19 , 103 5 352 , 751

x4+ —x+1.

Nu(z) = — gt 4 28 _ 292
e R T Y- 30

Zbyva urcit hodnotu interpola¢niho polynomu v bodé 1

19 103 352 751 44
Ny(l)= -y~ _ =2~ 11=_"
1(1) 30715 15 T30 " 5

5.3.1 Ekvidistantni uzly interpolace

Uvazujme nyni ekvidistantni sit interpolacnich uzla, tj. existuje konstanta h € R™
takova, ze
‘v’i:(),...,n—l:xiﬂ—xi:h, .I',L:.CL'O—FIM
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Tato volba sité nam umoznuje vypocet pomérnych diferenci vyznamné zjednodu-
sit. Misto pomérnych diferenci totiz muzeme k sestaveni Newtonova interpolac¢niho

polynomu vyuzit tzv. doprednych diferenci.

prf =31 () fte
=0 J
Doprednou diferenci 0. radu rozumime
Nf; = f(x;)
Doprednou diferenci 1. radu rozumime
Alfi = AofiJrl - Aofi = f(ziz1) — f(x:)

Doprednou diferenci k. fadu rozumime

AFfr= AP — AR

Definice 5.16. Obycejnou doptednou diferenci k. fadu rozumime

Poznamka 5.17. Oc¢ividné

Oy (5) st

J=0

Poznamka 5.18. Tabulka doprednych diferenci

Zo fo=2" — Alfy — Af -—= A" fo
I = AOfl /‘ v
Tp—1 fn—l = AOfn—l — A1fn—1 /‘
Poznamka 5.19. Lze ukazat, ze na ekvidistantni siti uzla xg, z1, ..., x, plati

A

flzoy .- xn] = i
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Véta 5.20. Necht x; = xg+ hi,i =0,...,n
x=1x0+ ht,t € R} a necht

t! t(t—1)...(t—7+1
(§)m ey = () =1 wonieriez.

J gt —7) j! 0

Pak polynom
Ni(t)sz(i)Afo+---+<fl)A”fo (5.10)

je Newtontiv interpola¢ni polynom s doprednymi diferencemi.

Priklad 5.21. Interpolujte funkci f pomoci Newtonova interpola¢niho polynomu
s doprednymi diferencemi na zadané ekvidistantni siti uzla a prislusnych funkénich
hodnotéach

o = 0 ) f($0) =1
T = 1, fla) =3
Ty = 2, flz2) = 2
r3 = 3 ) f(.?&'g) = 3
ry = 4 ) f($4) =4

Resend. Nejdifve vyplnime tabulku dopiednych diferenci dle piedpisti v definici 5.16.

zi =1 || A Alf; A f; A’ f; A*f;

0 fo=1 2—-1=1 —3—-1=—4|7T—(-4)=11|-12—-11=-23
1 fi=2 —1-2=-3|4—(-3)=7|-5-T7=-12

2 fo=—1[3—(-1)=4|-1-4=-5

3 fs=3 |2—-3=-1

4 f4:2

Nésledné staci dosadit do predpisu Newtonova interpolacniho polynomu s dopred-
nymi diferencemi (5.10).

Nf(z) = fo+(f)A1fo+(§>A2f0+(§)A3fo+(j>A4fo

e (§) ()00 ()00 () o

T 4r(x—1 1z(z—1)(z—2 24x(x—1)(x—2)(x—3
= 1+2- (2!)+ (31!)( ) _ 24x( )(4! )(z=3)

— 23 4 9143 433 42 149
= By 9y M5y U9y g

Vysledny interpolac¢ni polynom je vykreslen na obrazku 5.3. A
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Obr. 5.3: Priklad 5.21 - Newtontv interpolac¢ni polynom s dopfednymi diferencemi.

Pro zajemce:
Obdobné lze také definovat zpéiné diference.
Vfi=fi
V==V ici=fi— fia
V= = i
V takovém piipadé ma Newtoniv interpolacni polynom tvar

—t

A O P A

—t
n

)ars.

5.4 Trigonometricka interpolace

Uvazujme interpolac¢ni funkci 7, ve tvaru

def 1

T.(z) = 5

A0+Z(Aicosm+Bisinix), i=0,...,2n .
=1

Opét budeme predpokladat splnéni interpola¢nich podminek

To(i) = f(s)
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na ekvidistatntni siti interpolac¢nich uzla

27

ri=—— 1=0,...,2n 5.11
2n+1 ( )
Koeficienty interpolac¢ni funkce 7T;, 1ze ziskat na zakladé néasledujici véty.
Véta 5.22. Polynom
of 1 - . o
T.(x) dof §A0 + Z(AZ cosiz + B;sinix) (5.12)
i=1
kde
9 2n
i = ri)cosixr;, it =0,...,n 5.13
T g f(;) cos iz (5.13)
9 2n
= ri)sinir;,t=1,...,n 5.14
g 2 )iy (514
je interpolacni polynom na siti interpolacnich uzli
Lo, L1y, Ty
rjy1=x;+h,j=0,...,n—1, h € R" const .

Diikaz. Viz literatura [3]. O
Algoritmus 21 TRIGONOMETRICKA INTERPOLACE
Input: f,n,x

1: fori:=0,...,ndo

2 x; = (2mi)/(2n + 1)

3: if ¢ > 0 then )

4 A; = ﬁ > f(z;) cosix;
=0
2n

5: B; := %-H > f(z;)siniz;
=0

6: else 32

7: AO = ﬁ ZO f(I])
=

8: end if

9: end for

n
10: T, (z) == %AO + > (A;cosiz + B;sinix)
i=1

Output: T, (x)
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Priklad 5.23. Uvazujme funkci

1 proz € (0,7/2)
def J 2 proxz € (w/2,m)
flo) = 3 proz € (m3/2m)
4 prox € (3/2m,2m)

a jeji periodické rozsfieni f¥(x).
Interpolujte tuto nespojitou a 2r-periodickou funkei na siti bodu (5.11). Volte ruzny
pocet uzli a porovnejte interpolac¢ni funkei s ptivodni funkei.

Resend. Volme naptiklad pocet uzld 2n + 1 dof 5, pak n = 2. Budeme interpolovat
na siti bodu (viz (5.11))

rg = 0, f($0) =1
ry = %ﬂ-7 f(xl) =1
Ty = i, flzg) = 2
T3 = gﬂ, flzs) = 3
Ty = g7, flxy) = 4

Nejdifve spocteme potfebné koeficienty dle (5.13) a (5.14).

4
Ay = %Zf(x])Z%
J=0
4
A = %J;f(xj)cosszﬁ(ﬂrlcos —|—2COS +3.cos & —1—40055)
4
Ay = §Z%)f($j)0082xj=§(1+1008 + 2. cos & + 3. cos 2% + 4. cos 17T)
]:
4
B, = éjg)f(fj)sinszé(l sin 2% =+ 2. sm——|—3 sm—+4 sm—)
4
By = 2 f(x;)sin2z; =2 (Lsin % + 2.5in & + 3.sin 2% + 4.sin 197)

<
Il
o

které nasledné dosadime do predpisu interpolaéniho polynomu (5.12)

11
Tr(x) = 5 + Ajcosx + Bysinx + As cos2x 4+ Bssin 2z .
Jedna perioda vysledné funkce je vykreslena na Obrazku 5.4. P¥i pouziti vétsiho
poctu interpolac¢nich uzli ziskdme presnéjsi feseni, viz Obrazek 5.5 a 5.6.
A
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351

f(x)

15

0.5F

Obr. 5.4: Priklad 5.23 - trigonometricka interpolace s volbou n = 2.

45 45
4 4
35 35
3 3
25 25
g g
2 2
15 15
1 1
05 05
0 0
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
X X

Obr. 5.5: Priklad 5.23 - trigonometricka interpolace s volbou n = 5, 10.
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45 4.5
4r 4r Rﬂ,mw
35 35F }
3 3l f
25F 251 ‘
g g
2r 2
15¢ 150
1F 1 D !
05 05F
0 ol
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
X X

Obr. 5.6: Priklad 5.23 - trigonometricka interpolace s volbou n = 50, 100.
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5.5 Interpolace linearnimi spline funkcemi

Pouziti algebraickych ¢i trigonometrickych interpolacnich polynomi je velice ome-
zené. V pripadé velkého poctu interpolac¢nich uzli totiz zacné velmi nartstat rad
interpola¢niho polynomu a polynom samotny se velmi ,,rozkmita“.

V takovém pripadé se jako vhodnéjsi ukazuje pouziti tzv. spline funkci, které jsou
postupné definovany jako polynomy nizsich stupni na intervalech ohranicenych uzly
interpolace. Nejjednodussim pripadem spline funkce je tzv. linedrni spline, kterou
muzeme charakterizovat jako spojitou po ¢astech linearni funkci.

Obr. 5.7: Interpolace linearni spline funkci.

Definice 5.24. Funkce ¢ € C' se nazyva linedrni spline funkce, jestlize na siti
interpolac¢nich uzli g, 1, ..., x, spliuje interpolacni vlastnost a na jednotlivych
disjunktnich intervalech

<2Uj,l’j+1>, ]:O,,n—l

je linearni.

Uvazujme tedy posloupnost interpolacnich uzli
a=xrg<r1<--<x,=0b,
kterd generuje rozklad intervalu (a,b) na n — 1 podintervalu
(a,b) = (xg,x1) U (xg, 1) U... U{(xi_1,2;) U{x;,xip1) U...U(xp_1,Ty) .

Ozna¢me podinterval I; = (x;, x;41),4 = 0,...,n — 1 a definujme na ném linearn{
funkci

wi(x) = a; + bz, x € (T, xi41) .
Neznamé koeficienty a;, b; € R lze snadno urcit z pozadované interpolacni vlastnosti
v krajnich intervalu, tj. koeficienty jsou fesenim soustavy

f(zi) = a; + bz
f(xi+1> =a; + bixi+1 .
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Po substituci h; = x;,1 — z; (velikost uvazovaného intervalu) ziskame

f(xz) z;

f(riy1) min

1

.l b; =
hi

a; =

Pak ¢ast interpolac¢ni funkce ¢; na intervalu I; ma tvar

! 0 mimo (x;, Tiy1) -

Pak interpolacni funkeci ¢ lze vyjadrit jako soucet

P0) =Y pile) € (a,0)

Algoritmus 22 INTERPOLACE LINEARNIMI SPLINE FUNKCEMI
Input: Loy .-y T, f(TO), .o >f(Tn)

1: fori:=0,...,n—1do

2 a; = f(xz)

3 hl = Tj+1 xX;

4 bi = (f(wiy1 — f(zi))/h
5: end for

Output: ag,...,a,, bo,...,b,

@ Priklad 5.25. Necht je dana funkce f body a funkénimi hodnotami

Tog — 1 ( 0) = 1
ry = 3 (I’l) = 4
Ty = 4 f(l‘g) = 2
r3 = 5 f(i[fg) =0
Ty = 8 f(zg) = 3
T5 = 9 <I5) = 3.

Na této siti interpolujte funkei f pomoci linedrni spline funkce ¢.

Reseni. Nejdiive spoc¢teme jednotlivé diference

ho = $1—$0:2
hl = .TQ—(IIl:]_
hg = 173—1'2:]_
hg = 1'4—1'3:3

h4 = .’113'5—1’4:1
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a jednotlivé casti hledané interpolac¢ni funkce ¢ zkonstruujeme pomoci predpisu

(5.15)
wo = flzo)+ f(ﬂm)h—of(fﬂo)(m — ) = %x _%
o1 = f(z)+ f(m)h_lf(xl)(:v — 1) = =22+ 10
02 = flxa)+ f(%)*f(@)(m —xy) = =2z + 10
03 = f($3) + f(m)h—gf(x:s)(x _ 333) —r—5
04 = f(x4) + f(%)l;f(u)(x _ 1‘4) —3.
Pak vyslednd interpola¢ni funkce ma tvar
Sp-1 pro x € (1,3)
) —2z+410 pro z € (3,5)
wlz) = r—>5 pro z € (5,8)
3 pro x € (8,9)
Vysledna funkce je vykreslena na obrazku 5.8.
5k
4k
Sk
2 o
lk
Ok
-1 ! ! ! ! J
0 2 4 6 8 10

Obr. 5.8: Priklad 5.25 - interpolace linearni spline funkei.

5.6 Interpolace kubickymi spline funkcemi

Linearni spline predstaveny v ptredchozi kapitole sice Tesi problém zvysujiciho se
stupné polynomu se zvysujicim se poctem uzli interpolace, avSsak vysledna inter-
polacni funkce diky nediferencovatelnosti v uzlech interpolace neni hladka, ackoliv
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bychom to v tadé pripadi ocekavali. V takovém pripadé je mozné vyuzit spline
funkci vyssich radia, tj. takovych, které jsou pocastech kvadratické, kubické, kvin-
tické atp. V takovém pripadé se da zajistit i urcita hladkost vysledné interpolacni
funkce.

Jednim s nejcastéji pouzivanych splint je kubicky spline. V nésledujicim textu si
tento spline odvodime.

Definice 5.26. Necht jsou dany dvojice (z;, f;),7 = 0,...,n a necht f(z;) = fi.
Funkei ¢(x) nazyvame kubickou spline funkci jestlize

1. ¢ € C*({a,b))
2. ¢ je kubicky polynom na (x;, z;41),Vi=10,...,n—1

3. o) = fi,i=0,...,n

Poznamka 5.27. Z definice je patrné, ze kubicka spline funkce ¢ neni urcena jed-
noznacneé.

Abychom jednoznac¢né urcili interpolacni funkci a jeji ¢asti na jednotlivych interva-
lech

n—1
p(z) = ;J i)
0i(7) == a; + bjx + c;x* + dix®  na (z;,141)

je nezbytné pro jednotlivé intervaly ur¢it 4n nezndmych a;, b;, c;,d;, 1 =0,1,... ., n—
-1
Z interpolacnich podminek

olx;)) = fi,i=0,...,n

dostavame n+1 rovnic. Ze spojitosti ¢, ¢, ¢” v bodech interpolace z;,i = 1,...,n—1
dostédvame dalsich 3(n — 1) = 3n — 3 rovnic.
Celkem tedy méame 4n nezndmych a 4n — 2 rovnic.
Dvé podminky tedy musime dodat.
Napriklad

L ¢'(a) = fo.¢'(b) = [y

2. ¢"(a) = fo,¢"(b) = f)

3. ¢"(a) =0,¢"(b) =0 (tzv. prirozeny kubicky spline)

Tyto podminky nazyvame okrajové podminky.
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5.6.1 Konstrukce spline funkce

Na kazdém intervalu interpolace budeme hledat kubicky spline ve tvaru

pi(r) = a; + bi(z — ) + ci(r — ) + di(w — 2;)°,0=0,...,n =1 (5.16)
¢! je tedy polynom prvniho stupné a tudiz ¢” je funkce po ¢astech linearni a spojita
nebot ¢ € C?({a,b)).

Ozna¢me ¢"(x;) .= M;,i =0,...,n jako i-ty moment spline funkce.

Muzeme sestavit interpolaci po ¢astech linedrnimi funkcemi (viz 5.5)

©f (x) = Soil(xz)xwz—_x + 9021($i+1)x ;'Ii,ai € (xi,Ti41),i=0,...,n—1.
Z; — X r — T;
i (z) = Mz% + MHIT

Integrovanim ¢!/ dostavame

)2 — 7
o) = [ ttoys = —ar = gy B2

a nasledné

(Tip1 — x)g (- 351')3

7 podminek interpolace plyne

wi(zi) = f(:), 0i(Tis1) = f(Tiy1),1=0,...,n =1,

tedy
2

i(z;) = Mz% + B; = f(x;)

h2
0i(Tit1) = ]\4z'+1gZ + Aihi + By = f(ziq1) -

Resenim této soustavy 2 rovnic o 2 neznamych A;, B; dostavame

h?
B; = f(xi) — Mz‘g@

_ f@ia — flz) M
A; = T - E(Miﬂ — M;) .



130

Interpolace

Poznamka 5.28. Pomoci M; lze jednoznacné spocitat vsechny funkce ¢;, tzn. mi-
zeme urcit a;, b;, ¢;, d; nasledujicimi predpisy

a; = @i(r;) = f(l"z')
b= Gilw) = —MY + A; = Heepelind - B,

= hi 6 1
C; = %‘P;/(xz) = %Mz (5.17)
di= Lgh(ah) = Mt
kde ¢! (x;) je derivace ¢! zprava v ;.
Nyni staci pouze ur¢it momenty ¢”(z;),7 =0, ..., n. K tomu vyuzijeme spojitost

O va,i=1,...,n—1, tzn.
Yia(@) = ¢i(af)i=1,...,n—1.
Vyjadiime si ptislusné jednostrané derivace

f(mz) - f(mz;l) 4 hi—1 hi—q

! 7)) = M, M, _
902—1(1‘1 ) hi—]_ 3 7 + 6 i—1
f Z; - f Z; h hi
i) = ( H)hi (=) - EMZ - gMi+1 :

Dosazenim do podminek spojitosti ¢’ dostaneme rovnice

hi_ hi_1+h; i . i — i i)~ i—
61 i—1+1T+Mi+% H_l_f(u’cﬂizi f(u’l?)_f(u"?)hili(lx 1)7

i =1,...,n—1

Ctendr si urcité vsimnul, Ze se jednd o n — 1 rovnic pro n 4+ 1 nezndmych. Pro
b
jednoznacnost feseni je proto doplnime libovolnou okrajovou podminkou.
Oznac¢ime-li dale
\ — hi—1 hi B
T ) -

6 <f(35z‘+1) — () _ fz:) — f(%l))
hi—1 + h; h; hi—s '

Dostavame tridiagonalni soustavu linearnich rovnic, jejiz rfesenim jsou hledané mo-
menty kubického splinu.

9i = (5.19)

2My A My =g —Mf)
MMy +2My  HpeMs = go

/\n—2Mn—3 +2Mn—2 +,un—1Mn—1 = Gn—2
1My g +2M, = gn-1— Hn—1fy
(5.20)
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Lemma 5.29. Necht f € C*((a,b)), K je konstanta takovd, Ze pri déleni (a,b) na
hi,vi=0,1,...,n—1 plati
max h;

< K.
minh; —

Necht ¢ je kubickd spline funkce pro funkci f a necht ¢ splnuje okrajové podminky.
Pak proVx € {(a,b) a j =0,1,2,3 plati

[fP(2) — P (@)] £ CKR'T

kde h = max h;, C' je konstanta, kterd nezdvisi na x ani na déleni (a,b).

Algoritmus 23 INTERPOLACE KUBICKYMI SPLINE FUNKCEMI
InPUt: Loy .-y Lny f(mo)v HER) f(T}n), f”(mo)v f//(mn)

1: fori:=0,...,n—1do

2 hi=xip1 — x5

3: end for

4: fori:=0,...,n—1do

5: >\z = h7/(hz+hl+1)

6: i = 1-— )\L

7 gi = 6/(hi—1 + hi) ((f (@i1) = f(2i))/hi — (f (@) = f(xi1))/hi1)
8: end for

9: M je nulova matice typu (n — 1) x (n — 1)
10: 7 je nulovy vektor dimenze n — 1

11: [Af]l_’l = 2, [M}l,Q = M1

12: [Th]l =4g1 — )\1]"”(1'0)

13: fori:=2,...,n—2do

14: []\/[}i,i—l = )\2
15: []V }zz =2
16: [Af}iﬂq_l = Mg
17: end for

18: [Aj[]nfl,nfl = 2» [M}TLflJLfQ = )\nfl
19: [m]n—l = 0n—-1 — ,un—lfl/(l'n)

20: [My,..., M, 1]" := mje feSeni soustavy Mm = i
21: fori:=0,...,n—1do

22: Qg = f(l'z)

24: ci = (1/2)M;

25: dl = (Af[i+1 - J\C{Z)/(Ghz)

26: end for

Output: ag,...,an, bo,...,bn, co,...,Cn, do,....dy
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Priklad 5.30. Interpolujte funkci f pomoci prirozené interpolace kubickymi spline
funkcemi na zadanych bodech a prislusnych funkénich hodnotach

rg = 1, flzo) = 1
r = 2, flz) = 3
T = 3, flzg) = 2
r3 = 4, flzz) = 3
ry = 5, flzg) = 4.

Reseni. Nejprve je potieba si viimnout, ze zadané uzly jsou ekvidistatni, tj.
hozhlzhgzhgzl.

To nam vcelku zjednodusi vypocet. Nejdrive spocteme Ai, Ao, A3, pi1, 1o, 3 dle pred-
pisu (5.18)

A= ho}fm:%’ o= 1= =3

Ay = hlfihgzé’ po = 1=X\=3

Az = hg}fhg,—%’ ps = 1=\ =3

a dosadime do predpisu pomocnych proménnych (5.19)

_ 6 fl@2)=f(z1) _ flz)—flzo) | _

91 = hotm : h1 - : ho =) =-9
_ 6 f@3)—f(z2) _ flza)—f(z1) ) _

g2 - h1+ho ° ho = - : h1 : o 6
_ 6 f@a)—f(w3) _ flms)—flz2) ) _

93 = Toths ) h3 v - ; ha ©)=0.

Pak lze sestavit soustavu (5.20) (jelikoz se jednd o pfirozeny spline, tak fJ = fi =

:M0:M4:O>

2My A Mo = g1 — A\ Sy 2M,  +iM, =-9
Ao My +2My  +paMz = go = %Ml +2My +%M3 =6
MMy +2Ms = g3 — psfy IMy +2M; =0
Resenim soustavy jsou hledané momenty
159 33 33
My=0, Mi=—, My=—, My=——, M;=0
0 ) 1 28 ) 2 7 ) 3 287 4 9

které 1ze nasledné dosadit do predpist koeficienti pro kubické polynomy (5.17) na
jednotlivych intervalech

agp — f(l‘o) = 1 a9 = f(&?g) = 2
by — fz)—f(zo) 2Mo+My g, 165 by — f(z3)—f(z2) 2Mp+Msyp 3
0 ) ho 6 0 56 2 . ha 4 6 2 8
Co = §M0:0 Cy = §M2:ﬁ
_ Mi-—-Mo __ _ 53 . Ms—Mp __ 55

dy = 6ho 56 dy = 6ha 56
ay = f(z1)=3 ag = f(x3) =3
b — fe2)=fl@)  2Mi+Ms 3 be — Jf@a)—flzs)  2Msz+May 39
1 ) R . 6 28 3 ) 6 37— 28
C1 = iM —% C3 = EM = —%
d Mo — My % d . My—Ms E

1= 6h1 56 3 = 6hs 56
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Tedy vysledna interpola¢ni funkce (5.16) mé predpis

:1+%(x—1)—%(x—1) pro x € (1,2)
(z) —3+28(a:—2) Doz -2+ L(x—2)* proz € (2,3)
PN =2 feoy - gleosp Bl s pore@d
9( —4) — ;’2@—4)2—#5—( 4)3 pro x € (4,5) .

45

4t

3.5

3k

E2s5

2k

15}

1k

05 1 1 1 1 1 1 1 1 1 J

Obr. 5.9: Priklad 5.30 - interpolace kubickymi spline funkcemi.
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Kapitola 6

Aproximace

Pruvodce studiem

Obdobné jako v pripadé interpolace se problematika aproximace funkci zabyva metodami
nalezeni jednodussich funkci, které jsou dosatecnym priblizenim (aproximaci) funkce jiné.
V' pripadé aproximacnich metod vsak nebudeme vyZadovat ani splnéni interpolacnich
podminek, tzn. Ze vysledna aproximacni funkce nemusi dokonce prochazet znamymi
funkénimi hodnotami funkce aproximované.

V této kapitole se seznamime s principy teorie aproximaci funkci a se ze zakladnimi
aproximacnimi metodami.

Aproximace si klade za cil nahradit danou funkci f z prostoru funkci F néja-
kou jednodussi aproximacni funkei ¢ z prostoru aproximacnich funkci ®. Na rozdil
od interpola¢ni funkce vsak nevyzadujeme, aby se aproximacni funkce ¢ shodovala
v pfedem danych bodech z;,i = 0,...,m s puvodni funkei f (viz Obréazek 6.1).

Za podprostor ® si obvykle vybirame konec¢nédimenzionalni podprostory funkei,
nebot se vysledné aproximacni funkce daji dobte vyjadrit jako linedrni kombinace
vektortl baze. Typicky jsou to pak prostory polynomit, konecnérozmérné prostory
trigonometrickych funkci apod. Je zfejmé, ze chyba aproximace bude zavisla prede-
vsim na volbé tohoto prostoru.

Diilezitou otdzkou v aproximacni tloze je tedy otazka ,miry vzdalenosti“ aproxi-
macni funkce ¢ od ptvodni funkce f. Cim je tato ,vzdalenost® mensi, tim zfejmé
lepsi aproximacni vlastnosti ziskavame.

Za timto ucelem nam dobre poslouzi prostory funkei se skaldarnim soucinem (f,g)
a normou || f|| = +/(f, f) indukovanou timto skaldrnim sou¢inem. ,Miru vzdale-
nosti“ f od ¢ pak muzeme mérit metrikou

p(f,e)=If —el =V (f—o. f—o)

kde fe Fape ®.
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10

f(q)
interpolace
aproximace

Obr. 6.1: Porovnani interpola¢niho polynomu s linedrni aproximacéni funkci.

Pro hledanou aproximacni funkci ¢* € ® pak pozadujeme, aby splnovala vlast-
nost

p(f; ") = p(frp) prove e @,
tj.
If =¢* I =If =l proVeed.
Velmi ¢asto se v aproximaénich tlohach voli za prostor funkei F prostor Ls(a, b)
(t]. fb f(z)dr < +00) a za prostor aproximacnich funke{ ® miizeme napifklad brat

a
prostor vsech polynomii stupné nejvyse n.
Na prostoru Ls(a, b) zavddime skaldrni soucin

b

(f.9)2 = / f(2)g(x)dz

a

a normu
b 3
1£]le = / Py |

Definujeme-li metriku pro vzdéalenost funkei

p(f? ()0) = p2(f7 %0) = Hf - 90”2 )
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pak aproximacni tlohu miizeme predepsat jako minilalizac¢ni lohu

{ Najdi ¢* € ® takové, ze (6.1)

If =@ I3 = If —¢llf proVped.
Vsimnéme si, ze misto normy || f — ¢||2 jsme pouzili v minimaliza¢ni tloze (6.1)
jeji kvadrat || f — ¢[|3. Tento tvar nemd Zadny vliv na vysledek minimalizacni tilohy
a pritom je mnohem vhodnéjsi pro ipravy minimalizované funkce nebot zatimco

1f = 0llz=/(f =&, f =),

tak
If=olz=(f—o.f—9¢).
Pokud je tedy funkce f zaddna pouze na diskrétni siti {x;,i =0,...,m}, dosté-
vame funkci f ve tvaru m + 1 rozmérného aritmetického vektoru funkéni hodnot

(f07"'afm)€Rm7

kde f; = f(z;),i=0,...,m.

Mnozinu funkei definovanych na kone¢nych mnozinach boda pak mizeme ztotoznit
s vektorovym prostorem aritmetickych vektorit R™*! na kterém zavedeme skaldrni
souc¢in a normu ve tvaru

(f7 g)?,m = Zflgza Hf”Q,m = (Z f12> .
=0

=0

Pivodni aproximacni tloha ma pak tvar

S R m+1 5
{ Najdi p* € R™*! tak, ze (6.2)

If = 13m S 1f = ¢l3, pro Ve e R™!.

2m =
V obou téchto piipadech (6.1) a (6.2) se metoda aproximace nazyva metoda

nejmensich ctverci. Jeji ndzev vychazi z geometrické interpretace této metody v dis-

krétnim pripadé. Za aproximacni polynom se vybird ten polynom, jehoz soucet

¢tverctt odchylek od hodnot f; je nejmensi.

Nejlépe lze princip metody pochopit z Obrazku 6.2.

Z vyse uvedeného je patrné, ze vysledny aproximacni polynom zavisi na volbé
metriky pro vzdalenost funkci. Zménou normy resp. skalarniho souc¢inu tak mizeme
dostat jiné aproximacni funkce, jejichz aproximacni vlastnosti se budou lisit v za-
vislosti na metrice.

Kromé metody nejmensich ¢tvercti se pro aproximace taktéz c¢asto pouziva tzv.
stejnomernd aproximace, kdy za normu f volime

Hf”oo = ;&%ﬁ |f($)|, kdef € C(<a’ b>) :
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Obr. 6.2: Metoda nejmensich ¢tvercti minimalizuje obsah ¢tverct.

Pokud si za tridu aproximacnich funkci vezmeme opét prostor vsech polynomu
stupné nejvyse n, pak aproximacni tiloha ma tvar

min max |f(z) — ¢(x)| .

{ Najdi ¢* € ® takové, ze
¢ xz€{a,b)

Pokud funkce f je opét znama pouze na kone¢né mnoziné bodi, miizeme volit normu

| flloom = max | fil
1 m

=U,...,

a aproximacni iloha mé tvar

min max |f(z;) — o(x:)]
¢ 1=0,....m

{ Najdi ¢* € ® takové, ze
Pokud se zamyslime nad rozdilem mezi metodou nejmensich ¢tverct a stejnomér-
nou aproximaci, tak vysledna ,,vzdalenost“ aproximacni funkce nepresdhne urcitou
mez, danou pravé normou || f — ¢*||, zatimco v pripadé metody nejmensich ¢tvercu
takovato mez neni garantovana, ale za to funkce ¢* se priblizuje k funkci v priméru
po celé délce intervalu, na které aproximuje.

6.1 Metoda nejmensich ¢tverci

V predchozim textu jsme jiz definovali metodu nejmensich ¢tverct jako minimali-
zaci kvadratu Eukleidovské normy chyby aproximace. Reknéme, ze prostor & ma
usporadanou bazi (¢, - .., pn). Pak Vo € & plati

Y =Copo+ "+ CpPn ,
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kde cg, ..., c, € R jsou souradnice funkce ¢ v dané bazi.
Budeme se tedy snazit nalézt takové cj, ..., c; € R, ze
2 2
If = oo — - = cpeenllz S IIf — covo — - = cnonll3

pro Veg, ..., c, € R.

Dostavame tedy minimaliza¢ni tilohu

min ps(f,co,. .., cn)?

C0y--+5Cn

S p2(f7007-"7cn)2 = (f_COSOO e _CnSDan_COQDO e _Cngpn)2-
Pro tuto ulohu si mizeme predepsat nutnou podminku existence minima ve tvaru

Op3(co,- -, Cn)

=0,k=0,...
ack Y Y 7n
Tedy
P%(CO, ) = (f f)a— QZ ci(f, pi)2 + cici(is Pi)2
i=0 =0 j=0
a
dpa(co, ..., cn) —
der (f, r)2 + ZC (i, )2

i=0
Nutna podminka ma tedy tvar

n

Zci(%',@kh = (f7 Sok)Za k:()?"'an

1=0

coz predstavuje soustavu linearnich rovnic s nezndmymi co, ..., c,.

Tyto rovnice se nazyvaji normdini rovnice a jejich maticovy zapis vypada nasle-
dovné

Ac=1b
(¢o,0)2 (Posp1)2 -+ (¥o,¥n)2 (f;%0)2
(1, 00)2 (Prs1)2 - (o1,00)2 (fs 1)z
A=, ; . = [(pig)l, b= 7"
(907’“900)2 (907”901)2 s (Qpnusp’rL)Q (f7 Qon)2
Postacujici podminkou existence minima je pak positivni definitnost Hessianu
D?p2(cg, - .., Cn), COZ je pravé matice A.
Tato matice se nazyva Grammova a je o ni zndmo, Ze je symetrickd a positivné de-
finitni pokud ¢y, . .., ¢, jsou nezavislé, coz v nasem pripadé plati (nebot tvori bazi

prostoru ®).
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Aproximaéni funkce nalezend touto metodou tedy méa pozadované minimalizacni
vlastnosti. V diskrétnim pripadé ziskavame stejné normalni rovnice, ve kterych se
pouze vyskytuje jiny skaldrni soucin.

Konkrétné
A= [(901, SOJ')Q,M] b= [(f7 (pi)Q,M] )

kde .
(f> g)?,m = Zfzgz .
=0

Poznamka 6.1. Je nutné poznamenat, ze pro velkd n je matice A zkonstruovand
vyse uvedenym predpisem velmi Spatné podminéna pro bézné polynomidlni baze
jako je baze p;(x) = z°.

To nés privadi k vyuziti ortogonélnich systému v aproximaci nejmensich ¢tvercu (viz
dalsi podkapitola 6.2).

Algoritmus 24 METODA NEJMENSICH CTVERCU
Input: f, (¢o,...,¢n)
: fori:=0,...,ndo

forj:=0,...,ndo
[A]ij = (i, ¥5)
end for
end for
: [co, ..., cn)T := cje feSeni soustavy Ac = b

N adk ey

Output: co,...,c,

Priklad 6.2. Necht funkce f: R — R je zadana v bodech

1) = 1
@) = 2
@) = -1

Aproximujte tuto funkci polynomem prvniho stupné p € P; metodou nejmensich
¢tvercil.

Reseni. Budeme tedy hledat polynom p ve tvaru
p(x) = ¢o + 1.

V idedlnim pripadé by hledana funkce interpolovala dané body, tedy body by
lezely na pfimce a ,mira vzdalenosti“ by byla nulova. To by ovSem znamenalo, ze
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hledané koeficienty tesi soustavu sestavenou pro hledani interpolac¢niho polynomu

(viz Priklad 5.3)

Ac=b,
kde
Ty T L0 f (o) 1 c
A= 20 2t | =11 2|, b=|flx) | =] 2 |, CZ[CO}
Ty Ty 13 f(z2) —1 '

Samoziejmé, tato soustava nemd feseni (protoze body na piimece nelezi, fadky nejsou
linedrné zavislé).
Mizeme vsak nalézt ,,co nejlepsi“ feSeni, tj. takové, aby chyba feseni

err(c) == Ac—b

byla co nejmensi.
Ve smyslu nejmensich étvercli budeme uvazovat co nejmensi chybu s kvadratem, tj.

¢ = arg min ||Ac — b||.
Nejdrive upravme
|Ac —b||* = (Ac — b, Ac — b) = c" AT Ac — 2" ATb + b"b .

Jelikoz minimum je nezévislé na konstanté b?b, lze minimaliza¢ni tlohu piepsat do
tvaru

1
min §CTATAC — ATy .

Nutnd podminka minima (jednd se o kvadratickou funkci s symetrickou positivné
definitni matici, viz Véta 3.24) ma tvar

ATAc= ATy .

Tedy misto ptivodni interpolacni soustavy budeme tesit tuto soustavu.
10 1
111 3 5 111 2
T4 _ Ty _ _
AA_[023} 1; _[5 13}’ Ab_{OQZ%} _21 _{1}

Konkrétnim fesenim je ¢y = 1.5, ¢; = —0.5. Porovnani zadanych bodt a aproximacni
funkce je vykresleno na Obrazku 6.3. Tento sptisob Teseni odpovida vyse uvedené
teorii. Zvolime-li standardni bazi vektorového prostoru Py, tj. (vo, ¢1), kde

Yo = T
Y1 = X7,
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Obr. 6.3: Priklad 6.2 - TeSeni, aproximace linearni funkci.

pak odpovidajici Grammova matice ma tvar

] i S go(x) o) S polw).or(a)

;2% ¥1 (%’)-@0(%’) z‘io 901(1’1') -@1(%‘)

_ {00.00+20.20+30.30 0000 +20.27+30.3 } - [3 : }

[(900,900)2 (¢0, ¢1)2
(P1,900)2 (P1,901)2

0L.0° 42120 +31.3% 0.o! +2t.2t + 313! 5 13

a prava strana normalni rovnice

(]| 3000 - [ - 2]

Piiklad 6.3. Pro funkci f(z) := cos(x) naleznéte na intervalu (0,7) aproximaci @

polynomem tretitho stupné ¢(z) pomoci metody nejmensich ¢tverci.

Reseni. Hledané funkce je polynom tiettho stupné

©(x) := o+ 1@ + o + 31 |
tedy ukolem je nalézt konstanty cg, c1,ca,c3 € R.
Uvazujme standardni bazi vektorového prostoru polynomu nejvyse tietiho stupné

wo(z) = 1 wo(z) = =

oi1(z) = =z o3(z) = 2°
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a sestavme normalni rovnice. Za timto ucelem bude nutno spocitat dané skalarni

souciny.
(0, 00)2 = Ofl ldx=[z]yg =7
v = foede=[i], =5
S
(¢3,03)2 = O}x?’ 8 dx = [1“_77]; — 7r_77
(o, p1)2 = Ofl rdx = [?K -
(o = Jla?dx=[5]" =%
(¢o,¢3)2 = Ofl 2 dx = [%E _
(p1,02)2 = Ofx 22 dx = [%K _ %4
(¢1,3)2 = Ofx 23 dx = [gj}; _
(p2,03)2 = O}xQ 2% dx = [%6]2 — %6
(po, f)2 = Ofl -cos(z) dx = [sin(z)]5 = 0
(o1, )2 = b;“rx.cos(g;) dx = [zsin(z) + cos(z)[} =7
(p2,f)2 = fqﬂ - cos(z) dx = [2? sin(z) + 2z cos(x) — 2sin(x)]; = —27
0
(s f)a = §x3 -cos(z) dx = [2¥sin(z) + 3z? cos(z) — 6z sin(x) — 6 cos(x)];

=12 — 372

Pak soustava norméalnich rovnic mé tvar

o= o o2, 0
Tz onos|[w 2
SR - o ) IO -
G S S Co 2
3 4 5

S N 12 — 372
4 5 6 7

Tuto soustavu lze Fesit numericky (viz kapitola 3)

co = 0.9910, c¢; = 0.0850, co = —0.6836, c3 = 0.1451 .
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Zbyva dosadit feseni do predpisu hledaného polynomu a ziskame aproximacni funkci
o(z) = 0.9910 + 0.0850z — 0.68362% + 0.1451z .

Porovnani zadané funkce f a aproximac¢ni funkce ¢ je vykresleno na Obréazku 6.4.
A

151

-10+

-15 L L L L I )
-4 -2 0 2 4 6 8

Obr. 6.4: Priklad 6.3 - Teseni, aproximace metodou nejmensich ¢tverci.

6.2 Ortogonalni systémy funkci

V poznamce 6.1 jsme upozornili na skutecnost, ze volba standardnich polynomickych
bézi jako je ¢; = 2 vede na velmi $patné podminéné soustavy normalnich rovnic.
Této situaci se da elegantné vyhnout pokud za béazi zvolime ortogondlni systém
funkci. Nejprve si tedy pripomenme, co rozumime pod pojmem ortogondlni systém
funkci.

Definice 6.4. Necht je dan vektorovy prostor & se skalarnim soucinem
(f,9), f,g € ®. Rikdme, Ze mnozina {yy, ..., o} C ® je ortogondlni, jestlize

) =0 proi#j
(SOHSDJ){ £0 pro i = j

Zobecnéme skalarni souéin (f, g)2 na prostoru Ls(a, b) nasledovné

b

(f. 920 = / f(@)g()olz)dz |

a



144 Aproximace

kde w(x) je tzv. vdhovd funkce, Vx € (a,b) : w(z) > 0.
Pro f,g € R™! pak zobecfiujeme Eukleidiiv skaldrni soucin nasledovné
fg2wm Zfzgzwza

kde w; > 0,2=0,...,m

Uvedme priklady nékterych ortogonalnich systému:

@ Priklad 6.5.

a) spojity pripad

Funkce ¢;(z) = cosjz,j =0,1,... tvofina (0, 7) ortogonalni systém s w(z) = 1
b) diskrétni pripad
Funkce ¢;(x) = cosjz,j = 0,1,...,m tvorf na siti bodt z; = %i}%,z =

=0,...,m s w(z) =1 ortogonalni systém

@ Priklad 6.6. Cebysevovy polynomy

. tvori na intervalu (—1,1) orto-

a) Polynomy T;(z) = cos(jarccosz), j
gondln{ systém s w(x) = (1 — 2?)”
rekurentnim vzorcem

Ty(z) = LTi(2) = 2, Ty (e) = 20T (x) — Ty (2)

2, Tyto polynomy muzeme taktéz ziskat

b) Polynomy 7}(z) = cos(jarccosz),j = 0,1,...,m jsou ortogonalni na siti z; =
:cos(féﬁg),izo,...,mswiz1

Priklad 6.7. Legendrovy polynomy
@ Polynomy

1 &
2751 dai
tvori na (—1, 1) ortogonalni systém s w(z) = 1.

Tyto polynomy je taktéz mozno ziskat rekurentnim vzorcem

27 +1 ]
L aPy(x) - —1=Pia(x) .
J+1 j+1

Py(z) =1, Pj(z) = [(z*=1)],i=1,2,...

Py(z) =1, Pi(z) =z, P (z) =

Poznamka 6.8. Polynomy v Ptikladech 6.6 a 6.7 lze rozsifit z intervalu (—1,1) na
interval (a,b) prostfednictvim transformace

z+1

5 (b—a)+a,ze (-1,1).

y:
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Lemma 6.9. Necht funkce @, ..., p, jsou ortogonadlni. Pak reseni normdlnich rov-
nic mad tvar

c; = ,0=0,...,n
(%‘a%‘)

Diikaz. Vyplyva primo z vlastnosti ortogonality, tj.
(i, 05) proi#j

colpis po) + -+ cilwi, i) + -+ culps, on)+ = (f, i)

¢ = —=

(%‘7 %‘)
L]

7 uvedeného Lemattu 6.9 tedy plyne, Zze pii pouziti ortogonalniho bazového
systému funkci neni potfeba Tesit soustavu normalnich rovnic, nebof jeji matice je
diagonalni a Teseni tudiz mizeme vypocist pfimo dosazenim do rovnic

(f> SOi)
(©i, 1) .

i

Tento postup pochopitelné zcela eliminuje jakykoliv vliv numerické nestability na
hledéni aproximacni funkce.
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Kapitola 7

Numericka derivace a integrace

Priuvodce studiem

Vypocet derivace a integralu je dalsi velmi hojné pouZivanou matematickou tlohou. Sami
vime, Ze se vsak v pfipadé velmi sloZitych funkci miZe jednat o velice naroc¢nou dulohu.
Proto mnohdy nezbyva, nezli vyuzit numerickych metod k jejich vycisleni.

V' nasledujici kapitole se proto seznamime se zakladnimi numerickymi metodami, které
umozni najit jejich aproximace.

Numericka derivace i integrace je zalozena na prosté myslence nahradit ptivodni
derivovanou funkci ¢i integrovanou funkci interpola¢nim polynomem a poté deri-
vovat resp. integrovat tento polynom. Pochopitelné ¢im presnéjsi bude interpolac¢ni
polynom, tim presnéjsi aproximaci derivace ¢i integralu dostaneme.

Jak je znamo z teorie interpolace, jeji presnost mizeme fidit vhodnou volbou roz-
misténi interpolacnich uzli. Toho se pak da vyuzit i pti pfesnéjsim vyhodnoceni
numerické derivace ¢i integralu.

7.1 Numericka derivace
Jak jiz bylo zminéno, numericka derivace spociva v derivovani interpola¢niho poly-

nomu nahrazujictho derivovanou funkci f. K tomuto tcelu tedy pouzijeme Newtontv
interpolac¢ni polynom

f(z) = Nyp(x) = flzo] + flzo, x1](z —z0) ++ -+ flxo, ..., xn)(x —20) ... (x —2p)
Prvni derivace pak miize byt numericky vypocitana nasledovné

f'(z) = Ny, = flao, z1] + f[xoal’b@]% [(z —xo)(z —21)] + ...
---—i—f[:co,...,a:n]% [(z—x0)...(x — zp1)]
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Oznacéime-li chybu interpolace

(n+1)
Buea(e) = 2ot
kde
e(r) = (z—x9)...(x —z,)
£ € (xg,xy) .
Pak chyba prvni derivace je
) (n+1) d
Bpala) = S ).

Predpis pro k-tou numerickou derivaci funkce f pak ma tvar

N (z) = f[xo,...,xk]% [(z—20) ... (2 — 2p1)] + ...
---+f[x0,...,xn]%[(x—xo)...($—xn_1)]
a jeji chyba mé tvar i)
f n+1 (€> dk
EY) (z) = m@e(w) :

Pro vypocet numerické derivace pak obvykle volime ekvidistantni sit uzlu, tj.
xi—l—l_xi:h? 2207,71,—1

Pak napiiklad pro volbu x; = x ziskdvame interpolacni body

To = x—h
r = X
To = x+h

Uvedme tedy nékolik zédkladnich formuli pro numerickou derivaci véetné jejich
chyby: Vzorce pro prvni derivaci
1. Stupen interpola¢niho polynomu n =1
Pro volbu
o = X
r, = T+ h

dostavame nasledujici formuli pro numerickou derivaci

f/($):f($+h})l_f($)_%hf//(g) §€<$,$+h>, h>0

Volbu zy a 1 miizeme vsak provést i nasledovné

To = x—h
ry = I.

Pak dostavame nasledujici vzorec pro prvni derivaci

flz) = fe) - i(”j_ h %hf”(f) gelz—hax), h>0
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2. Stupen interpolac¢niho polynomu n = 2
Nejprirozenéjsi volbou pro uzly interpolace se v ptripadé kvadratického inter-
pola¢niho polynomu jevi

To = x—h
rT = T
To = x+h.
f(z) = f<“h>2_hf<x_h> —%hf’”(g) celw—ha+h), h>0

Velmi casto se stava, ze je nutné pocitat i jednostranné derivace. V takovém
pripadé miuizeme volit

Tg = X resp. g = x—2h
1 = x+h ry = x—h
o = x+2h To = X .

Derivovanim prislusnych interpolac¢nich polynomii pak dostdavame nasledujici
vzorce pro derivaci

fla) = ZLORIGRTEEN 4 gp2p7(¢) €€ (0 +2h), h>0
fla) — MOUEN e ¢ (o —2ha), h>0

Vzorce pro druhé derivace

1. Stupen interpola¢niho polynomu n = 2

fila) = HEHZ2EIE)  wp2fV(e) €€ (x— hox + h)

f”($) _ flzt2h)— 2}]:(33+h)+f(m hf”/(f) ¢ <IL‘,$—|—2h>
f”(l‘) _ f=@)-= 2f($hh)+f96 2h) f”/(f) ¢ <$—2h,$>

2. Stupen interpola¢niho polynomu n = 3

(2) = 12 (z) — 30 (x = h) +62:2f(x +2h) —6f(x £3h) | o)

Poznamka 7.1. Je-li stupen interpolacniho polynomu shodny s fddem derivace (t;.
n = k) pak

f® (@) ~ klffzo, ..., o]

k
fO) ~ A

Poznamka 7.2. Ze vzorcu je patrné, ze ¢im mensi je h tim je vzorec presnéjsi.
Na druhé strané vsak vzdy délime h a pokud je h prilis malé, roste zaokrouhlovaci
chyba. Optimalni volba hgp je zobrazena na Obrazku 7.1.
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chyba /4

aproximacni zaokrouhlovaci
chyba chyby

opt

Obr. 7.1: Volba optimalni diskretizace.

Obr. 7.2: Priklad - detekce hran.

Priklad 7.3. Navrhnéte jednoduchy gradientni algoritmus pro detekci hran na cer-
nobilém Obrazku 7.2.

Reseni. Obréazek bude v pocitaci reprezentovan jako dvourozmérné pole jasovych
hodnot v jednotlivych bodech (viz Obrazek 7.3).

Nas algoritmus nejprve spocita zmény jasové funkce ve smérech x,y v jednotlivych
obrazovych bodech a pokud bude v téchto bodech zména dostatecna, pak se jedna
o hranu. Jelikoz zména funkce je definovana gradientem, bude nutno spocitat nume-
ricky gradient. Vyuzijeme-li pfedpis pro numerickou derivaci jednorozmérné realné

funkce )

a aplikujeme-li jej v obou smérech nasi obrazové funkce, ziskdme predpis

fo(z,9) flx+1y) — f(z,y)
fy(xay> f($ay+1)_f<x>y> :

~
~
~
~
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Obr. 7.3: Reprezentace obrazu v pocitaci.

Pak velikost zmény je dana velikosti gradientu, tj.

() =/ (ol 9)? + (fy(2.9))?

Nasledné prahovdnim uréime pouze relevantni body, t.j. budeme uvazovat pouze
body s dostatecnou velikosti zmény jasové funkce (jinak feceno body [z, y] pro které
e(x,y) > o, kde 0 € R" je pevné vhodné zvolend konstanta nebo-li prdh).
Vysledek lze pozorovat na Obrazku 7.4.

Obr. 7.4: Redeni - detekce hran.

Ackoliv tento jednoduchy algoritmus vypada na prvni pohled uc¢inné, pti kom-
plikovanéjsich obrazcich je tézké urcit vhodny préh (viz Obrazek 7.5). Od algoritmu
vyuzivajicitho informace o jasové funkci z dvou sousedicich bodti vsak ani nelze oce-
kavat uspokojivéjsi vysledky. Vice informaci o zpracovani a analyze obrazu lze nalézt
napriklad v [17].

A

7.2 Newtonovy-Cotesovy vzorce

Nejjednodussi numerickd metoda pro numerickou integraci vychazi z integrace Lagran-ii
geova interpola¢niho polynomu na ekvidistantni siti bod.
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Pokud nahradime

=0
ziskdme vzorec pro numerickou integraci
b n n
1) = [ 3 flaialde = Y wif(a). (1)
i=0 =0

kde

Véta 7.4. Pro chybu integracniho vzorce (7.1) plati

RIGN ohé
= [ wpi1(z)dx  pro liché n

(n+1)!
E(f) = imes D
= f(n+2)(,§) [ 2wy (x)dz pro sudén .
Diikaz. Chybu ziskdme integraci chyby interpolacniho polynomu, viz. [21]. O

Nyni si odvodime zakladni Newtonovy-Cotesovy vzorce.



152 Numericka derivace a integrace

e Obdélnikové pravidlo

©wo,n =10
a_+b)
2

~
&
Qo
-

b
I(f) = [f@)de~ [f(57)de=(b-a)f (%)
I(f) = (b—a)f () +E(f)
Pro chybu obdélnikového pravidla E(f) plati
1 1"
E(f) = 56— 0 ().

7 Obréazku 7.6 je patrna i geometrickd interpretace obdélnikového pravidla i odkud
pochézi nézev této numerické metody.

f

e

—

+b
5 b

[V]

Obr. 7.6: Obdélnikové pravidlo.

e Lichobéznikové pravidlo

f = p,n=1
fz) ~ {<a>+W<x—a>
I(f) = [fla)de~L52(f(a)+ f(b))
1) = 9 (pa)+ ) + B(F) |
kde
B(f) =~ 15 (b~ )’ f(€)

reprezentuje chybu vzorce.
7 Obréazku 7.7 je patrné i geometricka interpretace lichobéznikového pravidla z niz
je zfejmé i pojmenovani integracniho vzorce.
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Obr. 7.7: Lichobéznikové pravidlo.

e Simpsonovo pravidlo

.
fo) = % (@) + %H%”H%ﬂb)
1) = U5 (1) 445 () + 10) + ()

B() = & (5 ™6

AN

&

Obr. 7.8: Simpsonovo pravidlo.

7 predpist chyb jednotlivych vorci je zfejmé, ze pro velky integracni interval
jsou vzorce diky velké chybé prakticky nepouzitelné. Jako vhodné feseni se nabizi
rozdéleni puvodniho intrevalu (a, b) na n podintervalu délky h = b_T“

Na jednotlivé podintervaly mtzeme pouzit Newtonovy-Cotesovy vzorce a vysledny
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integral je pak roven souctu integrali pres vSechny podintervaly.
1 In
10) = [ fa@do+ot [ s
o Tn—1

b Ti41

/f(x)dx:ni/f(x)dx, x; =29 +1ih,i=0,...,n
=0

a X4

T T

X~a X4 Xy X

Obr. 7.9: Slozené pravidlo.

Vysledné integracni vzorce pak nazyvame sloZenymi integracnimi vzorci a pro
jednotlivé Newton-Cotesovy vzorce maji nasledujici tvary:

e SlozZené obdélnikové pravidlo

b n—1
[ t@ar=ny s (%) + o2 b— @ (E)
w =0

e Slozené lichobeznikové pravidlo

[ taae =3 (f(xo) b ) +2Y f@)) - - e)

e Slozené Simpsonovo pravidlo

Jfydr = b (f(xo> b i) 45 flan) 125 f(xzi)>
—ﬁ(b —a)htfYYE), n=2m



7.3 Gaussovy kvadraturni vzorce

155

Algoritmus 25 SLOZENE OBDELNIKOVE PRAVIDLO
Input: f,a,b,n

1: h:=(b—a)/n

2. 1:=0

3: fori:=0,...,n—1do

4: Si = h.f(ih + h/2)

6: end for
Output:

7.3 Gaussovy kvadraturni vzorce

7 teorie interpolace vyplyva, ze chybu interpola¢niho polynomu miizeme minimali-
zovat vhodnym rozlozenim uzli interpolace. Témito body pak jsou obvykle koreny
ortogonalnich polynomi. Stejné tak, mizeme zpresnit vypocet integrali, pokud ne-
budeme integrovat interpolac¢ni polynom na ekvidistantni siti bodi, nybrz na uzlech,
které jsou koreny ortogonalnich polynom.

Vysledné integracni vzorce nazyvame Gaussovymi kvadraturnimi vzorci a o jejich
presnosti vypovida nasledujici véta.

Véta 7.5. Necht {Q);,j =0,1,...} je soustava ortogondlnich polynomi na inter-
valu {a,b) s volbou w(x) = 1. Necht x;,i = 0,...,n jsou koreny polynomu Q1.
Sestrojme Gaussuv kvadraturni vzorec

/b Fla)dz ~ / w(m)dngwifm), 0, = / ()i

Pak pro kazdy polynom papi1 € Poyy1 stupne 2n + 1 plati

b
/p2n+1($)d$ = sz‘pznﬂ(%) .
2 i=0

Diikaz. Viz [21]. O

Poznamka 7.6. Z vyse uvedené véty vyplyva, ze pokud za uzly integrace bereme ko-
reny ortogonalnich polynomii, jsou kvadraturni formule presné pro polynomy stupné
2n + 1 na rozdil od Newtonovych-Cotesovych formuli, které jsou presné pouze pro
polynomy stupné n.
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Priklad 7.7. Gaussovy-Legendrovy kvadraturni vzorce
Za systém ortogonalnich polynomii bereme Legendrovy polynomy definované v ka-

pitole 6.2.
1.n=0 .
[ f@xds =250+ 3776
2. n=2 .
/f(w)dw = f (—\@) +f <\/g) + 1;51”(5)
3. n=3

[ e =g (— g) +S0)+ 2 <\/§) 15 11O

Poznadmka 7.8. Integraci na intervalu (a,b) lze provést transformaci

B _b—a

B b+a b—a
w; =
2

9 7 +

riy, 1=0,...,n

kde w; a x; jsou véhy, resp. kofeny, z intervalu (—1,1).

Poznamka 7.9. Rozdélenim intervalu integrace na n podintervalt mizeme zpresnit
vypocet pouzitim slozenych formuli obdobné jak v pripadé slozenych Newtonovych-
-Cotesovych vzorct.

7.4 Vypocet integrali pomoci extrapolace

Zatimco interpolaci zjistujeme hodnoty uvnitt intervalu interpolace, extrapolaci na-
zyvame vypocet hodnot vné tohoto intervalu. Da se totiz ocekavat, ze interpolacni
polynom bude dobfe aproximovat i v blizkém okoli krajnich bodu interpolace. To-
hoto lze vyuzit napt. ke zpresnovani vypoctu integrali.

Oznacme si I(f) pocitany integral a I( f, h) slozenou kvadraturni formuli s délkou
podintervalii h. Provedeme-li vypocet integralu pro dvé rtzné hodnoty h, napr.
h1, he, dostavame dvé aproximace I(f, hy) a I(f, he). Novou aproximaci pak ziskame

VZOorcem 1
[e(f7 h‘) = 7k 1k (h’fj(fa h2) - h§I<f7 hl)) 5
hi — h3
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kde k je rad kvadraturni formule.

Specialni volbou hy = 2hy =: h dostavame vztah

Ie(fvh) = 2k1_ 1 (2k1<f7h) _I(fth))
a odhad chyby
=, 2k 92
I(f)_je(fvh): Z ok 1ajh]
j=k+1

7 odhadu chyby je tedy patrné, ze rad chyby nové aproximace je vyssi, konkrétné
kE+1.

7.5 Vypocet nevlastnich integrala

7]”(%)6197% 72f(37)d37

Ry

Hodnoty R; a R, pritom volime tak, aby
Vo € R\ <—R1,R2> : f(l’) <€

kde € je dostatecné mala konstanta.
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Kapitola 8

Reseni pocatecnich dloh pro
obycejné diferencialni rovnice

Privodce studiem

Cela rada fyzikalnich jevi, které jsou zavislé na case nebo na jedné prostorové proménné
se popisuji pomoci obycejnych diferencialnich rovnic. Analytické reseni téchto diferenci-
alnich rovnic je vsak mnohdy velmi sloZité. Z tohoto diivodu se pro reSeni téchto tloh
pouZzivaji metody numerické.

V nasledujici kapitole seznamime se zakladnimi metodami reseni obyCejnych diferencial-
nich rovnic.

Definice 8.1. Obycejnou diferencidlni rovnici pruniho 1ddu budeme rozumét rov-
nici, kterou lze napsat ve tvaru

Y (@) = fla,y(z)), (8.1)
kde
e f:R? = R je zadand funkce definujici diferencidlni rovnici,

e y: R — R je neznamé funkce proménné x,

e r € R je redlnd proménna.

Poznamka 8.2. Samoziejmé, existuji mnohem obecnéjsi obycejné diferencialni rov-
nice vyssich rada nebo celé soustavy diferencialnich rovnic. Na jejich feSeni se vSak
obvykle daji velmi jednoduse aplikovat numerické metody, které tesi tento nejjed-
nodussi typ diferencidlni rovnice z Definice 8.1.

Priklad 8.3. Jednoduchym prikladem tlohy, ktera vede na obycejnou diferencialni
rovnici prvniho radu, je jednoduchy model mnozeni kralikia.
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Oznacme-li y jako funkci popisujici pocet kraliku v urcitém case t = 0, pak rust
poctu kralikti 1ze popsat rovnici

y'(t) = ay(t) ,

kde a € R je konstanta urcujici zavislost mezi poc¢tem kralikt a rychlosti jejich mno-
zeni (kopula¢ni parametr).

Nagim tkolem je nalézt funkci urcujici pocet kralik v daném case, tj. nalézt predpis
funkce y(t) (pro t = 0).

Analytické feSeni' pfedchozi obyéejné diferencidlni rovnice je

y(t) = ce™ |

kde ¢ € R je libovolna konstanta.

O¢ividné predchozi tloha je nejednozna¢na. Cim vice kraliktt budeme mit na po-
¢atku (tj. v ¢ase t = 0), tim strméjsi bude graf funkce y. Tato nejednoznacnost se
v analytickém feseni projevi volbou parametru c.

Necht a = 0.3, pak pro ruzné pocateéni stavy y(0) ziskdme ruznd feseni, viz Obrazek
8.1.

x 10"

y(0) =20
18r | ——y(0)=50
y(0) =70

16

14

121

y(®

0.8r

0.6

0.4r

Obr. 8.1: Funkce popisujici pocet kralikti v daném case pro rizné pocatecni stavy.

Upresnujici informace o hledaném teseni v poc¢atecnim bodé uvazovaného inter-
valu se nazyva pocatecni podminka.

! Analytickym Fesenfm obyéejnych diferencidlnich rovnic se zabyva skriptum [3].
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Princip numerickych metod feseni pocatecnich tloh pro obycejné diferencialni
rovnice prvniho rfadu spoc¢iva v tom, ze se nebude hledat analyticky predpis Teseni,
ale pouze priblizné hodnoty reseni v bodech diskretizace uvazovaného intervalu, viz
Obrazek 8.2.

Obr. 8.2: Algoritmus hleda feseni v pouze bodech diskretizace.

Cilem numerické metody pro feseni poc¢atecnich tloh pro diferencidlni rovnice je
tedy nalézt aproximace v .. ., y, FeSeni y(zg),...,y(x,)

vy y(x), i=1,...,n
na siti bodu {zg, x1,...,z,},
Tip1—x; = hy

i—1
g = w0+ ) by,
j=0

kde h; se nazyva krok numerické metody.
Numerické metody pro feseni obycejnych diferencialnich iloh délime na dvé za-
kladni tridy:

1. jednokrokové
K vypoctu nové aproximace y;.1 v bodé x;,1 vyuzivaji pouze predchozi hod-
notu aproximace y; a maji obecny predpis

Yiv1 = (P(yivxiafa hz) .

2. wicekrokové
K vypoctu nové aproximace ;11 v bodé x;.1 vyuzivaji k predchozich aproxi-
maci ¥;, - . . ¥i_x+1 @ maji obecny predpis

Yi+1 = ‘I’(yz‘,yi—l, vy Yink41, Ty o v oy Ti—kt1, f) .
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Je-li h; := h = const. nazyvame numerickou metodu s pevnym krokem, v opac-
ném pripadé s proménlivym krokem.
8.1 Jednokrokové metody
Necht je dana obycejna diferencialni rovnice prvniho fadu s pocatecni podminkou

y'(x) = fz,y(x))
y(To) = yo - (8.2)

Nasim tkolem je nalézt diskrétni FeSeni na intervalu (a, b), resp. na siti bodi

a =xg<x1<---<uz, =0

8.1.1 Eulerova metoda

Nejjednodussi metodou pro numerické feseni tlohy (8.2) je tzv. Eulerova metoda.
Prepokladejme, ze v bodé xy je predepsana pocateéni podminka gy. Postupné bu-
deme prochazet intervaly diskretizace

<$i,ﬂfi+1>, z:O,l,n— 1,

pricemz vzdy vypocte aproximaci feseni y;,1 na zakladé jiz spocteného y;.

Obr. 8.3: Princip Eulerovy metody.

Konkrétné hodnoty funkce y na intervalu (x;, z;41) aproximujeme piimkou vy-
chazejici z bodu [z;, y;]

y(x) =~ ylx;) + (xr —z)y'(x;), prox € (x;, xiyq) .

Jelikoz pro smérnici plati y'(z;) = f(zi,y(x;)) (dle rovnice (8.2)), pak dosazenim
ziskame
y(x) ~ ylz:) + (& — z3) f i, y(x:)).
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Nahradime-li pfesné hodnoty y(x;) jejich aproximacemi y;, pak dostavame predpis
pro nalezeni nové aproximace y;.1 v nasledujicm tvaru

Yirr = Yi+ (vig1 — x) f(2i, vi)

Yir1 = Yi+hif(riy), proi=0,1,....,n—1.
Tim jsme ziskali jednoduchy iteracni predpis pro vypocet aproximace reSeni.
Poznamka 8.4. Tento algoritmus lze odvodit také z vzorce pro numerickou deri-
vace. Jelikoz

B) —
y'(z) ~ ylo + i)z y(@) (pro dostatecné malé h ),

pak dle rovnice (8.2)

V@) = ey = TV gy

a upravou ziskame predesly iterac¢ni predpis.
Poznamka 8.5. Tento iteracni predpis 1ze odvodit i z Taylorova polynomu
Y(@iv1) = Yo+ hy) = y(x;) + ' (2:)hi + %h?, £ € (v, Tig1)

Y(xiy1) =~ y(x) +y'(z:)h
Yie1 = Yi+hif(xi,u)

Algoritmus 26 EULEROVA METODA
Input: {z;}}_, f(2,9), o
1: fori=1,2,...n—1do

2: hl = Ti41 — X4
3 Vi1 = Yi + hi f (T4, y5)
4: end for

Output: {y;}I_,

Pri studiu aproximacni chyby, které se pri pouziti metody dopoustime, rozlisu-
jeme dva zakladni typy:
e Lokalni diskretizacni chyba
Jednd se o chybu, které se dopoustime v jednom kroku metody (tj. na jednom
intervalu (z;, x;11)) s vylou¢enim zaokrouhlovacich chyb. Jelikoz hodnotu y(z;41)
aproximujeme hodnotou Taylorova polynomu prvniho fadu, tj. y(z;41) =~ Ti(x;),
dopoustime se chyby fddové h?. Jinak feceno

Y(@ivr) = y(x:) + hif (xs,y(2:)) + di = Ty(a:) + di,  di = O(h7),

kde d; je lokéalni diskretizacni chyba, které se dopoustime na kazdém intervalu

<$i, $i+1> .
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o Globalni diskretizacni chyba
Pod touto chybou rozumime rozdil presného feseni a aproximace numerickou me-
todou v bodé z;, tj.
€ = y(%) —Yi -

Ocividné tato chyba akumuluje vsechny predchozi zaokrouhlovaci i lokalni diskre-
tizacni Chyby do, d17 c ,dnfl.

Definice 8.6. Jestlize

h—
b:=ux,=x9+nh, h:= na’ n € N,

je-li
lim y,, = y(b),
n—0

pak fikame, Ze je metoda konvergentni.

Definice 8.7. Je-li d; = O(h'™), pak fikame, Ze je numerickd metoda 7ddu p, tj.

3C = const. : |d;| £ ChP™ pro by — 0 .

Poznamka 8.8. Obecné lze dokazat néasledujici tvrzeni

e metody alespon 1. fadu jsou konvergentni

e pro globalni diskretizacni chybu v bodé = s pevnym krokem A plati
e(z,h) = O(hP)

kde p je rad metody

e Eulerova metoda je radu 1

Priklad 8.9. Reste poc¢ateéni tlohu pro oby¢ejnou diferencidlni rovnici @
N
y = zy(liﬂ)
y(1) =1

na intervalu (1, 5) pomoci Eulerovy metody.

Reseni. Analytické feseni tlohy (viz [3],[13]) ma predpis

(z) 3x2 -1
r) =\ ——
4 1+ 22
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Do algoritmu Eulerovy metody dosadme pravou stranu diferencialni rovnice

1+y2

f(%y):m,

pak ziskdme pro rtiznou volbu diskretizacniho parametru h riizné presna reseni, viz
Obrazek 8.4.
7 obrazku lze vidét, Ze pro h — 0 numerické feseni konverguje k reSeni presnému.

A
181
h=1
1.7+ h=0.1
—h=0.05
16k h =0.005
' analytical
15¢
= L
< 14
1.3F
1.2¢
11r
1 1 1 1 1 1 1 1 J
1 15 2 25 3 3.5 4 45 5

Obr. 8.4: Reseni Eulerovou metodou pii pouzit{ riznych diskretiza¢nich parametri.

8.1.2 Metody Runge-Kutta

Pokusme se nyni vylepsit Eulerovu metodu. Pro vypocet y; vyuzijme odhady deri-
vaci ve vice bodech. Pro cely krok potom pouzijeme vazeny primér téchto derivaci
s vahami «;, konkrétné

Yir1 = Yi + hilaaky + -+ arky) = yi + hy Z ajk;
=1

pricemz pro odhady derivaci plati

ki = f(l’z‘,yi)

ki = f(wi+ Njhi,yi + pihiki ) pro j >1

Pro specialni volby parametri a;, A a p dostavame nasledujici metody.
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Metody Runge-Kutta 2. fadu

1. Provolbur =2, a; =0, ag =1, Ay = s = % ziskame predpis:

Yip1r = Yi + hiko
ky = f(xiu yi)
ke = f(zi+ shiyi + shiki)

Obr. 8.5: Metoda Runge-Kutta 2. tadu, 1. varianta.

Tato volba mé svou geometrickou interpretaci, viz Obrazek 8.5. Funkci y na
intervalu (x;, x;,1) aproximujeme piimkou vychézejici z bodu [z;, y;] se smér-
nici y; L1, b se smérnici rovnou derivaci v bodé uprostied intervalu.

2

Porovnanim s Taylorovym polynomem lze dokéazat, Zze odvozena metoda je
radu 2.

2. Volbour =2, a1 = ay = %, Ay = g = 1 ziskdme predpis:

yirn = yi+ ke
kl f('ru yl)
ky = f(xig1,yi + hiky)

Tato metoda se také obcas nazyva Crank-Nicolsonova metoda.

Funkci y na intervalu (x;, ;1) aproximujeme piimkou vychdazejici z bodu
[;,y;] se smérnici rovnu aritmetickému priaméru derivaci v krajnich bodech
intervalu (viz Obrazek 8.6).

Obdobné jako u predchozi metody lze ukazat, ze Crank-Nicholsonova metoda
je radu 2.
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Obr. 8.6: Metoda Runge-Kutta 2. fadu, 2. varianta.

Metoda Runge-Kutta 4. radu

Snad nejhojnéji se pouziva metoda 4. radu, kterd je dana predpisem.

Yer1 = +h k1+2k2-(|5—2k3+k4
ki = (x Yi)
ky = flzi+ hiyi+ 3 hkh)
ks = f(z; + 1}%, Yi + 3 h ika)
k4 = (-Tz-‘rl Y + h; kd)

Bylo by mozné odvodit i metody vyssich rada, ale zde bychom jiz odkéazali na
literaturu [24] a [25], kde je mozné tyto metody nalézt.

@ Piiklad 8.10. Reste pocatecni tilohu

1222+ 3y +54 = (60 + ¢ )z
y(1) = 1

na intervalu (1, 10) metodou Runge-Kutta druhého a ctvrtého radu.
Resend. Uloha mé analytické feseni
y(r) = 2* — 122% + 300 — 18 .

Tento predpis vyhovuje jak diferencidlni rovnici, tak poc¢atecni podmince, navic dle
Picardovy-Lindelofovy véty (viz [13]) existuje pravé jedno feseni.

Nejdiive budeme muset upravit danou diferencialni rovnici do tvaru odpovidaji-
cimu rovnici ((8.2)).

1222 + 3y +54 = 60x +vy'z

3y + 1222 — 60x + 54 y'w

3y+1222—60x+54
y o= R = f(ay)
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Pro numerické jsme volili ekvidistantni déleni s diskretizacnim parametrem

_b—a_g

h

n n

Na obrazcich 8.7 a 8.8 naleznete srovnani presnosti feseni pro rizné volby poctu

déleni intervalu na n podintervali.. A
80}
n=5
n=10
60 n=50
n =100
analytical
40 Y

20

y(x)

-20

Obr. 8.7: Resenf metodou Runge-Kutta 2.fadu.

Poznamka 8.11. U vyse uvedenych Rungovych-Kuttovych metod se fad metody
vzdy rovna pouzitému poctu odhadt derivace. Tak to ale vzdy neni, napriklad pti
péti odhadech derivace se da sestrojit pouze metoda ¢tvrtého radu. I z toho divodu
patii metoda ¢tvrtého radu k velice oblibenym.
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y(X)

n=5
—20r n=10
n =50
—40+ n =100
analytical
1 2 3

Obr. 8.8: Resenf metodou Runge-Kutta 4.Fadu.
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Implicitni metody

Hledanou funkci y aproximujeme na intervalu (x;, z;,1) tseckou vychazejici z bodu
[z, y;] se smérnici y;, ,, viz Obréazek 8.9.

Yier}~

s

Obr. 8.9: Princip implicitni metody.

Tedy tato metoda bude mit predpis

Yisr1 = Yi + hif(ig1, Yitr) -

Tzn., ze jak na levé tak na pravé strané predpisu se vyskytuje neznama y; 1. V kaz-
dém kroku musime tedy resit obecné nelinedrni rovnici y;11 = G(yi41)-
K tomu lze pouzit nékterou numerickou metodu (napf. prosté iterace).

Priklad 8.12. Reste okrajovou tilohu @

1202 4+ 3y +54 = (60+ ¢ )x
y(1) =1
na intervalu (1, 10) implicitni Eulerovou metodou.
Reseni. Stejné jako v predchozim pifkladé nejdifve nalezneme pfedpis pravé strany
diferencialni rovnice

3y + 1222 — 602 + 54
flz,y) =

a pak dosazenim do predpisu implicitni metody

X

Yir1r = Yi + hof(@ig1, Y1)

ziskdme rovnici ) A
3Yi+1 + 12x5 ; — 60x;41 + 5
Yier =Yi + h Yt 1 = )
Tit1
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kterou budeme muset vytesit v kazdé iteraci. Jesté predtim, nez za¢neme uvazovat,
kterou numerickou metodu pouzijeme pro feseni této dilci tilohy, pokusime se rovnici
vyTesit analyticky. Ziskame predpis

1

Y = Tit1 — 3h

[l'i—l—lyi + h(12$l2+1 - 60.1%_;,.1 + 54)]

Jelikoz piivodni rovnice byla linearni, neznamou vy, lze vyjadrit pomoci promén-
nych y; a ;1.

Reseni tlohy je vykresleno na Obrazku 8.10.

Obecné vsak tato rovnice mtze byt nelinearni, pak bychom museli volit napriklad
nékterou z metod uvedenych v kapitole 2.
A

8oy n=10
n =100
60 n =500
n =1000
analytical

40

20

y(x)

-20

Obr. 8.10: Reseni implicitni metodou.

Poznamka 8.13. Vsechny vyse uvedené metody lze pouzit i pro soustavy diferen-
ciadlnich rovnic, jak si ukazeme v kapitole 8.3.

8.2 Vicekrokové metody

Na rozdil od jednokrokovych metod budeme v pripadé vicekrokovych metod pouzivat
k vypocétu nové aproximace ;.1 k predchozich hodnot y;, yi_1,..., Yi—ks1, & = 1.
V takovém pripadé budeme mluvit o tzv. k-krokové metodé.

Pro jednoduchost budeme uvazovat ekvidistantni sit bod

a= o< T <Ty<---<xp =0b (8.3)
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s diskretizacnim parametrem h, tj. Vi =0,...,n: x; = x¢ + ih.
Dale oznac¢me

i = f(xiayi) .

Definice 8.14. Linearni k-krokovou metodou pro feseni poc¢atecnich tloh pro oby-
¢ejné diferencialni rovnice rozumime metodu danou predpisem

k k
Yooy =hY Bifiy, i=01,..n—k (8.4)
§=0 §=0
kde aq, ..., ax, Bo, - .., Br € R jsou dané konstanty splnujici

|| + 5ol >0, o =1.

Poznamka 8.15. Pokud zvolime k = 1 (jednokrokovou metodu), lze rozepsat rov-
nici (8.4) na tvar

aoYi + ayivr = hMBofi + Bifiv1) -

Pak volbou parametru
a = —1 Bo = 1
o = 1 51 = 0
ziskame
—Yi + Yiy1 = hfi .

Tedy Eulerovu metodu.

Poznamka 8.16. K tomu abychom mohli pfedpis pouzit, musime znat hodnoty
Yo, Y1, - - - » Yk—1 (P vypoltu yx pouzijeme téchto k predchozich hodnot). Tyto hod-
noty nelze ziskat pouzitim k-krokové metody, proto pro jejich vypocet pouzijeme
nékterou z jednokrokovych metod.

Poznamka 8.17. e Je-li B, = 0, dostavame metodu explicitni,
tj. clen f(Z;yx,Yirx) Se v rovnici nevyskytuje a nezndmou y;,x lze vyjadrit
primo z predpisu

k-1 k—1
Yitk = — Z QjYivj + hz Bif (itjs Yivs) -
7=0 3=0

e Je-li B # 0, dostavame metodu implicitni, tj.

k—1 k—1

Yitk T Z AjYiyj = hf(ﬂﬂmm ?Ji+k> +h Z 5jf($i+j> yz’+j) .

j=0 Jj=0
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To znamena, ze dostavame v kazdém kroku tlohu

Yirk = G(Yitk)

kterou miizeme resit nékterou numerickou metodou, napt. metodou prostych
iteraci (viz 2.3)

vl =Gyl,), j=01,...

Otazkou vsak zustava, jak volit parametry aq,...,ax a Bo, ..., Ok.

8.2.1 Metody zaloZzené na numerické integraci

Jelikoz
y'(z) = f(z,y(z))
pak integraci pres interval (z;, z;y1) ziskdme
Tit1
awisr) ~y(a) = [ Floyl@)de

a upravou
Ti4+1

y(rip1) = y(z:) + / f(z,y(x))dx .

Vyjadreno ve formé aproximaci

Tit1
s =ui+ [ foyla))ds. (8.5)
Integral na pravé strané budeme pocitat numericky na siti boda {x; gi1,..., T}
oo~

Obr. 8.11: Princip vyuziti numerické integrace pti feseni diferencidlni rovnice.

Pro tento vypocet muzeme pouzit Newtonovy-Cotesovy formule (viz 7.2).
K tomu vsak budeme pottebovat i bod [z;11, fit1].
Existuji dva zptsoby jak tento bod ziskat:
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e cztrapolaci (napr. Adams-Bashforthovy metody) - pokud pri integraci pouzijeme
Lagrangeuv interpolacni polynom P,_i(x) stupné k — 1 na siti {z;_pi1,...,2;},
lze extrapolovat hodnotu

fir1 = Pr1(zig1)
a nasledné ji pouzit pro vypocet integréalu.

e implicitné (napf. Adams-Moultonovy metody) - potfebnou hodnotu nebudeme
vycislovat, naopak ji ponechame jako neznamou. Pak ziskdme implicitni rovnici,
kterou lze Tesit napr. prostymi iteracemi.

Adams-Bashforthovy metody

Odvodme vzorec pro 2-krokovou Adams-Bashforthovu metodu.

Volme ekvidistantni sit uzli (8.3) s krokem h. Necht mame k dispozici aproximace
reseni y;, y;—1 (tj. méame k dispozici i f;, fi_1) a nasim tkolem je nalézt predpis pro
Yir1 ve tvaru (8.5).

Pro numericky vypocet pozadovaného integralu budeme pottebovat pribliznou hod-
notu f;11. Nejdrive sestrojime interpolacni polynom P;(z) prvniho stupné na siti
Ti 1, T4, b]-

Pi(z) = ap+ ayx pricemz Py(z;—1) = fior N Pi(z)=fi.

-

X

Obr. 8.12: Princip Adams-Bashforthovy dvoukrokové metody

7 pozadovanych interpolacnich vlastnosti ziskame ptredpis

i—1Ji — TiJi— i—1 — Ji 1
:xlf $f1+f1 fx—

Ti—1 — L4 Ti—1 — L4 h

Pi(z) Tifio1 — i fi + (fi — fim)a]

Néasledné extrapolaci spoc¢teme hledanou hodnotu

Jiy1 = P1($i+1) = % [Iz'fz'—l —Ti1fi + (fi - fi—1)$z'+1] =2fi — fi-1 .

Pak vyuzijeme Newton-Cotesova vzorce pro integraci na intervalu (z;, z;11) (Li-
chobéznikové pravidlo)

Ti+1
Ti1 — T4

/ f(x,y(x))dr ~ 9 i + 2fi = fic1)] = g(?’fi — fic1)



174

Reseni pocatecnich tloh pro obycejné diferencialni rovnice

a dosadime do predpisu (8.5). Ziskavame dvoukrokovou metodu ve tvaru

h
Yiv1 = Yi + 5(3fi - fiz1) -

Poznamka 8.18. Vicekrokové metody tohto typu lze odvodit podobnym zptisobem.
Napriklad pro k = 3 a k = 4 ziskame tyto predpisy

k =3 Yir1 = Yi+ 150(23fi —16fii1 +5fi—2)
k=4 Yiy1r = Yi+ ﬁh(55fi —59f; 1 +37fio —9fi_3)

Adams-Moultonovy metody

Odvodme vzorec pro 2-krokovou Adams-Moultonovu metodu.

Princip je stejny jako u Adams-Bashfortovych formuli - interpola¢ni polynom se-
strojime vsak na siti bodl z;, x;1.

V tomto pripadé se jedna o Lagrangetv interpolaéni polynom prvniho stupné s pred-
pisem

Pl(x) =ag+ a1 pfléemi Pl(ZEZ) = fz A Pl(xi—l—l) = fi+1 .

7 pozadovanych interpolac¢nich vlastnosti ziskame predpis

iJi+1 — Tiv1Ji i — Ji 1
Pi(z) = Zifie ~ Zinl + Ji~ fin r=— i1 fi — xifir1 + (fiy1 — fi)x] .
Ty — Tiy1 T — Ti41 h

Nyni spoc¢téme integral potfebny pro predpis itera¢ni metody (8.5). K jeho vypocétu
pouzijeme Lichobéznikové pravidlo

Xi41 Tit1 h
[ faven~ [ Pz =505+ fir)

Pak dosazenim do ptedpisu (8.5)

h

Yiy1 = Yi + 3 (f(xiz1, Y1) + fi)

kde y;11 je neznama na levé i pravé strané. V kazdé iteraci proto budeme resit obecné
nelinedrni soustavu

Yi+1 = G(yi-i-l) .

Poznamka 8.19. Vicekrokové metody tohto typu lze odvodit podobnym zptisobem.
Napriklad pro k = 3 a k = 4 ziskdme tyto predpisy

Yir1 = Yi+ %h(5f(3?i+1,?/i+1) +8fi — fi-1) ,
Yit1 = Y+ 21_4h(9f(xi+1>yi+1) +19f; = 5fi1 + fi—2) -
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8.3 Soustavy diferencialnich rovnic a diferencialni
rovnice vyssich radua

8.3.1 Soustavy obycejnych diferencialnich rovnic

Definice 8.20. Soustavou m obycejnych diferencialnich rovnic nazveme soubor m
rovnic o m neznamych funkei y1,...,9, : R — R

(@) = [z 9(@),ye(@),. . ym(2))
vo(x) = fal@,91(2), 92(2), - ym(2))

Uo(@) = e 1 (2),92(0), . U(2))

Poznamka 8.21. Soustavu lze zapsat vektorové

Y'(z) = F(z,Y(x))

kde
y1 () fl(x’i;(x))
Y(2) yzgl’) R () f2(33,E (z))
Y (2) fm(2,Y (7))

Resenfm rozumime diferencovatelné funkce Y () na intervalu (a, b), které spliuji
na (a, by vyse uvedené rovnice.
Na Teseni této vektorové obycejné diferencialni rovnice mizeme pouzit nékterou z jiz
uvedenych numerickych metod.

8.3.2 Diferencialni rovnice vyssich rada
Reseni libovolné diferencidlni rovnice m-tého fadu

Y (x) = flzy(@)y'(2),....y" ()

je ekvivalentni s fesenim soustavy

y(2) = w(z)
uja) = us(x)

(x) = f(o () w (@), .t (1))

Tuto soustavu pak mizeme stejné jako v predeslé kapitole prepsat do vektorového
tvaru

Y'(z) = F(z,Y(x))
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a na jeji feSeni mizeme opét vyuzit numerickych metod popsanych v kapitolach 8.1
a 8.2.

Priklad 8.22. Uvazujme matematické kyvadlo - hmotny bod zavéseny na tenkém
vlaknu zanedbatelné hmotnosti. Zanedbame také odpor vzduchu pti pohybu i tieni
v zéavésu. Funkci p(t) oznacme vychylku kyvadla z rovnovazné polohy v case t.

D4 se ukazat (viz [12]), ze tato tloha vede na obycejnou diferencialni rovnici druhého
radu s okrajovymi podminkami

@'(t) = —¢sinp(t)
%0(0) = %o
¢'(0) = o

kde

e g je tihové zrychleni

e [ je délka vlakna

® (o je pocatecni vychylka v ¢ase t =0
® 1) je pocatecni rychlost v ¢ase t =0

Zvolme konkrétni hodnoty g = 9,8m.s72,1 = 1m, ¢y = 0,v9 = 1m.s~L.

Reseni. Pokud pfi feseni vyuzijeme substituci

Soustavu lze zapsat vektorove

w(t) u(t)

a pouzit Eulerovu metodu s pocatec¢ni hodnotou a itera¢nim krokem (pro jednodu-
chost volme konstantni diskretizac¢ni krok h)

wl=lo] L] =la el ]

P1i rtizné volbé diskretizacniho kroku ziskame riizné reseni, ktera jsou zobrtazena
na Obrazku 8.13. Nicméné dle konvergence Eulerovy metody lze s jistotou tvrdit,
ze ¢im mensi tento parametr zvolime, tim presnéjsi feseni ziskame.

Y/(t) = F(t,Y (1)), Y<t>={ <ﬂ7 F“’Y(t)):[smgp@}
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10

h=0.1

—h=0.05

phi(t)

Obr. 8.13: Reseni tlohy matematického kyvadla Eulerovou metodou

Je oc¢ividné, ze pouziti Eulerovy metody je numericky nestabilni. Pfedchozi vy-
sledky naznacuji, ze kyvadlo postupné zvétsuje své vychylky pri kazdém dalsim
kmitu, coz je v rozporu s fyzikalnimi vlastnostmi matematického kyvadla.

P1i pouziti metody Runge-Kutta 2.radu, ziskame pro riznou volbu diskretiza¢niho
parametru h ziskdme Teseni, kterd jsou na obrazku 8.14. Z obrazku je patrné, ze
metoda Runge-Kutta je mnohem stabilné;jsi.

Vedlejsim produktem obou metod je prubéh derivace funkce ¢(t), tedy prubéh
funkce rychlosti pohybu kyvadla. A
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phi()

Obr. 8.14: Reseni tlohy matematického kyvadla metodou Runge-Kutta 2.Fadu
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algoritmus
Eulerova metoda, 162
interpolace polynomem, 107
Krylovova metoda, 81
kubické spline funkce, 131
Lagrangeuv interpolac¢ni polynom, 113
metoda prostych iteraci, 29
metoda pileni intervalu, 22
metoda sdruzenych gradientt, 67
nejmensich ¢tvercu, 139
Newtonova metoda, 32
Newtonova metoda pro soustavy, 36
Newtonovy-Cotesovy vzorce, 154
Newtontv interpola¢ni polynom, 116
trigonometrickd interpolace, 121
aproximace
metoda nejmensich ¢tvercii, 137
princip, 134
¢isel na pocitaci, 14, 17
Cisla, 8

charakteristicky polynom, 78
tiidiagonalni matice, 83
chyba
absolutni, 8, 12
aproximace, 7
aritmetické operace, 9
funkéni hodnoty, 11
matematického modelu, 7
mocniny, 11
numerické metody, 7
nésobku, 9
obecny odhad, 12
podilu, 10
relativni, 8, 12
rozdilu, 10
soucinu, 10
souctu, 9
ve vstupnich datech, 7
zaokrouhlovaci, 8
siteni, 9

dominantni vlastni ¢islo, 85

dvojnasobna aritmetika, 16
floating point system, 16

Gaussovy-Legendrovy vzorce, 155
Gramuv-Schmidtiv proces, 63

interpolace
kubickymi spline funkcemi, 127
Lagrangetv interpola¢ni polynom, 109
linearnimi spline funkcemi, 125
Newtonuv interpola¢ni polynom, 114
polynomem, 106

priklad, 107

trigonometricka, 120

interpola¢ni podminky, 106

itera¢ni metoda, 43

kontraktivni zobrazeni, 26
korektni uloha, 4
Krylovovy prostory, 69
kubicka spline funkce, 128
algoritmus, 131
chyba, 131
konstrukce, 129
okrajové podminky, 129
priklad, 131
kvadratickd funkce, 53

linearni spline funkce, 125
algoritmus, 126
konstrukce, 125
priklad, 126

matice
Grammova, 138
ortogondlni, 91
podobné, 90
rovinné rotace, 96
rovinného zrcadleni, 100
ttidiagonalni, 83
Vandermondova, 108
metoda
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Adams-Bashforthova, 173 algoritmus, 29
Adams-Moultonova, 174 chyba, 31
Eulerova konvergence, 26, 29
algoritmus, 162 princip, 26
princip, 161 pro soustavy, 32
priklad, 163 predpodminéni, 72
Gaussova-Seidelova, 48 puleni intervalu, 21
Givensova, 96 algoritmus, 22
algoritmus, 99 konvergence, 23
priklad, 98 princip, 22
Householderova, 100 QR, 92
implicitni konvergence, 92
princip, 169 priklad, 94, 95
priklad, 169 Runge-Kutta
itera¢ni, 43 2. tadu, 165
Jacobiova, 48 4. radu, 166
jednokrokova, 161 princip, 164
konvergentni, 43 priklad, 166
konzistentni, 43 sdruzenych gradientt
Krylovova, 80 algoritmus, 67
algoritmus, 81 konvergence, 70
princip, 80 princip, 61
Lanczosova, 102 secen, 34
algoritmus, 103 SOR, 49
princip, 102 tecen, 33
linearni, 43, 44 vicekrokova, 170
chyba, 45
konvergence, 46 Newtonovy-Cotesovy vzorce, 150
priklad, 50, 51 norma, 38
linearni k-krokova, 171 energeticka, 58
mocninna Frobeniova, 41
algoritmus, 86 maticova, 41
konvergence, 85 ptiklad, 39
normovand, 86 vektorova, 39
princip, 85 normalni rovnice, 138
priklad, 87 numerickd derivace, 146
nejmensich ¢tvercu, 134, 137 priklad, 148
algoritmus, 139 numerickd integrace, 155
princip, 136, 137 extrapolaci, 156
priklad, 139, 141 Gaussovy-Legendrovy vzorce, 155
volba metriky, 136 nevlastni integraly, 157
nejvétsiho spadu Newtonovy-Cotesovy vzorce, 150
konvergence, 56 algoritmus, 154
princip, 54 lichobéznikové pravidlo, 152
priklad, 58 obdélnikové pravidlo, 152
Newtonova Simpsonovo pravidlo, 153
algoritmus, 32 ve slozeném tvaru, 154
konvergence, 33
modifikace, 34 obecny odhad chyby, 12
princip, 32 obracena uloha, 13

pro soustavy, 35
prostych iteraci pevny bod, 26
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podminénd tloha, 4
polynom
aproximacni, 137
charakteristicky, 78
definice, 105
interpolac¢ni, 106
Lagrangeuv, 110
Newtonuv, 115, 116
Legendruv, 144
ortogonalni, 143
Cebyseviv, 114, 144
pomérné diference, 115
pocitacova jednotka, 17
pocitacové epsilon, 17
priklad
linearni metoda, 50, 51
predpodminéni, 72
Choleského faktorizace, 74
Jacobiho, 73

SSOR, 74
prevod mezi soustavami, 15
priklad

absolutni chyba, 8, 13

Eulerova metoda, 163

Gersgorinova véta, 79

Givensova metoda, 98

interpolace polynomem, 107

kmiténi télesa na pruziné, 2
Krylovova metoda, 82

kubické spline funkce, 131
Lagrangetv interpolac¢ni polynom, 110
linedrni spline funkce, 126
matematické kyvadlo, 176

metoda nejmensich ¢tverct, 139, 141
metoda nejvétsiho spadu, 58

metoda prostych iteraci, 29

metoda puleni intervalu, 23

metoda Runge-Kutta, 166

nestabilni metoda, 5

Newtonova metoda pro soustavy, 36
Newtonuv interpola¢ni polynom, 117
numericka derivace, 148

obracena chyba, 14

podminénost dlohy, 4

prevod mezi soustavami, 15

QR, 94, 95

relativni chyba, 8, 13

rychlost numerickych fesicu soustav, 76
soustava diferencialnich rovnic, 176
stabilni tloha, 6

trigonometricka interpolace, 121
tiidiagonalni matice, 83

vlastni ¢isla, 79
feseni inzenyrské tlohy, 2

QR rozklad, 92

Rayleightiv podil, 87
reprezentace ¢isel na pocitaci, 14, 17

schéma Teseni inzenyrskych tloh, 1
semilogaritmicky tvar s normalizovanou man-
tisou, 14
separace korenu, 18
graficka, 19
tabelaci funkce, 20
soustava
binarni, 15
dekadicka, 15
diferencialnich rovnic, 175
spline
kubicky, 128
linearni, 125
systém s pohyblivou fadovou ¢arkou, 16

vektor kofent soustavy, 21

véta
Cayley-Hamiltonova, 81
chyba Newtonova-Cotesova vzorce, 151
Gersgorinova, 79
konvergentni linearni metoda, 46
konzistentni linedrni metoda, 44
o pevném bodé, 27

postacujici podminky, 28

posun spektra, 89
redukce spektra, 89
vektorova a maticova norma, 41

zobrazeni
kontraktivni, 26
zékladni aritmetické operace, 9

¢islo
aproximace, 8
dominantni vlastni ¢islo, 85
numerické stability, 7
podminénost matice, 42
podminénosti ilohy, 4
prevod, 15
Rayleighuv podil, 87
reprezentace, 14, 17
Schwarzova konstanta, 85
vlastni ¢islo, 78
rad konvergence, 21
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rad konvergence, 21

uloha
korektni, 4
obracena, 13
podminénost, 4
stabilni, 6
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