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Predmluva

O modulu ,,Matematické modelovani elektromag-
netickych poli”

Cilem tohoto textu je uvést ctenare do problematiky modelovani elektromagnetic-
kych poli a jejich nédsledného feseni modernimi numerickymi metodami. Ctenaf by
meél ziskat predstavu o zakladnich fyzikdlnich zakonech v elektromagnetismu, o je-
jich kompaktni podobé ve formé Maxwellovych rovnic, o matematické klasifikaci
pripadu téchto rovnic, o nutnosti spravné volby Sobolevovych prostori, o vyhodéch
a nevyhodach metody konecnych a hrani¢nich prvki a o jejich efektivni imple-
mentaci na pocitaci. Je zfejmé, ze neni mozné proniknout do hloubky vsech vyjme-
novanych oblasti. V&ifm vsak, Ze je dobré zabyvat se jimi soucasné, byt jen zprvu
velmi povrchné, nebot moderni metody feSeni, které maximalné vyuzivaji dostupné
vypocetni techniky, jsou zalozeny pravé na souladu fyziky, varia¢nich metod, nume-
rickych metod, linedrni algebry i programovacich technik.

Na tomto misté chci velmi podékovat Ing. Marii Sadowské, Ph.D. za peclivou

korekci kapitoly Elektrostatika a doc. RNDr. Jaroslavu Vlckovi, CSc. za recenzi
celého textu.

V Ostravé a na Vrablovci, zaii 2011 Dalibor Lukéd|

Lemail: dalibor.lukas@vsb.cz
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O projektu
Vézeny ctendri,

text, ktery pravé ctete vznikl v ramci feseni projektu ,,Matematika pro inzenyry
21. stoleti — inovace vyuky matematiky na technickych skolach v novych podminkéch
rychle se rozvijejici informacni a technické spolecnosti”. Projekt je fesen na Vysoké
skole banské — Technické univerzity v Ostravé a Zapadoceské univerzité v Plzni
v obdobi 2009 — 2012.

Hlavni motivaci projektu je potieba reagovat na zmény vyznamu jednotlivych
partii matematiky pii feSeni praktickych problému, zpusobenou zejména velkym
pokrokem v matematickém modelovani, dramatickym zlepsovanim software a rych-
Iym zvySovanim vypocetnich kapacit modernich poéitacu. Inzenyii nyni bézné vy-
uzivaji stale se vyvijejici komplikované softwarové produkty zalozené na matema-
tickych pojmech, se kterymi se v kurzech matematiky budto nesetkaji vitbec nebo
v nevhodné formé. Na druhé strané prezentace nékterych pojmu v zakladnich kurzech
neodrazi z nejruznéjsich duvodu potieby jednotlivych kateder. Bohuzel tento stav
stézuje studentum aktivni pouzivani ziskanych védomosti v odbornych predmétech
i orientaci v rychle se vyvijejicich metodach inzenyrské praxe.

Cilem projektu je inovace matematickych a nékterych odbornych kurzi na tech-
nickych vysokych skolach s cilem ziskat zajem studentu, zvysit efektivnost vyuky,
zptistupnit prakticky aplikovatelné vysledky moderni matematiky a vytvorit pied-
poklady pro efektivni vyuku inzenyrskych predmeétu. Zkvalitnéni vyuky matema-
tiky budoucich inzenyru chceme dosdhnout po strance formalni vyuzitim novych
informacnich technologii ptipravy elektronickych studijnich materidlu a po stréance
vécné peclivym vybérem vyucované latky s duslednym vyuzivanim zavedenych poj-
mu v celém kurzu matematiky s promyslenou integraci moderniho matematického
aparatu do vybranych inzenyrskych predmeétu. Metodiku vyuky a jeji atraktivnost
pro studenty chceme zlepsit durazem na motivaci a duslednym pouzivanim postupu
,,od problému k feSeni”.

V ramci projektu vytvaiime 40 novych vyukovych materiali z oblasti matema-
tické analyzy, linearni algebry, numerickych metod, metod optimalizace, diskrétni
matematiky, teorie grafu, statistiky a nékolika odbornych kurzi. Vsechny hotové
vyukové materidly budou volné k dispozici na webovych strankéch projektu
http://mi21.vsb.czl Autofi predem dékuji za vSechny piipadné napady a navrhy
k vylepseni textu i za upozornéni na chyby.

Tento projekt je spolufinancovdin Evropskym socidlnim fondem a stdtnim rozpoc-
tem Cleské republiky.


http://mi21.vsb.cz
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Kapitola 1

Uvod

Budiz elektromagnetismus. A bylo svétlo. (Richard P. Feynman)

Tento text sestava ze tii kapitol: Elektrostatika, Magnetostatika a Elektromag-
netické zareni. V kazdé kapitole si nejdiive pripomeneme zaklady fyziky, pak zformu-
lujeme modelovou tlohu, kterou ve zbytku kapitoly budeme fesit metodou koneénych
prvki, metodou hraniénich prvku, piipadné jejich parovanim. V kazdé kapitole
castecné zopakujeme techniky modelovani a numerickych metod z predchozich kapi-
tol a pak tyto znalosti rozsitime.

V kapitole Elektrostatika se vyhradné zaméiime na 2-dimenzionalni (2d) piipad,
na némz si nédzorné predstavime principy metod konecénych a hrani¢nich prvki.
V kapitole Magnetostatika si nejprve ve 2d ozivime metody konecénych i hraniénich
prvku. Poté si ukazeme techniku parovani obou metod. Nakonec uvedeme metodu
konecénych prvku ve 3 dimenzich (3d) konstruovanou specificky pro magnetostatiku.
V posledni kapitole Elektromagnetické zareni se zamérime vyhradné na 3d metodu
hraniénich prvka a nové se naucime pocitat singularni integraly numericky.



Kapitola 2

Elektrostatika

2.1 Fyzikalni podstata

Elektrostatika popisuje casové neménna silovéa pole nabitych téles. Zakladni veli¢inou
je zde (elektricky) naboj, jehoz fyzikalni jednotkou je Coulomb [C]. Silové interakce
mezi dvéma naboji ve vakuu je popsana Coulombovym zakonem, viz Obr. ET1

41492

F, —
! 47T€0|X2 — X1|2

cejp = —Fog,

kde q1, g2 € R jsou naboje, x1,xs € R?, x; # Xs, jsou jejich polohy, gy ~ 8,854 x
10712 [Fm™1] je permitivita vakua a kde ey := (x; — X2)/|x1 — X3/ je jednotkovy
smérovy vektor.

UvaZzujme n naboju rozmisténych v R? a vloZzme na pozici x € R? jednotkovy
néboj. Intenzita elektrického pole se zna¢i E a mé fyzikdlni jednotku Volt [V]
na metr, tj. [Vm™!. Je to sila, kterou ptisobi n ndboji na jednotkovy nédboj, piicemsz
plati princip superpozice sil. Uvazujme déle, ze rozlozeni naboju lze popsat funkci
hustoty rozloZeni ndboje p(y), ktera je nulovd mimo omezenou oblast 2 C R3. Pak
intenzita elektrického pole je, viz téz Obr. Z2]

E(x) = 1 /Qp(y) (x—y) dy. (2.1)

" 4meg Ix —y|?

Poznamenejme, ze integral (21]) je singuldrni pro x € €, je vSak vétsinou koneény.
Napf. pro |p(y)| < C < oo substituujeme y := x + r(sin 6 cos ¢, sin 0 sin ¢, cos ) a

gz q2 Fg

o F EQ/@ 0 o
o o

Obrazek 2.1: Vzajemnd interakce dvou opaénych (vlevo) a stejnych (vpravo) naboju.
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Obréazek 2.2: Pole jednoho nédboje (vlevo) a dvou nesouhlasnych naboju (vpravo).

zvolme 7 > 0 tak, ze B,(x) :={y e R?: |[x —y| < 7} C Q, pak

Bodl< ([ ey

~ dmeo N\ JovB, x) X — ¥

+/T/W/%TK_Sin@COS%_Sinesm%COSQ)|rzsin9dg0d0dr>
o Jo Jo

¢ (1
<

T3
= Une (? —|—47T7') < o0,
0

pricemz nejlepsi odhad dava 7 := {/|Q|/(27).
Pro (Z1)) plati Gaussuv zakon

1

% E(x) -n(x)dS(x) = = / p(x) dx, (2.2)
Ow 0 Jw

ktery tika, ze tok elektrického pole pies povrch libovolné oblasti w C R3 je urcen

naboji v této oblasti. Pouzijeme-li z matematiky Gaussovu vétu

% E(x) - n(x)dS(x) = /diV(E(x)) dx,

ow w

pak napf. pro w := B,(x) a spojité diferencovatelnou funkci E(x) dostavdme pro 7 —
0 diferencialni tvar Gaussova zakona v elektrostatice pro vakuum:

X
div(E(x)) = 2. (2.3)

€0
Priklad 2.1. UvaZujme nekonecné dlouhou tyc nabitou konstantni hustotou naboje
p >0 o prurezu S, viz Obr.[Z3, a predpoklidejme, Ze intenzita el. pole pak md pouze
radidlni slozku, kterd je konstantni na povrchu souosych vdlci w, tj. E = E(r). Pak

rovnice (Z3) md tvar
E(r)2nrl=pSl/e

a dostdvame elektrické pole ve tvaru E(r) = pS/(2mrey).
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Obrézek 2.4: Pole deskového kondenzatoru (vlevo), pole dvou vnorenych deskovych
kondenzétoru (vpravo).

Priiklad 2.2. Uvazujme rovinnou elektrodu nabitou konstantni povrchovou hustotou
naboje o > 0, viz Obr. (vlevo, pouze levd deska), a predpokladejme, Ze intenzita
el. pole pak md pouze horizontdlni slozku, kterd je konstantni; oznacme ji E,. Pak
rovnice (Z2) ma tvar

2E+S = O'S/g(]

a dostavame elektrické pole ve tvaru E, = o/(2¢gg).

Umisteme pobliZ rovinnou elektrodu nabitou povrchovou hustotou ndaboje —o, viz
Obr. (vlevo, obé desky). Pak z principu superpozice dostdvdme pro celkové pole
vzorec E =2E, = o/ey.

Nakonec vlozme do tohoto deskového kondenzdtoru jiny opacné orientovany des-

kovy kondenzdtor s povrchovou hustotou naboje op > 0, viz Obr. (vpravo), pak
Z principu superpozice md vysledné pole velikost

E/ =F — Ep = (0'— O'p)/E().

Vyse zminény piiklad dobtfe modeluje dielektrické materialy, v nichz se po vlozeni
do elektrostatického pole nato¢i molekuly v souladu s vnéjsim polem podle Coulom-
bova zdkona. Ozna¢me pp(x) := div(—P(x)) hustotu polarizovaného naboje v dielek-
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triku, kde P je elektrostatickd polarizace. Pak z (Z3])

p(x) + pp(%)

div(E(x)) = -

P
div(e(x) B(x)) := div (E(x) + (X)) _ )
o €o
kde e,(x) := 1+ |P(x)|/(g0|E(x)|) > 1 je relativni permitivita, pfedpokladdme-li
linedrni zavislost P(x) a E(x). Zavedeme-li D(x) := ¢¢¢,(x) E(x) jako elektrickou
indukci, pak diferencidlni, resp. integralni tvar Gaussova zakona v dielektriku je

div(D(x)) = p(x), resp. > D(x) - n(x)dS(x) = /p(x) dx. (2.4)
Elektrostatické pole je potencialni, tj.
E(x) = —Vu(x),
kde napft.
u(x) = L / pLy) dy
dmeg Jo |x — Y

v piipadé (7). Vsimnéme si, ze
u(x) — 0 pro [|x|— oo. (2.5)

V potencidlnim poli prace, kterou pole vykona pii premisténi jednotkového naboje
z polohy a € R3 do polohy b € R3, nezdvis{ na draze

Wap— — / E(x) dl(x) = u(b) — u(a),
a—b
a tedy pro libovolnou uzavienou kiivku &
fE(x) dl(x) = 0. (2.6)
k
Pouzijeme-li z matematiky Stokesovu vétu
% E(x)dl(x) = / rot(E(x)) - n(x) dS(x),
ox. 2
pak pro |X] — 0 dostdvame
rot(E(x)) = 0. (2.7)
Rovnice (Z2)-(1) vyzaduji diferencovatelné, resp. spojité funkce €,(x) a E(x).
V piipadé rozhrani dvou ruznych materiala, viz Obr. 25, dostdvame z integralnich
tvaru rovnic (Z4) a Z8) pro |w| — 0, resp. |X| — 0, kde k£ := 0%, podminky
na rozhrani

(Di(x) = Dy(x)) - mi(x) = o(x), (2.8)
(Ei(x) — Es(x)) xnyi(x) = 0, (2.9)

kde o je ptipadny povrchovy naboj na rozhrani a x € .
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r

Obrazek 2.5: Podminky ptfechodu na rozhrani dvou dielektrik.

2.2 Modelova udloha, 2d redukce

Modelova uloha pro elektrostatiku je nacrtnuta na Obr. (vlevo). Budeme u-
vazovat dva materidly: vzduch (vakuum), v némz je vlozeno v oblasti 2, dielek-
trikum o relativni permitivité e, > 1. Oblasti zde rozumime omezenou a otevienou
podmnozinu R?, kde d := 3. Dale mé&jme ve vzduchu v oblastech Q. a Q_ vlozeny
dvé nabité desky, o nichz vime, Ze je na jejich povrchu konstantni potencial U > 0,
resp. —U. Pole elektrostatického potencidlu pak popisuje nasledujici systém

( —Au(x) = 0  x€Q,
—NAup(x) = 0 xe€Q=RIN\NQUOQ UQ_,
Oup(x)/0n(x) — e,0u,(x)/0On(x) = 0  x € Iy,
up(x) —uy(x) = 0 x €00,
w(x) = U x€09Qy,
w(x) = —-U x€d_,
\ up(x) — 0 |x| — o0,

(2.10)
kde prvni dvé rovnice jsou prepisem (E4)), tieti je (2, ze ctvrté plyne platnost (Z3),
dalsi dvé predepisuji napéti na elektroddch a posledni rovnice je vlastnost ().
Hledané potencidly ug a u, jsou dvakrat spojité diferencovatelné funkce na €2y, resp.
na ., které navic maji spojité derivace az do hranice, coz znacime ug € C?*(£2) N
CHQo), ur € C?() NCH,).

V pripadé, ze rozméry elektrod a dielektrika ve sméru x3 jsou dostatecné, lze
tilohu (ZTI0) redukovat do R? a to tak, Ze budeme uvazovat typicky fez z3 := 0 a
predpokladat, ze zavislost veli¢in na soutadnici z3 lze zanedbat. Formulace tlohy
pak zistdvd formdlné shodnd s (2I0) s rozdilem, 7ze dimenze je d := 2, x € R? a
oblasti €2, 0, a _ jsou znazornény na Obr. (vpravo).
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Obrazek 2.6: Modelova tloha elektrostatiky: deskovy kondenzétor (vlevo), redukce
do R? (vpravo).

2.3 2d elektrostatika

2.3.1 Variac¢ni formulace

Uvazujme ulohu (ZI0) v libovolné dimenzi d € {2,3}. Data tlohy, tj. geometrii a
konstanty e, zahriime do nasledujici materialové funkce

€o€r;, X E Qra
e(x) = g
€0, x € R\ Q,

Dale uvazujme dostateéné velkou oblast Q@ C R? tak, ze Q@ D Q,, QN Q. = QN
Q_ = () a predpoklddejme, Ze ug je vné oblasti Q U Q, U Q_ zanedbatelné mal4.
Predpokladame proto, ze

u(x) =0 prox e 9N\ (00 UKL),

¢imz vnasime do teSeni chybu. Ta bude sice klesat se zvétsujicim se polomérem
(vepsané koule v) oblasti 2, bohuzel ji vsak neumime predem dobie odhadnout.
Pitblizné feseni tlohy (ZIM) hleddme jako funkci v : Q — R, kterd nahrazuje
neznamé v (ZI0) takto

Q
u(x) = § ) x € . (2.11)
up(x), x€Q:=Q\ QU UQ_,

kde jsme zménili vyznam €.

Vezméme diferencovatelnou funkci v : @ — R tak, 7e v(x) = 0 pro x € 5.
Ptrendsobme prvni rovnici v (ZI0) funkei v a konstantou ¢q &, a zintegrujme pftes (2,.
Dostéavame
/ —&0 & Auy(x) v(x) dx = 0.

v
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Nyni pouzijeme z matematiky Greenovu vétu

%;:) v(x)dx = — /w q(x) 8;{(;() dx + /aw q(x) v(x) ni(x) dS(x), (2.12)

w

kde n;(x) znaci i—tou slozku vnéjstho normélového vektoru k w v bodé x € dw, a
dostavame

Ou, (x)
go&r Vur(x) Vo(x dx—/ €0 ———=v(x)dS(x) = 0.
| s T Vo) e~ [ e, G vl i)
Podobné prendsobime druhou rovnici v (2I0) funkei v a konstantou &g, zintegrujeme
pres €2, aplikujeme Greenovu formuli (212)) a dostavame

/an Vuy(x) Vo(x) dx — /an €0 887:10(%) v(x)dS(x) = 0.

Uvédomme si, ze vnéjsi normaly k €2, a  jsou na 0€). navzdjem opacné. Sectenim
poslednich dvou rovnic s vyuzitim tfeti rovnice v (2ZI0), definic € a v déva
6u0 (X)
£(x) Vu(x)Vu(x) dx —/ £0 v(x) dS(x)+
/ﬂ oo On(x)

v f a (fgjf(g) . gffjj) o) dS(x) = [ <) Vax)Volx) dx =0,

Q

kde posledni rovnost je varia¢ni rovnice pro ulohu (2I0).

Nyni si fekneme, v jaké mnoziné funkei budeme hledat feseni u a co maji splnovat
testovaci funkce v. Aby méla variaéni rovnice smysl, musi pro feSeni u i testovaci
funkce v platit, Ze integrély [, |Vw(x)|* dx maji smysl a jsou konecné, ze v jistém
smyslu v(x) = 0 pro x € JQ a ze hraniéni hodnoty u jsou jako v (ZITl). Z teorie
varia¢nich metod prvnimu pozadavku vyhovuje Sobolevuv prostor

V= HY(Q) = {v(x) € L}(Q) : Vo(x) € [L*(Q)]"},

kde L%(€) je prostor viech redlnych funkei, které jsou Lebesgueovsky integrovatelné
s kvadratem na €2 a V je zobecnény gradient. Pro ndmi uvazovanou €2 (s lipschit-
zovskou hranici) lze tento vektorovy prostor také definovat nasledujicim zuplnénim
prostoru nekone¢né diferencovatelnych funkei v

——llh

HY(Q) = 0= @) ", |yv||1;:/Qv(x)2+|w(x)\2dx,

¢imz rozuméjme, ze v H' () jsou nejen viechny funkce z C=°(€), ale i vSechny jejich
posloupnosti, které jsou cauchyovskd] v normé ||.]l1- Analogii této definice jiz dobie

IPosloupnost (a,) je cauchyovska v normé ||.||, pokud

Ve >03dng e NVm,n>ng: ||am — anl| <e.
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zname v piipadé redlnych cisel, které obsahuji nejen vsSechny raciondlni cisla, tj.
celociselné zlomky, ale i jejich cauchyovské posloupnosti, jejichz neracionalni limity,
napf. i % — e, nazyvame iracionalni c¢isla. Testovaci funkce v budeme vybirat
ze Sob]z):lgvova prostoru

Vo= Hy(©) = Cr@) ",
kde v € C§°(Q), prave kdyz v € C™®(Q) a suppv := {x € Q: v(x)#0} C Q.

Konecné feseni u hleddme v prostoru Vi := C’OO(Q)” I kde

Cr(Q) :=={v e C>®(Q) :suppv CQUN, UOQ_,
v(x) =U na 024 av(x) = —U na 0Q_}.

Variaéni formulace dlohy (ZI0) je tedy nasledujici: najdi u € Vi tak, ze
/ e(x) Vu(x) Vu(x)dx =0 Yov € V4. (2.13)
Q

Pro tuto 1lohu lze dokazat existenci jednoznacného feseni a jeho spojitou zavislost
na zménach geometrie 2 i materidlové funkce e.

K varia¢ni formulaci (22I0) 1ze dojit i fyzikdlné srozumitelnéjsim zpusobem, a to
z principu minima funkcionélu elektrostatické potenciélni energie tlohy (EI0)

p(v) == %/Qe(x) |Vo(x)|? dx.

Totiz minimum ¢ muze nastat pouze v bodé u € Vi, ktery je stacionarni, tj. spliuje
pravé variacni rovnici

O (u,0) =0 Yo e,

kde ¢'(u,v) je Fréchetova derivace ¢ v bodé u a ve sméru v

¢'(u,v) ;= lim plutt) = pu) = / e(x) Vu(x) Vo(x) dx.
0

t—0 t

Ve varia¢ni formulaci (ZT3)) je nepraktické to, ze feSeni je z jiného prostoru nez
testovaci funkce. Ukazeme si tii zpusoby, jak to napravit. Za prvé muzeme feSeni
rozlozit na homogenni a partikuldrni v := u" + u", kde v € V a v € V, viz
Obr. 7 Pak fesime tlohu: najdi u! € V; tak, ze

/Qe(x) Vull(x) Vo(x) dx = —/Qe(x) Vi (x) Vo(x)dx Yo e V. (2.14)
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Obrazek 2.7: Piiklad partikuldrniho fesenf u® (x) okrajovych hodnot variaén{ formu-

lace (2213)) pro d := 2.

Partikuldrni feseni u" vsak tzce souvisi s geometrii Q a uz pro nas piiklad
jeho nalezeni neni trivialni. Druhym a nejpouzivanéjsim zpusobem je penalizovand
variacni formulace: hleddme u, € V tak, ze Vv € V

90

/Qe(x) Vu,(x) Vu(x) dx + p/ u,(x) v(x) dl(x) + ,0/89 u,(x) v(x) di(x)+
+ p/Fup(X) v(x)dl(x) = p/89 Uo(x)dl(x)— p/89 Uov(x)dl(x), (2.15)

kde I' := 002\ 004 U OS2_, p > 0 je penalizacni parametr, pficemz |ju, — ull; — 0
pro p — oo.

Tteti zpusob je zalozen na minimalizaci energetického funkcionalu ¢ na prostoru
V' s linedarnimi rovnostnimi omezenimi u(x) = U na 90Q,, u(x) = —U na 0Q_ a
u(x) = 0 na I'. Hleddme tedy vazany extrém. Ten nastane ve staciondarnim bodé
lagrangeovského funkcionalu

L{u; Ay, An) = p(u) + /89 At (x)(u(x) = U) dl(x)+

+ /(m A_(x)(u(x) + U) dl(x) + /F)\(X)U(X> dl(x)

a je FeSenfm tlohy: hleddme (u; Ay, A_,\) € V x L*(09;) x L*(0Q_) x L*(T) tak,
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'/6Vqudx+/ )\+vdl(x)+/ )\vdl(x)—i-/)\vdl(x)zo Yv eV,
0 0904 o0

r

[ uwaedio=v [ qodico v, e 12o9.),
o9, o9,

/ uq_ dl(x) = —U/ q_dl(x) Vq_ € L*(09_),
o0

00—

/uqdl(x) =0 Vqe L*T).

\

(2.16)
Pozamenejme, ze formulace (10) déva jednoznacné feseni u, které spojité zdvisi
na datech, tj. 92, 02, , 0Q2_, € a U, ale lagrangeovské multiplikatory A, A_ a A
jsou nejednoznacné.

2.3.2 Uzlova metoda konecnych prvkiu

Je zfejmé, ze zadnou z variacnich formulaci (213)—(I0) neumime fesit analyticky,
ale muzeme je diskretizovat a nahradit soustavami linearnich rovnic. To udélame
tak, ze prostory V', V4, nebo Vy nahradime vhodnymi kone¢né-dimenzionalnimi pod-
prostory, coz vede na Galerkinovu formulaci. Metoda kone¢nych prvku je specidlnim
piipadem, kdy bézi konecné-dimenzionalnich podprostoru volime tak, ze vysledna
soustava ma ridkou matici, tj. vétsina prvku je v matici nulova.

Uvazujme nyni redukovanou dimenzi d := 2. Prvnim krokem v metodé kone¢nych
prvku je diskretizace €2, v nasem ptipadé do m trojihelniku, jejichz vnittky (oteviené
oblasti) znaéime T*, viz Obr. IR,

Q=||TF T°NT' =0 proi#j,

=

k=1

tak, ze dva sousedni trojihelniky maji spolecnou pouze hranu nebo bod. Zaroven
chceme, aby hranice trojuihelniku zahrnuly vsechny hranice a rozhrani v geometrii,
tj.

Jor* > (0auon,).
k=1

Konecéné chceme, aby nejostiejsi thel, ktery trojihelniky sviraji, byl zdola omezeny
konstantou. Definujeme diskretizacni parametr A > 0 jako délku nejkratsi hrany
v diskretizaci.

Nad kazdym uzlem diskretizace x¢, i = 1,2, ..., n definujeme koneénéprvkovou
bazovou funkcf ef(x) : Q — R tak, ze

L i=j

ViVk 1 €' (x)|pe = al, + bz +chas a e'(x!) =4y = {O oy
Y ? ..77
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S
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Obrazek 2.8: Triangulace oblasti €2.
kde ai, bt ci € R. Takto ziskdvdme aproximaci V" := (e!(x),...,e"(x)) prostoru

V. Galerkinova aproximace varia¢ni formulace (EZ13) je nésledujici:

P

hleddme ul'(x) := Zul el(x) e V" 1 a,(ul,e) =b,(e") Vie{1,2,...,n},
i=1

kde a,(u,,v) je bilinedrni forma na levé strané variacni rovnice (ZIH) a b,(v) je
linearni forma na pravé strané. Galerkinova aproximace je ekvivaletni se soustavou
n linedrnich rovnic o n nezndmych

A, -u,=b,, (2.17)

kde u, := (uy,ug, ..., up), (A,)i = ap(ej, e'), (b,); = bp(ej).
Pro Galerkinovu aproximaci varia¢ni formulace (E210) je tfeba jesté aproximovat
Sobolevovy prostory L?(9€ ), L*(092_) a L*(T). Necht nase diskretizace pokryvé

hranici 02, tseckami (segmenty) S*, tj. [J,=, S¥ = 9., podobné pro hranici
oN_: |Ji=, S* = 0Q_ a pro hranici I': U?:lﬁ = I Definujme nad nimi po ¢astech
konstantn{ bdzové funkce fi, f, resp. f* tak, ze

JC_ZF(X)|SJ+ =4 proi,j=1,...,my, fi(x”s{ =0, prod,j=1,...,m_a
fi(x)|ss =6y prod,j=1,...,m.

Takto ziskdvdme aproximaci Q" := (f1,..., f'") prostoru L?(9€), aproximaci
Q" = (fL, ..., f") prostoru L%(0€)_) a aproximaci Q" := (f!,..., f™) prostoru
L*(T"). Galerkinova aproximace (EZI0) je pak ekvivalentni se soustavou linedrnich
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rovnic o n + m4 + m_ + m nezndmych

A BT BT BT u 0

B0 o ol (x| | 219

B 0 0 0 A 0
de 1w o= (uny sty 06 = S 0 ei(3), Ay 1= (hagyos Aiyy, )y () 1=
2ot A 1 (%), A =(>\—1a-- A, )y AL(x) =30 7)\—2,7”( x), A= (A1, Am),
Mi(x) = 3" N fUx), (A)y = [,e Vel Veldx, (By);; - fS, el dl(x), (B_);; :=

fSi e/ dl(x), (B)y; == [qi € dl (x), (cq); :==U|S%| a (co); = —U|S’_| kde |.| znaci
délku usecky.

Pro efektivni sestaveni matic A ,, A a pravych stran b, neni vyhodné postupovat
pfes jednotlivé prvky matic a vektort, nebot bychom pro kazdou bazovou funkci e’
museli iterovat pres vSechny trojuhelniky obsazené v jejim nosici. Radéji vyuzijeme
toho, ze integraci pres € lze rozdélit na soucet integraci pres jednotlivé trojihelniky,
pricemz kazdy trojihelnik T* je vdzan k prave tfem bazovym funkeim s indexy ki,
ko, k3, kde x*1, x*2 a x¥3 jsou rohy trojthelnika T* sefazeny proti sméru hodinovych
rucicek. Budeme tedy iterovat ptes trojuhelniky a scitat lokalni matice a vektory
pravych stran, tj. napf.

A="G"A"Y, By =Y GiBY), cp = HE()
k=1 k=1 k=1

kde A* € R¥3 BY € R & e R, GF : R¥® — R, GF : RV — R
zobrazuji lokalni matice na globalni, Hi : R — R™+ zobrazuje lokdlni vektory
na globalni.

Zbyva si odvodit lokalni matice a vektory. Zvolme afinni substituci

x = Rf(X) :=R"-x+x", kde R":= (x" —x" xM —x"),

kterd zobrazuje referencni trojuhelnik 7' s vrcholy (0,0), (1,0) a (1,1) na T*. Za-
vedme referen¢éni bazové funkce, viz Obr. 22,

eX) =121 -2, €(X):=71, € (X):=1n,
pricemz ¢'(X) = " (RF(X)) proi =1,2,3 a X € T. Pak lze ukézat, Ze napf.

det(R*
AF .— K (BI%)T.BI%‘ et(R")]

)

kde e* := g(x)|+ a kde

By = (VeM(x), Ve (x), Ve (x)) = (Rk)_T- (_1 L O) (2.19)
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Obrazek 2.9: Transformace referenc¢nich tvarovych funkei.

obsahuje gradienty bazovych funkci, pficemz prvni matice jsou derivace vnitini
funkce v e(RF(X)), tedy substituce R*, a druhd ¢iselnd matice je derivace vnéjsi
funkce, tedy gradienty referenc¢nich bazovych funkci. Zbyvajici lokalni matice a vek-

tory pro tdlohu (ZI8) jsou napf.
BY = (1/2,1/2)|S%|, & :=U|SE|.

Na Obr. ZI0 je vykresleno feseni tlohy (EI8) pro volbu g, := 2, U := 1,  :=
(=7,7) x (=5,5), Q_ = (=5, =3) x (=3,3), Qp = (3,5) x (=3,3), & = (=1,1)%
s diskretizacnim parametrem h := 0.25 vedoucim na n := 2015, m, := m_ := 64,
m = 192. Uloha byla naprogramovéna a fesena v prostiedi MATLAB [5].

2.3.3 Hranicni integralni formulace

Uvazujme opét modelovou tlohu elektrostatiky (ZI0) redukovanou do d := 2 di-
menzi. Ve 2d ptipadé musime navic predpokladat, ze diametr oblasti 2, UQ_ U Q.
je mensi nez jedna, neboli Ze lze tuto oblast vnofit dovniti kruhu o poloméru
1/2. To nds vsak neomezuje, nebot staci zvolit pouze vhodné délkové jednotky.
Toto preskalovani geometrie je nutné pro regularitu hrani¢né—prvkovych matic,
které popiseme v nasledujici kapitole. Resen{ budeme nyni hledat pomoci potecidli
jednoduché vrstvy

m@wz/uuwmxwmwmxem,

wwraﬁmwmmwﬂm+/zuwmxwmw+ (2.20)

ry

/ w_(y) g(x,y)dl(y), x € Qo,
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Obréazek 2.10: Resen{ u, E := —Vu tlohy ([ZIF).

kde I, := 0, Ty == 0Q,, T'_ := 00, g(x,y) := —5= In|x —y]| je Greenova funkce
nebo téz fundamentalni feseni Laplaceovy rovnice a kde funkce w,,wy : I, — R,
wy : 'y - Raw_ :T_ — R jsou hustoty potencidlu. Takto zvolené feseni jiz
spliiuje prvni, druhy a posledni fadek z formulace (ZI0). Nasim cilem bude najit
wy, Wy, wy a w_ tak, aby byly splnény i ostatni rovnice v (ZI0). Poznamenejme, ze
hledané funkce maji fyzikalni smysl — jsou to povrchové hustoty néboje, které by
vytvorily stejné pole jako v (2I0).

Jsou-li hustoty potencialu spojité funkce, pak napt. pro kazdy bod x € T';, v jehoz
okoli je I' hladka, tj. kromé rohu, plati, ze pro Q, X — x € I',:

/ wly) 9 y) dity) — | wily) g(x,y) di(y).

: b (2.21)

~ 1
w60 Vx [ w3y dly) = gt + [ wt) BEX aicy)
pricemz 0/dn(x) je derivace podle vnéjsi jednotkové normély k .. Podobné plati
pro 2y 3x —»x €l

/F woly) 9%, y) di(y) — / wo(y) g(x,y) di(y),
1

.00 Ve [ n(y) %) dily) - o) + [ wnly) B aity)

Stejné vlastnosti, tj. spojitost a skok normalové derivace plati i pro zbyvajici dva
potencidly jednoduché vrstvy, tj. ¢leny s wy a w_, pficemz 0/0n(x) ma pak vyznam

e~/



16 KAPITOLA 2. ELEKTROSTATIKA

derivaci je s kladnym znaménkem, jdeme-li k x z vnitiku, a se zapornym znaménkem,
jdeme-li k x z vnéjsku. Je ziejmé, ze pokud bod x lezi na jiné kfivce nez na té, pres
niz se integruje, pak jsou v x piislusny potencial i jeho normalovéa derivace spojité.

Zavedme nasledujici operatory tak, ze pro x € I' UT, UT_ (aZ na piislusné
rohy):

Vel = [ w)atx ) i), (L) = [ i) B ),

T

Vewslod) = [ ws)gxy)aly). [Lewd00 = [ wnty) X aicy)

'+

V)= [ ) gy diy), (Low ) = [ ) %duy).

Pak tteti az Sesta rovnice v (2I0) ddvaji nasledujici hranicné-integralni formulaci

—e(3I+ L)we+ (=21 + L)wo+ Lywy + Low_ = 0, x€eT,
—Viw, + Viwg + Viwy + Vw. =0, xel,
Viwg + Viw, + Vw. =U xely,
Viwg + Viwy + Vow. =-U, xel_,

(2.22)

kde I znac¢i identické zobrazeni. Otazkou zustava, jaké prostory funkci volit, aby
formulace (Z2Z2) dala jednoznacné feSeni, které spojité zavisi na vstupnich da-
tech. Volba vhodnych (Sobolevovych zlomkovych) prostoru a matematicky korektni
Galerkinova formulace dlohy (222) vsak vyzaduje pouziti slozitého matematického
aparatu a je nad ramec zameéru téchto skript. Presto intuitivni pochopeni formu-
lace (ZZ2) a naslednd diskretizace metodou hrani¢nich prvkia ma dobré vyuziti.

2.3.4 Metoda hraniénich prvku

Podobné jako v (ZI8) uvazujme diskretizaci hranic oblasti I',, I'y a I'_ do dis-
junktnich otevienych tusecek, tj.

3

G_le“r, Gs__ﬁzm, Sk =T_
k=1 k=1

1

b
Il

a uvazujme po Useckdch konstantni bazové funkee f!, f1 a f* tak, ze

fl‘l(x)‘sg :51] pro Z?.] = 17"'7m1"7 fi(x)‘Si = 52] pro Z?.] = 17"'7m+

afi(x)|5i =0;jprod,j=1,...,m_.
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V linearnich obalech téchto bazi hledejme neznamé hustoty potecialia
x) = Zwrk fi(x),  wo(x) = Zw(m fi(x)
k=1 k=1
m4 A m— -
x) =Y wi, fix), wo(x):=Y w_, f(x)
k=1 k=1

pricemz hledané vektory oznacime w, = (Wi,..., W), Wo = (Woq,-- ., Wom),
Wi = (Wi, Wiy, ) @ Wo = (W_y,...,w_, ). Poznamenejme, Ze jsme porusili
predpoklad na spojitost. Vyhneme-li se vSak s body x krajnim bodum usecek, pak
vlastnosti (ZZ1) stale plati.

Metoda hrani¢nich prvku, resp. jeji koloka¢ni verze, nyni spoc¢iva v aproximaci
formulace (Z22), a to tak, ze vyzadujeme splnéni rovnic (Z22) pouze ve stiedech
usecek, které oznacime Xk c Sk X’j € Sﬁ, resp. x¥ € S*. To vede na soustavu
2m + my + m_ linearnich rovnic o stejném poctu nezndmych

T

—&(3L + Ley) —3L+L., Loy L W, 0
_Vr,r Vr7r Vr,+ Vr,— Wo - 0
0 Vs Vit Vi wel | Up |” (2.23)
0 V_, V_. V__ W_ -U_

kde I, € R"xm je jednotkovéa matice a kde pro p, q € {r,+, —} definujeme vektory
pravé strany U, := (U,...,U) € R™ a prvky matic V, ,, L, , € R"»*™ nésledovné:
(Via)i = Jg5 91 p,Y) di(y), (Lpg)ij = [s5 Vx9(x},¥) - m, dl(y), pFicemz ni, n, a
n’ znadl jednotkové normaly k S, S a S* sméfujici ven z Q,, Q, resp. Q_.

Zatimco velkou vyhodou metody hraniénich prvku proti metodé koneénych prvku
je to, ze diskretizujeme pouze hranici a Ze se nedopoustime chyby ofezdnim vypocetni
oblasti, jednou z jejich nevyhod je pracnost odvozeni integralu. Sestavovani matic
V,,  zahrnuje nasledujici integrély:

/ln}x —y’ di(y ’ ‘—aJ’(ln}bJ—aj}—IHQ—l) proSZ Sg,
SJ
/jln‘x;—y‘ dl(y) = m ([x X (aﬁl—bﬁl) +af1 Xb{l] A;]q+
+ (b — ) - [(x, —a)) Inx, — &} = (;, = by) Inx;, = bi[])
pro S;#Sj

kde uvazujeme parametrizaci SJ : y(t) :=al +t (bJ —al), t € (0,1), kde

= bl —al). (xt —al bl —al). (xt — bl
Ap = arctg ( 1~ ) (%~ ay) —arctg ( 1~ ) (%~ by)
(bj—xl)+b]><x’ (bJ—X’)erjxx’
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Obrazek 2.11: Geometrie (Cerné) a feseni w, (modfe), wy, wy, w_ (Cervené)

tlohy (E23).

a kde pro u, v € R? definujeme soudiny u-v 1= u; v; +ug Vs & WXV 1= Uy Vg — Us V1.
Sestavovani matic L,, , zahrnuje tyto integraly:

Vx ln‘x —y} Zdl )—OproS;:S(g,

S]
% 7 1 7 j )
Sg Vxln ‘Xp —y} . npdl(y) = —m <np X (bq — a]) AJ+
+n - (a) —b’)In b - aq.’ pro S}, # S1.
x;, — byl

Na Obr. ZTT] a je vykresleno feseni ulohy (Z23)) pro volbu ¢, := 2, U := 1,
Q_ = (=0.05,-0.03) x (—0.03,0.03), 2, := (0.03,0.05) x (—0.03,0.03), €, :=
(—0.01,0.01)?, s diskretizatnim parametrem h := 0.0025 vedoucim na m, := 32,
m, = m_ := 64. Uloha byla naprogramovana a fesena v prosttedi MATLAB [5].
Porovnanim Obr. a ZT2 muzeme vidét, ze chyba ktera vznikla ofezanim
vypocetni oblasti v metodé koneénych prvki neni mala.
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Obrézek 2.12: Resen{ u, E := —Vu tlohy (223) pomoci [Z20).
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Kapitola 3

Magnetostatika

3.1 Fyzikalni podstata

Magnetostatika popisuje silova pole vznikajici mezi elektrickymi naboji pohybujici se
v case neménnou rychlosti. Pak jsou magnetické sily také casové neménné. Zakladni
budici veli¢inou je tok naboju zvany elektricky proud, jehoz jednotkou je Ampér
[A]. Magnetostatika tedy popisuje silové tu¢inky ustélenych proudi.

Prostorovou hustotu elektrického proudu definujeme jako j(x) := p(x) v(x), kde
v zna¢i rychlostni pole naboju o hustoté p. Plati zakon zachovani elektrického
naboje, tj. pro kazdou omezenou oblast Q C R? je tok naboji z povrchu roven
jeho ubytku uvniti:

Op(x) .

/8 ) V() n() dSo0 = - | L

Pomoci Gaussovy véty ziskdme diferencialni tvar tohoto zdkona:

o Ip(x)
d = ——". 1
iv(j(x)) = ~ 2 (3)
Elektricky proud I v bodé X EX je deﬁnovén jako tok elektrického naboje trubici
o prufezu X takto: I(x fz y)dS(y).

Magneticka pole se pOplSU.Jl magnetlckou indukei B, jejiz jednotka je Tesla [T].
Magnetické pole B pusobi na naboj ¢ pohybujici se rychlosti v Lorentzovou silou,
viz Obr. Bl (vlevo),

F=¢qv x B,

coz je dalsf slozka k pripadné Coulombovské sile F = g E. Podobné ptisobi magne-
tické pole na vodic¢ protékany proudem I o proudové hustoté j silou

P [ [i) x By asedly) = 1)) x By diy). 62

Pohybujici se ndboje vytvari také magnetické silové pole, které zpétné ovliviiuje
vnéjsi pole B, coz vsak casto zanedbavame.
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Obrazek 3.1: Lorentzova sila pusobici na pohybujici se ndboj (vlevo) a
na proudovodi¢ (vpravo).

Zbyva popsat zakony rozlozeni magnetického pole B budicich proudu j. Prvni
zékon Tik4, Ze neexistuji zdroje ani nory magnetického pole, tj. neexistuje magneticky
analog k elektrickému ndboji. To lze pro omezenou oblast 2 C R? vyjadiit jako

/ B(x) - n(x) dS(x) = 0, (3.3)
o9
coz s pouzitim Gaussovy vety dava diferencidlni rovnici

div(B(x)) = 0. (3.4)

Druhy, Ampéruv zakon, rikd, ze magnetické pole vznikd jako vir kolem proudo-
vodicu a jeho velikost je imérna elektrickému proudu prochéazejicimu timto virem

%92 B(x) dl(x) = po / j(x) - n(x) dS(x), (3.5)

b
kde g := 47-1077 [Hm™!] je permeabilita vakua a, jak uvidime v kapitole H, plati, ze
g0 po = 1/c2, kde ¢ je rychlost svétla ve vakuu. Aplikace Stokesovy véty na posledni
rovnici dava diferencidlni tvar Ampérova zakona

rot(B(x)) = pi0j(x)- (3.6)

Priklad 3.1. Uvazuyme tenky nekonecné dlouhy vodic protékany proudem I, wviz
Obr. B3, a predpoklidejme, Ze intenzita mag. pole md pouze anguldrni slozku, kterd
je funket poloméru, tj. B(r). Pak rovnice (Z23) md tvar

B(r)2mr = ol

a dostdvame magnetické pole ve tvaru B(r) = o I/(2mr).

Priklad 3.2. UvaZujme ddle, Ze rovnobézné s vodicem z predchoziho prikladu polo-
Zime do vzddlenosti v vodic¢ tentokrdt konecné délky | protékany opét proudem I. Pak
z predchoziho prikladu a ze vzorce (B2) plyne, Ze vodice na sebe navzdjem pisobi
magnetickou silou F = po I?1/(27r). Tato sila je pritaZlivd v pripadé stejného sméru
obou proudu a odpudivd pri opacnych smérech. To také vysvétluje, proc¢ se zdvity
v civce k sobé pritahugi.
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Obréazek 3.2: Pole tenkého nekonecéné dlouhého vodice.

Obrazek 3.3: Pole nekonecné dlouhé civky.

Priklad 3.3. Uvazuyme nekonecné dlouhou valcovou civku, na niZ je s hustotou
zdvitu n navinut vodic¢ protékany proudem I, viz Obr. [Z3. Predpokldadejme, Ze inten-
zita mag. pole je nenulovd pouze uvnitt civky a md pouze konstantni azxidini slozku
B. Pak rovnice (33) md tvar

Bl=ponllI

a dostdvame velikost magnetického pole B = pon 1.

Zatim jsme uvazovali pouze proudovodice ve vakuu. Ve feromagnetickych ma-
teridlech se nachazeji domény nahodné orientovanych proudovych smycek, dipdlu.
Po vlozeni do vnéjsitho magnetického pole je Lorentzova sila nataci tak, aby magnet-
ické pole zesilily, viz Obr. B4l Ozna¢me hustotu zmagnetizovanych dipéli jmag =
rot(M), kde M je magnetizace. Pak z (B0)

rot(B(x)) = 1o (J(X) + jmag(X))
~ M(x)

rot (B9 ) i=rot (B9 = M) — e

kde i (x) = {1 — |M(x)|/(o|B(x)[)} ™" > 1 je relativni permeabilita, piedpoklé-
dame-li linedrni zavislost M a B. Zavedme H(x) := - ulr(x) B(x) magnetickou in-
tenzitu, pak diferencidlni, resp. integralni tvar Ampérova zakona ve feromagnetiku

Je

rot(H(x)) = j(x), resp. - H(x) dl(x) = /EJ(X) -n(x) dS(x). (3.7)
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Obrézek 3.5: Podminky pfechodu na rozhrani dvou feromagnetik.

Poznamenejme, ze z hlediska teorie relativity je Lorentzova sila a magnetické
pole pouze dusledkem Coulombovy sily a elektrického pole pohybujicich se naboju.

Jelikoz je magnetické pole solenoiddlni, viz (B4l), muzeme jej vyjadiit pomoci
magnetického vektorového potencialu u

B(x) = rot(u(x)). (3.8)

Vektorovy potenciél popisujici pole B je bohuzel nejednoznacny, nebot rot(u) =
rot(u+ V). Jednoznaénost muzeme vynutit Coulombovou kalibra¢ni podminkou

div(u(x)) =0 (3.9)

a podminkou
|lu(x)| =0 pro |x|— oc. (3.10)

Rovnice (B3)), (B4), (B) vyzaduji diferencovatelné, resp. spojité funkce p, a B.

V piipadé rozhrani dvou ruznych materiali, viz Obr. B, dostavame z integralnich
tvaru rovnic (B3)) a (B7) pro |X| — 0 podminky na rozhrani

(B1(x) — By(x)) -ny(x) = 0, (3.11)

(H,(x) — Hy(x)) x m(x) = jr(x), (3.12)

kde jr je pripadnd povrchova hustota proudu na rozhrani.
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3.2 Modelova tloha, 2d redukce

Modelovéa tloha pro magnetostatiku je na¢rtnuta na Obr. Bl Budeme uvazovat
dva materidly: vzduch (vakuum), v némz je vlozeno v oblasti 2, feromagnetické
jadro civky o relativni permeabilité p, > 1. Oblasti zde rozumime omezenou a
otevienou podmnozinu R®. Déle mé&jme ve vzduchu oblast €2, kterd reprezentuje
zavity civky tak, ze v ni je po ¢astech konstantni hustota elektrického proudu j.
Pole magnetického vektorového potencialu pak popisuje nasledujici systém:

( rot(rot(u,(x))) = 0, x € O, B
rot(rot(uy(x))) = puoj(x), x € Qy:=R3\ Q,
div(ug(x)) 0, x € ., k€ {0,r},

(up(x) —u,(x)) x n,(x) = 0, x € 08,

(rot(uo(x)) - imt(ur(x))) xm(x) = 0, x € 00,

\ Wi — 0. x|

(3.13)
kde prvni dva fddky jsou piepisem (B1) a (BX), tfeti je (B), ctvrty zajistuje plat-
nost (BI1l), paty je (BI2) a posledni je vlastnost (BI0), pricemz n, znaci jednotkovou
vnéjsi normélu k Q, a j je definovana, viz Obr. (vlevo), nésledovne:

p

—~

07 07 _])7 X € Q}eft’
_.j7070>7 X c ijront’

~—~

i(x):=141(0,0,5), xeq.
(.j? 70)7 X e Q})aCk7
0 jinde.

\ I

Hledané potenciadly ug a u, jsou dvakrat spojité diferencovatelné vektorové funkce
na g, resp. 2., které navic maji spojité derivace az do hranice, coz znacime uy €
(C2())° N (C’l(Q_k))3 pro k € {0,r}. Poznamenejme, ze pro dvakrat spojité dife-
rencovatelnou funkci u takovou, ze div(u) = 0, plati, ze rot(rot(u)) = —Au, coz
je Laplaceuv operator aplikovany po slozkach.

V pripadé, ze rozméry elektrod a dielektrika ve sméru x3 jsou dostatecné, lze
tilohu (BT3) redukovat do R?, a to tak, Ze budeme uvazovat typicky fez z3 := 0 a
predpokladat, ze zavislost veli¢in na soutradnici z3 lze zanedbat. Vektorovy potencidl
u ma pak pouze nenulovou tteti slozku u(z,xs), redukuje se tedy na potencial
skalarni. Magneticka indukce je pak tato:

ou(xy,x ou(xy,x
B(SCl,SL’Q,J?g) _ < (8; 2)7_ ( 1 2)’0)
2
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Obrazek 3.6: Modelova tiloha magnetostatiky (vlevo), 2d redukce (vpravo).

Formulace tilohy 2d magnetostatiky je nasledujici:

—Au(x) = 0, x € (O,
—Nug(x) = pj(x), x€Q:=R2\Q,
ug(x) —u(x) = 0, x € 0%, (3.14)
Jup(x)/0n(x) — 8ur(x)/8n(x) = 0, x € 00,
up(x) — 0, |x| — o0,

kde dimenze je d := 2, x € R? a oblasti Q,, Q; := Q, U Q_ jsou zndzornény
na Obr. (vpravo). Proudova hustota se redukuje takto:

_j7 X € Q—7
j<X) = j7 X € Q+7
0, jinde.

Je vidét, ze uloha 2d magnetostatiky je formalné shodné (az na nosi¢ budici veli¢iny)
s ulohou 2d elektrostatiky:.

3.3 2d magnetostatika

3.3.1 Variac¢ni formulace

Uvazujme tlohu 2d magnetostatiky (BI4l). Geometrii feromagnetika a jeho perme-
abilitu y, zahrime do néasledujici materialové funkce

Mo e, X € Qr7
p(x) =
Ko, Xc QO7
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Déle uvazujme dostatecné velkou oblast Q C R? tak, ze Q D O, U Q;, a predpokld-
dejme, ze ug je vné oblasti {2 zanedbatelné mala. Predpokladame proto, ze

up(x) =0 pro x € 0.

Pitblizné feseni tlohy (BId) hleddme jako funkci v : Q — R, kterd nahrazuje
neznamé v ([BI) takto

(x) = ur(x), x € Q,
= up(x), x € Qy:=0\Q,

kde jsme zménili vyznam €.

Vezméme diferencovatelnou funkci v : @ — R tak, 7e v(x) = 0 pro x € 5.
Prendsobme prvni rovnici v (BIdl) funkei v a konstantou 1/(uop,) a zintegrujme
pres €2,. Dostavame

_A L A (x) v(x) dx = 0.

. Moy

Prendsobme druhou rovnici v (BI4) funkei v a konstantou 1/u¢ a zintegrujme
pres €y. Dostavame

—LJ%Am@w&széﬂ@mwwx

Nyni na levych strandch predchozich dvou rovnic pouzijeme Greenovu vétu a rovnice
secteme. Uzitim definic funkei p, 7 a u dostdavame

/ L Yu(x) Vo(x) dx — / L 0ulX) o) dix)+

Q H(x) 0q Mo On(x)

1 Oup(x) 1 duy(x) o
i % FIon <an(x) B E on(x) ) v(x) dl(x) = /Q](X) v(x) dx.

Na levé strané je diky v(x) = 0 na 002 druhy clen nulovy a diky ¢tvrté rovnici
v (BI4) je nulovy i tieti ¢len. Dostdvame tedy nésledujici variaéni formulaci:

najdi v € Vp : / L Vu(x) Vo(x) dx = /j(x) v(x)dx Yv eV, (3.15)
o H(x) Q

kde Vg := HJ(Q) := C§° (Q)”'Hl, [v]l1 = [y v(x)? + [Vo(x)|? dx, coz je, podobneé

jako v kapitole Z3J] ziplnéni (obohaceni o limity cauchyovskych posloupnosti) pros-

toru nekonec¢nékrat spojité diferencovatelnych funkci s kompaktnim nosicem v €.

Pro ndmi uvazovanou €2 (s lipschitzovsky spojitou hranici) je tato definice ekviva-

lentni s

Hy () == {v e L*(Q) : Vv e (L*Q))* av(x) =0 (ve smyslu stop) na 00} .
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Fyzikalné srozumitelnéjsi nahled na tdlohu (BIH) ndm dava potencidlni energie
naseho systému, coz je funkciondl

1 9 _
p0)i= 5 [ s Vo0l dx = [ () ulx)dx
2 Jo n(x) Q
jehoz stacionarni bod u € Vj, ktery je v nasem pripadé zaroven globalnim minimem
na prostoru Vjy, je charakterizovan rovnici

O'(u,v) =0 Yo eV,

v niz figuruje fréchetovska derivace. Tato rovnice vSak neni nic jiného nez varia¢ni

formulace (B:1H).

3.3.2 Uzlova metoda kone¢nych prvku

Podobné jako v kapitole nejdiive diskretizujeme 2 do m trojihelniku, jejichz
vnittky (oteviené oblasti) znacime T*, viz Obr. B,

ﬁzUﬁ, T'NTY = proi # j,
k=1

tak, ze dva sousedni trojihelniky maji spolecnou pouze hranu nebo bod. Zaroven
chceme, aby hranice trojihelniku zahrnuly vSechny hranice a rozhrani v geometrii,
tj.

Jor* > (0auon.uon_uoa,).
k=1

Konecné chceme, aby nejostiejsi thel, ktery trojuhelniky sviraji, byl zdola omezeny
konstantou. Definujeme diskretizacni parametr h > 0 jako délku nejkratsi hrany
v diskretizaci.

Zapomenme nejprve na nulovou okrajovou podminku u(x) = 0 na 9€2. Nad kaz-
dym uzlem diskretizace x*, i = 1,2,...,n, definujeme kone¢néprvkovou bézovou
funkef €'(x) : Q — R tak, ze

. - . . 1, i=j
Vk (%)l = af bty 8 @) =8 =4 7
0, 177,
kde at,bi, ci € R. Takto ziskdvdme aproximaci V" := (e!(x),...,e"(x)) prostoru
V = H'(Q). Galerkinova aproximace varia¢ni formulace (BI5) na prostoru V by
byla nasledujici:

hleddme u"(x) := Zﬂ, el(x) e VM a(@" ) =ble") Vie{l,2,...,n},
i=1
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X2
o

-2t

-6

Obrazek 3.7: Triangulace oblasti €2.

kde a(u, v) je bilinedrni forma na levé strané varia¢ni rovnice (BI0) a b(v) je linedrni
forma na pravé strané. Tato Galerkinova aproximace je ekvivaletni se soustavou n
linearnich rovnic o n neznamych

A-i=h, (3.16)

kde U := (U1, T, ..., 1), (A)y = a(el,é'), (b); = b(e’). Matici A a vektor b
efektivné sestavime po prveich (trojihelnicich) technikou referenéniho trojihelniku
jako v kapitole ZZ32 Tedy

A=>"gNA"), b=> H D),
k=1 k=1
kde A% € R3%3, bt € R3, GF : R®*® — R™ " zobrazuje lokdlni matice na globalni
a H* : R® — R" zobrazuje lokdlni vektory na globélni. Lokaln{ piispévky jsou
s vyuzitim (ZI9) tyto:

1 det(R*
At (BB
1 (3.17)
bF ]k% 1 |det(2Rk)\’
1
kde pi* := p(x)|ze, 5% = j(x)|ge, RF := (xF2 — xF1 xks — xk1) a xF1, x*2, x* jsou

uzly trojthelniku 7% uspoiddané v pravotocivém smyslu.
Resen{ tlohy (BI6) je nejednoznacné az na konstantu. Tu pravé douréime piede-
psanim nulovosti potencidlu na hranici vypocetni oblasti. Bud' I := {i1,4,...,%,}
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Obrazek 3.8: Resenf u, B tlohy (B39).

mnozina indexu uzli nelezicich na hranici 0€). Pak Galerkinovskéd aproximace tlohy

(BI3) na prostoru Vj je:
hleddme u"(x) := Zuk e (x) € Vit o a(ul e) =be™) Vi, el

a odpovidajic{ soustava linedrnich rovnic vznikne restrikei soustavy (BI0) na in-
dexovou mnozinu

A-u=b, kdeA:=A;;, b:=bjau:= (uyuy..., ). (3.18)

Na Obr. BY je vykresleno feseni ilohy (B39) pro volbu pu, := 5000, J := 0.25,
Q = (=6,6) x (=6,6), Q_ = (=3,-2) x (=3,3), Oy = (2,3) x (=3,3), Q, =
(—2,2) x (—4,4), s diskretizatnim parametrem h := 0.25 vedoucim na n := 2401

uzli a m := 4608 trojuhelniku. Uloha byla naprogramovana a feSena v prostiedi
MATLAB [5].

3.3.3 Hranicni integralni formulace

Uvazujme modelovou tlohu magnetostatiky (BI3)). Podobné jako v kapitole
predpokladame, ze diametr oblasti €2, U2_ U ), je mensi nez jedna, neboli ze lze
tuto oblast vnofit dovniti kruhu o poloméru 1/2. Reseni budeme hledat pomoci
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potecialu jednoduché vrstvy a Newtonova potencidlu

() 1= / wn(y) 9(x,y) dify), x € 2,

up(x) = /F wo(y) 9(x,y) di(y) + po j </Q+ 9(x,y)dy — /g(x, y) dy) , X € Qy,
(3.19)

kde I, := 09, g(x,y) := —L In |x—y| je fundamentdlni feseni Laplaceovy rovnice a
kde funkce wy,wp : Iy — R j JSOU hustoty potencidlu. Takto zvolené feseni jiz splnuje
prvni, druhy a posledni tddek z formulace (BI3)). Nasim cilem bude najit w, a wy
tak, aby byly splnény i ostatni rovnice v (BI3).

Jsou-li hustoty potencidlu spojité funkce, pak napt. pro kazdy bod x € I';, v
jehoz okoli je I' hladka, tj. kromé rohu, plati, ze pro Q, > x — x € I';:

/ () 9(X,y) di(y H/wr g(x,y) di(y),

.00 Ve [ () a& ) dity) = g + [ ) Y i)

I

(3.20)

pricemz 0/dn(x) je derivace podle vnéjsi jednotkové normély k .. Podobné plati
pro 2y 3x —»x €l

/ o(y) 9(x,y) dl(y —>/w0 g(x,y)dl(y),
60 Vx| woly) o) dily) = ~gunG) + [ ) e aty).

Newtonuv objemovy potencial je dokonce spojity i se svou normélovou derivaci
nezavisle, zda se k hranici blizime zevnitt, ¢i zvenku, tedy pro ', Zx — x € I',:

/ gEy) dix) — [ gty dix),
Q4 Qg

- 99(x,y)
an-V;(/ X,ydlx—>/ dl(x
) 9x [ o))~ [ TEES aio
Je ztejmé, ze pokud bod x lezi mimo kfivku, pfes niz se integruje, pak jsou v x

prislusny potencidl i jeho norméalova derivace spojité.
Pro x € R?, resp. x € I'; (aZ na rohy), zavedme operdtory

Vil = [ w@)gbxy) i), Lol = [ o Bt de) 622)

T T

N(x) == pio j (/fl+g(x,3’)dy—/_g(x,y}dy) :

Mo =i ([ Gy - [ Grtar)

a funkce

(3.23)
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Pak tfeti a ¢tvrtd rovnice v (BI3) ddvaji nédsledujici hrani¢né-integrélni formulaci

‘/;wr - V;“wO = Na X &€ Fra (3 24)
—i(%[+Lr)wr — (—%[—i—Lr)wo = M, xeTl,, :
kde I znaci identické zobrazeni.
3.3.4 Metoda hraniénich prvku
Uvazujme diskretizaci I', do disjunktnich otevienych usecek, t;j.
Js-r.
k=1
a uvazujme po useckach konstantni bazové funkce f¢ tak, ze
R&X)g =065 pro i,j=1,...,m.
Neznamé hustoty potencialu hleddme v linedrnim obalu této baze
wr<X) = Zwrk frk<X>7 wO(X) = Zw(]k: ff(x)a
k=1 k=1
pricemz hledané soufadnicové vektory oznac¢ime w, := (wy,...,Wyy,) & Wy =

(wol, ey wom).

V kolokaéni metodé hrani¢nich prvku vyzadujeme splnéni rovnic (B:24]) pouze ve
stiedech tsecek, které oznacime x* € S*. To vede na soustavu 2m, linedrnich rovnic
o stejném poctu nezndmych

Vir —V.. w,\ (N
<_i (%Ir + Lr7r) %Ir - LI‘J‘) . (WO) — (M) ) (325)

kde I, € R™>*™ je jednotkova matice a kde (V,,);; := fSZ g(xL,y) di(y), (L) =
sz Vxg(xiy) - nddl(y), (N); := N(x!), (M); := M(x'), pficemz n/ znad&f jed-
notkovou normélu k S7 smérujici ven z €.

Pfi sestavovani matic V,, a L,, pouzijeme integraly z kapitoly 234l Navic je
nutno vycislit prvky vektoru N a M. Uvazujme obdélnikové oblasti €2, a £2_, napft.
Q. :=(a,b) x (¢,d), pak pii vypoctu pravé strany N pouzijeme nésledujici integral:

/b /d In|x —y|* dy, dy, = Fi(a)— Fy(b)— Fy(a, ¢)+ Fy(a, d)+ Fa(b, ¢) — Fy(b, d)+
+ Fs(a,c) — Fs(a,d) — F5(b,¢) + F5(b,d) — 3(b — a)(d — ¢),
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kde

Fi(y) =

ol

n(y1 — 1) y1 (y1 — 21) (sgn(c — x2) — sgn(d — x2)),
Y1 — 11
Yo — 962’

g
Fy(y1,y2) := ((y1 — 1)* — (y2 — 22)?) arctg
Fs(y1,92) = (y1 — 21)(y2 — 22) In |x — Y|2

a pri vypoctu M pouzijeme tento integral:

//Vln|x—y| ndys dy; = // X7y dygdyl Gi(a) — Gy(b)+

+Gs(a, c) — Ga(a,d) — Ga(b, ¢) + Go(b, d) G3(a c)—i—Gg(a d)+ G3(b,c) —G3(b, d),

kde
T

Gi(y) == 5 ly1 — 21|y (sgn(d — x2) — sgn(c — 13)),

— X
Galyr,y2) = (31 — @)1 — (yo — x2)ns) arctg ",

Y2 — T2

1

G3(y1,92) = 3 ((y1 — z1)n2 + (y2 — z2)m1)) In|x — y|*.

Na Obr. a BI0 je vykresleno feseni ilohy (B2ZH) pro volbu pu, := 5000, J :=
0.25, © := (—0.06,0.06) x (—0.06,0.06), Q_ := (—0.03, —0.02) x (—0.03,0.03), Q. :=
(0.02,0.03) x (—=0.03,0.03), Q, := (—=0.02,0.02) x (—0.04,0.04), s diskretizacnim
parametrem h := 0.0025 vedoucim na m, := 96 tsecek. Uloha, byla naprogramovana
a tesena v prosttedi MATLAB [5]. Porovnanim Obr. a BI0 muzeme videét, ze
chyba, ktera vznikla ofezdanim vypocetni oblasti v metodé konec¢nych prvkiu, neni
mala.

3.3.5 Parovani metody koneénych a hraniénich prvku

Uziti metody konecénych prvku je vhodné napf. v oblastech s nelinedrni odezvou
materidlu, kde permeabilita je navic funkef feSeni (materiél se saturuje a zac¢ina se
chovat jako vzduch). Naopak metoda hrani¢nich prvka najde uplatnéni pii popisu
pole ve vzuchu nebo civkich vné feromagnetika, nebot nezavadi chybu ofezdnim
vypocetni oblasti. Velmi populdrnim piistupem je parovani obou metod tak, ze
feromagnetikum diskretizujeme metodou kone¢nych prvkiu a magnetické pole v civee
a okolnim vzduchu reprezentujeme pomoci hrani¢nich potenciali. Metoda pochazi
od profesora Costabela [2].
Zakladem parovani je nasledujici variacni rovnice na oblasti €2,:

1 1 1 Ouy(x)
— —Au(x)v(x)dx = — Vu,(x) Vo(x dx—/— v
) (x) v(x) o (x) Vu(x) - ()
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x 10

-0.05 _ -0.02
To 0.03 1

Obrazek 3.9: Geometrie (Gerné) a Feseni w, (modfe), wy (Cervené) tlohy (B2H).

Obrézek 3.10: Resen{ u, B tilohy (B25) pomoci (BI9).
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v niz nahradime tok u, ptres I'; tokem ug podle ¢tvrté rovnice v (BI3)

i U\ X VX X — aUO(X)UX X) =

Resenf 1o hleddme opét ve tvaru souc¢tu potencidlu jednoduché vrstvy a Newtonova
potencialu, ktery predstavuje budici civku,

)= [ () o) dly) + o ( / o)y - [ oty dy) ,

kde x € R?\ €,. Posledni{ rovnici z ([BI3), kterou zbyv4 splnit, je spojitost Fesen{
up(x) —ug(x) =0, xeT,.

S vyuzitim symbolu operatoru jednoduché vrstvy V;, dvojvrstvy L., viz (B:22), jeho
skoku (B2]]) a definic Newtonovych operatoru N a M, viz (B2Z3), je formulace ilohy
nasledujici: hleddme u, € V, := H'(,) a wy : [, — R tak, 7e

{ar(uuv) = b ((=31+L)wo,v) = b(Mv) Yve, (3.26)

Uy - Vi Wo = N Vx € Fl"v

kde I je identita a kde

1
ar (U, v) ::/Q N—Vuerdx, by (u, v) ::/ wvdl(x).

Poznamenejme, 7ze zatimco prvni rovnice v (B2ZH) odpovidd tzv. Galerkinove
pristupu, ktery dobfe funguje i pro nehladké geometrie (rohy) a nespojité hus-
toty hledanych potencialu, druhd rovnice predstavuje kolokacni pristup s horsimi
aproximacnimi vlastnostmi. Zavedeme-li (bez blizsi speciﬁkaceﬂ) prostor W,, v némz
hleddame hrani¢ni potencial wg, pak Galerkinova formulace parovani MKP a MHP
pro 2d magnetostatiku je néasledujici: hledame u, € V; a wy € W, tak, ze

{ar(ur,v) — br((—%I+Lr)wo,v) = b(M,v) Yv eV,

3.27
bung) —  b(Viweq) = b(N.g) VgeW. (3:27)

Diskretizace prostoru V. metodou konec¢nych prvku nyni vede na triangulaci €2,
viz Obr. BT, do m, trojthelnikit T%, v jejichz uzlech x;, i € {1,2,...,n,}, defi-
nujeme konecné—prvkové bazové funkce ei. Takto ziskdvdme aproximaci V! C V..
Diskretizace MKP bilinedrni formy a,(.,.) vede na matici A, € R™ "™ jejiz lokalni
pifspévky A* spocteme technikou referenéniho elementu podle vzorce (BIT).

Diskretizace prostoru W, metodou hrani¢nich prvku je indukovana predchozi tri-
angulaci Q,, viz Obr. BIIl To vede na s, hrani¢nich tsecek S? a p, hrani¢nich uzlu
Xips -, X, , kde iy € {1,2,...,n,}. Nad tseckami S! definujeme hrani¢né-prvkové

"W, := HY?(T,) je Soboleviv prostor stop na I';.
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0.03-
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0.011
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-0.01F
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-0.04* >
-0.05 0 0.05

Obrazek 3.11: Triangulace oblasti €2,.

nespojité po ¢astech konstantni bazové funkce f?, jejichz linearni obal ndm dé4 pros-
tor W' C W,. Pii diskretizaci MHP bilinedrni formy b,(.,.) pouzijeme nejhrubsi
kvadraturni formuli, a to obdélnikové pravidlo

[ Fedx gty 1S5

vvvvv

kde x* je stied tsecky S* a |S*
prvky matic V,,, L, , a vektora N, M z kapitol 234 a B34

Formulace (B27) po diskretizaci parovanim MKP a MHP vede na nésledujici
soustavu n, + s, linedrnich rovnic o stejném poctu nezndmych:

(¢ o) ()= (&) 329

V této soustavé je matice B, € R™**r sestavena tak, ze radek i této matice je

1 2 /1
Bri*Z:_i _Ir_er )
B =181 3 (g4 1er)

Uk ¥

pficemz iy, € {1,2,...,p,} jsou hrani¢ni indexy uzli tsecky S?. Podobné b € R™
ma prvky

(o) =5 151 S (v,

Ve druhém tddku (B28) vystupuje matice C, € R**" gestavend z prvku

(C.); s = 2157, pokud x;, j € {1,2,...,n,}, je jeden ze dvou uzlu S},
R K1) jinak.
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X2

-0.06——

Obrazek 3.12: Regeni u, B tlohy (B25) pomoci parovani FEM a BEM, viz (B28).

Konecné matice D, € R*** a vektor d, € R*" jsou definovany po tadcich takto:

(Dy); = =81 (Vi) (er); = IS (N)s.

Gk )

Na Obr. je vykresleno teseni tlohy (BZZ7) pro volbu p, := 5000, J := 0.25,
Q, = (=0.02,0.02) x (—0.04,0.04), Q_ := (—0.03,—-0.02) x (=0.03,0.03), Q. :=
(0.02,0.03) x (—0.03,0.03), s diskretiza¢nim parametrem h := 0.0025 vedoucim
na n, = 544 MKP uzli a s, := 96 MHP tsecek. Uloha byla naprogramovana a
fesena v prostredi MATLAB [H]. Nepfesnosti v feSeni na rozhrani feromagnetika
a civky lze odstranit pii pouziti vyssiho fadu numerické kvadratury a spojitymi
po éastech afinnimi bazovymi funkcemi MHP prostoru W”. Obé tato vylepseni viak
vyzaduji vice prace s analytickou integraci a pro 1cel tohoto textu nejsou podstatné.

3.4 3d magnetostatika

3.4.1 Variacni formulace

Uvazujme nyni ulohu 3d magnetostatiky (BI3]). Geometrii feromagnetika a jeho
permeabilitu p, zahrime do nésledujici materidlové funkce

Mo fey X € Qra
w(x) == [ p—
Mo, X € QO =R \Qr

Uvazujme dostatecné velkou oblast 2 C R? tak, ze Q D Q, U, a predpoklddejme,
ze tok B :=rot(uy) z oblasti 2 je zanedbatelny. To ve 3d magnetostatice nahrazu-
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jeme podminkou na nulovost te¢nych slozek vektorového potencialu
u(x) x n(x) =0, x €. (3.29)

Pitblizné teseni tlohy (BI3) hleddme jako funkci u : © — R®  kterd nahrazuje
neznamé v ([BI13) takto

u,(x), x €,
u(x) = _
llo(X), X € QO =0 \ Qr,
kde jsme zménili vyznam 2. _
Vezméme diferencovatelnou funkci v : @ — R3 tak, Ze v x n = 0 na 0.
Prendsobme prvni rovnici v (BI3) funkei v a konstantou 1/(pop,) a zintegrujme
pres €2,. Dostavame

1
/ oh rot (rot (u;(x))) - v(x) dx = 0. (3.30)

Prendsobme druhou rovnici v (BI3) funkei v a konstantou 1/ug a zintegrujme
pres €y. Dostavame

1 .
o o rot (rot (uy(x))) - v(x) dx = /g;o‘](X> - v(x) dx. (3.31)

Pripomenme si Greenovu formuli

28 s = [0 % ax [ o0 w0 mix) s,

kde n := (ny,ng, n3) je jednotkova vnéjsi normala k €. Jejim opakovanym pouzitim
si odvodime analogii Greenovy formule pro operator rot

/ rot(w) - v =
Q
_/ Qwg  Qwp - (Own Owsy o (Ows Owiy
N Q 8902 8:703 8:703 8301 8301 8:702 N
__/ w%_w%+w%_w%+w%_w% n
N Q 381‘2 281‘3 181‘3 361‘1 281‘1 161‘2
+ / [(71}377,2 w2n3) V1 + (wmg — wgnl) Vg + (w2n1 — wlng) Ug] =

/w —rot(v / (WXxmn) -v=

/W rot(v w~(v><n).
(3.32)
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Nyni na levych strandch rovnic (B30) a (B31]) pouzijeme ([B32) a rovnice sec¢teme.
Uzitim definic funkci u, j a u dostavame

/Qirot(u) Tot(v) + — /m rot(u) - (v x 1)

Ho

_i B ((rot(uo) _ irot(ur)) < n) v /Qj -

Na levé strané je diky v xn = 0 na 02 druhy ¢len nulovy a diky paté rovnici v (BI3)
je nulovy i treti clen. Dostavame tedy nasledujici variacni formulaci:

najdiu € Vg : /Q rot(u(x)) - rot(v(x)) dx = /Qj(x) -v(x)dx Vv E(;/'(;,S)

kde Vo := Ho(rot; Q) = (O (O™ [Vlleot = fi, V()2 + [rot(v(x))[? dx.

Pro nami uvazovanou {2 je tato definice ekvivalentni s

w(x)

Ho(rot; Q) == {v e (I2(Q))” : rot(v) € (LX(Q))* a v(x) x n(x) = 0 na aQ} .

Bohuzel, jak jsme zminili uz v kapitole B1], je vektorovy potencidl nejednoznacny az
na libovolné gradientni pole V.

Podivejme se nejdiive na ilohu (B33)) jako na tlohu minimalizaci magnetosta-
tické potencidlni energie, coz je funkcional

E() ::%/ﬂﬁ Irot (v(x))[? dx—/ﬂj(x)~v(x) dx,

jehoz nekoneéné mnoho staciondrnich bodi u = u+ Vg € Vj jsou fesenim rovnice
E'(u+Vp,v)=0 Vv E Vg,

coz neni nic jiného nez variacni formulace (B33). Jednoznacné feseni u ziskdme
doddnim Coulombovy kalibra¢ni podminky div(u) = 0 v £2, coz nas vede na hledani
vazaného extrému: hledame u € Vg tak, ze

Vv € Vo : E(u) < E(v) vzhledem k div(u) =0, (3.34)

pricemz kalibra¢ni podminku chapeme v nésledujicim slabém smyslu:

Vo € Hi () : / u(x) - Vp(x)dx = 0.
9)

Pomoci formalismu lagrangeovych multiplikdtoru pro podminky minima lze mini-

malizacni tlohu (B34]) ekvivalentné piepsat na nésledujici variaéni formulaci tlohy

3d magnetostatiky ([BI3): hleddme u € Vg a X € V; := HL(Q) tak, 7e

{fﬂirot(u)-rot(v) + JoVA-v = [Jj-v Vv eV,

Jou-Ve = 0 Vo € V. (3.35)
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Jelikoz navic proudové hustoty jsou ve slabém smyslu bezdivergentni, vysledné la-
grangeovské multiplikdtory A jsou nulové a ilohu (B330) lze jesté zjednodusit.

Poznamenejme, ze mezi inzenyry je oblibenéjsi nasledujici formulace: hledame
u. € Vg tak, ze

1
/—rot(ue)-rot(v)—i-a/u€~V:/j-v Vv € Vo,
QH Q Q

kde € > 0 je regulariza¢ni parametr, pticemz plati, ze pro ¢ — 0 konverguje ptiblizné
feeni u. ke spravnému feseni u tlohy (B330) v normé ||.||rot. Vztah posledné zminéné
formulace a smisené formulace (B3H) je podobny jako byl v kapitole Z31] vztah

formulaci (Z10) a (2I4).

3.4.2 Hranové—uzlova metoda konecnych prvkua

Diskretizujeme Q do m ¢tyistént, jejichz vnitiky (oteviené oblasti) znacime T*
Q= Uﬁ, T'NT? = proi # 7,
k=1

tak, Ze dva sousedni ¢tyistény maji spoleénou bud’ pravé jednu sténu, nebo hranu,
nebo bod. Zaroven chceme, aby povrchy ¢tyfrsténu zahrnuly vsechny hranice a roz-
hrani v geometrii, tj.

JoT* 5 (09U 09: U 0ier U 0ignt U 0%romt U 0Qact) -
k=1

Konecné checeme, aby nejostiejsi thel, ktery stény sviraji, byl zdola omezeny konstan-
tou. Definujeme diskretizac¢ni parametr h > 0 jako délku nejkratsi hrany v diskreti-
zaci.

Budeme se zabyvat MKP diskretizaci dvou prostoru, a to Vg := Hg(rot;(?)
a Vo := H}(Q). Zatnéme tim jednodussim, druhym. Zapomenme zatim na nulovou
okrajovou podminku ¢ = 0 na 9Q. Nad kazdym uzlem diskretizace x*,7 =1,2,...,n,
definujeme uzlovou kone¢né-prvkovou bazovou funkef e’(x) : 2 — R tak, ze

e'(X)|pr = daj, + byxy + s + djzy a €'(x)) = 5y,

kde ai,bi,ct di € R. Takto ziskdvame aproximaci V" := (e!(x), ..., e"(x)) prostoru
V= HYQ).

Béazové funkce budeme konstruovat technikou referen¢niho ¢tyfsténu (elementu)
lokalnimi piispévky z jednotlivych ¢tyfsténi. Zvolme afinni substituci

x:= R'X):=R" - x+x", kde R":= (x" —xM xM —x" xM —xM),

kterd zobrazuje referenénf ctyistén 7 s vrcholy (uzly) X! := (0,0,0), X2 := (1,0,0),
x? = (0,1,0) a X* := (0,0,1) na T* s vrcholy x*', x*2 x* a x* orientované
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Obrazek 3.13: Transformace referenéniho ¢tytsténu T na T*.

ve stejném smyslu jako referenéni uzly, viz Obr. BI3 Referenéni uzlové bazové
funkce pro konstrukei prostoru V" jsou pak tyto:

EX)=1-2, -3 — T3, X):=2, (X):=1y, e(X):=13
a spliuji € (x7) = §&;;. Bdzové funkce prostoru V" jsou e (x) := € (X) pro i €
{1,2,3,4} aX € T prisubstituci x := R¥(X). Pro smiSenou bilinedrn{ formu [, u-Ve
ve formulaci (B3H) potfebujeme spocitat gradienty bézovych funkei, pro néz lze
ukazat platnost analogického vzorce jako ve 2 dimenzich, viz (219,

1
BY = (Ve (x), Ve (x), Ve (x), Ve (x)) = (RY) . —1

. (3.36)

o O =
O = O
= o O

kde matice (R*)~7 obsahuje derivace vnitin{ funkce, tedy afinnfho zobrazeni R*, a
sloupce druhé matice jsou gradienty referencnich bazovych funkei.

Nyni se podivejme na MKP diskretizaci prostoru Vo := Hg(rot; §2). Okrajovou
podminku v X n = 0 nechme opét zatim stranou. Zatimco v elektrostatice, resp. pfi
aproximaci prostoru H*(€2), vyzadujeme jistou existenci viech parcidlnich derivaciﬁ,
coz zajistime pozadavkem na spojitost konecné-prvkovych funkci, v magnetostat-
ice, tedy pfi aproximaci prostoru H(rot;(2), vyzadujeme pouze jistou existenci

2Chceme, aby slabé derivace funkce ¢ € L?(Q) byly lebesgueovsky integrovatelné s kvadratem

(Vie{1,2,3}) (3T, € LQ(Q)) (Vn e C5° () : /Q‘I/m = —A@ggiv

a oznacime dp/dx; == U,.
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T

Obréazek 3.14: Transformace z referenéniho Nédélecova hranového prvku T na T*.

aplikaci operatoru rotacﬂ, coz zajistime pozadavkem na spojitost tecnych slozek
konecné—prvkovych funkei. Jednim z moznych tvartu téchto funkei jsou nésledujici
Nédélecovy [7] hranové funkce, které jsou definovany nad kazdou orientovanou hra-
nou B : x" — x2 i€ {1,2,...,n.} diskretizace:

E)l = ai+byxx a [ €(x)-tdix) =3,
EI

kde t; := (x72 — x7) / [x72 — x7!| je tecny vektor k hrané E7. Jednoznaéné prirazent
orientace hran v diskretizaci dava jednoznacnou hranovou MKP bazi. Uvazujme
opet referencni ctyrsten S orlentovanyml hranami E!' : X! — E2 s x - %3,
E3:x! - x4 E4 x? — x3, E5: %3 — x4 E6 Xt — X2, viz Obr B:IE Referencni

béazové funkce jsou pak tyto:

B 1 0 B 0 1
E®)=[0]+[-1]xzx e€®:=[1]+]0]xx
0 1 0 -1
B 0 -1 » 0
ER=(0]+[1]|xx €®:=[0]xx
1 0 1
~5 1 ~6 0
f®=[0]xx @)= (1] x%
0 0

3Chceme, aby slabd rotace funkce v € (L2 (Q))3 byla lebesgueovsky integrovatelna s kvadratem

(3w e (22)*) (vze (c5F /w Z—/v rot(z),

a oznacime rot(v) := w.
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které splivuji [z, € -t/ dI(X) = 6;;. Jim odpovidajici konetné prvkové bézové funkce
jsou tyto:
. . . T A
£ (x) = sign, (E") (R*) " - €(),
kde ki, ko, ..., kg jsou indexy orientovanych hran étyisténu 7% pii transformaci
x := RF(X), pticem?

1, orientace E¥ je shodnd s orientaci £’

sign, (E*) = {

—1, orientace E* je opa¢né k orientaci E'.

Navic potfebujeme rotace téchto funkei. Diky rot(a + b x x) = 2b, dostavame

By, == (rot(€£'), rot(£?), rot(€°), rot(¢"), rot(€”), rot (7))

1 0 2 -2020 )
= ol-2 0 2 0 0 2| -diag(sign,(E¥)) . (3.37)
det(R) 2 -2 0 20 0 (e E)

stéenu T*, dostavame

B%‘d = (51(X§>7£2(X§)7€3<X§)7€4<X§>7£5(X§>7£6(X§))
(211 -1 0 1
:(Rk)_T'Z 121 1 -1 0) - diag (sign,(E"))? . (3.38)
112 0 1 -1

Lokalni pfispévek do matice bilinedrni formy [, (1/p)rot(u) - v je

1

k._
A._E

rot 6 Y
kde p* := pu(x)|px. Lokdlni pifspévek do matice bilinearni formy [, u- Ve je
H M Q ¥

T det(RF
B":= (BY) - B[ %.

Lokalni prispévek vektoru linearni formy fQ j-vije

det(RF
bt = (B g+ 140 <6 I
kde j* := j(x)|+. Dale sestavime globalni matice a vektory

m m m

A=Y gHAN, B=Y rBY), b:=Y Hibh,

k=1 k=1 k=1
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kde GF : R6*¢ — R"*"e zobrazuje lokalni hranové matice na globalni, £* : R**¢ —
R™*"e zobrazuje lokalni smisené uzlové-hranové matice na globalni a H* : RS — R"
zobrazuje lokalni hranové vektory na globdlni. Ty nakonec restringujeme na vnitini
stupné volnosti

A = :&[eJe, B = ﬁ]’[e, b:= B]e’
kde I¢ := {i‘i,ig, e ,i‘;g} je mnozina globalnich indextu hran nelezicich na 02 a

I := {iy,i9,...,iy,} je mnozina globdlnich indexu uzlu taktéz nelezicich na 0f).
MKP diskretizace tlohy (B30 dava nasledujici soustavu nf + ng linedrnich rovnic

o stejném poctu neznamych:
A BT u b
(6 %) ()=o) =

Priblizné fesen{ tlohy (B3H) je

u'(x) = Z uy €% (x).
k=1

Pole magnetické indukce je na kazdém ctytsténu konstantni
B (x) |+ = Bl - 0,

kde u* je lokalni vektor feSeni doplnény o nuly pro hrany étyfsténu T* lezici na 0.

Na Obr. BIH je vykreslena diskretizace geometrie 2 := (—6,6)3, ; := (=3,3)%\
((—2,2) x (—3,3) x (=2,2)), Q = (—2,2) x (—4,4) x (=2,2), s diskretiza¢nim
parametrem h := 1 vedoucim na n := 2401 uzlu a m := 4608 trojuhelniku.
Diskretizace byla vytvofena programem NETGEN [?]. Resen{ tilohy (B:39) pro volbu
iy 2= 5000, J := 0.25 je vykresleno na Obr. B0 Uloha byla naprogramovana a
feSena v prostiedi MATLAB [5].
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zftx Metgen d,d

Obréazek 3.15: Diskretizace geometrie civky programem NETGEN [?].

%

v VAN
-' %‘4&%»

Obrézek 3.16: Reseni B tilohy (B39) metodou smidenych koneénych prvki.
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Kapitola 4

Elektromagnetické zareni

4.1 Fyzikalni podstata

Zatim jsme se zabyvali ¢asové neménnymi poli, které muzeme sumarizovat do prvni
verze Maxwellovych rovnic:

div(D(x)) = p(x) |
rot(E(x)) = 0 }elektrostatlka,

rot(H(x)) = j(x) -
div(B(x)) = 0 } magnetostatika,

které jsou doplnény o materidlové vztahy

D(x) = go (%) E(x),  B(x) = po pu(x) H(x),
o okrajové podminky, podminky na rozhrani a podminky v nekonecnu. Zavedeme-li
potencidly E =: —Vu a B =: rot(u), Maxwellovy rovnice se redukuji do vypocetné
prijemnéjsich rovnic

—div (gg &, (x) Vu(x)) = p(x),
1 .
rot (Mo ) rot(u(x))) = j(x).

Elektrické a magnetické pole vSak obecné existuji ve vzajemném souladu. Prvni
vztah mezi nimi nam davd Ohmuv zakon. Ten modeluje vodivé materidly, v nichz
velky pocet volnych elektronu po vlozeni do elektrického pole vytvari elektricky
proud

Jonm(x) = o(x) E(x),
kde novy materidlovy parametr o je elektrickd vodivost. Mame tedy obecnéjsi sta-
cionarni ptipad Maxwellovych rovnic
div(D(x)) = p(x),
rot(E(x))
rot(H(x)) = j(x)+o(x)E(x),
div(B(x)) —
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Obrazek 4.1: Elektromagnetickéd indukce.

Nyni se zabyvejme casové proménnym elektromagnetickym polem. Prvnim vy-
znamnym objevem je Faradayuv zdkon elektromagnetické indukce: Casové zmény
magnetického pole indukuji elektrické pole, které pusobi proti témto zménam. Ilu-
strujme si to na Obr. 1], kde ménime obsah ¥ proudové smycky, kterd je umisténa
kolmo k poli magnetické indukce. Pfi této zméné muzeme ve smycce namérit elek-
tricky proud. Kvantitativni ucinek elektromagnetické indukce je vyjadien v in-
tegralni rovnici

0
fi’)z(t) E(x,t)dl(x) = ~ 5 o B(x,t) - n(x) dS(x).

Aplikaci Stokesovy véty dostavame pozménénou Maxwellovu rovnici

0B(x,1)
ot
Objev elektromagnetické indukce dal vzniknout velké skale prumyslovych vynalezu.
Napf. mechanickou energii lze prevadét na elektromagnetickou a naopak, viz Obr.
(vlevo), taktéz energii akustickou, viz Obr. (vpravo).
Zékon elektromagnetické indukce spolu s Ohmovym zakonem dava vznik tzv.
vitivych proudu, které se indukuji ve vodivém prostiedi pfi zméné magnetické in-

dukce

rot(E(x,t)) =

rot (ﬁjo}lm(x, t)) _ _%.

Ty zpusobuji zahiivani jader transformdtoru, coz se eliminuje tim, ze se jadra
nevyrabéji jako souvislé bloky feromagnetika, které je vodivé, nybrz z navzajem izolo-
vanych plechtu. Vitivych proudu samoziejmé dovedeme i vyuzit napi. v elektrické
peci, viz Obr. (vlevo), kdy vyuzivime Ohmovych ztrat generovanych stiidavym
magnetickym polem k zahfivani. Jiné vyuziti je u elektrické brzdy, viz Obr. I3
(vpravo), kdy sepnutim elektromagnetu se generuji vitivé proudy, které brzdi silou
F mechanicky rota¢ni pohyb o thlové rychlosti w.
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Obrazek 4.2: Princip motoru a generédtoru (vlevo), princip telefonu a reproduktoru

(vpravo).

S

.|
vodiva deska

l stf. napéti

Obrazek 4.3: Princip elektrické pece (vlevo), princip elektrické brzdy (vpravo).



48 KAPITOLA 4. ELEKTROMAGNETICKE ZARENI

Maxwellovy rovnice nyni mame v nasledujicim tvaru

rot(E(x,t)) = —0B(x,t)/0t,

rot(H(x,t)) = j(x,t)+o(x)E(x,1), (A1)
div(D(x,t)) = p(x,t), '
div(B(x,t)) = 0.

Posledni dulezity objev, ktery tim dal i ndzev nasim rovnicim, ué¢inil skotsky fyzik
James Clerk Maxwell, kdyz si v rovnicich (Jl) vsimnul, Ze v nevodivych materidlech
by neplatil zékon zachovani nédboje

Ip(x, 1)

0 = div (rot(H(x,t))) = div(j(x,t)) = — ot

70,

kde jsme postupneé pouzili vektorovou identitu div(rot(.)) = 0, druhou rovnici z (E1l)
pro o := 0 a zdkon zachovani ndboje (BI). Z tteti rovnice v (EI)

Osot) _ gy, (D))

07— ot ot

si Maxwell vypujéil velicinu 0D(x,t)/0t, nazval ji posuvnym proudem a korigoval
o tento ¢len Maxwellovy rovnice do jejich (pro tcely tohoto textu) koneéné podoby:

rot(E(x,t)) = —0B(x,t)/0t,
rot(H(x,t)) = j(x,t)+0D(x,t)/0t + o(x)E(x,1), (4.2)
div(D(x,t)) = p(x,1), '

div(B(x,t)) = 0.

Typicky priklad, kde pozorujeme existenci Maxwellova posuvného proudu, je
pii nabijeni kondenzatoru, viz Obr. 4] kde z Ampérova zakona pro uzavienou
kiivku I' plyne

ﬁ H(x, ) dl(x) = /Z §(6,8) - n(x) dS(x) £ 0

a ze zakona zachovani naboje pres uzavienou plochu ¥ U ¥’ plyne
IoD(x,t
/ j(x,t) - n(x) dS(x) = / % -n(x) dS(x).
2 !

Je znamo, ze elektromagnetické pole se $iti i ve vakuu a ¢astecné jej vnimame
jako svétlo. Odvodme si nyni jeho vlnové rovnice. Uvazujme homogenni prostiedi
s konstantni permitivitou ¢, konstantni permeabilitou 1 a konstantni vodivosti o.
Aplikaci operdtoru rotace na prvni rovnici v (E2) a derivaci druhé rovnice v (E2)
podle casu dostavame vinovou rovnici pro intenzitu elektrického pole

O*E(x, t) N OE(x,1)

dj(x,1)
ot 7ot '

ot

+ rot (rot(E(x,t))) = —pu

£ (4.3)



4.1. FYZIKALNI PODSTATA 49

Obrazek 4.4: Maxwelluv posuvny proud pti nabijeni kondenzéatoru.

Podobneé aplikaci operdtoru rotace na druhou rovnici v (E22) a derivaci prvni rovnice
v (EE2) podle casu dostdavame vinovou rovnici pro intenzitu magnetického pole

e PEED o TS0 ot rot(H(x, 1) = rot(i(x.1)). (44

Konstanta ey =: 1/c¢* ve vlnové rovnici uréuje rychlost ¢ &ffeni pole v daném
prostiedi, tedy rychlost sifeni svétla ve vakuu je 1/,/Eofto ~ 3 - 108 [ms™1].

Necht déle prostfedi neobsahuje volné naboje p := 0, pak diky tfeti Maxwellové
rovnici v (E2) plati rot(rot(D)) = —AD a diky ¢tvrté rovnici v (E2) plati i
rot(rot(B)) = —AB. Zanedbejme rovnéz vodivost o := 0, kterd mé ve vlnové
rovnici tlumici efekt, pak dostavame nasledujici tvar vlnovych rovnic:

{ L OPE(x,1)/0t* — AE(x,t) = —pdj(x,t)/0t,
5 0PH(x,t)/0t* — AH(x,t)) = rot(j(x,1)).

(4.5)
Na dokonalych vodi¢ich dochézi k odrazu vinéni, které se 7idi okrajovou podminkou
E(x,t) x n(x) = 0.

Opét plati podminky poklesu poli v nekonetnu
|E(x,t)] — 0 a |H(x,t)] — 0 pro |x| — oo,
podminky prechodu (Z3), (BH), a navic doddme pocéateéni podminky

O0E(x,0)
ot

OH(x,0)

E(x,0) = Ey(x), oy

= Fy(x), H(x,0) = Hy(x), = Hy(x).
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Vsimnéme si, ze pro vypocet elektromagnetického pole staci tesSit pouze jednu
z rovnic (LX), pficemz pii znalosti E, resp. H, zbylou veli¢inu dopo¢teme z druhé,
resp. prvni Maxwellovy rovnice (E2)).

Predpokladejme déle, ze budici veli¢iny na pravych strandch v (fEH) maji v case
harmonicky prubéh s thlovym kmitoctem w, pak i elektromagnetické pole E a H jsou
harmonické funkce v ¢ase. Vyuzijeme-li komplexnich ¢isel, vinové rovnice prechazeji
v rovnice Helmholtzovy

kde k := w/c je vlnové &islo a komplexni funkce jj\, E, H:R — C3 urcuji j, E, H
takto:

j(x,t) =: Re {j]\(x) e*“"t} , E(x,t) =: Re {E(X) e*“"t} , H(x,t) =: Re {ﬁ(x) e*“"t} :
kde uzivdme exponencidlni zdpis komplexnich ¢isel e ™ = cos(wt) — ¢ sin(wt).
Helmholtzovy rovnice doplnime o odraz na dokonalych vodicich

E(x) x n(x) =0

a tzv. Silver-Miillerovu radiaéni podminku

x| (m x rot(E(x)) + s E(X)) — 0 pro |x| — oo, (4.6)

ktera kromé utlumu zafeni zaruci, ze se viny v nekonec¢nu neodrazeji.
Jednim z Feseni (EJ)) je rovinnd vina

kde EO € C3 je tzv. fazor vlnéni a vektor k € R3 urcuje smér &ifeni viny, pficemsz
k| = k. Toto Feseni vsak nespliuje (EEf) a musime proto byt pii jejim pouziti
v matematickém modelovani trochu obezretni.

4.2 Modelova uloha

Uvazujme rovinou vlnu ve vakuu, kterd se rozptyluje od stérbiny tvofené dvéma
dokonale vodivymi kvadry, viz Obr. Abychom nemodelovali situaci, kterou lze
jednoduseji popsat zakonem odrazu z geometrické optiky, predpokladejme, ze vinova

délka

2
A= L9t
K w
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2

'+ T
Obréazek 4.5: Rozptyl elektromagnetického vIinéni na stérbiné.

je srovnatelna se sitkou stérbiny. Z duvodu vyrazné jednodussiho nasledného feseni
metodou hranicnich prvkﬁﬂ, hledejme pouze jisté spojité diferencovatelné rozsiteni
tecné slozky intenzity elektrického pole. Ozna¢me toto pole @ := E; : R® — C.
Splnuje okrajovou podminku u = 0 odrazu od dokonalého vodice.

Ptredpokladdme rovinnou incidenéni vinu ve tvaru

u'(x) = upe™™, (4.7)
Poznamenejme, ze jeji redlny prubéh je
u'(x,t) = Re {@'(x) "} = |tig| cos (k- x — wt + ¢p) ,

kde |u}| je intenzita zafeni, tedy velikost komplexniho fazoru, a g := arg(a}) je jeho
fazovy posun v case t := 0. Hledame rozpt}’/lenouﬁ vinu u® tak, ze celkové zareni

u(x) = u'(x) + u*(x)
splnuje nasledujici matematicky model:

—-Au(x) - kMu(x) = 0, xeR3\Q,
u(x) = 0, xe€09Q,

x| (vw(x)-r;—ZKW(x)) 0, |x| — oo,

1V hraniéni integralni formulaci tloh rzptylu elektromagnetického zaieni se pouzivd tzv.
Stratton-Chuova reprezentacni formule a v metodé hrani¢nich prvkia hranové Nédélecovy hraniéni
prvky. Diky naSemu zjednoduseni si vystacime s potencidlem jednoduché vrstvy a po trojihelnicich
konstantnimi prvky.

2Rozptylend se anglicky fekne scattered, proto index ’s’.
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kde Q := Q_ U Q, C R3 je oblast vodivych kvadri a kde jsme Silver—Miillerovu
radiac¢ni podminku (B26) nahradili tzv. Sommerfeldovou radia¢ni podminkou. Jelikoz
incidenc¢ni rovinna vlna spliiuje Helmholtzovu rovnici, hleddme vlastné rozptylené
pole u® tak, ze

—ATW(x) — w3 (x) = 0, x € R*\ Q,
w(x) = —u'(x), x€d, (4.8)
x| (Vu/\s(x) Sche mu/\s(x)) — 0, |x| — o0.

Poznamenejme, ze matematicky model (EL8) popisuje i rozptyl akustického vlnéni.
Zvuk mnohem lépe obtéka piekazky, nebot typické vinové délky zvuku slysitelného
ve vzduchu jsou v metrech, zatimco vinové délky svétla viditelného ve vzduchu jsou
ve stovkach nanometru.

4.3 3d elektromagnetické zareni

4.3.1 Hranicéni integralni formulace

Uvazujme modelovou tlohu (L)) ve 3d. Nyni jiz nemusime piedpokladat nic o dia-
metru oblasti €. Reseni u® budeme hledat pomoci potecidlu jednoduché vrstvy.

P(x) = / w_(y) g(x,y) dS(y) + / wi(y) 9(x,y) dS(y), x € R\ T, (4.9)

_ ry
kde ey
el [x—y
9(x,y) == m
je fundamentdalni feSseni Helmholtzovy rovnice, kde I'_ := 99Q_ je povrch levého

kvadru, I'y := 09, je povrch pravého kvadru, viz Obr. EE3, a kde funkce w_ : T'_ —
C aw, : 'y — C jsou hustoty potencidlu. Takto zvolené teSeni jiz spliuje prvni a
treti radek z formulace (EEH). Nasim cilem bude najit w_ a w, tak, aby byla splnéna
i okrajova podminka odrazu na I', tedy druhd rovnice z (ES).

Jsou-li hustoty potencialu spojité funkce, pak i ve 3d pro kazdy bod x € I', v
jehoz okoli je I' hladka, tj. kromé rohu, plati, ze pro 2 3 x - x € I':

/F wly) 9%, y) dS(y) — / w(y) 9(x y) dS(¥).,

Je ztejmé, Ze pokud bod x lezi mimo krivku, pfes niz se integruje, pak je v x ptislusny
potencial také spojity.
Pro x € R3, resp. x € T (aZ na rohy), zaved me operdtory

V() = / w(y) g(x,y) dS(y), [Viw](x) = / w(y) 9(x,¥) dS(¥).
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Pak druhd rovnice v (L8) ddva nasledujici hrani¢né—integralni formulaci

{[Vw] (x) + [Viws](x) = —@'(x), xel., (4.10)

Vow-J(x) + [Viwg](x) = —@'(x), xely.

4.3.2 Metoda hrani¢nich prvku

Uvazujme diskretizaci ['_ a 'y do disjunktnich otevienych trojihelniku

UT_f:F_ a LjT_f:F+
k=1 k=1

tak, Ze uzavéry dvou ruznych trojihelniki jsou bud’ disjunktni, nebo maji spoleény
pravé jeden vrchol, nebo maji spole¢nou praveé jednu hranu. Uvazujme po tseckéch
konstantni bazové funkce f* a f! tak, ze

So(X)|p =6 proi=1,...,m_, resp. fi(x)|T1:5ij proi=1,...,my.

Neznamé hustoty potencialu hledame v linearnim obalu této baze

w ()= S w, ), wix) =Y w Fi),
k=1 k=1

pticemz hledané soutadnicové vektory oznacime w_ := (w_q,...,w_,, ) a Wy =

(w+1, P ,U]+m+).

V kolokacni metodé hrani¢nich prvku vyzadujeme splnéni rovnic (EEI0) pouze
ve stiedech trojuhelniki, které oznacime x* € T*, le_ € Tf. To vede na soustavu
m_ + m linedrnich rovnic o stejném poctu nezndmych

V_7_ V_7+ W_ o ﬁl_
(V+7— V+7+) ' (W+) B (ﬂ) ’ A
kde (VP7Q)i7j = ng g(X;p Y) dS(y) a (ﬁ;)z = al(X;;) pro p, q € {_a +}
Pii sestavovani matic V, 4 je tfeba uvazovat dva piipady integralu, a to:

Podivejme se nejprve na regularni ptripad. Nasledujicimi dvémi substitucemi preve-
deme integracni oblast T g C R3 na referen¢ni ¢tverec (0, 1)?, viz Obr. 8,

Sub 1.y := (X;Q — Xz’l,X273 - xg’Q) v+ Xéyl, Sub 2: ny =Yy, M2 = Yo

::R{Z
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X3
X1
J ~
X1 X9
1 Ui
n

Obrazek 4.6: Substituce na referencni trojihelnik a referenéni ctverec.

a integral se transformuje takto:

m|x y|
Sub.1
V,.,). = - =
( pvq)z,] /47T ’XZ y’ ( )

m|x— S x ‘
// - i “detRﬁl‘ Ay dj, S22

[ -

m|xp mR (1 ,112) 1|

Sub.2

= M : » det R} | dna dm,
/0/0 47?}X})—771R31 (1,m2) —x ” q}

kde jsme znagcili rohy TJ v pravotoc¢ivém smyslu jako Xq 15 2’2 a Xé’g. Vsimnéme si, ze
druha substituce transformuje bod ¥y = (0,0) na tsecku n; = 0, coz je v Lebesgueové
integrélu povoleno, zatimco v Riemannové integralu zakazano. Cilem nasich substi-
tuci je nyni priblizny vypocet dvojnasobnou Gaussovou kvadraturou pies usecky

(0,1):

| Xp t]jRJ(lgﬁ) q,1|

N N
~ w wh Y ? det
Jid Z; P 4 |xi — ENRG - (1,€)) — \‘

p # ¢, nebo i # j.

Pti zvySovani radu kvadratury N ziskavame pTesnéjsi aproximaci integralu. Gausso-
vy kvadraturnl' body &N a pfl'sluéné Véhy w{cv pro nékolik uvéudime v Tab. @:[1

podle Obr. EZZI na trojtuhelniky Tq 1 T] a T(i?) se singularitami v rohu xp a pouzueme

substituce na referen¢ni trojuhelnik, viz Obr. (uprostied), tak, aby se singularni
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w N / N
rad N body &, vahy w;,
i
! 21 }
2 5T 55 5
1 4
2 v 9
14 V3 5
2 + 25 18
A 14 V/3-21/6/ 184+1/30
2 27 72
2 27 72
1 64
2 225
5 14 VOTRVIOT 329413v/70
2 6 1800
14 V5H2 10/7 " 39913/70
2 6 1800

Tabulka 4.1: Gaussova kvadratura na tsecce (0,1).

Obrazek 4.7: Dekompozice trojihelniku na tii se singularitami v rozich.
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bod x}, vidy transformoval na X := (0,0)

Sub 3:y := \(X;1 -x XZ]2 X;l)/-y +x,

'

:-RJ

Sub 4:y = \(X;2 x, Xq3 272)/-y +x,

'

:-RJ

Sub 5:y := \(Xf],3 X qu 51’3)1'}’ +X;.

-~

.
_'Rq,S

Nésledné singularity odstranime substituci 2. Integrél se tedy transformuje takto:

o B s
Voo = [ o5 =3 [ 52 st 2
T j

47 ‘Xl —

m|xf qk}'* p| .

Sub345 s
Z detR’ , | dy, dy; "=
/ / 47 Rf;k'A Xzi)’ ’ et q,k} Y2 Y1

-

Sub.2 i/ / mm|qu-(lﬂ72)| ’d tR] ’ P
= e .
£ An }R (1 772)’ ak| 072 AT

Nakonec integral spoc¢teme ptiblizné Gaussovou kvadraturou, viz Tab. BTl

o €Y R (LEY)

3 N N
Vo), . & Nl d
( p,q)w Zzzwa Wg i ’qu a §ﬁ ’ } etR

Na Obr. L8 je povrchova diskretizace geometrie 2 := (—2.05, —0.05) x (—1,1) x
(—0.1,0.1) a 24 := (0.05,2.05) x (—1,1) x (—0.1,0.1) s diskretiza¢nim parametrem
h := 0.2, coz vede nam_ = m, := 282 trojuhelnikiu. Geometrii ozaiujeme shora inci-
denéni vlnou @', ktera dopadé v roviné x5 := 0 zleva pod tthlem 45° s vlnovou délkou
A = 1.5, viz Obr. EET0. Realné slozky vypoctenych hustot potencidlu jednoduché
vrstvy w_ a w, jsou na Obr. Redlna slozka vypocteného odrazeného pole u® je
vykreslena v roviné x5 := 0 na Obr. EETTl Celkova redlns slozka 7 := U* +4' v roviné
xo := 0 je na Obr. LTA Pti vypoctu jsme pouzili Gaussovu kvadraturu radu N := 5.

p=qai=j.
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Obrazek 4.8: Hrani¢éni diskretizace oblasti.

Obréazek 4.9: Redln4 slozka feseni w_ a w. 1dlohy (EI0).
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25
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Ty
Obrazek 4.10: Redlna slozka incidenéni viny ' (E7)
25 1
2 0.8
15+ 0.6
1 E o4
05 = 0.2
N
o5 F H-02
o E 04
15F oo
Ll 08
-1
25—
3 2 1 1 2 3
Ty

Obrazek 4.11: Redlna slozka odrazené viny u® ().
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skalarni elektricky,
vektorovy magneticky,
proud
elektricky,
Maxwelluv posuvny,
vitivy, Bal

sila
Coulombova,
Lorentzova,

vodivost,

véta
Gaussova, B 20, 211
Greenova, B,
Stokesova, B, 21,

zakon
Ampéruv, 21
Coulombuv,
Faradayuv, gd
Gaussuv,
Ohmuv, @5

zachovani naboje,
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