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Text byl vytvořen v rámci realizace projektu Matematika pro inženýry
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Předmluva

O modulu ,,Matematické modelováńı elektromag-

netických poĺı”

Ćılem tohoto textu je uvést čtenáře do problematiky modelováńı elektromagnetic-
kých poĺı a jejich následného řešeńı moderńımi numerickými metodami. Čtenář by
měl źıskat představu o základńıch fyzikálńıch zákonech v elektromagnetismu, o je-
jich kompaktńı podobě ve formě Maxwellových rovnic, o matematické klasifikaci
př́ıpad̊u těchto rovnic, o nutnosti správné volby Sobolevových prostor̊u, o výhodách
a nevýhodách metody konečných a hraničńıch prvk̊u a o jejich efektivńı imple-
mentaci na poč́ıtači. Je zřejmé, že neńı možné proniknout do hloubky všech vyjme-
novaných oblast́ı. Věř́ım však, že je dobré zabývat se jimi současně, byt’ jen zprvu
velmi povrchně, nebot’ moderńı metody řešeńı, které maximálně využ́ıvaj́ı dostupné
výpočetńı techniky, jsou založeny právě na souladu fyziky, variačńıch metod, nume-
rických metod, lineárńı algebry i programovaćıch technik.

Na tomto mı́stě chci velmi poděkovat Ing. Marii Sadowské, Ph.D. za pečlivou
korekci kapitoly Elektrostatika a doc. RNDr. Jaroslavu Vlčkovi, CSc. za recenzi
celého textu.

V Ostravě a na Vrablovci, záři 2011 Dalibor Lukáš1

1email: dalibor.lukas@vsb.cz
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O projektu

Vážený čtenáři,

text, který právě čtete vznikl v rámci řešeńı projektu ,,Matematika pro inženýry
21. stolet́ı – inovace výuky matematiky na technických školách v nových podmı́nkách
rychle se rozv́ıjej́ıćı informačńı a technické společnosti”. Projekt je řešen na Vysoké
škole báňské – Technické univerzity v Ostravě a Západočeské univerzitě v Plzni
v obdob́ı 2009 – 2012.

Hlavńı motivaćı projektu je potřeba reagovat na změny významu jednotlivých
partíı matematiky při řešeńı praktických problémů, zp̊usobenou zejména velkým
pokrokem v matematickém modelováńı, dramatickým zlepšováńım software a rych-
lým zvyšováńım výpočetńıch kapacit moderńıch poč́ıtač̊u. Inženýři nyńı běžně vy-
už́ıvaj́ı stále se vyv́ıjej́ıćı komplikované softwarové produkty založené na matema-
tických pojmech, se kterými se v kurzech matematiky bud’to nesetkaj́ı v̊ubec nebo
v nevhodné formě. Na druhé straně prezentace některých pojmů v základńıch kurzech
neodráž́ı z nejr̊uzněǰśıch d̊uvod̊u potřeby jednotlivých kateder. Bohužel tento stav
stěžuje student̊um aktivńı použ́ıváńı źıskaných vědomost́ı v odborných předmětech
i orientaci v rychle se vyv́ıjej́ıćıch metodách inženýrské praxe.

Ćılem projektu je inovace matematických a některých odborných kurz̊u na tech-
nických vysokých školách s ćılem źıskat zájem student̊u, zvýšit efektivnost výuky,
zpř́ıstupnit prakticky aplikovatelné výsledky moderńı matematiky a vytvořit před-
poklady pro efektivńı výuku inženýrských předmět̊u. Zkvalitněńı výuky matema-
tiky budoućıch inženýr̊u chceme dosáhnout po stránce formálńı využit́ım nových
informačńıch technologíı př́ıpravy elektronických studijńıch materiál̊u a po stránce
věcné pečlivým výběrem vyučované látky s d̊usledným využ́ıváńım zavedených poj-
mů v celém kurzu matematiky s promyšlenou integraćı moderńıho matematického
aparátu do vybraných inženýrských předmět̊u. Metodiku výuky a jej́ı atraktivnost
pro studenty chceme zlepšit d̊urazem na motivaci a d̊usledným použ́ıváńım postupu
,,od problému k řešeńı”.

V rámci projektu vytvář́ıme 40 nových výukových materiál̊u z oblast́ı matema-
tické analýzy, lineárńı algebry, numerických metod, metod optimalizace, diskrétńı
matematiky, teorie graf̊u, statistiky a několika odborných kurz̊u. Všechny hotové
výukové materiály budou volně k dispozici na webových stránkách projektu
http://mi21.vsb.cz. Autoři předem děkuj́ı za všechny př́ıpadné nápady a návrhy
k vylepšeńı textu i za upozorněńı na chyby.

Tento projekt je spolufinancován Evropským sociálńım fondem a státńım rozpoč-
tem České republiky.
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4.3.1 Hraničńı integrálńı formulace . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
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Kapitola 1

Úvod

Budǐz elektromagnetismus. A bylo světlo. (Richard P. Feynman)

Tento text sestává ze tř́ı kapitol: Elektrostatika, Magnetostatika a Elektromag-
netické zářeńı. V každé kapitole si nejdř́ıve připomeneme základy fyziky, pak zformu-
lujeme modelovou úlohu, kterou ve zbytku kapitoly budeme řešit metodou konečných
prvk̊u, metodou hraničńıch prvk̊u, př́ıpadně jejich párováńım. V každé kapitole
částečně zopakujeme techniky modelováńı a numerických metod z předchoźıch kapi-
tol a pak tyto znalosti rozš́ı̌ŕıme.

V kapitole Elektrostatika se výhradně zaměř́ıme na 2-dimenzionálńı (2d) př́ıpad,
na němž si názorně představ́ıme principy metod konečných a hraničńıch prvk̊u.
V kapitole Magnetostatika si nejprve ve 2d oživ́ıme metody konečných i hraničńıch
prvk̊u. Poté si ukážeme techniku párováńı obou metod. Nakonec uvedeme metodu
konečných prvk̊u ve 3 dimenźıch (3d) konstruovanou specificky pro magnetostatiku.
V posledńı kapitole Elektromagnetické zářeńı se zaměř́ıme výhradně na 3d metodu
hraničńıch prvk̊u a nově se nauč́ıme poč́ıtat singulárńı integrály numericky.
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Kapitola 2

Elektrostatika

2.1 Fyzikálńı podstata

Elektrostatika popisuje časově neměnná silová pole nabitých těles. Základńı veličinou
je zde (elektrický) náboj, jehož fyzikálńı jednotkou je Coulomb [C]. Silová interakce
mezi dvěma náboji ve vakuu je popsána Coulombovým zákonem, viz Obr. 2.1,

F1 =
q1q2

4πε0|x2 − x1|2
· e12 = −F2,

kde q1, q2 ∈ R jsou náboje, x1,x2 ∈ R
3, x1 6= x2, jsou jejich polohy, ε0 ≈ 8, 854 ×

10−12 [F m−1] je permitivita vakua a kde e12 := (x1 − x2)/|x1 − x2| je jednotkový
směrový vektor.

Uvažujme n náboj̊u rozmı́stěných v R3 a vložme na pozici x ∈ R3 jednotkový
náboj. Intenzita elektrického pole se znač́ı E a má fyzikálńı jednotku Volt [V]
na metr, tj. [V m−1. Je to śıla, kterou p̊usob́ı n náboj̊u na jednotkový náboj, přičemž
plat́ı princip superpozice sil. Uvažujme dále, že rozložeńı náboj̊u lze popsat funkćı
hustoty rozložeńı náboje ρ(y), která je nulová mimo omezenou oblast Ω ⊂ R3. Pak
intenzita elektrického pole je, viz též Obr. 2.2,

E(x) =
1

4πε0

∫

Ω

ρ(y) (x − y)

|x − y|3 dy. (2.1)

Poznamenejme, že integrál (2.1) je singulárńı pro x ∈ Ω, je však většinou konečný.
Např. pro |ρ(y)| ≤ C < ∞ substituujeme y := x + r(sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ) aPSfrag replacements

q1

q2
F1

F2

PSfrag replacements

q1

q2

F1

F2

Obrázek 2.1: Vzájemná interakce dvou opačných (vlevo) a stejných (vpravo) náboj̊u.
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Obrázek 2.2: Pole jednoho náboje (vlevo) a dvou nesouhlasných náboj̊u (vpravo).

zvolme τ > 0 tak, že Bτ (x) := {y ∈ R3 : |x − y| ≤ τ} ⊂ Ω, pak

|E(x)| ≤ C

4πε0

(∫

Ω\Bτ (x)

1

|x − y|2 dy+

+

∫ τ

0

∫ π

0

∫ 2π

0

r
|(− sin θ cosϕ,− sin θ sinϕ, cos θ)|

r3
r2 sin θ dϕ dθ dr

)

≤ C

4πε0

( |Ω|
τ 2

+ 4πτ

)
<∞,

přičemž nejlepš́ı odhad dává τ := 3
√

|Ω|/(2π).
Pro (2.1) plat́ı Gauss̊uv zákon

∮

∂ω

E(x) · n(x) dS(x) =
1

ε0

∫

ω

ρ(x) dx, (2.2)

který ř́ıká, že tok elektrického pole přes povrch libovolné oblasti ω ⊂ R
3 je určen

náboji v této oblasti. Použijeme-li z matematiky Gaussovu větu
∮

∂ω

E(x) · n(x) dS(x) =

∫

ω

div(E(x)) dx,

pak např. pro ω := Bτ (x) a spojitě diferencovatelnou funkci E(x) dostáváme pro τ →
0 diferenciálńı tvar Gaussova zákona v elektrostatice pro vakuum:

div(E(x)) =
ρ(x)

ε0
. (2.3)

Př́ıklad 2.1. Uvažujme nekonečně dlouhou tyč nabitou konstantńı hustotou náboje
ρ > 0 o pr̊uřezu S, viz Obr. 2.3, a předpokládejme, že intenzita el. pole pak má pouze
radiálńı složku, která je konstantńı na povrchu souosých válc̊u ω, tj. E = E(r). Pak
rovnice (2.2) má tvar

E(r)2π r l = ρ S l/ε0

a dostáváme elektrické pole ve tvaru E(r) = ρ S/(2π r ε0).
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PSfrag replacements
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ρ

Obrázek 2.3: Pole nabité nekonečně dlouhé tyče.

PSfrag replacements
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σ
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Obrázek 2.4: Pole deskového kondenzátoru (vlevo), pole dvou vnořených deskových
kondenzátor̊u (vpravo).

Př́ıklad 2.2. Uvažujme rovinnou elektrodu nabitou konstantńı povrchovou hustotou
náboje σ > 0, viz Obr. 2.4 (vlevo, pouze levá deska), a předpokládejme, že intenzita
el. pole pak má pouze horizontálńı složku, která je konstantńı; označme ji E+. Pak
rovnice (2.2) má tvar

2E+S = σ S/ε0

a dostáváme elektrické pole ve tvaru E+ = σ/(2ε0).

Umı́stěme pobĺı̌z rovinnou elektrodu nabitou povrchovou hustotou náboje −σ, viz
Obr. 2.4 (vlevo, obě desky). Pak z principu superpozice dostáváme pro celkové pole
vzorec E = 2E+ = σ/ε0.

Nakonec vložme do tohoto deskového kondenzátoru jiný opačně orientovaný des-
kový kondenzátor s povrchovou hustotou náboje σP > 0, viz Obr. 2.4 (vpravo), pak
z principu superpozice má výsledné pole velikost

E ′ = E − EP = (σ − σP)/ε0.

Výše zmı́něný př́ıklad dobře modeluje dielektrické materiály, v nichž se po vložeńı
do elektrostatického pole natoč́ı molekuly v souladu s vněǰśım polem podle Coulom-
bova zákona. Označme ρP(x) := div(−P(x)) hustotu polarizovaného náboje v dielek-
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triku, kde P je elektrostatická polarizace. Pak z (2.3)

div(E(x)) =
ρ(x) + ρP(x)

ε0

div(εr(x)E(x)) := div

(
E(x) +

P(x)

ε0

)
=
ρ(x)

ε0

,

kde εr(x) := 1 + |P(x)|/(ε0|E(x)|) ≥ 1 je relativńı permitivita, předpokládáme-li
lineárńı závislost P(x) a E(x). Zavedeme-li D(x) := ε0 εr(x)E(x) jako elektrickou
indukci, pak diferenciálńı, resp. integrálńı tvar Gaussova zákona v dielektriku je

div(D(x)) = ρ(x), resp.

∮

∂ω

D(x) · n(x) dS(x) =

∫

ω

ρ(x) dx. (2.4)

Elektrostatické pole je potenciálńı, tj.

E(x) = −∇u(x),

kde např.

u(x) :=
1

4πε0

∫

Ω

ρ(y)

|x − y| dy

v př́ıpadě (2.1). Všimněme si, že

u(x) → 0 pro |x| → ∞. (2.5)

V potenciálńım poli práce, kterou pole vykoná při přemı́stěńı jednotkového náboje
z polohy a ∈ R3 do polohy b ∈ R3, nezáviśı na dráze

Wa→b = −
∫

a→b

E(x) dl(x) = u(b) − u(a),

a tedy pro libovolnou uzavřenou křivku k
∮

k

E(x) dl(x) = 0. (2.6)

Použijeme-li z matematiky Stokesovu větu
∮

∂Σ

E(x) dl(x) =

∫

Σ

rot(E(x)) · n(x) dS(x),

pak pro |Σ| → 0 dostáváme
rot(E(x)) = 0. (2.7)

Rovnice (2.4)–(2.7) vyžaduj́ı diferencovatelné, resp. spojité funkce εr(x) a E(x).
V př́ıpadě rozhrańı dvou r̊uzných materiál̊u, viz Obr. 2.5, dostáváme z integrálńıch
tvar̊u rovnic (2.4) a (2.6) pro |ω| → 0, resp. |Σ| → 0, kde k := ∂Σ, podmı́nky
na rozhrańı

(D1(x) − D2(x)) · n1(x) = σ(x), (2.8)

(E1(x) − E2(x)) × n1(x) = 0, (2.9)

kde σ je př́ıpadný povrchový náboj na rozhrańı a x ∈ Γ.
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PSfrag replacements
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Obrázek 2.5: Podmı́nky přechodu na rozhrańı dvou dielektrik.

2.2 Modelová úloha, 2d redukce

Modelová úloha pro elektrostatiku je načrtnuta na Obr. 2.6 (vlevo). Budeme u-
važovat dva materiály: vzduch (vakuum), v němž je vloženo v oblasti Ωr dielek-
trikum o relativńı permitivitě εr > 1. Oblast́ı zde rozumı́me omezenou a otevřenou
podmnožinu Rd, kde d := 3. Dále mějme ve vzduchu v oblastech Ω+ a Ω− vloženy
dvě nabité desky, o nichž v́ıme, že je na jejich povrchu konstantńı potenciál U > 0,
resp. −U . Pole elektrostatického potenciálu pak popisuje následuj́ıćı systém





−4ur(x) = 0 x ∈ Ωr,
−4u0(x) = 0 x ∈ Ω0 := Rd \ Ωr ∪ Ω+ ∪ Ω−,

∂u0(x)/∂n(x) − εr∂ur(x)/∂n(x) = 0 x ∈ ∂Ωr,
u0(x) − ur(x) = 0 x ∈ ∂Ωr,

u0(x) = U x ∈ ∂Ω+,
u0(x) = −U x ∈ ∂Ω−,
u0(x) → 0 |x| → ∞,

(2.10)
kde prvńı dvě rovnice jsou přepisem (2.4), třet́ı je (2.8), ze čtvrté plyne platnost (2.9),
daľśı dvě předepisuj́ı napět́ı na elektrodách a posledńı rovnice je vlastnost (2.5).
Hledané potenciály u0 a ur jsou dvakrát spojitě diferencovatelné funkce na Ω0, resp.
na Ωr, které nav́ıc maj́ı spojité derivace až do hranice, což znač́ıme u0 ∈ C2(Ω0) ∩
C1(Ω0), ur ∈ C2(Ωr) ∩ C1(Ωr).

V př́ıpadě, že rozměry elektrod a dielektrika ve směru x3 jsou dostatečné, lze
úlohu (2.10) redukovat do R

2, a to tak, že budeme uvažovat typický řez x3 := 0 a
předpokládat, že závislost veličin na souřadnici x3 lze zanedbat. Formulace úlohy
pak z̊ustává formálně shodná s (2.10) s rozd́ılem, že dimenze je d := 2, x ∈ R2 a
oblasti Ωr, Ω+ a Ω− jsou znázorněny na Obr. 2.6 (vpravo).
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Obrázek 2.6: Modelová úloha elektrostatiky: deskový kondenzátor (vlevo), redukce
do R2 (vpravo).

2.3 2d elektrostatika

2.3.1 Variačńı formulace

Uvažujme úlohu (2.10) v libovolné dimenzi d ∈ {2, 3}. Data úlohy, tj. geometrii a
konstanty εr zahrňme do následuj́ıćı materiálové funkce

ε(x) :=

{
ε0 εr, x ∈ Ωr,

ε0, x ∈ Rd \ Ωr,

Dále uvažujme dostatečně velkou oblast Ω ⊂ Rd tak, že Ω ⊃ Ωr, Ω ∩ Ω+ = Ω ∩
Ω− = ∅ a předpokládejme, že u0 je vně oblasti Ω ∪ Ω+ ∪ Ω− zanedbatelně malá.
Předpokládáme proto, že

u(x) = 0 pro x ∈ ∂Ω \ (∂Ω+ ∪ ∂Ω−),

č́ımž vnáš́ıme do řešeńı chybu. Ta bude sice klesat se zvětšuj́ıćım se poloměrem
(vepsané koule v) oblasti Ω, bohužel ji však neumı́me předem dobře odhadnout.
Př́ıbližné řešeńı úlohy (2.10) hledáme jako funkci u : Ω → R, která nahrazuje
neznámé v (2.10) takto

u(x) =

{
ur(x), x ∈ Ωr,

u0(x), x ∈ Ω0 := Ω \ Ωr ∪ Ω+ ∪ Ω−,
(2.11)

kde jsme změnili význam Ω0.
Vezměme diferencovatelnou funkci v : Ω → R tak, že v(x) = 0 pro x ∈ ∂Ω.

Přenásobme prvńı rovnici v (2.10) funkćı v a konstantou ε0 εr a zintegrujme přes Ωr.
Dostáváme ∫

Ωr

−ε0 εr 4ur(x) v(x) dx = 0.
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Nyńı použijeme z matematiky Greenovu větu
∫

ω

∂q(x)

∂xi
v(x) dx = −

∫

ω

q(x)
∂v(x)

∂xi
dx +

∫

∂ω

q(x) v(x)ni(x) dS(x), (2.12)

kde ni(x) znač́ı i–tou složku vněǰśıho normálového vektoru k ω v bodě x ∈ ∂ω, a
dostáváme

∫

Ωr

ε0 εr ∇ur(x)∇v(x) dx−
∫

∂Ωr

ε0 εr
∂ur(x)

∂n(x)
v(x) dS(x) = 0.

Podobně přenásob́ıme druhou rovnici v (2.10) funkćı v a konstantou ε0, zintegrujeme
přes Ω, aplikujeme Greenovu formuli (2.12) a dostáváme

∫

Ω

ε0 ∇u0(x)∇v(x) dx−
∫

∂Ω

ε0
∂u0(x)

∂n(x)
v(x) dS(x) = 0.

Uvědomme si, že vněǰśı normály k Ωr a Ω jsou na ∂Ωr navzájem opačné. Sečteńım
posledńıch dvou rovnic s využit́ım třet́ı rovnice v (2.10), definic ε a v dává

∫

Ω

ε(x)∇u(x)∇v(x) dx−
∫

∂Ω

ε0
∂u0(x)

∂n(x)
v(x) dS(x)+

+

∫

∂Ωr

ε0

(
∂u0(x)

∂n(x)
− εr

∂ur(x)

∂n(x)

)
v(x) dS(x) =

∫

Ω

ε(x)∇u(x)∇v(x) dx = 0,

kde posledńı rovnost je variačńı rovnice pro úlohu (2.10).
Nyńı si řekneme, v jaké množině funkćı budeme hledat řešeńı u a co maj́ı splňovat

testovaćı funkce v. Aby měla variačńı rovnice smysl, muśı pro řešeńı u i testovaćı
funkce v platit, že integrály

∫
Ω
|∇w(x)|2 dx maj́ı smysl a jsou konečné, že v jistém

smyslu v(x) = 0 pro x ∈ ∂Ω a že hraničńı hodnoty u jsou jako v (2.11). Z teorie
variačńıch metod prvńımu požadavku vyhovuje Sobolev̊uv prostor

V := H1(Ω) := {v(x) ∈ L2(Ω) : ∇v(x) ∈ [L2(Ω)]d},

kde L2(Ω) je prostor všech reálných funkćı, které jsou Lebesgueovsky integrovatelné
s kvadrátem na Ω a ∇ je zobecněný gradient. Pro námi uvažovanou Ω (s lipschit-
zovskou hranićı) lze tento vektorový prostor také definovat následuj́ıćım zúplněńım
prostoru nekonečně diferencovatelných funkćı v Ω

H1(Ω) := C∞
(
Ω
)‖.‖1

, ‖v‖1 :=

∫

Ω

v(x)2 + |∇v(x)|2 dx,

č́ımž rozumějme, že v H1(Ω) jsou nejen všechny funkce z C∞(Ω), ale i všechny jejich
posloupnosti, které jsou cauchyovské1 v normě ‖.‖1. Analogii této definice již dobře

1Posloupnost (an) je cauchyovská v normě ‖.‖, pokud

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀m, n ≥ n0 : ‖am − an‖ ≤ ε.
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známe v př́ıpadě reálných č́ısel, které obsahuj́ı nejen všechny racionálńı č́ısla, tj.
celoč́ıselné zlomky, ale i jejich cauchyovské posloupnosti, jejichž neracionálńı limity,

např.
n∑

k=0

1
k!

→ e, nazýváme iracionálńı č́ısla. Testovaćı funkce v budeme vyb́ırat

ze Sobolevova prostoru

V0 := H1
0 (Ω) := C∞

0 (Ω)
‖.‖1

,

kde v ∈ C∞
0 (Ω), právě když v ∈ C∞(Ω) a supp v := {x ∈ Ω : v(x) 6= 0} ⊂ Ω.

Konečně řešeńı u hledáme v prostoru VU := C∞
U (Ω)

‖.‖1

, kde

C∞
U (Ω) := {v ∈ C∞(Ω) : supp v ⊂ Ω ∪ Ω+ ∪ Ω−,

v(x) = U na ∂Ω+ a v(x) = −U na ∂Ω−}.

Variačńı formulace úlohy (2.10) je tedy následuj́ıćı: najdi u ∈ VU tak, že

∫

Ω

ε(x)∇u(x)∇v(x) dx = 0 ∀v ∈ V0. (2.13)

Pro tuto úlohu lze dokázat existenci jednoznačného řešeńı a jeho spojitou závislost
na změnách geometrie Ω i materiálové funkce ε.

K variačńı formulaci (2.10) lze doj́ıt i fyzikálně srozumitelněǰśım zp̊usobem, a to
z principu minima funkcionálu elektrostatické potenciálńı energie úlohy (2.10)

ϕ(v) :=
1

2

∫

Ω

ε(x) |∇v(x)|2 dx.

Totiž minimum ϕ může nastat pouze v bodě u ∈ VU , který je stacionárńı, tj. splňuje
právě variačńı rovnićı

ϕ′(u, v) = 0 ∀v ∈ V0,

kde ϕ′(u, v) je Fréchetova derivace ϕ v bodě u a ve směru v

ϕ′(u, v) := lim
t→0

ϕ(u+ tv) − ϕ(u)

t
=

∫

Ω

ε(x)∇u(x)∇v(x) dx.

Ve variačńı formulaci (2.13) je nepraktické to, že řešeńı je z jiného prostoru než
testovaćı funkce. Ukážeme si tři zp̊usoby, jak to napravit. Za prvé můžeme řešeńı
rozložit na homogenńı a partikulárńı u := uH + uP, kde uH ∈ V0 a uP ∈ VU , viz
Obr. 2.7. Pak řeš́ıme úlohu: najdi uH ∈ V0 tak, že

∫

Ω

ε(x)∇uH(x)∇v(x) dx = −
∫

Ω

ε(x)∇uP(x)∇v(x) dx ∀v ∈ V0. (2.14)
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Obrázek 2.7: Př́ıklad partikulárńıho řešeńı uP(x) okrajových hodnot variačńı formu-
lace (2.13) pro d := 2.

Partikulárńı řešeńı uP však úzce souviśı s geometríı Ω a už pro náš př́ıklad
jeho nalezeńı neńı triviálńı. Druhým a nejpouž́ıvaněǰśım zp̊usobem je penalizovaná
variačńı formulace: hledáme uρ ∈ V tak, že ∀v ∈ V

∫

Ω

ε(x)∇uρ(x)∇v(x) dx + ρ

∫

∂Ω+

uρ(x) v(x) dl(x) + ρ

∫

∂Ω−

uρ(x) v(x) dl(x)+

+ ρ

∫

Γ

uρ(x) v(x) dl(x) = ρ

∫

∂Ω+

U v(x) dl(x) − ρ

∫

∂Ω−

U v(x) dl(x), (2.15)

kde Γ := ∂Ω \ ∂Ω+ ∪ ∂Ω−, ρ � 0 je penalizačńı parametr, přičemž ‖uρ − u‖1 → 0
pro ρ→ ∞.

Třet́ı zp̊usob je založen na minimalizaci energetického funkcionálu ϕ na prostoru
V s lineárńımi rovnostńımi omezeńımi u(x) = U na ∂Ω+, u(x) = −U na ∂Ω− a
u(x) = 0 na Γ. Hledáme tedy vázaný extrém. Ten nastane ve stacionárńım bodě
lagrangeovského funkcionálu

L(u;λ+, λ−) := ϕ(u) +

∫

∂Ω+

λ+(x)(u(x) − U) dl(x)+

+

∫

∂Ω−

λ−(x)(u(x) + U) dl(x) +

∫

Γ

λ(x)u(x) dl(x)

a je řešeńım úlohy: hledáme (u;λ+, λ−, λ) ∈ V × L2(∂Ω+) × L2(∂Ω−) × L2(Γ) tak,
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že




∫

Ω

ε∇u∇v dx +

∫

∂Ω+

λ+ v dl(x) +

∫

∂Ω−

λ− v dl(x) +

∫

Γ

λ v dl(x) = 0 ∀v ∈ V,

∫

∂Ω+

u q+ dl(x) = U

∫

∂Ω+

q+ dl(x) ∀q+ ∈ L2(∂Ω+),

∫

∂Ω−

u q− dl(x) = −U
∫

∂Ω−

q− dl(x) ∀q− ∈ L2(∂Ω−),

∫

Γ

u q dl(x) = 0 ∀q ∈ L2(Γ).

(2.16)
Pozamenejme, že formulace (2.16) dává jednoznačné řešeńı u, které spojitě záviśı
na datech, tj. ∂Ω, ∂Ω+, ∂Ω−, ε a U , ale lagrangeovské multiplikátory λ+, λ− a λ
jsou nejednoznačné.

2.3.2 Uzlová metoda konečných prvk̊u

Je zřejmé, že žádnou z variačńıch formulaćı (2.13)–(2.16) neumı́me řešit analyticky,
ale můžeme je diskretizovat a nahradit soustavami lineárńıch rovnic. To uděláme
tak, že prostory V , V0, nebo VU nahrad́ıme vhodnými konečně–dimenzionálńımi pod-
prostory, což vede na Galerkinovu formulaci. Metoda konečných prvk̊u je speciálńım
př́ıpadem, kdy bázi konečně–dimenzionálńıch podprostor̊u voĺıme tak, že výsledná
soustava má ř́ıdkou matici, tj. většina prvk̊u je v matici nulová.

Uvažujme nyńı redukovanou dimenzi d := 2. Prvńım krokem v metodě konečných
prvk̊u je diskretizace Ω, v našem př́ıpadě dom trojúhelńık̊u, jejichž vnitřky (otevřené
oblasti) znač́ıme T k, viz Obr. 2.8,

Ω =

m⋃

k=1

T k, T i ∩ T j = ∅ pro i 6= j,

tak, že dva sousedńı trojúhelńıky maj́ı společnou pouze hranu nebo bod. Zároveň
chceme, aby hranice trojúhelńık̊u zahrnuly všechny hranice a rozhrańı v geometrii,
tj.

m⋃

k=1

∂T k ⊃ (∂Ω ∪ ∂Ωr) .

Konečně chceme, aby nejostřeǰśı úhel, který trojúhelńıky sv́ıraj́ı, byl zdola omezený
konstantou. Definujeme diskretizačńı parametr h > 0 jako délku nejkratš́ı hrany
v diskretizaci.

Nad každým uzlem diskretizace xi, i = 1, 2, . . . , n definujeme konečně–prvkovou
bázovou funkćı ei(x) : Ω → R tak, že

∀i ∀k : ei(x)|T k = ai
k + bikx1 + cikx2 a ei(xj) = δij :=

{
1, i = j,

0, i 6= j,
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Obrázek 2.8: Triangulace oblasti Ω.

kde ai
k, b

i
k, c

i
k ∈ R. Takto źıskáváme aproximaci V h := 〈e1(x), . . . , en(x)〉 prostoru

V . Galerkinova aproximace variačńı formulace (2.15) je následuj́ıćı:

hledáme uh
ρ(x) :=

n∑

i=1

ui e
i(x) ∈ V h : aρ(u

h
ρ, e

i) = bρ(e
i) ∀i ∈ {1, 2, . . . , n},

kde aρ(uρ, v) je bilineárńı forma na levé straně variačńı rovnice (2.15) a bρ(v) je
lineárńı forma na pravé straně. Galerkinova aproximace je ekvivaletńı se soustavou
n lineárńıch rovnic o n neznámých

Aρ · uρ = bρ, (2.17)

kde uρ := (u1, u2, . . . , un), (Aρ)ij := aρ(e
j, ei), (bρ)j = bρ(e

j).
Pro Galerkinovu aproximaci variačńı formulace (2.16) je třeba ještě aproximovat

Sobolevovy prostory L2(∂Ω+), L2(∂Ω−) a L2(Γ). Necht’ naše diskretizace pokrývá

hranici ∂Ω+ úsečkami (segmenty) Sk
+, tj.

⋃m+

k=1 S
k
+ = ∂Ω+, podobně pro hranici

∂Ω−:
⋃m−

k=1 S
k
− = ∂Ω− a pro hranici Γ:

⋃m
k=1 S

k = Γ Definujme nad nimi po částech
konstantńı bázové funkce f i

+, f i
−, resp. f i tak, že

f i
+(x)|Sj

+
= δij pro i, j = 1, . . . , m+, f

i
−(x)|Sj

−

= δij pro i, j = 1, . . . , m− a

f i(x)|Sj = δij pro i, j = 1, . . . , m.

Takto źıskáváme aproximaci Qh
+ := 〈f 1

+, . . . , f
m+

+ 〉 prostoru L2(∂Ω+), aproximaci
Qh

− := 〈f 1
−, . . . , f

m−

− 〉 prostoru L2(∂Ω−) a aproximaci Qh := 〈f 1, . . . , fm〉 prostoru
L2(Γ). Galerkinova aproximace (2.16) je pak ekvivalentńı se soustavou lineárńıch
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rovnic o n+m+ +m− +m neznámých




A BT
+ BT

− BT

B+ 0 0 0

B− 0 0 0

B 0 0 0


 ·




u

λ+

λ−
λ


 =




0

c+

c−
0


 , (2.18)

kde u := (u1, . . . , un), u
h(x) :=

∑n
i=1 ui e

i(x), λ+ := (λ+1, . . . , λ+m+
), λh

+(x) :=∑m+

i=1 λ+i f
i
+(x), λ− := (λ−1, . . . , λ−m+

), λh
−(x) :=

∑m−

i=1 λ−i f
i
−(x), λ := (λ1, . . . , λm),

λh(x) :=
∑m

i=1 λi f
i(x), (A)ij :=

∫
Ω
ε∇ej ∇ei dx, (B+)ij :=

∫
Si

+

ej dl(x), (B−)ij :=∫
Si
−

ej dl(x), (B)ij :=
∫

Si e
j dl(x), (c+)i := U |Si

+| a (c−)i := −U |Si
−|, kde |.| znač́ı

délku úsečky.
Pro efektivńı sestaveńı matic Aρ, A a pravých stran bρ neńı výhodné postupovat

přes jednotlivé prvky matic a vektor̊u, nebot’ bychom pro každou bázovou funkci ei

museli iterovat přes všechny trojúhelńıky obsažené v jej́ım nosiči. Raději využijeme
toho, že integraci přes Ω lze rozdělit na součet integraćı přes jednotlivé trojúhelńıky,
přičemž každý trojúhelńık T k je vázán k právě třem bázovým funkćım s indexy k1,
k2, k3, kde xk1 , xk2 a xk3 jsou rohy trojúhelńıka T k seřazeny proti směru hodinových
ručiček. Budeme tedy iterovat přes trojúhelńıky a sč́ıtat lokálńı matice a vektory
pravých stran, tj. např.

A =
m∑

k=1

Gk(Ak), B+ =

m+∑

k=1

Gk
+(Bk

+), c+ =

m+∑

k=1

Hk
+(ck+),

kde Ak ∈ R
3×3, Bk

+ ∈ R
1×2, ck+ ∈ R, Gk : R

3×3 → R
n×n, Gk

+ : R
1×2 → R

m+×n,
zobrazuj́ı lokálńı matice na globálńı, Hk

+ : R → Rm+ zobrazuje lokálńı vektory
na globálńı.

Zbývá si odvodit lokálńı matice a vektory. Zvolme afinńı substituci

x := Rk(x̂) := Rk · x̂ + xk1 , kde Rk :=
(
xk2 − xk1 ,xk3 − xk1

)
,

která zobrazuje referenčńı trojúhelńık T̂ s vrcholy (0, 0), (1, 0) a (1, 1) na T k. Za-
ved’me referenčńı bázové funkce, viz Obr. 2.9,

ê1(x̂) := 1 − x̂1 − x̂2, ê2(x̂) := x̂1, ê3(x̂) := x̂2,

přičemž êi(x̂) = eki(Rk(x̂)) pro i = 1, 2, 3 a x̂ ∈ T̂ . Pak lze ukázat, že např.

Ak := εk
(
Bk

∇
)T ·Bk

∇
|det(Rk)|

2
,

kde εk := ε(x)|T k a kde

Bk
∇ :=

(
∇ek1(x),∇ek2(x),∇ek3(x)

)
=
(
Rk
)−T ·

(
−1 1 0
−1 0 1

)
(2.19)
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Obrázek 2.9: Transformace referenčńıch tvarových funkćı.

obsahuje gradienty bázových funkćı, přičemž prvńı matice jsou derivace vnitřńı
funkce v ê(Rk(x̂)), tedy substituce Rk, a druhá č́ıselná matice je derivace vněǰśı
funkce, tedy gradienty referenčńıch bázových funkćı. Zbývaj́ıćı lokálńı matice a vek-
tory pro úlohu (2.18) jsou např.

Bk
+ := (1/2, 1/2) |Sk

+|, ck+ := U |Sk
+|.

Na Obr. 2.10 je vykresleno řešeńı úlohy (2.18) pro volbu εr := 2, U := 1, Ω :=
(−7, 7) × (−5, 5), Ω− := (−5,−3) × (−3, 3), Ω+ := (3, 5) × (−3, 3), Ωr := (−1, 1)2,
s diskretizačńım parametrem h := 0.25 vedoućım na n := 2015, m+ := m− := 64,
m := 192. Úloha byla naprogramována a řešena v prostřed́ı MATLAB [5].

2.3.3 Hraničńı integrálńı formulace

Uvažujme opět modelovou úlohu elektrostatiky (2.10) redukovanou do d := 2 di-
menźı. Ve 2d př́ıpadě muśıme nav́ıc předpokládat, že diametr oblasti Ωr ∪ Ω− ∪ Ω+

je menš́ı než jedna, neboli že lze tuto oblast vnořit dovnitř kruhu o poloměru
1/2. To nás však neomezuje, nebot’ stač́ı zvolit pouze vhodné délkové jednotky.
Toto přeškálováńı geometrie je nutné pro regularitu hraničně–prvkových matic,
které poṕı̌seme v následuj́ıćı kapitole. Řešeńı budeme nyńı hledat pomoćı poteciál̊u
jednoduché vrstvy

ur(x) :=

∫

Γr

wr(y) g(x,y) dl(y), x ∈ Ωr,

u0(x) :=

∫

Γr

w0(y) g(x,y) dl(y) +

∫

Γ+

w+(y) g(x,y) dl(y)+

∫

Γ−

w−(y) g(x,y) dl(y), x ∈ Ω0,

(2.20)
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Obrázek 2.10: Řešeńı u, E := −∇u úlohy (2.18).

kde Γr := ∂Ωr, Γ+ := ∂Ω+, Γ− := ∂Ω−, g(x,y) := − 1
2π

ln |x−y| je Greenova funkce
nebo též fundamentálńı řešeńı Laplaceovy rovnice a kde funkce wr, w0 : Γr → R,
w+ : Γ+ → R a w− : Γ− → R jsou hustoty potenciál̊u. Takto zvolené řešeńı již
splňuje prvńı, druhý a posledńı řádek z formulace (2.10). Našim ćılem bude naj́ıt
wr, w0, w+ a w− tak, aby byly splněny i ostatńı rovnice v (2.10). Poznamenejme, že
hledané funkce maj́ı fyzikálńı smysl — jsou to povrchové hustoty náboje, které by
vytvořily stejné pole jako v (2.10).

Jsou-li hustoty potenciál̊u spojité funkce, pak např. pro každý bod x ∈ Γr, v jehož
okoĺı je Γ hladká, tj. kromě roh̊u, plat́ı, že pro Ωr 3 x̃ → x ∈ Γr:

∫

Γr

wr(y) g(x̃,y) dl(y) →
∫

Γr

wr(y) g(x,y) dl(y),

nr(x) · ∇ex

∫

Γr

wr(y) g(x̃,y) dl(y) → 1

2
wr(x) +

∫

Γr

wr(y)
∂g(x,y)

∂n(x)
dl(y).

(2.21)

přičemž ∂/∂n(x) je derivace podle vněǰśı jednotkové normály k Ωr. Podobně plat́ı
pro Ω0 3 x̃ → x ∈ Γr:

∫

Γr

w0(y) g(x̃,y) dl(y) →
∫

Γr

w0(y) g(x,y) dl(y),

nr(x) · ∇ex

∫

Γr

w0(y) g(x̃,y) dl(y) → −1

2
w0(x) +

∫

Γr

w0(y)
∂g(x,y)

∂n(x)
dl(y).

Stejné vlastnosti, tj. spojitost a skok normálové derivace plat́ı i pro zbývaj́ıćı dva
potenciály jednoduché vrstvy, tj. členy s w+ a w−, přičemž ∂/∂n(x) má pak význam
derivace podle vněǰśı jednotkové normály k Ω+, resp. Ω− a skok 1

2
w(x) v normálové
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derivaci je s kladným znaménkem, jdeme-li k x z vnitřku, a se záporným znaménkem,
jdeme-li k x z vněǰsku. Je zřejmé, že pokud bod x lež́ı na jiné křivce než na té, přes
ńıž se integruje, pak jsou v x př́ıslušný potenciál i jeho normálová derivace spojité.

Zaved’me následuj́ıćı operátory tak, že pro x ∈ Γr ∪ Γ+ ∪ Γ− (až na př́ıslušné
rohy):

[Vrw](x) :=

∫

Γr

w(y) g(x,y) dl(y), [Lrw](x) :=

∫

Γr

w(y)
∂g(x,y)

∂n(x)
dl(y),

[V+w+](x) :=

∫

Γ+

w+(y) g(x,y) dl(y), [L+w+](x) :=

∫

Γ+

w+(y)
∂g(x,y)

∂n(x)
dl(y),

[V−w−](x) :=

∫

Γ−

w−(y) g(x,y) dl(y), [L−w−](x) :=

∫

Γ−

w−(y)
∂g(x,y)

∂n(x)
dl(y).

Pak třet́ı až šestá rovnice v (2.10) dávaj́ı následuj́ıćı hraničně–integrálńı formulaci





−εr(
1
2
I + Lr)wr + (−1

2
I + Lr)w0 + L+ w+ + L− w− = 0, x ∈ Γr,

−Vrwr + Vrw0 + V+w+ + V−w− = 0, x ∈ Γr,
Vrw0 + V+w+ + V−w− = U, x ∈ Γ+,
Vrw0 + V+w+ + V−w− =−U, x ∈ Γ−,

(2.22)
kde I znač́ı identické zobrazeńı. Otázkou z̊ustává, jaké prostory funkćı volit, aby
formulace (2.22) dala jednoznačné řešeńı, které spojitě záviśı na vstupńıch da-
tech. Volba vhodných (Sobolevových zlomkových) prostor̊u a matematicky korektńı
Galerkinova formulace úlohy (2.22) však vyžaduje použit́ı složitého matematického
aparátu a je nad rámec záměru těchto skript. Přesto intuitivńı pochopeńı formu-
lace (2.22) a následná diskretizace metodou hraničńıch prvk̊u má dobré využit́ı.

2.3.4 Metoda hraničńıch prvk̊u

Podobně jako v (2.18) uvažujme diskretizaci hranic oblast́ı Γr, Γ+ a Γ− do dis-
junktńıch otevřených úseček, tj.

mr⋃

k=1

Sk
r = Γr,

m+⋃

k=1

Sk
+ = Γ+,

m−⋃

k=1

Sk
− = Γ−

a uvažujme po úsečkách konstantńı bázové funkce f i
r , f

i
+ a f i

− tak, že

f i
r(x)|Sj

r
= δij pro i, j = 1, . . . , mr, f

i
+(x)|Sj

+
= δij pro i, j = 1, . . . , m+

a f i
−(x)|Sj

−

= δij pro i, j = 1, . . . , m−.
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V lineárńıch obalech těchto báźı hledejme neznámé hustoty poteciál̊u

wr(x) :=

mr∑

k=1

wrk f
i
r(x), w0(x) :=

mr∑

k=1

w0k f
i
r(x),

w+(x) :=

m+∑

k=1

w+k f
i
+(x), w−(x) :=

m−∑

k=1

w−k f
i
−(x),

přičemž hledané vektory označ́ıme wr := (wr1, . . . , wrm), w0 := (w01, . . . , w0m),
w+ := (w+1, . . . , w+m+

) a w− := (w−1, . . . , w−m−
). Poznamenejme, že jsme porušili

předpoklad na spojitost. Vyhneme-li se však s body x krajńım bod̊um úseček, pak
vlastnosti (2.21) stále plat́ı.

Metoda hraničńıch prvk̊u, resp. jej́ı kolokačńı verze, nyńı spoč́ıvá v aproximaci
formulace (2.22), a to tak, že vyžadujeme splněńı rovnic (2.22) pouze ve středech
úseček, které označ́ıme xk

r ∈ Sk
r , xk

+ ∈ Sk
+, resp. xk

− ∈ Sk
−. To vede na soustavu

2m+m+ +m− lineárńıch rovnic o stejném počtu neznámých




−εr(
1
2
Ir + Lr,r) −1

2
Ir + Lr,r Lr,+ Lr,−

−Vr,r Vr,r Vr,+ Vr,−
0 V+,r V+,+ V+,−
0 V−,r V−,+ V−,−


 ·




wr

w0

w+

w−


 =




0

0

U+

−U−


 , (2.23)

kde Ir ∈ Rmr×mr je jednotková matice a kde pro p, q ∈ {r,+,−} definujeme vektory
pravé strany Up := (U, . . . , U) ∈ Rmp a prvky matic Vp,q,Lp,q ∈ Rmp×mq následovně:
(Vp,q)ij :=

∫
Sj

q
g(xi

p,y) dl(y), (Lp,q)ij :=
∫

Sj
q
∇xg(x

i
p,y) · ni

p dl(y), přičemž ni
r, ni

+ a

ni
− znač́ı jednotkové normály k S i

r, S
i
+ a Si

− směřuj́ıćı ven z Ωr, Ω+, resp. Ω−.

Zat́ımco velkou výhodou metody hraničńıch prvk̊u proti metodě konečných prvk̊u
je to, že diskretizujeme pouze hranici a že se nedopoušt́ıme chyby ořezáńım výpočetńı
oblasti, jednou z jej́ıch nevýhod je pracnost odvozeńı integrál̊u. Sestavováńı matic
Vp,q zahrnuje následuj́ıćı integrály:

∫

Sj
q

ln
∣∣xi

p − y
∣∣ dl(y) =

∣∣bj
q − aj

q

∣∣ (ln
∣∣bj

q − aj
q

∣∣− ln 2 − 1
)

pro Si
p = Sj

q ,

∫

Sj
q

ln
∣∣xi

p − y
∣∣ dl(y) =

1∣∣bj
q − a

j
q

∣∣
([

xi
p ×

(
aj

q − bj
q

)
+ aj

q × bj
q

]
Aij

pq+

+
(
bj

q − aj
q

)
·
[(

xi
p − aj

q

)
ln
∣∣xi

p − aj
q

∣∣−
(
xi

p − bj
q

)
ln
∣∣xi

p − bj
q

∣∣])

pro Si
p 6= Sj

q ,

kde uvažujeme parametrizaci Sj
q : y(t) := aj

q + t
(
bj

q − aj
q

)
, t ∈ 〈0, 1〉, kde

Aij
pq := arctg

(bj
q − aj

q) · (xi
p − aj

q)

a
j
q × (bj

q − xi
p) + b

j
q × xi

p

− arctg
(bj

q − aj
q) · (xi

p − bj
q)

a
j
q × (bj

q − xi
p) + b

j
q × xi

p



18 KAPITOLA 2. ELEKTROSTATIKA

−0.05 −0.04 −0.03 −0.02 −0.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

−0.04

−0.02

0

0.02

0.04
−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

PSfrag replacements

x1
x2

w

Obrázek 2.11: Geometrie (černě) a řešeńı wr (modře), w0, w+, w− (červeně)
úlohy (2.23).

a kde pro u,v ∈ R2 definujeme součiny u ·v := u1 v1 +u2 v2 a u×v := u1 v2 −u2 v1.
Sestavováńı matic Lp,q zahrnuje tyto integrály:

∫

Sj
q

∇x ln
∣∣xi

p − y
∣∣ · ni

p dl(y) = 0 pro Si
p = Sj

q ,

∫

Sj
q

∇x ln
∣∣xi

p − y
∣∣ · ni

p dl(y) = − 1∣∣bj
q − a

j
q

∣∣

(
ni

p ×
(
bj

q − aj
q

)
Aij

pq+

+ni
p ·
(
aj

q − bj
q

)
ln

∣∣xi
p − aj

q

∣∣
∣∣xi

p − b
j
q

∣∣

)
pro Si

p 6= Sj
q .

Na Obr. 2.11 a 2.12 je vykresleno řešeńı úlohy (2.23) pro volbu εr := 2, U := 1,
Ω− := (−0.05,−0.03) × (−0.03, 0.03), Ω+ := (0.03, 0.05) × (−0.03, 0.03), Ωr :=
(−0.01, 0.01)2, s diskretizačńım parametrem h := 0.0025 vedoućım na mr := 32,
m+ := m− := 64. Úloha byla naprogramována a řešena v prostřed́ı MATLAB [5].
Porovnáńım Obr. 2.10 a 2.12, můžeme vidět, že chyba která vznikla ořezáńım
výpočetńı oblasti v metodě konečných prvk̊u neńı malá.
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Obrázek 2.12: Řešeńı u, E := −∇u úlohy (2.23) pomoćı (2.20).
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Kapitola 3

Magnetostatika

3.1 Fyzikálńı podstata

Magnetostatika popisuje silová pole vznikaj́ıćı mezi elektrickými náboji pohybuj́ıćı se
v čase neměnnou rychlost́ı. Pak jsou magnetické śıly také časově neměnné. Základńı
bud́ıćı veličinou je tok náboj̊u zvaný elektrický proud, jehož jednotkou je Ampér
[A]. Magnetostatika tedy popisuje silové účinky ustálených proud̊u.

Prostorovou hustotu elektrického proudu definujeme jako j(x) := ρ(x)v(x), kde
v znač́ı rychlostńı pole náboj̊u o hustotě ρ. Plat́ı zákon zachováńı elektrického
náboje, tj. pro každou omezenou oblast Ω ⊂ R3 je tok náboj̊u z povrchu roven
jeho úbytku uvnitř:

∫

∂Ω

ρ(x)v(x) · n(x) dS(x) = −
∫

Ω

∂ρ(x)

∂t
dx.

Pomoćı Gaussovy věty źıskáme diferenciálńı tvar tohoto zákona:

div(j(x)) = −∂ρ(x)

∂t
. (3.1)

Elektrický proud I v bodě x ∈ Σ je definován jako tok elektrického náboje trubićı
o pr̊uřezu Σ takto: I(x) :=

∫
Σ
j(y) · n(y) dS(y).

Magnetická pole se popisuj́ı magnetickou indukćı B, jej́ıž jednotka je Tesla [T].
Magnetické pole B p̊usob́ı na náboj q pohybuj́ıćı se rychlost́ı v Lorentzovou silou,
viz Obr. 3.1 (vlevo),

F = q v × B,

což je daľśı složka k př́ıpadné Coulombovské śıle F = qE. Podobně p̊usob́ı magne-
tické pole na vodič protékaný proudem I o proudové hustotě j silou

F =

∫

l

∫

Σ

j(x) × B(y) dS(x) dl(y) =

∫

l

I(y)n(y) × B(y) dl(y). (3.2)

Pohybuj́ıćı se náboje vytvář́ı také magnetické silové pole, které zpětně ovlivňuje
vněǰśı pole B, což však často zanedbáváme.
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Obrázek 3.1: Lorentzova śıla p̊usob́ıćı na pohybuj́ıćı se náboj (vlevo) a
na proudovodič (vpravo).

Zbývá popsat zákony rozložeńı magnetického pole B bud́ıćıch proud̊u j. Prvńı
zákon ř́ıká, že neexistuj́ı zdroje ani nory magnetického pole, tj. neexistuje magnetický
analog k elektrickému náboji. To lze pro omezenou oblast Ω ⊂ R3 vyjádřit jako

∫

∂Ω

B(x) · n(x) dS(x) = 0, (3.3)

což s použit́ım Gaussovy věty dává diferenciálńı rovnici

div(B(x)) = 0. (3.4)

Druhý, Ampér̊uv zákon, ř́ıká, že magnetické pole vzniká jako v́ır kolem proudo-
vodič̊u a jeho velikost je úměrná elektrickému proudu procházej́ıćımu t́ımto v́ırem

∮

∂Σ

B(x) dl(x) = µ0

∫

Σ

j(x) · n(x) dS(x), (3.5)

kde µ0 := 4π ·10−7 [H m−1] je permeabilita vakua a, jak uvid́ıme v kapitole 4, plat́ı, že
ε0 µ0 = 1/c2, kde c je rychlost světla ve vakuu. Aplikace Stokesovy věty na posledńı
rovnici dává diferenciálńı tvar Ampérova zákona

rot(B(x)) = µ0 j(x). (3.6)

Př́ıklad 3.1. Uvažujme tenký nekonečně dlouhý vodič protékaný proudem I, viz
Obr. 3.2, a předpokládejme, že intenzita mag. pole má pouze angulárńı složku, která
je funkćı poloměru, tj. B(r). Pak rovnice (3.5) má tvar

B(r)2π r = µ0 I

a dostáváme magnetické pole ve tvaru B(r) = µ0 I/(2π r).

Př́ıklad 3.2. Uvažujme dále, že rovnoběžně s vodičem z předchoźıho př́ıkladu polo-
ž́ıme do vzdálenosti r vodič tentokrát konečné délky l protékaný opět proudem I. Pak
z předchoźıho př́ıkladu a ze vzorce (3.2) plyne, že vodiče na sebe navzájem p̊usob́ı
magnetickou silou F = µ0 I

2 l/(2 π r). Tato śıla je přitažlivá v př́ıpadě stejného směru
obou proud̊u a odpudivá při opačných směrech. To také vysvětluje, proč se závity
v ćıvce k sobě přitahuj́ı.



22 KAPITOLA 3. MAGNETOSTATIKA

PSfrag replacements

B

B

B

B r
I

∂Σ
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Obrázek 3.3: Pole nekonečně dlouhé ćıvky.

Př́ıklad 3.3. Uvažujme nekonečně dlouhou válcovou ćıvku, na ńı̌z je s hustotou
závit̊u n navinut vodič protékaný proudem I, viz Obr. 3.3. Předpokládejme, že inten-
zita mag. pole je nenulová pouze uvnitř ćıvky a má pouze konstantńı axiálńı složku
B. Pak rovnice (3.5) má tvar

B l = µ0 n l I

a dostáváme velikost magnetického pole B = µ0 n I.

Zat́ım jsme uvažovali pouze proudovodiče ve vakuu. Ve feromagnetických ma-
teriálech se nacházej́ı domény náhodně orientovaných proudových smyček, dipól̊u.
Po vložeńı do vněǰśıho magnetického pole je Lorentzova śıla natáč́ı tak, aby magnet-
ické pole ześılily, viz Obr. 3.4. Označme hustotu zmagnetizovaných dipól̊u jmag :=
rot(M), kde M je magnetizace. Pak z (3.6)

rot(B(x)) = µ0 (j(x) + jmag(x))

rot

(
1

µr(x)
B(x)

)
:= rot

(
B(x) − M(x)

µ0

)
= µ0 j(x),

kde µr(x) := {1 − |M(x)|/(µ0|B(x)|)}−1 ≥ 1 je relativńı permeabilita, předpoklá-
dáme-li lineárńı závislost M a B. Zaved’me H(x) := 1

µ0 µr(x)
B(x) magnetickou in-

tenzitu, pak diferenciálńı, resp. integrálńı tvar Ampérova zákona ve feromagnetiku
je

rot(H(x)) = j(x), resp.

∮

∂Σ

H(x) dl(x) =

∫

Σ

j(x) · n(x) dS(x). (3.7)
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Obrázek 3.5: Podmı́nky přechodu na rozhrańı dvou feromagnetik.

Poznamenejme, že z hlediska teorie relativity je Lorentzova śıla a magnetické
pole pouze d̊usledkem Coulombovy śıly a elektrického pole pohybuj́ıćıch se náboj̊u.

Jelikož je magnetické pole solenoidálńı, viz (3.4), můžeme jej vyjádřit pomoćı
magnetického vektorového potenciálu u

B(x) = rot(u(x)). (3.8)

Vektorový potenciál popisuj́ıćı pole B je bohužel nejednoznačný, nebot’ rot(u) =
rot(u +∇ϕ). Jednoznačnost můžeme vynutit Coulombovou kalibračńı podmı́nkou

div(u(x)) = 0 (3.9)

a podmı́nkou
|u(x)| → 0 pro |x| → ∞. (3.10)

Rovnice (3.3), (3.4), (3.7) vyžaduj́ı diferencovatelné, resp. spojité funkce µr a B.
V př́ıpadě rozhrańı dvou r̊uzných materiál̊u, viz Obr. 3.5, dostáváme z integrálńıch
tvar̊u rovnic (3.3) a (3.7) pro |Σ| → 0 podmı́nky na rozhrańı

(B1(x) − B2(x)) · n1(x) = 0, (3.11)

(H1(x) − H2(x)) × n1(x) = jΓ(x), (3.12)

kde jΓ je př́ıpadná povrchová hustota proudu na rozhrańı.
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3.2 Modelová úloha, 2d redukce

Modelová úloha pro magnetostatiku je načrtnuta na Obr. 3.6. Budeme uvažovat
dva materiály: vzduch (vakuum), v němž je vloženo v oblasti Ωr feromagnetické
jádro ćıvky o relativńı permeabilitě µr > 1. Oblast́ı zde rozumı́me omezenou a
otevřenou podmnožinu R3. Dále mějme ve vzduchu oblast Ωj, která reprezentuje
závity ćıvky tak, že v ńı je po částech konstantńı hustota elektrického proudu j.
Pole magnetického vektorového potenciálu pak popisuje následuj́ıćı systém:





rot(rot(ur(x))) = 0, x ∈ Ωr,
rot(rot(u0(x))) = µ0 j(x), x ∈ Ω0 := R3 \ Ωr,

div(uk(x)) = 0, x ∈ Ωk, k ∈ {0, r},
(u0(x) − ur(x)) × nr(x) = 0, x ∈ ∂Ωr,(

rot(u0(x)) − 1
µr

rot(ur(x))
)
× nr(x) = 0, x ∈ ∂Ωr,

u0(x) → 0, |x| → ∞,
(3.13)

kde prvńı dva řádky jsou přepisem (3.7) a (3.8), třet́ı je (3.9), čtvrtý zajǐst’uje plat-
nost (3.11), pátý je (3.12) a posledńı je vlastnost (3.10), přičemž nr znač́ı jednotkovou
vněǰśı normálu k Ωr a j je definována, viz Obr. 3.6 (vlevo), následovně:

j(x) :=





(0, 0,−j), x ∈ Ωleft
j ,

(−j, 0, 0), x ∈ Ωfront
j ,

(0, 0, j), x ∈ Ωright
j ,

(j, 0, 0), x ∈ Ωback
j ,

0, jinde.

.

Hledané potenciály u0 a ur jsou dvakrát spojitě diferencovatelné vektorové funkce
na Ω0, resp. Ωr, které nav́ıc maj́ı spojité derivace až do hranice, což znač́ıme uk ∈
(C2(Ωk))

3 ∩
(
C1(Ωk)

)3
pro k ∈ {0, r}. Poznamenejme, že pro dvakrát spojitě dife-

rencovatelnou funkci u takovou, že div(u) = 0, plat́ı, že rot(rot(u)) = −4u, což
je Laplace̊uv operátor aplikovaný po složkách.

V př́ıpadě, že rozměry elektrod a dielektrika ve směru x3 jsou dostatečné, lze
úlohu (3.13) redukovat do R2, a to tak, že budeme uvažovat typický řez x3 := 0 a
předpokládat, že závislost veličin na souřadnici x3 lze zanedbat. Vektorový potenciál
u má pak pouze nenulovou třet́ı složku u(x1, x2), redukuje se tedy na potenciál
skalárńı. Magnetická indukce je pak tato:

B(x1, x2, x3) =

(
∂u(x1, x2)

∂x2
,−∂u(x1, x2)

∂x1
, 0

)
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Obrázek 3.6: Modelová úloha magnetostatiky (vlevo), 2d redukce (vpravo).

Formulace úlohy 2d magnetostatiky je následuj́ıćı:




−4 ur(x) = 0, x ∈ Ωr,
−4 u0(x) = µ0 j(x), x ∈ Ω0 := R2 \ Ωr,

u0(x) − ur(x) = 0, x ∈ ∂Ωr,
∂u0(x)/∂n(x) − 1

µr
∂ur(x)/∂n(x) = 0, x ∈ ∂Ωr,

u0(x) → 0, |x| → ∞,

(3.14)

kde dimenze je d := 2, x ∈ R2 a oblasti Ωr, Ωj := Ω+ ∪ Ω− jsou znázorněny
na Obr. 3.6 (vpravo). Proudová hustota se redukuje takto:

j(x) :=





−j, x ∈ Ω−,

j, x ∈ Ω+,

0, jinde.

Je vidět, že úloha 2d magnetostatiky je formálně shodná (až na nosič bud́ıćı veličiny)
s úlohou 2d elektrostatiky.

3.3 2d magnetostatika

3.3.1 Variačńı formulace

Uvažujme úlohu 2d magnetostatiky (3.14). Geometrii feromagnetika a jeho perme-
abilitu µr zahrňme do následuj́ıćı materiálové funkce

µ(x) :=

{
µ0 µr, x ∈ Ωr,

µ0, x ∈ Ω0,
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Dále uvažujme dostatečně velkou oblast Ω ⊂ R
2 tak, že Ω ⊃ Ωr ∪ Ωj, a předpoklá-

dejme, že u0 je vně oblasti Ω zanedbatelně malá. Předpokládáme proto, že

u0(x) = 0 pro x ∈ ∂Ω.

Př́ıbližné řešeńı úlohy (3.14) hledáme jako funkci u : Ω → R, která nahrazuje
neznámé v (3.14) takto

u(x) =

{
ur(x), x ∈ Ωr,

u0(x), x ∈ Ω0 := Ω \ Ωr,

kde jsme změnili význam Ω0.
Vezměme diferencovatelnou funkci v : Ω → R tak, že v(x) = 0 pro x ∈ ∂Ω.

Přenásobme prvńı rovnici v (3.14) funkćı v a konstantou 1/(µ0µr) a zintegrujme
přes Ωr. Dostáváme

−
∫

Ωr

1

µ0µr
4ur(x) v(x) dx = 0.

Přenásobme druhou rovnici v (3.14) funkćı v a konstantou 1/µ0 a zintegrujme
přes Ω0. Dostáváme

−
∫

Ω0

1

µ0

4u0(x) v(x) dx =

∫

Ωj

j(x) v(x) dx.

Nyńı na levých stranách předchoźıch dvou rovnic použijeme Greenovu větu a rovnice
sečteme. Užit́ım definic funkćı µ, j a u dostáváme

∫

Ω

1

µ(x)
∇u(x)∇v(x) dx−

∫

∂Ω

1

µ0

∂u(x)

∂n(x)
v(x) dl(x)+

+
1

µ0

∫

∂Ωr

(
∂u0(x)

∂n(x)
− 1

µr

∂ur(x)

∂n(x)

)
v(x) dl(x) =

∫

Ω

j(x) v(x) dx.

Na levé straně je d́ıky v(x) = 0 na ∂Ω druhý člen nulový a d́ıky čtvrté rovnici
v (3.14) je nulový i třet́ı člen. Dostáváme tedy následuj́ıćı variačńı formulaci:

najdi u ∈ V0 :

∫

Ω

1

µ(x)
∇u(x)∇v(x) dx =

∫

Ω

j(x) v(x) dx ∀v ∈ V0, (3.15)

kde V0 := H1
0 (Ω) := C∞

0 (Ω)
‖.‖1

, ‖v‖1 :=
∫
Ω
v(x)2 + |∇v(x)|2 dx, což je, podobně

jako v kapitole 2.3.1, zúplněńı (obohaceńı o limity cauchyovských posloupnost́ı) pros-
toru nekonečněkrát spojitě diferencovatelných funkćı s kompaktńım nosičem v Ω.
Pro námi uvažovanou Ω (s lipschitzovsky spojitou hranićı) je tato definice ekviva-
lentńı s

H1
0 (Ω) :=

{
v ∈ L2(Ω) : ∇v ∈ (L2(Ω))2 a v(x) = 0 (ve smyslu stop) na ∂Ω

}
.
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Fyzikálně srozumitelněǰśı náhled na úlohu (3.15) nám dává potenciálńı energie
našeho systému, což je funkcionál

ϕ(v) :=
1

2

∫

Ω

1

µ(x)
|∇v(x)|2 dx −

∫

Ω

j(x) v(x) dx,

jehož stacionárńı bod u ∈ V0, který je v našem př́ıpadě zároveň globálńım minimem
na prostoru V0, je charakterizován rovnićı

ϕ′(u, v) = 0 ∀v ∈ V0,

v ńıž figuruje fréchetovská derivace. Tato rovnice však neńı nic jiného než variačńı
formulace (3.15).

3.3.2 Uzlová metoda konečných prvk̊u

Podobně jako v kapitole 2.3.2 nejdř́ıve diskretizujeme Ω do m trojúhelńık̊u, jejichž
vnitřky (otevřené oblasti) znač́ıme T k, viz Obr. 3.7,

Ω =

m⋃

k=1

T k, T i ∩ T j = ∅ pro i 6= j,

tak, že dva sousedńı trojúhelńıky maj́ı společnou pouze hranu nebo bod. Zároveň
chceme, aby hranice trojúhelńık̊u zahrnuly všechny hranice a rozhrańı v geometrii,
tj.

m⋃

k=1

∂T k ⊃ (∂Ω ∪ ∂Ωr ∪ ∂Ω− ∪ ∂Ω+) .

Konečně chceme, aby nejostřeǰśı úhel, který trojúhelńıky sv́ıraj́ı, byl zdola omezený
konstantou. Definujeme diskretizačńı parametr h > 0 jako délku nejkratš́ı hrany
v diskretizaci.

Zapomeňme nejprve na nulovou okrajovou podmı́nku u(x) = 0 na ∂Ω. Nad kaž-
dým uzlem diskretizace xi, i = 1, 2, . . . , n, definujeme konečně–prvkovou bázovou
funkćı ei(x) : Ω → R tak, že

∀k : ei(x)|T k = ai
k + bikx1 + cikx2 a ei(xj) = δij :=

{
1, i = j,

0, i 6= j,

kde ai
k, b

i
k, c

i
k ∈ R. Takto źıskáváme aproximaci V h := 〈e1(x), . . . , en(x)〉 prostoru

V := H1(Ω). Galerkinova aproximace variačńı formulace (3.15) na prostoru V by
byla následuj́ıćı:

hledáme ũh(x) :=
n∑

i=1

ũi e
i(x) ∈ V h : a(ũh, ei) = b(ei) ∀i ∈ {1, 2, . . . , n},
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Obrázek 3.7: Triangulace oblasti Ω.

kde a(u, v) je bilineárńı forma na levé straně variačńı rovnice (3.15) a b(v) je lineárńı
forma na pravé straně. Tato Galerkinova aproximace je ekvivaletńı se soustavou n
lineárńıch rovnic o n neznámých

Ã · ũ = b̃, (3.16)

kde ũ := (ũ1, ũ2, . . . , ũn), (Ã)ij := a(ej, ei), (b̃)j = b(ej). Matici Ã a vektor b̃

efektivně sestav́ıme po prvćıch (trojúhelńıćıch) technikou referenčńıho trojúhelńıku
jako v kapitole 2.3.2. Tedy

Ã =
m∑

k=1

Gk(Ak), b̃ =
m∑

k=1

Hk(bk),

kde Ãk ∈ R3×3, b̃k ∈ R3, Gk : R3×3 → Rn×n zobrazuje lokálńı matice na globálńı
a Hk : R3 → Rn zobrazuje lokálńı vektory na globálńı. Lokálńı př́ıspěvky jsou
s využit́ım (2.19) tyto:

Ak :=
1

µk

(
Bk

∇
)T · Bk

∇
|det(Rk)|

2
,

bk := jk 1

2




1
1
1


 |det(Rk)|

2
,

(3.17)

kde µk := µ(x)|T k , jk := j(x)|T k , Rk :=
(
xk2 − xk1 ,xk3 − xk1

)
a xk1, xk2 , xk3 jsou

uzly trojúhelńıku T k uspořádané v pravotočivém smyslu.
Řešeńı úlohy (3.16) je nejednoznačné až na konstantu. Tu právě dourč́ıme přede-

psáńım nulovost́ı potenciálu na hranici výpočetńı oblasti. Bud’ I := {i1, i2, . . . , in0
}
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Obrázek 3.8: Řešeńı u, B úlohy (3.39).

množina index̊u uzl̊u nelež́ıćıch na hranici ∂Ω. Pak Galerkinovská aproximace úlohy
(3.15) na prostoru V0 je:

hledáme uh(x) :=

n0∑

k=1

uk e
ik(x) ∈ V h

0 : a(uh, eik) = b(eik) ∀ik ∈ I

a odpov́ıdaj́ıćı soustava lineárńıch rovnic vznikne restrikćı soustavy (3.16) na in-
dexovou množinu I

A · u = b, kde A := ÃI,I , b := b̃I a u := (u1, u2 . . . , un0
) . (3.18)

Na Obr. 3.8 je vykresleno řešeńı úlohy (3.39) pro volbu µr := 5000, J := 0.25,
Ω := (−6, 6) × (−6, 6), Ω− := (−3,−2) × (−3, 3), Ω+ := (2, 3) × (−3, 3), Ωr :=
(−2, 2) × (−4, 4), s diskretizačńım parametrem h := 0.25 vedoućım na n := 2401
uzl̊u a m := 4608 trojúhelńık̊u. Úloha byla naprogramována a řešena v prostřed́ı
MATLAB [5].

3.3.3 Hraničńı integrálńı formulace

Uvažujme modelovou úlohu magnetostatiky (3.13). Podobně jako v kapitole 2.3.3
předpokládáme, že diametr oblasti Ωr ∪ Ω− ∪ Ω+ je menš́ı než jedna, neboli že lze
tuto oblast vnořit dovnitř kruhu o poloměru 1/2. Řešeńı budeme hledat pomoćı
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poteciál̊u jednoduché vrstvy a Newtonova potenciálu

ur(x) :=

∫

Γr

wr(y) g(x,y) dl(y), x ∈ Ωr,

u0(x) :=

∫

Γr

w0(y) g(x,y) dl(y) + µ0 j

(∫

Ω+

g(x,y) dy −
∫

Ω−

g(x,y) dy

)
, x ∈ Ω0,

(3.19)

kde Γr := ∂Ωr, g(x,y) := − 1
2π

ln |x−y| je fundamentálńı řešeńı Laplaceovy rovnice a
kde funkce wr, w0 : Γr → R jsou hustoty potenciál̊u. Takto zvolené řešeńı již splňuje
prvńı, druhý a posledńı řádek z formulace (3.13). Našim ćılem bude naj́ıt wr a w0

tak, aby byly splněny i ostatńı rovnice v (3.13).
Jsou-li hustoty potenciál̊u spojité funkce, pak např. pro každý bod x ∈ Γr, v

jehož okoĺı je Γ hladká, tj. kromě roh̊u, plat́ı, že pro Ωr 3 x̃ → x ∈ Γr:∫

Γr

wr(y) g(x̃,y) dl(y) →
∫

Γr

wr(y) g(x,y) dl(y),

nr(x) · ∇ex

∫

Γr

wr(y) g(x̃,y) dl(y) → 1

2
wr(x) +

∫

Γr

wr(y)
∂g(x,y)

∂n(x)
dl(y).

(3.20)

přičemž ∂/∂n(x) je derivace podle vněǰśı jednotkové normály k Ωr. Podobně plat́ı
pro Ω0 3 x̃ → x ∈ Γr:∫

Γr

w0(y) g(x̃,y) dl(y) →
∫

Γr

w0(y) g(x,y) dl(y),

nr(x) · ∇ex

∫

Γr

w0(y) g(x̃,y) dl(y) → −1

2
w0(x) +

∫

Γr

w0(y)
∂g(x,y)

∂n(x)
dl(y).

(3.21)

Newton̊uv objemový potenciál je dokonce spojitý i se svou normálovou derivaćı
nezávisle, zda se k hranici bĺıž́ıme zevnitř, či zvenku, tedy pro Γr 63 x̃ → x ∈ Γr:∫

Ω±

g(x̃,y) dl(x) →
∫

Ω±

g(x,y) dl(x),

nr(x) · ∇ex

∫

Ω±

g(x̃,y) dl(x) →
∫

Ω±

∂g(x,y)

∂n(x)
dl(x)

Je zřejmé, že pokud bod x lež́ı mimo křivku, přes ńıž se integruje, pak jsou v x

př́ıslušný potenciál i jeho normálová derivace spojité.
Pro x ∈ R2, resp. x ∈ Γr (až na rohy), zaved’me operátory

[Vrw](x) :=

∫

Γr

w(y) g(x,y) dl(y), [Lrw](x) :=

∫

Γr

w(y)
∂g(x,y)

∂n(x)
dl(y) (3.22)

a funkce

N(x) := µ0 j

(∫

Ω+

g(x,y) dy −
∫

Ω−

g(x,y) dy

)
,

M(x) := µ0 j

(∫

Ω+

∂g(x,y)

∂n(x)
dy −

∫

Ω−

∂g(x,y)

∂n(x)
dy

) (3.23)
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Pak třet́ı a čtvrtá rovnice v (3.13) dávaj́ı následuj́ıćı hraničně–integrálńı formulaci

{
Vrwr − Vrw0 = N, x ∈ Γr,

− 1
µr

(1
2
I + Lr)wr − (−1

2
I + Lr)w0 = M, x ∈ Γr,

(3.24)

kde I znač́ı identické zobrazeńı.

3.3.4 Metoda hraničńıch prvk̊u

Uvažujme diskretizaci Γr do disjunktńıch otevřených úseček, tj.

mr⋃

k=1

Sk
r = Γr

a uvažujme po úsečkách konstantńı bázové funkce f i
r tak, že

f i
r(x)|Sj

r
= δij pro i, j = 1, . . . , mr.

Neznámé hustoty potenciál̊u hledáme v lineárńım obalu této báze

wr(x) :=

mr∑

k=1

wrk f
k
r (x), w0(x) :=

mr∑

k=1

w0k f
k
r (x),

přičemž hledané souřadnicové vektory označ́ıme wr := (wr1, . . . , wrm) a w0 :=
(w01, . . . , w0m).

V kolokačńı metodě hraničńıch prvk̊u vyžadujeme splněńı rovnic (3.24) pouze ve
středech úseček, které označ́ıme xk

r ∈ Sk
r . To vede na soustavu 2mr lineárńıch rovnic

o stejném počtu neznámých

(
Vr,r −Vr,r

− 1
µr

(
1
2
Ir + Lr,r

)
1
2
Ir − Lr,r

)
·
(

wr

w0

)
=

(
N

M

)
, (3.25)

kde Ir ∈ Rmr×mr je jednotková matice a kde (Vr,r)ij :=
∫

Sj
r
g(xi

r,y) dl(y), (Lr,r)ij :=∫
Sj

r
∇xg(x

i
r,y) · nj

r dl(y), (N)i := N(xi
r), (M)i := M(xi

r), přičemž nj
r znač́ı jed-

notkovou normálu k Sj
r směřuj́ıćı ven z Ωr.

Při sestavováńı matic Vr,r a Lr,r použijeme integrály z kapitoly 2.3.4. Nav́ıc je
nutno vyč́ıslit prvky vektor̊u N a M. Uvažujme obdélńıkové oblasti Ω+ a Ω−, např.
Ω+ := (a, b)× (c, d), pak při výpočtu pravé strany N použijeme následuj́ıćı integrál:

∫ b

a

∫ d

c

ln |x − y|2 dy2 dy1 = F1(a)−F1(b)−F2(a, c)+F2(a, d)+F2(b, c)−F2(b, d)+

+ F3(a, c) − F3(a, d) − F3(b, c) + F3(b, d) − 3(b− a)(d− c),
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kde

F1(y1) :=
π

2
sgn(y1 − x1) y1 (y1 − 2x1) (sgn(c− x2) − sgn(d− x2)) ,

F2(y1, y2) :=
(
(y1 − x1)

2 − (y2 − x2)
2
)
arctg

y1 − x1

y2 − x2
,

F3(y1, y2) := (y1 − x1)(y2 − x2) ln |x − y|2

a při výpočtu M použijeme tento integrál:

∫ b

a

∫ d

c

∇x ln |x − y| · n dy2 dy1 =

∫ b

a

∫ d

c

(x − y) · n
|x − y|2 dy2 dy1 = G1(a) −G1(b)+

+G2(a, c)−G2(a, d)−G2(b, c)+G2(b, d)−G3(a, c)+G3(a, d)+G3(b, c)−G3(b, d),

kde

G1(y1) :=
π

2
|y1 − x1|n1 (sgn(d− x2) − sgn(c− x2)) ,

G2(y1, y2) := ((y1 − x1)n1 − (y2 − x2)n2) arctg
y1 − x1

y2 − x2
,

G3(y1, y2) :=
1

2
((y1 − x1)n2 + (y2 − x2)n1)) ln |x− y|2.

Na Obr. 3.9 a 3.10 je vykresleno řešeńı úlohy (3.25) pro volbu µr := 5000, J :=
0.25, Ω := (−0.06, 0.06)×(−0.06, 0.06), Ω− := (−0.03,−0.02)×(−0.03, 0.03), Ω+ :=
(0.02, 0.03) × (−0.03, 0.03), Ωr := (−0.02, 0.02) × (−0.04, 0.04), s diskretizačńım
parametrem h := 0.0025 vedoućım na mr := 96 úseček. Úloha byla naprogramována
a řešena v prostřed́ı MATLAB [5]. Porovnáńım Obr. 3.16 a 3.10, můžeme vidět, že
chyba, která vznikla ořezáńım výpočetńı oblasti v metodě konečných prvk̊u, neńı
malá.

3.3.5 Párováńı metody konečných a hraničńıch prvk̊u

Užit́ı metody konečných prvk̊u je vhodné např. v oblastech s nelineárńı odezvou
materiálu, kde permeabilita je nav́ıc funkćı řešeńı (materiál se saturuje a zač́ıná se
chovat jako vzduch). Naopak metoda hraničńıch prvk̊u najde uplatněńı při popisu
pole ve vzuchu nebo ćıvkách vně feromagnetika, nebot’ nezavád́ı chybu ořezáńım
výpočetńı oblasti. Velmi populárńım př́ıstupem je párováńı obou metod tak, že
feromagnetikum diskretizujeme metodou konečných prvk̊u a magnetické pole v ćıvce
a okolńım vzduchu reprezentujeme pomoćı hraničńıch potenciál̊u. Metoda pocháźı
od profesora Costabela [2].

Základem párováńı je následuj́ıćı variačńı rovnice na oblasti Ωr:

1

µr

∫

Ωr

−4ur(x) v(x) dx =

∫

Ωr

1

µr

∇ur(x)∇v(x) dx−
∫

Γr

1

µr

∂ur(x)

∂n(x)
v(x) dl(x) = 0,
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Obrázek 3.9: Geometrie (černě) a řešeńı wr (modře), w0 (červeně) úlohy (3.25).
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Obrázek 3.10: Řešeńı u, B úlohy (3.25) pomoćı (3.19).
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v ńıž nahrad́ıme tok ur přes Γr tokem u0 podle čtvrté rovnice v (3.13)

∫

Ωr

1

µr
∇ur(x)∇v(x) dx−

∫

Γr

∂u0(x)

∂n(x)
v(x) dl(x) = 0.

Řešeńı u0 hledáme opět ve tvaru součtu potenciálu jednoduché vrstvy a Newtonova
potenciálu, který představuje bud́ıćı ćıvku,

u0(x) :=

∫

Γr

w0(y) g(x,y) dl(y) + µ0 j

(∫

Ω+

g(x,y) dy −
∫

Ω−

g(x,y) dy

)
,

kde x ∈ R
2 \ Ωr. Posledńı rovnićı z (3.13), kterou zbývá splnit, je spojitost řešeńı

ur(x) − u0(x) = 0, x ∈ Γr.

S využit́ım symbol̊u operátoru jednoduché vrstvy Vr, dvojvrstvy Lr, viz (3.22), jeho
skoku (3.21) a definic Newtonových operátor̊u N a M , viz (3.23), je formulace úlohy
následuj́ıćı: hledáme ur ∈ Vr := H1(Ωr) a w0 : Γr → R tak, že

{
ar(ur, v) − br

((
−1

2
I + Lr

)
w0, v

)
= br(M, v) ∀v ∈ Vr,

ur − Vr w0 = N ∀x ∈ Γr,
(3.26)

kde I je identita a kde

ar(ur, v) :=

∫

Ωr

1

µr
∇ur ∇v dx, br(u, v) :=

∫

Γr

u v dl(x).

Poznamenejme, že zat́ımco prvńı rovnice v (3.26) odpov́ıdá tzv. Galerkinově
př́ıstupu, který dobře funguje i pro nehladké geometrie (rohy) a nespojité hus-
toty hledaných potenciál̊u, druhá rovnice představuje kolokačńı př́ıstup s horš́ımi
aproximačńımi vlastnostmi. Zavedeme-li (bez bližš́ı specifikace1) prostor Wr, v němž
hledáme hraničńı potenciál w0, pak Galerkinova formulace párováńı MKP a MHP
pro 2d magnetostatiku je následuj́ıćı: hledáme ur ∈ Vr a w0 ∈ Wr tak, že

{
ar(ur, v) − br

((
−1

2
I + Lr

)
w0, v

)
= br(M, v) ∀v ∈ Vr,

br(ur, q) − br(Vrw0, q) = br(N, q) ∀q ∈ Wr.
(3.27)

Diskretizace prostoru Vr metodou konečných prvk̊u nyńı vede na triangulaci Ωr,
viz Obr. 3.11, do mr trojúhelńık̊u T k, v jejichž uzlech xi, i ∈ {1, 2, . . . , nr}, defi-
nujeme konečně–prvkové bázové funkce ei. Takto źıskáváme aproximaci Vh

r ⊂ Vr.
Diskretizace MKP bilineárńı formy ar(., .) vede na matici Ar ∈ R

nr×nr, jej́ıž lokálńı
př́ıspěvky Ak

r spočteme technikou referenčńıho elementu podle vzorce (3.17).
Diskretizace prostoru Wr metodou hraničńıch prvk̊u je indukována předchoźı tri-

angulaćı Ωr, viz Obr. 3.11. To vede na sr hraničńıch úseček Si
r a pr hraničńıch uzl̊u

xi1 , . . . , xipr
, kde ik ∈ {1, 2, . . . , nr}. Nad úsečkami Si

r definujeme hraničně-prvkové

1Wr := H1/2(Γr) je Sobolev̊uv prostor stop na Γr.
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Obrázek 3.11: Triangulace oblasti Ωr.

nespojité po částech konstantńı bázové funkce f i
r , jejichž lineárńı obal nám dá pros-

tor Wh
r ⊂ Wr. Při diskretizaci MHP bilineárńı formy br(., .) použijeme nejhrubš́ı

kvadraturńı formuli, a to obdélńıkové pravidlo
∫

Sk
r

f(x) dx ≈ f(xk
r ) |Sk

r |,

kde xk
r je střed úsečky Sk

r a |Sk
r | je jej́ı délka. To nám umožńı využ́ıt již napoč́ıtané

prvky matic Vr,r, Lr,r a vektor̊u N, M z kapitol 2.3.4 a 3.3.4.
Formulace (3.27) po diskretizaci párováńım MKP a MHP vede na následuj́ıćı

soustavu nr + sr lineárńıch rovnic o stejném počtu neznámých:
(
Ar Br

Cr Dr

)
·
(

ur

w0

)
=

(
br

cr

)
. (3.28)

V této soustavě je matice Br ∈ Rnr×sr sestavena tak, že řádek i této matice je

(Br)i,∗ :=
1

2
|Si

r|
2∑

k=1

(
1

2
Ir − Lr,r

)

ik,∗
,

přičemž i1, i2 ∈ {1, 2, . . . , pr} jsou hraničńı indexy uzl̊u úsečky S i
r. Podobně b ∈ Rnr

má prvky

(br)i :=
1

2
|Si

r|
2∑

k=1

(M)ik
.

Ve druhém řádku (3.28) vystupuje matice Cr ∈ Rsr×nr sestavená z prvk̊u

(Cr)i,j :=

{
1
2
|Si

r|, pokud xj, j ∈ {1, 2, . . . , nr}, je jeden ze dvou uzl̊u Si
r,

0, jinak.
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Obrázek 3.12: Řešeńı u, B úlohy (3.25) pomoćı párováńı FEM a BEM, viz (3.28).

Konečně matice Dr ∈ Rsr×sr a vektor dr ∈ Rsr jsou definovány po řádćıch takto:

(Dr)i,∗ := −|Si
r| (Vr,r)i,∗ , (cr)i := |Si

r| (N)i.

Na Obr. 3.12 je vykresleno řešeńı úlohy (3.27) pro volbu µr := 5000, J := 0.25,
Ωr := (−0.02, 0.02) × (−0.04, 0.04), Ω− := (−0.03,−0.02) × (−0.03, 0.03), Ω+ :=
(0.02, 0.03) × (−0.03, 0.03), s diskretizačńım parametrem h := 0.0025 vedoućım
na nr := 544 MKP uzl̊u a sr := 96 MHP úseček. Úloha byla naprogramována a
řešena v prostřed́ı MATLAB [5]. Nepřesnosti v řešeńı na rozhrańı feromagnetika
a ćıvky lze odstranit při použit́ı vyšš́ıho řádu numerické kvadratury a spojitými
po částech afinńımi bázovými funkcemi MHP prostoru Wh

r . Obě tato vylepšeńı však
vyžaduj́ı v́ıce práce s analytickou integraćı a pro účel tohoto textu nejsou podstatné.

3.4 3d magnetostatika

3.4.1 Variačńı formulace

Uvažujme nyńı úlohu 3d magnetostatiky (3.13). Geometrii feromagnetika a jeho
permeabilitu µr zahrňme do následuj́ıćı materiálové funkce

µ(x) :=

{
µ0 µr, x ∈ Ωr,

µ0, x ∈ Ω0 := R3 \ Ωr.

Uvažujme dostatečně velkou oblast Ω ⊂ R3 tak, že Ω ⊃ Ωr ∪ Ωj, a předpokládejme,
že tok B := rot(u0) z oblasti Ω je zanedbatelný. To ve 3d magnetostatice nahrazu-
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jeme podmı́nkou na nulovost tečných složek vektorového potenciálu

u(x) × n(x) = 0, x ∈ ∂Ω. (3.29)

Př́ıbližné řešeńı úlohy (3.13) hledáme jako funkci u : Ω → R3, která nahrazuje
neznámé v (3.13) takto

u(x) =

{
ur(x), x ∈ Ωr,

u0(x), x ∈ Ω0 := Ω \ Ωr,

kde jsme změnili význam Ω0.
Vezměme diferencovatelnou funkci v : Ω → R3 tak, že v × n = 0 na ∂Ω.

Přenásobme prvńı rovnici v (3.13) funkćı v a konstantou 1/(µ0µr) a zintegrujme
přes Ωr. Dostáváme

∫

Ωr

1

µ0µr

rot (rot (ur(x))) · v(x) dx = 0. (3.30)

Přenásobme druhou rovnici v (3.13) funkćı v a konstantou 1/µ0 a zintegrujme
přes Ω0. Dostáváme

∫

Ω0

1

µ0

rot (rot (u0(x))) · v(x) dx =

∫

Ω0

j(x) · v(x) dx. (3.31)

Připomeňme si Greenovu formuli

∫

Ω

∂ϕ(x)

∂xi
ψ(x) dx = −

∫

Ω

ϕ(x)
∂ψ(x)

∂xi
dx +

∫

∂Ω

ϕ(x)ψ(x)ni(x) dS(x),

kde n := (n1, n2, n3) je jednotková vněǰśı normála k Ω. Jej́ım opakovaným použit́ım
si odvod́ıme analogii Greenovy formule pro operátor rot

∫

Ω

rot(w) · v =

=

∫

Ω

[(
∂w3

∂x2
− ∂w2

∂x3

)
v1 +

(
∂w1

∂x3
− ∂w3

∂x1

)
v2 +

(
∂w2

∂x1
− ∂w1

∂x2

)
v3

]
=

= −
∫

Ω

[(
w3
∂v1

∂x2
− w2

∂v1

∂x3

)
+

(
w1
∂v2

∂x3
− w3

∂v2

∂x1

)
+

(
w2
∂v3

∂x1
− w1

∂v3

∂x2

)]
+

+

∫

∂Ω

[(w3n2 − w2n3) v1 + (w1n3 − w3n1) v2 + (w2n1 − w1n2) v3] =

= −
∫

Ω

w · (−rot(v)) −
∫

∂Ω

(w × n) · v =

=

∫

Ω

w · rot(v) +

∫

∂Ω

w · (v × n) .

(3.32)
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Nyńı na levých stranách rovnic (3.30) a (3.31) použijeme (3.32) a rovnice sečteme.
Užit́ım definic funkćı µ, j a u dostáváme

∫

Ω

1

µ
rot(u) · rot(v) +

1

µ0

∫

∂Ω

rot(u) · (v × n)−

− 1

µ0

∫

∂Ωr

((
rot(u0) −

1

µr
rot(ur)

)
× n

)
· v =

∫

Ω

j · v.

Na levé straně je d́ıky v×n = 0 na ∂Ω druhý člen nulový a d́ıky páté rovnici v (3.13)
je nulový i třet́ı člen. Dostáváme tedy následuj́ıćı variačńı formulaci:

najdi ũ ∈ V0 :

∫

Ω

1

µ(x)
rot(ũ(x)) · rot(v(x)) dx =

∫

Ω

j(x) · v(x) dx ∀v ∈ V0,

(3.33)

kde V0 := H0(rot; Ω) := (C∞
0 (Ω))3

‖.‖rot

, ‖v‖rot :=
∫
Ω
|v(x)|2 + |rot(v(x))|2 dx.

Pro námi uvažovanou Ω je tato definice ekvivalentńı s

H0(rot; Ω) :=
{
v ∈

(
L2(Ω)

)3
: rot(v) ∈ (L2(Ω))3 a v(x) × n(x) = 0 na ∂Ω

}
.

Bohužel, jak jsme zmı́nili už v kapitole 3.1, je vektorový potenciál nejednoznačný až
na libovolné gradientńı pole ∇ϕ.

Pod́ıvejme se nejdř́ıve na úlohu (3.33) jako na úlohu minimalizaci magnetosta-
tické potenciálńı energie, což je funkcionál

E(v) :=
1

2

∫

Ω

1

µ(x)
|rot(v(x))|2 dx −

∫

Ω

j(x) · v(x) dx,

jehož nekonečně mnoho stacionárńıch bod̊u ũ = u + ∇ϕ ∈ V0 jsou řešeńım rovnice

E ′(u + ∇ϕ,v) = 0 ∀v ∈ V0,

což neńı nic jiného než variačńı formulace (3.33). Jednoznačné řešeńı u źıskáme
dodáńım Coulombovy kalibračńı podmı́nky div(u) = 0 v Ω, což nás vede na hledáńı
vázaného extrému: hledáme u ∈ V0 tak, že

∀v ∈ V0 : E(u) ≤ E(v) vzhledem k div(u) = 0, (3.34)

přičemž kalibračńı podmı́nku chápeme v následuj́ıćım slabém smyslu:

∀ϕ ∈ H1
0 (Ω) :

∫

Ω

u(x) · ∇ϕ(x) dx = 0.

Pomoćı formalismu lagrangeových multiplikátor̊u pro podmı́nky minima lze mini-
malizačńı úlohu (3.34) ekvivalentně přepsat na následuj́ıćı variačńı formulaci úlohy
3d magnetostatiky (3.13): hledáme u ∈ V0 a λ ∈ V0 := H1

0 (Ω) tak, že
{ ∫

Ω
1
µ
rot(u) · rot(v) +

∫
Ω
∇λ · v =

∫
Ω
j · v ∀v ∈ V0,∫

Ω
u · ∇ϕ = 0 ∀ϕ ∈ V0.

(3.35)
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Jelikož nav́ıc proudové hustoty jsou ve slabém smyslu bezdivergentńı, výsledné la-
grangeovské multiplikátory λ jsou nulové a úlohu (3.35) lze ještě zjednodušit.

Poznamenejme, že mezi inženýry je obĺıbeněǰśı následuj́ıćı formulace: hledáme
uε ∈ V0 tak, že

∫

Ω

1

µ
rot(uε) · rot(v) + ε

∫

Ω

uε · v =

∫

Ω

j · v ∀v ∈ V0,

kde ε > 0 je regularizačńı parametr, přičemž plat́ı, že pro ε→ 0 konverguje přibližné
řešeńı uε ke správnému řešeńı u úlohy (3.35) v normě ‖.‖rot. Vztah posledně zmı́něné
formulace a smı́̌sené formulace (3.35) je podobný jako byl v kapitole 2.3.1 vztah
formulaćı (2.15) a (2.16).

3.4.2 Hranově–uzlová metoda konečných prvk̊u

Diskretizujeme Ω do m čtyřstěn̊u, jejichž vnitřky (otevřené oblasti) znač́ıme T k

Ω =

m⋃

k=1

T k, T i ∩ T j = ∅ pro i 6= j,

tak, že dva sousedńı čtyřstěny maj́ı společnou bud’ právě jednu stěnu, nebo hranu,
nebo bod. Zároveň chceme, aby povrchy čtyřstěn̊u zahrnuly všechny hranice a roz-
hrańı v geometrii, tj.

m⋃

k=1

∂T k ⊃ (∂Ω ∪ ∂Ωr ∪ ∂Ωleft ∪ ∂Ωright ∪ ∂Ωfront ∪ ∂Ωback) .

Konečně chceme, aby nejostřeǰśı úhel, který stěny sv́ıraj́ı, byl zdola omezený konstan-
tou. Definujeme diskretizačńı parametr h > 0 jako délku nejkratš́ı hrany v diskreti-
zaci.

Budeme se zabývat MKP diskretizaćı dvou prostor̊u, a to V0 := H0(rot; Ω)
a V0 := H1

0 (Ω). Začněme t́ım jednodušš́ım, druhým. Zapomeňme zat́ım na nulovou
okrajovou podmı́nku ϕ = 0 na ∂Ω. Nad každým uzlem diskretizace xi, i = 1, 2, . . . , n,
definujeme uzlovou konečně–prvkovou bázovou funkćı ei(x) : Ω → R tak, že

ei(x)|T k = ai
k + bikx1 + cikx2 + di

kx3 a ei(xj) = δij,

kde ai
k, b

i
k, c

i
k, d

i
k ∈ R. Takto źıskáváme aproximaci V h := 〈e1(x), . . . , en(x)〉 prostoru

V := H1(Ω).
Bázové funkce budeme konstruovat technikou referenčńıho čtyřstěnu (elementu)

lokálńımi př́ıspěvky z jednotlivých čtyřstěn̊u. Zvolme afinńı substituci

x := Rk(x̂) := Rk · x̂ + xk1 , kde Rk :=
(
xk2 − xk1 ,xk3 − xk1,xk4 − xk1

)
,

která zobrazuje referenčńı čtyřstěn T̂ s vrcholy (uzly) x̂1 := (0, 0, 0), x̂2 := (1, 0, 0),
x̂3 := (0, 1, 0) a x̂4 := (0, 0, 1) na T k s vrcholy xk1 , xk2 , xk3 a xk4 orientované
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Obrázek 3.13: Transformace referenčńıho čtyřstěnu T̂ na T k.

ve stejném smyslu jako referenčńı uzly, viz Obr. 3.13. Referenčńı uzlové bázové
funkce pro konstrukci prostoru V h jsou pak tyto:

ê1(x̂) := 1 − x̂1 − x̂2 − x̂3, ê2(x̂) := x̂1, ê3(x̂) := x̂2, ê4(x̂) := x̂3

a splňuj́ı êi(x̂j) = δij. Bázové funkce prostoru V h jsou eki(x) := êi(x̂) pro i ∈
{1, 2, 3, 4} a x̂ ∈ T̂ při substituci x := Rk(x̂). Pro smı́̌senou bilineárńı formu

∫
Ω
u·∇ϕ

ve formulaci (3.35) potřebujeme spoč́ıtat gradienty bázových funkćı, pro něž lze
ukázat platnost analogického vzorce jako ve 2 dimenźıch, viz (2.19),

Bk
∇ :=

(
∇ek1(x),∇ek2(x),∇ek3(x),∇ek4(x)

)
=
(
Rk
)−T ·



−1 1 0 0
−1 0 1 0
−1 0 0 1


 , (3.36)

kde matice (Rk)−T obsahuje derivace vnitřńı funkce, tedy afinńıho zobrazeńı Rk, a
sloupce druhé matice jsou gradienty referenčńıch bázových funkćı.

Nyńı se pod́ıvejme na MKP diskretizaci prostoru V0 := H0(rot; Ω). Okrajovou
podmı́nku v×n = 0 nechme opět zat́ım stranou. Zat́ımco v elektrostatice, resp. při
aproximaci prostoru H1(Ω), vyžadujeme jistou existenci všech parciálńıch derivaćı2,
což zajist́ıme požadavkem na spojitost konečně-prvkových funkćı, v magnetostat-
ice, tedy při aproximaci prostoru H(rot; Ω), vyžadujeme pouze jistou existenci

2Chceme, aby slabé derivace funkce ϕ ∈ L2(Ω) byly lebesgueovsky integrovatelné s kvadrátem

(∀i ∈ {1, 2, 3})
(
∃Ψi ∈ L2(Ω)

)
(∀η ∈ C∞

0 (Ω)) :

∫

Ω

Ψi η = −
∫

Ω

ϕ
∂η

∂xi
,

a označ́ıme ∂ϕ/∂xi := Ψi.
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Obrázek 3.14: Transformace z referenčńıho Nédélecova hranového prvku T̂ na T k.

aplikaćı operátoru rotace3, což zajist́ıme požadavkem na spojitost tečných složek
konečně–prvkových funkćı. Jedńım z možných tvar̊u těchto funkćı jsou následuj́ıćı
Nédélecovy [7] hranové funkce, které jsou definovány nad každou orientovanou hra-
nou Ei : xi1 → xi2 , i ∈ {1, 2, . . . , ne} diskretizace:

ξi(x)|T k = ai
k + bi

k × x a

∫

Ej

ξi(x) · tj dl(x) = δij,

kde tj := (xj2 − xj1) / |xj2 − xj1| je tečný vektor k hraně Ej. Jednoznačné přǐrazeńı
orientace hran v diskretizaci dává jednoznačnou hranovou MKP bázi. Uvažujme
opět referenčńı čtyřstěn s orientovanými hranami Ê1 : x̂1 → x̂2, Ê2 : x̂1 → x̂3,
Ê3 : x̂1 → x̂4, Ê4 : x̂2 → x̂3, Ê5 : x̂3 → x̂4, Ê6 : x̂4 → x̂2, viz Obr. 3.14. Referenčńı
bázové funkce jsou pak tyto:

ξ̂
1
(x̂) :=




1
0
0


+




0
−1
1


× x̂, ξ̂

2
(x̂) :=




0
1
0


+




1
0
−1


× x̂,

ξ̂
3
(x̂) :=




0
0
1


+



−1
1
0


× x̂, ξ̂

4
(x̂) :=




0
0
1


× x̂,

ξ̂
5
(x̂) :=




1
0
0


× x̂, ξ̂

6
(x̂) :=




0
1
0


× x̂,

3Chceme, aby slabá rotace funkce v ∈
(
L2(Ω)

)3
byla lebesgueovsky integrovatelná s kvadrátem

(
∃w ∈

(
L2(Ω)

)3) (∀z ∈ (C∞

0 (Ω))3
)

:

∫

Ω

w · z =

∫

Ω

v · rot(z),

a označ́ıme rot(v) := w.
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které splňuj́ı
∫

bEj ξ̂
i · tj dl(x̂) = δij. Jim odpov́ıdaj́ıćı konečně–prvkové bázové funkce

jsou tyto:

ξki(x) = signk(E
ki)
(
Rk
)−T · ξ̂(x̂),

kde k1, k2, . . . , k6 jsou indexy orientovaných hran čtyřstěnu T k při transformaci
x := Rk(x̂), přičemž

signk(E
ki) :=

{
1, orientace Eki je shodná s orientaćı Êi

−1, orientace Eki je opačná k orientaci Êi.

Nav́ıc potřebujeme rotace těchto funkćı. Dı́ky rot(a + b × x) = 2b, dostáváme

Bk
rot :=

(
rot(ξ1), rot(ξ2), rot(ξ3), rot(ξ4), rot(ξ5), rot(ξ6)

)

=
1

det(Rk)
Rk ·




0 2 −2 0 2 0
−2 0 2 0 0 2
2 −2 0 2 0 0


 · diag

(
signk(E

ki)
)6

i=1
. (3.37)

Konečně potřebujeme hodnoty bázových funkćı v těžǐsti xk
c := (1/4)

∑4
i=1 xki čtyř-

stěnu T k, dostáváme

Bk
Id :=

(
ξ1(xk

c), ξ
2(xk

c ), ξ
3(xk

c), ξ
4(xk

c ), ξ
5(xk

c), ξ
6(xk

c )
)

=
(
Rk
)−T · 1

4




2 1 1 −1 0 1
1 2 1 1 −1 0
1 1 2 0 1 −1


 · diag

(
signk(E

ki)
)6

i=1
. (3.38)

Lokálńı př́ıspěvek do matice bilineárńı formy
∫
Ω
(1/µ)rot(u) · v je

Ak :=
1

µk

(
Bk

rot

)T · Bk
rot

|det(Rk)|
6

,

kde µk := µ(x)|T k . Lokálńı př́ıspěvek do matice bilineárńı formy
∫
Ω
u · ∇ϕ je

Bk :=
(
Bk

∇
)T · Bk

Id

|det(Rk)|
6

.

Lokálńı př́ıspěvek vektoru lineárńı formy
∫
Ω
j · v je

bk :=
(
Bk

Id

)T · jk |det(Rk)|
6

,

kde jk := j(x)|T k . Dále sestav́ıme globálńı matice a vektory

Ã :=
m∑

k=1

Gk(Ak), B̃ :=
m∑

k=1

Lk(Bk), b̃ :=
m∑

k=1

Hk(bk),



3.4. 3D MAGNETOSTATIKA 43

kde Gk : R
6×6 → R

ne×ne zobrazuje lokálńı hranové matice na globálńı, Lk : R
4×6 →

Rn×ne zobrazuje lokálńı smı́̌sené uzlově–hranové matice na globálńı a Hk : R6 → Rne

zobrazuje lokálńı hranové vektory na globálńı. Ty nakonec restringujeme na vnitřńı
stupně volnosti

A := ÃIe,Ie, B := B̃I,Ie, b := b̃Ie ,

kde Ie :=
{
ie1, i

e
2, . . . , i

e
ne

0

}
je množina globálńıch index̊u hran nelež́ıćıch na ∂Ω a

I := {i1, i2, . . . , in0
} je množina globálńıch index̊u uzl̊u taktéž nelež́ıćıch na ∂Ω.

MKP diskretizace úlohy (3.35) dává následuj́ıćı soustavu ne
0 + n0 lineárńıch rovnic

o stejném počtu neznámých:

(
A BT

B 0

)
·
(

u

λ

)
=

(
b

0

)
. (3.39)

Přibližné řešeńı úlohy (3.35) je

uh(x) :=

ne
0∑

k=1

uk ξik(x).

Pole magnetické indukce je na každém čtyřstěnu konstantńı

Bh(x)|T k = Bk
rot · uk,

kde uk je lokálńı vektor řešeńı doplněný o nuly pro hrany čtyřstěnu T k lež́ıćı na ∂Ω.
Na Obr. 3.15 je vykreslena diskretizace geometrie Ω := (−6, 6)3, Ωj := (−3, 3)3 \

(〈−2, 2〉 × 〈−3, 3〉 × 〈−2, 2〉), Ωr := (−2, 2) × (−4, 4) × (−2, 2), s diskretizačńım
parametrem h := 1 vedoućım na n := 2401 uzl̊u a m := 4608 trojúhelńık̊u.
Diskretizace byla vytvořena programem NETGEN [?]. Řešeńı úlohy (3.39) pro volbu
µr := 5000, J := 0.25 je vykresleno na Obr. 3.16. Úloha byla naprogramována a
řešena v prostřed́ı MATLAB [5].
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Obrázek 3.15: Diskretizace geometrie ćıvky programem NETGEN [?].

Obrázek 3.16: Řešeńı B úlohy (3.39) metodou smı́̌sených konečných prvk̊u.
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Kapitola 4

Elektromagnetické zářeńı

4.1 Fyzikálńı podstata

Zat́ım jsme se zabývali časově neměnnými poli, které můžeme sumarizovat do prvńı
verze Maxwellových rovnic:

div(D(x)) = ρ(x)
rot(E(x)) = 0

}
elektrostatika,

rot(H(x)) = j(x)
div(B(x)) = 0

}
magnetostatika,

které jsou doplněny o materiálové vztahy

D(x) = ε0 εr(x)E(x), B(x) = µ0 µr(x)H(x),

o okrajové podmı́nky, podmı́nky na rozhrańı a podmı́nky v nekonečnu. Zavedeme-li
potenciály E =: −∇u a B =: rot(u), Maxwellovy rovnice se redukuj́ı do výpočetně
př́ıjemněǰśıch rovnic

−div (ε0 εr(x)∇u(x)) = ρ(x),

rot

(
1

µ0 µr(x)
rot(u(x))

)
= j(x).

Elektrické a magnetické pole však obecně existuj́ı ve vzájemném souladu. Prvńı
vztah mezi nimi nám dává Ohmův zákon. Ten modeluje vodivé materiály, v nichž
velký počet volných elektron̊u po vložeńı do elektrického pole vytvář́ı elektrický
proud

jOhm(x) = σ(x)E(x),

kde nový materiálový parametr σ je elektrická vodivost. Máme tedy obecněǰśı sta-
cionárńı př́ıpad Maxwellových rovnic





div(D(x)) = ρ(x),
rot(E(x)) = 0,
rot(H(x)) = j(x) + σ(x)E(x),
div(B(x)) = 0.
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Obrázek 4.1: Elektromagnetická indukce.

Nyńı se zabývejme časově proměnným elektromagnetickým polem. Prvńım vý-
znamným objevem je Faradaẙuv zákon elektromagnetické indukce: Časové změny
magnetického pole indukuj́ı elektrické pole, které p̊usob́ı proti těmto změnám. Ilu-
strujme si to na Obr. 4.1, kde měńıme obsah Σ proudové smyčky, která je umı́stěna
kolmo k poli magnetické indukce. Při této změně můžeme ve smyčce naměřit elek-
trický proud. Kvantitativńı účinek elektromagnetické indukce je vyjádřen v in-
tegrálńı rovnici

∮

∂Σ(t)

E(x, t)dl(x) = − ∂

∂t

∫

Σ(t)

B(x, t) · n(x) dS(x).

Aplikaćı Stokesovy věty dostáváme pozměněnou Maxwellovu rovnici

rot(E(x, t)) = −∂B(x, t)

∂t
.

Objev elektromagnetické indukce dal vzniknout velké škále pr̊umyslových vynález̊u.
Např. mechanickou energii lze převádět na elektromagnetickou a naopak, viz Obr. 4.2
(vlevo), taktéž energii akustickou, viz Obr. 4.2 (vpravo).

Zákon elektromagnetické indukce spolu s Ohmovým zákonem dává vznik tzv.
v́ı̌rivých proud̊u, které se indukuj́ı ve vodivém prostřed́ı při změně magnetické in-
dukce

rot

(
1

σ(x)
jOhm(x, t)

)
= −∂B(x, t)

∂t
.

Ty zp̊usobuj́ı zahř́ıváńı jader transformátoru, což se eliminuje t́ım, že se jádra
nevyráběj́ı jako souvislé bloky feromagnetika, které je vodivé, nýbrž z navzájem izolo-
vaných plech̊u. V́ı̌rivých proud̊u samozřejmě dovedeme i využ́ıt např. v elektrické
peci, viz Obr. 4.3 (vlevo), kdy využ́ıváme Ohmových ztrát generovaných stř́ıdavým
magnetickým polem k zahř́ıváńı. Jiné využit́ı je u elektrické brzdy, viz Obr. 4.3
(vpravo), kdy sepnut́ım elektromagnetu se generuj́ı v́ı̌rivé proudy, které brzd́ı silou
F mechanický rotačńı pohyb o úhlové rychlosti ω.



4.1. FYZIKÁLNÍ PODSTATA 47

PSfrag replacements

S

S

J

J

PSfrag replacements

S J

zvuk
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Obrázek 4.2: Princip motoru a generátoru (vlevo), princip telefonu a reproduktoru
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Obrázek 4.3: Princip elektrické pece (vlevo), princip elektrické brzdy (vpravo).
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Maxwellovy rovnice nyńı máme v následuj́ıćım tvaru





rot(E(x, t)) = −∂B(x, t)/∂t,
rot(H(x, t)) = j(x, t) + σ(x)E(x, t),
div(D(x, t)) = ρ(x, t),
div(B(x, t)) = 0.

(4.1)

Posledńı d̊uležitý objev, který t́ım dal i název našim rovnićım, učinil skotský fyzik
James Clerk Maxwell, když si v rovnićıch (4.1) všimnul, že v nevodivých materiálech
by neplatil zákon zachováńı náboje

0 = div (rot(H(x, t))) = div(j(x, t)) = −∂ρ(x, t)
∂t

6= 0,

kde jsme postupně použili vektorovou identitu div(rot(.)) = 0, druhou rovnici z (4.1)
pro σ := 0 a zákon zachováńı náboje (3.1). Z třet́ı rovnice v (4.1)

0 6= −∂ρ(x, t)
∂t

= −div

(
∂D(x, t)

∂t

)

si Maxwell vyp̊ujčil veličinu ∂D(x, t)/∂t, nazval ji posuvným proudem a korigoval
o tento člen Maxwellovy rovnice do jejich (pro účely tohoto textu) konečné podoby:





rot(E(x, t)) = −∂B(x, t)/∂t,
rot(H(x, t)) = j(x, t) + ∂D(x, t)/∂t + σ(x)E(x, t),
div(D(x, t)) = ρ(x, t),
div(B(x, t)) = 0.

(4.2)

Typický př́ıklad, kde pozorujeme existenci Maxwellova posuvného proudu, je
při nab́ıjeńı kondenzátoru, viz Obr. 4.4, kde z Ampérova zákona pro uzavřenou
křivku Γ plyne ∮

Γ

H(x, t)dl(x) =

∫

Σ

j(x, t) · n(x) dS(x) 6= 0

a ze zákona zachováńı náboje přes uzavřenou plochu Σ ∪ Σ′ plyne

∫

Σ

j(x, t) · n(x) dS(x) =

∫

Σ′

∂D(x, t)

∂t
· n(x) dS(x).

Je známo, že elektromagnetické pole se š́ı̌ŕı i ve vakuu a částečně jej vńımáme
jako světlo. Odvod’me si nyńı jeho vlnové rovnice. Uvažujme homogenńı prostřed́ı
s konstantńı permitivitou ε, konstantńı permeabilitou µ a konstantńı vodivost́ı σ.
Aplikaćı operátoru rotace na prvńı rovnici v (4.2) a derivaćı druhé rovnice v (4.2)
podle času dostáváme vlnovou rovnici pro intenzitu elektrického pole

ε µ
∂2E(x, t)

∂t2
+ σ

∂E(x, t)

∂t
+ rot (rot(E(x, t))) = −µ ∂j(x, t)

∂t
. (4.3)
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Obrázek 4.4: Maxwell̊uv posuvný proud při nab́ıjeńı kondenzátoru.

Podobně aplikaćı operátoru rotace na druhou rovnici v (4.2) a derivaćı prvńı rovnice
v (4.2) podle času dostáváme vlnovou rovnici pro intenzitu magnetického pole

ε µ
∂2H(x, t)

∂t2
+ σ µ

∂H(x, t)

∂t
+ rot (rot(H(x, t))) = rot(j(x, t)). (4.4)

Konstanta εµ =: 1/c2 ve vlnové rovnici určuje rychlost c š́ı̌reńı pole v daném
prostřed́ı, tedy rychlost š́ı̌reńı světla ve vakuu je 1/

√
ε0µ0 ≈ 3 · 108 [m s−1].

Necht’ dále prostřed́ı neobsahuje volné náboje ρ := 0, pak d́ıky třet́ı Maxwellově
rovnici v (4.2) plat́ı rot(rot(D)) = −4D a d́ıky čtvrté rovnici v (4.2) plat́ı i
rot(rot(B)) = −4B. Zanedbejme rovněž vodivost σ := 0, která má ve vlnové
rovnici tlumı́ćı efekt, pak dostáváme následuj́ıćı tvar vlnových rovnic:

{
1
c2
∂2E(x, t)/∂t2 − 4E(x, t)) = −µ ∂j(x, t)/∂t,

1
c2
∂2H(x, t)/∂t2 − 4H(x, t)) = rot(j(x, t)).

(4.5)

Na dokonalých vodič́ıch docháźı k odrazu vlněńı, které se ř́ıd́ı okrajovou podmı́nkou

E(x, t) × n(x) = 0.

Opět plat́ı podmı́nky poklesu poĺı v nekonečnu

|E(x, t)| → 0 a |H(x, t)| → 0 pro |x| → ∞,

podmı́nky přechodu (2.5), (3.5), a nav́ıc dodáme počátečńı podmı́nky

E(x, 0) = E0(x),
∂E(x, 0)

∂t
= Ė0(x), H(x, 0) = H0(x),

∂H(x, 0)

∂t
= Ḣ0(x).
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Všimněme si, že pro výpočet elektromagnetického pole stač́ı řešit pouze jednu
z rovnic (4.5), přičemž při znalosti E, resp. H, zbylou veličinu dopočteme z druhé,
resp. prvńı Maxwellovy rovnice (4.2).

Předpokládejme dále, že bud́ıćı veličiny na pravých stranách v (4.5) maj́ı v čase
harmonický pr̊uběh s úhlovým kmitočtem ω, pak i elektromagnetické pole E a H jsou
harmonické funkce v čase. Využijeme-li komplexńıch č́ısel, vlnové rovnice přecházej́ı
v rovnice Helmholtzovy

{
−4Ê(x) − κ2Ê(x) = µ ıω ĵ(x),

−4Ĥ(x) − κ2Ĥ(x) = rot(̂j(x)),

kde κ := ω/c je vlnové č́ıslo a komplexńı funkce ĵ, Ê, Ĥ : R3 → C3 určuj́ı j, E, H

takto:

j(x, t) =: Re
{
ĵ(x) e−ıωt

}
, E(x, t) =: Re

{
Ê(x) e−ıωt

}
, H(x, t) =: Re

{
Ĥ(x) e−ıωt

}
,

kde už́ıváme exponenciálńı zápis komplexńıch č́ısel e−ıωt = cos(ωt) − ı sin(ωt).
Helmholtzovy rovnice doplńıme o odraz na dokonalých vodič́ıch

Ê(x) × n(x) = 0

a tzv. Silver-Müllerovu radiačńı podmı́nku

|x|
(

x

|x| × rot(Ê(x)) + ıκ Ê(x)

)
→ 0 pro |x| → ∞, (4.6)

která kromě útlumu zářeńı zaruč́ı, že se vlny v nekonečnu neodrážej́ı.
Jedńım z řešeńı (4.1) je rovinná vlna

Ê(x) := Ê0 eık·x,

kde Ê0 ∈ C3 je tzv. fázor vlněńı a vektor k ∈ R3 určuje směr š́ı̌reńı vlny, přičemž
|k| = κ. Toto řešeńı však nesplňuje (4.6) a muśıme proto být při jej́ım použit́ı
v matematickém modelováńı trochu obezřetńı.

4.2 Modelová úloha

Uvažujme rovinou vlnu ve vakuu, která se rozptyluje od štěrbiny tvořené dvěma
dokonale vodivými kvádry, viz Obr. 4.5. Abychom nemodelovali situaci, kterou lze
jednodušeji popsat zákonem odrazu z geometrické optiky, předpokládejme, že vlnová
délka

λ :=
2π

κ
= 2π

c

ω
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Obrázek 4.5: Rozptyl elektromagnetického vlněńı na štěrbině.

je srovnatelná se š́ı̌rkou štěrbiny. Z d̊uvodu výrazně jednodušš́ıho následného řešeńı
metodou hraničńıch prvk̊u1, hledejme pouze jisté spojitě diferencovatelné rozš́ı̌reńı
tečné složky intenzity elektrického pole. Označme toto pole û := Êt : R3 → C.
Splňuje okrajovou podmı́nku û = 0 odrazu od dokonalého vodiče.

Předpokládáme rovinnou incidenčńı vlnu ve tvaru

ûi(x) := ûi
0 eık·x. (4.7)

Poznamenejme, že jej́ı reálný pr̊uběh je

ui(x, t) = Re
{
ûi(x) eıωt

}
= |ûi

0| cos (k · x − ωt+ ϕ0) ,

kde |ûi
0| je intenzita zářeńı, tedy velikost komplexńıho fázoru, a ϕ0 := arg(ûi

0) je jeho
fázový posun v čase t := 0. Hledáme rozptýlenou2 vlnu ûs tak, že celkové zářeńı

û(x) := ûi(x) + ûs(x)

splňuje následuj́ıćı matematický model:




−4 û(x) − κ2û(x) = 0, x ∈ R3 \ Ω,
û(x) = 0, x ∈ ∂Ω,

|x|
(
∇ûs(x) · x

|x| − ıκûs(x)
)

→ 0, |x| → ∞,

1V hraničńı integrálńı formulaci úloh rzptylu elektromagnetického zářeńı se použ́ıvá tzv.
Stratton-Chuova reprezentačńı formule a v metodě hraničńıch prvk̊u hranové Nédélecovy hraničńı
prvky. Dı́ky našemu zjednodušeńı si vystač́ıme s potenciálem jednoduché vrstvy a po trojúhelńıćıch
konstantńımi prvky.

2Rozptýlená se anglicky řekne scattered, proto index ’s’.
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kde Ω := Ω− ∪ Ω+ ⊂ R
3 je oblast vodivých kvádr̊u a kde jsme Silver–Müllerovu

radiačńı podmı́nku (4.6) nahradili tzv. Sommerfeldovou radiačńı podmı́nkou. Jelikož
incidenčńı rovinná vlna splňuje Helmholtzovu rovnici, hledáme vlastně rozptýlené
pole ûs tak, že





−4 ûs(x) − κ2ûs(x) = 0, x ∈ R3 \ Ω,
ûs(x) = −ûi(x), x ∈ ∂Ω,

|x|
(
∇ûs(x) · x

|x| − ıκûs(x)
)

→ 0, |x| → ∞.
(4.8)

Poznamenejme, že matematický model (4.8) popisuje i rozptyl akustického vlněńı.
Zvuk mnohem lépe obtéká překážky, nebot’ typické vlnové délky zvuku slyšitelného
ve vzduchu jsou v metrech, zat́ımco vlnové délky světla viditelného ve vzduchu jsou
ve stovkách nanometr̊u.

4.3 3d elektromagnetické zářeńı

4.3.1 Hraničńı integrálńı formulace

Uvažujme modelovou úlohu (4.8) ve 3d. Nyńı již nemuśıme předpokládat nic o dia-
metru oblasti Ω. Řešeńı ûs budeme hledat pomoćı poteciálu jednoduché vrstvy.

ûs(x) :=

∫

Γ−

w−(y) g(x,y) dS(y) +

∫

Γ+

w+(y) g(x,y) dS(y), x ∈ R
3 \ Ω, (4.9)

kde

g(x,y) :=
eıκ |x−y|

4π|x − y|
je fundamentálńı řešeńı Helmholtzovy rovnice, kde Γ− := ∂Ω− je povrch levého
kvádru, Γ+ := ∂Ω+ je povrch pravého kvádru, viz Obr. 4.5, a kde funkce w− : Γ− →
C a w+ : Γ+ → C jsou hustoty potenciál̊u. Takto zvolené řešeńı již splňuje prvńı a
třet́ı řádek z formulace (4.8). Našim ćılem bude naj́ıt w− a w+ tak, aby byla splněna
i okrajová podmı́nka odrazu na Γ, tedy druhá rovnice z (4.8).

Jsou-li hustoty potenciál̊u spojité funkce, pak i ve 3d pro každý bod x ∈ Γ, v
jehož okoĺı je Γ hladká, tj. kromě roh̊u, plat́ı, že pro Ω 3 x̃ → x ∈ Γ:

∫

Γ

w(y) g(x̃,y) dS(y) →
∫

Γ

w(y) g(x,y) dS(y).,

Je zřejmé, že pokud bod x lež́ı mimo křivku, přes ńıž se integruje, pak je v x př́ıslušný
potenciál také spojitý.

Pro x ∈ R3, resp. x ∈ Γ (až na rohy), zaved’me operátory

[V−w](x) :=

∫

Γ−

w(y) g(x,y) dS(y), [V+w](x) :=

∫

Γ+

w(y) g(x,y) dS(y).
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Pak druhá rovnice v (4.8) dává následuj́ıćı hraničně–integrálńı formulaci

{
[V−w−] (x) + [V+w+] (x) = −ûi(x), x ∈ Γ−,
[V−w−] (x) + [V+w+] (x) = −ûi(x), x ∈ Γ+.

(4.10)

4.3.2 Metoda hraničńıch prvk̊u

Uvažujme diskretizaci Γ− a Γ+ do disjunktńıch otevřených trojúhelńık̊u

m−⋃

k=1

T k
− = Γ− a

m+⋃

k=1

T k
+ = Γ+

tak, že uzávěry dvou r̊uzných trojúhelńık̊u jsou bud’ disjunktńı, nebo maj́ı společný
právě jeden vrchol, nebo maj́ı společnou právě jednu hranu. Uvažujme po úsečkách
konstantńı bázové funkce f i

− a f i
+ tak, že

f i
−(x)|T j

−

= δij pro i = 1, . . . , m−, resp. f i
+(x)|T j

+
= δij pro i = 1, . . . , m+.

Neznámé hustoty potenciál̊u hledáme v lineárńım obalu této báze

w−(x) :=

m−∑

k=1

w−k f
k
−(x), w+(x) :=

m+∑

k=1

w+k f
k
+(x),

přičemž hledané souřadnicové vektory označ́ıme w− := (w−1, . . . , w−m−
) a w+ :=

(w+1, . . . , w+m+
).

V kolokačńı metodě hraničńıch prvk̊u vyžadujeme splněńı rovnic (4.10) pouze
ve středech trojúhelńık̊u, které označ́ıme xk

− ∈ T k
−, xk

+ ∈ T k
+. To vede na soustavu

m− +m+ lineárńıch rovnic o stejném počtu neznámých

(
V-,- V-,+

V+,- V+,+

)
·
(
w−
w+

)
=

(
ûi
−

ûi
+

)
, (4.11)

kde (Vp,q)i,j :=
∫

T j
q
g(xi

p,y) dS(y) a (ûi
p)i := ûi(xi

p) pro p, q ∈ {−,+}.
Při sestavováńı matic Vp,q je třeba uvažovat dva př́ıpady integrálu, a to:

• regulárńı př́ıpad, kdy xi
p je těžǐstěm jiného trojúhelńıku než T j

q , tedy p 6= q
nebo i 6= j,

• nevlastńı integrál, kdy xi
p je těžǐstěm trojúhelńıku T j

q , tedy p = q a i = j.

Pod́ıvejme se nejprve na regulárńı př́ıpad. Následuj́ıćımi dvěmi substitucemi převe-
deme integračńı oblast T j

q ⊂ R3 na referenčńı čtverec (0, 1)2, viz Obr. 4.6,

Sub 1: ŷ :=
(
x

j
q,2 − x

j
q,1,x

j
q,3 − x

j
q,2

)
︸ ︷︷ ︸

=:Rj
q

·y + x
j
q,1, Sub 2: η1 := ŷ1, η1 η2 := ŷ2



54 KAPITOLA 4. ELEKTROMAGNETICKÉ ZÁŘENÍ

T
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Obrázek 4.6: Substituce na referenčńı trojúhelńık a referenčńı čtverec.

a integrál se transformuje takto:

(Vp,q)i,j =

∫

T j
q

eıκ |xi
p−y|

4π
∣∣xi

p − y
∣∣ dS(y)

Sub.1
=

Sub.1
=

∫ 1

0

∫ by1

0

eıκ |xi
p−R

j
q ·by−x

j
q,1|

4π
∣∣xi

p − R
j
q · ŷ − x

j
q,1

∣∣
∣∣detRj

q

∣∣ dŷ2 dŷ1
Sub.2
=

Sub.2
=

∫ 1

0

∫ 1

0

η1
eıκ |xi

p−η1 R
j
q ·(1,η2)−x

j
q,1|

4π
∣∣xi

p − η1 R
j
q · (1, η2) − x

j
q,1

∣∣
∣∣detRj

q

∣∣ dη2 dη1,

kde jsme značili rohy T j
q v pravotočivém smyslu jako x

j
q,1, x

j
q,2 a x

j
q,3. Všimněme si, že

druhá substituce transformuje bod ŷ = (0, 0) na úsečku η1 = 0, což je v Lebesgueově
integrálu povoleno, zat́ımco v Riemannově integrálu zakázáno. Ćılem našich substi-
tućı je nyńı přibližný výpočet dvojnásobnou Gaussovou kvadraturou přes úsečky
(0, 1):

(Vp,q)i,j ≈
N∑

α=1

N∑

β=1

wN
α wN

β ξN
α

eıκ |xi
p−ξN

α R
j
q ·(1,ξN

β
)−x

j
q,1|

4π
∣∣xi

p − ξN
α R

j
q · (1, ξN

β ) − x
j
q,1

∣∣
∣∣detRj

q

∣∣ ,

p 6= q, nebo i 6= j.

Při zvyšováńı řádu kvadratury N źıskáváme přesněǰśı aproximaci integrálu. Gausso-
vy kvadraturńı body ξN

k a př́ıslušné váhy wN
k pro několik uvád́ıme v Tab. 4.1.

Nyńı se pod́ıvejme na singulárńı př́ıpad, kdy kolokačńı bod xi
p je těžǐstěm troj-

úhelńıku T j
q . V tomto př́ıpadě trojúhelńık T j

q se singularitou v těžǐsti xi
p rozlož́ıme

podle Obr. 4.7 na trojúhelńıky T j
q,1, T

j
q,2 a T j

q,3 se singularitami v rohu xi
p a použijeme

substituce na referenčńı trojúhelńık, viz Obr. 4.6 (uprostřed), tak, aby se singulárńı
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řád N body ξN
k váhy wN

k

1 1
2

1
2 1

2
± 1

2
√

3
1
2

3 1
2

4
9

1
2
±

√
3

2
√

5
5
18

4 1
2
±

q
3−2

√
6/5

2
√

7
18+

√
30

72

1
2
±

q
3+2

√
6/5

2
√

7
18−

√
30

72
1
2

64
225

5 1
2
±

q
5−2

√
10/7

6
322+13

√
70

1800

1
2
±

q
5+2

√
10/7

6
322−13

√
70

1800

Tabulka 4.1: Gaussova kvadratura na úsečce (0, 1).
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Obrázek 4.7: Dekompozice trojúhelńıku na tři se singularitami v roźıch.
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bod xi
p vždy transformoval na x̂1 := (0, 0)

Sub 3: ŷ :=
(
x

j
q,1 − xi

p,x
j
q,2 − x

j
q,1

)
︸ ︷︷ ︸

=:Rj
q,1

·y + xi
p,

Sub 4: ŷ :=
(
x

j
q,2 − xi

p,x
j
q,3 − x

j
q,2

)
︸ ︷︷ ︸

=:Rj
q,2

·y + xi
p,

Sub 5: ŷ :=
(
x

j
q,3 − xi

p,x
j
q,1 − x

j
q,3

)
︸ ︷︷ ︸

=:Rj
q,3

·y + xi
p.

Následně singularity odstrańıme substitućı 2. Integrál se tedy transformuje takto:

(Vp,q)i,j =

∫

T j
q

eıκ |xi
p−y|

4π
∣∣xi

p − y
∣∣ dS(y) =

3∑

k=1

∫

T j

q,k

eıκ |xi
p−y|

4π
∣∣xi

p − y
∣∣ dS(y)

Sub.3,4,5
=

Sub.3,4,5
=

3∑

k=1

∫ 1

0

∫ by1

0

eıκ |xi
p−R

j
q,k

·by−xi
p|

4π
∣∣xi

p − R
j
q,k · ŷ − xi

p

∣∣
∣∣detR

j
q,k

∣∣ dŷ2 dŷ1
Sub.2
=

Sub.2
=

3∑

k=1

∫ 1

0

∫ 1

0

eıκ η1|Rj
q,k

·(1,η2)|
4π
∣∣Rj

q,k · (1, η2)
∣∣
∣∣detR

j
q,k

∣∣ dη2 dη1.

Nakonec integrál spočteme přibližně Gaussovou kvadraturou, viz Tab. 4.1,

(Vp,q)i,j ≈
3∑

k=1

N∑

α=1

N∑

β=1

wN
α wN

β

eıκ ξN
α |Rj

q,k
·(1,ξN

β
)|

4π
∣∣Rj

q,k · (1, ξN
β )
∣∣
∣∣det R

j
q,k

∣∣ , p = q a i = j.

Na Obr. 4.8 je povrchová diskretizace geometrie Ω− := (−2.05,−0.05)×(−1, 1)×
(−0.1, 0.1) a Ω+ := (0.05, 2.05)× (−1, 1)× (−0.1, 0.1) s diskretizačńım parametrem
h := 0.2, což vede nam− = m+ := 282 trojúhelńık̊u. Geometrii ozařujeme shora inci-
denčńı vlnou ûi, která dopadá v rovině x2 := 0 zleva pod úhlem 45◦ s vlnovou délkou
λ := 1.5, viz Obr. 4.10. Reálné složky vypočtených hustot potenciál̊u jednoduché
vrstvy w− a w+ jsou na Obr. 4.9. Reálná složka vypočteného odraženého pole ûs je
vykreslena v rovině x2 := 0 na Obr. 4.11. Celková reálná složka û := ûs + ûi v rovině
x2 := 0 je na Obr. 4.12. Při výpočtu jsme použili Gaussovu kvadraturu řádu N := 5.
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Obrázek 4.8: Hraničńı diskretizace oblasti.
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Obrázek 4.9: Reálná složka řešeńı w− a w+ úlohy (4.10).
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Obrázek 4.10: Reálná složka incidenčńı vlny ûi (4.7).
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Obrázek 4.11: Reálná složka odražené vlny ûs (4.9).
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Obrázek 4.12: Reálná složka celkové vlny û := ûi + ûs.
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d́ıl. Fragment, 2006.
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smı́̌sená, 10, 38
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magnetická, 20

intenzita
elektrická, 2
magnetická, 22

metoda
hraničńıch prvk̊u

uzlová, 16, 31, 32, 53
konečných prvk̊u

hranová, 39
smı́̌sená, 12, 39
uzlová, 11, 27, 32

partikulárńıho řešeńı, 9

náboj
elektrický, 2
magnetický, 21

permeabilita, 21
permitivita, 2

podmı́nky
na rozhrańı

elektrické, 5
magnetické, 23

v nekonečnu, 5, 23, 49
potenciál

jednoduché vrstvy, 14, 30, 52
Newton̊uv objemový, 30
skalárńı elektrický, 5
vektorový magnetický, 23

proud
elektrický, 20
Maxwell̊uv posuvný, 48
v́ı̌rivý, 46

śıla
Coulombova, 2
Lorentzova, 20

vodivost, 45
věta

Gaussova, 3, 20, 21
Greenova, 8, 26
Stokesova, 5, 21, 46

zákon
Ampér̊uv, 21
Coulomb̊uv, 2
Faradaẙuv, 46
Gauss̊uv, 3
Ohmův, 45
zachováńı náboje, 20
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