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Predmluva

Vazeny ctenéri, text, ktery pravé ctete, vznikl v rdmci reseni projektu ,Matematika pro
inzenyry 21. stoleti - inovace vyuky matematiky na technickych skoldch v novych podmin-
kach rychle se vyvijejici informacni a technické spolecnosti“. Projekt je fesen na Vysoké
skole banské - Technické univerzité v Ostravé a Zapadoceské univerzité v Plzni v obdobi
2009 - 2012. Hlavni motivaci projektu je potfeba reagovat na zmény vyznamu jednotlivych
partii matematiky pri feseni praktickych problémi, zptisobenou zejména velkym pokrokem
v matematickém modelovani, dramatickym zlepSovanim software a rychlym zvySovanim
vypocetnich kapacit modernich pocitact. Inzenyri nyni bézné vyuzivaji stale se vyvije-
jici komplikované softwarové produkty zalozené na matematickych pojmech, se kterymi se
v kurzech matematiky budto nesetkaji viibec nebo v nevhodné formé. Na druhé strané
prezentace nékterych pojmu v zakladnich kurzech neodrazi z nejriiznéjsich divodu potieby
odbornych kateder. Bohuzel tento stav ztézuje studentum aktivni pouzivani ziskanych vé-
domosti v odbornych predmétech i orientaci v rychle se vyvijejicich metodach inzenyrské
praxe. Cilem projektu je inovace matematickych a nékterych odbornych kurzt na technic-
kych vysokych skolach s cilem ziskat zajem studentti, zvysit efektivnost vyuky, zpristupnit
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prakticky aplikovatelné vysledky moderni matematiky a vytvorit predpoklady pro efektivni

vyuku inzenyrskych predmétt. Zkvalitnéni vyuky matematiky budoucich inZzenyrit chceme Y 7
dosdhnout po strance formalni vyuzitim novych informac¢nich technologii piipravy elektro-
nickych studijnich materidli a po strance vécné peclivym vybérem vyucované latky s di-

slednym vyuzivanim zavedenych pojmu v celém kurzu matematiky s promyslenou integraci D p ZhraoocEsch
UNIVERZITA

V PLZNI

moderniho matematického aparatu do vybranych inzenyrskych predmétia. Metodiku vyuky
matematiky a jeji atraktivnost pro studenty chceme zlepsit diirazem na motivaci a dusled-
nym pouzivanim postupu ,,od problému k feseni“. V ramci projektu vytvarime 40 novych
vyukovych materialti z oblasti matematické analyzy, linedrni algebry, numerickych metod,
metod optimalizace, diskrétni matematiky, teorie grafi, statistiky a nékolika odbornych
kurzi. Vsechny hotové vyukové materidly budou volné k dispozici na webovych strankach
projektu http://mi2l.vsb.cz.
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Tento material je koncipovan jako stru¢ny tvod do metody konecnych prvka v oblasti . 5
nelinearnich tloh mechaniky pruzného télesa. V tivodu jsou zopakovany zakladni poznatky X 4
o modelovani, linedrni teorii pruznosti a metodé konecnych prvkia. Nasledné jsou uvedeny

zékladni nelinedrni problémy mechaniky pruzného télesa. Jedna se o geometrické nelinea-
rity, problematiku nelinearniho chovani materialt a je zde stru¢né nastinéna problematika D p ZhraoocEsch
UNIVERZITA

V PLZNI

kontaktu téles. Dale je v textu predstavena problematika odhadu chyb a adaptivnich tech-
nik v MKP. V zavérecné kapitole, vénujici se metodé konecnych prvka, jsou predstaveny
postupy pro feseni nestaciondrnich tloh.

Druha c¢ast skript je itvodem do metody hrani¢nich prvki. V této Casti jsou na zacatku shr-
nuty zékladni poznatky nutné pro odvozeni zakladnich vztahi, které jsou nasledné pouzity
pro vlastni aplikaci.

Text byl vysdzen pomoci sdzeciho systému TEX ve formatu pdf IEX 2¢.

V Ostravé 13.7. 2012 Martin Fusek

ot



Orientace v textu ‘.7

Kazd4 kapitola mé svou pevnou strukturu, kterd by vam méla pomoci k rychlejsi orientaci Laxrs®
v textu. Pri psand muzete vyuzit nasledujici ,stavebni kameny“:

D o
Privodce studiem vRLzN

Prostrednictvim privodce studiem vas chceme sezndmit s tim, co vas v dané kapitole ceké,
které ¢asti by mély byt pro vas opakovanim, na co je tfeba se obzvlasté zamérit atd.

Cile

V casti cile se dozvite, co vSechno zvladnete a budete umét po prostudovani dané kapitoly.

Priklad

Resené piiklady pomahaji k pochopeni teoretickych poznatkii a slouzi jako vzor pro feseni
cviceni. Jejich konec je oznacen plnym trojihelnickem (A).

Pojmy k zapamatovani

Pojmy zde uvedené jsou vétsinou nové a zcela zdsadni. To znamend tyto pojmy nejen po-
chopit a umét ilustrovat na prikladech, ale také umét vyslovit jejich presné definice.

=



Kontrolni otazky ¢ 5

Odpovézenim na tyto otazky si ovérite, zda jste danym pojmim porozuméli, zda si uve- 2>
domujete rozdily mezi zdanlivé podobnymi pojmy, zda dovedete uvést priklad ilustrujici
danou situaci atd. D
ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

Priklady k procviceni

Tyto priklady slouzi k tomu, abyste si dikladné procvicili probranou latku. Vysledky uve-
denych prikladu jsou zafazeny na konci kazdé kapitoly.

Klic¢ k prikladim k procviceni

Na konci kazdé kapitoly je uveden kli¢ ke cvicenim, ktery obsahuje vysledky ptikladi k pro-
cviceni.

Autotest

Pomoci autotestu si otestujete své znalosti a pocetni dovednosti z celého objemu uciva.

Pro zajemce

Tato cast, jak jiz bylo uvedeno vyse, obsahuje rozsiteni vysledkt na funkce tii a zejména
obecné n proménnych. Je od ostatniho textu odlisSena mensim typem pisma.

J



Literat
iteratura ‘.7

Jedna se o literaturu pouzitou autory pii vytvareni tohoto studijniho materialu, nikoliv jen xS

o literaturu doporucenou k dalsimu studiu. Pokud nékterou z uvedenych publikaci doporu-

Cujeme zajemcum, pak je to v textu spolu s odkazem na dany titul jasné uvedeno. D exateet
UNIVERZITA
V PLZNI

Rejstrik

Rejstrik, uvedeny na konci skript, poslouzi ke snadné orientaci v textu.

Definice a véty jsou uvedeny v ramecku (v tiskové verzi) resp. barevnym pismem s barevnym
pozadim (v obrazovkové verzi). Konce diukazu jsou vyznaceny préazdnym ¢étvereckem ([J),
konce Teseni piikladi plnym trojihelnickem (A).

oo
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Kapitola 1 D
Modelovani v pruznosti a pevnosti

Pruvodce studiem

Na zacatku kapitoly budou uvedeny informace o modelovani v technické praxi. Budou zde
probrany jednotlivé postupy pri modelovani, informace o chybdch a probrany jednotlivé typy
modelii.

V dalsi asti kapitoly budou shrnuty informace a poznatky ohledné chovani pruznych téles.
Budou stru¢né shrnuty zakladni poznatky linedrni teorie pruznosti o napjatosti a deformaci.

Na konci kapitoly budou srovnany vyhody a nevyhody analytického a numerického resSeni

problémii.




Modelovani v pruznosti a pevnosti

Cile
Po prostudovani této kapitoly budete znat:
e Co je to modelovani.
e Rozdéleni modeltd dle riznych kritérii.
e Jaké muzou pti modelovani vzniknout chyby.
e Rozdily mezi silnou a slabou formulaci teorie pruznosti.

e Vyhody a nevyhody mezi analytickym a numerickym resenim.

1.1. Modelovani v technické praxi
Pri feseni problémi se muze postupovat dvéma odliSnymi pristupy:
e piimé reseni,

e neprimé reseni.

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA

V PLZNI

Primé reseni - formulovany problém se fesi zvolenym postupem - odhad, intuice, cit,
zkusenost - a ten bud vede, nebo nevede k cili, tedy k feseni. Nedovede-li dany postup k cili,

zacne se Tesit jinou metodou. Jednd se vlastné o metodu pokus-omyl.

Neprfimé feseni - misto formulovaného problému se fesi jiny, ktery je snadnéji zvlad-
nutelny. Prostfednictvim jeho feseni se ziska feseni primarné formulovaného problému. Je to

feseni ,,oklikou“ - tj. feseni, pri némz resitel vyuziva svych schopnosti premyslet, hodnotit,
posuzovat a srovnavat ruzné varianty a predevsim jednat tcelové, snazit se dosahnou cile




Modelovani v pruznosti a pevnosti 17

s minimélnim uasilim. Hovofime o modelovani.

Modelovani neboli simulace predstavuje experimentalni proces, pfi némz se zkoumanému
objektu (origindlu, modelovému systému) jednoznacné dle urcitych kritérii prirazuje model
(modelovy objekt). Model muze byt:

o fyzicky model,
e abstraktni model,
e kombinovany model.

Fyzicky model umoznuje provadét experimenty s modelem a zkoumat tak vlastnosti
origindlu (na modelu) pomoci déju stejné fyzikalni podstaty. Prikladem muze byt zkoumani
obtékani vzduchu kolem modelu auta, letadla, aj. v aerodynamickém tunelu.

Kromé fyzického modelu mizeme origindlu pritadit model abstraktni. Je vysledkem
nékteré obecné védy. Tento model jiz neumoznuje provadét experimenty stejné fyzikalni
podstaty. Umoznuje zkoumat jevy probihajici na origindle pomoci matematického popisu
jejich prubeéht.

Kombinovany model je takovy, kdy ¢ast modelu je fyzickd a c¢ast abstraktni.
V tomto textu se zamérime pouze na modely abstraktni a to pouze na modely vypoctové.

1.1.1. Chyby pri modelovani

Vv

je tzv. chyba kvalitativni, kdy dany model neobsahuje vSechny dulezité vlastnosti, pod-

o
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Modelovani v pruznosti a pevnosti 18

Vv

odhalitelna. Model se chova spravné, ale neresi nami hledany problém.

Opakem predchozi chyby je chyba slozitosti, kdy model obsahuje kromé podstanych
vlastnosti i vlastnosti nepodstatné . V lepSim pripadé se prodlouzi doba reSeni problému,
v horsim pripadé se nemusi ziskat reseni tlohy viibec.

Dalsim typem chyby je chyba kvantitativni, kdy model obsahuje vSechny podstatné
vlastnosti z hlediska reseni problému, ale jejich kvantitativni vyjadreni je na dané rozlisovaci
arovni pro feseni problému nedostatecné.

Casta chyba ktera se vyskytuje pii realizaci feSeni je chyba konkretizaéni. Model je
vytvoren spravné, obsahuje vSechny podstatné vlasnoti, ale pri jeho vlastnim reseni vznikne
chyba, napt . chybné zadani vstupnich idaji, chyba v nevhodné volbé pouzitého programu,
aj. Tento typ chyb je snadno odhalitelny kontrolou ziskanych vysledkii.

Kromé toho se miize v modelu objevit i tzv. chyba formalni.

1.2. Postup pri vytvareni modelu a realizace reseni
Reseni tlohy je posloupnost ¢innosti, které se mohou piekryvat, s nasledujicimi kroky:
e Zadani ulohy (zadavatel, vedouci, vyucujici).

e Rozbor zadéani a smysl dlohy.

o
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Modelovani v pruznosti a pevnosti 19

e Vybér teorie, kterd bude pouzita pti feseni ulohy (pruty, skofepiny, rovinna napjatost,
atd.).

@:

e Volba metody Feseni (analyticky, numericky).

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

e Sestaveni uplného souboru vstupnich dat.

A4

e Sestaveni vypoc¢tového modelu (zjednosuseni vuci redlu).
e Vlastni feseni.
e Zpracovani vysledki a jejich interpretace.

e Rozhodnuti o dalsim postupu (konec, nebo pokracovani). Oheah

Proto, aby tiloha mohla byt vyresena spravné, musi mit resitel potrebné znalosti, zis- 19. strana ze 221
kané jednak ve skole, jednak praxi ¢i samostudiem. Pro feseni vlastni tilohy musi mit k dis-
pozici vypocetni prostredek, coz je v soucasnosti nejcastéji pocita¢ s vhodnym progra-
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poddajnych téles, jsou v prvni radé tvarci schopnosti, zkusenost, cit a intuice.

1.3. Klasifikace modelu téles

Abstraktni vypoc¢tové modely v mechanice pruzného télesa lze rozdélit z rtuznych hledisek -
dle vztahu k casu, jedna-li se o linearni nebo nelinedrni modely, dle tcelu, atd.
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1.3.1. Tridéni z hlediska vztahu k ¢asu

Déleni dle vztahu k c¢asu:

e staciondrni analyzy,

e nestacionarni analyzy.

ZAPADOCESKA
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Rada systémil se chové tak, ze pi¥i zméné okolnich podminek probéhne prechodovy
proces, béhem kterého se stavové parametry systému méni v ¢ase. Po urc¢ité dobé dojde
k ustéleni stavu, kdy je ¢asovd zména parametri systému nulova. Systém se dostal do sta-
cionarniho stavu. Stacionarni analyza resi pravé tento vysledny stav, aniz by byl resen

(bran v tvahu) prechodovy proces. Reseni je nezdvislé na case.

Naproti tomu cilem nestacionarni analyza je ziskat stavové parametry systému jako
funkce ¢asu. Volba typu analyzy souvisi s cilem Feseni a rozhoduje o ném feSitel problému.

Pojmy staticka a dynamicka analyza jsou zavedeny v oblasti mechaniky. Rozlisuji se

pripady, kdy jsou a nejsou uvazovany setrvacné sily ve vypoctu. Nékdy jsou pojmy staticky
a stacionarni zaménovany. Obdobné tak nestacionarni s pojmem dynamickd. Ve vétsiné

pripadu to plati, ne vsak vzdy.
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1.3.2. Tridéni z hlediska linearity rovnic

Déleni z hlediska linearity rovnic:

e linedrni modely,

e nelinearni modely.

K feSeni praktickych tloh casto vystacime s linedrnimi modely. Jsou vsak i oblasti
mechaniky téles, které vyzaduji znalost Teseni nelinedrnich loh. V nelinedrni mechanice
deformovatelného télesa jde naptiklad o pripady téles s nelinearni deformac¢ni charakteristi-
kou a o pripady s velkymi deformacemi, pri nichz se podstatné méni geometrie a tvar télesa.

Pro linearni modely je typickd vysoka mira idealizace feseného problému. Je zarucena
existence a jednoznacnost feseni linedrnich modeld. Linedrni modely jsou konzervativni,
nedochézi k zadné disipaci energie. Konec¢ny stav modelu zavisi
na konec¢nych hodnotach zadanych posuvi a zatizeni a nikoliv na zpisobu, kterym ho bylo
dosazeno. Pri feseni lze vyuzit zdkona superpozice a vysledné reSeni slozit z dil¢ich loh.

Nelinearni modely se na rozdil od linearnich vyznacuji zavislosti na posloupnosti
stavi, kterymi systém prosel od poc¢atku do konce déje. U nelinearnich tiloh mame k dispozici
jen omezené vypocetni moznosti a jsme casto odkézani na numerické postupy. K reseni
nelinearnich tloh je treba mnohem vétsi zkusenosti a intuice nez k feseni tloh linearnich .

1.4. Teorie pruznosti

V této kapitole budou shrnuty zédkladni poznatky mechaniky kontinua pruzného té-
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lesa. Predmétem matematické teorie pruznosti, je vySetrovani stavi napjatosti a deformace

; v, v v 7 , . , . . , o ‘- 7
obecného pruzného télesa. Napéfova analyza je vychodiskem k hodnoceni meznich stavi

, , z q 2 .. Ve v %00 2 q sy
zkoumaného systému. Ulohou teorie pruznosti je uréit v télese vypliujicim objem V a ohra- >
nicené povrchem S t¥i pole:

ZAPADOCESKA
, , P univerzima
e vektorové pole posunuti, v PLZNI

e tenzorové pole deformace,

e tenzorové pole napéti.

Reseni obecnych prostorovych tloh je velice obtizné. V mnoha pfipadech mtizeme tilohu
zjednodusit na dvojrozmérnou , poptipadé na jednorozmérnou. Timto dosdhneme znaéného
zjednoduseni popisu a reseni tlohy. Typicky muzeme zjednodusit ilohu pruznosti télesa na:

e jednodimenziondalni tlohu,

e dvojdimenzionalni tlohu,

— rovinné deformace,
— rovinné napjatost,

— axisimetricka tloha.

Do oblasti zjednoduseni spadé i zjednoduseni tloh spadajici do oblasti nosniku a skorepin
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1.4.1. Zakladni pojmy
1.4.1.1. Vektor posuvi

V trojrozmérném kartézském souradném systému muzeme posuvy zapsat pomoci tii
funkei soutadnic v = u(z,y, 2),v = v(x,y, z),w = w(x,y, z). Zapsédno ve vektorové formé:

{u} = {u,v,w}. (1.1)

Posuvy u, v, w jsou spojitymi funkcemi souradnic. Pozadavek na spojitost funkci vychazi

z predpokladu, ze spojitost télesa nebude béhem deformace porusena. Komponenty vektoru

posunuti jsou oznaceny u,v,w tak jak je zvykem v teorii pruznosti. Pro jednodussi zapis

zavedme, Ze: u = Uy = U1, U = Uy = U2, W = U, = uz. Pak lze, v tenzorové notaci, zapsat

pole posuvii jednoduse jako u;, kde za i lze dosadit soufadnice z, y, z, popt. 1, 2, 3. Cislovany
zapis bude v dalsim textu preferovan.

1.4.1.2. Tenzor napéti

Napéti 1ze zjednodusené definovat jako ,sila na jednotku plochy“. Napjatost elementar-
niho objemu zatiZeného télesa je obecné popsana deviti slozkami tenzoru napéti o;;. Tyto
slozky lze zapsat pomoci matice tenzoru napéti:

O Tzy Tzz Oxx Oxy Ozxz 011 012 013
o= | Tys Oy Tyz | = | Oya Oyy 0y | = | 021 022 o023 |. (1.2)
Tzx Tzy Oz Ozz Ozy Ozz 031 032 033

Z duvodu platnosti zdkona o sdruzenosti smykovych napéti 1ze uvazovat pouze Sest
slozek napéti. Tenzorové zapsano o;; = 0j;. Casto se pouzit vektorovy (inzenyrsky) zapis
napjatosti:

o
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g = {O'xao'yao'zaTacyaTyzﬂ—zx}T- (13)

1.4.1.3. Tenzor deformace a Cauchyho geometrické rovnice

Geometrické zmény jsou popsdny kromé posuvi i deformacemi (pretvorenimi).
Pro tenzor deformace plati analogicka pravidla jako u tenzoru napéti. Maticové muzeme
tenzor deformace zapsat:

Ex 7xy/2 'sz/2 Exx Exy Exz €11 €12 €13
€= ’ny/2 €y '7yz/2 = | Eyz Eyy Eyz = | €21 €22 €23 |- (1-4)
’7zx/2 'Yzy/2 Ez €z Ezy Ezz €31 €32 £33

V tenzorové notaci lze predchozi rovnice zapsat ve tvaru:

€ij = (ui,j =+ Uj,i)/Q. (1.5)

Vektorové (inzenyrské podoba)lze slozky tenzoru deformace zapsat:

€= {Ew7€y75z77$y77yZ772x}T~ (16)

Geometrické rovnice jsou vztahy vytvarejici vazbu mezi slozkami posuvi a pretvoreni
(deformaci), tedy slozky tenzoru deformace. Chceme-li popsat deformaci celého télesa, mu-
sime pro kazdy bod télesa popsat polohu téz po deformaci. Tyto rovnice se pro pripad
malych deformaci nazyvaji Cauchyho rovnice. Pripomenme, Ze plati pouze pro malé de-
formace (velice orienta¢né cca do 1%) a maji nasledujici tvar:
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. “7
Ex = 8_27 *I"ﬁ u\\\“é
oo
"oy o s
€, = Z—Z), (1.7)
_Ou  Ov
,-ny - a_y + %7
Yz = @ ats 8_71)’
0z O
ov Ow
Yyz = 9 + 8_1/

Jednoduseji 1ze opét rovnice zapsat v tenzorové notaci:

€ij = (Uw‘ + iji)/Q. (1.8)

Sest slozek deformace (pfetvofeni) je vyjadieno pomoci tif slozek posuvi u, v, w. Slozky
pretvoreni tedy nejsou zcela nezdvislymi funkcemi souradnic. Maji-li popisovat deformace
spojitého télesa, musi pro né platit deformacni podminky, které ziskame tak, ze vylouc¢ime
posuvy z Cauchyho rovnic. Ziskaji se tzv. rovnice kompatibility.

1.4.1.4. Fyzikalni rovnice

Predstavuji vztah mezi deformaci a napjatosti. Slozky napéti, vstupujici do rovnic rov-
novahy a slozky pfetvofeni v geometrickych rovnicich jsou navzajem vazany Hookeovym
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zakonem. Pripomenme vsak, ze tento vztah plati pouze, je-li materidl pruzny, izotropni
a homogenni. Obecné 1ze Hookeliv zakon zapsat ve tvaru:

1
Ex = E[U:c - M(Uy + O'z)]a
1
€y = E[Uy - :U’(Ux + Uz)],
1
€z = E[Uz — p(og + Uy)]»
T
Yy = %, (1.9)
_ Taz
Yxz el
T,
Yyz = %7

kde E je modul pruznosti v tahu, p je Poissonovo ¢islo a G je modul pruznosti ve smyku.
Mezi veli¢inami plati nasledujici vztah:

E
G=——"—. 1.10
21+ p) (1.10)
Pri nékterych aplikacich v pruznosti se vyuziva tzv. objemovy modul:
E
K=——"—". (1.11)
3(1—2p)

Zavedenim Lameho konstanty:
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uE
Sl Ee Y (112)

Ize fyzikalni rovnice zapsat v tenzorové notaci nasledné:

oij = Adijerk + 2Geyj, (1.13)

kde d;; je tzv. Kroneckerovo delta. Obecnéji lze rovnici 1.13 prepsat do tvaru:
0ij = Dijrient; (1.14)
kde D%kl je elasticky konstitutivni tenzor definovany rovnici:

ngkl = )\5ij5kl e G(deltaikéjl iy deltailéjk). (1‘15)

Vv,

1.4.2. Zakladni dlohy resené teorii pruznosti
Existuji tfi zdkladni tlohy resené teorii pruznosti:

e Prima dloha - Pro téleso se zndmou geometrii, materidlem, zatiZzenim a vaz-
bami k okoli je potfeba stanovit jeho deformaci a napjatost, tj. pole posunuti, pole
deformaci a pole napéti.

e Inverzni uloha - Pro téleso je predepsino pole napéti nebo posuvit. Ulohou je
stanovit vnéjsi zatizeni pripadné zjistit okrajové podminky, kterym dané funkce pole
napéti vyhovuji (Airyho funkce napéti, apod.).
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e Poloinverzni iloha - Pro téleso jsou ¢asteéné zadany silové veliciny a Castecné za-
dany posuvy. Uvnitt télesa jsou zndmy pouze nékteré slozky tenzoru napéti. Piikladem
je napr. vysetfovani krouceni prutt nekruhového prifezu.

o

Nejcastéjsi tlohou, kterd se vyskytuje pfi feseni problému je primé tloha pruznosti.
o s .. - R . DB IO £ . s we v [

Pokud nebude feceno jinak, bude predpokladano reseni primé tlohy pruznosti. Pii feseni UNVERZITA
konkrétnich 1loh se nikdy neresi soucasné vsech patnédct funkci pruznosti, ale vzajemnym
dosazovanim a upravami zakladnich rovnic pruznosti se postupné vylucuji jednotlivé skupiny
neznamych. Nakonec zustanou vztahy obsahujici jen jeden typ neznamych funkci. Tyto
jsou pak oznacovany, jako nezavislé nezndme funkce. Podle vybéru nezndmych funkci pak
rozliSujeme nésledné pristupy:

e Deformaéni - nezndme jsou slozky posuvu. e

e Silovy - nezndme jsou slozky napéti. ot SienE 2922

[=]
[£]
=]
[=]

e Smiseny - nezname jsou jak slozky napéti, tak i posuvu.

d
i

1.4.3. Formy matematicki formulace
Pri matematické formulaci problému miiZzeme postupovat dvéma zakladnimi postupy:
e diferencialni formulace,

e variacni formulace.

Zavrit dokument

Diferencialni formulace. Tento postup formuluje nas problém v podobé soustavy dife-

rencidlnich rovnic. Pro Feseni konkrétni tlohy rovné je potfeba znat okrajové (¢i po¢atecni) l Celd obrazovka/ Okno
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podminky. Diferencialni formulace je téz nazyvana jako tzv. silnd formulace tlohy.

Varia¢ni formulace. Reseni problému se hleda jako stav, v némz energie analyzova-
ného télesa dosahuje extrémni (staciondrni) hodnoty. Tato problematika spada do oblasti
variac¢nich principi mechaniky, které specifikuji, o jakou formu energie analyzovaného sys-
tému se jedna a co musi apriorné spliiovat hledané funkce pruznosti. Energetické pristupy
jsou aktudlni predevsim v souvislosti s numerickymi metodami. Pistup energeticky, popf.
variacni, je také oznacovan jako tzv. slabd formulace.

Existuji postupy, jak silnou formulaci lze prevést primo na formulaci slabou, napr. me-
toda vazenych rezidui.

V nékterych numerickych metodéach pro feseni parcidlnich diferencialnich rovnic, mtze
byt fidici rovnice diskretizovana primo - tj. prepsana jako soustava linearnich algebraickych
rovnic, vhodna pro feSeni na pocitaci. Jako priklad mtze byt metoda konec¢nych diferenci
(metoda siti). Jiné metody, tfeba napiiklad MKP, aj. vsak potiebuji jiny pristup - Fidici
diferencidlni rovnice musi byt prevedena na integralni formu zvanou slaba formulace. Slaba
formulace je ekvivalentni se silnou formulaci. V mnoha odvétvich ma slaba formulace pro-
blému specificky nazev, napt. v mechanice pruzného télesa je nazyvana jako princip virtu-
alnich praci. Slabou formulaci problému lze tedy ziskat aplikaci principu virtudlnich praci
znamého z mechaniky pruznych téles, nebo lze vychazet z varia¢niho principu ve smyslu
minimalizace funkcionalu vhodné voleného se zretelem k fyzikalnimu charakteru reseného
problému. Dalsi moznosti je aplikace principu vazenych rezidui.

o
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1.4.4. Diferencialni formulace

Tato kapitola je vénovana zakladnim diferencidlnim rovnicim linedrni teorie pruznosti
pro feseni okrajovych tloh, a to soustavam Lameovych rovnic . Kromé téchto rovnic existuji
i tzv. Beltram-Michelovych rovnic se kterymi se v tomto textu nebude pracovat.

V obecné prostorové iloze existuje 15 nezndmych funkci proménnych x,y, z. Rovnice
musi byt splnény uvniti resené oblasti a na hranici resené oblasti musi byt splnény prede-
psané okrajové podminky. K urceni patnacti nezndmych funkci mame soustavu zakladnich
rovnic matematické teorie pruznosti. Mizeme ji rozdélit na tfi hlavni skupiny:

e tIi rovnice rovnovahy, budou uvedeny nize, viz. 1.17,
e Sest rovnic geometrickych, viz 1.8,

o Sest fyzikdlnich (konstitutivnich) rovnic, viz 1.13.

1.4.4.1. Rovnice rovnovahy

Statické rovnice rovnovahy patii mezi zakladni rovnice teorie pruznosti. Vyjadruji pod-
minky rovnovahy infinitezimalniho objemového elementu télesa. V tomto pripadé jsou se-
staveny na nedeformovaném télesu, jednd se o teorii prvniho fadu. Mohou rovnéz vyjadiovat
podminku rovnovahy podle d’Alembertova principu v pripadé feseni dynamického déje. Pro
kartézsky souradny systém plati:

o
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O Oy n 0Tz

X =
5z "oy "8 120
Oy | Oy T
— 4+ —= Y = 1.1
ety T e tY =0 (1.16)
oy Oy n 0o, L Z=0.

ox y 0z

Jednoduseji lze rovnice zapsat v tenzorové notaci:
Oiji+ bj =0. (1.17)

1.4.4.2. Okrajové podminky

Rovnice 1.8, 1.13 a 1.17 jsou soustavou 15 rovnic (9 parcidlnich diferencidlnich rovnic
a 6 algebraickych rovnic), kterym musi vyhovovat napjatost a deformace pruzného télesa.
Soustava poskytuje obecné nekonecné mnoho reseni. Je nutno najit to, které vyhovuje okra-
jovym podminkam. Rozeznavame t¥i druhy okrajovych podminek:

e geometrické,
e statické,
e smiSené.

Na hranici télesa mohou byt predepsany hodnoty slozek posuvii u, v, w. Takovéto okra-
jové podminky predepisuji geometrickou vazbu télesa s jeho okolim. Proto se tyto okrajové
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podminky nazyvaji geometrické okrajové podminky. Nékdy se téz nazyvaji kinema-
tické okrajové podminky.

ui = ;. (1.18)

Druhou skupinou okrajovych podminek jsou statické nebo taky silové okrajové
podminky. Okrajové podminky vyjadiuji statickou vazbu télesa s jeho vnéjsim okolim.
V tomto pripadé jsou predepsany hodnoty slozek vektoru vnéjsiho zatizeni.

O'Z'jnj — ]51 =0. (1.19)

Muze se vSak stat, ze na ¢asti povrchu jsou predepsany zaroven statické a geometrické
okrajové podminky. Takové okrajové podminky se pak nazyvaji smiSené okrajové pod-
minky.

1.4.4.3. Lameovy rovnice

Jak bylo uvedeno vyse, pii feSeni konkrétnich 1loh se nikdy nefesi soucasné vsech pat-
nact funkci pruznosti, ale vzajemnym dosazovanim a tupravami zakladnich rovnic pruznosti
se postupné vylucuji jednotlivé skupiny neznamych. P deformac¢ni varianté se ziska nasle-
dujici vztah, tzv. Lameho rovnice (Navier-Cauchy):

Guijj+ (A + G)uyji + b = 0. (1.20)

1.4.5. Princip virtualnich praci a varia¢ni principy

V predchozi kapitole byly uvedeny diferencialni rovnice rovnoviahy. Tyto rovnice jsou
odvozeny z bilance sil pro infinitesimélni téleso (krychli). Tyto rovnice plati v kazdém bodé

o
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2 TORS
télesa, tzn. maji lokalni charakter. Rovnovaha vsak mtize byt vyjadfena i jinym zpisobem,
o R . e e ; A\ <2k
ktery je casto nejen uzitecnéjsi, ale ma i hlubsi fyzikdlni vyznam. Princip virtualnich praci D) 7S
a variacni principy mechaniky poddajného télesa jsou zakladem vétsiny pribliznych metod. >
Jak bylo zminéno vyse, jedna se o tzv. slabou formulaci problému.
e
1.4.5.1. Princip virtualnich praci e

Princip virtudlnich praci ma dvé zdkladni varianty:
e princip virtualnich posuvu,
e princip virtualnich sil.

Zde bude podrobné zopakovan pouze princip virtualnich posuvi. Tento lze zapsat na-
sledujici rovnici:

/ AT {odV = / ST {X}dV + / 5{u)T {p}dS,. (1.21)
v v S,

Levé strana rovnice predstavuje virtudlni praci vnitinich sil. Prava strana rovnice vy-
jadiuje virtudlni préci vnéjsich sil (objemovych a plosnych). Virtualni pole posunuti a pre-
tvofeni nesméji narusovat vazby v télese. Virtudlni posuvy d{u} musi spliiovat geometrické
okrajové podminky (tam kde jsou predepsany):

§{u} = 0. (1.22)

Virtualni deformace de musi byt svazany s virtualnimi posuvy rovnici 1.8.
Pomoci Clapeyronova teorému mtzeme rovnici prevést na rovnici:
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/ s{u}T(0{o} + {X})dV + / s{u}T{—{n}{o} +p}dS = 0. (1.23)
\%4 Sp

Tato rovnice muze byt splnéna pii libovolnych virtualnich posuvech jediné v tom pti-
padé, ze budou soucasné splnény podminky rovnovahy, jednak uvnitt zkoumaného télesa
(tedy rovnice rovnovahy), jednak silové okrajové podminky na hranici kde jsou predepsany.
Rovnice jsou tedy dusledkem principu virtudlnich posuvi, a proto je tento princip nazyvan
obecnym principem rovnovahy. Princip virtualnich praci 1ze jednoduse rozsirit o dynamické
chovani vyuzitim
d’Alembertova principu.

1.4.5.2. Variacéni principy

Variaéni principy jsou pfimym disledkem principu virtualnich praci.
e Lagrangetv varia¢ni princip - odvozuje se z principu virtualnich posuvi.
e Castigliantv varia¢ni princip - se odvozuje z principu virtualnich sil.

Zde bude podrobné probran pouze Lagrangetuv varia¢ni princip.

Lagrangeuv princip lze vyjadrit vétou o minimu potencialni energie systému (celkové
potencionalni energie): Ze vsech kinematicky pripustnych stavi pruzného télesa nastivd ta-
kovy stav, ktery ddvd potencidlni energii systému minimadlni hodnotu. Matematicky lze tuto
vétu vyjadrit nasledovneé:

o
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Il = E; + E., (1.24)

kde FE; je potencidlni energie deformace, F, je potencidlni energie vnéjsich sil. Kinema-
ticky pripustny stav pretvoreni télesa lze definovat nasledovné:

e Pripustné posuvy musi byt spojité, musi mit po ¢astech spojité derivace v celé resené
oblasti a musi splnovat geometrické okrajové podminky predepsané
na prislusné hranici télesa.

e Piipustné deformace jsou s pripustnymi posuvy svizany geometrickymi rovnicemi.

Nalezneme-li stacionarni hodnotu funkcionalu II, tj. polozime variaci funkcionalu rovnou
nule 1.25 ziské se rovnice 1.21.

ST = 0. (1.25)

Z toho plyne dulezity zavér: Aplikaci principu virtudlnich praci i Lagrangeova principu
minima potencidini energie systému se obdrzi tytéz rovnice. V obou pripadech to jsou rovnice
rovnovahy a silové okrajové podminky.

Doplni-li se predchazejici rovnice o virtualni praci setrvacnych sil, ziska se tzv. Hamil-
tonuv princip. Hamiltontav princip se da vyjadriit rovnici:

6/(1'[ _ K)dt =0, (1.26)

kde K je kineticka energie télesa.
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Hamiltonav princip 1ze slovné formulovat takto: Ze vsech mozngch historii posuvi mezi
dvéma okamziky t1 a t2 nastane ta z nich, pro kterou integrdl rozdilu potencidlni a kinetické
energie od casu t1 do casu t2 je staciondrni.

Existuji i dalsi variac¢ni principy, pro jejich studium autor odkazuje na specialni literaturu.

1.5. Volba metody reseni

Pro volbu metody feseni existuji dvé zakladni moznosti. Prvni moznosti je feseni ana-
lytické, druhou moznosti je séhnout po reseni numerickém.

1.5.1. Analytické reseni

P1i analytickém reseni hledame vysledek ve tvaru spojitych funkci. Vyuzivaji se pritom
postupy matematické analyzy, vyuzitim diferencidlniho a integralntho poc¢tu. Vyhodou to-
hoto, historicky starstho postupu je, ze v pripadé nalezeni analytického feSeni v uzavieném
tvaru mame k dispozici obecnou funkéni zévislost mezi vstupnimi veli¢inami (proménnymi)
a vystupnimi veli¢inami feSeného problému. S takto ziskanym predpisem pak lze jednoduse
pracovat a je pouzitelny pro obdobny typ problémt. Zakladnim problémem vsak je, ze na-
lezeni analytického feSeni v uzavieném tvaru je mozné pouze pro velmi omezenou skalu
dloh. Zpravidla se jedna o tlohy s jednoduchou geometrii a pii odvozeni je pouzito mnoho
zjednoduseni.

1.5.2. Numerické reseni

Reseni numerické je feseni priblizné. Pti tomto postupu se prevadi problém hledani
spojitych funkci na problém hleddni konec¢ného poc¢tu neznamych parametri, pomoci nichz
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se hledané funkce priblizné aproximuji. Tento prechod se oznacuje jako diskretizace spojitého
problému. Diskretizovany problém je resen algebraickymi prostredky v kone¢ném poctu
krokt. Bez pouziti vypocetni techniky je tento proces velice obtizné zvladnutelny a to je
hlavnim dtivodem, pro¢ se numerické metody zacaly bourlivé rozvijet az v druhé poloviné
dvacatého stoleti.

Numerické feseni je v zdsadé dostupné pro kazdou matematicky popsanou ulohu, jaké-
koliv geometrie a jakkoliv komplikovanou. Neni to tak tplné pravda, protoze pri praktickych
aplikacich je slozitost tlohy omezena kapacitou dostupného hardware a casovymi naroky
na vypocet. Vysledky numerického feseni se vsak vztahuji jen ke konkrétni tloze. Jakékoliv
Upravy a optimalizace vyzaduji opakovani celého procesu tvorby a reseni modelu.

Existuje mnoho metod pro numerické feseni . V soucasnosti je bezesporu nejrozsitenéjsi
metodu metoda kone¢nych prvkia. Pred piichodem MKP se v hojné mire pouzivala tzv.
metoda siti. Dalsi v soucasné dobé vyuzivanou metodou, ale ne tak jako MKP, je metoda
hrani¢nich prvka (MHP). Budoucnosti by mohly byt napiiklad tzv. bezsitové metody (Mesh
Free Method). Numerické metody se bouflivé rozvijeji a jen cas ukaze, které postupy jsou
nejvyhodnéjsi pro reseni konkrétnich typu tloh.

Dalsi informace ohledné problematiky kapitoly lze nalézt v [15], [10] a [13].
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Pojmy k zapamatovani

“ 9STRAVY, 7
— Model fyzicky, abstraktni a kombinovany. oy
— Chyby pii modelovani - kvalitativni, slozitosti, kvantitativni, konkretiza¢ni
a forula¢ni chyba. ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA

— Modely stacionarni, nestacionarni. v RLZNI
— Linearni, nelinedrni modely.
— Diferencidlni (silnd), variac¢ni (slaba) formulace

— Analytické, numerické feseni problémai.
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Kontrolni otazky

© 00 3 O Ot = W N

—_
o

. Co je to model a jaké typy modelu znate? Definujte jenotlivé typy modela.
. Jaké typy chyb mohou pii modelovani vzniknout?

. Jaky je obecny postup pri vytvareni modelu?

. Rozdélte typy modela téles vzhledem k casu.

. Rozdélte typy modelt téles vzhledem k linearité.

. Zopakujte zakladni pojmy z matematické teorie pruznosti.

. Co znamenaji pojmy silné a slaba formulace tlohy?

. Napiste zakladni rovnice matematické teorie pruznosti.

. Co vyjadiuje princip virtuadlnich praci?

. Porovnejte analytické a numerické metody feSeni. Jaké jsou vyhody a nevyhody

jednotlivych postupa?
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RN
1849
Priklady k procviceni
ey
1. Sestavte rovnici pro feSeni jednorozmérné tlohy (deformadni varianta) zobrazené na obrdzku 2 R
1.1. Délka tyce je L, prurez se méni s vyskou tyCe a v obecném misté ma prurez S. Chovani
materidlu se predpoklada izotropni a homogenni. Modul pruznosti materialu je E a hustota p.
Odvodte zakladni diferencidlni rovnici a zapiste okrajové podminky. p ZAravocesih
V PLZNI
A
L
A
X
Y

Obr. 1.1 Zadani k prikladu ¢. 1




Modelovani v pruznosti a pevnosti 41

2. Reste analyticky problém zobrazeny na obrazku 1.2. Zadani je stejné jako v predchozim piikladu,
ale prurez je konstantni. Pri feseni vyuzijte vztahy odvozené v prikladu ¢islo jedna.
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Obr. 1.2 Zadani k prikladu ¢. 2
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Kli¢ k prikladiim k procvicéeni
1. Diferencidlni rovnice mé tvar:

d du
—(EBS— = L.
d;v( de)+g 0,0 <z<

Okrajové podminky:

d d
E(Esﬁ)+g=0,0<m<L,
oy, p(0)
ol =0)= (de)zzo =50 D,
u(x=1L)=0.
2. Vysledné vztahy jsou:
2
Py -
= (-
(0) =2 (2~ 5),
P9
(2) =2 (L~ w),
Py
(2) =2 (L -2)

1849
"7
& &
%, <
Ckj ““\‘\
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RN
1849
Interaktivni test
ey
% &
Odpovézte na otdazky v tomto testu. Test musite spustit kliknutim na tlacitko, poté s>
vypliite odpovédi a ukoncete test.
1. Pri feSeni problému muzeme postupovat dvéma odlisSnymi zptusoby. Prvnim je primé feseni, p Zirasocesta
druhym je nepfimé feSeni. Do které skupiny patii modelovani? Vyberte sprdvnou odpovéd. Ve

(a) Pi{mé resen{

(b) Nepiimé feseni

(c) Kombinace obou pfistupi

2. Abstraktni model nejlépe vystihuje. Vyberte sprdvnou odpovéd.

(a) Abstraktni model umoziuje zkoumat jevy na origindle pomoci matematického popisu jejich
prubéhii.

(b) Abstraktni model umoziuje zkoumat vlastnosti origindlu pomoci dé&ju stejné fyzikaln{ pod-
staty.

(¢) Abstraktni model neumoziuje zkoumat jevy pomoci matematického popisu jejich prubéht.

3. Ktery typ chyby je pri tvorbé modelu je nejzavaznéjsi. Vyberte spravnou odpoved.
(a) Chyba slozitosti

(b) Chyba formaln{

(¢) Chyba kvantitativn{

(d) Chyba kvalitativn{

(e) Chyba konkretiza¢ni
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4. Primou ulohu pruznosti mizeme popsat nasledovné. Vyberte spravnou odpovéd.

(a) Pro téleso je predepsdno pole napéti nebo posuvii. Ulohou je stanovit vngjsi zatizeni piipadné
zjistit okrajové podminky, kterym dané funkce pole napéti vyhovuji.
(b) Pro téleso se zndmou geometrii, materidlem, zat{Zenim a vazbami k okoli je potieba stanovit
jeho deformaci a napjatost, tj. pole posunuti, pole deformaci a pole napéti.
(c¢) Pro téleso jsou ¢astetné zadény silové veli¢iny a ¢dstené zaddny posuvy. Uvnitf télesa jsou
znamy pouze nékteré slozky tenzoru napéti.
5. Princip superpozice lze obecné pouzit pro jaké typy modelu? Vyberte sprdvnou odpovéd.

(a) Linedrni modely

(b) Nelinedrni modely

(¢) Pro oba dva typy modelu

(d) Nelze pouzit ani v jednom piipadu

6. Diferencialni formulaci obecné trojrozmérné tlohy pruznosti tvori nasledujici soustava rovnic.
Vyberte spravnou odpovéd.

(a) Sest rovnic rovnovéhy (tfi silové, tfi momentové), Sest rovnic geometrickych, Sest fyzikélnich
rovnic.

(b) T¥i rovnice rovnovahy (dvé silové, jedna momentova), Sest rovnic geometrickych, Sest fyzi-
kalnich rovnic.

(c) T¥i rovnice rovnovahy (silové), Sest rovnic geometrickych, tii fyzikdlnich rovnic.
(d) T¥i rovnice rovnovahy (silové), Sest rovnic geometrickych, Sest fyzikélnich rovnic.
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7. Zakladni varia¢ni princip v mechanice poddajnych téles se nazyva. Vyberte sprdavnou odpovéd.

(a) Princip virtudlnich posuvi.

(b) Princip virtuélnich sil.
(c¢) Princip virtudlnich praci. D
ZAPADOCESKA

> UNIVERZITA

8. Lagrangetv variacni princip v pfipadé konzervativnich soustav poddajnych téles je vyjadien VPLZNI

nasledovné: Ze vsech kinematicky pripustnijch stavi pruzného telesa nastane ten, ktery ddvd
potencidlni energii systému: Vyberte spravnou odpoved.

(a) Maximalni hodnotu
(b) Neutraln{ hodnotu
(¢) Miniméalni hodnotu

Pocet spravnych odpovédi:

Procento tspésnosti:

Vyznaceni oprav do testu:
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Kapitola 2

Opakovani zakladnich poznatkt

MKP

Pruvodce studiem
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V' nasledujicich kapitolach bude uvedena problematika nelinearnich tloh mechaniky kontinua
pevného télesa a jejich aplikace v metodé konecnych prvki. V této kapitole budou zopakovany
zakladni poznatky linedrnich dloh Fesenych metodou konecnych prvkd. O linedrni mechanice

kontinua pruzného télesa bylo pojednano v prvni kapitole této prace.
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Cile
Po prostudovani této kapitoly budete znat:

e Zakladni predpoklady pro aplikaci metody konecnych prvka v linearni teorii
pruznosti.
e Postup odvozeni algoritmu MKP pro linedrni teorii pruznosti.

e Zakladni matice pro stacionarni a nestacionarni analyzu.

2.1. Metoda konecnych prvkii v linearni mechanice kontinua

2.1.1. Zakladni predpoklady

Linedrni teorie pruznosti, kterd je zdkladem linedrniho feseni, vychazi z predpokladu
malych posuvli, malych pretvoreni a z platnosti Hookeova zdkona. Pod pojmem posuvy se
zde i v nasledujicim textu mysli tzv. zobecnéné posuvy, tedy posuvy nebo natoceni.

Malé posuvy jsou takové, ze téleso po zatizeni nezméni znatelné svou polohu. Zobecnéné
posuvy jsou vzhledem k rozmeérim télesa tak malé, Zze podminky rovnovahy mohou byt
psany pro puvodni, nedeformovanou konfiguraci a vypocet napéti mize byt vztazen rovnéz
k pivodnim rozméram a to se zanedbatelnou chybou.

Mala pretvoreni znamenaji, ze rozméry kazdého objemového elementu télesa se v di-
sledku zatizeni znatelné neméni. Pokud plati predchozi véta, lze pro vyjadieni vztahti mezi
pretvofenimi a posuvy pouzit Cauchyho geometrické rovnice.
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Vztah mezi napétim a pretvorenim jsou dany Hooekovym zdkonem. Materidl je tedy
predpokladan izotropni a homogenni.

2.1.2. Odvozeni zakladnich vztahu MKP

Zakladni myslenkou metody konecnych prvkil je rozlozeni télesa na mensi Casti - ele-
menty, konecné prvky - na kterych je analyza chovani pomérné jednoduché. V deformacni
varianté, ktera je nejrozsitenéjsi, se vychézi z nahrazeni posuvi ndhradnimi funkcemi. Tyto
funkce se berou ve tvaru polynomu prostorovych souradnic. Cely postup metody kone¢nych
prvki se da vyjadrit v nékolika krocich:

Rozdéleni Tesené oblasti (télesa, soustavy) na podoblasti, tzv. konecné prvky ¢i ele-
menty.

Formulace chovani jednotlivych elementi.

Opétovné slozeni a ziskdni vysledné soustavy rovnic popisujicich chovani celého sys-
tému vyuzitim rovnic ziskanych pri analyze element.

Aplikace okrajovych ¢i pocateénich podminek.

Vlastni feseni systému rovnic. Ziskani primarnich neznamych. V piipadé deformacni
varianty MKP se jednéd o posuvy.

Ziskéni dodatecnych (odvozenych) vysledki. V pripadé pruzného télesa se jedné napr.
o pretvoreni a napéti, popt. dalsi veli¢iny.
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2.1.2.1. Rozdéleni resené oblasti - elementy

Prvnim krokem metody konecnych prvki je rozdéleni feSené oblasti na mensi ¢asti, tzv.
konec¢né prvky nebo také na elementy, jejichz chovani lze pomérné jednoduse popsat. Exituje
velké mnozstvi elementti, které lze rozdélit z riznych hledisek.

2.1.2.2. Formulace chovani elementu

Pri matematickém popisu jednotlivych krok metody konec¢nych prvki je obvyklé pou-
zivat maticovy zapis. Proto zde bude také pouzit.

Diskretizace posuvi. Spojité rozlozené posuvy prvku {u} jsou vyjddfeny pomoci
tzv. matice tvarovych funkci [A]. Tato je funkei polohovych soufadnic {r} = {1, 2o, 23}7.
Matematicky lze tento vztah vyjadrit pomoci néasledujictho vztahu:

{u} = [AH{d}, (2.1)

kde {¢} jsou zobecnéné posuvy v uzlech elementu.

Diskretizace pretvoreni. Spojité rozlozend pretvoreni {e} jsou vyjadiena pomoci ma-
tice [B] koneénym poétem zobecnénych posuvi {q} v jednotlivych uzlech elementu. Matice
[B] vychazi z prijatych predpokladi o ndhradé posuvi nad prvkem, viz vztah 2.1, a ze
vztahli mezi posuvy a pretvorenimi danych teorii pruznosti. Matematicky lze tento vztah
vyjadrit pomoci nasledujiciho vztahu:

{e} = [Bl{4}- (2.2)
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Aplikace konstitutivniho vztahu a vypocet napéti. Pro vypocet napéti nad da-
nym prvkem lze v linedrnim pripadé uvazovat pro izotropni a homogenni materidl platnost
Hookeova zakona. Matematicky lze tento vztah vyjadrit pomoci nasledujiciho vztahu:

{o} = [Cl{e}- (2.3)

Matice [C] je konstantni a do vztahu se za pretvoreni dosadi diskretizovany vztah 2.2.
Vysledny tvar rovnice je:

{o} = [Cl[Bl{g}- (2.4)

Pti odvozeni zdkladni rovnice metody konecnych prvki lze postupovat riaznym zptiso-
bem. Zde vyuzijeme princip virtudlnich praci, tak jak byl pouzit v predchazejicim kurzu.
Vzhledem k tomu, Ze matice [B] a [C] nejsou funkei vektoru zobecnénych posunuti {q}, lze
virtualni posuvy a virtudlni pretvoreni, vzhledem k prijaté diskretizaci, vyjadrit v nasledu-
jicich tvarech. Pro virtualni posuvy plati:

{0u} = [Al{dq}. (2.5)

Pro virtudlni pretvoreni lze napsat vztah ve tvaru:

{0e} = [B]{dq}- (2.6)

Budou zanedbany objemové sily, napr. titha. Pro dalsi odvozeni vsak budou uvazovany
setrvacné objemové sily ve smyslu d‘Alambertova principu. Lze napsat:

{X} = —pla}, (2.7)

o
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kde p je hustota. Hustota obecné nezavisi na prostorovych souradnicich ani ¢ase. Protoze
matice tvarovych funkei [A] neni funkei ¢asu, lze vyjadrit zrychleni obdobné jako posuvy
a to jako linedrni kombinaci zobecnénych zrychleni v uzlech, a to
ve tvaru:

{i} = [A{q}- (2.8)
Aplikaci vztahu vyjadfujicich princip virtudlnich praci a s vyuzitim rovnic 2.3 az 2.8 se
dostane pro kazdy prvek rovnice néasledujiciho tvaru:

wﬂféwfwwv=w@fﬁmmﬁmm4@+w@fémﬁww&wwﬂwg}@w

Rovnice 2.9 musi platit pro libovolné virtudlni posunuti {dg} a muze byt pfepsina do
nasledujiciho tvaru:

{/fi} = {/e}, (2.10)
kde

(3= [ By, (211)
jsou sily v uzlech, které odpovidaji deformacni energii prvku, tj. vnitfnim silam.
{fe} ={fvh +{fs} +{fos}, (2.12)

jsou sily v uzlech, odpovidajici silim objemovym, plosnym a osamélym (které puisobi
v uzlech), tj. vnéjsim silam.
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{nﬁzﬂymﬁwmqm, (2.13)
uﬂz/w%mw, (2.14)

S
(2.15)

kde {fy} predstavuje objemové sily, {fs} sily plosné a symbolem {f,s} jsou oznaceny
osamélé sily.

Vztah 2.10 vyjadiuje rovnovahu vnitinich a vnéjsich sil. Tento vztah musi platit jak pro
linearni tak i pro nelinearni pripady pruznosti. Plati-li Hooketuv zdkon 2.3 a vztahy 2.2, Ize
vztah 2.10 prepsat do tvaru:

[kl{a} = {fe}, (2.16)

symbol [k] predstavuje matici tuhosti prvku, definovany nésledné:

= | BlrlcyBlav. (2.17)

Pro nestacionarni tlohy lze postupovat nasledovné. Objemové sily se daji upravit do
tvaru:

{fv}=I[ml{q}, (2.18)
kde
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[m] =/VP[A]T[A]6W, (2.19) Y7

je tzv. matice hmotnosti prvku. Pohybova rovnice prvku mé pak tvar:

[m]{d} + [k[{a} = {f}, (2.20) D > s

kde:

{f} =A{fs} +{fos} (2.21)

2.1.2.3. Opétovné slozeni, ziskani vysledné soustavy rovnic

Dalsim krokem je sloZeni jednotlivych elementt zpét do celkové konstrukee.

Pii modelovani konkrétniho télesa (soustavy) jsou k dispozici informace, jak jsou jednot-
livé prvky viaci sobé umistény. Lze tedy matice tuhosti a hmotnosti jednotlivych prvku
sestavit do vyslednych globdlnich matic tuhosti a hmotnosti. V pripadé linearnich tloh me-
chaniky pruzného télesa, jak jiz bylo fe¢eno vyse, se vychazi z predpokladu malych posuvi,
malych pretvoreni a z predpokladu linearniho chovani materidlu. Soucasné se predpoklada
neménnost okrajovych vazebnich podminek. Vysledny vztah pro metodu konecnych prvki
za tohoto predpokladu ma tvar:

[M{Q} + [KHQ} = {F}, (2.22)

poptipadé tvar

(K@} = {F}, (2.23)
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pro stacionarni dlohy.

2.1.2.4. Aplikace okrajovych podminek, vlastni reseni vysledné soustavy rovnic,
ziskani dodate¢nych vysledki

Z rovnic 2.22 a 2.23 lze vypocitat odezvu soustavy {q}. Tato odezva je linedrni funkeci
zatizeni {F}. To znamend, ze pro jiné zatizeni k{F'} je odezva k{q}, kde k je libovolna
konstanta. Plati tedy princip superpozice.

Predpoklady o malych posuvech a malych pretvorenich vstoupil jiz do odvozeni ma-
tic tuhosti a hmotnosti, dale pak do odvozeni vektoru zatizeni, protoze vSechny integrace
provadéné ve vztazich jsou provadény pres puvodni objem a povrch nepretvoreného prvku.
Matice [B] vychazi z Cauchyho geometrickych rovnic platnych pro mald pretvoreni a ne-
zavisi na posuvech uzli {¢}. Predpoklad linedrniho chovani materidlu je vyjadren vztahem
2.3, kde matice [C] je také nezavisld na posuvech {q}.

ReSenfm rovnice 2.22 se ziskd odezva mechanické soustavy na zatizeni {F}, které je
obecnou funkei ¢asu. Je-li zména zatizeni v ¢ase tak mald, ze setrvacné ucinky lze zanedbat,
plati rovnice 2.23, coz je linedrni algebraickd rovnice. Rovnice 2.23 a 2.22 jsou v praktic-
kych pripadech Tesitelné pouze numerickymi postupy. Pii feseni stacionarnich tloh, danych
rovnici 2.23, se pouziva jinych numerickych postupt nez pri feseni nestaciondrnich tloh 2.22.

Pri vypoctu odvozenych veli¢in, které jsou zde pretvoreni a napéti, se musi vratit na
uroven jednotlivych prvka a pro vypocet lze vyuzit vztaht 2.2 a 2.4.

Dalsi informace ohledné problematiky kapitoly lze nalézt v [1], [10] a [13].
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Postup pri aplikaci MKP
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Pojmy k zapamatovani

— matice tvarovych funkci

— matice tuhosti

— matice hmotnosti

— objemové, plosné a osameélé sily
— zakladni rovnice MKP
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Kontrolni otazky .
“ IsTRaNY, 7
X . “\"8‘

1. Uvedte zakladni pfedpoklady nutné pro odvozeni algoritmu metody konecnych prvki
pro pripad linedrné-elastického chovani pruzného télesa.

2. Vyjmenujte postup/kroky pii aplikaci metody koneénych prvki.

3. Odvodte zakladni vztahy pro stacionarni i nestaciondrni analyzu.
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Uzel 3 Uzel 4
'e) » p/2
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Element 2
Element 1
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Uzel 1 Uzel 2

Obr. 2.1 Zadani k prikladu ¢. 2

Priklady k procviceni

ZAPADOCESKA
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1. Reste numericky, pro Vami zvolené rozméry, pomoci MKP piiklad &slo 2 z predchozi kapi-
toly. VyzkousSejte rizné zpusoby diskretizace. Porovnejte ziskané vysledky a diskutujte pripadné

rozdily.

2. Reste problém na obrazku 2.1. Pro jednoduchost jsou uvazovany jednotkové délkové rozméry.
Tloustka je rovnéz uvazovana jednotkova. Materiél je predpokladan homogenni a izotropni s kon-

vy,

stantami F a p. Pro jednoduchost volte nejjednodussi trojihelnikovy prvek. Sestavte zakladni

rovnici metody koneénych prvki v deformadni varianté pro feSeni primérnich nezndmych (po-
suvil) a provedte jeji FeSeni. Urcete reakce, pretvoreni (deformace) a napéti v soustavé.
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Kli¢ k prikladiim k procvicéeni

1. Numerické vysledky porovnejte z vysledky ziskanymi z analytického Feseni, viz predchozi kapi-

tola.
2. Posuvy uzlu 2 a 4 ve sméru osy x: ZAPADOCESKA
o b P> univerzima
U2y = Uy = E7 v PLZNI
kde E* je modul pruznosti. Pro pifipad rovinné napjatosti plati E* = E a pro pripad rovinné
deformace E* = %

Posuvy uzlt 3 a 4 ve sméru osy y:

—p'p

U3y = U4y = F

kde p* je modul pruznosti. Pro pfipad rovinné napjatosti plati u* = pu a pro pripad rovinné

deformace p* = $£-.
n

Reakce ve sméru x v uzlech 1 a 3:

fla: = U3z = _g
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Interaktivni test

Odpovézte na otazky v tomto testu. Test musite spustit kliknutim na tlacitko, poté
vypliite odpovédi a ukoncete test.

1. Jaké jsou zakladni predpoklady linedrni teorie pruznosti. Vyberte sprdvnou odpovéd.

(a) Malé posuvy, mald pretvoreni (deformace), plati Hooketv zdkon, rovnovéha je vySetfovana
v deformovaném stavu, napéti jsou vztazena k aktualnim rozméram.

(b) Malé posuvy, mald pretvoreni (deformace), plati Hooketv zdkon, rovnovéha je vySetfovana
v nedeformovaném stavu, napéti jsou vztazena k nedeformované konfiguraci.

(c) Malé posuvy a velkd pretvofeni (deformace), plati Hooketiv zdkon, rovnovéha je vySetfovdna
v nedeformovaném stavu, napéti jsou vztazena k nedeformované konfiguraci.

2. Kroky reseni neznamych pfi vyuziti deformacni varianty metody konecnych prvka jsou nasle-
dujici. Vyberte sprdvnou odpovéd.

(a) Nejprve se urci napéti ve vsech elementech soustavy, dile pak pomoci konstitutivnich vztaht
pretvoreni a na konec posuvy nad elementem. Napéti je tedy primarni proménné tlohy.

(b) Nejdfive se ur¢i posuvy v uzlech vSech elementii soustavy, potom pretvoreni a nakonec
napéti. Posuvy jsou priméarni proménnou tlohy.

(c) Vsechny hledané veli¢iny, tj. posuvy, pretvoreni a napéti, se uréi v jednom kroku vypoctu.
Vse jsou tedy priméarni proménné tlohy.
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3. Co zprostiedkovéivaji tvarové funkce elementu (deformaéni varianta MKP). Vyberte spravnou
odpoveéd.

(a) Posuv v libovolném misté elementu lze vypoéitat jako soucin matice tvarovych funkecf a vek-
toru posunuti uzla.

(b) Posuv v libovolném misté elementu lze vypocitat jako podil matice tvarovych funkei a vek-
toru posunuti uzla.

(¢) Posuv v libovolném misté elementu lze vypocitat jako sou¢in matice tvarovych funkef a vek-
toru pretvoreni daného elementu.

4. Pole pretvoreni nad elementem s linedrni tvarovou funkci je? Vyberte sprdvnou odpovéd.

(a) Linedrni
(b) Konstantni
(c) Kvadratické
(d)

5. Je vektor zatizeni ovlivnén volbou tvarovych funkci? Vyberte sprdvnou odpovéd.

Nulové

(a) Jsou ovlivnény pouze osamélé sily, objemové ani povrchové sily nejsou volbou nijak dotceny.
(b) Ano

(¢) Objemové sily ano, povrchové sily ne

(d) Ne

(e)

e) Objemové sily ne, povrchové ano
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V PLZNI




Opakovani zakladnich poznatkit MKP 62

v
1549
6. Uvazujme objemové sily jako setrvacné sily télesa (ve smyslu d‘Alambertova principu). Tvarové .
funkce jsou v tomto pripadé funkci ¢asu? Vyberte sprdvnou odpovéd.
"'n \n\\‘“
(a) Ano.
(b) Ne.

L
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(¢) Zélezi na tloze.

7. Matici tuhosti elementu lze urcit z rovnice [k] = [,,[B]r[C][B]dV. Matice [B] pfedstavuje.
Vyberte sprdvnou odpovéd.
(a) Matici tvarovych funkei.
(b) Matici obsahujici elastické konstanty materidlu.

(¢) Matici obsahujic{ derivace tvarovych funkei, vzniklych aplikaci Cauchyho geometrickych
rovnic .

(d) Matici hmotnosti daného prvku.

Pocet spravnych odpovédi:

Procento uspésnosti:

Vyznaceni oprav do testu:
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Kapitola 3

Nelinearni ilohy mechaniky
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Doposud jsme se zabyvali pouze iilohami z oblasti mechaniky téles, pro které nam stacila linearni
teorie pruznosti. K feseni praktickych tloh Casto vystacime s takovymito modely. Jsou vsak
i oblasti mechaniky téles, které vyzaduji znalost Feseni nelinearnich uloh. V nelinearni mechanice
deformovatelného télesa jde napriklad o pfipady téles s nelinearni deformacni charakteristikou
a o pripady s velkymi deformacemi, pfi nichz se podstatné méni geometricka konfigurace a tvar
télesa nebo soustav téles. Do oblasti nelinearnich problému spada i problematika kontaktu téles.
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Cile
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Po prostudovani této kapitoly budete znat:

e Rozdil mezi linedrnimi a nelinedrnimi analyzami.

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

e Zakladni typy nelinearit v mechanice pruzného télesa.

A4

e Zpusob Teseni nelinearnich tloh, itera¢ni a inkrementalni schéma.
e Algoritmus Newton-Raphsonovy metody.
e Metodu délky oblouku (Arc-Length method).

3.1. Linearni versus nelinearni analyzy
Obsah

Na zacatku této kapitoly srovnejme zdkladni predpoklady pro platnost linearni ana-
lyzy. Pro linearni tlohy je typickd vysoka mira idealizace feSeného problému. Je zarucena
existence a jednoznacnost feSeni linedrnich modeld. Linedrni modely jsou konzervativni.
Nedochazi k zadné disipaci energie. Koneény stav modelu zavisi na kone¢nych hodnotach
zadanych posuvu a zatizeni a nikoliv na zptisobu, kterym ho bylo dosazeno. Pti feseni lze
vyuzit zakona superpozice a vysledné reseni slozit z dil¢ich tiloh. Shriime zdkladni pravidla,
ktera plati pro linedrni modely v mechanice pruzného télesa:

64. strana ze 221
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e Rovnovaha se vyjadruje v nezdeformovaném referenénim stavu.
e Vztahy mezi posuvy a deformacemi jsou linedrni (Cauchyho tenzor deformace).

e Material je linedrné elasticky (plati Hooketuv zdkon).

Zavrit dokument

e Vazby jsou reprezentovany pouze linedrnimi rovnicemi. l ot sty ol
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V ptripadé nelinedrnich analyz si musime uvédomit, ze:

e Stav, ve kterém se dosahuje rovnoviha mechanické soustavy, je ve zdeformovaném
stavu, ktery predem nezname.

e Vztahy mezi posuvy a deformacemi nejsou linearni (napf. Green-Lagrangeuv tenzor
deformace).

e Chovani materidlu je obecné, tzn., ze vztah mezi napétim a deformaci (konstituéni
rovnice) je nelinearni.

e Vazby jsou reprezentovany obecnymi vztahy (napt. kontakt téles).

Nelinearni dlohy se na rozdil od linearnich vyznacuji zavislosti na posloupnosti stav,
kterymi systém prosel od pocatku do konce déje. Na rozdil od linedrnich loh nam ma-
tematika neposkytuje véty o existenci reseni, konvergenci a stabilité a tim padem nam
neumoznuje jednoznacné posoudit resitelnost tlohy. U nelinearnich tloh mame k dispozici
jen omezené prostiedky a jsme casto odkézani na numerické postupy. K reseni nelinearnich
uloh je tfeba mnohem veétsi zkuSenosti a intuice nez k feSeni linearnich tloh. Nelinearni
analyzy kladou vétsi naroky na odbornou kvalifikaci vypoctare. To, zda budeme tspésni pri
feSeni nelinearniho problému, casto zavisi na zvolené vypocetni strategii. To co se osvéd-
¢ilo u jedné tlohy, muze v jiném pripadé selhat. Zdroje nelinearit, se kterymi se setkdavame
v ulohach mechaniky pruzného télesa, 1ze rozdélit v zasadé do tii hlavnich skupin:

e geometrické nelinearity,

e materidlové nelinearity,

o

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

Obsah

65. strana ze 221

5
"l

Zavrit dokument

I Cels obrazovka/Okno




Nelinearni tlohy mechaniky 66

e strukturdlni problémy (napr. kontakt).

Jednotlivé ptipady nelinearit budou probrany detailnéji v nésledujicich kapitolach.

3.2. Reseni zakladni rovnice

Pri feseni linearnich problémi existuje mnoho numerickych postupt, jak danou soustavu
rovnic vyresit. Pfipomenme si napriklad Gausovou elimina¢ni metodu, Frontdlni metodu,
aj. Nelinearni tlohy nemohou byt reSeny pomoci primych metod. Misto toho se pouzivaji
itera¢ni metody . Zakladnim postupem je najiti néjakého odhadu feseni, pro nezname hod-
noty, a v dalsim kroku provedeni korekce (zptfesnéni) predchoziho feseni. Tento postup se
opakuje do té doby, nez chyba feseni v jednotlivé iteraci nepodstoupi predepsanou hodnotu
chyby. Pri reseni se kromé itera¢niho schématu vyuziva i inkrementalniho postupu , tzn.,
ze zatizeni se neaplikuje celé najednou, ale po prirustcich, pricemz v kazdém prirustku se
provadi iterace pro zpresnéni vysledku.

3.2.1. Newton-Raphsonova metoda

Zakladni metodou Teseni nelinedrnich rovnic, kterou vyuziva i vétsina komercénich sys-
tému, je metoda Newton-Raphsonova. V nasledujicim textu si pfiblizime jednotlivé kroky
této metody. Metoda vyuziva tangentni modul ziskany z predchoziho kroku (iterace) k zis-
kani vysledii. Resi se rovnici:

[K{@PHKQ} = {F}, (3.1)

kde [K({Q})] je matice tuhosti celého feseného systému a zde se predpoklada, ze je jen
funkei posuvi. Bude zavedena néasledujici funkce:

@:
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[K{QHHQ}Y = {I} ={I{e}H)}- (3-2)

Rovnici 3.1 Ize prepsat do nasledujiciho tvaru:

{1} ={F}. (3-3)
Provede se rozvoj funkce {I} v Taylorovu fadu v okoli bodu {Qo}, ktery se od hledaného
feseni {Q:} lisi o {AQ}, plati:

{Qi} ={Qo+} +{AQ}, (3.4)
ziska se vztah:
{I{Q1}} = {[{Qo}} + [L{AQ} + .., (3-5)
kde [Jo] je tzv. Jacobiho matice definovand takto:
il = g (3:6)

Dalsi ¢leny Taylorovy fady (nelinedrni) se zpravidla zanedbavaji. Prvky Jacobiho matice
jsou funkce, které dokazeme urcit dle 3.6, zname-li funkce 3.2. Pro i-ty radek vztahu 3.3 lze
psat:

F; = 1(Qk) = Ki; Q. (3.7)

Derivace obecného prvku vektoru {F'} podle j-té proménné je:
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OF; . 8Kil

—_— + K. 3.8
90, ~ 90, Qi+ Kij (38)
Obecny prvek v Jakobiho matici je tedy:
oF; 0Ky R -
9Q; ~ 90, Q- Kiy = Hy; + K. (3.9)
Muze se tedy psat:
[Jo] = [H{Qo})] + [K({Qo})]- (3.10)

Pri feseni tloh se s matici [H ({Qo})] zpravidla nepocita a to ze dvou divodu. Zaprvé, jeji
vycisleni je naro¢né a za druhé, je to matice nesymetricka. Protoze se vsak k vyslednému
feSeni dochéazi iteracnim postupem, miuze se toto zanedbani dovolit. Po zjednoduseni lze
napsat:

[Jo] = [K({Qo})]- (3.11)
Dosazenim 3.11 do 3.5 se dostane vztah:
{H{Q1}} = {I{Qo}} + [K({Q}o){AQ}- (3.12)
Uvazi-li se, ze
{I{Q1}} = {1}, (3.13)
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{I{Qo}} = [K({Q}0)[{Qo}, (3.14)

lze vyraz 3.12 prepsat do tvaru:

[K({Q}){AQ} = {R}, (3.15)

kde {R} je tzv. zbytkova nevyvazena (nerovnovazna) sila:

{R} ={F} - [K({Q}0){Qo}- (3.16)

Rovnice 3.15 s pravou stranou 3.16 je soustava linedrnich algebraickych rovnic, ze které

se dé vypocitat prirtustek {AQ}. Takto vypoctena hodnota {AQ} je pfiblizna a je tfeba ji
zpresnit v itera¢nim procesu.

Jako priklad vyuziti Newton-Raphsonovy metody bude uvedeno feseni rovnice y = F(q)
pro jeden stupen volnosti. Hledd se takové feseni ¢ = ¢i, pro které plati k(q1)qg1 = fi.
Pocatecni stav je qo, fo. Geometricka interpretace Newton-Raphsonovy iteracni metody je
na obrazku 3.1. Vezme-li se ¢qp jako prvni aproximace reseni pak

¢ = qo, (3.17)

a dosadi se do TFesené rovnice, je zfejmé, ze

k(q0)qo0 # f1- (3.18)

Existuje jista zbytkova veli¢ina r (nevyvazend sila), pro kterou plati:

Z(l) = f1 — k(qo)qo. (3.19)
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d, Aq Aq

q

(1) (2) 3) _ Cvx
q,=q, a, a, q, — hledané feseni

Obr. 3.1 Geometricka interpretace Newton-Raphsonovy

Pro dalsi feseni je nutno zjistit smérnici funkce f(g) v bodé ¢ = qo, tedy:
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tn®a = LD, — fao)an + hlao) = (a0, (3:20)
kde:
k(qo) = C”;(j)\q:qo. (3.21)
Druhé aproximace reseni se miize vyjadrit pomoci priristku:
A =" (3.22)
(gt
¢ =gV + AgW. (3.23)

Dalsi aproximace se ziskaji obdobné. Jak bylo feceno vyse, lze nelinedrni ¢len ve vyrazu
7 (q(i)) zanedbat. Toto zanedbani ovlivni pouze cestu k reSeni, nikoliv vsak Teseni samo.
Cely vypocetni postup se tim znacné zjednodusi. Byla popsana zdkladni varianta Newton-
-Raphsonovy metody. Existuji i jeji modifikace.

3.2.2. Metoda délky oblouku (Arc-Length method)

Pro nékteré typy nelinedrnich analyz vsak mtize Newton-Rhapsonova metoda selhat.
Tecna matice tuhosti se muze stat singularni a metoda diverguje. Pri feseni nelinearnich tloh
se setkdvame s drahami zatizeni (sila vs. posuv), které nejsou monoténné rostouci. Ukazkou
takovéto drahy zatizeni je tzv. prolomeni (snap-through). Dalsim pripadem je (napiiklad
u skotepinovych konstrukei) zvrat zatézovaci drahy (snap-back). Pfi vySetfovani nelinedrni
stability se mizou na zatézovaci draze objevit limitni nebo bifurkacni body. V limitnim

o
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AZIRINA
bodé dosahuje zatiZeni lokalniho extrému (maximum, minimum), v bifurkaénim bodé do-
2z el e S 2 Tk > o Sl e 2P T s q A <k
chazi k rozdéleni zatézovaci drahy na dvé, nebo vice vétvi, na nichz dochézi k jevu zvanému D) 7S
vymeéna stability. V uvedenych piipadech neni feseni jakoukoliv Newton-Rapshonovou me- >
todou nepouzitelné. Pro takovéto pripady je vhodné pouzit metodu zvanou Metoda délky
oblouku (Arc-Length method). Tuto metodu vytvorili, nezdvisle na sobé, Wempner a Riks. D p ZArsonteses
V PLZNI

Dalsi informace ohledné problematiky kapitoly lze nalézt v [10], [11], [ 1] a [13].
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Pojmy k zapamatovani

— iteraCni metoda

— inkrementalni postup

— Newton-Raphsonova metoda

— metoda délky oblouku (Arc-Lenght method)
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AZIRINA

1849

Kontrolni otazky .
“ IsTRaVS, 7
o o

1. Popiste rozdily mezi linearnimi a nelinedrnimi mechanickymi systémemy.

2. Jaké existuji postupy pro reseni linearnich tloh.

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

3. Popiste algoritmus Newton-Raphsonovy metody.

L

4. Ve kterych pripadech je vyhodné pouzit metodu délky oblouku.
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Interaktivni test
AL\ <
2 &
Odpovézte na otazky v tomto testu. Test musite spustit kliknutim na tlacitko, poté s>
vypliite odpovédi a ukoncete test.
1. Rovnice rovnovahy jsou v pripadé nelinearni analyzy vztazeny k jakému stavu? Vyberte spravnou D p ZArmoncescs
odpovéd. e

(a) Nedeformovanému stavu.

(

b)
(c) Deformovanému stavu, ktery predem nezname.
d)

(

2. Je obecné nutno pfi reseni nelinedrnich tloh respektovat posloupnost stavi, kterymi systém
prosel od pocatku do konce reseného déje? Vyberte spravnou odpovéd.

Deformovanému stavu, ktery predem zname.

Rovnice rovnovahy neni potfeba pro nelinearni tlohu konstruovat.

(a) Ne nen{ nutno respektovat, stac zndt pouze pocateéni a koneény stav.

(

b)
(c) Ne neni nutno respektovat, vyjimku tvofi pouze kontaktni nelinearity.
d)

(

3. Pfimou tlohu pruznosti mizeme popsat nasledovné. Vyberte spravnou odpovéd.

Ano je nutno respektovat, ale pouze v pripadé geometrickych nelinearit.

Ano je nutno respektovat a to pro jakykoliv typ nelinearity.

(a) Pro téleso je predepsdno pole napéti nebo posuvi. Ulohou je stanovit vnéjsi zatizeni piipadné
zjistit okrajové podminky, kterym dané funkce pole napéti vyhovuji.

(b) Pro téleso se zndmou geometrii, materidlem, zat{Zenim a vazbami k okoli je potieba stanovit
jeho deformaci a napjatost, tj. pole posunuti, pole deformaci a pole napéti.

(c) Pro téleso jsou ¢asteéné zadény silové veli¢iny a ¢dstecné zaddny posuvy. Uvniti télesa jsou
znamy pouze nékteré slozky tenzoru napéti.
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VIRV
1849
4. Pro feSeni soustavy nelinearnich rovnic, které vznikaji pri nelinearnich tlohach v metodé konec- v @ o7
nych prvki, je mozno pouzit primych metod feseni, jako je napriklad Frontalni metoda. Vyberte ?% &5
- v p < D
spravnou odpoved. x>

(a) Ne nen{ mozno pouzit.

(b) Ano je mozno pouZit. D 2APADOCESKA

’ UNIVERZITA
(¢) Ano je mozno pouzit, ale s omezenim.

V PLZNI

5. Pro jaky typ tloh (pfi feSeni deformovatelnych téles) je vhodné pouzit Newton-Rapshonovu
metodu. Vyberte sprdavnou odpoved.

(a) V pripadé, kdy dréha zatiZzen{ nevykazuji monoténni prubéh.
(b) V pripadé, kdy dréha zatizen{ vykazuje monoténni priubéh.
(c) V pripadé, kdy se na drize zatiZen{ objevuji prolomeni.

(d) V pripadé, kdy draha zatiZen{ vykazuje nemonoténni prubéh.

Pocet spravnych odpovédi:

Procento uspésnosti:

Vyznaceni oprav do testu:
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Nelinearni tlohy mechaniky

zatizeni

Krok 2

Krok 1 —

N

posunuti

Obr. 3.2 Metoda délky oblouku
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Kapitola 4

Geometrické nelinearity

Pruvodce studiem

Geometricky nelinearni ulohy jsou takové, kdy se pfi sledovani elementu télesa musi brat
v dvahu nejen tvarové zmény, ale zaroveri posunuti a rotace elementu (&3sti télesa) jako tuhého
celku. Dale je nutno si uvédomit, Ze posunuti jiz nemusi byt infinitesimalni. Velké posuvy jed-
notlivych bodi elementu je moZné si predstavit sloZené z posuvii a rotace télesa jako tuhého
celku a posuvii jednotlivych bodii télesa v diisledku jeho deformace v nové poloze.

Dalsi véci, kterou je nutno si uvédomit je definice tenzoru napéti a tenzoru pretvoreni.
Otazka definice tenzoru napéti je slozita. Elementarni vnitini sily v pretvorfené konfiguraci se
mohou vztahovat k elementarnim ploskam, bud v pivodni, nebo v deformované konfiguraci.
Dalsi otazkou je volba tenzoru pretvoreni. K tenzoru napéti musi existovat vhodné definovany
tenzor pretvoreni tak, aby byly splnény konstitutivni zakony. Prikladem je 2. Piola-Kirchhoffiv
tenzor napjatosti , ktery je energeticky konjugovany s Greenovym tenzorem pretvoreni.

@:
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Cile
Po prostudovani této kapitoly budete znat:
e Typy geometrickych nelinearit.
e Popis pohybu kontinua.
e Tenzory pretvoreni pro pripady nelinearnich dloh.

e Tenzory napéti pro pripady nelinearnich tloh.

4.1. Zakladni déleni geometrickych nelinearit

NV

doprovazeny velkymi pretvorenimi. Podle toho rozlisujeme dva rozdilné pripady geometrické
nelinearity:

e Velké posuvy (posuvy a rotace)

e Velka pretvoreni (deformace), vzdy zahrnuji velké posuvy

V obou pripadech se mlize material chovat linedrné ¢i nelinearné.

4.1.1. Velké posuvy

NV

kazuje velké posunuti popr. rotace, avsak pretvoreni (deformace) zustdvaji mala. V tomto
pripadé je kazdy objemovy element télesa jako celek podstatné posunut a natocen, avSak

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI
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jeho pfetvoreni jsou mal4 - infinitesimalni. P¥i popisu se tedy daji pouzit Cauchyho geome-
trické rovnice. Pri stanoveni podminek rovnovahy neni mozno pouzit ptvodnich rozmeéru
télesa.

4.1.2. Velka pretvoreni

V tomto piipadé k velkym posuvim a rotacim pristoupi i velké pretvoreni (deformace).
Pri odvozovani geometrickych vztahti pro pripad linedrni teorie pruznosti se predpokladé,
ze slozky tenzoru pretvoreni jsou malé (fadové le-3). Pak lze zanedbat kvadratické ¢leny
geometrickych vztaht a pouzivat inzenyrsky (infinitesimalni) tenzor pretvoreni (Cauchyho).
Hranici pouzitelnosti inZzenyrského tenzoru pretvoreni byva obvykle uvadéna hodnota pre-
tvoreni 1%, (tedy pretvoreni le-2). Formulace vyhovuje pro inzenyrskou analyzu soucasti
popt. konstrukei. V pripadech simulace tvareni, simulace deformace soucasti z pryze, plastu,
aj., mohou pretvoreni dosahnout i stovek procent. Nelinearni ¢leny pak nelze zanedbat a je

vvvvv

kterou geometrickou konfiguraci télesa povazujeme za zdkladni (vztaznou).

4.2. Popis pohybu kontinua

Pri popisu kontinua, které je podrobeno velkym posuviim a velkym pretvorenim, je treba
zkoumat pohyb kazdého bodu vii¢i nepohyblivému souradnému systému, a to v zavislosti
na case. Existuji dva zakladni pristupy k popisu kinematiky kontinua:

e Lagrangeuv (referen¢ni) popis,

e Eulertuv (prostorovy) popis.

@:
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dx

ds

da2

dx1

Obr. 4.1 K popisu pohybu kontinua
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4.2.1. Lagrangetiv popis

Lagrangetiv popis sleduje jednotlivé materidlové ¢astice pii jejich pohybu prostorem:

r; = :L'i(aj,t). (4.1)

Pri lagrangeovském popisu jsou nezavislé proménnymi velicinami poc¢atecni poloha a cas.
Referenc¢ni popis nabizi dvé varianty reSeni a to totalni Lagrangeovska formulace a aktu-
alizovana Lagrangeovskd formulace. V totalni lagrangeovské formulaci jsou vSechny
fyzikalni veli¢iny vztazeny k vychozi konfiguraci. Prostorové souradnice jsou funkcemi ma-
teridlovych souradnic. V aktualizované lagrangeovské formulaci je za referen¢ni pova-
zovana konfigurace na pocatku zatézovaciho prirustku.

4.2.2. Eulertv popis

Eulertv popis sleduje pohyb jednotlivych materidlovych c¢astic vyt¢enym bodem pro-
storu:

a; = ai(z;,t). (4.2)

Za nezavisle proménné se berou souradnice okamzitého stavu. Jinak feceno, v eulerov-
ském popisu jsou nezdvislé proménnymi okamzita poloha bodu (v case t) a ¢as t. Prevazné
se pouziva v mechanice tekutin (pohyb materidlu pres pevné zadany objem). V mechanice
téles je davana prednost popisu Lagrangeovskému. Eulerovsky popis nabyva na vyznamu pti
vysetfovani interakce konstrukce s prostredim (obtékani téles vzduchem, kapalinou, apod.).

@:
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4.3. Tenzory pretvoreni

Nebude zde probirano odvozeni vztahti pro jednotlivé druhy tenzoru pretvoreni, to je
zalezitosti specializovanych predméti, zde jsou uvedeny jen vysledky.
Greenuv tenzor pretvoreni v Lagrangeové popisu miize byt zapsan ve tvaru:

ik 2\ gay, da;  Oaj Oay,

(4.3)

@:
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Pro tento tenzor pretvorenni se vyskytuji i jiné nazvy, napr. Green-Lagrangetv, Green-St.Venantuv,

aj.

Dalsim tymem tenzoru pretvoreni, se kterym se setkdvime v mechanice kontinua, je
tzv. Almasiho tenzor pretvoreni, odpovidajicim Eulerové popisu pohybu kontinua. D4
se zapsat v nasledujicim tvaru:

1(%+%+ Ou; Ouy
2'0x,,  Ox;  Ox; 0xy’

Jsou-li v deformovaném télese malé posuvy a maléd pretvoreni, pak souciny parcialnich
derivaci ve vztazich Greenova tenzoru pretvoreni a ve vztazich pro Almasiho tenzor pretvo-
feni, jsou o fad mensi oproti prvnim dvéma ¢lentim v zavorkéch, a daji se proto zanedbat.
Oba vztahy tedy prejdou v dobre znamy Cauchyho tenzor pretvoreni pro malé posuvy
a mala pretvoreni.

5% = (4.4)

Takze pro popis pretvoreni existuje nékolik moznosti. Pripomenme jesté dalsi moznosti
a to popis pomoci inzenyrskych pretvoreni a dale pak i tzv. logaritmickou deformaci
(prirozené pomérné prodlouzeni definované vyrazem (pro 1D):

Obsah
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l
Ein = In %, (45)

kde [ je aktudlni délka vzorku, Iy je puvodni délka vzorku.

4.4. Tenzory napéti

V linearni teorii pruznosti jsou napéti pocitana ze vztahu, do kterého vstupuje sila pii-
sobici v deformovaném télese na plosku nedeformovaného télesa. V teorii velkych posuvii
a velkych pretvoreni se musi zmény geometrie télesa pri zatizeni brat v ivahu. Prvnim typem
tenzoru napéti je tzv. Cauchyho tenzor napéti, ktery je vztazen k okamzité sile a k oka-
mzité geometrické konfiguraci télesa. Cauchyho tenzor napéti se pridruzuje k Almasiho
tenzoru pretvoreni, nebot ten se téz vztahuje k okamzité konfiguraci télesa. Cauchyho ten-
zor odpovida skutecnym napétim v télese a pro mala pretvoreni vychazi, se zanedbatelnou
chybou, stejny jako tenzor tzv. inZenyrského napéti, zavedeny v linedrni pruznosti.

Ke Greenovu tenzoru pretvoreni, viz rovnice 4.3, se d4 obdobné pridruzit vhodny napé-
tovy tenzor. V tomto piipadé se jednda o tzv. Lagrangetv ¢i 1. Piollav tenzor napéti.
Tento tenzor ma vsak jednu nepfijemnou vlastnost a to, ze je nesymetricky. Z tohoto di-
vodu se Lagrangeuv (1. Pioluv) tenzor napéti v praxi skoro nepouzivid. Namisto toho se
pouziva symetricky 2. Piola - Kirchhoffav tenzor napéti. Druhy Piola - Kirchhoffav
tenzor napéti je pomocnd veli¢ina, kterd nemé piimy fyzikalni vyznam. Pii jeho definici
se vyuziva fiktivni elementarni sila, kterd je vztazend ke konfiguraci télesa pred deformaci.
Tento tenzor je vsak vhodny néstroj pro vypocty nelinedrnich tloh v mechanice kontinua

@:
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s uvazovanim velkych posuvi a pretvoreni. Dilezitou vlastnosti 2. Piolova - Kirchhoffova .
N v 0 v 0 0 0 , o v o ’ v . s “ 9sTRANY, 7
tenzoru napéti je, ze jeho slozky jsou invariantni vii¢i posuviim a rotacim télesa jako tuhého ) 7S
/0"4- ““\‘\

celku.

ZAPADOCESKA

Pro posouzeni napjatosti a pevnosti ve sledovaném objemu je tieba pracovat s Cau- >
UNIVERZITA

chyho tenzorem napéti. Mezi jednotlivymi tenzory napéti existuji vztahy, pomoci kterych
jdou jednotlivé tenzory mezi sebou prepocitat.

V PLZNI

A4

Dalsi informace ohledné problematiky kapitoly lze nalézt v [12], [15], [10], [L1], a [13].
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Pojmy k zapamatovani

“ IsTRAVY, 7
. 7 . . 7 7’ ~ v e X
— geometricka nelinearita - velké posuvy, velka pretvoreni xS
— Lagrangetv a Eulertiv popis pohybu kontinua
— Cauchyho tenzor napéti, 1. Pioliv tenzor napéti, 2. Piola-Kirchhoffiv tenzor p ZAeavocescs
UNIVERZITA

napéti v PLZNI

— Greenuv tenzor pretvoreni, Almasiho tenzor pretvoreni
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v en

Kontrolni otazky

. Charakterizujte pojem geometricka nelinearita - velké posuvy.

. Charakterizujte pojem geometricka nelinearita - velka pretvoreni.

1
2
3. Jaky je rozdil mezi Lagrangeovym a Eulerovym popisem kontinua.
4. Jaké znate tenzory napéti?

5

. Jaké znate tenzory pretvoreni?

1849
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Obr. 4.2 Zadani k prikladtm

A
Y

Priklady k procviceni

1. Na 4.2 je zobrazen prizmaticky vetknuty nosnik, zatizeny na konci osamélym momentem M.
Geometrie nosniku je popsana jeho délkou L, momentem setrvacnosti J. Materiél je charakteri-
zovan hodnotou modulu pruznosti E. Urdete prihyb nosniku (analyticky) pii uvazovani malych
posuvu a pretvoreni.

2. Reste prithyb nosniku z predchoziho piikladu, ale uvazujte vliv velkych posunuti. Piedpokla-
dejme, ze material se chova linearné.

3. Namodelujte ve vhodném konec¢no-prvkovém programu piedchozi piipad nelinedrniho chovani
nosniku a ziskané vysledky porovnejte s predchozim analytickym fesenim.
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Kli¢ k prikladiim k procvicéeni

1. Lineérni teorie nosnikt déva néasledujici vysledky pro vodorovny posuv u a svisly posuv w volného
konce prutu:

2. Vodorovny posuv w a svisly posuv w volného konce prutu lze vyjadrit nasleujicimi vztahy:

r

u .
Z—l—zsm?7
w T L
Z—_1—-—"0N= -
L_ML
r EJ’

kde r predstavuje kiivost.
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Interaktivni test

Odpovézte na otazky v tomto testu. Test musite spustit kliknutim na tlacitko, poté
vypliite odpovédi a ukoncete test.

1. Geometrickou nelinearitu typu velké posuvy je nejlépe popsand néasledovné. Vyberte spravnou
odpovéd.
(a) Posuvy jsou velké, pretvoreni jsou mald a nenf proto mozno pouzit Cauchyho geometrické
rovnice.

(b) Posuvy jsou velké, pretvoreni jsou velkd a je moZno pouZit pro popis Cauchyho geometrické
rovnice.

(¢) Posuvy jsou velké, pfetvoreni jsou mald a je mozno pouzit Cauchyho geometrické rovnice.

(d) Posuvy jsou malé, pretvofen{ jsou mald a je proto mozno pouzit Cauchyho geometrické
rovnice.

2. Geometrickou nelinearitu typu velka pretvoreni lze popsat nasledovné. Vyberte sprdavnou odpo-
véd.
(a) Posuvy jsou malé, pfetvoreni jsou velkd a neni proto mozno pouzit Cauchyho geometrické
rovnice.

(b) Posuvy jsou velké, pretvofeni rovnéz a neni proto mozno pouzit Cauchyho geometrické
rovnice.

(c) Posuvy jsou velké, pfetvoreni jsou velka a je mozno pouzit Cauchyho geometrické rovnice.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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3. O jaky typ pohybu popisu kontinua se jednéa: Nezdvislymi proménnymi velicinami jsou pocdtecni \ @ =
poloha a cas. Vyberte sprdavnou odpoved. & 5
>

(a) Lagrangeuv popis

(b) Lagrangeuv-Eulerav popis
D ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA

(c) Euleruv popis

V PLZNI

4. Ktery typ tenzoru napéti je pro inzenyrské tlohy (tedy pro design soucdsti a jeji kontrolu)

vvvvv

(a) 1. Piolltiv tenzor napéti.

(

b)
(¢) Cauchyho tenzor napéti.
(d)

5. Pro popis pretvoreni je mozno vyuzit Cauchyho, Green-Lagrangetiv nebo Almasiho tenzor pre-
tvoreni. Je mozné aby tyto tenzory splynuly? Vyberte sprdvnou odpovéd.

2. Piollav tenzor napéti.

Almasiho tenzor napéti.

(a) Ne, neni to mozné.

(b) Ano v pripadé malych posuvi a deformaci budou vsechny tenzory shodné.
(c) Ne, pouze Cauchyho tenzor a Green-Lagrangetv si mohou byt ekvivalentni.
(d)

d) Ano, ale pouze Cauchyho a Almasiho tenzor mtze v pripadé malych posuvi a deformaci
splynout.

6. V totalni Lagrangeovské formulaci jsou vsechny fyzikalni veli¢iny vztazeny k ... Vyberte sprdvnou
odpoveéd.
(a) K vychozi konfiguraci.
(b) K stavu na pocatku zatézovaciho piirustku.
(¢) K stavu na konci zatéZovaciho prirastku.
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7. Logaritmickd deformace je definovana nésledujicim vyrazem. Vyberte sprdvnou odpovéd.

(a) Ein = In lJll
(b) e1n = In(l — Io)

—1n Lt
(C) € = In lo ZAPADOCESKA
P univerzima
V PLZNI

Pocet spravnych odpovedi:

Procento tspésnosti:

Vyznaceni oprav do testu:
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Kapitola 5 D
Materialové nelinearity

Pruvodce studiem

Materidlova nelinearita je charakterizovana skutecnosti, Ze chovani materidlu je popsdno
nelinedrnimi vztahy napéti versus pretvoreni. Jde-li pfitom o malé posuvy a mala pretvoreni,
hovorfime o pouhé materialové nelinearité.
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Po prostudovani této kapitoly budete znat: RorasS

e Zakladni typy materidlovych modeli.
e Typy modelu pro elastické materidly. D p ZhraoocEsch

V PLZNI

e Popis vhodny pro nelinearné-elastické chovani materidli.
e Informace o viskoelastickém chovani.

e Popis elasto-plastického chovani materidli, popis jak v ¢asové nezavislé tak v ca-
sove zavislé oblasti.

e Specialni typy materiala.
5.1. Elastické materialové modely

V této kapitole budou zopakovany a rozsiteny poznatky tykajici se elastickych materia-
lovych model.

5.1.1. Linearni elastické modely
5.1.1.1. Linearni elasticky izotropni model materialu

Linearni elasticky model materidlu je zakladni a nejjednodussi materidlovy model
pri napétové deformacni analyze pruznych téles. Materidlovy model se ¥idi Hookovym za-
konem, tzn. napéti je linedrné proporciondlni pretvoreni (deformaci). Takovyto materidlovy
model je pouzitelny napr. pro modelovani kova v oblasti elastického chovani. Pro zakladni
definici tohoto materidlového modelu je potfeba zadat dva zakladni materidlové parametry
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- modul pruznosti v tahu E a Poissonovo ¢islo pu. Nicméné pro vyhodnoceni je nutno znét
i hodnotu meze kluzu pouzitého materialu.

5.1.1.2. Linearni elasticky ortotropni model

Lineéarni elasticky ortotropni model materidlu se také ridi Hookovym zakonem, dovoluje
vsak zadat rizné hodnoty materidlovych vlastnosti ve dvou smérech. Pro popis linearniho
isotropniho modelu stacily k popisu dvé zdkladni materidlové vlastnosti - modul pruznosti
v tahu a poissonovo ¢islo. Pro popis ortotropniho modelu je potfeba zadat celkem 9 elas-
tickych konstant. Jednd se o moduly pruznosti ve tfech smérech F,, E,, F., tii Poissonovy
cisla ppy, fyz, pze a tTi smykové moduly Guy, Gyz, Gz

Pri pouziti tohoto modelu je nutno navic znat mez kluzu ve vSech smérech, tak aby bylo
mozno posoudit, zda se pohybujeme ve vymezené oblasti. Takovyto material je vhodny pro
modelovani materidlu typu drevo, kosti, nékterych typi kompozitnich materidli. DalSim
typickym pripadem je tenky valcovany plech.

5.1.1.3. Linearné elasticky anizotropni model

Na rozdil od predchozich dvou modelu (izotropniho a ortotropniho) anizotropni model nemé
zédnou rovinu materidlové symetrie. Pro definici linedrniho elastického anizotropniho mate-
ridlového modelu potfebujeme 36 nezavislych materidlovych konstant. Casto vsak je matice
symetrickd, tzn. ze staci zadat pouze 21 materidlovych konstant. Rozsiteni predchoziho ma-
terialového modelu do tfi sméra. Takovyto materidlovy model je vhodny pro modelovani
vysoce anizotropnich materialu.
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5.1.2. Nelinearni elastické materidlové modely (hyperelastické)

Nelinearni elastické materidlové modely jsou vhodné pro popis chovani pryzi, pén, plasti
a biomaterial. Tyto materidly jsou schopny velkych vratnych deformaci. Vztah mezi napé-
tim a deformaci je velmi nelinearni. Klasickym prikladem je pryz, kterd mé obecné nésle-
dujici vlastnosti:

e velké deformace (az 500 %),

e vztah mezi napétim a deformaci je silné nelinearni,

e specifické tlumici vlastnosti,

e chovani je casové a teplotné zavislé,

e je nestlacitelna (tj. objem se neméni (vyznamné) se vzristajicim napétim).

P1i popisu materidlovych model pro hyperelastické materidly se vychazi z funkce hus-
toty deformacni energie (strain energy density function) W. Derivaci této funkce dle defor-
maci se ziskd napéti. Vétsinou se pri definici této funkce vyuzivaji deformacni invarianty
(strain invariants), které jsou definovany na zakladé tfech protazeni (stretch ratios) A .
Deformacni invarianty jsou definovany nasledovneé:

=2+ + )3,

I = A2 + X202 + A2)2, (5.1)
Iy = A202)2

(5.2)
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Déle A je definovana nasledné:

L
=1,
kde L deformovana délka vzorku, Lg je originalni délka vzorku.
Jestlize je materidl perfektné (iplné) nestlacitelny (vSechny pryze jsou témér nestlaci-
telné) plati, ze I3 = 0.

A (5.3)

Chovani hyperplastickych materialt je velice odlisné a komplikovanéjsi nez chovani ko-
vovych materidlu. Hyperelastické materidly vykazuji rozdilné chovani pri riuznych typech
zatézovani jako je tah, tlak a smyk. Pro ziskdni materialovych konstant by proto mély
byt dostupné data z riznych materidlovych testi. Standardné se jedna o tyto materialové
experimenty: jednoosy tah, smyk, dovojosd napjatost (tahovd).

5.1.2.1. Neo-Hookeovsky model

Nejjednodussi model pro hyperplasticky material je Neo-Hookovsky model. Potencialova
funkce W je definovana nasledné:

K 2

chlO(Il —3)+5(J—1) (54)

kde Cig je konstanta, definovana jako polovina pocateéniho smykového modulu, K je
pocateéni objemovy modul, J je pomér mezi deformovanym objemem a ptivodnim objemem.
Jestlize je material nestlacitelny pak J = 1 a muzeme rovnici 5.4 prepsat do tvaru:

W = Cyo(I1 - 3). (5.5)
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Tento model déva dobré vysledky s experimentem do 40% deformace v tahu a do 90%
deformace pri Cistém smyku. Pokud se predpoklddaji (dosahuji) deformace vyssi je tento
model nepouzitelny a je nutno pouzit modely jiné.

5.1.2.2. Mooney-Rivlingtiv model

Mooney-Rivlingiiv model je rozsitenim Neo-Hookeovského modelu a existuje nékolik
forem tohoto modelu, lisicich se poctem pouzitych parametri. Volbou vhodného poctu
parametru lze dobre prolozit ziskana experimentalni data a tim dokonale popsat chovani
materidlového modelu. Je dobrou praktikou zacit s modelem vyuzivajicim dva parametry
a zvysovat pocet parametrii. Nejjednodussi forma Mooney-Rivlingova modelu je:

W = Cro(h — )+ Con(Ta = 8) + (7 ~ 1)% (56)

kde konstanty C'g a Cy lze ziskat prolozenim dat z experimentalné ziskané k¥ivky mezi
napétim a deformaci. Tento model vykazuje dobré vysledky do 100% deformace v piipadé
tahového zatizeni a 30% deformace v pripadé tlakového zatizeni. Vyuzitim modeld s vys$Sim
stupném polynomu vede k lepsim vysledktm.

5.1.2.3. Yeohuv model

Yeohtiv model se lisi od predchozich polynomidlnich modelti, protoze je zavisly pouze na
1. Z tohoto divodu muzeme ziskat materidlové konstanty pouze z jednoosé tahové zkousky
a tim redukovat naklady na ostatnich materidlové testy. Bohuzel tento materialovy model
nevykazuje dobré vysledky v oblasti malych deformaci.
Stejné tak jako predchozi Mooney-Rivlingtiv model se tento model vyskytuje v nékolika
variacich. Obecné muze byt popsan nasledujici rovnici:

o
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N N
. 1
W=> Coli-3)'+) d—k(J —1)%, (5.7)
i=1 k=1

kde Cjp a dj jsou materialové konstanty. Parametr dj lze ziskat z pocatecniho objemo-
vého modulu K = 2/d;. Pozn.: Kdyz N = 1 prejde tento model v Neo-Hookovsky model,
viz vyse.

5.1.2.4. Ogdeniv model

Tento materidlovy model vykazuje velmi dobrou schodu s experimentalné ziskanymi
daty v oblasti velkych deformaci. Aplikovatelnost tohoto materidlového modelu je az do
hodnoty 700% deformace. Rovnice mé néasledujici tvar:

N N
Mi (73 (7} [e7) 1 2k
W= SU(AF + A3 + A3 —3)+Zd—(J—1) : (5.8)
— k
i=1 k=1
Parametr o umoznuje definovat zpeviovani ¢i zmékcovani materidlu v zavislosti na de-
formaci. Jestlize je parametr mensi nez 2, materidl bude zmékcéovat pti zvétsovani deformace.

Naopak pri velikosti parametru « vétsi nez 2 dojde ke zpeviiovani materidlu.

5.1.2.5. Dalsi materialové modely

Existujii dalsi modely pro modelovani hyperplastického chovani materiali.Model Arruda-

-Boyce je rozsitenim Yeohova modelu tak, aby byl platny ve vsech tirovnich deformaci, tedy
i v oblasti malych deformaci, kde predchozi model selhdvi. Obdobné Gentav model (The
Gent Model) je také vhodny jak pro modelovani malych tak velkych deformaci.

o
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Pro modelovani hyperplastickych materidla, které vykazuji stlacitelné chovani a dochazi
u nich k velkym objemovym zméndm, napt. pény, je vhodné pouzit jiné materidlové modely.
Jmenujme napiiklad The Blatz-Ko model, The Ogden compressible Foam Model,
aj.

@:
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5.1.3. Viskoelastické materialy

Viskoelastické materidly jsou takové, které vykazuji jak elastické, tj. vratné deformace,
jednak viskozni, tj. nevratné, c¢asové zavislé deformace. V pripadé, ze je aplikovano zatizend,
elastickd deformace zustava konstantni a vizkozni deformace se méni s ¢asem. Rychlost
deformace se méni s ¢asem, toto chovani je zndmo pod nidzvem teceni (creep).

Jestlize je material zatizen konstantni deformaci, napéti v télese s casem klesa. Tento Obsah
jev se nazyva relaxace napéti.

100. strana ze 221
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Pri cyklickém zatézovani dochézi ve viskoelastickém materidlu k disipaci energie, naroz-
dil od elastického materialu. Vytvari se tedy hysterezni smycka mezi pretvorenim a napétim.

d
i

Z duvodu creepu, relaxace napéti a hystereze (vSe je zavislé na teploté) je modelovani
takovéhoto chovani pomérné komplexni problém.

Viskoelastické modely se hodi naptiklad k modelovani nékterych pryzi, plasti a syn-
tetickych polymera. Dalsi skupinou je modelovani skla a skelnych materidli. Takovymito
modely je také mozno modelovat, s dostate¢nou presnosti, i nékteré zivé tkané, aj.
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Existuje velké mnozstvi modelt pro popis vyse zminéného chovani. Jmenujme naptiklad
Maxwelliv model, Kelvin - Voight, aj.

5.1.3.1. Maxwelltv visko-elasticky model

Z pohledu mechanické analogie je mozno si chovani materidlu, dle tohoto modelu, pred-
stavit jako sériové zapojeni pruziny (predstavuje elastické chovéni) a tlumice (predstavuje
visk6zni ¢ast deformace). Maxwelliv model muze byt matematicky reprezentovan nasledu-
jici rovnici:

de de de o 1ldo
acy _ ded s (5.9)
dt dt dt n Edt

kde e, predstavuje deformaci vztazenou k elastické ¢asti, tj. ¢ast predstavovand pruzinou,
€4 predstavuje viskozni ¢ast, tj. tlumic, F je tuhost materidlu predstavovand modulem
pruznosti a n je viskozita materialu.

5.1.3.2. Kelvin-Voight viskoelasticky materidlovy model

7 pohledti mechanické analogie je mozno si chovani materialu, dle tohoto modelu, pred-
stavit jako paralelni zapojeni pruziny (predstavuje elastické chovani) a tlumice (predstavuje
viskdzni ¢ast deformace). Model muze byt matematicky reprezentovan nasledujici rovnici:

de(t)

o(t) = Ee(t) + N (5.10)

vvvvv
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5.2. Elasticko-plastické chovani materialda

Prekroci-li napéti hodnotu meze pruznosti (meze imeérnosti) v materidlu zaéne vznikat
trvald (nevratnd) deformace, kterd nevymizi po odlehéeni zatézované soucdsti a projevi se
jako trvald zména tvaru télesa. Vztah mezi napétim a deformaci se stava nelinedrni.

P1i Teseni elasto-plastické tlohy je nutné uvazovat historii zatézovani. V nékterych pri-
padech lze zanedbat vliv rychlosti deformace. V tomto pripadé se uvazuje, ze plasticka
deformace je nezavisla na rychlosti, pfi jaké dochézi k deformaci. Naproti tomu casové
zéavislé modely zahrnuji v sobé vliv rychlosti deformace. Pokud je vyuzit takovyto model
materialu a zatiZzeni je pomalé, soucast se zdeformuje jinak nez pri aplikaci stejného za-
tizeni vyssi rychlosti. Proto je nutné pred pouzitim jakéhokoliv modelu spravné pochopit
zkoumany problém a spravné zvolit, zda je nutno do vypoctu zavést model s uvazovanim
rychlosti deformace ¢i ne.

5.2.1. Casové nezavislé elasticko-plastické chovéni

Pro numerické feseni v plasticité se nejéastéji pouziva casové nezavisla inkrementalni
teorie (rate-independent plasticity). Vychazi se z poznatku zjisténych u namahani pfi jed-
noosém napétovém stavu, kdy se celkovd deformace skladd z elastické a plastické slozky.
Napjatost v bodé télesa se prevadi (stejné jako v pruzné oblasti) na ekvivalentni napéti.

Napjatost v bodé télesa lze zndzornit v prostoru hlavnich napéti jako vektor {c'}. S na-
rustajicim zatizenim se pohybuje koncovy bod tohoto vektoru po kfivce zvand draha zaté-
zovani. Hranice mezi pruznym a plastickym stavem je v prostoru hlavnich napéti vymezena
plochou plasticity, popsana skalarni funkci - podminkou plasticity.
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Pro idealné plasticky material zistava plocha plasticity neménna. Kovové materialy pri
monoténnim zatézovani vykazuji zpevnéni, proto se v podmince plasticity zadavaji dalsi
veliciny, tzv. vnitfni proménné, které umoznuji zménu velikosti a polohy plochy plasticity,
¢imz lze modelovat zpevnéni. Rozlisuji se t¥i druhy zpevnéni:

e izotropni,

kinematické,
e kombinované.

Izotropni zpevnéni. Pri izotropnim zpevnéni se méni pouze velikost plochy plasticity
("nafukovani"). Velikost plochy plasticity je ddna polomérem Y. V podmince plasticity:

f=flo)=Y =0. (5.11)

Isotropni zpevnéni je vhodné pouzivat na modelovani monoténnich déji napt. kovani,
tazeni, aj. Chovani kovovych material pri cyklickém naméhani nelze spravné popsat izot-
ropnim zpevnénim (nelze zachytit tzv. Bauschingeruv efekt). Kinematické zpevnéni. Pri
kinematickém zpevnéni se méni pouze poloha plochy plasticity. Plocha plasticity:

f=flc—a)—oy=0. (5.12)

Kinematické zpevnéni je vhodné pro modelovani chovani pri zatizeni a odtizeni soucasti,
poptipadé pro modelovani zatizeni cyklického charakteru. Nicméné pii cyklickém zatizeni
nezachyti tento model cyklické zpevnéni ¢i zmékéeni. Také ho neni vhodné pouzivat pri
simulaci velkych monoténnich deformaci jako napf. jiz zminéné tvateni.
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Obr. 5.1 Izotropni zpevnéni
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Obr. 5.2 Kinematické zpevnéni
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f=flc—a)=-Y =0. (5.13)

Kombinované zpevnéni. Tento zpisob zpevnéni kombinuje oba predchozi postupy.
Obsahuje jednak izotropni ¢dst zpevnéni (plocha plasticity se "nafukuje"), jednak kinematic-
kou slozku zpevnéni (plocha plasticity se posouvd). Kombinovany model zpevnéni zachyti
cyklické zpevnéni a zmékceni pri cyklickém zatizeni. Kombinované modely zpevnéni jsou
taky schopny zachytit cyklické teceni (ratcheting).

Existuje mnoho modelt zpevnéni. Jednotlivé teorie v inkrementalni plasticité se nej-
castéji lisi pouze v Fidici rovnici pro zménu kinematického tenzoru a a (nebo) izotropni
proménné Y. Takto ziskané specidlni pripady zpevnéni se obvykle nazyvaji modely zpev-
néni. Obecné se modely zpevnéni déli na:

e Vicevrstvé modely (multilayer, overlay) - Besseling a dalsi.
e Modely s vice plochami plasticity (multisurface) - napt. Mroz.
e Modely s dvémi plochami plasticity, napr. Dafalias-Popov.

e Modely zaloZené na diferencilnich rovnicich - Prager, Armstrong-Frederic, Chaboche,
Ohno-Wang, Jiang-Sehitoglu, atd.

5.2.2. Casové zavislé elasticko-plastické chovani

Jak jiz bylo zminéno vyse, je mozno v nékterych pripadech zanedbat rychlost deformace
pri aplikaci materidlového modelu. V ptipadech kdy to neni mozno, je nutné zvolit spravny
materidlovy model, ktery zahrnuje vliv rychlosti deformace.
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Cowper-Symonds

Tento materidlovy model umoznuje definovat mez kluzu pro izotropni deformacni zpev-
néni v zavislosti na rychlosti deformace. Vysledna mez kluzu je definovana takto:
€.1
o =oy[l+(5)7], (5.14)

kde ¢ je rychlost deformace, oy je mez kluzu zjisténa pri tahové zkousce za normalni

rychlosti, C, P jsou Cowper-Symondsovy konstanty.
Johnson-Cook

Tento materidlovy model plasticity je zavisly jednak na rychlosti deformace a jednak na
teploté. Model se nejlépe hodi pro pripady, kdy se velikost deformace lisi ve velkém rozsahu
a zmény teploty zptisobené plastickou deformaci mutzou zptsobit zméknuti materidlu. Je
popsan rovnici:

oy = [A+ Bel][1 + Clnel][1 - TF, (5.15)

kde ¢, je efektivni plastickd deformace, £, je normalizovana efektivni plastickd rychlost
deformace, T tzv. homogenni teplota. A, B, C,n a m jsou materidlové konstanty.
Existuje mnoho dalsich materidlovych modelt zahrnujicich citlivost na rychlost deformace,
napr. Perzyna, Pierce, Steinberg aj.

5.3. Dalsi materialové modely

Existuji i dalsi materidlové modely urcené pro specialni skupiny materiali. Jmenujme
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alespon nékteré: pamétové kovy, tésnéni, creepové modely, pény, airbagy, laminaty, aj. . l. o7
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Dalsi informace ohledné problematiky kapitoly lze nalézt v [15], [10], [L1], [14] a [13].
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Pojmy k zapamatovani

— linedrné elastické chovani
— nelinedrné elastické chovani (hyperelastické)
— viskoelastické chovani

— elasticko-plastické chovani
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AZIRINA
Kontrolni otazk
y T7
1. Definujte linedrné elastické chovani materiala. Jaké znéate typy modeld? oS

2. Co znamena nelinearné elastické chovani materiala. Jaké znate typy modelt?

3. Co znamena pojem viskoelastické chovani? Jaké znate materidlové modely pro tento 2APADOCESKA
UNIVERZITA
typ chovani?

V PLZNI

4. Jaky je rozdil mezi elasto-plastickym ¢asové nezdvislym chovanim (plasticita) a ca-
sové zavislym chovanim?

5. Definujte pojmy izotropni, kinematické a kombinované zpevnéni. Kdy jsou jednotlivé
modely pouzitelné.

6. Jaké existuji dalsi modely materidlového chovani?
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Obr. 5.3 Zadani k prikladu

Priklady k procviceni

1. Zkusebni vzorek, viz obrazek 5.3, byl zatézovan tahovou osovou silou az do poruseni. Z vysledku
experimentu byla ziskdna konstituéni rovnice (Swiftova aproximace konstituéni rovnice) o =
= C(eg + €)™ s témito parametry C = 705M Pa, m = 0.171, g = 10e — 6, modul pruznosti
v tahu £ = 210000M Pa, Poissonovo ¢islo p = 0.3. Ve vhodném konecno-prvkovém programu
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ] 11 12 | 13
FkN] 16.7 | 19.8 | 21.3 | 24.4 | 284 | 30.5 | 31.9 | 324 |32.3|31.4|31.0] 30.0|29.0
AL [mm]| | 0.034 | 0.052 | 0.062 | 0.18 | 0.41 | 0.64 | 0.87 | 1.13 | 1.38]1.52| 1.57 | 1.63 | 1.67

vytvorte model a simulujte tahovou zkousku.

Obr. 5.4 Experimentalni data
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Kli¢ k prikladiim k procvicéeni

“ IsTRaVS, 7
1. Vysledky feseni MKP porovnejte s vysledkem experimentu. Vysledky experimentu jsou zobra- “'4'/4.“ 4 “\&”
zeny v obrazku 5.4.
[l b
V PLZNI
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Interaktivni test
ey
% &
Odpovézte na otdazky v tomto testu. Test musite spustit kliknutim na tlacitko, poté s>
vypliite odpovédi a ukoncete test.
1. Kolik je nutno zadat materidlovych konstant pii pouziti linearniho elastického izotropniho ma- p Zirasocesta
teridlového modelu. Vyberte sprdvnou odpovéd. Ve

(a) T¥i parametry - modul pruznosti v tahu, smykovy modul pruznosti a Poissonovo éislo.

(b) Devét parametrii - moduly pruznosti ve tfech smérech, Poissonova éisla ve tfech smérech
a smykové moduly ve tfech smérech.

(¢) Dva parametry - modul pruznosti, a Poissonovo ¢islo.
(d) Celkem 36 nezdvislych materidlovych konstant.
(e) Celkem 21 nezavislych materidlovych konstant.

2. Kolik je nutno zadat materidlovych konstant pri pouziti linedrniho elastického ortotropniho
materidlového modelu. Vyberte sprdavnou odpoved.

(a) T¥i parametry - modul pruznosti v tahu, smykovy modul pruznosti a Poissonovo éislo.

(b) Devét parametrti - moduly pruznosti ve tfech smérech, Poissonova ¢isla ve tfech smérech
a smykové moduly ve tfech smérech.

(¢) Dva parametry - modul pruznosti, a Poissonovo ¢islo.
(d) Celkem 36 nezdvislych materidlovych konstant.
(e) Celkem 21 nezavislych materidlovych konstant.
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3. Kolik je nutno zadat materidlovych konstant pii pouziti linearniho elastického anizotropniho

5

materidlového modelu. Vyberte sprdvnou odpoved.

(a) T¥i parametry - modul pruznosti v tahu, smykovy modul pruznosti a Poissonovo éislo.

(b) Devét parametrt - moduly pruznosti ve tfech smérech, Poissonova ¢isla ve tfech smérech
a smykové moduly ve tfech smérech.

(¢) Dva parametry - modul pruznosti, a Poissonovo ¢islo.
(d) Celkem 36 nezavislych materidlovych konstant.
(e) Celkem 21 nezévislych materidlovych konstant.

. Nejjednodussi model hyperelastického materialu je Neo-Hookovsky model. Do jaké hodnoty

deformace je pouzitelny, tj. poskytuje dobré vysledky. Vyberte sprdvnou odpovéd.

(a) Deformace v tahu do 100%.
(b) Deformace v tahu do 700%.
(c) Deformace v tahu do 40%.

. Yeohuv model hyperelastického materialu se lisi od ostatnich probiranych tim, ze .... Vyberte

spravnou odpoved.

(a) Je zavisly pouze na I2.
(b) Je zavisly pouze na Il a I2.
(¢) Je zavisly pouze na I1.
(d) Je zavisly pouze na I3.

ZAPADOCESKA
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6. Jak je definovan viskoelasticky materidl. Vyberte sprdvnou odpovéd. v @ o7
= g
p o a . . 4aglA d LA 5 2 ol 2 >
(a) Materidl vykazuje jednak nevratné deformace ¢asové nezavislé, jednak vizkézni Casové za- 2 >
vislé deformace.
(b) Materidl vykazuje vizk6ézn{ ¢asové zdvislé deformace.
.z A 4, v v s+ 12 s . 7 sy v s 12z ZAPADOCESKA
(¢) Materidl vykazuje jednak vratné deformace casové nezavislé, jednak vizkézni asové zavislé P univerzita
V PLZNI
deformace.

7. Pri modelovani plastického chovani se vyskytuji rtizné druhy zpevnéni. Jaky typ zpevnéni je
vhodny pro modelovani monoténnich déji. Vyberte spravnou odpovéd.

(a) Izotropni.
(b) Kinematické.

8. Kterym typem zpevnéni nelze zachytit tzv. Bauschingeruv efekt. Vyberte spravnou odpovéd.
(a) Kombinovanym zpevnénim.

(b) Izotropnim zpevnénim.
(¢) Kinematickym zpevnénim.

Pocet spravnych odpovedi:
Procento tspésnosti:

Vyznaceni oprav do testu:
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Ddlezitou casti mechaniky téles je problematika kontaktu téles. Ke kontaktu mize dojit mezi vice
télesy nebo miiZe do kontaktu vstoupit pouze jedno téleso. V oblasti kontaktu dochazi k tvorbé
kontaktni plochy a velkym koncentracim napéti. Kontaktni plochou se prenasi sily a tyto jednak
vytvéreji normalovou tlakovou slozku napéti, jednak smykovou slozku (v pfipadé pFitomnosti
tfeni). Tento fakt miZe vést k inicializaci trhliny a k tnavovému poskozeni.

Kontaktni problém se da chapat jako casové proménna okrajova podminka. Velikost kontaktni
plochy se béhem vypoltu méni, miiZe vznikat nebo zanikat. Problém kontaktu je z tohoto
divodu silné nelinearni.

d
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Cile
Po prostudovani této kapitoly budete znat:
e Zakladni typy kontaktti.
e Zakladni algoritmy feseni kontaktniho problému.
e Vyhody a nevyhody pokutového ptistupu k feseni problému.
e Vyhody a nevyhody metody Lagrangeovych multiplikatort.

6.1. Uvod

V mnoha tlohach je mozno najit ptripad, kdy ¢ast hranice jednoho télesa vstupuje do
kontaktu s jinou c¢asti svoji hranice nebo dochazi ke kontaktu s jinym nebo jinymi télesy.
Takovyto piipad se nazyva kontaktni tloha (kontaktni problém). Kontaktni problém je
velmi nelinearni problém, protoze pred kontaktem na hranici neexistuje zadna kinematicka
podminka (pouze silova a ta je ¢asto nulovd), ale béhem kontaktu zde existuje kinematicka
vazba, kterd zabrani penetraci (pronikani) kontaktnich hranic (ploch) skrze sebe.

Heinrich Rudolf Hertz byl prvni, kdo formuloval a fesil problematiku kontaktu. Jeho
prace publikovana v roce 1882 se zabyvala kontaktem elastickych téles bez uvazovani treni
mezi télesy v kontaktu. Byl nasledovan dalsimi autory, kteri rozsitili a doplnili danou pro-
blematiku. Jednalo se o analytické postupy reseni problematiky kontaktu. S rozvojem nu-
merickych metod mechaniky téles byly navrzeny dalsi numerické postupy pro reseni dané
problematiky.

o
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Rozdélit kontaktni problém muzeme z nékolika hledisek. Z pohledu studia kontaktu se
nejcastéji kontakt déli na dvé zakladni skupiny:

e kontakt bez treni,
e kontakt s tfenim.

Jestlize vstoupi do kontaktu dvé kontaktni plochy, v ptfipadé kontaktu bez treni ,
prendsi se mezi sty¢nymi plochami pouze normalové slozky sily. Kontaktni povrchy se mo-
hou vzdjemné oddélit, ale nemohou penetrovat. Smykova slozka sil je nulova. Praktickym
prikladem vyuziti tohoto typu kontaktu je napr. kontakt mezi dobfe mazanymi povrchy.
Kontakt se tfenim naopak zahrnuje i pfitomnost smykovych slozek napéti.

Jiny typ déleni kontaktu je dle typu kontaktnich téles.
e deformovatelné a deformovatelné téleso,
e deformovatelné a tuhé téleso.

Kontakt mezi deformovatelnym télesem, které je v kontaktu s deformovatelnym télesem.
Toto je obecny typ kontaktu mezi dvéma ptiblizné stejné tuhymi télesy. V nékterych pripa-
dech, kdy jedno téleso ma vyraznéjsi tuhost nez druhé, je vyhodnéjsi definovat jedno téleso
jako deformovatelné a druhé jako absolutné tuhé. Piikladem, kdy lze vyuzit takovouto de-
finici kontaktu, je napriklad simulace tvareni.

o

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

118. strana ze 221

5
"l

Zavrit dokument

I Cels obrazovka/Okno




Kontakt 119

6.2. Kontakt a metoda konecnych prvkua
Pri reseni kontaktniho problému je nutné:
e Nejprve identifikovat, které body na hranici vchézeji v kontakt.
e Za druhé je nutno zajistit podminku nepronikéni hranic.

Na hranici kontaktnich téles miizou vzniknout, jak bylo zminéno vyse, dva zakladni typy
kontaktu, a to kontakt bez treni nebo kontakt se trenim. Nejjednodussi model pro treni je
model Coulombuiv, ktery je mozno zapsat ve tvaru:

Ips| < flpal, (6.1)

kde f je soucinitel tfeni, p, je hodnota normélové sily (tlaku) a ps je tangencidlni slozka
sily (tlaku). Pfi kontaktu se tfenim mohou nastat dva pripady. Jestlize je velikost ps mensi
nez limitni hodnota, nedochazi k zadnému tangencidlnimu posuvu, povrchy jsou k sobé
"slepeny" (angl. stick). V opa¢ném pripadé dochdzi k posuvu ploch a generuje se treci sila
o velikosti zjistitelné ze vzorce 6.1.

P1i modelovani kontaktti pomoci metody konec¢nych prvka vyvstavaji urcité problémy.
Prvni problém se vyskytuje z diivodu diskretizace hranice. Z tohoto divodu neni mozno
definovat pro vsechny body hranice, protoze diskretizovand hranice neni hladka.

Dalsim problémem na hranici tvorené konecnymi prvky je nepiesnd reprezentace normal
mezi jednotlivymi kontaktnimi plochami. V konec¢no-prvkovych programech se vétsinou lze
setkat se dvéma zakladnimi formulacemi kontaktt. Jedna se o:

o
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e Formulace kontaktu jako specidlni kinematickd podminka (node-node contact, gap
elementy)

e Obecny kontakt (master - slave)

6.3. Zakladni algoritmy reseni kontaktniho problému

6.3.1. Metoda Lagrangeovych multiplikatori

Tato metoda reseni kontaktnich algoritmi je zalozena na presném splnéni podminky
nepronikani kontaktnich povrchi, ve tvaru:

[GHU} = {90} =0, (6.2)

ktera je zavedena do standardniho funkciondlu pravé pomoci tzv. Lagrangeovych mul-
tiplikdtora {\}. Rovnice tedy nabyde tvar:

T = (VY IKI{U} — {UY{F} + (Y (CHU) ~ {a0)) (6.3)

kde {go} predstavuje poc¢ateéni kontaktni mezeru mezi odpovidajicimi deformaénimi pa-
rametry definovanymi matici [G] na protilehlych povrsich. Multiplikdtory {\} tvori vedle
deformacnich parametri {U} dalsi nezavislé proménné, vic¢i nimz je minimalizovan funkcio-
nal II. Z podminky stacionarni hodnoty II se ziska vysledné soustava, jejiz feSeni je resenim
kontaktniho problému. Fyzikalni vyznam multiplikdtora A je kontaktni tlak mezi télesy.
Vyhody metody jsou nasledujici:

e Presné splnéni podminky neprostupnosti povrch.

@:
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e Neni tieba definovat kontaktni tuhost (na rozdil od penaltniho algoritmu, viz nize).
Nedostatky metody jsou nasledujici:

e Multiplikdtory {\} predstavuji dalsi neznamé parametry - tloha se zvétsuje.

e Nuly na diagonale matice soustavy a z toho plynouci numerické problémy.

e Metoda je citlivd na zmény stavu v kontaktu.

e Metoda je vhodné spise pro 2D a mensi 3D tlohy.

6.3.2. Pokutovy pristup

Zakladni myslenkou pokutového pristupu (Penalty Algorithm) feseni kontaktu je sko-
kova zména tuhosti kontaktovanych prvka pfi penetraci povrchi.

Vysledny tvar zakladni rovnice MKP s kontakty, které jsou feseny penaltnim algoritmem
je nasledujici:

(K] +{e}GI"[GD{U} = {F}, (6.4)

kde {e} je sloupcova matice normélnich a teénych tuhosti v diskrétnich bodech kontaktu,
[G] je matice definujici odpovidajici dvojice deformac¢nich parametri, které prichazeji pri
kontaktu do vzajemného styku.

7 ptedchoziho vyplyvaji nasledujici vlastnosti penaltniho algoritmu. Kontakt se projevi
zménou tuhosti prvkia matice tuhosti soustavy. Tuhost v kontaktu je nastavena tak, aby pri
malé penetraci bylo dosazeno rovnovahy eg = F. Kde F' je kontaktni sila pfendSena mezi

o

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

121. strana ze 221

5
"l

Zavrit dokument

I Cels obrazovka/Okno




Kontakt 122 Py 5 0
AZIRINA

1849
‘ A
Y IsTRavY, 7
& &
- ’4'/ <
4 ““\‘\

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA

/
/
1
1
|
1
E—
\
\
7
/
E -
\
\
\

V PLZNI

J I I- {EN TQN<0

it

Obr. 6.1 Pokutovy pristup

konkrétni dvojici deformacnich parametrii.

Vyhody:

e 7Z4dné zmény v poétu stupiiit volnosti.

e Spolehlivost pri itera¢nim fesen{ velmi rozsahlych soustav rovnic.
Nevyhody:

e Vzdy je nutnd urcitd mira penetrace stykovych povrchii. Toto je v rozporu s kinema-
tikou skutecnych kontakti.
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e Podminénost vysledné matice soustavy a tim i rychlost konvergence vyznamné zavisi . o7
v 7 . A
na volbé kontaktni tuhosti. N
s>

Dalsi informace ohledné problematiky kapitoly lze nalézt v literature [13] a [11].
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Pojmy k zapamatovani .
“ IsTRANS 7
NI
x>

— kontakt bez tfeni, s tfenim

— typy kontaktu deformovatelné - deformavatelné a deformovatelné - nedefor-

movatelné téleso ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA

V PLZNI

L

— metoda Lagrangeovych multiplikatora

— pokutovy pristup
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Kontrolni otazky v || 5
1. Rozdélte typy kontaktt dle riznych hledisek. %'/c“ ““\sx"@

2. Popiste problematiku kontaktu v pripadé MKP.

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

3. Jaky je algoritmus metody Lagrangeovych multiplikatora. Jaké jsou vyhody a ne-
vyhody tohoto pristupu.

L

4. Popiste pokutovy algoritmus. Jaké jsou vyhody a nevyhody tohoto ptistupu.
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Priklady k procviceni

1. V odborné literatuie najdéte vzorce pro feseni kontaktniho problému, které formuloval H. R.
Hertz. Ve Vami zvoleném konec¢no-prvkovém programu provedte analyzu kontaktnich pnuti
vzniklych dotykem hladkych ¢asti povrchlt dvou pruznych téles. Pruzna télesa volte dle Vaseho

uvazeni. ZAPADOCESKA
P univerzima
v PLZNI
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Klic¢ k prikladim k procviceni

1. Ziskané vysledky (analytickd a numerické feSeni) srovnejte a vyjasnéte pripadné rozdily.
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Interaktivni test

Odpovézte na otazky v tomto testu. Test musite spustit kliknutim na tlacitko, poté
vypliite odpovédi a ukoncete test.

1. Kontaktni problém je problém jaky? Vyberte sprdvnou odpovéd.

(a) Nelinearn{ problém. Na hranici pfed kontaktem existuje pouze kinematicka vazba, ale béhem
kontaktu zde vzniké silova vazba, kterd brani penetraci kontaktnich ploch.

(b) Linedrni problém. Na hranici pfed kontaktem neexistuje zddnéd kinematickd vazba, ale bé-
hem kontaktu zde vznikne kinematicka vazba, ktera brani penetraci kontaktnich ploch.

(¢) Nelinedrn{ problém. Na hranice pred kontaktem neexistuje zadnd kinematickd vazba, ale
béhem kontaktu zde vznikne kinematickd vazba, kterd brani penetraci kontaktnich ploch.

2. Metoda Lagrangeovskych multiplikdtora zvysuje pocet nezndmych pri feSeni. Vyberte sprdvnou
odpoveéd.
(a) Ano. Multiplikdtory A zvysi pocet nezndmych. Nemaji ovsem zadny fyzikalni vyznam.
(b) Ne. Kontakt se projevi zménou tuhosti prvki globdlni matice tuhosti.

(¢) Ano. Multiplikdtory A zvysi poc¢et nezndmych. Fyzikalni vyznam multiplikdtoru je kontaktni
tlak mezi télesy.

3. P1i pokutovém pristupu roste pocet nezndmych. Vyberte sprdvnou odpovéd.

(a) Ano. Maji fyzikalni vyznam tuhosti v misté kontaktu.
(b) Ne. Kontakt se projevi zménou prvki globalni matice tuhosti.
(c) Ano. Kontakt se projevi zvétSenim globaln{ matice tuhosti systému.

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
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4. Kterd z probranych metod je vhodnéjsi k feseni velmi rozsahlych soustav. Vyberte sprdvnou
o A\ <l
odpoveéd. ) 4

(a) Metoda Lagrangeovskych multiplikdtort.

(b) Pokutové (penaltni) metoda D

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA

(c) Obé dvé.

V PLZNI

5. PTi pokutovém pfistupu reseni kontaktnich problému vzdy vznikda béhem feSeni penetrace sty-
kovych ploch. Vyberte sprdvnou odpovéd.

(a) Ano. Penetrace neni v rozporu s kinematikou skuteéného kontaktu.

(

b)
(¢) Ano. Penetrace je v rozporu s kinematikou skuteéného kontaktu.
d)

(

6. Uvazujme dvé kontaktni télesa. Jedno ma vyznamné vyssi tuhost nez druhé. Ktery typ kontaktu
je obecné vhodné vyuzit pro co nejefektivnéjsi vypocet. Vyberte spravnou odpovéd.

Ne. Penetrace nevznikd a tim padem neni v rozporu s kinematikou skute¢ného kontaktu.

Ne. Penetrace je v rozporu s kinematikou skutecného kontaktu.

(a) Kontakt typu deformovatelné téleso na tuhé téleso.
(b) Kontakt typu deformovatelné téleso na deformovatelné téleso.

(¢) Kontakt typu tuhé téleso na tuhé téleso.

Pocet spravnych odpovedi:
Procento tspésnosti:

Vyznaceni oprav do testu:
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Numerické metody, mezi které patfi i metoda konecnych prvki, jsou metody pFiblizné, tzn.,
musime a priori predpokladat, Ze ziskané Feseni neni presné a je zatiZzené chybami. V této kapitole
se seznamite s chybami a jejich odhadem, které se vyskytuji pfi aplikaci metody konecnych prvkii.
Chybami vznikajicich pfi modelovdni obecné jsme se zabyvali jiz v kapitole prvni. V dalsi’ asti
textu této kapitoly budou probrany mozZnosti jak na zakladé odhadnuté chyby automaticky
provést zpresnéni vysledkii vypocltu. Dostdvame se k tzv. adaptivnim technikdm. Budou zde
strucné vyloZeny jednotlivé postupy a na konci kapitoly bude ukazan jeden z mozZnych postupii
odhadu chyby a jeji aplikaci na problematiku adaptivniho sitovani.
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Cile
Po prostudovani této kapitoly budete znat:
e Jaké jsou chyby pfi aplikaci metody konecnych prvki - tzn. chyby metody.
e Co je to konvergence a podminky pro to, aby konvergence nastala.
e Miry a odhady chyb feseni.
e Co jsou to adaptivni techniky, jejich déleni, vyhody a nevyhody.

7.1. Chyby v MKP

Metoda koneénych prvki je pribliznd metoda. Chyby, které se vyskytujl pfi pouziti
pribliznych metod, mtizeme rozdélit do dvou zakladnich skupin:

e Chyby modelu - jaky je rozdil mezi realitou a nasi simulaci.
e Chyby metody - rozdil feseni diskrétniho modelu a feseni v kontinuu.

Chybami vznikajicich pfi modelovani jsme se zabyvali obecné v prvni kapitole. Zde se za-
méfime na chyby metody. Tyto chyby mtzeme rozdélit do tii zdkladnich skupin:diskretizac¢ni
chyba, formulac¢ni chyba a numericka chyba.

Diskretizacni chyba vznika nahrazenim spojité oblasti kone¢nym poctem prvku. Za-
lezi tedy na tom, jakym poctem uzli a elementii nahradime zkoumanou oblast. Muzeme
rict, ¢im vice elementti, tim vice se blizime spojitému reseni problému. Z toho vyplyva, ze
diskretiza¢ni chybu lze ovlivnit spravné vytvorenou siti. Existuje nékolik moznych postupi,
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jak toho dosédhnou - viz nize v sekci o adaptivnich technikach.

Formulac¢ni chyba souvisi s volbou typu elementu, presnéji s volbou aproximacni
funkce nad elementem, kterd popisuje jeho chovani. Je mozno volit z riznych typh aproxi-
maci, prakticky se nejcastéji pouziva linearni a kvadratickd aproximace. Velikost formulac¢ni
chyby lze snizit spravnou volbou elementu a vhodnym navrhem sité (zahusténi).

Numericka chyba souvisi jednak s tim, jak pracuje pocitac s realnymi ¢isly (zaokrouh-
lovani), jednak s tim, Ze jsou pii vypoctu integraci a derivaci pouzity ptiblizné numerické
metody. Je nutné podotknout, ze v dobfe navrzeném konecno-prvkovém programu je nu-
mericka chyba zanedbatelna vici chybé formulacni.

7.2. Podminka konvergence

U vsech numerickych metod je zdsadnim pozadavkem konvergence. Pripomenme, ze
u metody konecnych prvka musi platit: Pri zahustovani sité konecnych prvka se numerické
feSeni musi blizit k feseni odpovidajictho spojitého problému. Vime, ze pfresnost feseni
nejvice ovliviiuje zpusob déleni feSené oblasti a vhodné volba aproximacnich funkeci prvku.
Aby byla splnéna podminka konvergence, musi prvky (aproximacni funkce) spliiovat urc¢ita
kritéria. Jedna se o podminky spojitosti a tplnosti. Formulujme tato kritéria, pro pripad
mechaniky, takto:

e Spojitost znamend, ze funkce popisujici chovani elementu (v mechanice pruzného té-
lesa posunuti, v teplotnich ulohédch teplota, atd.) musi byt spojitd, jak uvnitt, tak na
hranici mezi prvky. Spojitost zajistuje, ze v dusledku zatizeni nevznikaji mezery mezi
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prvky. V pripadé, ze jsou v uzlovych bodech nezndmymi pouze funkéni hodnoty (po-
sunuti), potom musi byt ve vSech bodech hranice mezi jednotlivymi prvky zajisténa
pouze spojitost téchto funkénich hodnot. Mluvime o tzv. C? spojitosti. Pokud jsou
v uzlovych bodech nezndmymi i prvni derivace funkénich hodnot (napt. ihel natoceni
u nosnikovych prvkil), potom aproximac¢ni funkce musi téz zajistovat spojitost v od-
povidajicich derivacich. Mluvime o tzv. C! spojitosti. Obecné miizeme hovofit o C”
spojitosti. Stru¢né lze tuto podminku vyjadrit tak, Ze na hranici mezi prvky i uvnitr
prvku musi aproximované posuvy spliovat minimalni pozadavky spojitosti, zavislé na
typu ulohy.
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Uplnost lze definovat tak, ze chovani prvku (aproximacni funkce) spliuje nasledujici
pozadavky:
Obsah
e Prfi posuvu prvku jako tuhého télesa musi zustat pretvoreni (deformace) a z nich
plynouci napéti nulové.
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e Prvek musi byt schopen presné popsat stav konstantniho pretvoreni. Bude-li téleso dé-
leno na neomezené rostouci pocet elementt, stava se v limité kazdy element neomezené
malym. Jestlize deformace na prvku bude konstantni, potom lze ziejmé aproximovat
v konstrukci libovolny pribéh deformace.

d
i

Pokud aproximacni funkce spliiuje obé dvé vyse uvedené podminky (spojitost a tiplnost),
rikdme, zZe prvek je komformni. Konvergence k presnému reseni je v takovémto piipadé mo-
noténni. Kdyz neni splnéna podminka spojitosti, iloha presto konverguje k presnému reseni.
Tato konvergence vsSak jiz neni monoténni. V kazdém pripadé vsak prvek musi splnovat

, , : . L e, : Zaviit dokument
podminku tiplnosti. Pokud jsou aproximac¢ni funkce spojité, ale ne iplné, feSeni konverguje ST aormen

(dokonce monoténné), avsak k chybnému vysledku. K ovéreni funkénosti nekomformnich l Cels obrazovka)/ Okno
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prvki (které spliuji podminku dplnosti, avsak nespliuji podminku spojitosti) se vyuziva
tzv. Patch Test. Provadi se tak, ze se z nékolika prvki vytvori tiloha, ta se zatizi bud posuvy,
nebo silami, které odpovidaji stavu konstantni deformace. Shoda predpokladu a vysledku
vypoctu potvrzuje spravnost.

7.3. Miry a odhady chyb reseni

Pokud jsou splnény podminky spojitosti a tiplnosti, iloha pti feseni konverguje. Otazkou
vsak zustavd, jakd je chyba vypocétu pri daném typu prvku a hustoté sité. Hovorime tedy
o diskretiza¢ni chybé, vzniklé diskretizaci reseného spojitého problému. Metody odhadu
chyby muzeme rozdélit do dvou kategorii:

e Metody apriorni - Odhad se provadi pred fesenim tlohy.

e Metody aposteriorni - Odhad vyuziva vysledky reseni. Odhad je postaven az na ana-
Iyze ziskanych vysledkt vypoctu.

Pri odhadech chyb v MKP se vétsinou pracuje s odhadem chyb, zalozeném na analyze vy-
sledku, tedy s aposteriornim odhadem. Existuje mnoho metod jak odhadnout chybu feseni,
zalozenych na riznych predpokladech. Je nutno zdlraznit, ze pro linedrni analyzy existuji
jind kritéria nez pro analyzy v nelinearni oblasti. S odhadem chyb feSeni tizce souvisi tzv.
adaptivni techniky (algoritmy) pro ziskani presnéjsich vysledku reseni. Této problematice
se bude vénovat nasledujici podkapitola.

7.3.1. Normy chyb

Obecné plati, ze priblizna feseni pole posuvi, deformaci a napéti ziskané metodou ko-
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necnych prvka se lisi od presnych hodnot. Rozdil téchto hodnot je chyba feseni. Muzeme
tedy definovat nasledujici chyby:

feu} = {u} —{a}. (7.1)

V nasem pripadé se jedné o definici chyby posuvl v daném bodé, obecné lze chybu defi-

novat i pro pretvoreni a napéti. Jde o definici chyby v jednom bodé. Takovato definice chyby

je z praktického hlediska nevyhodna, proto se dava prednost integralnim méritktim chyb.

Existuji rtizné normy chyb. V mechanice je typickym integralnim méritkem energeticka
norma. Tu muzeme vyjadrit nasledujicim zapisem:

Ieu} = \/ /V {ec}T[Dl{ec}dV = \/ /V {ec}T[Dl{ec}dV. (7.2)

Jednodussim integralnim méritkem je tzv. L2 norma, kterou lze napt. pro napéti napsat
v nasledujicim tvaru:

I{eudllz, = \/ /V {ec}T{ec}dv. (7.3)

Integralni méritka jsou vztazena na celou oblast feseni. Pro jakoukoliv vyse uvedenou
normu obecné plati, ze ¢tverec normy lze vypocitat sumaci prispévku jednotlivych prvkii:

E
2 2
{ead 1 =D I{eul lIF- (7.4)
i=1
Pro srozumitelnéjsi fyzikalni interpretaci se 1épe pracuje s relativni procentualni chybou.
Relativni chyba se vyjadtuje jako podil prislusné miry v chybéch a v exaktnich hodnotéch:
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IR TCTI.
= T 100%, (7.5)

{eu} = \//V{s}T[D]{€}dV- (7.6)

7.3.2. Odhad chyby

Problém hledani chyby numerického feseni viici exaktnimu feseni je ten, ze v fadé prak-
tickych 1loh feseni neni znamo. Logicky vzato pokud bychom takovéto reseni znali, nemu-
seli bychom vibec pracovat s pribliznymi metodami vypoc¢tu. Na spojité homogenni oblasti
mizeme predpoklidat, Ze pole napéti a deformaci je spojité. ReSeni numerickd metodou
konec¢nych prvki jsou obecné spojitd pro primarni proménné, coz jsou v deformacni vari-
anté posuvy, a nespojitd pro odvozené veliciny, tedy deformace a napéti. Predpokladejme,
ze se nam podari zkonstruovat nad nami feSenou oblasti spojitda pole hledanych veli¢in
(deformace, napéti). Dobrym odhadem chyby pak je, napf. pro pole napéti:

{ec} = {07} {0}, (7.7)

kde {o*} je pravé spojité pole napéti skonstruované néjakym postupem, viz nize a {6}
je priblizné teseni ziskané piimo MKP. Jednu z moznych technik odhadu spojitého pole
napéti bude ukdzand v kapitole Adaptivni technika dle Zienkiewicze a Zhua.

7.4. Adaptivni techniky

Kvalita ziskanych vysledkt souvisi s kvalitou navrzené sité. Mizeme tedy postupovat
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tak, ze se snazime optimalné navrhnout sit konecnych prvki a spokojit se s dosazenym
vysledkem. Vhodnéjsi je, pokud ndm to tdloha dovoli a mame dostatek prostiedkii a casu,
provést analyzu prvotnich vysledkil, navrhnout zmény v siti a provést novy vypocet. Tento
postup je doporucen. Pokud se vysledky nebudou velmi lisit, mizeme predpokladat, ze na-
vrzena sit je v poradku. Tento postup opakovaného vypoctu muze byt proveden manualné,
dou je, ze uzivatel ma moznost zadat vstupni sit hrubou, coz setfi ¢as pri pripravé modelu
a na zakladé pozadované presnosti vysledkil nechat vypocetni systém pracovat samostatné.
Existuje nékolik postupt jak zpresnit vysledky vypoctu. Rozdélme je do nésledujicich sku-
pin:

e Zvétsovanim poctu prvki a uzli pii zachovani stejného typu prvkia. Zvétsovanim po-
¢tu prvkia se zmensuje charakteristicky rozmér prvka. Pokud jsou splnény pottebné
podminky konvergence, vysledky konverguji k presnému reseni. Tento postup je na-
zyvan jako h-metoda (h-konvergence). V souvislosti s MKP se muzeme setkat také
s pojmem h - verze MKP.

e Rozdéleni na prvky zistava stejné. Presnost modelu se zvysSuje tim, Ze se zvysuje
stupen polynomické aproximace na prvku. Takovyto proces se nazyva p-metoda (p-
-konvergence). V souvislosti s MKP se mizeme setkat také s pojmem p - verze MKP.

e Kombinaci predchozich dvou metod se dostavame k hp-metodé.

e Tzv. r - metoda. Spociva v tom, Ze na primarné vytvorené siti dochézi v pribéhu
adaptace pouze ke zméné polohy uzla tak, aby bylo dosazeno minimélni chyby. Tento
pristup se prilis neujal.
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Obr. 7.1 Skupiny adaptivnich technik

Diky aposteriornim odhadim chyb ve vypocétech MKP je mozno formulovat adaptivni
algoritmus, ktery predstavuje nasledujici postup. Po vypoctu na zadané siti se pomoci za-
danych a vypoctenych veli¢in uréi odhad chyby diskretizace feseni na kazdém jednotlivém
prvku. Prvky, na nichz chyby presahuji predepsanou hodnotu chyby, rozdélime (h - metoda),
nebo na nich zvysime stupen aproximacnich funkci. Provede se nové reseni na modifikované
siti kone¢nych prvka. Postup se itera¢né opakuje az do doby, kdy chyba na vsech prvcich
neklesne pod predepsanou hodnotu. Tento postup by mohl vést k nekoneéné smyéce (za-
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cykleni), a proto muze byt adaptivni proces zastaven také po uréitém, predem predepsaném,
poctu iteraci.

7.4.1. h-verze MKP

Presitovani probihd zménou velikosti elementu, respektive jeho délenim v globalnim
nebo lokalnim méritku. Pri lokalnim déleni sité elementu se musi respektovat kontinuita sité
a vzajemné pusobeni elementt a uzli. Pri déleni sité se mize postupovat dvéma rozdilnymi
zpusoby:

e Pri déleni se nezachovava puvodni tvar elementi.
e Pri déleni se zachovava puvodni tvar elementii.

Pti prvnim zpusobu déleni se postupuje dle obrazku 7.2. Nezachovava se tedy tvar
puvodnich elementt. PTi tomto postupu nevznikaji konflikty mezi okolnimi elementy, jelikoz
hranice s nimi se neméni. Problémy nastavaji se skreslenim tvaru elementi, vznika distorze.

Pri druhém zpusobu déleni se postupuje dle obrazku 7.2. Zachovavaji se poméry a tvar
puvodnich elementt. Pfi tomto zptsobu déleni je ovsem problém s konflikty na hranici mezi
elementy a uzly. Musi se zajistit spojitost v misté vzniku novych uzla s ptvodni siti.

Pri déleni elementi (pri vSech adaptivnich technikach) se nesmi zapomenout na spravny
transfer okrajovych podminek (kinematické, silové, kontaktni, ...) na nové vytvorené ele-
menty.

7.4.2. p-verze MKP

O h-verzi metody konecnych prvki jiz ma ctenar dostatek informaci, proto se zde stru¢né
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Obr. 7.2 Prvni a druhy zptsob déleni

d
i

zameérime na informace o p-verzi. Dosud byla kompatibilita posuvu v siti zajistovana pro-
stfednictvim ztotoznénim uzli na priléhajicich elementech. Predpokladé se existence tva-
rovych funkci, které jsou nenulové vzdy jen v jediném uzlu. Linearni kombinaci tvarovych
funkci je ziskdvana hodnota posuvi nad danym prvkem. Pri uzivani metody konecnych
prvki se ukazala moznost zlepSit kvalitu sité nejen zvySovanim poctu elementiu, ale také
zvySenim nésady elementu. Avsak pridavani dalSich stupna volnosti do jednotlivych uzli

Zavfit dokument
elementu, abychom mohli zvysit stupen nasady, neni nejefektivnéjsi. Jako rozumnéjsi se uka-
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zalo opustit koncept tvarovych funkci a prejit k tzv. funkcim hierarchickym. Funkce jsou
navrzeny tak, aby byl postup dostatecné efektivni. Navrzené aproximacni funkce umoznuji
sestavit matici tuhosti konstrukce prislusnou k vyssi polynomické aproximaci tak, ze je pri-
tom plné vyuzita predchozi matice tuhosti. Predchozi matice tuhosti je tak v dalsim kroku
jen doplnéna o dalsi prispévky. Toho se dosahuje tak, ze vyssi aproximacni funkce jsou ne-
nulové jen uvnitt koneéného prvku a na jeho hranicich, ale maji nulové hodnoty v uzlech.
Témito vyssimi aproximacnimi funkcemi jsou pak doplnény zdkladni linedrni bazové funkce
daného prvku. Rozdil mezi hierarchickym a izoparametrickym prvkem je patrny z obrazku
7.3. Dalsi hierarchické funkce jsou znazornény na 7.4

7.4.3. hp-verze MKP

V soucasnosti se jevi hp-metoda jako nejefektivnéjsi. Rychlost konvergence p-verze zalezi
na tom, zda presné feseni tlohy je hladké nebo obsahuje singularity. V ptipadé singularit
se rychlejsi konvergence dosdhne vhodnou kombinaci h a p metody. Shriime nyni zédkladni
fakta. Z predchoziho textu vychazi, ze ve vSech pripadech se jedna o itera¢ni postup s postup-
nym priblizovanim k feseni odpovidajicimu spojitému problému. U h - metody jednotlivé
iteracni kroky odpovidaji feseni na postupné modifikované (zahustované) siti tvorené klasic-
kymi koneénymi prvky v oblastech, kde byla prekrocena hodnota konvergencéntho kritéria.
Naproti tomu Feseni p - metodou predstavuje kazda iterace feseni na neménné (ptuvodni) siti
s vysSSimi stupni aproximacnich polynomt na prvcich, které nesplnily stanovené kritérium.
Moznost pouziti relativné hrubé jednoduché sité s sebou prinasi vyhodu p - metody z hle-
diska uzivatelské privétivosti. Topologie sité nezavisi na charakteru zatiZeni, ani gradientech
napéti. Pri vypoctu odpada opakované vytvareni sité, které je u velkych tloh limitujicim
faktorem pri praktickém pouzivani automatizovaného adaptivniho reseni ve spojeni s h -
metodou. Na druhou stranu je p - metoda omezena na tiidu linedrnich tloh, které jsou
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Obr. 7.3 Tvarové funkce pro izoparametricky (kvadraticky) a hierarchicky prvek

rozsifeny o kontaktni problémy. Ulohy spadajici do oblasti geometricky nelinesrnich a ma-
teridlové nelinedrnich problémi nejsou dosud dotazeny do komercéné vyuzitelného stavu a to
je hlavni divod, pro¢ se komeréni vypocetni systémy MKP opiraji prevazné o klasickou h -
metodu.
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Obr. 7.4 Tvarové funkce pro izoparametricky (kvadraticky) a hierarchicky prvek

7.5. Adaptivni technika dle Zienkiewicze a Zhua

Ukazme si zde jeden z moznych postupii odhadu chyby a jeji aplikaci na problematiku
adaptivniho sitovani. Pouzijeme jiz klasicky postup dle Zienkiewicze a Zhua v napétich.
Tato metoda je vhodnd predevsim pro h - verzi MKP. Predpokladejme, ze plati vztah 7.7.
Urcéeme nyni hodnotu o*. Zienkiewicz a Zhu zavedli predpoklad (intuitivné), ze napéti o*
je interpolovano na prvku stejnym zpusobem jako posuvy 4. Na izolovaném prvku plati:

{07} = [N|{ro}, (7.8)

kde {7, } je vektor v uzlovych bodech. Vektor v uzlovych bodech zatim nezname. Ziskdme
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ho aplikaci vahové funkce:

Z /V | [N]T(o* = 6)dV = [0]. (7.9)

Po dosazeni 7.8 do 7.9 a tpravé se ziska:

re = [A]_l(z /V [N [D][BldV){r}, (7.10)

kde

[A] = (2/ [N][N]dV), [6] = [D][Bl{r} (7.11)
=17V

Vypocet {rs} a z ného {o*} je snadny, pokud provedeme diagonalizaci matice [A]. In-
tuitivné muzeme ocekavat, ze {o*} je lepsi aproximaci presného feseni nez {5}. Muzeme
pak chybu feseni priblizné vyjadrit ve tvaru rovnice 7.7. Lze dokéazat, ze vyraz 7.7 kon-
verguje ke spravné hodnoté. Uzitecnost zavedeni {o*} se osvédéila jak pro jednorozmérné,
dvourozmeérné i trojrozmérné tlohy. Matematiky byla pozdéji dokazana spravnost daného
postupu, ktery byl navrzen intuitivné. Déle se ukézalo, ze postup lze dale zobecnit tak, ze
aproximace {o*} muze byt odlisna od {u}.

Strategie zjemnovani sité je zavisla na pouzitém kritériu presnosti. Obvykle se pozaduje,
aby bylo dosazeno predepsané procentudlni chyby v néjaké normé (energetickd, L2 norma,
aj.). Pozaduje se tedy, aby platil nasledujici vztah:
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n <1, (7.12)

kde 7 je maximalni piipustnd procentualni chyba. Obecné pro vétsinu inzenyrskych
aplikaci 1ze volit hodnotu okolo 5%. Tento vyraz musi platit pro celou feSenou oblast.
V optimdalné navrzené siti mizeme predpokladat, Zze chyba je rozlozena rovnomeérné po
vSech prvcich. Lze stanovit mez pro normu chyby na kazdém prvku:

el =y MBS _ (1.13)

Hodnota [|{e}||; se vy¢isluje béhem vypoctu pro kazdy prvek. Na jejim zdkladé lze snadno
zjistit, kde je tfeba zjemnit, popt. kde udélat sit ridsi. Pokud plati vztah:

IO _—

em
musi byt sit v daném misté zjemnéna. Hodnota & muze poskytnout informaci o tom jak
prvek zmensit. Rozmér prvku by nemél byt vétsi nez:
h
h = 1—1, (7.15)
5 /p

7
kde h; je charakteristicky rozmér prvku a p je stupen polynomické aproximace.
Kritéria, kterd jsou zalozena na globdlni energetické normé chyby, vSak poskytuji chabé
informace o napétich. Je tfeba zvolit i mez pro chybu v napétich Ao a pozadovat lokalné
na kazdém prvku splnéni podminky:
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2 7ORS
Obdobné na zakladé uvedenych veli¢in lze stanovit: . I!V!I o7
e\ G AN
% S
Ao; >
= = 717
6=, (717)

a vyuzit vztahu 7.15. Pfednosti popsaného postupu je jeho jednoduchost a uc¢innost.
Zpravidla jiz prvni nebo druha predikce vede k feseni s predepsanou presnosti.
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L

Dalsi informace ohledné problematiky kapitoly lze nalézt v [I 1] a [13].
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Pojmy k zapamatovani

— chyby v mkp - diskretiza¢ni, formulac¢ni a numericka.
— podminka konvergence - spojitost, iplnost

— odhad apriorni, aposteriorni

— adaptivni techniky - h-verze, p-verze, hp-verze, r-verze.

1849
"7
& &
%, <
Ckj ““\‘\
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Kontrolni otazky .
“ IsTRaVS, 7
X . “\"8‘

1. Jaké typy metody konecnych prvka znate? Definujte je.

2. Co znamena pojem konvergence? Jaké vlastnosti musi mit aproximacni funkce, aby
byla konvergence zajisténa? A

> UNIVERZITA
V PLZNI

L

3. Popiste jednotlivé adaptivni pristupy v MKP? Jaké jsou vyhody a nevyhody?

4. Popiste algoritmus adaptivni techniky dle Zienkiewicze a Zhua v napétové varianté.




Chyby a adaptivni techniky 149

Priklady k procviceni

1. Reste pifpad koncentrace napéti v okoli kruhového otvoru v "nekoneéné"desce. Material je pied-
pokladan homogenni a izotropni fidici se Hookeovym zdkonem s elastickymi konstantami F a p.
Resen{ provedte analyticky.

D ZAPADOCESKA

’ UNIVERZITA
V PLZNI

2. Reseni provedte numericky, ve Vami zvoleném koneéno-prvkovém software. Pii vipocétu vyuzijte
jednak h-metodu, jednak vyuzijte p-metodu MKP. Ziskané vysledky (analytickd a numerické
feSeni) srovnejte a vyjasnéte piipadné rozdily. Srovnejte naroky (¢as, pocet iteraci, tvar sité, aj.)

na feseni pii pouziti h-metody a p-metody.
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Kli¢ k prikladiim k procvicéeni

1. ReSenf lze nalézt v jakékoliv literatufe zabyvajici se problematikou vypoétii napéti v okolf kon-

centrator.
2. Jedné se o pomérné jednoduchou ilohu a proto se presnost feseni da vztahnout k analytickym 2APADOCESKA
vysledkiim. Pokuste se dostat s chybou pod ,technickou® piesnost 5%. > Ve
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Interaktivni test

Odpovézte na otazky v tomto testu. Test musite spustit kliknutim na tlacitko, poté
vypliite odpovédi a ukoncete test.

1. Metoda konecnych prvki je pribliznd numerickd metoda feseni. Ktery typ chyby muzeme obecné
nejlépe ovlivnit? Vyberte spravnou odpoved.
(a) Numerickou chybu.
(b) Formula¢ni chybu.
(c) Diskretiza¢ni chybu.

2. Co znamend pojem spojitost. Vyberte sprdvnou odpovéd.

(a) Aproximad¢ni funkce popisujici chovani elementu musi byt spojitd uvnit¥ oblasti elementu.
(b) Aproximacni funkce popisujici chovani elementu musi byt spojitd na hranici mezi prvky sité.

(¢) Aproximaéni funkce popisujici chovani elementu musi byt spojitd jednak uvniti a jednak na
hranici mezi prvky.
(d) Aproximadcni funkce popisujici chovdn{ elementu musi byt spojitd v celém rozsahu pozado-
vanych derivaci na hranici mezi prvky sité.
3. Co znamend C' spojitost. Vyberte sprdvnou odpovéd.

(a) Aproximacni funkce zajistuji spojitost mezi elementy pouze ve funkénich hodnotéch (pri-
mérni nezndme), derivace spojité nejsou.

(b) Aproximacni funkce zajistuji spojitost mezi elementy jednak ve funkénich hodnotéch (pri-
mérni nezndme), dale pak jsou spojité i prvni derivace.

(c) Aproximaé¢ni funkce zajistuji spojitost mezi elementy jednak ve funkénich hodnotach (pri-
mérni nezndme), dale pak jsou spojité i vsechny derivace.

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
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4. Podminku tplnosti, v pfipadé mechaniky pruzného télesa, lze definovat nasledovné. Vyberte v @ =
sprdvnou odpovéd. N S
S

(a) PTi posuvu télesa jako tuhého celku musi zustat pfetvofeni nulova.

ZAPADOCESKA

popsat stav konstantniho pretvoreni. P univerzima

V PLZNI

(b) Pfi posuvu télesa jako tuhého celku musi ztistat pretvoreni nulovd. Prvek nemusi byt schopen D

(¢) Prvek nemusi byt schopen popsat stav konstantniho pfetvoreni.

(d) Pfi posuvu télesa jako tuhého celku musi zistat pretvofeni nulové. Soucasné musi byt prvek
schopen popsat stav konstantniho pretvoreni.

5. Konformni prvek. Vyberte sprdvnou odpovéd.
(a) Splituje podminku spojitosti a zajistuje tak monoténn{ konvergenci.
(b) Splituje podminku spojitosti a tiplnosti a z toho divodu nezajistuje monoténni konvergenci.
(c) Spliluje pouze podminka tplnosti. Prvek konverguje monoténné ke spravnému feseni.
(d) Splituje podminku spojitosti a Gplnosti a z toho divodu zajistuje monoténni konvergenci.

6. Co znamené pojem aposteriorni odhad chyby feseni. Vyberte sprdvnou odpovéd.

(a) Odhad chyby se provadi na zékladé ziskanych vysledku feseni.
(b) Odhad chyby se provad{ pfed feSenim tlohy.
(¢) Odhad chyby se provadi béhem Feseni.
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7. Jak dochézi k uprave sité pri vyuziti adaptivni h-metody. Vyberte sprdvnou odpovéd. v @ o7
e S
(a) Spo¢iva v tom, Ze dochdzi pouze ke zméné polohy uzlll na primarné vytvorené siti. “"4'/0“ 4 “\“"&
(b) Rozdéleni oblasti na prvky zistavéd stejné. Dochdzi ke zméné stupné aproximacéniho poly-
nomu nad prvkem.
(¢) Dochézi ke zvétseni poctu uzlu a prvka (pfi zachovani stejného typu). D S
V PLZNI
(d) Vyuziva se jednak zvySovani stupné aproximacéniho polynomu, a jednak dochéz{ ke zvySovan{

poctu uzlu a prvku.
8. Jak dochazi k uprave sité pri vyuziti adaptivni p-metody. Vyberte sprdvnou odpovéd.

(a) Spo¢iva v tom, Ze dochdzi pouze ke zméné polohy uzlil na primarné vytvorené siti.

(b) Rozdéleni oblasti na prvky zustava stejné. Dochézi ke zméné stupné aproximacniho poly-
nomu nad prvkem.

(¢) Dochézi ke zvétseni poc¢tu uzli a prvka (pfi zachovani stejného typu).

(d) Vyuziva se jednak zvySovan{ stupné aproximaéniho polynomu, a jednak dochézi ke zvySovani
poctu uzlu a prvki.

9. Jak dochazi k upravé sité pri vyuziti adaptivni r-metody. Vyberte sprdavnou odpoved.

(a) Spo¢iva v tom, Ze dochdzi pouze ke zméné polohy uzli na primarné vytvorené siti.

(b) Rozdéleni oblasti na prvky zustava stejné. Dochézi ke zméné stupné aproximacéniho poly-
nomu nad prvkem.

(¢) Dochézi ke zvétseni poctu uzlu a prvki (pii zachovani stejného typu).

(d) Vyuziva se jednak zvySovan{ stupné aproximaéniho polynomu, a jednak dochézi ke zvySovani
poctu uzlla a prvki.
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10. Jak dochézi k tprave sité pri vyuziti adaptivni hp-metody. Vyberte sprdvnou odpovéd.

(a) Spo¢iva v tom, Ze dochdzi pouze ke zméné polohy uzlll na primarné vytvorené siti.

(b) Rozdéleni oblasti na prvky zistavéd stejné. Dochdzi ke zméné stupné aproximacéniho poly-
nomu nad prvkem.

(¢) Dochézi ke zvétseni poctu uzlu a prvka (pfi zachovani stejného typu).

(d) Vyuziva se jednak zvySovani stupné aproximacéniho polynomu, a jednak dochéz{ ke zvySovan{
poctu uzlu a prvku.

Pocet spravnych odpovédi:
Procento uspésnosti:

Vyznaceni oprav do testu:
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> UNIVERZITA
V PLZNI




155 o

Kapitola 8 D’g*;mzm
Nestacionarni analyzy v MKP

Pruvodce studiem

V této kapitole budou rozsiteny poznatky z oblasti reseni dynamickych déji. Budou zde
vysvétleny rozdily mezi tzv. implicitnim a explicitnim algoritmem metody konecnych prvki. Na
konci kapitoly bude provedeno porovnani jednotlivych pfistupi a jejich vhodnost pfi aplikaci na
urcité typy dloh.
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Cile
Po prostudovani této kapitoly budete znat:
e Problematiku modelovani nestacionarnich déju.
e Zakladni rovnice pro nestacionarni tulohy.
e Implicitni algoritmus MKP.
e Explicitni algoritmus MKP.
e Vyhody a nevyhody jednotlivych postupt.

e Pouzitelnost jednotlivych algoritmi.

8.1. Zakladni rovnice

V druhé kapitole bylo zopakoviné odvozeni zakladni rovnice metody konecnych prvki
jednak pro stacionarni a jednak pro nestacionarni tlohu. Zopakujme, ze
pro nestaciondrni analyzu ma rovnice nasledujici tvar:

[M{Q} + [KHQ} = {F}, (8.1)

kde [K] je matice hmotnosti a [M] je matice hmotnosti. Pfi sestaveni matice hmotnosti
se postupuje dvéma moznymi sméry. Konzistentni matice hmotnosti je "plné"zaplnéna. Na-
proti tomu se v metodé konecnych prvkl casto pracuje s matici hmotnosti, jez obsahuje
pouze diagonalni prvky - diagonalni matice hmotnosti. Tento typ matice se pouziva s nékte-
rymi algoritmy reseni nestacionarnich dynamickych tloh, kde byva vyhodnéjsi. Diagondlni
matice je nejcastéji vytvorena prictenim hodnot mimo diagonalnich prvkia kazdého radku
konzistentni matice na diagonalu. Fyzikalné to lze interpretovat jako soustfedéni hmotnosti

o
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prilehlé ¢asti prvku do uzlu. Rovnice 8.1 popisuje déj, pfi kterém nedochazi k zadnému
Gtlumu. V mnoha ptipadech je nutno do pohybové rovnice zahrnout i vliv tlumeni pro-
stfednictvim matice tlumeni [C] . Zakladni rovnice nabyva pak nésledujictho tvaru:

[MKQ} + [CHQ} + [KHQ} = {F}. (8.2)

Matice tuhosti a matice hmotnosti jsou odvozeny exaktné z dobfe znamych a snadno

zjistitelnych materidlovych vlastnosti. Pfipomenme, ze pro pripad linearnich tloh staci znat

pouze modul pruznosti E, poissonovo ¢isli i a hustota p. Podobné odvozeni matice tlumeni je

problematické. Na efektu tlumeni se podileji spole¢né, ale riznou mirou, nasledujici odlisné
vlivy:

e Materialové tlumeni je nevratna premeéna casti deformacni energie v teplo.

e Konstrukcéni tlumeni vznikajici v dusledku prokluzi a treni mezi jednotlivymi
¢astmi soustavy, které jsou spojeny pomoci spojovacich dild, jako jsou srouby, cepy,
nyty, aj.

e Tlumeni vlivem prostredi . Tento typ souvisi s rychlosti déje a s viskozitou okoli.

Vyjadieni matice tlumeni jednoduchym a spolehlivym zptsobem z elementarnich fyzi-
kélnich velicin, popisujicich vyse uvedené vlivy, je prakticky nemozné. Nejcastéji se proto
matice tlumeni formuluje jako proporcionalné imeérnd maticim tuhosti a hmotnosti, tzv.
proporcionalnim tlumeni . Matice tlumeni se da v pripadé proporcionalniho tlumeni zapsat
nasledujicim tvaru:

[C] = o[M] + B[K], (8.3)

kde konstanty o a § musi byt stanoveny experimentalné.

o
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8.2. Implicitni versus explicitni algoritmus

Nestacionarni dynamické analyzy lze, podle zptsobu integrace pohybovych rovnic, roz-
délit na:

e analyzy s primou integraci pohybovych rovnic,
e analyzy vyuzivajici modalni transformaci.

Rovnice 8.1, popr. 8.3, je z matematického hlediska soustavou obecné nelinearnich oby-
¢ejnych diferencidlnich rovnic s nekonstantnimi koeficienty. Dovoli-li charakter modelu sou-
stavu linearizovat, Ize ji takzvanou modalni transformaci prevést na soustavu navzajem
neprovazanych rovnic, které lze fesit samostatné. Modélni transformace je pii feseni nesta-
ciondrni dynamiky linearnich systému témér vzdy efektivnéjsi nez metoda pirimé integrace.
Zde nebude tato technika detailnéji rozebirana.

Aplikace diferencni metody vede k tzv. primému reseni pohybovych rovnic. Pri-
blizné feseni se hleda ve tvaru posloupnosti vektoru posuvi {Q},, na posloupnosti ¢asovych
okamzikt tg,t1,...t,. Nahrazenim derivaci vektoru posuvt diferencemi prejde zédkladni po-
hybova rovnice na soustavu, obecné nelinearnich, obycejnych algebraickych rovnic s nekon-
stantnimi koeficienty. Podle uzitého diferenc¢niho schématu se priméa integrace pohybovych
rovnic déli na:

e implicitni,

e explicitni.

@:
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8.2.1. Implicitni algoritmus

Pro ilustraci je uvazovana nestacionarni dynamicka tloha a pro jednoduchost je zane-
dbéno tlumeni. Pohybova rovnice mé tedy tvar 8.1. Prepoklada se znalost feSeni v caso-
vych okamzicich tg,t1, . ..t,. Ukolem je uré¢it odezvu soustavy v ¢ase t,,1. Casovy krok je
At = ty4+1 + t,,. Pohybova rovnice v ¢ase t,4+1 ma tvar:

[M{Q}n+1 + [KKQ}nt1 = {F}ns1. (8.4)
7 diferenc¢nich formuli lze vyjadrit vztahy pro rychlost:
{Q}ni1 = {Q}HHA; {Q}n, (8.5)

a zrychleni:

Vyuzitim predchozich rovnic lze vyjadrit zrychleni prostfednictvim posuvi:

{Qhpyy = {1 =20 2@, &7)

Dosazenim do 8.4 a po provedeni tprav se ziska rovnice pro urceni neznamych posuvii
v ¢ase tp41:

(M](2{@}n —{Q}n-1)
At?

1+ 2 Qs = (Fh + | 53
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Pokud bude jako dynamickd matice tuhosti definovan vztah:

K] =[]+ o, (5.9

a pro dynamickou matici zatizeni bude definovan vztah:

[M] (Q{Q}n — {Q}nfl)

{Ft={F}n + INE : (8.10)
lze posuvy v Case t,41 ziskat feSenim soustavy:
[K{Q}n11 = {F}. (8.11)

Formalné je ziskdna rovnice 8.11 podobnéa rovnici pro reseni stacionarniho problému.
V praktickych aplikacich se castéji, nez ilustrativné pouzita metoda doprednych diferenci,
pouzivaji jiné metody. Znama je napriklad Newmarkova metoda. Z implicitnich schémat se
dnes prakticky pouzivd schéma navrzené Hilberem, Hughesem a Taylorem.

Zakladni rysy implicitniho algoritmu jsou nasledujici:

e Vyuziva diferencéni schéma, které vyjadiuje posuvy, rychlosti a zrychleni v case t,41
pomoci hodnot v ¢ase t,, i v Case t,41. Odtud se odvozuje nazev algoritmu, tj. impli-
citni.

e Schéma je nepodminéné stabilni, to znamena, ze stabilita feSeni nezavisi na délce kroku
At. Stabilitou se mini schopnost udrzet malé odchylky dvou feSeni, jejichz pocéateéni
podminky se lisi pouze o malou hodnotu. Nutno si uvédomit, ze pfi nevhodné volbé
délky casového kroku muze byt vysledek odlisny od chovani redlného systému, ktery je

o
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modelovan prislusnym vypocetnim modelem. Z pohledu vypocétu se vSak model chova
stabilné tzn., nezacne divergovat. Pro nestabilni chovani je typické naprosté zhrouceni
vypoctu béhem nékolika casovych krok.

e Prizanedbatelnych setrvac¢nych sildch je mozno ze soustavy 8.11 vypustit matici hmot-
nosti a problém prejde v reseni tlohy statické. Z tohoto hlediska je mozno tedy staci-
onarni statickou tilohu chapat jako limitni pripad nestacionarniho dynamického pro-
blému.

e Pii teSeni kazdého casového kroku je tfeba opakované resit soustavu 8.11, véetné
casové narocné triangularizace dynamické matice tuhosti. Pouze v pripadé linearni
ulohy a konstantnim casového kroku je mozno triangularizaci dynamické matice tu-
hosti uskutecnit jen jedenkrat v prvnim kroku a v néslednych krocich opakovat pouze
rychlou redukci pravé strany a zpétny chod.

P1i pouziti implicitniho algoritmu je snahou aplikovat co nejdelsi ¢asové kroky. Velké
kroky pak vyzaduji pouziti tenzort velkych deformaci pfi popisu kinematiky pohybu a vedou
na nutnost uskutecnit v rdmci jednotlivych kroku iterace tak, aby byla dostatecné presné
splnéna pohybova rovnice 8.10 v kazdém c¢asovém okamziku. Vyuziva se prirtstkové-iterac-
nim algoritmus Newton-Raphsonovy metody.

8.2.2. Explicitni algoritmus

Bude fesena stejna pohybova rovnice jako v predeslé podkapitole a to rovnice 8.1.
K aproximaci zrychleni se nyni pouzije metoda centralnich diferenci, které vyjadiuje po-
suvy, rychlosti a zrychleni uzlt v ¢ase t, 11 pouze pomoci hodnot v Case t,,. Lze tedy napsat
nasledujici vztah:

o
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{Q}n _ ({Q}n—‘rl - Q{Acign + {Q}n—l)

Po dosazeni toho vztahu do pohybové rovnice v Case t,, se ziskd nésledujici vztah:

. (8.12)

[M{Q}n + [KH{Q}n = {F}n. (8.13)

Po provedeni tiprav se ziska rovnice pro posuvy v case t,1 v nasledujicim tvaru:

2{Q}n —{Q}n1
At? '

) (@Ynr = (Fh — (K@Y + (1]

(8.14)

Zakladni rysy explicitniho algoritmu jsou nasledujici:

e Posuvy v case t,y1 ziskdvame z pohybové rovnice 8.13, psané pro predchozi casovy
okamzik ¢,, odtud nézev algoritmu tj. explicitni.

e Nevyhodou explicitni formulace je skutecnost, ze explicitni algoritmus je podminéné
stabilni. Stabilniho vysledku se dosidhne pouze pri dodrzeni dostatecné malé casové
délky casového kroku. Matematicky zapsano je tuto podminku mozno vyjadrit nasle-
dujici rovnici:

At < At (8.15)

kde At. je kritickd délka casového kroku. Z&visi na velikosti elementt v dané siti
a rychlosti sifeni zvuku (napétovych vin) ve vySetfovaném prostredi. Velikost kritické
délky casového kroku je mozno urcit z rovnice (Courantovo kritérium), kterd ma
nésledujici tvar:

o
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At, = (8.16)

h

F,
P
kde h je charakteristicky rozmér nejmensiho prvku sité, F je modul pruznosti v tahu
a p je hustota materidlu. Fyzikalné lze kritickou hodnotu ¢asového kroku definovat
jako dobu pruchodu napétové viny nejmensim prvkem sité. Proto je nutno pfi tvorbé
sité vhodné volit jeji rozméry. Casovy krok pii aplikaci explicitni metody je asi 100
az 1000 krat mensi nez casovy krok pouzivany u implicitniho algoritmu. Pti pouziti
explicitniho algoritmu je analyzovany casovy interval rozdélen na mnohem vice krat-
kych ¢asovych krok, jejichz reseni je ale mnohem rychlejsi, nez v implicitnim pripadé.
Vzhledem k malé délce kroku odpadaji iterace uvniti kroku a rovnéz popis kinema-
tiky pohybu pri velkych deformacich je jednodussi. Explicitni feseni tedy vyzaduje
extrémné velky pocet kroki pri extrémné nizké vypoctové narocnosti kroku.

Nelze zanedbat matici hmotnosti, algoritmus se stane nepouzitelny. Z této poznamky
vyplyva, ze na rozdil od implicitniho algoritmu, nelze explicitni algoritmus pouzit
piimo na Teseni statickych tloh. Toto omezeni se vsak da obejit. Jednou z moznosti
je, ze se uméle zvysi hustota. To vede k poklesu vlastni frekvence a tim ke zvyseni
stabilnfho pFirtistku ¢asu. Reseni pak sice probihd s nerealistickymi setrva¢nymi silami,
ale jsou zachovdny vsechny vyhody algoritmu. Setrvacné sily (tedy kinetické energie)
jsou faddové zanedbatelné vici pretvarnym sildm (deformacni energie) fesené soustavy.
Problém je pak forméalné resen jako dynamicky, fakticky se vsak jedna o statické
reSeni. Dalsi moznosti jak obejit toto omezeni je, ze se statickd rovnovaha dosahuje
jako asymptoticky stav prechodového procesu s kritickym tlumenim.

e Vyhoda explicitniho formulace se projevi pii pouziti diagonalni matice hmotnosti.
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V tomto pripadé se totiz soustava 8.14 rozpadne na samostatné nezavislé rovnice.
7 kazdé z nich lze pfimo vyjadrit neznamou uz na drovni prvka bez nutnosti sesta-
vovani a nasledné triangularizace globalnich matic tuhosti a hmotnosti. Jeden ¢asovy
krok explicitniho algoritmu je tak o nékolik radua rychlejsi, nez odpovidajici krok im-
plicitniho feseni. Navic pri zvysovani velikosti tiloh narista pocet operaci explicitniho
fesice pouze linearné s poc¢tem neznamych, zatimco u implicitniho se navic projevuje
kvadratickd zévislost na Sifce pasu/fronty matice soustavy. To je zvlasté u prostoro-
vych problému se slozitou topologii sité vyrazné omezeni implicitniho algoritmu.

8.2.3. Srovnani implicitniho a explicitniho algoritmu

Shrneme-li poznatky uvedené v predchozich odstavcich o implicitnim a explicitnim al-
goritmu zjistime, ze explicitni algoritmus je nejvyhodnéjsi pouzit v ptripadech analyz velmi
rychlych déju na topologicky slozitych prostorovych sitich. Dulezité aplikace, ve kterych
se pravé uplatnuje explicitni algoritmus metody konecnych prvka, jsou naptiklad simu-
lace crash testt automobila, letadel, simulovani chovani konstrukci pri razech, explozich ¢i
prustielech. Explicitni feseni je tak vhodné pouzit na simulaci nékterych technologickych
postuptu jako je napf. tazeni, protahovéni, valcovani za studena, aj. (i jako kvazistaticky
déj). Prakticky vzdy jsou tyto procesy spojeny s velkymi materidlovymi i geometrickymi
nelinearitami. Pretvoreni je dosazeno v obrovském mnozstvi inkrement, coz snizuje naroky
na integraci konstitutivnich rovnic, na kontaktni algoritmus a dalsi vypoctové procedury.

V kazdém pripadé muze pro nékteré tridy tloh prechod z implicitni na explicitni Feseni
znamenat velmi vyznamné, i fddové urychleni ¢asu vypocétu. Kromé jiz vyjmenovanych pri-
¢in i existuji i dalsi opatfeni explicitnich algoritmn, jako je specidlné osetfena redukovana
integrace prvkovych matic. Pouziti jednobodové integrace oproti plné integraci u prostoro-
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AZIRINA

1849

vych prvka vede k nékolikandsobnému (az osmindsobnému) urychleni procesu sestavovani . o7
’ . v v 7’ v 7,7 v v 7 . v ’ 2 N
prvkovych matic, coz opét vyrazné zkrati dobu reseni jednoho ¢asového kroku.
L
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Dalsi informace ohledné problematiky kapitoly lze nalézt v [10], [11], [L4] a [13].

L
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7RI
1849
Pojmy k zapamatovani ||
“ IsTRavY, 7
., e e, Sy £
— stacionarni a nestacionarni ilohy >
— zéakladni rovnice MKP pro nestacionarni analyzy
— konzistentm’ matice hmotnc')sti ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA

V PLZNI

— diagonélni matice hmotnosti
— tlumeni - matefialové, konstrukéni a vlivem prostredi.
— implicitni algoritmus

— explicitni algoritmus
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VIR

1849

Kontrolni otazky .
“ IsTRaVS, 7
X . “\"8‘

S 80 =

Definjte rozdily mezi stacindrni a nestacionarni ilohou.
Jaké znate typy tlumeni? Jakym zpusobem se daji zavést do vypoctu MKP?
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Popiste implicitni algoritmus.

L

Popiste explicitni algoritmus.

Porovnejte implicitni a explicitni algoritmus. Kdy je vyhodné pouzit jeden a kdy
druhy?
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Priklady k procviceni
vEP "7
% <

1. Reste rozlozeni plastické deformace pii rdzovém zatiZen{ p¥i tzv. Taylorové testu. Pfedpoklada se,
ze ty¢ kruhového prurezu narazi rychlosti v na tuhou sténu. V ¢lanku "Johnson, G.R. and Hook,
W.H. A constitutive model and data for metals subjected to large strains, high strain rates and I

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA

high temperatures, April 1983, 7th Ballistic Symposium, The Hague, The Netherlands"naleznéte
potrebné informace o tomto testu. Ve stejném ¢lanku jsou rovnéz dostupnd experimentalné
zjisténa data.

V PLZNI

2. ResSeni provedte analyticky. Zavedte potfebnd zjednoduseni pii vytvafeni modelu.
3. Reseni provedte numericky (ve Vami zvoleném kone¢no-prvkovém software).

4. Ziskané vysledky (analytickd a numerické feSeni) srovnejte s experimentdlnimi idaji a vyjasnéte
pripadné rozdil.
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Klic¢ k prikladim k procviceni

1. Experimentalni data pro porovnani lze nalézt ve vyse zminovaném ¢lanku.
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Interaktivni test .‘%’
t < ]
% ¢y

Odpovézte na otazky v tomto testu. Test musite spustit kliknutim na tlacitko, poté s>
vypliite odpovédi a ukoncete test.
1. Jak nejlépe vystihnout materidlové tlumeni. Vyberte sprdvnou odpovéd. D p oot
UNIVERZITA
(a) Nevratnd pfemeéna ¢4sti deformacni energie v teplo. o

(b) Vznikd v diasledkia prokluzi a tfeni mezi jednotlivymi ¢dstmi FeSené soustavy.
(c¢) Souvisi s rychlosti déje a s viskozitou okoli.

2. Jak nejlépe vystihnout tlumeni vlivem prostfedi. Vyberte spravnou odpovéd.

(a) Nevratnd pfemeéna ¢asti deformacni energie v teplo.
(b) Vzniké v dasledki prokluzi a tfeni mezi jednotlivimi ¢dstmi FeSené soustavy.
(c¢) Souvisi s rychlosti déje a s viskozitou okoli.

3. Jak nejlépe vystihnout konstrukéni tlumeni. Vyberte sprdavnou odpoved.

(a) Nevratnd pfemeéna ¢asti deformacni energie v teplo.

(b) Vzniké v diasledki prokluzi a tfeni mezi jednotlivymi ¢dstmi FeSené soustavy.
(c¢) Souvisi s rychlosti déje a s viskozitou okoli.

4. Implicitni algoritmus Feseni je charakterizovan. Vyberte sprdvnou odpovéd.

(a) Vyuzivd schéma, které vyjadiuje posuvy, rychlosti a zrychleni v ¢ase t,, + 1 pomoci hodnot
v Case t,, a t, + 1.

(b) Vyuziva schéma, které vyjadiuje posuvy, rychlosti a zrychleni v ¢ase t,, + 1 pomoci hodnot
v case t,,.

(c) Vyuziva schéma, které vyjadiuje posuvy, rychlosti a zrychleni v ¢ase t,, + 1 pomoci hodnot
v Case t,, a t, — 1.
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5. Stabilita implicitniho algoritmu je ... Vyberte spravnou odpoved.

(a) Nepodminéné stabilni, tj. stabilita feSeni nezavisi na délce kroku At. Nevhodné volba ¢aso-
vého kroku nemtize vést k vysledkiim, které se odlisuji od chovani realného systému.

(b) Podminéné stabilni, délka casového kroku musi byt véts{ nez hodnota kritické hodnoty
¢asového kroku, tj. At. < At.

(¢) Nepodminéné stabilni, tj. stabilita feSeni nezavisi na délce kroku At. Nevhodné volba ¢aso-
vého kroku miuze vést k vysledkum, které se odlisuji od chovani redlného systému.

(d) Podminéné stabilni, délka ¢asového kroku musi byt mensi nez hodnota kritické hodnoty
¢asového kroku, At < At..

6. Explicitni algoritmus feseni je charakterizovan. Vyberte sprdvnou odpovéd.

(a) Vyuziva schéma, které vyjadiuje posuvy, rychlosti a zrychleni v ¢ase t,, + 1 pomoci hodnot
v Case t, a t, + 1.

(b) Vyuziva schéma, které vyjadiuje posuvy, rychlosti a zrychlen{ v ¢ase t,, + 1 pomoci hodnot
v Case t,,.

(¢) Vyuzivd schéma, které vyjadiuje posuvy, rychlosti a zrychlenf{ v ¢ase ¢, + 1 pomoci hodnot
v Case t, a t, — 1.

7. Stabilita explicitniho algoritmu je ... Vyberte sprdvnou odpovéd.

(a) Nepodminéné stabilni, tj. stabilita FeSeni nezavisi na délce kroku At. Nevhodnd volba ¢aso-
vého kroku nemuze vést k vysledkim, které se odlisuji od chovani realného systému.

(b) Podminéné stabilni, délka casového kroku musi byt vétsi nez hodnota kritické hodnoty
casového kroku, tj. At. < At.

(c) Nepodminéné stabilni, tj. stabilita feseni nezavisi na délce kroku At. Nevhodné volba ¢aso-
vého kroku muze vést k vysledkium, které se odlisuji od chovani redlného systému.

(d) Podminéné stabilni, délka ¢asového kroku musi byt mens$i nez hodnota kritické hodnoty
¢asového kroku, At < At,.
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8. U kterého typu algoritmu lze jednoduse vypustit matici hmotnosti a prejit tak od Feseni nesta-
cionarni tlohy k feSeni stacionarniho problému. Vyberte sprdvnou odpovéd.

(a) Explicitn{ algoritmus.
(b) Implicitn{ algoritmus.

(c) Je to jedno. D p Ziosostem
V PLZNI

9. Ktery algoritmus je obecné vyhodnéjsi pouzit na feSeni problematiky rychlych razovych déji na
slozitych sitich. Vyberte sprdvnou odpovéd.

(a) Explicitni algoritmus.
(b) Implicitn{ algoritmus.
(¢) Je to jedno.

Pocet spravnych odpovédi:
Procento uspésnosti:

Vyznaceni oprav do testu:
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V soucasné dobé je v technické praxi jednoznacné nejpouzivanéjsi pro reseni inZenyrskych
tloh metoda konecnych prvki (MKP). Tato numerickd metoda ma nejvétsi vyhodu ve své univer-
zalnosti. Dostupné vypocltové konecnoprvkové programy jsou jiz velmi robustnimi softwarovymi
baliky. Zejména linedrni dlohy mechaniky vsak Ize Casto efektivnéji fesit s vyuZzitim metody hra-
ni¢nich prvkd (MHP), druhé nejrozsitenéjsi numerické metody mechaniky, pfipadné kombinaci
obou metod. Cilem této kapitoly je vysvétleni zakladnich principii pouziti MHP pri Feseni dloh
pruznosti a zdiiraznéni spolecnych kroki pri aplikaci MKP a MHP. P¥i aplikaci metody hranic-
nich prvki se diskretizuje pouze hranice (povrch) zkoumaného télesa. Maji-li primarni neznamé
v metodé hranicnich prvki fyzikalni vyznam, mluvi se o pfimé metodé hranicnich prvki, v opac-
ném pripadé o nepfimé metodé hranicnich prvki. V této stati budou vysvétleny zakladni principy Zavfit dokument

d
i

pouziti primé varianty MHP pro feseni tiloh pruZnosti. Vse bude vysvétlovano na rovinné dloze.
l Cels obrazovka/Okno
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Obr. 9.1 Rozdéleni na prvky u MKP a MHP

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete znat:
e Zakladni pojmy v oblasti MHP.
e Bettiho vétu.
e Fundamentalni feseni, tzv. Kelvinovu tlohu.
e Odvozeni vztahtt MHP pro rovinnou tlohu pruznosti.

e Diskretizace a typy prvki.
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9.1. Prima varianta MHP

Konkrétni fyzikalni déje 1ze popsat diferencidlnimi rovnicemi, pripadné soustavou dife-
rencidlnich rovnic, spolu s okrajovymi podminkami, odpovidajicimi fyzikalni realité. Nume-
rické metody jsou pribliznym reSenim a v kone¢ném disledku je cilem prevedeni reseného
problému na feseni soustavy algebraickych rovnic [!]. K zakladni rovnici MHP lze dojit
ruznymi pristupy, napiiklad metodou vézenych rezidui [2], varia¢nim piistupem a Bettiho
vétou. Pro potieby reseni iloh pruznosti je elegantnim reSenim posledni jmenovana moznost.

9.1.1. Bettiho véta

Uvazujme homogenni elastické isotropni téleso, zatizené vnéjsSimi silami ¢i momenty,
které vyvolaji pole posuvu (premisténi). Lze predpokladat, ze deformace a premisténi télesa
jsou jednozna¢né dany velicinami gix(k = 1,2,...,N), coZ mohou byt posuvy ¢ natoceni
v nékterych bodech télesa. Ke kazdému z téchto zobecnénych posuvi je mozné priradit
zobecnénou silu Q. Pripomenme, Ze jestlize jsou zobecnéné posuvy linearni funknci zobec-
nénych sil, tedy

n
6= ayQ; (9.1)
j=1
pak plati princip superpozice [5]. Vysledna deformace je sou¢tem dil¢ich deformaci od

jednotlivych sil (a;; jsou konstanty). Je vhodné pfipomenout, Ze princip superpozice neplati
v pripadé materidlové i geometrické nelinearity. Kdyz plati princip superpozice, vysledné
deformace nezavisi na potradi, v kterém bylo téleso zatézovano. Sily 1ze tedy libovolné rozdélit
do dvou skupin:
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{Qr} ={Q1,Q2, .. .. Qi}" {Qu1} = {Qrs1, Qrss - -, Qu}” (9.2)

Podobné se rozdéli i posuvy. Dolnim indexem se u posuvi bude znacit skupina po-
suvl, hornim indexem potom skupina sil, kterd je vyvolala. Napft. q}l Zahrnuje posuvy
Qk+15 Qk+2, - - - @n Vyvolané silami @1, @2, . .., Qk. Necht je téleso zatiZené nejprve skupinou
sil I. Pak, za predpokladu, Ze posuvy jsou linearni funkef sil (napi. {Qr} = ¢{q}}), skupina
sil I vykond praci

J1nTtdady = [(aHdaly = Jeled} e} = @V, 99

Jestlize nyni zatizime téleso také skupinou sil 11, vykonaji sily skupiny I praci na po-
suvech vyvolanych skupinou sil 17 o velikosti {Q1}T{q!}. Celkova prace je potom

1 1
Wi = S{Q " {ar} +{Q"Y {ar"} + S{@"Y i}, (94)
Obratime-li potadi zatizeni I — I, analogicky plati

Wiz = 1@y (g} + Q'Y al) + 5@ (af), (95)

Za predpokladu platnosti principu superpozice je W 11 = Wyy 1, coz vede k matematické
formulaci Bettiho véty

{@Y "y ={@"}Y {a1}. (9.6)

Jestlize jsou zndmy veli¢iny souvisejici se zatizenim I, tj. vektor zobecnénych posuvii
{q};} a velikost sil {Q;}, které je vyvolaly, pak lze pro danou skupinu sil {Qr;} uréit

@:

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

176. strana ze 221

5
"l

Zavrit dokument

I Cels obrazovka/Okno




Uvod do Metody hrani¢nich prvka 177

prislusné posuvy {q{l }. Toho se vyuzivdi v MHP, kde veli¢iny skupiny I tvofi pomocnou
skupinu pro reseni dané ulohy.

Princip primé varianty MHP bude vysvétlen na pripadé rovinné napjatosti pozdéji.
Nyni si jen uvédomme, ze v Bettiho vété vystupuji pouze zatiZeni a posuvy na hranici
zkoumané oblasti. Pro rovinnou napjatost jsou to dvojice velicin uz,u, (posuvy ve sméru
0SY Z & Y) & Ppa, Ppy (slozky povrchovych napéti), viz 9.2. Pro pomocné feSeni lze oznacit tyto
veli¢iny jinak, napi. U, U, a T,T,. Nutnou podminkou aplikace Bettiho véty je znalost
fundamentalniho feseni. V pripadé tlohy rovinné napjatosti lze pouzit znamé analytické
feseni elastické napjatosti na poloroviné ¢i v nekonecné velké desce zatizené osamélou silou
(Flamantova, Kelvinova tuloha [(]).

9.1.2. Kelvinova uloha

Kelvinovu tlohu pro podminky rovinné napjatosti predstavuje nekoneéné velké téleso
konstantni tloustky zatizené silou F', kterd vyvold v jeho okoli posuvy wu,,u, a napéti
Oz, 0y, Toy- Kelvinova tuloha byla vyfesena analyticky.

Zdrojovy bod P(zp,yp) a bod Q(zq,yq), ve kterém urcujeme posuvy ugz, u, a napéti
Oz, Oy, Tay jsou pro MHP voleny na povrchu. Protoze absolutni velikost sily F' pfi dosazovani
do Bettiho véty vysledné rovnice neovliviuje, lze volit slozky Fx, F'y libovolné. Naptiklad
pro Fz = 0,5N/m lze vyhledat (napf. v literatute []) ndsledujici rovnice pro posuvy v bodu
oznaceného symbolem @, tyto rovnice:

1

= sra =B -+ (P, 97)

Ugz = ug

o
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Obr. 9.2 Slozky povrchovych napéti a premisténi u 2D tlohy
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Obr. 9.3 Znazornéni zdrojového bodu P a bodu @), kde chceme stanovit napjatost
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1 (zQ —zp)(yo —ypP)
U.. =u, = 9.8
v =ty 8rG(1 — u*) e ' (98)
kde r je vzdalenost bodi P a @, viz 9.3, G je modul pruznosti ve smyku,
dale pu* = £~ pro rovinnou napjatost a pro rovinnou deformaci. Pro prepocet napéti

1+p
Oz, 0y, Toy Na povrchové slozky napéti p,., pyy v bodé @ je nutné odvodit z podminek rov-

novahy v ose x a y vztahy
Ppz = Oz COS P + Ty Sin ¢, (9.9)

Ppy = Oy SN + Ty COS , (9.10)

kde thel ¢ je ddn smérem vnéjsi normaly dle 9.4.
Nasledné 1ze ziskat pro povrchové slozky vyrazy

Typw = Ppx = W{2(1 - 2:“’*)(xQ - .’L’p) + [(mQ - 3713) Cos ¢ +
ro — X <
g~ yp)singlL —2ut + 2T TPV gy
Toy = o = gy (L= 207w = vp) cosio — [(aq — ap)sinid] +

2(zq —xp)(yg — yP)}, (9.12)

+(xzg — xp) cos p + (yg — yp) sin ¢] -
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Obr. 9.4 Slozky napéti na povrchu
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Podobné 1ze vyjadiit posuvy a napéti pfi uvazovani sily Fy = 1N/m, tedy
1 (y@ —yp)(zqQ — xp)
U, =u, = 9.13
yo = Uz 8rG(1 — pu*) 72 ’ (9.13)
Uy =ty = ———_[(3 — 4p*) In = + (YL=¥ 2 (9.14)
W T 8rG(1 — ) r r ’
I T (1 - 2 [(wq — wp) cos o — [(uq — yp)sing] +
= = = ro — & COS - - Sm
. 2(zq —xp)(yQ — yp)
+(xzg — xp) cosp + (yg — yp) sin ¢] Q 32 Q } (9.15)
T s (201 - 20w — wp) + (zg — zp) cos o +
— - - T — Tp)COS
yy = Ppy 471'(1 — N*)TQ wo)\YQ — Yp Q P ®
. « . 2o —yp)®
g — yp) singlll —2u" + WUy (935)

9.1.3. Rovnice hranic¢nich integralti pro rovinnou pruznost

Uvazujme nyni, ze chceme Tesit tlohu rovinné pruznosti pro téleso konecnych rozméri
bez zahrnuti objemovych sil. Na jeho povrchu jsou aplikovany okrajové podminky, presnéji
silové ve formé povrchovych napéti p,., p,y a deformacni (kinematické) v podobé znamych
posuvil ug, uy. V kazdém bodé hranice zndme v jednom sméru (z ¢i y) bud hodnotu posuvu,
nebo odpovidajici slozku povrchového napéti. Druha velic¢ina je pro nas neznama. Chceme-li
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nyni aplikovat Bettiho vétu, potfebujeme fundamentélni feSeni. Ziskame jej z reseni Kelvi-
novy ulohy, jestlize dvakrat aplikujeme metodu fezu (9.5), viz [7]. Ze vztaht 9.7, 9.8 a 9.11
az 9.16 lze ziskat posuvy a povrchova napéti na hranici uvazovaného télesa pro zvolenou
polohu zdrojového bodu P, tedy pomocné feseni. Oznac¢me tilohu, kterou chceme tesit jako
pripad 1 a pomocnou tlohu jako ptripad 2. Pri aplikaci Bettiho véty nyni muzeme uvazo-
vat, ze k zatizeni z pripadu 1 pridame zatizeni z pripadu 2. Pak lze dle 9.6 vyjadrit praci
povrchovych sil pripadu 1, konanou na posuvech vyvolanych zatéznymi ucinky pripadu 2
(porfadi 1—2), nasledovné

@:
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Wiy = / Ppe( QU (P, Q) + Py (@)U (P, Q)1ds. (9.17)

Obdobné mizeme pii zdméné poradi pripada (pofadi 2 — 1, viz 9.6) vyjadrit praci G

Wai = /[UI(Q)TM(R Q) + uy(Q) Ty (P, Q))ds + Lug(P). (9.18) 183, strana ze 221

S

[=]
[£]
=]
[=]

Bettiho teorém pak 1ika, ze plati Wa; = Wio |, coz po dosazeni 9.17 a 9.18 vede k vyrazu

d
i

ua(P) = / Ppe(@)Usa (P, Q) + Dy (Q)Usy (P, Q)lds —
- / [02(Q) Taa (P, Q) + 1y (Q) Ty (P, Q)]s (9.19)

S
V kazdém bodé hranice s jsou 2 zndmé a 2 nezndmé z dvojic veli¢in a uz, uy, je tedy
zapotiebi pouzit pomocné feseni dvakrat. V dalsim textu bude prvni index i u veli¢in T5;, U;;
odpovidat vzdy sméru, ve kterém bude sila F; aplikovana v Kelvinové pomocném feseni.
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Obr. 9.5 Schéma pro vyjadreni Bettiho véty u rovinné tlohy pruznosti
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Obr. 9.6 Schéma pro vyjadreni Bettiho véty u rovinné tlohy pruznosti
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Stejnym postupem jako byla vyjadrena slozka posuvu zdrojového bodu P ve sméru osy x
1ze odvodit vyraz pro slozku posuvu ve sméru osy y, tedy

uy(P) = /[ppJ:(Q)ny(P, Q) +ppy(Q)Uyy(P, Q)]dS —

— /[uI(Q)Tym(P, Q) + uy(Q)Tyy (P, Q)]ds. (9.20)

s

Posledni dvé rovnice lze zapsat tenzorove

Cz]u](P) = - /SZTZ](P? Q)UJ(Q)dS + /SZ Uij(Pv Q)ppj(Q)dS,i,j =T, (921)

kde konstanta Cj; : je rovna 1 pro ¢ = j a 0 pro ¢ # j, jestlize bod P lezi uvniti feSeného
télesa, je rovna 0, jestlize je bod P vné feSeného télesa (lze volit nekoneéné blizko hranice)
muze nabyvat ruznych hodnot, jestlize bod P lezi na hranici [7]. Rovnici 9.21 budeme
nazyvat rovnice hrani¢nich integrald. Zbyva specifikovat zplisob jejiho vyuziti. Stejné jako
u MKP je snahou tesit tilohu jen v koneéném pocétu bodu (v uzlech), pficemz se aproximuje
prubéh velic¢in pomoci jednoduchych interpolac¢nich funkci.

9.1.4. Diskretizace hranice

Pro numerické teseni kiivkovych integralti v rovnici 9.21 je nutné rozdélit hranici na
prvky. Srovnani MHP a MKP sité u ¢tvercové oblasti je uvedeno na 9.7. V pripadé MKP
tvori sit dva trojihelnikové prvky bez meziuzlt 9.7a. Je vhodné zdtraznit, ze v pripadé reseni
trojrozmérné tlohy pomoci MHP se pouziji pri diskretizaci dvojrozmérné prvky a v pripadé
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dvojrozmérné tlohy prvky jednorozmérné. U ctvercové oblasti tedy staci ¢tyfi hrani¢ni
prvky 9.7b. Kazdy prvek je definovan dvéma uzly. Zavadi se globalni i lokaln{ ¢islovani uzli
a prvky jsou definovany pomoci koincidenci podobné jako u MKP. Na rozdil od MKP vsSak
lokélni ¢islovani uzlia definuje také smér vnéjsi normély (smétujici ven z materidlu), coz je
velmi dulezité. Pro piipad dvojrozmérné tlohy je pti lokdlnim cislovani uzli proti smyslu
otaceni hodinovych rucicek feSené téleso konecnych rozmérd, viz 9.7b, a pii ¢islovani ve
sméru otaceni hodinovych rucicek téleso nekonecénych rozmérta 9.7c.
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Obr. 9.8 Diskretizace konstantnimi prvky

9.1.4.1. Konstantni prvky

7 geometrického hlediska nahrazuji konstantni prvky hranici po ¢astech tseckami, pri-
¢emz je uvazovana konstantni hodnota aproximovanych veli¢in na kazdém prvku. Vysledkem
je nespojity pribéh aproximovanych veli¢in na hranici, jak je zfejmé z obr.8.

Hraniéni integralni rovnice 9.21 by méla byt splnéna ve vSech bodech hranice. Jak bude
pozdéji ukazano, vystacime si se splnénim Bettiho véty pouze v konecném poctu bodi.
Zdrojovy bod P se u konstantnich prvkia postupné umisti vzdy do stfedu k-tého prvku.
Ktivkové integraly v rovnici 9.21 1ze pak priblizné fesit jako soucet kiivkovych integrali pres
vSechny prvky hranice. Konstantni prvky se pfimo poji se vznikem MHP (vyskytovaly se
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Obr. 9.9 Diskretizace linedrnimi prvky

napf. u predchuidce MHP tzv. Treffzovy metody [3]), na rozdil od MKP, kde se nepouzivaji.

9.1.4.2. Isoparametrické prvky

Jsou to prvky se stejnymi aproximacnimi funkcemi pro aproximaci veli¢in i popis geo-
metrie. Pouzivaji se zejména linedrni nebo kvadratické prvky jako u MKP. Pro 2D tlohu je
pribéh velic¢in a sit zndzornéna na obr.9. Zdrojovy bod P se pak obvykle umistuje do uzli

[7].
9.1.5. Sestaveni soustavy rovnic a aplikace okrajovych podminek

Vysledny systém rovnic se ziska tzv. kolokacni metodou. Jelikoz je postup sestaveni
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soustavy rovnic a aplikace okrajovych podminek v MHP odlisny pro ptipad konstantnich
a isoparametrickych prvki, bude vysvétlen pro oba pripady oddélené.

9.1.5.1. Konstantni prvky

Pri diskretizaci konstantnimi prvky se tradi¢né uvazuje, ze zdrojovy bod P je vzdy
umistovan nekonecné blizko hranice, ale vné feSeného télesa. Konstanta Cj; v rovnici 9.21
je rovna 0 pro vsSechna ¢. Po diskretizaci jiz lze Tesit soustavu rovnic ziskanou z Bettiho véty

[ S TP QusQds = [ U (P. (@i = .. (9.22)

pomoci tvahy, ze zdrojovy bod P je umistén v konkrétnim sttedu prvku & [5]. Vysledkem
jsou dvé hranic¢ni integralni rovnice

Z / ZTZJ(P7 Q)dsu](Qm) = Z / ZUl](Pv Q)pﬂj(Q)dSaivj =Y, (923)
m=1"5m m—=1" Sm

Integrace se realizuje numericky. Bod ) se premistuje v kazdém hrani¢nim prvku po
jeho délce s, a bod P je mozné umistit celkem do n bodu (9.10). Ziské se tedy soustava
2n rovnic pro 2n neznamych.

[Al{u} = [BI{pp}- (9.24)

Ve vysledné soustavé linearnich rovnic 9.24 jsou [A], [B] maticemi koeficienti (vlivu),

{u} je vektor posuvi v uzlovych bodech a {p,}je vektor zatizeni v uzlech, presnéji {u} =
= {le) Uyly - - - Ugn, Uyn}Ta {pp} = {ppazlvppyh .- 'ppxn’ppyn}T'

@:

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

190. strana ze 221

5
"l

Zavrit dokument

I Cels obrazovka/Okno




Uvod do Metody hrani¢nich prvkid 191 Py S 0 S

&
S

R
57

S
<

‘ e 94 »
) STRAN
% v
Ckj ““\‘\

=

7,

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L

29 n

Obr. 9.10 Znézornéni koloka¢ni metody pfi pouziti konstantnich prvki
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Matice koeficientu (vlivu) [A], [B] jsou slozeny z n submatic

Arn Ag ... Aig Bii Bi2 ... By
Ag Ags ... Ao, By1 Bss ... Ba,
VN R %) s : (9.25)
An,l An,2 v An,n Bn,l Bn,2 cee Bn,n
kde submatice
Tipx(B;, Q)ds Toy(F;, Q)ds
[Al,j] = fsj ( Q) fS] y( Q) >Z‘7.j =1... n, (926)
ij Tya:(Pia Q)ds ij Tyy(Pia Q)dS
Uzm Pi; ds . Ux Pi7 ds
Bl = | e J TR =1 (927)
ij Uya:(Pia Q)dS fsj Uyy(Pia Q)ds

Pred aplikaci okrajovych podminek je nutné urcit koeficienty matic [A], [B]. Krivkové
integrély lze pfi pouziti konstantnich elementu fesit analyticky nebo numericky (napi. Gaus-
sovou integraci [7]). Jestlize jsou vSak body P a @ totozné, je vzdalenost r = 0 a vyrazy
pro U;; maji singularitu (viz Kelvinova tiloha). Vztah pro vypocet U;; s naznacenou singu-
laritou lze vzdy rozdélit na logaritmickou a nelogaritmickou ¢ast. Po prevedeni na pfirozené
soufadnice lze pro nelogaritmickou ¢ast pouzit standardni Gaussovu integraci

1 G
RGN (9.28)
- i=1
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kde G je pocet integra¢nich boda, w; jsou vahové faktory zavislé na poctu integrac¢nich
bodu [3]. Pro logaritmickou ¢ast je pak vhodnd logaritmickd varianta Gaussovy integracéni
metody

Q

1 G
1 _
| som@a =Y mig(e, (9.29)
2 ¢ i=1
kde G je pocet integraénich bodi a w; jsou vahové faktory obecné odlisné od w; pro
i-ty integra¢ni bod. Podrobnosti lze nalézt napt. v [0] a [7]. Koeficienty matice [B] lze

vvvvv

V tomto pripadé je vyhodné uvazovat, ze rovnice 9.24 musi platit i pro jednotkovy posuv
nezatizeného télesa (hodnoty jsou pak nulové). Posune-li se tedy téleso o u, = 1, potom
musi platit

Agk—12k-1 Aok—12k --- 1 0
: ’ : 9.30
Agkrok—1  Askok .- 0 0 (9.30)

Po roznasobeni a tpravé radku 2k — 1 a 2k se ziskaji vyrazy

n n
A1 =— Y Aniom—1,Amze—1=— Y  Aspom. (9.31)
m=1,m#k m=1,m#k

Podobné lze stanovit i zbyvajici dva diagonalni koeficienty vlivu uvazovanim jednotko-
vého posuvu u, = 1 ve vSech stfedech prvkd, tj.
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n n
Agmroh=— O Asm-1om Amae=— Y Asgom. (9.32)
m=1m#k m=1m#k

Koeficienty vlivu nélezejici k diagonalnim submaticim [Ay ;] pro k = 1,...,n je tedy

mozné jednoduse urcit z ostatnich koeficientti vlivu, odpovidajicich zdrojovému uzlu P.

V zakladni soustavé rovnic 9.24 je zapotfebi urcit, které veli¢iny jsou zndmé a které jsou

neznamé. Postupuje se podobné jako u MKP. Pro kazdy stupen volnosti v uzlu prvku

zname bud slozku posuvu nebo slozku povrchového napéti. V ukazkovém prikladé tenké

obdélnikové desky s otvorem namahané tahem dle 9.11 jsou zndmé veli¢iny dany okrajovymi
podminkami:

® DOSUVY Ugils - .- Uglh, quG, 000 uygo

e a slozkami napéti ppz1,Ppyts - - - Ppz10, Ppy10s Ppylls - - -
-+ Ppx25, Ppy25, Ppa26 - - - Ppa30-

s Poyl15, Ppx16; Ppyl6,

Zbyvajici protéjsky predstavuji hledané nezndmé.

Po aplikaci okrajovych podminek se preskupi veli¢iny v rovnici 9.24 tak, aby neznamé
veliciny byly ve vektoru {u'} a aby znamé veli¢iny byly ve vektoru {p),} na pravé strané
rovnice. Tim se samoziejmé zméni také matice [A] i matice [B] a soustava rovnic bude mit
tvar

[AH{u'} = [B'{p,}- (9.33)
Na pravé strané jsou vsechny veliCiny znamy a tak lze po roznasobeni ziskat konecny
tvar

o
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Obr. 9.12 Linearni 1D prvek

[A{u'} = {b}. (9.34)

Tuto soustavu algebraickych rovnic lze fesit napiiklad Gaussovou elimina¢ni metodou

[7]. Po jejim vyfeseni budou zndmy posuvy i povrchova napéti (v globalnim souradnicovém
systému) ve vSech uzlech na hranici.

9.1.5.2. Isoparametrické prvky

U isoparametrickych prvki se voli aproximacni funkce pro popis geometrie a popis zkou-
manych veli¢in stejné, napr. pro linearni jednodimenzionalni prvek uvedeny na 9.12 je geo-
metricka transformace déna relacemi

z(§) = N1(&)m1 + N2(§)2,
y(§) = N1(§)yr + Na(§)y2, (9-35)
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a aproximace veli¢in pak vyrazy
ppm(g) =M (f)Ppwl + N2(f)ppm2a
Ppy(§) = N1(E)ppy1 + Na(§)ppy2; (9.36)

uz(§) = N1(§)uz1 + Na(§)uaz,
uy(§) = Ni(§)uyr + Na(§uya,

kde indexy 1 a 2 odpovidaji ¢islu uzlu, pro které jsou jednotlivé velic¢iny uvazovany.
Pripomenme déle, ze tvarové funkce mohou byt stejné jako u MKP usporadany do matice

tvarovych funkei

[V] =[N3 (€), Na(8)] = [5(1 = &), 51 +€)]

(9.37)

a jestlize vektory posuvu a povrchovych napéti pro c-ty uzel m-tého prvku oznac¢ime

{u} = {ue, urt}" {pm} = {Phee Pove} "

1ze rovnice 9.36 nasledné vyjadrit takto

{po(©)} = Y Ne(©){pje},
c=1

kde v je pocet uzli na prvek.

(9.38)

(9.39)

Pfipomenme obecny tvar Bettiho véty (pfi umisténi bodu P do k-tého uzlu a bodu Q

na hranici), tedy
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Clu(P)} + / [T(Pe, Q){u(Q)}ds = / 0P, Q){20(Q)}ds. (9.40)

s

Po diskretizaci isoparametrickymi prvky je mozno psat

up)} + Y / T(Py, €)INo(€) T(€)de{u} =

m=1 c=1

=33 [ wE oo ©dm, (0.41)

kde n je pocet prvku a J(£) Jakobidn transformace, definovany stejné jako u konecnych
prvki. Zkrécené lze zapsat rovnici 9.41 také takto

Cl{u(Pp)} + Z Z AT {u™} = Z Z AUZ{p2}, (9.42)

m=1 c=1 m=1 c=1

kde submatice

+1

sz = [ (TP OINE)T(E)e,
73 (9.43)

Paklize se bod P umisti do IV uzll, ziska se soustava 2N rovnic, viz 9.24 u konstantnich
prvki, tedy
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[Al{u} = [B]{p,}, (9.44)
kde
Arp A ... AN Bix Bip ... Bin
A1 Az ... Agn Bs1 By ... Ban
[A] = . . : ,[B] = : A : (9.45)
Ang An2 ... AnN Bnyi Bnyp ... Bynw

Prvky submatic [A;;] a [B;;] budeme opét nazyvat koeficienty vlivu. Koeficienty matice
[C] se objevi pouze na diagondle matice [A], pficemz submatice [A;;] na diagonale (pro i = j)
se stanovi opét pomoci ivahy jednotkového posuvu celého télesa, kterd byla prezentovana
u konstantnich prvki. Nediagonalni prvky submatic [A;;] a [Bj;] 1ze opét ziskat klasickou
a logaritmickou variantou Gaussovy integra¢ni metody.

Proces sestaveni soustavy rovnic 9.44 je odliSny nez u konstantnich prvka a je svazan
s aplikaci okrajovych podminek [7]. Jestlize se chceme vyhnout problémim s nejednoznac-
nosti u silové okrajové podminky v rozich oblasti, musime postupovat podle prvku, nikoliv
uzlti. Napriklad pro situaci na 9.13 pro uzel 3 obecné plati, ze pf’m?) # p%m?), resp. pf’)y?) == pgy3.
Nelze tedy postupovat stejné jako u konstantnich prvki.

9.1.6. Vypocet napéti na povrchu

Po pravé popsaném vypoctu slozek posuvu a slozek povrchovych napéti v uzlech na
hranici je nutné dopocitat slozky tenzoru napéti. Zavedme nyni lokalni souradny systém

o
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Obr. 9.13 Problém s neurcitosti okrajové podminky v rohu

Z—7y s osami odpovidajicimi tecné a norméle k povrchu ve zkoumaném bodé (9.14). Nejprve
Ize jednoduchou transformaci vektoru povrchového napéti z globalniho souradného systému
x — 3y do lokalniho souradného systému ziskat z — y dvé slozky napéti

05 = Dpy = Ppx COS & + Ppy Sin

Tzg = Ppz = —Ppa SIN Q.+ Ppy COS @,

kde thel a je vyznacen na 9.15.

K stanoveni zbyvajici slozky napéti (u rovinné napjatosti ndm vystacéi jen tii slozky

napéti) vyjdeme z Hookeova zdkona
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(9.46)

(9.47)
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Obr. 9.14 Zobrazeni slozek normélovych napéti

1
&5 = 5 (03 — pog), (9.48)

kde E je modul pruznosti v tahu a p je Poissonovo ¢islo. Po tpravé

Oz = EE{C + HOy- (949)

Nejprve je vSak zapottebi urcit odpovidajici pretvoreni ez. Opét se tento krok mirné lisi
pii pouziti konstantnich a ITklasickychd isoparametrickych prvki.

9.1.6.1. Konstantni prvky

P1i uvazovani malych deformaci Ize pouzit u konstantnich prvka jednoduchou diferenc¢ni
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Obr. 9.15 Transformace vektoru povrchového napéti

metodu [5], presnéji vyjadrit slozku pretvoreni pomoci te¢nych slozek posuvi v sousednich
prvcich m a m + 1 (9.8), tedy

Ouz _ Uzm+1 — Uzm

€z = , 9.50
m 0s Sm ( )
kde s, je vzdalenost stfedu prvka m a m + 1.
9.1.6.2. Isoparametrické prvky
Zpusob stanoveni je podobny jako u MKP [7]. Pfipomerime, Ze posuvy jsou na m-tém

prvku aproximovany vztahem
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{u} = Neful'}, (9.51)

ktery byl prezentovan v jiné formé rovnicemi 9.36. Pak lze vyjadrit pomérnou deformaci
v te¢ném sméru k prvku takto

. 8'11@

0 o€
= 52 = (e e 5 (952

kde {v¢} je jednotkovy vektor, tecny k prvku, a parcidlni derivaci

£z

d [ Oug %
8_§{u}_{8§’ o

je mozno ziskat pomoci derivaci tvarovych funkci

3 (9.53)

Oy~ ONe, oy Ouy = ONe,
6_§ - cz:; 8_5{1%0}’ a_f - z aé- {uyc : (9‘54)

c=1

9.1.7. Vypocet slozek posuvi a napéti v bodé uvniti télesa

Pro stanoveni posuvi v bodé umisténém uvnitt télesa je vhodné ztotoznit zdrojovy bod
P s timto zkoumanym vnitinim bodem P,. Pro nalezeni posuvi lze tedy pouzit piimo
rovnice 9.19 a 9.20. Maticové je lze zapsat také takto

(u(Py)} = / U(Pa, Q)] {pp(Q)}ds — / (T(Pa, Q)] {u(Q)}ds. (9.55)

S
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Obr. 9.16 Zobrazeni vektoru posuvi na hranici
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Ziskané dvé rovnice pro urceni posuvi u;, u, v bodé télesa lze feSit numericky, protoze
vSechny veli¢iny na pravé strané jsou znamy. Dokonce jsou ¢astecné eliminovany problémy
se singularitami, protoze zdrojovy bod P,(zp,yp) je uvniti télesa, kdezto bod Q(zq,yq)
na jeho hranici. Problém mtze vzniknout, jestlize je zkoumany bod velmi blizko hranice.
Ze stanovenych posuvil uz, uy je mozné vypocitat napéti o, oy, 7,y a pretvoieni e;, ey, Yay-
V pripadé konstantnich prvki lze napriklad ziskat hledané veli¢iny vypoctem slozek posuvii
ve trech blizkych bodech a aplikaci diferen¢niho pristupu.

U isoparametrickych prvkia se pro vypocet pretvoreni pouziji geometricko deformacni
vztahy

(e} = I {u(P)} = [ V(R0 Q1p(@1ds — (107 1T(Po QIu(@}ds, (950

S

a nakonec se ur¢i napéti z Hookeova zakona

{0} = [C){e} = / IO IV (Pay Q) {pp (@)} ds — / (CIIBT [T (Po, QH{u(@)}ds,  (9.57)

S

kde [C] je matice elastickych konstant. Zkrdcené lze rovnici zapsat ve tvaru

{0} = / (S(Pa, QN {pp(Q)}ds — / [R(P., Q)){u(Q)}ds. (9.58)

S

Po diskretizaci

{o} = D IASIHpRY - > > [ARI{ul'}, (9.59)

m=1 c=1 m=1 c=1
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lze urc¢it koeficienty pro m-ty prvek

AS™) = / [S(Pa, Q)Neds(Q), [ART] = / R(Po, QINAs(Q),  (9.60)

Sc Sc

opét Gaussovou integraci

M I

[AS] [S(Pa, &) Ne(6r) I (Ex)wrs

[AR:]

[R(Payfk)]Nc(waj(fk)wkv (9.61)

e
Il
—

kde K je fad Gaussovy integrace (pocet integra¢nich bodu).
Problém se singularitou nastava az v pripadé, kdy je bod P, umistén blizko hranice. Presnost
vysledku lze ovlivnit bud zvySovanim fadu Gaussovy integrace nebo délenim prvki, které
jsou nejblize bodu P, na vice subelementt [9].

9.2. Shrnuti

Nyni se jiz muzeme dostat ke srovnani obou metod. Z aplikacniho hlediska lze popsat
postup feseni tloh mechaniky u obou numerickych metod nésledovné: U vSech kroki, s vy-
jimkou ¢tvrtého, jsou diléi cile u obou metod (MKP a MHP) shodné, jejich zptisob naplnéni
se vsak mnohdy vyrazné lisi. Napriklad pri feseni 3D tloh si vysta¢dime u MHP s plochami,
u MKP je zapottebi definice objemii. Vzhledem k tomu, ze u MHP je vzdy o tad nizsi di-
menze pouzitych prvki, je krok tvorby sité vyrazné jednodussi nez u MKP. Jestlize u MKP

@:

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

206. strana ze 221

5
"l

Zavrit dokument

I Cels obrazovka/Okno




Uvod do Metody hrani¢nich prvka 207

o

|¢. | MHP | MKP \

1. Vytvoreni geomerie modelu Vytvoreni geomerie modelu

2. Volba typu prvku Volba typu prvku

3. Vytvoreni sité na povrchu Vytvoreni FE sité (celd oblast)

4. Stanoveni koeficientu vlivu Sestaveni globdlni mat. tuhosti D P Inaooseskh

5. Sestaveni rovnic, aplikace okrajo- | Sestaveni rovmic, aplikace okrajo- e
vych podminek vych podminek

6. Resen{ Resen{

7. Vypocet napéti a pretvoreni (po- | Vypocet napéti a pretvoreni
vrch, uvnitt)

Tab. 9.1 Jednotlivé kroky metod MKP a MHP o

207. strana ze 221

je velmi podstatné sestaveni globalni matice tuhosti (pfip. hmotnosti), u MHP je zcela z-
sadni stanoveni koeficientl vlivu. Predposledni krok je pro obé metody stejny, mohou byt
aplikovany shodné algoritmy pro reseni ziskané soustavy algebraickych rovnic, avsak je za-
potiebi zdliraznit, Ze matice soustavy je v pripadé MHP obecné nesymetrickd, na rozdil od
MKP, kde je matice tuhosti symetricka s pasovou strukturou. Posledni krok MKP a MHP
se jiz dosti lisi. Nejpodstatnéjsi vyhody a nevyhody obou metod jsou shrnuty v 9.2.
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| MHP

MKP

+ o rad nizsi dimenze tlohy

+ rozsifenost

+ diskretizuje se pouze hranice

+ i komplikované geometrie téles

+ zkraceni vypocetniho ¢asu

+ snadnéjsi reseni nelinearnich pro-
blému

arnich tloh

- obtiznéjsi reseni nékterych neline-

+ mnoho SW produktt

- matematickd narocnost

+ symetrickd matice tuhosti

Seni

- nutné znalost fundamentalniho fe-

- diskretizace celého télesa

- nesymetricka matice tuhosti

- ¢asova narocnost

- okrajové podminky jen na hranici

Tab. 9.2 Vyhody a nevyhody MKP a MHP

7 dosud uvedeného o obou nejpopularnéjsich numerickych metodéch je zrejmé, ze MHP
i MKP maji sva specifickd tskali. Matematickd naro¢nost MHP a obtizna implementace
je vynahrazena jejimi bonusy pii aplikaci v praxi. Zejména jednodussi tvorba sité a nizsi
pocet fesenych algebraickych rovnic nez u MKP jsou lakadly pro jeji dalsi rozsifeni mezi
odbornou verejnost. MHP je vhodna spise pro feseni tloh mechaniky, kdy je pomér objemu

a plochy povrchu fesené oblasti velky.
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Definice derivace - geometricky model




mhp.swf
Media File (application/x-shockwave-flash)
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Pojmy k zapamatovani v I!V!I 5

SR g
v/ ’ . %,
— piim4 varianta MHP x>

— Bettiho véta

— fundamentalni reSeni ZAPADOCESKA

> UNIVERZITA
V PLZNI

L

— Kelvinova tloha

— konstatni a izoparametrické prvky
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Kontrolni otazky l
“ 2; 7

O
%, <

STRANS,
TS

=

1. Vysvétlete Bettiho vétu.
2. Co znamena pojem fundamentalni feseni a jakou roli hraje v MHP?

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

3. Co se skryva pod pojmem Kelvinova tloha?

L

4. Popiste zakladni kroky metody hranic¢nich prvki.
5. Jaké jsou rozdily MHP oproti MKP?
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Priklady k procviceni

1. Reste metodou hrani¢nich prvki piiklad &islo 2 z kapitoly 2.
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Kli¢ k prikladiim k procviceni

1. Vysledky Tfeseni jsou uvedeny v kapitole 2.
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Interaktivni test

Odpovézte na otazky v tomto testu. Test musite spustit kliknutim na tlacitko, poté
vypliite odpovédi a ukoncete test.

1. Lze pouzit Bettiho vétu v pripadé nelinedrniho chovani? Vyberte sprdvnou odpovéd.

(a) Ano. Bez omezeni.
(b) Ne. Protoze plati princip superpozice.
(c) Ne. Protoze neplati princip superpozice.

2. Co je to a jakou roli hraje tzv. Kelvinova tiloha v pripadé MHP? Vyberte spravnou odpovéd.

(a) Kelvinova tloha je tzv. fundamentalni feseni tlohy pruznosti, které bylo odvozeno analy-
ticky. V MHP se pfimo nevyuziva a bylo odvozeno pouze jako srovnavaci reseni urcené
k ovéreni presnosti numerického reseni.

(b) Kelvinova tloha je tzv. fundamentaln{ ¥eseni tlohy pruznosti, které bylo odvozeno analy-
ticky. V MHP se vyuziva jako pomocné feseni pri aplikaci Bettiho véty.

(¢) Kelvinova tloha je tzv. fundamentaln{ feSen{ tlohy pruznosti, které bylo feSeno numericky.
V MHP se vyuziva jako pomocné feseni pri aplikaci Bettiho véty.

3. Aplikaci Bettiho véty a fundamentélnfho feseni (v pfipadé tlohy pruznosti), ziskdme rovnici,
ktera se nazyva? Vyberte sprdvnou odpovéd.

(a) Rovnice hrani¢nich diferenciald.
(b) Rovnice hrani¢nich integralu.

(¢) Rovnice hrani¢nich prvka.
(d)

d) Kelvinovou tlohu.
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1849
4. Jak by jste nejlépe charakterizovali, tzv. konstantni prvky? Vyberte sprdvnou odpovéd. v @ o7
R §
D &

(a) Jednd se o prvky, u kterych je uvazovana konstantni hodnota aproximovanych veli¢in (po- s>
suvy, povrchovd napéti) nad danym prvkem.
(b) Jedné se o prvky, kdy hranice je diskretizovdna prvky, které maji vSechny stejnou délku.
¢) Jedné se o prvky, kde povrchova napéti maji konstantni hodnotu. > Cuvenan
Y p p J
V PLZNI
(d) Jedn& se o prvky, u kterych je uvazovana konstantni hodnota aproximovanych veli¢in (po-

suvy, povrchovd napéti) nad danym prvkem. VyuZivaji se v MKP, v MHP se nevyuZivaji.

5. Co lze ovlivnit lokalnim c¢islovanim uzli v pripadé MHP? Vyberte sprdvnou odpovéd.

(a) Cislovani ovlivni velikost vysledné soustavy rovnic a tim padem i rychlost feseni.

(b) Cislovani neovlivni nic.

(c) Cislovani ovlivni smér vnéjsi normély prvku. Timto se d& ovlivnit zda Fesime koneéné ¢
nekonecné téleso.

6. Zakladni rovnice vznikla diskretizaci problému ma tvar [AJu = [B]p,. Pfed aplikaci okrajovych
podminek musime vyfesit koeficienty matic [A], [B]. S jakou problematikou se zde setkavime.
Vyberte sprdvnou odpovéd.

(a) V pfipadég, Ze zdrojovy bod P a bod Q jsou rizné, vznikd zde singularita ddna fundamen-
talnim resenim.

(b) V pripadé, Ze zdrojovy bod P a bod Q jsou stejné, vznika zde singularita ddna fundamen-
talnim resenim.

(c) V pripadé, Ze zdrojovy bod P a bod Q jsou stejné, nevznikd zde singularita ddna funda-
mentalnim fesenim.
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7. Prvotni vysledky ziskané resenim soustavy rovnic, s aplikovanymi okrajovymi podminkami, jsou. v o7
Vyberte sprdvnou odpovéd. & Sy
/05'4' ““\Qﬁ
(a) Posuvy na hranici, ze kterych se nejprve uréi povrchova napéti a nasledné se dotesi hledané
veli¢iny uvnitt fesené oblasti, coz jsou posuvy, pretvoreni a napéti.
(b) Posuvy na hranici, ze kterych se dopoétou posuvy uvnitt oblasti a na zakladé geometrickych P Inaooseskh
rovnic pruznosti se urci pretvoreni a napéti v celé oblasti feSeni. VLN

(c) Posuvy a povrchovd napéti na hranici, ze kterych se uréi povrchové pretvoreni a napéti
a dale pak posuvy, pretvoreni a napéti uvnitt télesa.

(d) Povrchové napéti na hranici, ze kterych se nejprve uréi posunuti na povrchu a nésledné se
doresi hledané veli¢iny uvnitt feSené oblasti, coz jsou posuvy, pretvoreni a napéti.

Pocet spravnych odpoveédi:
Procento tspésnosti:

Vyznaceni oprav do testu:
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inkrementalni postup, 66
iterac¢ni metoda, 66

kontakt, 116
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pokutovy pristup, 121
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metody délky oblouku, 71
modelovani, 16
chyby, 17

formalni, 18

konkretiza¢ni, 18

kvalitativni, 17

kvantitativni, 18

sloziotosti, 18
model, 17
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linearni, 21

nelinearni, 21
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velké posuvy, 79 vlivem prostredi, 157 ..

STRAVY, A
variac¢ni principy mechaniky, 34 xS
princip virtudlnich praci, 33
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