Vysoka skola barnska — Technicka univerzita Ostrava
Zapadoceska univerzita v Plzni

METODA KONECNYCH PRVKU
VE STAVEBNIi MECHANICE
Pomiicka pro stavebni inzenyry

Jifi Brozovsky, Petr Konecny

N
* ¥ %
* *
, * *
evropsky NN
socialni - MINISTERSTVO $KO
[~ 4 fondv CR  EVROPSKA UNIE ELovY

LSTVI OP Vzdélava
MLADEZE A TELOVYCHO

ni
HOVY pro konkurenceschopnost

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

@:

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

1. strana ze 209

L[]

[]
(=

d
i

Zavrit dokument

l Cels obrazovka/Okno




Jiti Brozovsky, Petr Konec¢ny
METODA KONECNYCH PRVKU VE STAVEBNI MECHANICE
Pomticka pro stavebni inzenyry

(© Jitri Brozovsky, Petr Konecny, 2012
ISBN

o

“ 2 7
%,

»
STRAN §
Q
Zxg ynis

&
S

=

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L




ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

Predmluva

Predkladany u¢ebni text je urcen zejména pro studenty Fakulty stavebni VSB-TU Ostrava
v oborech ,, Konstrukce staveb“, ,,Dopravni stavby* a ,Prumyslové a pozemni stavitelstvi®
a ostatnich pfibuznjch obort na stavebnich fakultdch v Ceské republice. Snazili jsme se jej
vytvorit tak, aby navazoval na predchozi kurzy stavebni mechaniky, statiky a pruznosti.

Je milou povinnosti autorti podékovat panu profesoru Aloisi Maternovi za pomoc pri
tvorbé tohoto materidlu.

V Ostravé 11. zari 2012 autori
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Orientace v textu ‘.7

v 12 q . ‘ . v q sxs . q rre >
Kazda kapitola mé svou pevnou strukturu, kterd by vam méla pomoci k rychlejsi orientaci s
v textu. Pri psand muzete vyuzit nasledujici ,stavebni kameny“:

’ ZAPADOCESKA
Piklad vz
Resené piiklady poméhaji k pochopeni teoretickych poznatki a slouzi jako vzor pro feSeni
cviceni. Jejich konec je oznacen plnym trojihelnickem (A).

Kviz

Pomoci autotestu (kvizu) si otestujete své znalosti a pocetni dovednosti z celého objemu
uciva.

Literatura

Jednad se o literaturu pouzitou autory pri vytvareni tohoto studijniho materialu, nikoliv jen
o literaturu doporucenou k dalsimu studiu. Pokud nékterou z uvedenych publikaci doporu-
Cujeme zajemcum, pak je to v textu spolu s odkazem na dany titul jasné uvedeno.

Rejstiik

Rejstiik, uvedeny na konci skript, poslouzi ke snadné orientaci v textu.
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Kapitola 1 D

Uvod

1.1. Typy problémiti ve stavebni mechanice

Rada nosnych konstrukei pozemnich i inZenyrskych staveb mé charakter rovinnych nebo pro-
storovych rdmu (rdmové skelety, nosné mostni konstrukce apod.). Plosné nosné konstrukce
se uzivaji zejména v podobé stropnich konstrukei, skofepin (zdsobniky, chladici véze, né-
které méné bézné typy zastfeSeni). Za masivni je mozné povazovat nékteré ¢asti zdénych
konstrukei (zdéné pilife) nebo prehradni hraze ve vodnim stavitelstvi.

1.2. Vypoctové modely

Nejcastéjsim typem vypoctového modelu ve stavebni praxi byla a dosud je ramova kon-
strukce. Vyplyva to jak z charakteru vétsiny béznych staveb pozemniho i inzenyrského sta-




Uvod 10

vitelstvi, tak z obvyklych postupi pii posuzovani bezpec¢nosti stavebnich konstrukei, které
jsou vétsinou optimalizovany pro prutové vypocetni modely’

Jako plosné se konstrukce modeluji méné casto. Modeli desek a sténodesek se vyuziva
napriklad pii vypoctech nékterych typtt mostnich konstrukei nebo stropni desky v pozemnim
stavitelstvi. Také fada geotechnickych problémt se ¢asto Tesi jako dvojrozmérnd tloha.

Skorepinové konstrukce jako chladici véze nebo zasobniky se zpravidla modeluji s vy-
uzitim skorepinovych vypoctovych modeli. V minulosti ¢astéji vyuzivany zptsob vypoctu
s vyuzitim rotac¢ni symetrie neni zpravidla vhodny, protoze umoznuje jen velmi obtizné
postihnout zatizeni nerota¢niho charakteru (kterd jsou obvykle pro posouzeni bezpecnosti
konstrukce rozhodujici).

1.3. Metoda konec¢nych prvki

Metoda konecnych prvku je obecnd numerickd metoda, kterd muze byt vyuzita k feseni
celé fady tloh. Kromé problému mechaniky (statiky a dynamiky pevnych a poddajnych
téles) se bézné vyuziva pro modelovani proudéni tekutin, pro tlohy vedeni tepla, k analyze
elektromagnetickych poli a podobné.

Atraktivita metody vyplyva z jeji pomérné velké univerzilnosti a schopnosti popsat
i zna¢né komplikované a rozsdhlé problémy. Metoda je také velmi snadno algoritmizovatelna.
K urc¢itym nevyhodam patii pomérné velkd vypocetni naro¢nost — metodu nelze prakticky
pouzit bez vypocetni techniky, a to ani pro ilohy, které by byly jinou metodou resitelné
ru¢nim vypoctem.

! P¥ipomenme napifklad zpiisob dimenzovan{ a posuzovan{ dlouhych Zelezobetonovych desek, kdy se pro
vnitini sily stanovuji na fiktivnim nosniku jednotkové §irky polozeném ve sméru krat$iho rozméru desky.
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Uvod 11

V dalsim textu budou principy metody vysvétlovany na prikladu jeji aplikace pro tilohy
statiky stavebnich konstrukci formou, kterd by méla byt blizsi inZzenyrskému pojeti mecha-
niky. Formalnéji matematicky pojaty vyklad je mozné najit naptiklad v textu [11].

1.4. Energetické principy ve stavebni mechanice

Klasické vypocéetni metody ve statice stavebnich konstrukei ' zpravidla vystaci se znalosti
zékladnich zésad mechaniky a pruznosti’ (statické podminky rovnovahy, Hooketiv zékon,
zakladni vztahy mezi posunutimi a pomérnymi deformacemi). Napiiklad k odvozeni defor-
macni metody nejsou zadné dalsi predpoklady ani vztahy potiebné.

Uvedené postupy jsou velmi dobfe pouzitelné pro prutové vypoctové modely (nosniky,
ramy, rosty). U plosnych a prostorovych vypocetovych modelu je ovsem neni mozné pouzit
(napriklad k odvozeni deformac¢ni metody je potiebné pracovat se vztahy teorie pruznosti,
které lze snadno odvodit pro pruty, nikoli vSak uz pro objekty vicerozmérné). Proto je
nutné vyuzit i jinych vztaht — v mechanice se jako vyhodné jeji pracovat s potencialni
energii konstrukce.

1.4.1. Potencialni energie vnéjsich sil

Uvazujme konzolu zatiZzenou staticky pusobici silou podle obrazku 1.1. Podle zasad statiky
vyvolé zatizeni silou F deformaci (prihyb) konstrukce. Ozna¢me velikost prihybu v misté
pod silou F jako w.

1Zejména deformaéni metoda [45]. Staticky urcité prutové konstrukce je pak mozné fesit pouze s vyuzitim
statickych podminek rovnovahy.

2V¥jimkou jsou metoda jednotkovych sil a tzv. silova metoda, které vyzaduji praci s pojmy jako virtualni
zatizeni a deformace, virtudlni prace.
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Uvod 12
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Obr. 1.1 Vztah mezi zatiZenim a deformaci
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Uvod 13

Mizeme predpokladat, ze pruhybu w bylo dosazeno postupné v dusledku pusobeni sily
F'. Tato sila tedy ptsobila na draze w. Ze zasad elementarni fyziky pak vyplyne, ze sila F'
piisobici na draze F' vykonala praci Le.

Na dil¢i ¢asti drahy dw musela sila F' vykonat praci d Le:

dLe=F(w) d w. (1.1)

Praci vykonanou na celé draze je mozné ziskat integraci:

L. = /0 F(w) d w. (1.2)

Praci L. odpovida plocha pod krivkou na obrazku 1.1.
V dalsim textu bude potfebna i doplnkovd prace L7, kterad je na obrazku 1.1 zobrazena
nad krivkou. Ta je na obrazku 1.1 zakreslena jako plocha nad krivkou.
Ziejme plati:
Lo+ L; = F w(b). (1.3)

Poznamka 1.1. Pokud bychom dilu F' povazovali za vysledky ti¢inek bfemene o hmotnosti
m,' mohli bychom sou¢in F w poklddat za zménu potencidlni energie tohoto biemene, ke
které doslo kvili zméné polohy biemene o vysku w.?

Toho mtzeme vyuzit k ilustraci smyslu doplnkové prace L}. Uvazujme silu F* podle
obrazku 1.2, kterd na pocatku zatézovani pusobi proti stejné velké sile F'. Bude-li se sila
F* v prabéhu zatézovani zmensovat, pak bude prihyb pod silou F' nartstat az do konecné
hodnoty w(b). Sila F* (kterou muzeme povazzovat za ,brzdici silu“) tedy ziejmé vykona
praci LY.

o

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

13. strana ze 209

5
"l

Zavrit dokument

I Cels obrazovka/Okno




Uvod 14
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Obr. 1.2 K vykladu doplnkové prace L}

Pro tlohy stavebni mechaniky je dlezitéjsi méné obecny ptipad, kdy vztah mezi zatize-
nim a deformaci konstrukce je linedrni (obrazek 1.3). V tomto ptipadé je mozné vztah (1.2)
prepsat do tvaru:

1
Le=3F w, (1.4)

ktery se nékdy oznacuje jako Clapeyronova véta.
Dokonale pruzné téleso akumuluje potencidlni energii odpovidajici vykonané (pretvarné)
praci. Tuto energii je mozné nazvat potencialni energie vnéjsich sil Il,:

I = —(Le + LY). (1.5)

!Tedy za tihovou silu F = m g, kde g je gravitaéni zrychleni a m je hmotnost biemene.
27a predpokladu, ze potencidlni energie se stanovi P. = h m g, kde h je vyska od zemského povrchu.
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Obr. 1.3 Vztah mezi zatiZzenim a deformaci v pripadé linedrné pruzného materialu

Poznamka 1.2. Znaménko minus je v rovnici (1.5) kvili konvenci — povazujeme-li préci
vnitinich sil za kladnou, pak prace proti nim piisobicich vnéjsich sil musi byt zaporn4.

Dosud byly avahy omezeny na ptripad, kdy na konstrukeci pusobi pravé jedna vnéjsi sila.
Potencialni energie vnéjsich sil (Il) tedy byl definovana jako:

Il = —F w, (1.6)

V pripadé obecného zatizeni nosniku nebo ramu silami, momenty a spojitymi zatizenimi
je mozné vztah (1.6) prepsat:

n n d
==Y Fou= Y00~ [ o) uia) do. )
i=1 i=1 c

kde F; jsou osamélé sily, u; jsou posunuti ve sméru jejich ptsobeni, M; jsou osamélé mo-
menty, ¢; jsou pootoceni na kterych pracuji momenty Mj;, ¢(x) je spojité zatizeni a w(x)
je pruhyb odpovidajici spojitému zatizeni g(x).
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Obr. 1.4 Vztah mezi napétim a pomérnou deformaci

V dalsim textu bude potifebny maticovy zapis pro obecnou napjatost télesa:

He:—/XTudV—/pTudS, (1.8)
14 s

kde X je vektor zatizeni, u je vektor jim prislusnych posunuti, V' je objem a S je povrch
studovaného télesa.

1.4.2. Potencialni energie vnitinich sil

V dtisledku vnéjstho zatizeni v konstrukcich vznikaji vnitini sily.! Praci vnitinich sil je
mozné nejsnaze zapsat v podobé vztahu napéti a jim odpovidajicich pomérnych deforma-

1V dalsfm textu bude pouzivan termin ,vnitini sfly“ jak pro vnitini sily nosniki (norméalové sila, posou-
vajici sily, ohybové a kroutici momenty), tak pro napéti, kterd jsou s nimi svdzdna (tj. normélovéd a smykova
napéti).
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Obr. 1.5 Vztah mezi napétim a pomérnou deformaci v pripadé linedrné pruzného materialu

cich.!
Vyjadieme praci W, normalovych napéti:

W, — /0 o(e) d . (1.9)

Praci smykovych napéti je mozné urcit podobné:

W, = /OAYT(’y)d'y. (1.10)

Stejné jako u prace vnéjsich sil je mozné prepsat vztahy pro pripad linedrné pruzného
chovani materialu:

1
Wo=50¢ (1.11)

'Pomérné deformace je mozné chapat jako drdhy na kterjch tato napéti pracuji.
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1
We = 3T (1.12)

Praci vnitinich sil dojde ke zméné potencidini energie vnitrnich sil I1;:'
L =W, 4+ W.. (1.13)
Tedy potencialni energii vnitinich sil je mozné pro obecné téleso z linearné pruzného

materidlu zapsat ve tvaru:

1
I, = o / (& B 4F @y G =F @ E 4= Ty Yoy == Ve Vo == Vo V) @ Vo (1.14)
14

V dalsich kapitolach bude potfebny maticovy zapis vztahu (1.14):
1
Hiz—/aTst. (1.15)
2 Jv

Poznamka 1.3. Obecny tvar rovnice (1.13) nebo (1.14) neni vhodny pro vypocty na nos-
nikovych modelech. Pomoci zéhladnich vztaht teorie pruznosti’ je vsak mozné vyjadfit tyto
vztahy pomoci prutovych vnitinich sil:

Normélové sily (o = %):

1 1 1 N2
& /VE T 2 lEAd i (1.16)

'Pokud byla konstrukce pted pfilozenim zatizeni jinak nezatizend a nedeformovand, pak je tato zména
rovna prace celkové energii vnitinich sil dané konstrukce.
2Normalové napéti odpovidajici normalové sile: o = %, normélové napéti odpovidajici ohybovému mo-

M y

mentu: 0 = =3
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1 1 1 [ M?
i,M 5 /V E (o 5 ZE I i ( )
Tedy je mozné psat:
1 [ N2 1 [ M?
== /=4 = [ = dux. 1.18
T3 EAYT T JEICT (1.18)

V rovnici (1.18) je mozné vyjadrit vnitini sily pomoci jim ptislusnych deformaci (posu-
nuti a pootoceni).! Vztahy poté nabydou tvaru:

1 Lrr
II; = _/ E Au’2d1‘ + —/ EIT wllzdl' (119)
2 0 2 0

Uvazime-li, Zze vnéjsi a vnitini sily musi byt v rovnovaze, pak lze predpokladat, ze price
L. vykonana vnéjsimi silami k deformaci konstrukce bude co do velikosti rovna praci vnitr-
nich sil L; branici této deformaci. Jejich smysl ovSsem bude opacny:

Li = —Le. (1.20)

1.4.3. Celkova potencialni energie systému

Jako systém budeme oznacovat téleso (stavebni konstrukci) véetné zatizeni (sil, momentt
aj.) a okrajovych podminek (,,podpor* konstrukce).

Celkovou potencidlni energii systému pak zrejmé ziskdme souctem potencidlni enerie
vnéjsich sil Il; a potencidlni energie vnitinich sil II;:

I = 11, + II;. (1.21)

'Konkrétnd M = —EI w" a N = EA u'.
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Prestoze by se to na prvni pohled mohlo zdat pravdépodobné, celkova energie systému
obecné nebude nulova. '

1.4.4. Princip minima celkové potencialni energie

V tlohéch stavebni mechaniky je mozné vyuzit Lagrangeova principu minima celkové
potencialni energie:
Ze vsech moznyjch deformacnich stavi télesa, které neporusuji jeho spojitost a respektuji
okrajové podminky, nastane pravé ten, pri kterém je potencidlni energie systému minimdlnd.
Uvedeny princip je mozné zapsat vztahem:

IT = Il + II; = min. (1.22)

Vztah (1.22) muze byt vyuzit napiiklad pti kontrole vysledka vypocétu — je-li k dispo-
zici nékolik alternativnich moznosti deformace konstrukce, pak nejspravnéjsi je ta, které
odpovida nejmensi celkova potencidlni energie.

1.4.5. Ritzova metoda

Rovnice (1.22) muze byt prakticky vyuzita pti aplikaci varia¢niho po¢tu na tlohy stavebni
mechaniky. Prakticky to bude ukédzano v dalsich odstavcich na Ritzové metode.

Pripomenme podobny postup, ktery laskavy ¢tenar jisté vyuzival v prvnich ro¢nicich
univerzitniho studia pti hleddni polohy extrémi funkei: ze znalosti faktu, ze derivace f'(x)
funkce f(x) vyjadiuje hodnotu smérnice te¢ny této funkce, a Ze tecna je v misté extrému
vodorovnd (tedy f' = 0) bylo mozné sestavit rovnici f’(z) = 0 a z ni stanovit hledanou
polohu extrému x.

'Protoze II; = L;, ale Tle = — (Lo + LZ).

o
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vvvvvv

a nehled4 se ¢islo (z), ale funkce w (pruhybova ¢ara nebo prihybova plocha konstrukce).
Pozadavek Lagrangeova principu je tedy mozné vyuzit ve tvaru:

oIl
5o =0. (1.23)

Problémem je ovSem vyjadieni hledané funkce prihybu w. Ritz navrhl jeji aproximaci
ve tvaru:

wp(z) = Zaﬂ/)i, (1.24)
i=1

kde a; jsou nezndmé konstanty, 1; jsou aproximacni funkce.

Vychozi Gvahou pfi tvorbé aproximacni funkce je podobnost jejtho pribéhu (nikoli hod-
not) s prubéhem hledané funkce. Vypoctem konstant a; se dosdhne blizkosti i funkénich
hodnot.

Podobnost pribéhii je mozné zajistit splnénim okrajovych podminek tlohy aproximacni
funkei. U loh stavebni mechaniky vychazejicich z Lagrangeova principu jde o deformacni
podminky v mistech podpor.’

1.4.6. Algoritmus Ritzovy metody
Postup vypoctu lze rozdélit do nasledujicich krok:

1. Volba aproximacnich funkei:

wa(x) = > aithi,
i=1

!Naptiklad nulové posunuti a nulové pootoceni ve vetknuti, tedy w(a) =0 a w'(a) = 0.
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Obr. 1.6 Nlustrace k prikladu Ritzovy metody.

2. Vyjéadfeni II pomoci wy,(z).

3. Sestaveni a vyreseni n rovnic:
o1l

8ai -

0.
4. Dosazeni vypoctenych hodnot a; do aproximacni funkce.

1.4.7. Priklad pouziti Ritzovy metody

(1.25)
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Praktické pouziti Ritzovy metody je mozné ilustrovat na piikladu prostého nosniku s rov-
nomeérnym spojitym zatizenim podle obrazku 1.6. Cilem Teseni je stanovit funkci prihybu

a funkci ohybovych momenta nosniku.

Reseni této tilohy je zndmo — laskavy ¢tenaf si jej jisté dokdze odvodit nebo najit v pii-

slugné literatute.!

Pokud ne, pak jej nalezne na konci fegeného pifkladu v této kapitole.
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Zvolme aproximaci ve tvaru:
. T . . oTT
w(z) =a1 Y1 =a1 sm(T), tj. Y1 = sm(T).

Ovéime, Ze navrzend funkce plni okrajové podminky (prihyb na obou koncich nosniku
mé byt roven nule):

w(a) = w(x=0)=0.9(a) = sm(%o) =0
wb) = wiz=L)=0.4(b) = sin(%) —0

Pomoci rovnice (1.7) je mozné vyjadiit Ile:

8

L L .
I, = —/ q w(z)dr = —/ q a1 sin(——)dx =
0 0 L

L mz]*  2qL
IIe = —q a1 [—;COS(T)]OZ— ;]T ap

Pro dalsi vypocet si pfipravime derivace aproximacni funkce:

/!
w = [al sm(%)} :al% cos(%x)
2
w” = —al% sm(ﬂ—;)

ol
&7

S
<

( e 94 »
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% D
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Pomoci rovnice (1.18) je potom mozné vyjadrit II;:

1 [t ETI [F 72 rz\?
; = = EIw”2da::—/ —a1—5 sin(— de =...
' 2 /0 2 J 17z i)
™EI ,
4 I3
Souctem potencialnich energii vnéjsich a vnitinich sil je mozné ziskat potencidlni energii

systému II:
2qL mEI ,

atyT “

=1L +1I; = -

Sestavenim rovnice % = 0 a jejim vyTesenim je mozné ziskat hledany neznamy koefici-
T

ent aj:
o1l 2 ™ EI
—=——q L+ — — 2 = 0
Oaq 7Tq u £ 3 “"
4q L4

NS ET
Ziskanou hodnotu a; je mozné dosadit do aproximace w(x) a tak ziskat hledany vysledek:

4ql* | mzx
w(z) = a1 = ey sin()

Derivaci podle zasad statiky je mozné uréit aproximaci ohybového momentu M (z):

2 2
™ T 4ql° | wx
M(IL‘) =-F1 w” =-F1 (alﬁsm(T)) = — 7T3 SZ’I’L(T)
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Veli¢ina Pfiblizné feSeni Piesné FeSeni’
Pruhyb ET [m] 33,462 33,333
Moment EI [kNm)| 20,641 20,0

Tab. 1.1 Srovnani vysledkt pfesného feseni a aproximaxe Ritzovou metodou

Pro porovnani uvedme vysledky presného feseni podle zdsad statiky [15]:

w(z) = 24qEIx(L3—2La:+m3)
o - Ball
e 384E T

V tabulce 1.1 jsou uvedeny priuhyby a momenty uprostred délky nosniku pro délku
L =4 m a zatizeni ¢ = 10 kN/m.
Kviz.

1. Vyberte aproximaci pro Ritzovu metodu, ktera nejlépe vyhovuje tloze konzoly o délce
L vlevo vetknuté, kterd je zatizena rovnomeérnym spojitym zatizenim:

¥ = sin(TE)
¥ =2t
Y = cos(f)
Y=x2—-2x
2. Sila o velikosti 10 kN pracuje na deformaci o velikosti 0.01 m. Vypocitejte praci, kterou
vykona.
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100 J. ™ IZ.,}'.!Tl <
0.1J.
50 J.
100 N.

3. Ritzova metoda je metoda:
Priblizn4.

Presna.
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Obvykle presné, za urcitych podminek priblizna.
Neni mozné rozhodnout.

4. Potencialni energie je velicina:
Bezrozmérna.

Vektorova.

Skalarni.
Neni mozné rozhodnout.
5. S jakym extrémem potencidlni energie systému pracuje Lagrangetv princip:
Minimum.
Maximum.
Minimum i maximum.
Neni mozné rozhodnout.

6. Kolika materidlovymi konstantami je jednoznacné definovano izotropni pruzné téleso:
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2\ FERRA

1849

Dvémi: E, v. .
Y IsTRaVS, 7
Jednou: E. D &
0"4' ““\‘\

Tremi: E, v, L.

7. Kolika materidlovymi konstantami je jednoznacné definovan izotropni pruzny nosnik

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA

v roviné: e

L

Dvémi: E, v.
Jednou: E.
Tremi: E, A, L.
8. Kolika materidlovymi konstantami definovan anizotropni materidl (tip: uvazte pocet
rovnic v prostoru a symetrii matice tuhosti materialu):

21.
6.
12.
9. Kolik vnitrnich sil je na nosniku v roviné:

Jedna: N.
Dvé: M,N.
Tti: M, V, N.

10. Jaky je vztah mezi ohybovym momentem a prithybem na nosniku v roviné:
M=—-FA w.
M=-EI %°.
w= g 2.
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11. Transverzalné izotropni material:
Ma razné vlastnosti ve vzajemné kolmych smérech tak, ze dva ze tfi sméru jsou
stejné.
Ma4 razné vlastnosti ve tfech vzajemné kolmych smeérech.
M3 ritzné vlastnosti ve trech obecné libovolnych smérech.
12. Kolik vnitinich sil je na nosniku v prostoru:
Jedna.
Sest.
TTi.
13. Nevyhodou Ritzovy metody je:
Velka vypocetni naroc¢nost.
Nutnost plnit podminky rovnovahy.
14. Aproximaéni funkce v Ritzové metodé musi:
Byt kladné a konvexni.
Vyhovovat okrajovym podminkam tlohy.
Vyhovovat vété o zachovani energie.
15. Lagrangeuv princip (vyuzivany v Ritzové metodé):
Slouzi k vypoctu celkové potencidlni energie systému.
Rika, ze celkova potencidlni energie systému musf vyt minimalni.

Vychéazi z Pythagorovy véty.
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Kapitola 2

Zakladni vztahy metody konecnych
prvku

2.1. Zakladni princip metody

Nevyhodou klasickych varia¢nich metod, napriklad popsané Ritzovy metody, je obtizna
volba aproximacnich funkei ¢ v pripadech, kdy je feSend konstrukce slozitéjsiho tvaru nebo
mé komplikovanéjsi okrajové podminky ¢i zatizeni. U prutovych konstrukei mutze byt ta-
kovou slozitou ilohou naptiklad patrovy ram, u plosnych konstrukci mohou byt takovou
komplikaci tfeba otvory nebo zpusob ulozZeni konstrukce.

Protoze potencidlni energie II je skalarni veli¢inou, nabizi se moznost rozdélit fesenou
konstrukci na velky pocet malych oblasti jednoduchého tvaru — kone¢nych prvkia — a volit
aproximacni funkce 1; a pocitat potencidlni energii II; na jednotlivych prvcich.

o
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Celkova potencidlni energie 11 se pak stanovi souctem jednotlivych potencidlnich energii
IT; konecnych prvki:

n

=) 11, (2.1)
j=1

kde II; je potencidlni energie j-tého konecného prvku.
Dalsi postup muze byt analogicky napt. Ritzové metodé — Tesi se soustava linearnich
rovnic:

o

2.2

kde w; hledana veli¢ina.
V praktickych tlohéch je ovSsem vhodnéjsi upravit feseni do tvaru zndmého napriklad
z deformaéni metody [15]:
Kr=F, (2.3)

kde K je matice tuhosti konstrukce, r je vektor nezndmych posunuti a F je vektor uzlovych
zatizeni.

V dalsim textu budeme, stejné jako u vykladu Ritzovy metody, pracovat s deformacni
variantou metody konecnych prvki, ve které se ve vztahu (4.66) pouziva Lagrangeiv va-
riaéni princip. Tato varianta je ve stavebni praxi zdaleka nejrozsitenéjsi, ale u specidlnich
dloh a v jinych oblastech se mizeme setkat i s jinymi postupy.

Podle uzitého varia¢niho principu a jeho uplatnéni na funkcional lze pii uplatnéni
Lagrangeova principu odvodit deformacni variantu metody konecnych prvka, uziti Cas-
tiglidnova principu vede na silovou variantu, uziti Hellinger — Reissnerova principu vede na
variantu smisenou. Tyto varianty metody jsou vypsany v tabulce 2.1.

o
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Zakladni vztahy metody konec¢nych prvki 31

’ Varianta MKP | Neznamé veli¢iny' ‘ Variacni princip

Deformacni deformacni Lagrangetuv
Silova silové Castiglianav
Smisena silové a deformacni | napr. Hellinger—Reissnertuv

Tab. 2.1 Varianty metody kone¢nych prvkii.

2.2. Analyza konec¢ného prvku

Analyzou kone¢ného prvku byva oznacovan postup, pii kterém je v zavislosti na typu pro-
blému, geometrickém tvaru prvku a zvolenych aproximacnich funkcich odvozena matice
tuhosti, pripadné vektory pro uvazovand vnéjsi zatizeni a matice napéti. Matice tuhosti
oznacovana pismenem K je pouzita ve vyrazu pro potencidlni energii vnitinich sil, zatézo-
vaci vektor F transformuje vnéjsi zatizeni konecného prvku do uzli kone¢ného prvku tak,
aby zatizeni konalo stejnou praci na premisténi uzld, jako nahrazovana zatizeni na posunu-
tich uvnitt koneéného prvku. Matice napéti 3 transformuje vypoctena uzlova premisténi
na napéti, pripadné vnitini sily ve zvolenych mistech elementu.

Uvedme nyni postup odvozeni matice tuhosti K, zatézovaciho vektoru F a matice X pro
prutovy prvek rovinné prihradové kosntrukce s uzly 1 a 2, ktery je zndzornén na obrazku 2.1.

Poznamka 2.1. V dalsim textu se budeme snazit dosdhnout vyjadreni potencidlni ener-
gie IT pomoci neznamych posunuti. Takto vyjadrend potencialni energie vnitinich sil II;
nam poslouzi k vyjadreni vyse uvedené matice tuhosti prvku a vektoru uzlovych deformaci
a energie vnéjsi sil I, poslouzi k vyjadieni vektoru uzlovych zatizeni (zatézovaciho vektoru).
S takto ziskanou matici a vektory bude mozné dale pracovat zcela stejné jako v deformacni

@:
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Zakladni vztahy metody konec¢nych prvki 32

y
Y Y oox

1 2

Obr. 2.1 Prvek rovinné prihradoviny.

metode.

V zékladni poloze lezi prvek v ose z (tak, jak je zobrazen na obrdzku 2.1) a ma dvé

posunuti u1 a ug ve sméru této osy.
Uzlové parametry prvku (tedy posunuti v uzlech 1 a 2) v lokélni soustavé souradnic

jsou:
{ul, UQ}T.

Prvek rovinné prihradoviny je namahan jen c¢istym tahem nebo tlakem. Proto je mozné
predpokladat, ze se vSechny jeho ¢asti nachazi ve stavu jednoosé napjatosti.
V takovém pripadé bude mit geometrickéd rovnice tvar:

_ Ou

= (2.4)

€z

Maticové (¢ = 87 u):

{eat=lam]{u} (2.5)
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Fyzikalni rovnice miiZzeme zapsat v podobé Hookeova zakona pro jednoosou napjatost:!
oz = FEeg (2.6)

Maticové (o0 = D e€):

{os}=[FE] {e} (2.7)

Nyni mizeme pristoupit k aproximaci nezndmych posunuti. Nejprve napiseme obecny
tvar platny pro libovolny bod kone¢ného prvku:?

u(lx) = a1+taszx (2.8)
Maticové (u = U a):
{u}z[lx]{gi} (2.9)

Aproximace neznamych posunuti v uzlech 1, 2

(r =S a) bude mit tvar:*
(51 _ 1 il al (2 10)
u9 1 X9 a ’

Tedy do vyrazu (2.8) jsme dosadili konkrétni souradnice uzlu 1 a 2.

!Ptedpokladame tedy, Ze materisl je izotropni a linedrné pruzny. Konstanta timérnosti E je modul pruz-
nosti materialu.

2Na tomto misté nebudeme rozebirat divody volby pravé uvedené funkce. Toto téma bude probréno
v dalsim textu.

3D4le budeme pouzivat i oznaéeni uzlovd posunuty.
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Nyni se miizeme pokusit vyjadiit vektor pomérnych deformaci pomoci € pomoci se-
stavené aproximace posunuti u podle rovnice (2.9). Kombinaci vztahti ¢ = 87 u (2.5)
au=U a (2.9) vznikne rovnice € = 87 U a:

(e)-14101=1{2] 211

Rovnici (2.11) miizeme zjednodusit operaci B = 87 U a a tak ziskat upravenou rovnici

e=B a:
(e}=l01]{2} (2.12)

Ve vztahu (2.12) vystupuje vektor neznadmych koeficientti a. Z praktického hlediska'
by bylo vhodnéjsi mito téchto neznamych koeficientd pracovat s nezndmymi posunutimi
v uzlech (vektor r).

Vztah mezi posunutimi v uzlech ra nezndmymi koeficinenty a je popsan rovnici (2.10)
ve tvaru r = S a plyne. Vyjadfime-li z ni vektor a, ziskame:

a=S"!r. (2.13)

1Zejména pokud potiebujeme, aby vysledné vztahy odpovidaly tém z deformadéni metody.
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Matice S a matice k ni inverzni S™! maji tvar:'

1 z o
S = [ ! ] =81= [ o ] (2.14)
L To—x1 X2—T1

Pak misto € = Ba lze psat € = B S™! r, coZ je mozné podrobné rozepsat jako:

{e}=1[0 1] [wi—}l Bapon ] { “1 } (2.15)

To—a1 T2—x1 U2

Nyni muzeme zapsat vyrazy pro potencialni energii — nejprve obecné a poté s dosazenim
vyse pripravenych vztaht pro e.
Potencialni energie vnitinich sil:

1 1

Hi:—/sTJdV:—/sTDst. (2.16)
2 Jy 2 Jv

Potencialni energie vnéjsich sil:

He:—/XTrdV. (2.17)
\%4

nverze matice 2x2 se provadi takto:
1. otoéime znaménka na vedlejsi diaginale,
2. zaménime prvky hlavni diagonély,

3. vydélime vSechny prvky determinantem ptvodni matice S.
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ZIRIN
Potencidlni i tavy:
otenclalnl energie soustavy ‘.7
1 ‘:’4'/0“ ““\‘z&
H:—/ETDst—/XTrdV—/pTrdS. (2.18)
2 Jv v s
Po dosazeni za € a vytknuti r: D > e
1
HzirT/S_ITBTDBS_IdVrT—/XTdVr—/pTdSr. (2.19)
\%4 \% S

Nebo ve stru¢ném zapisu:

1
HzﬁrTKr - FTr. (2.20)

Aplikaci Lagrangeova varia¢niho principu (8 IT = 0.) na (2.20):!

Kr — F =0, (2.21)

nebo
Kr = F. (2.22)

kde K je matice tuhosti kone¢ného prvku:

K = / sTBTDBS 'avV, (2.23)
\4

!Tento postup bychom méli aplikovat na kompletni soustavu (konstrukci se zatiZenimi a okrajovymi
podminkami), ale pro potfeby odvozeni mizeme predpoklddat obdobny proces i na jednotlivych koneénych
prvcich, ze kterych se soustava sklada.
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a F je zatézovaci vektor kone¢ného prvku:

F:—/XTdV.
1%

F=X+bp.

Pro studovany konec¢ny prvek:

L
K =/ STTBTDBS 4V = A/ S~ BT D B S~ 'dz,
1% 0

podrobny zapis:

L ) —1 0 T2 -1
K = A/ |: zz_?rilm szm :| [ ; :| [ E ] [ 0 1 ] |: :02_—1x1 ng:cl ]dw
0

T2—x] T2—x] T2—x1 r2—x1

Podrobny zapis (vytknuti konstant pred integral):

T2 —1 0 2 —x L
K- A [wa;;fl wz_—fcl] [1] (E] [0 1] [xz_—lwl m:fn]/o dz

r2—x1 T2—x] T2—x1 T2—x1

Po tpravé (integrace fOL dx = L nasobeni matic):

1 S EA —EA
K=FAL (“ngl) (“_f“) , o—xr1=L=>K= [ Ea } )
(x2—21)?  (z2—=1)? L 3

coz je matice tuhosti zndma i z deformacni metody.
Soustava rovnic pro jeden konecny prvek méa tedy tvar:

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)
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y
V1 2.
1 Y 5“2

Obr. 2.2 Prvek rovinné piihradoviny v roviné xy.

Kere = Fo, (2.30)
coz je mozné podrobnéji rozepsat jako:
FA —FA
4 £ u | _ | 2.31
Eui (231

Rozsiteni na proménné u a v v kazdém uzlu:

£4 o =£4 o u1 F
0 0 0 0 v | |0
“EA o EA P I (2.32)
0 0 0 © Vs 0

Poznamka 2.2. Pokud matice tuhosti K a zatézovaci vektor F maji byt pouzité pro vy-
pocet rovinnych piihradovych konstrukei (pruty jsou v uzlech spojeny dokonalymi klouby),
musi byt matice K a vektor F z lokalni soustavy souradnic podle vztahu (2.32) transformo-
vany do globalniho systému soufadnic pomoci transformacnich matic T pak Kg elementu
v globalnim systému souradnic.
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Pro tplnost a bez dalsiho odvozovani pripomindme tvar potfebné transformacéni matice
T podle [15]:
[ cosa sina 0 0 0 i
sinaa cosa 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 cosa sina
0 0 0 sina cosa
0 0 0 0 0

(2.33)

_ o O O o O

Z K. ar. a F, jednotlivych prvki (e je ¢islo prvku) sestavime K a r a F celé konstrukce
a neznamé urcéime fesenim soustavy rovnic:

Kr=F. (2.34)

Poznamka 2.3. Sestaveni matice tuhosti a zatézovaciho vektoru konstrukce je zcela shodné
s postupem v obecné deformacni metodé.

2.3. Obecny algoritmus metody konec¢nych prvki

2.3.1. Popis algoritmu

Jednou z nejvétsich vyhod metody konecénych prvki je univerzalni obecny postup pii analyze
koneéného prvku, ktery je uvedeny v tabulce 2.3.1.

V kroku 1 jsou podle typu problému, pozadavku na globalni spojitost aproximacnich
funkci a presnost vypoctu zvoleny a do matice U typu d, n zapsdny mononomy zvolenych
polynomii. Pocet neznamych funkci je oznacen d, n je pocet mononomu vsech funkci, ale
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1 | Matice zvolenych funkci U U

2 | Parametry deformace r = Sa

3 | Vektor nezndmych souciniteld | a=S"'r

4 | Priibéh slozek posunuti, rotaci | u = Ua = US 'r = Vr

5 | Matice souradnic S

6 | Prubéh slozek deformace e=Ba=BS 'r=Hr

7 | Matice odvozena derivacemi U | B = U

8 | Fyzikalni rovnice oc=De

9 | Matice tuhosti materidlu D
10 | Matice tuhosti prvku e K. = [, S~ TBTDBS1dQ, =

= J,,, H'DHdQ,
11 | Globalni parametry deformace | reg = TTre, Tep = LTreg
12 | Matice tuhosti prvku Keg = TTK.T
v globalnich parametrech K. = LTKegL
13 | Matice tuhosti konstrukce K=> K.,
Vektor deformaci konstrukce r=> re
14 | Vektor parametrii zatizeni f, = er VIXdQ.+
fﬂe ngQe—F
2 2
15 | Transformace vektoru zatizeni fog = T7f,, £, = LTfeg
16 | Vektor pravé strany F=> f.,
(3

17 | Soustava linearnich rovnic Kr=F
18 | Matice fyzikalnich konstant D*
19 | Vypocet pritbéht slozek napéti | o = D*e = D*B*S™'r

Tab. 2.2 Obecny algoritmus metody konecnych prvki.
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také pocet parametri deformace, pocet sloupcu a radka matice tuhosti koneéného prvku,
pocet prvku zatézovaciho vektoru.

V kroku 2 1ze pomoci matice S typu n, n a vektoru a o n prvcich lze jednoznacéné vyjadrit
parametry deformace usporddané do vektoru r.

V kroku 3 lze ze vztahu t = S a vyjadrit vektor neznamych soucinitelt polynomu ¢i
polynomi zvolenych funkei U. Nasobenim zleva matici S™1 a zdménou levé a pravé strany
rovnice ziskame vztah uvedeny v kroku 3.

S vyuzitim vztahu kroku 4 je vektor nezndmych funkci zapsén ve tvaru u = U r a po
tpravé u = U S~! r nebo

u=Vr. (2.35)

Matice V byva oznacovana jako matice tvarovych funkei.

V kroku 5 je uvedena takzvand matice soutadnic, kterd zavisi na tvaru prvku, pocétu
parametrii deformace a obsahuje kromé konstant souradnice uzlovych bodi, pripadé jejich
nasobky.

Ze vztahu 6 lze urcit souradnice vektoru pomérnych pretvofeni s vyuzitim matice B,
jejiz odvozeni je popsano v kroku 7, kdy pomoci operdtorové matice 0 je derivacemi ziskana
matice B.

V kroku 8 jsou s pomoci jiz odvozenych matic a matice tuhosti materialu D zapsany
fyzikalni rovnice.

V kroku 9 je uvedena matice tuhosti materialu D, dfive ¢asto oznacovana jakou matice
fyzikdlnich konstant. V kroku 10 je predepsana integrace vedouci k vypoc¢tu matice tuhosti
K. konecného prvku.

V kroku 11 je provadéna transformace vektoru parametri deformace do globalniho sys-
tému souradnic pomoci transformacni matice T a jeho rozsifeni na vektor parametra de-

@:
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formace celé konstrukce pomoci vektoru L.!

V kroku 12 je uvedena transformace matice tuhosti K mezi lokdlni a globalni soustavou
souradnic, ve druhém vztahu rozsifeni matice typu n/n na matici typu N,N pomoci tzv.
lokaliza¢nich matic L, které umoznuji snadny matematicky zapis sestaveni globdlni matice
tuhosti konstrukce.

Krok 13 predstavuje vytvoreni matice tuhosti konstrukce sumaci rozsitenych matic ko-
necnych prvku na rozmér N, N.

Je tfeba upozornit, ze integrace je provedena pres celou oblast koneéného prvku. Inte-
graci Ize jen u velmi jednoduchych prvka provést explicitné, problémem je i inverze matice
S u prvka s vyssi hodnotou n, k vypoctu byvaji uzivany systémy pro formalni operace
s vyrazy, numericka integrace a procedury pro inverze matic.

Kroky 14 a 15 provadéji podobné operace s vektorem parametrii zatizeni.

Matice L umoznuji sestaveni vysledné soustavy rovnic — matice tuhosti konstrukce a za-
tézovaciho vektoru. Muze byt sestavena neredukovana matice tuhosti konstrukce bez uplat-
néni okrajovych podminek, v literature [!] je popsdna i moznost piimého uplatnéni homo-
gennich okrajovych podminek.

V kroku 16 je provedena transformace vektoru zatizeni do globélni soustavy souradnic
a rozsiteni zatézovaciho vektoru prvku na velikost N zatézovaciho vektoru konstrukce tak,
aby mohl byt pomoci kroku 16 vytvoren zatézovaci vektor pro celou konstrukei.

V kroku 17 je zapsana soustava linearnich rovnic, kterd po uplatnéni okrajovych pod-
minek umozni vyteseni vektori parametru deformace konstrukee.

V kroku 18 je uvedena matice D*, ktera miize byt odlisna od matice tuhosti materialu

!Tedy vektor reg se zvétsi tak, aby byl stejné velky jako vektor deformaci celé konstrukce. Pro algoritmizaci
tlohy je tento postup neefektivni a ze byva realizovan rozesilanim a pric¢itdnim prvka vektoru deformaci
konecného prvku reg na globélni pozice ve vektoru deformaci konstrukee r.

o
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D.! Matice D* umoziuje vypocet napéti nebo vnitinich sil, jejichz vliv je zanedbavan pii
vypoctu potencialni energie vnitinich sil.

V kroku 19 je uveden vztah pro vypocet slozek napéti nebo vnitinich sil po ziskani
kofent soustavy rovnic (uzlovych parametri).

Uzlové parametry konstrukce je nutné sestavovat pro vypocet do vektoru pro jednotlivé
konecné prvky. Upozornujeme také na matici B*, kterd miize obsahovat i dalsi vyssi derivace
aproximacnich funkeci.

2.3.2. Volba aproximacnich polynomiu

Aproximacni polynomy, které vystupuji v matici zvolenych funkci U nemizeme zvolit libo-
volné. Z praktického hlediska jsou nejvhodnéjsi polynomy, které je mozno (i automatizované)
snadno derivovat i integrovat.

Zenisek [23] dokézal, Ze je potiebné volit pokud mozno iplné polynomy n-tého stupné.
Vzhledem k tomu, ze pocet konstant polynomu musi byt pravé roven poc¢tu neznamych
(deformacnich) veli¢in na prvku, jsou tim moznosti volby polynomu do jisté miry omezeny.

Mize se stat, ze pocet neznamych deformacnich veli¢in ne zcela odpovida poctu para-
metrt tplného polynomu. V takovém piipadé je nutné zvolit polynom netplny: disledkem
bude horsi konvergence feSeni poskytovaného takovymito koneénymi prvky k presnému te-
Seni.

!Napiiklad u desek miize byt rovnice o = D e sestavena tak, Ze ve vektoru o jsou zahrnuty jen momenty
Mg, MyaMzy, ale nikoli posouvajici sily. Protoze vektor € bude zfejmé obsahovat tfi slozky (svislé posunuti
w a dvé pootoceni ¢y a ¢, ), bude matice D ¢tvercova o rozmérech 3 x 3. PFi vypoc¢tu vnitinich sil zfejmé
budeme pozadovat i urceni posouvajicich sil g»», gy-, a proto matice D bude muset byt nahrazena matici
D* o rozmérech 5 x 3.

o
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Pro ilustraci uvedeme tvar polynomu prvniho az ¢tvrtého stupné pro jednu neznamou

1. a1 +as z,

Al CESKA
2. a1 +as x4+ as xz, > i

V PLZNI

3. a1 +as x+as %2 + ay 333,

4. a; +ag x + a3 2 + aq4 3 + a5 .

Pro dvé neznamé z a y uvedeme polynomy prvniho az tretiho stupné:
1. a1 +as x+ a3 vy,

2. a1 +ap x+ a3 y+ as vy + as 2 + ag Y2,

3.a1+axz+azy+as xy+as °+as y> + a7 23 +ag y> +ag v y* + aip 2° y.

Poznamka 2.4. Pti rozhodovani o vhodnosti zvolené aproximace je také dilezité si uvédo-
mit, jaka veli¢ina mé byt aproximovana. K popisu prodlouzeni prutu rovinné prihradoviny
je zcela dostateény polynom prvniho stupné,’, ale pouzit{ linedrni aproximace posunuti na-
priklad u stény povede k nizsi presnosti dosahovanych vysledki (a déle, a predevsim, téch
vysledkt, které odpovidaji derivacim posunuti, tedy napéti).

V praktickych tlohach je mozné rozdélit fesenou oblast na vice koneénych prvki, a tak
omezit vliv méné presné aproximace: s rostouci hustotou déleni se reseni obecné blizi pres-
nému feseni podle teorie pruznosti.

1V tomto piipadé dokonce miizeme ziskat feSeni presné odpovidajici teorii pruznosti.
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1. Jaké stupné volnosti mé prvek pro feseni rovinného problému?

dvé posunuti a jedno pootoceni
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dvé posunuti

L

jedno posunuti a dvé pootoceni
jedno pootoceni
2. Ktery polynom je vhodnou aproximaci posunuti u v roviné zyn muizeme-li pouzit po-
lynom jen se 3 cleny.
u=a1 x+ay+azxy.
u=a+a T +agy.
u=a,+ay >+ a3 y>.
3. Kolik neznamych parametrii deformace bude celkem na ¢tyruzlovém prvku desky?
8.
12.
6.
3.

4. Kolik konec¢nych prvka tvaru ¢tyrsténu je nejméné treba k sestaveni vypoctového mo-
delu kvadru?

1.
2.
3.
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4.
T7
5. NS

5. Posunuti stény je popsano funkci v = a4 + a5 * + ag y. Jakého stupné bude polynom
popisujici napéti na sténé?
0. (konstanta). D
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1. (linedrni funkce).
2. (kvadraticka parabola).
3. (kubicka parabola).

6. Jakou rovnici je mozné popsat posunuti dvojuzlového piihradového prutu v roviné?
u=ay+asx.
u=ai+ayxr+asy.
Uu=a1+ax T+ as x2.

7. Matice tuhosti kone¢ného prvku popisuje:

Vztah mezi tuhostmi jednotlivych prvki.
Vztah mezi zatizenin a uzlovymi deformacemi kone¢ného prvku.
Slouzi k vypoctu zatizeni.
8. Vektor zatizeni kone¢ného prvku:
Popisuje vztahy mezi vnitfnimi silami.
Popisuje vztahy mezi vnéjsimi silami.
Obsahuje uzlova silova zatizeni.

9. Vektor deformaci konec¢ného prvku:
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Obsahuje posunuti (pfipadné pootoceni) uzla prvku. v 5
Obsahuje neuplatnéné ¢leny matice tuhosti.
AV

Obsahuje funkce posunuti prvku.

10. Matice tuhosti kone¢ného prvku: -

> UNIVERZITA
V PLZNI

L

Je singularni.
Muze byt symetricka.

Muze slouzit k vyreseni deformaci na prvku bez ohledu na zbytek konstrukce.




2 o

Kapitola 3

Analyza konstrukce

3.1. Analyza konstrukce

Sestaveni matice tuhosti konstrukce a zatézovaciho vektoru bylo popsdno v kapitole 2.3
v odstavci 2.3.1. Bylo tam uzito takzvanych lokaliza¢nich matic, jejichz pouzitim se dosdhne
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zvétSeni typu matice prvku K, z typu n,n na typ N, N, kde n je pocet parametri na prvku
a N je celkovy pocet parametrii deformace celé konstrukce. Obdobné byla matice LT uzita

pro zvétseni poctu prvku zatézovaciho vektoru Fe z n prvki na N.

Tento postup je velmi jednoduchy, umoznuje velmi snadny zapis algoritmu sestaveni
matice tuhosti a zatézovaciho vektoru konstrukce (levych stran a vektoru pravych stran
systému rovnic), je vSak z hlediska po¢tu provddénych operaci pii ndsobeni matic a vyza-
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dovaném prostoru paméti pocitace zcela neefektivni. Proto se se zapisem:

K = iLiTKeW-Li
=1

F = Y Li'fy,, (3.1)
=1

kde m je pocet konecnych prvki, setkavame nejcastéji v literature.

Ve vztazich (3.1) jsou uzity lokaliza¢ni matice, které jsou typu n, N nebo po transpozici
N,n a jsou sestaveny z hodnot 0 a 1 a rozmisti a na odpovidajici pozice diky sumacnimu
znaménku pri¢tou prvky do matice tuhosti konstrukce a jejiho zatézovaciho vektoru. Tvorba
matic L je jednoduchd a je podrobné popsdna v [23, 39].

V teoretickych manudlech i certifikovanych programovych systémech pro MKP lze nalézt
matematicky hrubé nespravny zapis:

m
K = ) K,
=1
m
F = ) fg (3.2)

@
Il
—

(3.3)

kdy s¢itanim matic typu n, n nebo vektoru o n prvcich nelze v zddném pripadeé ziskat matici
typu N, N nebo vektor typu N, kdyz témér nikdy n neni rovno N.

Popisme nyni sestaveni matice tuhosti konstrukce K a zatézovaciho vektoru konstrukce
pomoci takzvanych kédovych cisel. Pro koneéné prvky pii jejich odvozovani pouzivame
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lokalni ¢isla uzlta. V feSené konstrukci se vyskytuje zpravidla velky pocet koneénych prvki.
Pri sestavovani globalni matice K a vektoru F je nutné vsechny uzly zvoleného déleni
konstrukce ocislovat prirozenymi ¢isly od 1 do NU, kde NU je pocet uzli na konstrukci.
Pak 1ze také ke kazdému lokdlnimu ¢islu uzlu na prvku priradit globalni ¢islo uzlu.

V tomto piipadé pti poctu parametri deformace v uzlu VA lze uréit piimo z globédlniho
¢isla uzlu indexy pro pri¢itani prvk do matice tuhosti a zatézovaciho vektoru konstrukce.

7Z lokéalnich pozic jsou postupné vyzvedavany vsechny prvky matice tuhosti a zatézova-
ciho vektoru a jsou umistovany pri¢itanim k prislusnému prvku s vypoctenymi globalnimi
indexy.

Vztah pro uréeni globalniho indexu je jednoduchy:

ig=(iu—1) VA+i,, i+p=1.VA, (3.4)

kde i4 je globalni index stupné volnosti v uzlu, i, je pofadové ¢islo uzlu, VA je pocet
parametri v uzlu a i, je pofadové ¢islo parametru v uzlu.

Pi#iklad 3.1. Ctyfuzlovy prvek s lokdlnimi uzly 1, 2, 3 a 4 mé& 3 parametry v uzlu (VA
= 3), pak typ matice K je n = 12 a vektor lokédlnich indexu je 1 az 12.
Prvek ma globalni ¢isla uzla 4, 3, 15, 14, urcete odpovidajici vektor kédovych cisel.

Reseni. Podle vztahu (3.4) musi mit vektor kédovych é&isel prvky:
10,11,12,7,8,9,43,44,45,40,41, 42. (3.5)
A

Pro dalsi vyklad vyuzijeme vektor kédovych ¢isel (3.5). Tyto indexy budou pouzity pro
urceni prvka v globalni matici tuhosti a zatézovacim vektoru, ke kterym budou pric¢itany.

o
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Je samozrejmé, ze pred zahajenim procesu rozesilani a pric¢itani prvkd musi byt pozice
v globalni matici tuhosti a zatézovacim vektoru rovny nule. Prvky vektoru kédovych cisel
jsou pouzity pro radkové i sloupcové indexy matice tuhosti prvku, které maji byt rozesilany
a rovnéz pro prvky zatéZovaciho vektoru. Napiiklad prvek k.35 z lokdlni pozice 3,5 je
pri¢ten k pozici 12,8 v matici tuhosti konstrukce a 10. prvek zatézovactho vektoru pri¢ten
k 40. pozici globalniho zatézovaciho vektoru.

Lze tedy zrekapitulovat, ze pomoci vektoru kodovych cisel lze pro kazdy prvek urcit
radkovy a sloupcovy index v globalni matici tuhosti a index v globalnim zatézovacim vek-
toru.

Sestavovani matice tuhosti konstrukce se provadi tak, ze u vSech koneénych prvka (cel-
kem jich je m) vybirdme z jejich matice tuhosti jednotlivé prvky, které pricitdme na pozice
zjisténé pomoci odpovidajicich prvka vektoru kédovych ¢isel. Obdobné si po¢iname u prvki
zatézovaciho vektoru konec¢ného prvku.

V tvodu tohoto odstavce bylo feceno, Ze je sestavovana neredukovand matice, kterd je
singularni.'

Uvedme nyni dalsi vlastnosti matice tuhosti konstrukce:

e matice je symetrickd podle hlavni diagonaly,
e prii vhodném cislovani uzli je matice pasova.

Tyto vlastnosti je mozné po regularizaci matice uplatnénim okrajovych podminek vyuzit
pri feseni soustavy rovnic. V modernich programovych systémech jsou ¢isla uzli generovana
generatory déleni oblasti na kone¢né prvky, nékdy pro usnadnéni zadavani po podoblastech.

1V ptipadé konstrukef plogné podeptenych, kdy koneéné prvky mohou obsahovat matici tuhosti doplnénou
o tuhosti podkladu, je matice reguldrni — to je ovSem zvlastni pripad.

o
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Sestavovani matice tuhosti a zatézovaciho vektoru konstrukce, tedy soustavy rovnic, je v pro-
gramovych systémech velmi casto upravovano tak, ze probihé sestavovani rovnic po ¢astech.
Ve vétsiné systémi je povazovano za ¢ernou skiinku, o které nepottebuji uzivatelé, ale ani
programatori rozsifujici knihovny konec¢nych prvkt mit ani ponéti.

3.2. Uplatnéni okrajovych podminek

V deformacni varianté metody konecénych prvku jde o respektovani zpusobu podepieni,
zadani popusténi podpor, zadani symetrie pripadné antisymetrie konstrukce.

Nejjednodussim piipadem je zadani pfedepsané nulové hodnoty parametru deformace
(byva nékdy oznacovan jako homogenni okrajovd podminka). V tomto pripadé je mozné
vytvorit trividlni rovnici, ve které je predepsana nulova hodnota parametru deformace. Na
hlavni diagonalu této rovnice je umisténa hodnota 1 a do vSech ostatnich hodnot radku nuly.
Touto operaci se stava ovSem matice soustavy nesymetrickou. Symetrie lze dosdhnout vy-
nulovanim i odpovidajicich prvku sloupce, coz je vlastné dosazeni nulové hodnoty znamého
korene soustavy.

Ve stavebnictvi je ¢asto nutné predepsat nenulové hodnoty parametru deformace (po-
pusténi podpor). Zde je mozné opét vytvorit rovnici s hodnotou koeficientu u této neznamé 1
a do pravé strany systému rovnic dosadit predepsanou hodnotu (nehomogenni okrajova pod-
minka). Pokud vSak chceme uchovat symetrii matice tuhosti konstrukce, je nutné v ostatnich
rovnicich dosadit tuto hodnotu a prevést vznikly absolutni ¢len na pravou stranu rovnico-
vého systému.

Velmi jednoduchi je situace v pripadé pruznych podpor. V tomto pripadé je vlastné pti-
pojena v daném uzlu pro odpovidajici parametr deformace vnéjsi vazba se znamou tuhosti.
Tato vazba je respektovana pri¢tenim své tuhosti k odpovidajici tuhosti diagonalniho ¢lenu
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matice tuhosti konstrukce.

Dalsim pripadem jsou vazby, které nemaji smér globalnich smért uzlovych parametra,
v tomto pripadé je nejvyhodnéjsi transformovat souradnicovy systém rovnic uzli do lo-
kalniho, ktery ma smér osy rovnobézny s vazbou. Pak lze okrajovou podminku realizovat.
Samozrejmeé, ze pokud jsou predepsany nulové hodnoty vice parametru tak, Ze transformo-
vané veli¢iny jsou pred i po pripadné transformaci nulové, lze je zadat i pred transformaci.

Slozitejsi jsou pripady uvolnovani vnitinich vazeb, zadavani subkonstrukci, spojovani
nékterych parametru zdvojenych uzla se stejnou polohou, zadavani podminek, které pre-
depisuji vzdjemnou polohu uzli (naptiklad na pfimce, v roviné a podobné). I s témito
podminkami se dokazou soucasné programové systémy vyrovnat.

3.3. Zadavani zatizeni

Zatizeni v programovych systémech metody koneénych prvku je zaddvano jako uzlové (pra-
cujici na prislusnych parametrech v uzlech) nebo jako transformované vnéjsi nebo objemové
zatizeni. Zatizeni pusobici na prvku jsou v analyze kone¢nych prvku prevadéna staticky
ekvivalentné do uzli na zikladé pozadavku vykonani préce stejné velikosti na uzlovych
posunutich jakou koné zatizeni na konec¢ném prvku na svych posunutich.

Programové systémy vzhledem k hustoté déleni na koneéné prvky umoznuji zpravidla
zadavani jen zékladnich typt zatizeni:

e objemové sily,
e rovnomérné zatizeni,

e zatizeni zménou teploty.

o
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Nékteré systémy umoznuji pripojeni fiktivnich prvki s nulovou tuhosti, které slouzi jen
k zadéni urcitych typu zatizeni (zejména plosnych) na prvky redlné, ke kterym jsou pripo-
jeny. Prvky fiktivni mohou mit i jinou dimenzi — tak lze naptiklad zadat plosné zatizeni na
prostorové prvky.

3.4. Zpusoby zavedeni zatizeni do ulohy

Zatizeni 1ze zadat do zatézovaciho vektoru konstrukce riznym zptsobem:

1. Uzlova zatizeni se zadavaji zpravidla samostatné s uvedenim informace o uzlu, ve
kterém ptisobi, parametru, na kterém pracuji, ten urc¢i smér ptsobeni, a uvedenim
intenzity zatizeni.

2. Spojitymi zatizenimi, ktera ptisobi na prvku a jsou pro né pripraveny zatézovaci vek-
tory s jednotkovou intenzitou nebo specidlnimi vyse uvedenymi fiktivni prvky, prena-
Sejicimi pouze zatizeni.

3. Zatézovacimi vektory prvki ziskanymi jinou analyzou, napiiklad teplotni.
Tyto vektory mohou byt preneseny do vypoctu statického.

Poznamka 3.2. V nékterych programovych systémech je mozné tesit soucasné nékolik
zatézovacich stavi pro rtizné varianty zatézovaciho vektoru konstrukce. Tento zpusob je ne-
obvykly pro systémy vzniklé v USA, kde je obvykle fesen samostatné kazdy zatézovaci stav.
Tento pristup umoznuje ménit i predepsané okrajové podminky, které jsou pak povazovany
za soucast zatézovaciho stavu.
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Poznamka 3.3. Pro ilustraci problém, které mohou nastat pri sestavovani modelu a za-
vadéni zatizeni uvadime dvé ukazky konecnéprvkového feseni stény. V bou ptipadech je
vykresleno normalové napéti ve vodorovném sméru o,.

Na obrazku 3.1 jsou ptiklady tii siti koneénych prvki zatizenych vzdy pozvolna nariis-
tajici bodovou silou. Jak je patrné, zhustovani sité konecnych prvka vede ke spravnému
feseni teorie pruznosti (napéti pod bodovou silou je nekoneéné), coz ovSem neni ocekavany
prakticky vysledek.

Na obrazku 3.2 je uvedena piipad, kdy je zatizeni (podle moznosti piislusné sité konec-
nych prvku) rozlozeno do oblasti o dané sitce (odpovidajici sifce, na které pusobi skutecné
zatizeni). ZatiZzeni do uzla koneénych prvki tedy byla umisténa tak, aby odpovidala rov-
nomérnému spojitému zatizeni. V porovnani z obrazkem 3.1 je patrné, ze i hodnoty napéti
jsou nizsi.

Vysledky vypoctu jsou tmyslné vykresleny bez obvyklych interpolaci, abychom zdiraz-
nili rozdily v presnosti jednotlivych feseni.
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Obr. 3.1 Sténa zatizend bodovou silou.

uFEM 0.2.6Zk
Result: s_x
Set: 1: 0.033
_ 4.40000e+03
_ 3.85000e+03
.7 3.30000e+03
_ 2.75000e+03
_ 2.20000e+03
_ 1.65000e+03
_1.10000e+03
_ 5.50000e+02
_ 0.00000e+00
-1.26250e+04
-2.52500e+04
.78750e+04
.05000e+04
.31250e+04
.57500e+04
.83750e+04
.01000e+05

y
E x
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Obr. 3.2 Sténa zatizend spojitym zatizenim.

uFEM 0.Z.6Z2k
C3: CART

Set:

1: 0.033

-59000e+03
14125e+03
69250e+03
.24375e+03
79500e+03
-31625e+03
97500e+02
-48750e+02
00000e+00
-5.72500e+03
-1.14500e+04
-1.71750e+04
—-2.29000e+04
-Z.B86250e+04
-3.43500e+04
-4.00750e+04
-4.58000e+04
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o
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2 TORS
Kviz.
v7
% S
1. Rovnomérné spojité zatizeni o velikosti 1% plsobi mezi uzly i a j na délce 0,1 m. x>
Jakou uzlovou silou jej nahradime v uzlu ¢?
0, 5N D ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
0,05 EN. v L
15 kN.
55 kN

2. Sila ve sméru osy z o velikosti 100k N ptisobi v uzlu, kde je zavedena okrajova podminka
branici posunuti ve sméru osy x. Jak se tato sila projevi ve vypoctu?
Nijak neovlivni feSeni soustavy rovnic, neni tfeba s ni pocitat.
Nijak neovlivni reseni soustavy rovnic, je tfeba ji zahrnout jen do velikosti reakce
v uvedeném uzlu.

Deformace v prvku, ke kterému tento uzel nalezi, je tfeba pfendsobit soucinem sily
a modulu pruznosti.

Hodnotu sily je potfebné pricist k diagonalnimu ¢leno v prislusném radku matice
tuhosti konstrukce.

3. Je treba zadat ohybovy moment 10 kN m ve formé dvojice sil. Vzdalenost uzli, na
které lze sily zadat, je 0.1 m. Jaka bude velikost sil?

10 kN
10000 N
100 EN
50 kN
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RN
1849
4. Ktery z uvedenych typt zatizeni je mozné zadat v tloze rovinné napjatosti? Uloha se . =
¥ vz v - NS
resi v roviné zxy. % y
. g Wi
Posunuti v ose z.
Rotace kolem osy y.
’ ZAPADOCESKA
Moment otacejici kolem osy x. UNIVERZITA

Sila ve sméru osy .
5. Ktery z uvedenych typt zatiZeni je mozné zadat na tenké desce? Uloha se Fesf v roviné
Y.
Posunuti v ose z.
Posunuti v ose z.
Moment otacejici kolem osy z.
Sila ve sméru osy .

6. Ktery z uvedenych typu zatizeni je mozné zadat na sténé (tloha rovinné napjatosti)?
Uloha se Tesi v roviné xy.

Posunuti v ose z.
Moment otacejici kolem osy z.
Sila ve sméru osy .
7. Ktery z uvedenych typu zatiZzeni je mozné zadat na fezu dlouhym télesem (tiloha rovinné
napjatosti)? Uloha se fesi v roviné .
Posunuti v ose z.
Moment otacejici kolem osy z.

Spojité zatizeni [k:N / mQ] ve Sméru osy y.
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8. Ktery z uvedenych typt zatiZeni je mozné zadat na tlusté (Mindlinové) desce? Uloha

A e Ao\ TS
se Tesi v roviné zy. NS
2y s 2 sy
Moment otacejici kolem osy z.
Posunuti v ose z.
> ZAPADOCESKA
Sila ve sméru osy y. uvenzi

9. Ktery z uvedenych typu zatizeni je mozné zadat na pruzném télese v prostoru?
Moment otacejici kolem osy z.
Pootoceni kolem osy .
Sila ve sméru osy .
10. Ktery z uvedenych typi zatizeni je mozné zadat na pruzném poloprostoru?
Pootoceni kolem osy z.
Moment otacejici kolem osy z.

Sila ve sméru osy z.
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Kapitola 4 D

Typy konecnych prvkiu

4.1. Rovinny problém

4.1.1. Vztahy teorie pruznosti pro rovinny problém

Rovinny problém je podrobnéji popsan v [50, 39]. V dal$im textu uvedeme vztahy nezbytné
pro odvozeni matice trojuzlového tuhosti kone¢ného prvku pro reseni problému rovinné
napjatosti, tedy pro feseni stén. Pro vyuziti tohoto prvku v tloze rovinné deformace by
byla potiebna jedinad zména, a to ndhrada matice tuhosti materidlu D tvarem odpovidajicim
rovinné deformaci. Tento prvek je znazornén na obrazku 4.1.

V kazdém uzlu budou, v souladu s teorii pruznosti, dva neznamé parametry deformace
u, v. Na koneéném prvku tedy bude celkem Sest nezndmych uzlovych parametri:

T
{u1,v1, ug,v9,u3, v3}" .
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Obr. 4.1 Trojuzlovy konec¢ny prvek pro rovinny problém.

Geometrické rovnice podle [39] budou mit tvar:

T ox’ Yooy Y oy ox)

(4.1)

Ktery je mozné zapsat maticové (e = 87 u):

€ 20
A O v 4.2
€y = %/ v (- (4.2)
0
Vxy 5 o
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AZIRINA
Fyzikalni rovnice pro tlohu rovinné napjatosti zapiseme ve tvaru: " I!!I 7
O\ LA
) "4'/4. - "8‘”
0z = 75 (Eatvey) (4.3) Lo
—v
o — L (6 +ve ) (4 4) ZAPADOCESKA
) 1— 2 ) x/ . UNIVERZITA
v V PLZNI
E
P , 4.5
@ 201 —v) 1™ (45)

a prepiseme maticové (o = D e):

Oy i 1 v 0 Ex
O'y = m v 1 0 €y 0 (46)
Tay 00 21-v) Yary

4.1.2. Odvozeni kone¢ného prvku pro rovinny problém

Nyni zvolime aprozimace nezndmijch posunuti:'

u(z,y) = a1 x+azy+ as,
v(z,y) = a4x+asy+ ae. (4.7)

1Uvedens aproximace plati pro libovolny bod koneéného prvku.
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VIRV
V dalsim odvozeni budeme potfebovat i jejich maticovy zépis (u = U a): > s
R S
( a \ %,0“ ““\“&
a2
v * y 1 0 0 O a3 ZAPADOCESKA
- . 4.8
{ % } |: 0 0 0 =z Y 1 a4 ( ) > sn:’llvziunlzm
as
\ a6

Na zakladé vztahu (4.8) mizeme zapsat aproximace nezndmych uzlovych posunuti v uz-
lech 1,2, 3: (r=S a):

(51 ) i r1r Y1 1 0 0 0 1 aq )
V1 0 0 0 =z wy1 1 az
() T2 Y2 1 0 0 0 as
= 4.
(%) 0 0 O 1 Y2 2 a4 ( 9)
us r3 Y3 1 0 0 O as
( U3 ) L0 0 0z y3 3] \ as )

Kombinaci vztahti e = 87 u (4.2) a u = U a (4.8) vznikne € = B a, kde B = 87 U:

2

ai
5 20 b2
v 2 100 0 a
e T I ; ,
©v s 000z y 1 as (4.10)
oy % 0 [ 2wt dotumen |
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VIRV
Po zjednoduseni ziskdme tvar e = B a: ‘.7
( a 1 4’4,/0#‘ ““\“Q‘o\'
Ex 100000 o
o= B CE D10 (411) D»s:':c::z::“
4 V PLZNI
Yy 010100 as
ag

Z rovnice r = S a (4.9) muzeme vyjadrit a:

a=S""'r (4.12)
Potom mtizeme zapsat vztah pro e ve tvaru:

e=BS'r. (4.13)

Potencidlni energie vnitinich sil ma podobu:

1 1
Hiz—/eTadV=—/eTDedV= (4.14)
2 Jy 2 Jy
Potencialni energie vnéjsich sil ma tvar:
He:—/XTrdV—/pTrdS. (4.15)
1% s

Potencialni energie konecného prvku miize byt potom zapsana:

1
H:Hl-—l—He:—/ETDst—/XTrdV—/pTrdS. (4.16)
2 Jv v s
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Po dosazeni za € a vytknuti r ziskame:
1
H:-rT/s—lTBTDBs—ldvrT—/XTdVr—/pTdsr, (4.17)
2 v v s
coz je mozné strucné prepsat jako:
1
H=§rTKr — Fl'r, (4.18)
kde K je matice tuhosti kone¢ného prvku:
K = / STTBTDBS 4V, (4.19)
1%
F je zatézovaci vektor konec¢ného prvku:
F:—/XTdV—/pTdS. (4.20)
\% S
Pro studovany konecény prvek:
K=tASTBTDBS, (4.21)
kde t je tloustka a A je plocha konec¢ného prvku.
Zatézovaci vektor F potom je:
F=X+p. (4.22)

Z K. a re a F, jednotlivych prvki (e je ¢islo prvku) sestavime postupem popsanym
v kapitole 2 matici tuhosti K a zatézovaci vektor F celé konstrukce a nezndmé r urcime

fesenim soustavy rovnic:
Kr=F.

(4.23)

ZAPADOCESKA
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2 TORS
Po vyfeseni soustavy (4.23) muzeme na jednotlivych koneénych prvcich stanovit vy- . =
sledky (pomérné deformace a a napéti) nasledujicim postupem: ’5% '3«5
/0"4- ““\‘\
1. z vektoru r celé konstrukce sestavime vektory r. jednotlinych konec¢nych prvki
2. pro kazdy prvek stanovime pomérné deformace: D > e
—1 V PLZNI
€e=B S7 re,

3. pro kazdy prvek stanovime napéti:
oce=Deée.nchoo. =D B S~ ! r..

V tomto pifpadé budou vypoéitand napéti na prvcich konstantni.!

4.2. Desky

4.2.1. Vztahy teorie pruznosti pro desky

Teoretické vztahy pro tenké desky jsou uvedeny napiiklad v textu [50]. V dalsim vykladu
budeme uvadét jejich maticovou podobu, ktera je pro odvozovani matice tuhosti koneéného
prvku vhodnéjsi.

Deska ma tii neznamé parametry deformace (pruhyb w, pootoceni ¢, a pootoceni ¢, )
v kazdém uzlu. Ctyfuzlovy koneény prvek, uvedeny na obrazku 4.2, tedy bude mit celkem
dvanact neznamych uzlovych parametru:

r= {w17 Px.1, Py,1, W2, Px.2, Py 2, W3, P 3, Soy,3}Ta (424)

1Pro nekonstatntni napéti by bylo nutné zvolit jako aproximace posunuti polynomy vyssich ¥4di. Pak by
ovSem matice B nebyla matici konstant a bylo by nutné pfistoupit k numerické integraci.
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Obr. 4.2 Ctyiuzlovy deskovy koneény prvek.

pri¢emz pootoceni muzeme zapsat ve tvaru:

ow; ow;
Geometrické rovnice:
d*w 9w O%w
Ex = — ox2’ Ey = — ayz ) Toy = _28w8y (4'26)
miizeme zapsat v maticové podobé (e = 87 u):
82
€ ~og
ol
w = o {w} (4.27)
Yoy 28283;
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RN
Fyzikalni rovnice pro linedrné pruzny a izotropni material maji tvar: v -
me = g2 G tva) (4.28) 2y
E h3 ZAPADOCESK,
E h3
= 4.30
Myy 24(1 T 1/2) Yy ( )
ktery mtizeme prepsat do maticové podoby (o = D €):
My 3 1 v 0 €
Eh
my = — v 1 0 gy . (431)
12(1 — v?) 1

4.2.2. Odvozeni kone¢ného prvku pro tenké desky

Protoze konecny prvek ma dvanéct neznamych parametri (posunuti a pootoceni), muzeme
k aproximace neznamych uzlovych posunuti pouzit polynom o dvanécti ¢lenech:

w = a1 +tayTr+azy-+ay m2+a5 Y + ag y2
+ a7 23 +ag :c2y + ag :cy2 + a10y3 + anm?’y + algxy?’. (4.32)

Podle rovnice (4.25) muzeme pootoceni zapsat jako derivace priuhybu. S vyuzizim vztahu (4.32)
dostaneme:

Yy = a2+ 2047 + asy + Saya:2 + 2agxy + 3a11x2y + a12y3,
py = a3+ asz+ a6y + agz? + 2a9zy + 3aioy® + annz® + 3arazy?. (4.33)
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AZIRINA
Aproximaci posunuti a pootoceni je mozné prepsat maticové (u = U a): ® I!!I =
T _ e\ Y A
{w790x790y} = «é’*%“ ““\“@
)
a
az D ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
as V PLZNI
a4
1 2y 22 2y v?2 22 2%y zy? ¥ 2y a2yl 25
0102 y 0 322 2zy 3> 0 322 . (4.34)
001 0 =« 2y O 2?2 22y 3y?  2®  3axy? a7
8
ag
aio
ai
\ a12 J

Nyni mizeme zapsat aproximace neznamych uzlovych posunuti v jednotlivych uzlech
kone¢ného prvku (r =S a):
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1849
T _
{w17 Px,15 Py,1, W2, Pz.2, Py,2, W3, P 3, Py,3, Wi, Px 4, Soy,4} - ‘- 7
D £

oy 2f my oy 2] 2y my oy @l myd s>
1 0 2z w1 0 3z 2;y uf 0 32y y
0 1 0 x1 2y1 O w2 2my1 3y b 3x:iy? D 2APADOCESKA
2 2 3 2 2 3 3 3 > UNIVERZITA
T2 Y2 Xy T2Y2 Yz Xy TY2  T2Yy Y3 TY2 T2ls v eLzn
1 0 2x9 1o 0 3:1,‘% 22219 y% 0 393%?/2 y%
1 0 ro 2y2 0 :L'% 22212 3y% x% 31‘23/%

x3 ys x3 w3ys Y3 w3 a3ys  a3y3 Y3 ajys a3y
1 0 2x3 s 0 3:1:% 22313 y§ 0 3:1;§y3 yg
0 1 0 a3 2y3 O 3 2x3ys 3y3 23 3wsyd
T4 Y4 w?; T4Y4 yi Ly $?1y4 x4y§ ?JZZ’ ﬂiiy4 9643/219’
1 0 2v4 ys 0 322 2m4ys 43 0 3x3ys  v3

0 1 0 r4 2ys O l‘i 2244 3yZ a:i 31‘43/3

OO P OO, OO KOO

T
X{ a, az,as, a4, as, ag, az, as, ag, aip, ail, ai2, } (435)

Dalsi postup je formélné shodny s postupem uvedenym prii odvozovani matice tuhosti
trojuzlového kone¢ného prvku pro reseni rovinného problému.
Kombinaci vztahti e = 87 u a u = U a ziskdme:

e=Ba, (4.36)

kde B = 8T U. Protoze vektor a obsahuje nezndmé konstanty, které potiebujeme z feseni
vylouéit, upravime vztah r =S a (4.35) do tvaru:

a=S""'r (4.37)
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VIRV
Dosazenim ziskaného vztahu do vyrazu geometrickych rovnic (4.27) ziskdme vysledny vztah . =
pro pomérné deformace: *% '3«5
e=BS'r. (4.38) >
Potencialni energie vnitinich sil mé tvar:' ) \
D ez
1 T 1 T V PLZNI
Hi:—/e O'dV:—/E DedV (4.39)
2 Jyv 2 Jy

Potencialni energie vnéjsich sil:
He:—/XTrdV—/pTrdS. (4.40)
\% S

Potencialni energii soustavy potom muzeme zapsat:

1

H:—/sTDedV—/XTrdV—/pTrds. (4.41)
2 Jv v s

Po dosazeni za € a vytknut{ r:
1
HzérT/S_ITBTDBS_ldVrT—/XTdVr—/pTdSr. (4.42)
v 14 s

Strucné: )
H:§rTKr — Fl'r, (4.43)

1V&imnéme si, Ze zapis je forméalné shodny s difve uvadénymi tvary pro p¥ifhradovinu i rovinny problém.
Ovsem vektor o neobsahuje napéti, ale mérné vnitin{ sily, které jsou uvedeny v rovnici (4.31).
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kde K je matice tuhosti kone¢ného prvku:
K= / STTBTDBS 'aVv (4.44)
1%
a F je zatézovaci vektor kone¢ného prvku:

Fz—/XTdV—/pTdS. (4.45)
1% S

Pro studovany konec¢ny prvek je vhodné pouzit numerickou integraci ve 2D, protoze
matice B obsahuje proménné x,y a jeji obecné vycisleni je pracné.

K :/ STTBTDBS 'dA (4.46)
A

Z K. are a F¢ jednotlivych prvki (e je ¢islo prvku) sestavime pomoci vztahi uvedenych
v kapitole 2 matici tuhosti K, vektor posunuti a pootoceni r a zatéZovaci vektor F celé
konstrukce a neznamé urcime fesenim soustavy rovnic:

Kr=F. (4.47)

Po vyteseni soustavy (4.47) muzeme ziskat vnitini sily postupem obdobnym jako u ro-
vinného problému:

1. z vektoru r celé konstrukce sestavime vektory re jednotlivych konec¢nych prvki,

2. pro vybrané body kazdého prvku' stanovime pomérné deformace:

ee=BS!r, (4.48)

1Zpravidla se voli integraéni body, které byly vyuzity pfi numerické integraci potfebné k sestaveni matice
Kcprvek .
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3. pro vybrané body kazdého prvku stanovime mérné vnitini sily:
o.=D e, (4.49)

nebo
oc.=DBS !r,. (4.50)

4.2.3. Vyhodnocovani vysledka na deskach

Mérné vnitini sily na deskéch zpravidla stanovujeme za tic¢elem jejich dimenzovani a posu-
zovani. Zejména v pripadé zelezobetonovych konstrukci se setkdvame s problémem stano-
veni takové podoby vnittnich sil, aby byly vhodné pro potfeby dimenzovani. Problém c¢ini
zejména skutecnost, ze standardni vztahy v normach pro navrhovani betonovych konstrukei
jsou navrfeny pro prutové prvky.

Jak jiz bylo uvedeno v [50] se z tohoto duvodu zavadi pojem dimenzacnich momentii,
které jsou definovany:

Mg dim = Mg+ sgn(mz) ’m$y|

My dim = My + sgn(my) [mayyl.

Je ztejmé, ze dimenzacni momenty poskytuji o néco vyssi hodnoty vnitinich sil, nez by
odpovidalo skutecné vypoc¢tenému stavu konstrukce, ale vyrazné zjednodusuji praci projek-
tanta, ktery nemusi navrhovat specidlni vyztuz pro krouceni.

Pro vyuziti dimenzacnich vztahti pro pruty ovSem nemtizeme primo pouzit mérné mo-
menty Mg gim & My dim, ale potfebujeme jejich vyslednici na vhodné zvoleném pruhu desky.

Muzeme pouzit postupu, ktery je ilustrovan na obrazku 4.3:

@:
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Y 1A
l [l b e
————————————————————— I V PLZNI
B
1 X
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, | IR
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, S
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, S
A
/(mx,dim
mi
A A
\ =L [ | |
\ [~ ! \
C]

Obr. 4.3 Postup pri ur¢ovani momentt pro dimenzovani.
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1. vedeme Tez A-A ve sledovaném misté nosniku (polohu fezu A-A zvolime z rozlozeni
vysledku ve 2D zobrazeni),

2. vykreslime prislusny moment myg;,, v fezu A-A,
3. vytvorime po ¢astech konstantni ndhradu mg;y,,
4. dimenzujeme na moment M; = a; m; [kN m).

Uvedeny postup pouzijeme pro oba sméry = a y a jim odpovidajici momenty.

4.3. Télesa

4.3.1. Vztahy teorie pruznosti pro prostor

Modelovani stavebnich konstrukci pomoci télesa se ve stavebni praxi pouziva pomérné malo
¢asto.! V této ¢asti proto uvedeme pouze nejjednodussi prostorovy koneény prvek — étyiuz-
lovy ¢tyTstén s linearnimi aproximacemi posunuti. Je samoziejmé mozné se setkat i s prvky
osmiuzlovymi nebo i s prvky dvacetiuzlovymi.”?

Odvozovany prvek ve tvaru Ctyrsténu je velmi podobny jiz popisovanému trojihelniko-
vému prvku pro feseni rovinného problému, jeho odvozeni se bude liSit jen jinym poctem
stupnu volnosti (tedy nezndmych parametri posunuti). V teorii pruznosti [50] jsou v pro-
storu tTi nezndma posunuti u, vw v kazdém bodé.

1Vétsina programt na bazi metody koneénych prvkil, které jsou uréeny pro stavebnictvi, tento typ prvki
vibec neobsahuje.

2Osmiuzlové a dvacetiuzlové prvky jsou, ale obvykle odvozovany jako prvky izoparametrické, typicky
postup odvozeni takovych prvka bude popsan az v dalSim textu.

o
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Pro dalsi postup bude potrebné uvést vztahy teorie pruznosti, které uvedeme v maticové
podobé.

Geometrické vztahy (€ = 0 u) maji v prostoru tvar:

o]
ez ) 7 g 0
gy 0 35 Y

0 0 =
€z = 0 o 882 v 0 (451)
Yyz 9z 0Oy w

2 0 42
RE 0.z o0 x
7. 0 9

. /Ty L 0y 0= i

Fyzikalni vztahy pro linedrné pruzny izotropni materidl (o = D €) je mozné maticové
zapsat:

o ) 1 &£ & 0 0 0 e )
oy Lo 0 0 0 e
Tyz 0 0 0 2(1—v) 0 0 Yyz ’
o 0 0 0 0 o755 O Vo
Toy ) 0 0 0 0 0 g5y ] \ ey )
kde
4o EQ-v) (4.52)
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Obr. 4.4 Konecny prvek tvaru ¢tyfsténu

4.3.2. Odvozeni kone¢ného prvku pro prostorové tulohy

V kazdém bodé prvku (a tedy i v kardém uzlu) budeme uvazovat tii nezndmé parametry
deformace u, v, w. U ¢tyruzlového prvku podle obrazku 4.4 tedy budeme mit celkem dvanact
neznamych uzlovych parametru:

T
u = {u1, vi, wi, Uz, Va2, W2, U3, V3, W3, U, Vg, W4}~ . (4.53)

Protoze neznamych posunuti je dvanact, mizeme pouzit i polynom s dvanéacti parame-

try. Protoze je potfebné aproximovat tfi funkce posunuti (u, v, w), je mozné pii respektovani
) ) b

pozadavku na uplnost pouzitych polynomi n—tého stupné pouzit nejvyse linedrni aproxi-
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mace posunuti:

u(z,y, 2)
v(z,y, z)

w(z,y, )

Maticové je mozné vztah (4.56)

<

I
o O 8R
cow
o o

= a1 T+azy+azz+ay,
= a5 T+asy+ayz+as,

= a9 x+ayy+ai z+aj.

zapsat (u="U a):

10 00 00 O0O0O
0Oz y 2z 1 0000
00 0O0O0=zvy 2z 1

\

a
az
as
aq
as
ae
az
as
ag
ai0
a1l

aig.

(4.54)
(4.55)
(4.56)

(4.57)

V

Vztah (4.57) muzeme prepsat pro jednotlivé uzly prvku. Ziskdme tak aproximace ne-

&
S

o

-

<2k

\C
«é:’ 0

»
STRAN (.\}
&
70, i v “\“v
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>

§83885¢es55¢8
_

1

o~ o == N
o foo oo oo F
o oo Socoo oo I
o oo oo oo J
— o0 00 00 O
oo o T OO o
o So Lo o o

o o o

N
X

(4.58)

1
000x4y424

0

0 0 0 O
24
0

o o

ch prvki

cny
U
vy
w1

znadmych uzlovych posunuti v uzlech 1, 2,3 a4 (r =S a):

Typy kone

T4 Y4
0

0
0
0

Ug
V4
Wyq

U3
Stejné jako u predchozich konec¢nych prvki muzeme kombinaci vztahti € = 8 u a u
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2 TORS
= U a ziskat vyraz pro pomérné deformace e = B a, kde B = 87 U: ‘.7
” - ‘:94./0“ ““\‘.‘31‘}
az
- - a3 ZAPADOCESKA
(EI\ 1 0 0000 O0OO0O0UOTO0OTO aq >3|:|vainnlzm
Ey 00 00O0O1O0O0O0O0TQO0ODTO as
ez {_1000O0O0OOOOOOT1O0 ag
Y- (|0 00O0O0O0T1O0O0O0O0O a7 (8
Vo 001 000O0OO0OT1O0O0TPO as
\ Vzy 101 00 10O0O0O0O0O0 0] ag
ai0
ati
ai2

/
Dalsi postup je opét formélné shodny s postupem uvedenym pii odvozovani matic tuhosti
drive uvedenych kone¢nych prvku.
Kombinaci vztahti € = 87 u a u = U a ziskdme:

e=Ba, (4.60)

kde B = 8T U. Protoze vektor a obsahuje nezndmé konstanty, které potiebujeme z feseni
vylouéit, upravime vztah r =S a (4.35) do tvaru:

a=S""'r. (4.61)

Dosazenim ziskaného vztahu do vyrazu geometrickych rovnic (4.27) ziskdme vysledny vztah
pro pomérné deformace:

e=BS'r. (4.62)
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Potencialni energie vnéjsich sil:
He:—/XTrdV—/pTrdS. (4.63)
1% s
Potencialni energii soustavy potom muzeme zapsat:
1
H=—/sTDedV—/XTrdV—/pTrdS. (4.64)
2 Jv v s
Po dosazeni za € a vytknuti r:
1
H:—rT/s—lTBTDBs—ldVrT—/XTdVr—/pTdSr. (4.65)
2 v \% S
Strucné: |
H:§rTKr — Flr, (4.66)
kde K je matice tuhosti kone¢ného prvku:
K :/ SSYBTDBS 'adVv (4.67)
v
a F je zatézovaci vektor kone¢ného prvku:
F:—/XTdV—/pTdS. (4.68)
1% s

Pro studovany koneény prvek (matice B, D, S~ obsahujf jen konstanty, takze integrovat

je tfeba jen [, d v) mizeme napsat:

K=vSs7TBTDBS!

(4.69)
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kde V je objem prvku a vektor uzlovych sil mé tvar:

F = X. (4.70)

4.4. Izoparametrické konecné prvky

4.4.1. Jednotkovy a skuteény konec¢ny prvek

V nékterych praktickych tlohdch se ukazuje, ze je vhodné pouzivat koneéné prvky, které
maji posunuti aproximovana polynomy vyssich rada. Dalsim problémem je skutecnost, ze
redlné konstrukce mohou mit zakiivené okraje (kruhové desky vodojemu nebo objekti na
vysilac¢ich a podobné) nebo mohou obsahovat napriklad kruhové otvory. Tyto prvky je
mozné priblizné modelovat tseckami tvoricimi hrany drive popsanych konecnych prvki, ale
zfejmé by bylo vhodnéjsi modelovat tyto detaily presnéji. Proto byvaji odvozovany prvky
vyssich fadua se zakiivenymi hranami.

Poznamka 4.1. Konecéné prvky vyssich fadu je samoziejmé mozné odvodit zpusobem
uvedenym v predchozim textu. Dale uvedeny postup odvozeni izoparametrickijch konecnych

vvvvvv

Proces tvorby matice tuhosti izoparametrického kone¢ného prvku probihd na jednotko-
vém obrazci (uisecka, ¢tverec, krychle) v jednotkovych souradnicich (£, 7, ¢) nebo (s, t),
které jsou pro jednorozmérny piipad ilustrovany na obrizku 4.5. Pomoci zvolenych funkci
se pak jednotkovy obrazec (£, n, ¢) zobrazi na skuteény tvar prvku (z, y, z) tak, jak je to
ukézano na obrazku 4.6.

Funkce pouzité pro toto zobrazeni se pouziji i jako aproximace hledanych veli¢in (posu-
nuti, pfipadné pootoceni).

o
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$y x3

Obr. 4.6 Vztah mezi z a s.

Aby bylo mozno uvedené funkce takto pouzit, musi byt: délka strany prvku je 14+1 = 2.
Dale je potrebné, aby tyto tvarové funkce N; nabyvaly hodnot:

e v bodé ¢ hodnoty 1,

e ve vSech ostatnich uzlovych bodech bodech hodnoty 0.

Potom je mozné zapsat vztah mezi jednotkovymi (prirozenymi) souradnicemi s a sku-

7 = ZNi(s) 5, (4.71)

teénymi souradnicemi x:

&

o

S

*
R

2,

A4

STRAVY,
0"4' ““\‘\‘

£

-

<2k

S
<
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Obr. 4.7 Tvarové funkce pro 1D.

A
x1 x2 ) x3
L ul 1 u2 i | _Xx u3
F ; —

Obr. 4.8 Trojuzlovy ptihradovy prvek.

kde N; jsou tvarové funkce a z; jsou souradnice jednotlivych uzla.
Priklad tvarovych funkei pro jednorozmérnou tlohu je uveden na obrazku 4.7. Pro uve-

deny ptipad bychom tedy mohli rovnici (4.97) rozepsat do podoby:

x = Ni(s) z1 + Na(s) 2 + N3(s) 3.

(4.72)

ZAPADOCESKA
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Pro aproximaci posunuti pouzijeme ty samé tvarové funkce N;, a proto muzeme pro

aproximaci posunuti u(x) napsat:

u(x) = Z N;(s) u;,

(4.73)

kde u(z) je funkce posunuti a w; jsou posunuti jednotlivych uzlu (tedy bodu, ve kterych

maji aproximacni funkce hodnotu 1).
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4.4.2. Odvozeni trojuzlového prvku prihradoviny

Pro ilustraci ukazeme postup odvozeni trojuzlového koneéného prvku, ktery ma definovana
posunuti jen ve sméru osy z. Takovy prvek, ktery je zobrazen na obrizku 4.8, by bylo
teoreticky mozné pouzit jako prvek rovinné piihradoviny, prakticky vyznam vsSak nema.

Pro svoji jednoduchost je ovsem vhodny pro vyklad problematiky.

Prvek bude mit jedno posunuti u; v kazdém uzlu, celkem tedy tfi neznama uzlova

posunuti:
T
U= Uy, U, U3 .

Podle zasad uvedenych v predchozich odstavcich zvolime tvarové funkce:

s(l—s
)
N2 = (1—82),
Ny = s(l;—s),

které odpovidaji funkcim na obrazku 4.7.
Rovnice 4.97 tedy bude mit pro tento konkrétni prvek podobu:

s(1—s s(1+s
= N1 z1+ N2 2+ N3 x3=—% x1+(1—32) x2—|——( 5 ) x3,
coz muzeme prepsat maticove:
I
{fe} = [N1 Ny N3 |< z2 o,
x3

(4.74)

(4.75)

(4.76)

(4.77)
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AZIRINA
nebo rozepsat: " .. >
- *o,,%:‘::\‘g
{z} = [—@ (1 —s?) @] T p. (4.78)
3

L

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA

Pro aproximaci posunuti u pouzijeme stejné funkce jako pro z, tedy: v pLzn

s(1 — s) s(1 +5)

v = Nju+ Noyus+ N3guz=— . u1+(1—32) ug + 5 us, (4.79)
coz muzeme prepsat maticove:
uy
{u} = [N1 No N3 |q uwa o, (4.80)
u3
pripadné rozepsat:
Ul
{u} = [ __5(12—5) (1—s?) _3(1;3) ] Uy . (4.81)
u3

Uvazime-li, ze pomérné deformace je v jednorozmérné iloze mozné stanovit:

e=0u= %, (4.82)
a tedy:
= — = B _8(1—8) _ 2 8(1-‘1—8)
e=4. =g} 72 (1-s?) 2 Z; (4.83)
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a po derivaci:

uq
s(l—s s(1+s
o [ a(—0z2)  pa_g2) ailia) ] o (4.84)
ozr oz oz
u3
Strucné je mizeme zapsat € = B w:
Uy
_ ON1 ONo ON3
2= [ oz oz oz ] U2 (485)
us

Ve vztazich pro € jsou vyrazy 651 t ale N; je funkei s, vyrazy tedy bude potiebné jesté

upravit.
Pro derivaci slozené funkce plati:

8NZ' 8Nz 88
= — 4.86
Ox Os Ox (4.86)
Derivaci vztahu (4.97) tedy ziskame:
1 i 55 © J (4.87)
Hodnota (obecné pujde o matici) J je nazyva Jakobidn tranformace.
Ze vztahu 4
T
= = 4.
Is J (4.88)
pak muzeme vyjadrit ds:
1
ds = 7 dx. (4.89)

&
S

o

*
R

2,

L

STRAVY,
0"4' ““\‘\‘
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Poznamka 4.2. Obecné bude misto %, inverzni matice: J~1. ..
‘- 2 7
2 &

Ze vztaht (4.86) a (4.89) plyne: s>

&
S

-

ON;  _ON; _ON; 0N 1
Oz =7 8s  9s 0z J (4.90)
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Pomoci vztahu (4.90) vyjadiime matici B:

1
_ [ ON IN- ON: _ ON ON: ON:
B=[ % % % l=7l% % %] (4.91)
Potom muzeme psat:
1 “
o) 0 0
=515 52 F2lq w (€92)
u3
Zname-li € mizeme zapsat vztah pro vypocet potencidlni energie vnitinich sil:
1 T
II; = - | e DedV, (4.93)
2 Jv
a pro matici tuhosti prutového prvku:
3
K.=A / e'Dedx. (4.94)
1
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Poznamka 4.3. Rovnici (4.95) je v daném pripadé mozné zintegrovat analyticky, u slozi-
téjsich konec¢nych prvka to obvykle mozné neni, proto se vyuzivi numericka integrace,
nejcastéji Gaussova integracni formule:

K=A i e(s)T De(s)w;, (4.95)
=1

kde w; je vaha integra¢niho bodu, m je pocet integra¢nich bodi, s jsou souradnice integrac-
nich bod.

4.4.3. Izoparametricky konecny prvek pro rovinny problém

Podobnym postupem jako u jednorozmérného prvku je mozné sestavit matici tuhosti prvku
pro feseni rovinného problému.

Proces tvorby matice tuhosti kone¢ného prvku zde probihé na jednotkovém ¢tverci v jed-
notkovych (prirozenych) soufadnicich &, n. Funkce pouzité pro zobrazeni opst pouzijeme
i jako aproximace hledané veli¢iny

Tvarové funkce pouzijeme ve tvaru:

Ni(n, €) = 31+ €6)(1 + ), (4.96)

kde n;, &; jsou souradnice vrcholi (uzli) jednotkového prvku, které nabyvaji hodnot —1 az
1:

Tvarové funkce zvolime ve tvaru:

Ni(E, 1) = 7(1+€6)(1+ 7).
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Obr. 4.9 Ctyiuzlovy prvek pro rovinny problém.
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Posunuti mutzeme, stejné jako u jednorozmérného prvku vyjadiit pomoci tvarovych
funkei (4.98):

u = ZN’(f’n) u; = Niuq + Nous + Nyus + Nyuy,
7

v = ZNl(é“, 17) v; = N1v1 + Novo + N3vg + Nyvy. (4.98)
7

Prepséanim vyrazu (4.98) do maticové podoby ziskdme:

uy
U1
U2
u . N1 0 N2 0 N3 0 N4 0 V9
{ }_ |: 0 N1 0 N2 0 N3 0 N4 us
U3
Uyg
\ V4 )

(4.99)

Nyni vyjadiime pomérné deformace pomoci geometrickych rovnic: € = du:

G 2

*l_| T 2 e 4.100

€y = 85 v [ (4.100)
o)

Yy 9y Oz

R
57

S
<

Y 9sTRANY,
% D
0"4' ““\‘\

&
S

-

2,
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Obr. 4.10 Tvarova funkce ve 2D.

Po dosazeni za u ziskame:

(up )
U1
€ 2 U2
‘ _ Ga 0 Ny 0 Ny 0 N3 0 Ny O V2
ey o= 9 3 (4.101)
8 8 0 Nt 0 N O N3 0 DNy us3
Ty 3y 0Oz Vs
Uy
vy
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Po provedeni derivaci v rovnici (4.101) ziskdme € = B r:

Ny ONy
Ex ox 0 oz
— 0o M
€y - oy
o ONy 0Ny ONo
Yy oy Ox Jy

Ve vztazich pro € jsou ¢leny %jii

a

ON;
dy

0 oM g
ONg g 9Ng
Oy Oy
ON3  ONs ONg
ox oy or

Vyuzijeme proto vztahy pro derivaci slozené funkce:

ou
3
ou
on

coz je mozné zapsat v maticové podobé:

1l

Tedy napriklad:

ou Ox
9z ¢
ou Ox
9z dn

dy
0
2 {
6_77]

— ug +

ale IV; jsou funkci 7, €.

oudy

Oy 0¢’

oudy

Oy on’
ou ou
- { &
dy dy
ONj3 0Ny
B

Uq.

U1
U1
U2
U2
us3
v3
U4
U4

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

(4.102)

(4.103)

(4.104)

(4.105)
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Ze vztahu (4.104) vyjadiime derivace podle x a y:
Ou Ou
{ & }z EIEe A (4.106)
dy an
Pak muzeme psat:
or Oy
96 of Jf JF 1 J. —J
J—| %€ o | _ [ 1,1 J1,2 ] ~J 1= [ 2,2 1,2 ] ’ 4.107
[ g—g % Ja1 J22 det(J) | —Joq  Jia ( )
kde
det(J) = J = J171 X J272 = J172 X J271. (4.108)
Geometrické rovnice (4.100) prepiseme s vyuzitim (4.99):
u
€2 2 0 y 1000 g
gy = 0% {v}: 0001 ¥ (4.109)
Yoy 8% 2 0110 g
dy
Ze vztahu (4.106) plyne:
ou ou o v
{%}:J_l 80 {_g;}:J—l % ¢ (4.110)
9y on oy on
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2 7ORS
Na zékladé predchozich vztahu tedy miizeme prepsat geometrické rovnice do tvaru: . || o7
g_g %/"M u“\“"é
€z 1 0 00 3-1 G
e, ¢=100 01 {J_l} G 3, (4.111)
0110 % UNERZTA
'wa ol v PLZNI
an
kde:
r uy \
vy
U2
ou | _ | 0Ny ONy ON3 ONy v2
{g}_{ Moo o g 2L o N 0] r (4.112)
L]
Uy
\ V4 )

Z poslednich dvou vztaht muzeme ziskat:

{595 €y ’ny}:
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(51 )
ON1i g N2 g 8Ns3 o 9Ns vl
0. 0 0, U2
1 0 0 O 1 6%/'1 ONo 315 ON4
00017 N o 0 B 0 0 v
Jt 0 M ON> 0o 2N 9Ny us
R 05'5"106820ﬁ03811 V3
0 o an o
Uy
V4 )
(4.113)
Matici tuhosti je tedy mozné stanovit ze vztahu:
K= / B'DB 4V, (4.114)
1%
ktery muzeme prepsat do jednotkovych souradnic:
1,1
K = / / B'DB t det(J) d¢ dn. (4.115)
-1J-1

Namisto rovnice (4.115) je v praktickych tlohach vhodnéjsi pouzit numerickou integraci

napiiklad pomoci Gaussovy integracni formule:

K=> Y B'DB ¢t w;; det(J)d¢ dn.
i=1 j=1

(4.116)

Priklad 4.4. Pomoci trojuzlového prvku a izoparametrického ¢tyiuzlového prvku stanovte
napéti a deformace ve sténé o rozmérech 1 x 1 x 0.1 m, je-li p = 1000%, E =10 GPa,

v =10.2, g =10%;. Levy okraj stény je vetknuty.
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uFEM 0.2.53d .
CS: CART
Time: 1 v Osrpavy 7
NS

ETyps: 2 rn V
RSels: 2 Crg yws
Mats : 1
KPs : 0
GEnts: 0

. ZAPADOCESKA
o 3 P> univerzima
Disps: 8 V PLZNI
Loads: 0

L

06. 04. 2011

Obr. 4.11 Vypocetni model.

Vypiste hodnoty svislych deformaci v pravém dolnim rohu stény. Sestavte dvé sité ko-
necénych prvki s riaznou hustotou, napriklad 1 x 1 a 10 x 10.

Reseni. K vypoctu pouzijeme napiiklad software uFEM. Nejprve rozdélime sténu na je-
den izoparametricky ctyruzlovy koneény prvek. V pripadé trojuhelnikovych prvka je nutné
pouzit déleni na dva prvky tak, jak je ukdzano na obrazku 4.11.

Spoctené deformace jsou vykresleny na obrazku 4.12, pricemz byly stanove hodnoty
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uFEM 0.2.53d ||
Results
Set:  1: 1.000 v IsTRaVS, 7
', W
%, £y
- 6.18589e+03 /05'4' ““\Q‘v
. 5.41266e+03
. 4.63942e+03
- 3.86618e+03
- 3.09295e+03 ZAPADOCESKA
- 2.31971e+03 P univerzima
- 1.54647e+03 VA

- 7.73237e+02
- 0.00000e+00
- -7.73237e+02
- -1.54647e+03
- -2.31971e+03
- -3.09295e+03
. -3.86618e+03
. -4.63942e+03
. -5.41266e+03
. -6.18589e+03

-

06.04.2011

Obr. 4.12 Deformace.

—1.53 x 1079 m pro trojuhelnikové prvky a —2.23 x 1079 m pro izoparametricky prvek.

Normélové napéti o, je uvedeno na obrazku 4.13, normdlové napéti o, je uvedeno na
obrazku 4.14 a smykové napéti 7., je na obrazku 4.15.

Déle sestavime podrobnéjsi model s poc¢tem 10 x 10 izoparametrickych a 2 x 10 x 10
trojuhelnikovych konecnych prvk.

Spoctené deformace jsou vykresleny na obrazku 4.16, pricemz byly stanoveny hodnoty
—2.83 x 1079 m pro trojuhelnikové prvky a —2.89 x 1079 m pro izoparametrické prvky.
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Obr. 4.13 Napéti o,.

uFEM 0.2.53d
Result: s_x
Set:  1: 1.000

_ 6.18589¢+03
., 5.41266e+03
., 4.63942e+03
., 3.86618e+03
- 3.09295e+03
- 2.31971e+03
- 1.54647e+03
- 7.73237e+02
- 0.00000e+00
. -7.73237e+02
_ -1.54647e+03
. -2.31971e+03

3.09295e+03
. -3.86618e+03

4.63942e+03
. -5.41266e+03
. -6.18589e+03

L
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Obr. 4.14 Napéti o,,.

uFEM 0.2.53d
Result: s_y

Set:  1: 1.000
1.23718e+03
- 1.08253¢+03
. 9.27884e+02
7.73237e+02
6.18590e+02
4.63942e+02
- 3.09295e+02
- 1.54647¢+02
0.00000e+00
-1.54647e+02
-3.09295e+02
-4.63942¢+02
6.18590e+02
| -7.73237e+02
| -9.27884e+02
-1.08253e+03
-1.23718e+03

-

06.04.2011
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Obr. 4.15 Napéti 7.

uFEM 0.2.53d

Result: s_xy
Set:  1: 1.000

- 0.00000e+00
- -9.34295¢+02
- -1.8685%e+03
-2.80288¢+03
-3.73718e+03
. -4.67147¢+03

[ |
[ |
|
=
-5.60577e+03
[ |
|

_ -6.54006¢+03
. -7.47436e+03

-

06.04. 2011
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uFEM 0.2.53d ZAPADOCESKA
Results > UNIVERZITA
Set:  1: 1.000 V PLZNI
- 3.56582e+04
_ 3.12010e+04
- 2.67437e+04
- 2.22864e+04
- 1.78291e+04
- 1.33718e+04
- 8.91456e+03
- 4.45728e+03
- 0.00000e+00
- -4.49179e+03
_ -8.98357e+03
_ -1.34754e+04
_ -1.79671e+04
| -2.24589e+04
2.69507e+04
| -3.14425e+04
. -3.59343e+04

LX

06.04. 2011

Obr. 4.16 Svislé deformace.




B
oS S
xm
wv s
>

104

Typy konec¢nych prvkii

© @

44444444
AO»OOOOOOOOWWMMMMMM
+++++++++++++++++
eeeeeeeee 223 aesl
00000000000000000
11111111111111111 o
44444444 S35 8e83
2222222222222222
AT ARG adS I LE oD
PRI B B g =] 75 TR QG P

06.04.2011

ZZZZZZ
ZZZZZZZZZZ
ZZZZZZHZV
ANNNNNNY
SSSNRRRR

Obr. 4.17 Napéti o,.
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Obr. 4.18 Napéti o,,.
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Obr. 4.19 Napéti 7.

uFEM 0.2.53d
Result: s_xy
Set:  1: 1.000

- 3.17034e+02
| 2.77405¢+02
. 2.37776e+02
- 1.98147¢+02
- 1.58517e+02
- 1.18888e+02
- 7.92586e+01
- 3.96293e+01
- 0.00000e+00
- -1.48506¢+03
-2.97012e+03
-4.45519e+03
-5.94025e+03
_ -7.42531e+03
| -8.91038e+03
| -1.03954¢+04
. -1.18805e+04

-

06.04.2011
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Obr. 4.20 Osmiuzlovy prvek pro rovinny problém.

Normélové napéti o, je uvedeno na obrazku 4.17, normalové napéti o, je uvedeno na

obrazku 4.18 a smykové napéti 7., je na obrazku 4.19.
A

4.4.4. Dalsi typy konec¢nych prvku

Pro rovinny problém je mozné sestavit také naptiklad osmiuzlovy konecny prvek, ktery je
ukézan na obrazku 4.20.
Tvarové funkce pro stfedy stran maji podobu:

Ni(Em) = 31+ E6)(1 + i) (€ &+ i = 1). (@117)
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Obr. 4.21 Osmiuzlovy izoparametricky kone¢ny prvek

Tvarové funkce pro vrcholy jsou shodné jako u ¢tytuzlového konecného prvku:

Nu(Em) = 701 +E6)(1+ 7). (1118)

Dalsi postup odvozeni se nelisi od postupu pro ¢tyruzlovy konecny orvek.

Pro teseni téles je mozné odvodit naptiklad osmiuzlovy prostorovy konecny prvek ve
tvaru krychke. Postup odvozeni je podobny jako u predchozich koneénych prvkia, a proto
uvedeme pouze podobu tvarovych (aproximacnich) funkei pro vrcholy krychle:

Ni(€,0) = g1+ m) (1+€6) (1+€ G (1.119)

Kromé uvedeného kone¢ného prvku je mozné sestavit napriklad dvacetiuzlovy prvek
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Obr. 4.22 Winklertiv model podlozi.

s uzly také ve stfedech stran. Jeho tvarové funkce a podrobnosti odvozeni je mozné najit
v monografii [23].

4.5. Konecné prvky na pruzném podlozi

Stavebni konstrukce jsou vzdy umistény na podlozi. To obvykle zjednodusené nahrazujeme
dokonalymi vazbami (pevné a posuvné klouby, vetknuti), v fadé pfipadu je ovsem nutné
vliv podlozi zavést do vypoctu presnéji.

Nejjednodussim je Winklerav kontaktni model podlozi [50]:

q(z,y) = C w(z,y) (4.120)
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kde C je modul stlacitelnosti podkladu [%] Schematické znazornéni tohoto modelu je na
obrazku 4.22.

V metodé konecnych prvi se obvykle tuhost podlozi rozlozi do uzli. Na diive uvedeném
obdélnikovém deskovém prvku by do kazdého uzlu byla pridana tuhost podlozi o velikosti:

1
K=2Cibh, (4.121)

kde C; je modul stlacitelnosti podkladu, b a h jsou rozméry prvku.
V pripadé izoparametrickych prvk bycho mohli s pomoci tvarovych funkei stanovit
matict tuhosti podloZi:

K.=C / NT N dA, (4.122)
A

kde A je plocha prvku.
Pro c¢tyruzlovy izoparametricky prvek ovsem ziskame opét tuhost v jednotlivych uzlech
o velikosti K = i C1 b h.

Poznamka 4.5. Postup uvedeny v tomto odstavci neplati jen pro desky, ale je mozné jej
aplikovat na libovolny konecny prvek. Je napiiklad mozné ulozit jednu sténu izoparamet-
rického kvadru na Winklerovo podlozi. Tato moznost je k dispozici napriklad v programu
uFEM [43].

Kviz.

Konstrukce v prostoru ma 128 uzli po 3 stupnich volnosti. Kolik okrajovych podminek
je potrebné pouzit a jak velkou soustavu rovnic bude tfeba resit po jejich vyrazeni?

3 okrajové podminky a 384 rovnic.

@:
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Obr. 4.23 Tuhosti Winklerova modelu na ¢tyiuzlovém prvku.

2 okrajové podminky a 384 rovnic.
6 okrajovych podmineky a 384 rovnic.
6 okrajovych podmineky a 378 rovnic.

3 okrajové podminky a 378 rovnic.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
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2. Stanovte prihyb ¢tvercové desky o délce strany 1 m, kterd je zatiZzena rovnomérnym
spojitym zatizenim ¢ = 10 kN/m?po celé plose a lezi na Winklerové podlozi s konstan-

tou 1000000 N/m?3. Jaky tvar mé prithybova plocha?
0.00001 mm. Hyperbolicky paraboloid.
0.00001 m. Rovina.
0.00001 mm. Rovina.
0.00001 m. Plocha ve tvaru sin(z y).
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4. Jakého stupné musi byt aproximacni polynom pro prihyb tenké desky pozadujeme-li,
aby vypoctené posouvajici sily byly na prvku minimélné konstantni.
1.
2.
3.
4.
5. Jaké neznamé v uzlech jsou uloze rovinné napjatosti lezici v roviné x, y?
Posunuti ve smérech x,y, z.

Posunuti ve smérech z,y, pootoceni kolem osy z.

Posunuti ve smérech x, y.
6. Jaké neznamé v uzlech jsou tloze rovinné deformace lezici v roviné x, y?
Posunuti ve smérech z, vy, 2.
Posunuti ve smérech z,y, pootoceni kolem osy z.
Posunuti ve smérech z, y.
7. Jaké neznamé v uzlech jsou na tenké desce lezici v roviné z, y?

Posunuti ve smérech z, v, 2.

Posunuti ve sméru z, pootoceni kolem os x, y. _
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Posunuti ve smérech x,y, pootoceni kolem osy z.

8. Jaké nezndmé v uzlech jsou na tlusté (Mindlinové) desce lezici v roviné z,y?
Posunuti ve sméru z, pootoceni kolem os x, y.
Posunuti ve smérech z,y, z.
Posunuti ve smérech x,y, pootoceni kolem osy z.

9. Jaké neznamé v uzlech jsou na prostorovém konecném prvku?
Posunuti ve sméru z, pootoceni kolem os x, y.
Posunuti ve smérech z,y, z.
Posunuti ve smérech z,y, pootoceni kolem osy z.

10. Izoparametrické konecné prvky:

Pouzivaji izometrické funkce.

Pouzivaji tytéz funkce jak pro transformaci z jednotkového na skuteény prvek, tak

pro aproximaci neznamych.
Pouzivaji pro aproximaci vsech neznamych tytéz funkce.
11. Ctyfuzlové izoparametrické koneéné prvky pro feSeni stén:
Musi byt pravoihlého tvaru (¢tverec, obdélnik).
Mohou mit zakfivené hrany.
Mohou mit tvar obecného c¢tyrihelnika.
12. Ctyfuzlové izoparametrické koneéné prvky pro reseni desek:
Musi byt pravoihlého tvaru (Gtverec, obdélnik).

Mohou mit tvar obecného ¢tytiuhelnika.

ZAPADOCESKA
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Mohou mit zakfivené hrany.

13. Délka strany jednotkového prvku pro izoparametricky konecny prvek je:
1.

2.
3.

14. Ktery polynom nejlépe vyhovuje pro aproximaci posunuti na ¢tytrsténu:
a1 +axxr+azy+ay z.
a1 + as 22+ ag y® + aq 2%
ap+axxr+a3y+agxy.

15. Kolik hodnot napéti o, je mozné ziskat na ¢tytrsténu, jehoz posunuti jsou aproximovana

funkci prvniho stupné?

Jedno (hodnota je konstantni po celém prvku).
Tolik, kolik je integrac¢nich bodi.

Libovolny pocet — aproximace je spojita.

o
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Kapitola 5

Reseni nelinearnich uloh metodou
konecnych prvki
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5.1. Nelinearni problémy ve stavebni mechanice

d
i

Podrobnéjsi rozbor jednotlivych typt nelinearnich tloh a jejich metod reSeni je uveden
v ucebnim textu ,,Zaklady matematické teorie pruznosti“. V dalsim textu se proto budeme
vénovat jen tém problémim, které jsou potrebné pro reseni iloh metodou konec¢nych prvki.
Jako nelinearni oznacujeme ty tlohy, jejichz nékteré vlastnosti zptsobuji, ze je neni
mozné primo vyresit pomoci obvyklych vztahu linedrni pruznosti (a tedy ani zatim uvede-
nymi postupy metody kone¢nych prvki). Soucasné je vhodné pripomenout, ze celou fadu
problémi, které jsou zjevné nelinedrni (napiiklad posuzovani nebo vypocet deformaci be- eviite dlellurines

tonovych prvku) v praktickych tlohdch védomé fesime velmi zjednodusené jako linedrni
I Cels obrazovka/Okno
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a nasledné uplatiiujeme ruznd konstrukcni opatreni (pridavnd vyztuz a podobné) zajistu-
jici, ze rozdil mezi vypoctem a skutecnosti bude akceptovatelny.

Nelinearni tlohy, se kterymi se mtizeme setkat ve stavebni praxi, mizeme rozdélit do tii
skupin:

o konstrukcni nelinearita: jednostranné vazby (podloZi, zejména zeminy, mé na kontaktu
se zékladovou konstrukei velmi prakticky nulovou tinosnost v tahu), prvky které maji
minimdlni tuhost v tlaku (lana, tédhla, ztuzidla),

o fyzikdlni nelinearita: vlastnosti materidlu nejsou linedrné pruzné (beton, zdivo, dievo,
ocel pti vyssich irovnich namdhéni), takovy material se muze chovat nelinedrné pruzné
nebo nepruzné (pri vypoctech se nejcastéji predpoklddéd pruznoplastické chovani),

e geometrickd nelinearita: vliv deformaci na vnitini sily konstrukce je nezanedbatelny
i pti malych deformacich (teorie druhého rddu) nebo deformace konstrukce nejsou (ve
srovnani s rozmeéry konstrukce) malé.

Reseni nelinedrnich tloh se pro potieby vypoétii metodou koneénych prvki obvykle
prevadi na posloupnost linearnich vypocti. Nelinedrni chovani pak do vypoctu zahrnujeme
prislusnymi zménami matice tuhosti nebo vektoru zatizeni mezi jednotlivymi vypocetnimi
kroky, pripadné iteracemi.

5.2. Konstrukéni nelinearita

Ulohy konstrukéni nelinearity zpravidla fesfme prostou iteraci. Protoze nejéastéji jde o pii-
pady, kdy néktery prvek pusobi jen pri urcitém zpusobu namahéni (lano, tahlo, vazba),
je obvyklym obratem, ze pfi ,vyrazeni“ takového prvku z konstrukce s pouze podstatné

@:

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

116. strana ze 209

5
"l

Zavrit dokument

l Cels obrazovka/Okno




Resen{ nelinedrnich tiloh metodou konecénych prvkii 117

(naptiklad 1000x) snizi jeho tuhost. Tim dojde k tomu, ze prvek ovliviiuje jen velmi mélo
napjatost a deformace zbytku konstrukce, ale na zakladé jeho vnitinich sil mtizeme urcovat,
zda je stdle namahan zptusobem opravnujicim jeho ,vyrazeni“ nebo zda ma byt navricen
zpét do konstrukce.

Postup vypoctu miize byt tedy nasledujici:

1. vypocet konstrukce se vSemi prvky a vazbami,
2. vyhodnoceni vysledkti — snizeni tuhosti u ,vyfrazenych prvkia“,
3. novy vypocet konstrukce,

4. vyhodnoceni vysledki — pokud u ,vyrazenych prvka“ nedojde ke zméné, je mozné
vypocet ukoncit, pokud dochézi k vyrazovani dalsich prvki nebo k navraceni

Priklad 5.1. S pouzitim vhodného software stanovte maximalni vodorovné normélové na-
péti o, nosniku na podlozi, ktery je zatizena ylmi o velikosti 10 KN podle obrazku 5.1.
Srovnejte vypocet pro pripad, kdy vsSechny svislé vazby ptisobi v tahu i v tlaku s pripa-
dem, kdy vazby pusobi jen v tlaku. Rozméry nosniku jsou 8 x 1 x 0.2 m, modul pruznosti
materidlu je £ = 20 GPa, Poissontv soucinitel je v = 0, 2.

Reseni. Pouzijeme napiiklad software uFEM [13], ktery umoziiuje pouZit vazby ptisobici
jen pokud jsou tlacené.!

Pouzijeme vypocetni model podle obrazku 5.1 a provedeme itera¢ni vypocet. K dosazeni
vysledku vykresleného na obrazku 5.2 bylo nutné provést 4 iterace. Maximalni hodnota
napéti o, je 36,24 M Pa.

LWFEM ovéfuje zda je podpora tladens nebo tazend pomoci hodnoty reakce. V piipadé, Ze je podpora
wylazena® z vypoctu, kontroluje jeji stav na zdkladé deformace v misté podpory.

@:

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

117. strana ze 209

5
"l

Zavrit dokument

I Cels obrazovka/Okno




Resenf nelinedrnich tiloh metodou konecénych prvki 118 Py S 0 S

N
7, &
0[(4- ““\‘\
ZAPADOCESKA
P univerzima
v PLZNI
uFEM 0.2.58b
cs: cant
Tiner 1
Etyps: 1
[ H
Hate H
¥es 4
GEnts 1
Nodes: 165
Elens: 120
Dispe: B
Loads: 3
A A A A A A A A AAAas
y
(3
09. 11. 2011

Obr. 5.1 Vypocetni model nosniku pro piiklad 5.1.
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Obr. 5.2 Napéti o, na nosniku s jednostrannymi vazbami.
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Na obrazku 5.3 jsou vykreslena napéti o, pro pripad vazeb pusobicich v tahu i v tlaku.
Maximélni hodnota napéti o, je 34,24 M Pa.

V piipadé, Ze respektujeme jednostranny charakter vazeb, ziskdme o 5% vyssi tahové
napéti. Dulezitéjsi je vSak skutecnost, ze rozlozeni vyraznych tahovych napéti (syté cervend
barva na obrézcich) je pro obé feseni odlisné (vSimnéme si predevsim vyraznéjsich tahovych
oblasti v okoli sil na obrazku 5.3).

A

Poznamka 5.2. Na obrazku 5.4 je uvedena animovana ukézka rozdilu v deformacich
a v normalovych napétich o, nosnikd na tuhém podlozi. Horna nosnik je k podlozi do-
konale pripevnén zatimco spodni nosnik je umistén na vazbach piisobicich jen v tlaku.
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Obr. 5.4 Vliv jednostrannych vazeb.
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5.3. Materidlova nelinearita v metodé konecnych prvku

5.3.1. Pruznoplastické chovani materialu

Jak jiz bylo uvedeno, materidly stavebnich konstrukci se nejcastéji modeluji jako pruzno-
plastické. Tento predpoklad je zcela na misté u oceli a dalsich kovli. U materiala jako je
beton, zdivo nebo zeminy a horniny, je predpoklad o pruznoplastickém chovani vyuzivan
jako vhodné zjednoduseni, protoze skutecné chovani téchto material je velmi slozité.

Pro vypocty je nejvhodnéjsi pruznoplasticky materidl se zpevnénim, ktery po prechodu
do plastického stavu vykazuje stéle urcitou tuhost (zpevnéni), ktera je ovSem podstatné
nizs$i nez tuhost v pruzném stavu. Na obrazku 5.5 je uveden pracovni diagram (zévislost
mezi napétim a pomérnou deformaci)' pruznoplastického materidlu se zpevnénim.?

Zpevnéni muze byt bud linearni, multilinedrni, nebo mtze mit charakter krivky, tak jak
je tomu na obrazku 5.5.

Pripomenme si vlastnosti pruznoplastického materidlu se zpevnénim:

e materidl je z na zacatku zatézovani pruzny (¥idi se Hookeovym zakonem),

e poté, co napjatost v materidlu dosdhne podminku plastitity, materidl prejde do plas-
tického stavu,

e v plastickém stavu se pri nartstu napéti dale zvétsuji deformace materidlu,

!Tento diagram m4 plastnost pouze pro p¥ipady jednoosé napjatosti, nap¥iklad pro tilohu tazeného prutu.

2Oznaceni zpevnéni vychazi z tivahy, Ze tuhost takového materidlu je plastickém stavu vyssi nez tuhost ide-
4lné pruznoplastického materidlu (plastickd ¢ast pracovniho diagramu pro idedlné pruznoplasticky materidl
je na obrdzku 5.5 vyznadena tenkou éarkovanou carou).
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Obr. 5.5 Pruznoplasticky material se zpevnénim.

e dojde-li v plastickém stavu k odlehéeni (sniZeni napjatosti materidlu obvykle v du-
sledku zmenseni nebo odebrani zatizeni), pak se materidl odlehcuje linedrné pruzné,

e i po Gplném odlehéeni materidlu (po odebrani zatizeni) v materidlu zustavaji trvalé
neboli plastické deformace. Ty jsou na obrazku 5.5 okdtovany jako ,,pl.“

5.3.2. Podminka plasticity

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

Podminka plasticity je na obrazku 5.5 zndzornéna jako hodnota napéti f,, po jejimz piekro-
Ceni se material stava plastickym. Tato hodnota obvykle odpovidd napéti na mezi dmeérnosti

nebo mezi pruznosti prislusného materialu.

V pripadé jiné nez jednoosé napjatosti ovSem bude nutné definovat podminku plasticity
jako funkci nékolika napéti, kterou bude mozné napriklad pro dvojosou napjatost zobrazit

jako kifivku v roviné hlavnich napéti.
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Obr. 5.6 Misesova podminka plasticity.

Tvar podminky plasticity zavisi na charakteru materialu, ktery ma byt podminkou po-
psan. Pro ocel a dalsi materidly, které maji podobné vlastnosti v tahu i v tlaku, je vhodna

zejména von Misesova podminka plasticity. Pro beton se pouzivaji naptiklad podminky
Willama—Warnkeho nebo Chen—Chenova.

5.3.2.1. Misesova podminka plasticity

Misesova (von Misesova) podminka plasticity, nazyvand také podminka meérné energie zmeény
tvaru nebo podminka von Mises, Huber, Hencky byla nezavisle odvozena uvedenymi autory
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pro ocel. Na obrazku 5.6 je zobrazena v roviné hlavnich napéti pro tlohu rovinné napjatosti.
Podminku je mozné zapsat jako funkci hlavnich napéti o1, 09 a o3:

f=(01—02)*+ (02 — 03)* + (01 — 03)* — 27 =0, (5.1)

kde f, = oy, je napéti na mezi pruznosti materialu.
V pripadé, ze material konstrukce musi byt naméhéan pouze v pruzné oblasti, muzeme
podminku prepsat do tvaru:

2 2 2
01— 032)°+ (02 —03)° + (01 — 03
Ovmis = \/( ) ( 9 ) ( ) y (5.2)
kde oymis se obvykle oznacuje jako von Misesovo napeti. Materidl bude v pruzném stavu

tehdy, bude-li platit:
Oumis < fy. (53)

Z hlediska algoritmizace pro metodu konecnych prvki neni rovnice (5.1) nejvhodnéjsi
a je potrebné ji prepsat tak, aby v ni vystupovala napéti k osam z, y, 2:

1
f=3 (02 — 0y)2 + (0 — 02)2 + (02 — 00)2 + 6 (Tys + Tz +Tay)] — f2=0. (5.4)
Pro dlohu rovinné napjatosti by pak rovnice (5.4) ptesla do tvaru:

1
7= 5 [(aw — ay)2 o - 05 + 6 sz] — f; =0. (5.5)

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI




Resenf nelinedrnich tiloh metodou konecénych prvki 127 Py S 0 S

L]

IsTRavY 7
&
Y

A\
¥,

%/
Zxg ynis

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA

V PLZNI

f

ybe tyc

Obr. 5.7 Chen—Chenova podminka plasticity.
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5.3.2.2. Chen—Chenova podminka plasticity

Chen—Chenova podminka plasticity byla vyvinuta pro modelovani betonovych konstrukei.
Déle uvadéné vztahy vychazi z puvodnich praci Chena [13, 11]. Skldd4 se ze dvou funkei
z nichz jedna popisuje chovani materidlu v tlaku (v oblasti tlak—tlak) a druhd pfi vSech
ostatnich pfipadech namahani (oblast tah—tlak).

Pro oblast tlak-tlak (o1 < 0 a 09 < 0, 03 < 0): plati rovnice:

A
Jo + %11 — 70, =0. (5.6)
Pro ostatni oblasti pak plati rovnice:

1 A

t
Jo — 6112 - ?yll -7, =0 (5.7)
kde
Iy = 01+ 02 + 03, (5.8)
: 1
Jy = 5 (O’% + 02+ 0§) . (5.9)

Chen—Chenova podminka je definovina pomoci meze pruznosti materidlu v jednoosém
tlaku fy., v dvojosém tlaku fy;. a v jednoosém tahu f,;. Tyto veliciny jsou zahrnuty ve
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; 2 2.
vyrazech pro Aye, Ayt, ;e a Ty

A _ y2bc - fg?c
yc  — 5  pF
2fybc - fyc
7_2 _ fybcfyc(2fyc - fybc)
. 3(2fybc - fyc) ’
Ay = M (5.10)
2 _ fycfyt
Tut — 6 c

5.3.3. Teorie plastickych deformaci

Po sestaveni podminky plasticity muzeme pristoupit k popisu chovani materidlu v plastic-
kém stavu. K tomuto tcelu byla vytvorena rada teorii a postupt. Zminime se tedy o teorii
plastickijch deformact a podrobnéji se budeme vénovat teorii plastického tecend.

Jako teorii plastickijch deformaci oznacujeme postup, ktery vyuziva vztahii popisujici
vztahy mezi kone¢nymi hodnotami slozek vektori napéti a deformace:

o =DFF ¢ (5.11)

Pokud se takové vztahy podari sestavit, pak feseni nezavisi na zatézovaci draze.
V praktickych tilohéach je ovSem velmi obtizné formulovat takové vztahy, proto se postup
podle teorie plastickych deformaci vyuziva spise v akademickych tlohéach.
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Obr. 5.8 Teorie plastickych deformaci.

Obr. 5.9 Teorie plastického teceni.
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5.3.4. Teorie plastického teceni

Teorie plastického teceni popisuje vztahy mezi piiristky napéti a deformace:

& =D €. (5.12)

Uvedené piiristky napéti a deformace odpovidaji prirtistku zatizeni F' = dF' v konkrétni
casti zatézovaci drahy, v jiné ¢asti drahy mohou byt i pri stejném priristku zatizeni hodnoty
o a € i podstatné odlisné.

Poznamka 5.3. Pri praktickém reseni pruznoplastickych tloh podle teorie plastického
teceni budeme zpravidla vyuzivat feseni Newtonowou — Raphsonovou metodou, a v jed-
notlivych prirtistcich zatiZeni budeme stanovovat pruznoplastickou matici materidlu Dep
a k vypoctu napéti vyuzivat vztah (5.12). V jednotlivych prirustkovych krocich tedy bu-
deme zjednodusené fesit linedrné pruznou dlohu.

P1i feseni podle teorie plastickych teceni samoziejmé predpoklddame, zZe zname po-
¢atecni hodnoty znalost napéti o a pomérnych deformaci € (které mohou byt nenulové),
a stejné jako v linedarnich lohach také to, ze vSechny veli¢iny vyhovuji okrajovym podmin-
kam tlohy.

5.3.5. Pruznoplasticka matice tuhosti materialu

Pro pouziti teorie plastickych teceni je tieba definovat matici Dep, kterou nazveme pruzno-
plastickd matice tuhosti materidlu.

1V literatute se Gasto pouziva pojem rychlosti napéti a deformace, ze kterého vyplyvé i obvykle pouzivané
oznaceni veli¢in teckou. Samozifejmé nejde o rychlosti ve smyslu fyzikdlnim (v problému nevystupuji ¢asové
z4vislé veliciny), ale o pfirtistky jednotlivych veli¢in béhem zatézovaciho kroku.

o

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

Obsah

131. strana ze 209

5
"l

Zavrit dokument

I Cels obrazovka/Okno




Resen{ nelinedrnich tiloh metodou konecénych prvkii 132

Na podminku plasticity, kterda ndm dosud slouzila k popisu prechodu z pruzného do
plastického stavu muzeme také nahlizet jako na rovnici plastického potencidlu, ktera je
funkei napéti o a parametru k vyjadiujiciho plastickou deformaci:

f(o,k) = g(o,k) =0. (5.13)

Plasticky potencidl je funkce kterd popisuje tecent, tedy plastické pretvareni materialu.
Mises dokézal, ze v fadé pripadu miuze funkce podminky plasticity f plnit podminky kladené
na funkci plastického potencidlu, proto ji tak budeme i nadale bezostysné pouzivat a misto
g psat f. V pripadech, kdy plati:

flo k) = g(o, k), (5.14)

rikame, ze plati asociovany zdkon plastického tecent, coz je pripad podminek plasticity uve-
denych v tomto textu.
V ostatnich pripadech pak plati neasociovany zikon plastického tecent, kdy plati

flo,k) # g(o, k). (5.15)

ktery se uplatni zejména pruznoplastickych modeli zdiva a u nékterych modeli pro geo-
technické materidly.
Nyni rozlozime prirtstku deformace na pruznou ¢ast € a plastickou ¢ast &p:

€ =Ec+ép. (5.16)

Priristek plastické deformace, tedy rychlost plastické deformace popiseme vztahem,
ktery se obvykle oznacuje jako zdkon plastického pretvdrent:

-2 1)

o
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kde d\ je zatim neznidmy parameter.'
V dalsim postupu bude vyhodnéjsi charakterizovat vektor plastické deformace €, jednou
hodnotou. Proto zavedeme pojem ekvivalentni plastickd deformace:

tey= 5T oy = {20} (91} 515)

Rovnici pro plasticky potencidl (a soucasné podminku plasticity) potom muzeme prepsat
jako funkci dep:

f(o,dey) = 0. (5.19)

Dalsim vztahem je potfebnym k popisu tlohy podminka konzistence materidlu v plastic-
kém stavu, kterd obsahuje predpoklad, ze celkova zména plastického potencidlu je nulova:

o= {2 o1 + {2} e =o. )

Vektor prirustki (rychlosti) napéti zfejmé zavisi jen na pruzné slozce vektoru deformaci,
a proto mizeme napsat:
o6 =do=D.(e —¢p). (5.21)

S vyuzitim rovnice (5.17) muzeme ptredchozi vztah prepsat do tvaru:

& =D, (é—dA{?—i}). (5.22)

'Ze vztahu (5.17) tedy vypljva, Ze nartist plastické deformace zévisi na zméné funkce plastického poten-
cidlu podle napéti.
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IR
S vyuzitim vyrazu (5.22) muzeme upravit podminku konzistence: v 57
aof" of\ " [0 af [(of\ (o 2as
f f f f f f
—— ¢ Dede —dA{ == D¢ == dA=—1\/{ == — > =0. 5.23
{80 ¢ 3o 3o | T3,V 3s) oo (5:23)
ZAPADOCESKA
Nyni jiz mizeme vyjadieni nezndmy parametr dA: D > Ve
T
{5} Dee
d\ = (5.24)

{2 o {2} + 22 {3y {2}

Dosazeni d\ do vztahu pro piirustky napéti (5.22) dostaneme:

=D, |€—-

T .
. {g_c{} B = .{%} (5.25)
(s ot} 22/ ()

Ziskany vztah (5.25) pro ¢ je mozné upravit do tvaru shodného s (5.12):

& =Dep Eops (5.26)

kde pruznoplastickd matice tuhosti materidlu De¢p bude:

D. {2} {%£}" D,
DepzD . {60'}{60'} (527)

° of T of of [y of\T fof\
50} Delae) —desVide) {55}
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M o

Obr. 5.10 Izotropni (vlevo) a kinematické zpevnéni.

5.3.6. Zpevnéni

Z rovnice (5.27) vyplyvd, ze vliv plastické deformace je vyjadien ¢lenem:

T
p=23r {ﬁ} {ﬁ} (5.28)
Oep oo 0o
ktery nazveme parametr zpevnéni, ktery pro konkrétni material musi byt ziskan experimen-
talne.!
V pripadé, ze parametr zpevnéni je roven nule, bude materidl popsany rovnici (5.27)
vykazovat idedlné pruznoplastické chovani. V piipadé, ze bude nenulovy? pak se material

!Jak je patrné, pres oznaceni ,parametr® piijde o funkci veli¢iny €.
2Je ziejmé, 7e parametr zpevnéni musi nabyvat kladnych hodnot.
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bude chovat jako pruznoplasticky materidl se zpevnénim. Pro konkrétni hodnotu parametru
zpevnéni muzeme konkrétni konkrétni hladinu plastického potencidlu nebo, jak budeme déle
tikat, ndslednou podminku plasticity, kterd poslouzi k popisu chovani material v plastickém
stavu.

Mizeme rozlisit zpevnéni kinematické, kdy nasledné podminky plasticity neméni svoji
velikost a tvar, ale v prostoru hlavnich napéti méni polohu a zpevnéni izotropni, pri kterém
nasledné podminky plasticity neméni svoji polohu, ale proporcionalné se zvétsuji.

Nejblize chovani skuteé¢nych materidla je vsak zpevnéni kombinované, které slucuje oba
uvedené typy zpevnéni.

Parametr zpevnéni ¢ podle rovnice (5.28) vyjadfuje zménu nasledné podminky plasticity
podle ekvivalentni plastické deformace. To je z praktického hlediska jistou obtizi, protoze
parametr zpevnéni je potiebné zjistovat experimentalné. Prepisme jej proto do tvaru:

o={2Y (o (o) (),

nebo do zkraceného tvaru:

Yy=0Q H. (5.30)

Parametr H potom vyjadiuje derivaci funkce zavislosti napéti na ekvivalentni plastické

deformaci a je mozné ho relativné snadno ziskat ze zkousek prislusného materialu. Veli-

¢ina oe, kterou nazveme ekvivalentni napéti by méla byt ve vztahu k ekvivalentni plastické
deformaci g,,.

Poznamka 5.4. V pripadé, ze budeme pracovat s materidlem, ktery se ridi von Misesovymi
vztahy (tedy nejéastéji s oceli), pak o, bude odpovidat von Misesovu napéti:

B (o1 = 02)? 4 (02 — 03)% + (01 — 03)?
Oe = Oymis = 9 .

(5.31)

o

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

136. strana ze 209

5
"l

Zavrit dokument

l Cels obrazovka/Okno




Resen{ nelinedrnich tiloh metodou konecénych prvkii 137

Tuto veli¢inu pak pii vypoc¢tu vyuzijeme ve vztahu (5.40).

Pri stanovovani H pro ocel potom muzeme pouzit tahovou zkousku na tyci, kde za
ekvivalentni plastickou deformaci budeme pokladat plastickou deformaci ve sméru osy tyce
a za ekvivalentni napéti budeme brat normalové napéti v tomtéz sméru.

Pro parametr zpevnéni vhodny pro Chen—Chenovu podminku bude nutné pouzit slozi-
téjsi postup, ktery bude vylozen v odstavci 5.3.6.2.

5.3.6.1. Aproximace parametru H Rambergovou—Osgoodovou funkci

V nékterych, ostatné dosti ¢astych, pripadech neni pro popis H dostatek experimentédlnich
dat, a proto je tieba se uchylit k jeho aproximaci vhodnou funkei.! Dalsim d@vodem k pouziti
aproximace muze byt fakt, Zze parametr H vyzaduje znalost plastické deformace, zatimco
pri zkouskach se méri deformace celkova a oddéleni plastické slozky muze byt komplikované.

Je mozné zvolit jakoukoli vhodnou funkci, v tomto odstavci si ukdzeme pouziti Rambergovy—

Osgoodovy funkce.
Aproximace vztahu mezi napétim a deformaci pomoci Rambergovy — Osgoodovy funkce

bude mit tvar: N
o o
= — 4k — .32
€ E + (Eo> , (5.32)

kde k a n jsou parametry funkce a F, je poc¢atecni modul pruznosti. Krivka popsana rovnici
(5.32) je tedy parabola n-tého stupné.

Pro urceni parametri k, n v je potrebna znalost dvou boda skutecného pracovniho
diagramu aproximovaného materidlu A [e4,0,] a B [ep, 0p).

!Jde zejména o piipady, kdy z4ddme, aby zpevnéni ve vypoctu nebylo jen linedrni.

@:
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Dosazenim jejich soufadnic do (5.32) vyplyne:
Eo a—"CYa
In (Eo ib—gl)
m(z)
1-n
Oq FEe,
k= — —1]. 5.33
(EO) ( Oa ) ( )

Pokusme se tedy z rovnice (5.32) vyjadfit parametr H. Nejprve rozlozime celkovou
pomérnou deformaci € na slozku pruznou €, a plastickou €,:

€ = € + Ep. (5.34)
Pruznd slozka deformace vyjadrend z rovnice (5.32) bude mit zfejmé tvar:

fo= g (5.35)

Se zbyvajici ¢asti rovnice (5.32) sestavime vztah pro plastickou deformaci:

o n
=k — . .
& ( Eo) (5.36)
Oznacéme

H = ¥(e,). (5.37)

:a—gp

Protoze pruzna slozka deformace neovliviiuje parametr H, tak mizeme psat:

ep =k (i)n — 3 1(0). (5.38)
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Bod | pomérna deformace [—| | napéti [M Pal
1 0.00094 8.0
2 0.01000 20.0

29 o

Tab. 5.1 Parametry Rambergovy — Osgoodovy funkce pro priklad 5.5.

Vyuzijeme-li znalosti vztahu pro derivaci inverzni funkce vyplyne, ziskdme vysledny
vyraz pro H:

1 E o\
H = (b/ = — = ° f— o 539

ot kn (Eo) (5:39)
Priklad 5.5. Graficky zobrazte Rambergovu—Osgoodovu funkci, je-li pocdteéni modul
pruznosti materidlu £, = 20 GPa a jsou-li dva body pracovniho diagramu popsany hodno-
tami uvedenymi v tabulce 5.1.

Reseni. K teseni potiebujeme uréit parametry k a n podle rovnice (5.33). Dosazenim zis-
kame:

k =1.464017 107, n = 3.070435.

Pro vykresleni funkce uré¢ime hodnoty € pro zvolena o z rovnice (5.32). Ziskdme graf
uvedeny na obrazku 5.11.
A

5.3.6.2. Zpevnéni pro beton podle Ohtaniho a Chena

K popisu funkce zpevnéni je u betonu tfeba pouzit vice parametrii tak, aby bylo vystizeno
rozdilné chovani betonu pfi riznych zptisobech namahani.
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equivalent stress [Pa]
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1e+06 /
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inelastic —+—
elastic o

0
0 0.0001 0.0002 0.0003 0.0004 0.0005 0.0006 0.0007 0.0008 0.0009
equivalent strain [-]

0.001

Obr. 5.11 Aproximace Rambergovou—Osgoodovou funkeci.
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V navaznosti na Chenovu podminku plasticity navrhli Ohtani a Chen [28] funkci zpev-
néni, kterd je funkci tii parametri — ekvivalentnich napéti pri jednoosém tlaku, dvojosém
tlaku a jednoosém tahu.

Funkci zpevnéni ¢ proto navrhli ve tvaru:

B of 7T [ oo Of \* ( dope of 7T ( ooy
v=olan) ot rolam) {mn)rolam) {50} oo

ve zkraceném tvaru pak:

VY =a1Q1He + aaQ2Hpe + a3Q3Hy, (5.41)
kde parametry zpevnéni maji tvar:

do,

i, = , 5.42

e ( )
00pe

Hy = , 5.43

o = e (5.43)
80't

H = —. 5.44

¢ den (5.44)

Jak jiz bylo uvedeno v predchozich odstavcich, hodnoty H je potieba urcovat ze zkousek
betonu pri prislusnych zpusobech namahani nebo je mozné pouzit aproximace vhodnou
funkei. Mtzeme vyuzit napiiklad Rambergovy—Osgoodovy funkce tak, jak to bylo popsano
v predchozim textu.

Parametry « vyjadiuji prispévek jednotlivych ¢leni rovnice (5.40) do vysledné funkce
zpevnéni a zavisi na oblasti namédhani. Hodnoty « doporuc¢ené Ohtanim jsou uvedeny v ta-
bulce 5.2.
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142

| Zoéna o1 | D) | a3
C-C 1 1 0
=T —T 1
C-T, T-C g:-i-alf g:+0'1f gp—l—oi
T-T 0 0 1

Tab. 5.2 Hodnoty parametrti « v zavislosti na oblasti namahani.

Pro vyjadreni @1, @2, Q3 je tfeba stanovit materidlové konstanty, které se uplatni
i v rovnicich néslednych podminek plasticity:'

A, =

2 2
Ope — O¢
20pc — o'c,
O'bcac(QO'c - ch)

3(20pc —0c)
Oc — Ot

2 )

OcOt

6 b

(5.45)
(5.46)

(5.47)

(5.48)
(5.49)

kde o., op. a 0, jsou ekvivalentni napéti v jednoosém tlaku, dvojosém tlaku a jednoosém

tahu.

'Povsimnéte si, Ze napéti na mezi pruznosti materialu ( fye, fybe, fyt) byly nahrazeny ekvivalentnimi napé-
timi. Urceni ekvivalentnich napéti pro aktualni stav materidlu béhem zpevnéni je trochu komplikovanéjsim
problémem, a je tfeba je iterativné stanovit tak, aby byla splnéna ptislusnd nasledné podminka plasticity.

Podrobnéjsi vyklad je mozné najit v [10].
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Parametry @1, Q2, Q3 je pak mozné zapsat pro oblast tlak—tlak:
Q1 = (;9;: = m(az — 40 eope + 02 (11 + 200,), (5.50)
0y — ai— ]: _ 3(2%2_ — (02 — 4ocobe + 0p) (11 + Obe), (5.51)
Qs = g—i =0, (5.52)
pro ostatni oblasti:
Q1 = gfa = %(Il — 0¢), (5.53)
Q: = 880_]; =0, (5.54)
Qs = g—i = é(h — 0¢). (5.55)

5.3.7. Podminka poruseni

Skute¢ny material se po dosazeni uréité irovné zatizeni zacne porusovat (trhat, drtit).! To
je tfeba zohlednit i pfi vypoctu, a proto se definuje podminka poruseni. Zpravidla méa stejny
tvar jako podminka plasticity, ale misto napéti na mezi pruznosti se do ni dosazuji napéti

na mezi tnosnosti (tedy pevnosti) materidlu.

U stavebnich materidli, zejména u betonu, oviem k porusovani materidlu (napifklad ke vzniku trhlinek)
dochézi béhem celého procesu zatézovani. Podminka poruseni u nich proto popisuje stav, kdy trhliny svoji

velikosti a mnozstvim ohrozuji nosnou funkci a bezpec¢nost konstrukce.
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U oceli a dalsich kovi mizeme jako podminku poruseni pouzit von Misesovu podminku:
(o1 — 02)2 + (09 — 03)% + (01 — 03)? — 2f2 =0, (5.56)

kde f,, je napéti na napéti na mezi pevnosti (,pevnost“) materidlu.
V pripadé betonu by podminka poruseni podle Chena a Chena meéla tvar:

A
Jo+ == - o, = 0,
1 A
Jo— 6112 + Twh —72, = 0. (5.57)
kde jednotlivé vyrazy maji vyznam:
Aye = 5bc — fz%c
2fubc - fuc7
7_2 _ fubcfy0(2fuc - fubc)
ve 3(2fubc - fuc) ’
Aut — fuc ; fut’
7_2 — fucfut
ut 6 °

Hodnota f,. je pevnost betonu v jednoosém tlaku, f,;. je pevnost betonu v dvojosém
tlaku a fy; je pevnost betonu v jednoosém tahu.

Poznamka 5.6. Zejména u betonu se pri praktickém vyuzivani vyse uvedenych vztahu
setkdvame s problémem urcovani hodnot jednotlivych parametri materidlu. Okamzik, kdy
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v betonu dochézi k prechodu z pruzného do plastického stavu, a ktery by méla identifikovat
podminka plasticity, je do zna¢né miry smluvni, protoze k nepruznému porusovani betonu
(vzniku trhlinek, pfipadné k drceni) dochézi jiz prakticky od poc¢atku jeho zatézovani.

V zavislosti na typu a vlastnostech betonu se tedy voli parametry mezi plasticity jako
0,3-0,5 nasobky parametrii na mezi pevnosti.

Dalsim problémem je vztah mezi parametry v jednoosém a dvojosém tlaku. Proto se
zpravidla predpoklada, Zze mez pruznosti ve dvojosém tlaku je 1,2ndasobek hodnoty v jedno-
osém tlaku a stejny pomér se voli pro pevnosti.

Poslednim podstatnym problémem je samotné urceni pevnosti betonu v jednoosém tlaku
a tahu. Klasické zkousky betonu neumoznuji tyto hodnoty primo urcit, protoze se pri nich
beton porusuje podstatné komplikovanéjsim zptuisobem (naptiklad pfi zkousce krychle v lisu
se beton neporusuje tlakem, ale pricnym tahem). Specializované zkousky, jako je tahovéa
zkouska na valcovém vzorku, vyzaduji specidlni vybaveni, které zpravidla neni k dispozici.

Proto se potiebné veli¢iny obvykle urcuji ze vysledki laboratornich zkousek priblizné
podle vztahi dostupnych pro rtzné typy betontu v literatufe (pro betony bézné v pozem-
nim stavitelstvi dobfe funguji napfiklad vztahy v [17]), a zpFesnuji se pomoci kontrolnich
vypoctu.

5.3.8. Dalsi podminky poruseni pro beton

Kromé uvedené Chen—Chenovy podminky je mozné pouzit i fadu dalsich. Kupfer [18] na
zékladé vlastniho experimentalniho vyzkumu sestavil podminku poruseni pro stav rovinné
napjatosti, ktera je navrzena tak, aby primo vyuzivala nékterd data ze standardnich zkousek
betonu (pracuje s valcovou pevnosti f).

o
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Kupferova podminka je v oblasti tah—tah (o1 > 0 a o2 > 0) definovdna vztahem

o1 = ft, (5.58)

kde f; je pevnost betonu v tahu a o7 je hlavni tahové napéti.
V oblasti tah—tlak je pouzit vztah:

of _ 1+3,65a

=————f, a=—, 5.59
¢ (1 i a) fc g9 ( )
kde o1 a 09 jsou hlavni napéti v betonu, f. je valcova pevnost v jednoosém tlaku.
Willam a Warnke [11] sestavili prevazné na zakladé téch samych experimentalnich dat
odlisnou podminku poruseni a plasticity, ktera mé tvar:
10 \F 1 J
:77_’_ 777—1:0_ 5.60
/ 3z 0, 57(0) oc (5.60)
Tato podminka je definovdna pro 3D a je k dispozici v komerénim software [17]. Jeji

tvar je, pres odlisnost vztaht, velice blizky Chen—Chenové podmince.

5.3.9. Dalsi materialové modely pro beton

Beton, podobné jako zdivo nebo zeminy a horniny, se ve skutecnosti nechova pruznoplas-
ticky. Dochazi v ném k nevratnému porusovani a vzniku trhlin, které ma dosti odlisny
charakter od plastického teceni.

Prestoze vyse popsany pruznoplasticky model poskytuje ve vétsiné praktickych tloh
dostatecné presné vysledky, jen obtizné muze popsat stavy, kdy je beton porusen velkym
mnozstvim trhlin a kdy jeho tinosnost a tuhost podstatné klesé. To je potfebné v tilohéach,

o
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Obr. 5.12 Jednorozmérny pracovni diagram betonu.

kdy vysetrujeme zbytkovou tinosnost a zivotnost havarovanych nebo tézce poskozenych kon-
strukei, odolnost konstrukei vystavenych u¢inktiim vybucht nebo havarii nebezpecnych tech-
nologii (v chemickych provozech, jadernych zatizenych) a podobné.

Pokud porovnédme pracovni diagram betonu, ktery je schematicky zndzornén na ob-
razku 5.12, s diagramy v predchozich kapitolach, je najit si vSimnout, Ze pruznoplasticky
model neposkytuje moznost popsat chovani materidlu pro vzniku trhliny. Je zifejmé, zZe
vznikne-li v betonu trhlina, pak v tomto misté zacne klesat inosnost materidlu, zatimco
u pruznoplastického materidlu stale (byt omezend) nartista."

5.3.10. Diskrétni modely betonu

Diskrétni modely jsou zalozeny na predpokladu, zZe je potfebné modelovat sireni jednotlivych
trhlin, a to Upravami sité koneénych prvki.

1Uvedené zjednoduseni je ovsem ponékud piikré, protoze postupny rozvoj trhlin je v pruznoplastickém
modelu simulovdn pomoci poklesu tuhosti béhem zpevnéni, dale uvedené ,presnéji“ modely ovsem obvykle
predpokladaji linedrni chovani az do vzniku tahové trhliny.

o
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!

Obr. 5.13 Princip diskrétniho modelu betonu.

Princip je tedy velmi jednoduchy a je znazornén na obrazku 5.13: v pripadé, Ze je v né-
kterém uzlu sité konec¢nych prvki prekrocena tahova pevnost materidlu, dojde k oddéleni
prvku (dosud spolecny uzel je nahrazen dvéma samostatnymi uzly patficimi ruznym konec-
nym prvkim) a dalsi vypocet probiha na takto zménéné siti kone¢nych prvku.

Prestoze uvedeny princip je velice jednoduchy, prinasi pouziti diskrétnich modelt fadu
obtizi. Kromé nutnosti upravovat sit kone¢nych prvki béhem vypoctu jde predevsim o ne-
moznost zachytit vSechny trhliny (sit by musela byt velmi podrobna). Dal$im problémem
je zdwvislost vysledku na velikosti sit€ konecnijch prvki, ktera je problémem i dale uvedenych
modeli.!

5.3.11. Koncept rozmazanych trhlin

Déle popisovany model patii do skupiny kontinuitnich modeli stejné jako modely pruzno-
plastické.

Dalsi modely mohou byt zalozeny na nelinedrni lomové mechanice (modely rozmazanych
trhlin, modely nelokélniho kontinua, mikroploskové modely a dalsi).

1V nékterych publikacich je mozné najit starsi udaje, ze tento problém se u diskrétnich modela nevysky-
tuje. Bohuzel novéjsi prace ukazuji, Ze tomu tak neni, a tento problém zde nelze zanedbat.

@:
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V nasledujicim textu si priblizime jeden z moznych modeli zaloZenych na konceptu
rozmazanych trhlin.' Pro jednoduchost se omezime jen na otazky modelovani chovini be-
tonu v tahu a v tloze rovinné napjatosti. Vliv trhlin na mechanické vlastnosti materidlu je
v takovém modelu simulovan prostrednictvim tipravy hodnot materidlovych parametri, pri-
¢emz spojitost materidlu zustava zachovana. Popisovany model vychézi z praci Bazanta [1],
Cervenky [19] a dalsich.

Koncept rozmazanych trhlin je velmi vyhodny pii pouziti metody konecnych prvki,
protoze ani v prubéhu simulace rozvoje trhlin v materidlu nevyzaduje zadné zmény tvaru
sité kone¢nych prvka. Ma ovsem i urcité nedostatky, o kterych bude pojednano nize. Pouzity
predpoklad o poklesu hodnot mechanickych vlastnosti (moduli pfetvarnosti nebo ,,tuhosti“)
oblasti s trhlinami je ovSsem vystizny zejména v pripadé, kdy v materialu vznika sit drobnych
trhlinek (napf. pocétecni faze porusovani betonu nebo Zelezobetonu vyztuzeného sitémi,
pripadné nékterych vldknobetont), v pfipadé, ze v materidlu vznikaji jednotlivé trhliny
velkych rozmért samoziejmé nelze oéekavat vystizné vysledky.

5.3.11.1. Materiadlové parametry

U materidlu s trhlinami je zfejmé, Ze mechanické vlastnosti (predevsim modul pretvarnosti
— v dalsim budeme pouzivat oznaceni ,rezidudlni normalova tuhost*) ve sméru kolmém na
trhlinu budou odlisné (zpravidla nizsi) oproti vlastnostem ve sméru rovnobézném se smérem
trhliny. Jako opravnény se zde proto jevi predpoklad o ortotropnim chovani materialu.

LCasto se pouziva i ndzev rozetiengch. V angli¢tiné se pak obvykle pouZivé termin ,smeared cracks®.
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Obr. 5.14 Sméry materidlové ortotropie pro material s trhlinami.

Matice tuhosti materidlu mize v takovém pripadé nabyt tvaru:

R R1 Z/R1 0
D¢ = 2 vR1 Ro 0 , 5.61
¢ R2 — 2 R1 0 0 B G ( )

Ry/(R2—v? Ry)

kde Rji, Ro jsou rezidualni normalové tuhosti, v je Poissontiv soucinitel, G je modul pre-
tvarnosti ve smyku a 3 je redukéni koeficient pro G.

Vztah (5.61) byl ziskan tpravou klasické matice tuhosti ortotropniho materialu [1] tak,
aby byl splnén pozadavek jeji symetrie podle hlavni diagonaly. Ortotropni material je ve
2D popsan také dvéma rdznymi hodnotami Poissonova soucinitele, coz je u betonu ob-
vykle problém, protoze zjisténi dostatecné presné hodnoty této veli¢iny je v praxi nesnadné
i u trhlinami neporuseného materialu. Proto byl Poissontiv soucinitel ve sméru kolmém
na trhlinu ponechan stejny jako u neporuseného materidlu a druhy soucinitel byl dopoc¢ten
z predpokladu symetrie matice tuhosti.
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V préci [1] je navrhovan i mirné odlisny zpusob préace s Poissonovymi souciniteli, jehoz
vysledkem je vztah:

R1 U/ R1 R2 0

1
D¢y = 5 | vV Ry Ry 0 , (5.62)
1—v B8 G
0 0 (=07

5.3.11.2. Urcovani rezidualnich normalovych tuhosti

Pro vyuziti matice (5.61) je tfeba zvolit vhodnou strategii vypoctu rezidudlni normélové
tuhosti ve sméru kolmém na smér trhlin. Je zfejmé, ze v pripadé dvojosé napjatosti je tfeba
zvolit postup, ktery bude prihlizet k k tomu, Ze napjatost neni jednoosa.

o

Obr. 5.15 Ekvivalentni jednoosy vztah mezi o a €.

Velmi casto se proto uplatnuje ,inzenyrsky* pristup, ve kterém jsou normalové tuhosti
stanovovany na zakladé ekvivalentni jednoosé zavislosti mezi napétim a pomérnou defor-
maci [19]. V takovém pripadé je tfeba zvolit vhodné veli¢iny, napiiklad hlavni tahové napéti
a jemu odpovidajici pomérnou deformaci.
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Zohlednéni dvojosé napjatosti je pak mozné zahrnout do vypoctu tak, ze parametry
jednoosé zavislosti se urcuji z hodnot funkce poruseni materialu ve 2D, které odpovidaji
aktudlni dvojosé napjatosti (viz napiiklad [11]).

Vyuzivany byvaji rizné podminky poruseni, napriklad dfive nékteré z vyse popsanych
(Chen—Chenova, Kupferova).

Obr. 5.16 Schematické znazornéni Kupferovy podminky pro hlavni napéti oy, o2

Obvyklym vypocetnim postupem je urceni okamziku inicializace ,trhlin“ (nebo po-
¢atku tlakového poruseni) pomoci zvolené podminky pro 2D napjatost a naslednou aplikaci
jednoosého ekvivalentniho vztahu.

Je mozné bud smér trhlin (a tedy smér veli¢in vstupujicich do ekvivalentniho jednoosého
vztahu) ztotoznit bud se smérem hlavnich napéti v okamziku po¢atku rozvoje ,,trhlin“! nebo

!Obvykle se v literatufe oznacuje jako ,model pevnych (fixovanych) trhlin“.
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Obr. 5.17 Zavislost mezi otevienim trhliny a napétim.

provadét tpravu smeéru ,,trhlin“ v zavislosti zmén sméru hlavnich napéti v prubéhu dalsiho
vipoctu.!

Je znamo [1], ze samotné pouzivani jednoosého vztahu mezi napétim a deformaci pro
popis chovani betonu v tahu vede k nevystiznym vysledkium (beton se obvykle porusuje
v relativné tuzkych oblastech, zéndch lokalizace, coz timto vztahem neni mozné dostatecné
vystihnout) a predev$im v metodé koneénych prvku dochézi k zavislosti vysledku vypoctu
na tvaru a hustoté konecnych prvk.

Pro dosazeni vysledkt, které jsou v lepsi shodé s chovanim skute¢ného materidlu, se
pouziva fada postupt. Jednim z nich je model pdsu trhlin navrzeny Bazantem [!], ktery
predpoklddal, Ze energii uvolnénou pii Uplném otevieni trhliny” je mozné povazovat za
vlastnost materidlu. Pro takovou energii se obvykle pouziva nazev lomovd energie.

1Zpravidla se oznacéuje jako ,model rotujicich trhlin“.
2V betonu jde samoziejmé o otevieni viech trhlinek v jednotce materilu.
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P¥i rozvoji trhlin se podle [1] pfedpoklada platnost vztahu:
Gr = Ag L = konst., (5.63)

kde L je sitka oblasti porusované trhlinami (3ifka pasu trhlin),! Ag je plocha oblasti pod
sestupnou vétvi pracovniho diagramu na obrazku 5.17 a G lomova energie. Lomovou ener-
gii je mozné urcovat experimentdlné a odpovida energii uvolnované pri rozvoji trhlin. Je
definovana jako:

Gr = /000 on(w) dw, (5.64)

kde o, (w) je napéti a w je siika trhliny? podle obrazku 5.18.

Lomovou energii je sice mozné povazovat za materidlovou vlastnost, zjistuje se vsak
nestandardnimi postupy (z pohledu evropskych technickych norem). Pokud tato hodnota
neni k dispozici, je mozné ji priblizné stanovit z predpokladu, ze $itka trhliny po dplném
uvolnéni napéti w, je priblizné invariantni vici vlastnostem betonu a je s lomovou energii
v relaci:

2Gr

Wo = , 5.65
T i)
kde f; je pevnost betonu v jednoosém tahu.
Lomovou energii lze také stanovit empirickym vztahem podle Karihalooa [!8]:
Gr = arp(f)"", (5.66)

kde f. je pevnost betonu v tlaku a ap je soucinitel, zavisejici na maximalni velikosti zrna
kameniva g v betonu. Orienta¢ni hodnoty jeho velikosti jsou uvedeny v tabulce 5.3.
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Obr. 5.18 Sitka pasu trhlin.

Je-1i naptiklad zavislost mezi napétim a deformaci v materialu s rozvijejicimi se trhlinami
popsana jako linedrni, je pii aplikaci modelu péasu trhlin zrejmé nejvyhodnéjsi upravovat
hodnotu modulu E, tak, aby byla splnéna rovnice (5.63). Pfi uvazeni, ze sitku trhliny lze
stanovit jako:

w=e¢ L, (5.67)

a z geometrickych vztahil na obrazku 5.19 je mozné E, stanovit ve tvaru:

_ B
1 2GpE, °

N L Tmax

E, = (5.68)

1 Obvykle jde o ,3fiku“ oblasti, na které je vztah uplatiiovan, v metodé koneénych prvki je to rozmér
konecného prvku nebo jeho c¢asti prislusejici vysSetfovanému materidlovému bodu.
2Sitka plné oteviené trhliny je s pomérnou deformaci svizéna vztahem w = ¢, L
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| g [mm] | ap |

-]
4
6

8
16
32 10

Tab. 5.3 Hodnoty soucinitele ap.

Obr. 5.19 Vztah mezi napétim o a pomérnou deformaci €.
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Sitka péasu trhlin odpovida rozméru koneéného prvku ve sméru kolmém na smér trhlin,
zjednodusené je tedy mozné polozit L = /A, kde A je plocha prvku piislusng vysetiovanému
integra¢nimu bodu kone¢ného prvku.

Priklad 5.7. Pomoci vhodného software reste obdélnikovou sténu zatiZzenou uprostred hor-
niho okraje zatizené bodovou silou. Sténa je prosté ulozend a mi rozméry 2 x 1 m a tloustku
0,1 m. Vyneste pracovni diagramy (vztah mezi zatizeim a svislou deformaci) pro déleni sité
konec¢nych prvka 8 x 4, 16 x 8 a 18 x 9 pro bod uprostred spodniho okraje stény.

Reseni. Pro feSeni pouzijeme kone¢néprvkovy software uFEM. Na obrazku 5.20 je jedna
z variant kone¢néprvkového modelu. Ve vsech pripadech je mozné sestavit sit se ¢tvercovymi
kone¢nymi prvky, rozdily jsou jen v jejich poc¢tu a velikosti.

Na obrazku 5.21 jsou uvedeny pracovni diagramy (zde ve formé zavislosti mezi velikost{
zatizeni a dosazenou deformaci) pro varianty sité koneénych prvki.

Na obrazku 5.22 jsou zobrazeny velikosti rezidudlnich normaélovych tuhosti na konci
nelinedrniho vypoctu.

A

Poznamka 5.8. Na obrazcich 5.23 a 5.24 je uvedena animovana ukazka rozvoje oblasti
porusenych trhlinami a prislusny pokles rezidudlnich smykovych tuhosti, ktery odpovida
vztahim uvedenym v predchazejicim textu. Sténa byla zatizena predepsanou deformaci ve
strfedu horniho okraje.

@:
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uFEM 0.2.30
Results
Time: 20.0000
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Obr. 5.20 Sténa zatizena silou — vypocetni model prikladu 5.7.
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Obr. 5.21 Sténa zatizend silou — pracovni diagramy.
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Obr. 5.22 Sténa zatiZzena silou — rezidudlni tuhost

uFEM 0.2.30

Result: 28
Time: 39.0000
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Obr. 5.23 Rozvoj porusenych oblasti na sténé.
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Obr. 5.24 Pokles rezidualni smykové tuhosti na sténé.
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5.4. Geometricka nelinearita

5.4.1. Geometricko—deformacni rovnice

V terorii pruznosti [39] obvykle pracujeme se zjednodusenymi geometrickymi vztahy ve
tvaru:

s
S oz’
o
E:y = 8y,
ow
& = oo (5.69)
o o
Yoy T By T or
oo
Tz = 5, oy’
o ow
e = 0z Oz’

Toto odvozeni je zalozeno na podstatnych zjednodusenich, nicméné v pripadech, které
odpovidaji predpokladim o malych deformacich resenych konstrukci, poskytuje dostatecné
presné vysledky.

V pripadé, ze deformace konstrukce nejsou malé (napiiklad prihyb nosniku se blizi 1l0
jeho rozpéti), vztahy (5.70) jiz nemusi vyhovovat. Pro takové tilohy je potfebné geometrické
vztahy odvodit presnéji.

Uvazujme s soualdu s obrazkem 5.25 tsecku o délce ds, ktera je naptiklad hranou krychle
vyjmuté z pruzného télesa. Ziejmé muzeme délku ds vyjadrit pomoci jejich praméti do os
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y J—
_ds —
arm— b

ds _b

a/ v

Obr. 5.25 K odvozeni geometricko—deformacnich vztaht.

r,yaz:
ds? = da® + dy? + d2*. (5.70)

Po deformaci dojde k posunu pocatku tsecky (bodu a) o vzdéalenosti du, dv, dw do bodu
a, ale také ke zméné jeji délky z ds na ds:

ds? = dz° + dg* + dz°. (5.71)

Slozky posunu bodu a do @ mizeme zapsat v obvyklém tvaru:

ou

du = %dx,
v

dv = —d .72
ow

dw = adz

R

\C
«é:’ 0

&
S

-

<2k

S
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Polohu konce tisecky po deformaci (bodu b) miizeme stanovit na zakladé posunuji bodu
a do @ a na zakladé délky ds:

dz? = (du + dz)?,
dy? = (dv + dy)?, (5.73)
dz* = (dw + dz)2.
Po dosazeni rovnic (5.74) do vztahu (5.71) a tpravé ziskdme:
ds? = dz* + dy® + d2* + 2 (du dz + dv dy + dw dz) + du® + dv® + dw?. (5.74)

Nyni z vyuzitim vztaht (5.71) a (5.74) zapiSme druhou mocninu zmény délky tsecky
z ds na ds:
ds — ds = du® + 2 du dx + dv? + 2 dv dy + dw? + 2 dw dz. (5.75)

Dosazenim z (5.73) napiiklad pro vyraz du? + 2 du dx ziskdme:

2 2 2
du® +2 du dz = (@dag) + <@dy) + <%dw> +

Ox y ow
Oou Ou Ou Ou ou Ou
+ 2 (a—y&dy dz + a%dz dx + %B_ydx dy> + (5.76)
8u 2 8U 2 8U 2

Analogické vztahy muzeme ziskat pro ostatni ¢leny vyrazu (5.75).
Protoze uvedeny vyraz (5.75) by mél obsahovat slozky vektoru pomeérnych deformaci, je
mozné psat:

ds —ds =2 (e, dz? + ey dy? + &, d2° + Yy, dy dz + Yupdz dx + Yoyda dy) . (5.77)
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Na zékladé (5.77) muzeme jednotlivé slozky vyrazu 5.77 tedy zapsat:
o\ | (dw)?]
Ox Oz ’

go LI u\*

oy 2|\ 0y

dw  1[(0u\  (00\?]

0z 2 |\0z 0z ’

€z

€y

€z

Yy

Yyz

Vea

Vztahy (5.79) je mozné vynechdnim smiSenych derivaci a mocnin derivaci upravit na

ou Ov Ouodv

a—y"f—%'f‘a—y%-i-

ov Ow Ovow
9z oy Tz 0y
ou Ow Oudw
9z 0z T 920z

ow\’]
oy ’

dwov
Oz 0y
Ov Ov

+8—y$+

0uu
0z Oz

ow Ow
Oz By’
Oow Ow
dy 0z’
ow Ow
0z Oz
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(5.78)

vztahy (5.70), které se bézné vyuzivaji v linedrni teorii pruznosti [30]. Nové uvedené vy-
razy (5.79) umozinuji popsat deformace piesnéji’ a mizeme tedy odstoupit od pozadavku
malych deformaci studované konstrukce.

Pokud budeme pti vypoctech vztahy (5.79) pouzivat, povede feseni na soustavy neline-
darnich rovnic. Takové tlohy budeme nazyvat geometricky nelinedrni.

'Poviimnéme si, Ze i zde pracujeme se zjednodusujicim piredpokladem, Ze Yuy = Yy -
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5.4.2. Geometricky nelinearni tilohy ve stavebni mechanice

V pripadé, ze deformace konstrukce jsou ve srovnani s jejimi rozmeéry nezanedbatelné, ri-
kame, ze konstrukce mé konecné deformace. To je pripad vyjimecény a cilem projektanta je
se mu u obvyklych konstrukci vyhnout.

U stavebnich konstrukeci proto mizeme ocekéavat tyto typické ptripady geometrickych
nelinearit:

e Velkd posunuti u, ale pomérné deformace € << 1:

— v & se uvazuji jen linearni ¢leny: takto fesime ploché oblouky nebo lana,

— rotace w < 1, ale w >> g, u normalovych pomérnych deformaci uplatnime jen
linearni ¢leny, ale u zkoseni i ¢leny dalsi. To je pripad loh linedrni stability.

Pripad, kdy jsou velka jak posunuti a pootoceni, tak pomérné deformace je u stavebnich
konstrukei velmi neobvykly, vyskytuje se spiSe v nékterych specidlnich tlohéch hornické
mechaniky nebo ve strojirenstvi.

Poznamka 5.9. Pri popisu tlohy zélezi na volbé referen¢niho systému soutradnic: v dal-
Sim textu se bude predpoklddat pevnéd soustava souradnic (béhem feSeni se neménici) —
Lagrangeovskd.

5.4.3. Geometricka matice tuhosti prvku

Pfi feseni geometricky nelinedrnich iiloh metodou koneénych prvktt budeme pracovat se
soustavou rovnic ve tvaru:
(K+Kg) r=F, (5.79)
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kde matice Kg obsahuje ¢leny vzniklé z ,nelinedrnich prvki v € a oznacuje se jako
,matice pocatecnich napéti, , geometrickd matice“ nebo ,stabilitni matice“. Zavisi na
aktudlni napjatosti a nenf ji tedy mozné stanovit pfedem. Ulohu proto fesime nejéasténi
Newtonovou-Rapsonovou metodou nebo metodou délky oblouku [50].

Rovnici (5.79) muzeme vyuzit pii feSeni tloh linedrni stability. Pouzitim matice Kg
zajistime zahrnuti vlivu deformace konstrukce do vypoctu (ptjde tedy o obdobu Eulerova
feSeni na prutu). Cilem je najit kritické zatizeni pro ztratu stability:

(K +A\Kg)r=0 (5.80)

coz je jista analogie ,M = F' u* z Eulerova feseni.
Problém (K + AMKg)r = 0 je uloha o vlastnich cislech matice, A je potom nasobitel
kritického zatizeni.

5.4.4. Odvozeni geometrické matice tuhosti prihradového prutu

V dalsim textu si ukdzeme, jak ziskat geometrickou matici tuhosti prihradového prutu,
ktery je na obrazku 5.26.

V tomto jednoduchém ptipadé je mozné primo zapsat vztahy mezi funkcemi posunuti
u a posunutimi uzli r:

u = Nr, (5.81)
které zapiseme:
Ui
u 1-2 0 £ 0 (%]
= L L
HE ST N i)
V2

o
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Obr. 5.26 Prut rovinné prihradoviny v roviné zy.
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Z rovnic (5.79) pouzijeme clen pro €, ve kterém ponechame jen ¢leny odpovidajici roviné

Ty

ou 1 [0v\?
=—4+=-|= . 5.83
= Bz * 2 (898) (5:83)

Vyraz pro potencidlni energii ma obvykly tvar:
1 [E EAL

II; = —/ Ex0dT = €2, (5.84)

2 Jo 2

Dosadime-li do (5.84) sestaveny vyraz pro &, ziskdme:

2
EAL (du 1 [dv)” EAL|[0u\> du (v
IL — Z4 (= ~— | = — | — . 5.85
! 2 <8x * 2 (8:5) ) 2 (8([)) + Ox (8:16) (5:85)
Ve poslednim vyrazu jsme provedli nékterd zjednoduseni (vynechani ¢lent vyssich radua,

které pokladdame ze vyrazné mensi nez ostatni ¢leny). Tim ziskdme méné presné, ale pod-
statné jednodussi vyrazy.! Vyraz (5.85) miizeme podrobnéji rozepsat:

1 AE
I = 5 [(E A L) (uf — 2ujug + u3) + 5 (11 =) (v} — 2v1v2 + vg)] . (5.86)

PrepiSeme-li predchozi vyraz do maticové formy %rT(K + Kg)r, mizeme z néj vyjadrit
matici tuhosti:

1 0 -1 0 0O 0 0 O

E A 0O 0 0 O E A 0O 1 0 -1
K+Kg= _L 10 1 0 + —L2 (UQ = ul) 0 0 0 0 , (5.87)

0O 0 0 O 0 -1 0 1

1Uvedené zjednoduseni odpovidé p¥ipadu feseni podle teorie 2. ¥4du v teorii pruznosti.
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kde leva ¢ast vyrazu je znama matice tuhosti prihradového prvku. Prava ¢ast potom zrejmé
: e . = 57
bude hledanou geometrickou matici tuhosti. ) 4

Rozdil us — u; odpovida prodlouzeni prutu AL, a proto ziejmé plati: x>
AL E A
N=F AT = N = T(U2 - ul)? (588) D > IZJIA\IT\‘I\::ZL;::“

kde N je normélova sila v prihradovém prutu.
Potom mtizeme geometrickou matici tuhosti zapsat ve tvaru:

00 0 0
N|lo 1 0 -1

Ke=T10 0 0 o (880
0 -1 0 1

Vsimnéme si, Ze v rovnici (5.89) vystupuje normalova sila. Tu ovSem neni mozné stanovit
predem, a proto je ziejmé, ze pouziti matice Kg opravdu vede na nelinedni tlohu.

Takto odvozend matice tuhosti muze byt vyuzita pro preseni prihradovych nosniki
s velkymi prihyby nebo pro feseni nosnych lan.
Kviz.

1. Zapiste rovnici pro €, v prostoru.

— Ov
&y =7y -
_ 9%
€y = oy Oz *
9%v 9%u

€ =5z oy -
2. Proc¢ pouziti geometrické matice tuhosti vede na nelinearni ilohu?
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Protoze K¢ je linedrni kombinaci K.
Protoze K zavisi na vnitinich sildch konstrukce.

Protoze K se pocitd pomoci integrace podle casu.

W

. Kterd podminka plasticity je vhodnda pro beton?
Chen—Chenova.
Trescova.

Von Misesova.

S

. Kterda podminka plasticity je nejvhodnéjsi pro ocel?
Chen—Chenova.
Trescova.

Von Misesova.

ot

. Pri pruznoplastickych vypoctech metodou konec¢nych prvkii nejcastéji pouzivame:
Teorii izotropniho poskozeni.
Teorii plastického teceni.
Teorii plastickych deformaci.
6. Lanova ztuzidla ocelovych hal jsou ptipadem nelinearity:
Geometrické.
Konstrukénd.
Fyzikalni.
7. Nosnik na pruzném podlozi ptisobicim jen v tlaku je pripadem nelinearity:

Geometrické.
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Konstrukéni.
Fyzikalni.
8. Tlaceny stihly sloup muze byt pfipadem nelinearity:
Geometrické.
Konstrukéni.
Fyzikalni.
9. Plasticka deformace je:
Trvala.
Docasna, po odeznéni zatizeni zanikne.

Docasna, zanikne po urcité dobé plisobeni zatizeni.

10. Podminka plasticity je zfejmé (porovnejte s obrazky uvedenymi v uéebnim textu):

Konkéavni.
Konvexni.
Libovolného tvaru.
11. Podminka poruseni v pruznoplastickém vypoctu:
Nemusi byt vibec definovana.

Musi byt shodna s podminkou plasticity.

Se ziska z podminky plasticity prenasobenim konstatnou.

12. Dokonale pruzné lano je pripadem nelinearity:
Konstrukéni a geometrické.

Konstrukéni a fyzikalni.
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13.

14.

15.

16.

17.

Fyzikalni.

Takzvané rozmazané trhliny se pii vypoctu:
Uvazuji ve formé zmén matice tuhosti materialu.
Uvazuji ve formé zmén sité konec¢nych prvki.
Zanedbavaji.

Diskrétni model betonu:

Zavadi trhliny ve formé zmén matice tuhosti materialu.

Zavadi trhliny ve formé zmén sité konec¢nych prvki.
Trhliny zanedbéva.

Zpevnéni v pruznoplastickych modelech:
Se nepouziva.
Muze byt izotropni, kinematické nebo kombinované.
Muze byt pouze linearni.

Visuty lanovy most bude pripad nelinearity:
Geometrické (velké deformace).
Fyzikélni (nelinedrni protazeni lan — zména tuhosti).

Geometrické i fyzikalni.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

Ktery z uvedenych materialti se svym chovanim nejvice blizi pruznoplastickému mate-

rialu:
Ocel.

Drevo.
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Beton.
18. Ktery model materidlu nema na pracovnim diagramu pruznou vétev?
Tuhoplasticky.
Nelinedrné pruzny.
Pruznoplasticky material se zpevnénim.
19. Ktera z tloh je geometricky nelinearni?
Nosnik na pruzném podlozi.
Vzpér pruti.
Deformace betonovych nosnik.
20. Ktery z materiali je nutno modelovat jako ortotropni?
Ocel.
Drtevo.

Beton.

T7
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6.1. Uloha vedeni tepla

d
i

Ve stavebni praxi je casto potiebné posoudit chovani konstrukei, nebo jejich ¢asti, z hle-
diska vedeni tepla, napriklad pro nalezeni ,,tepelnych mosti*“ nebo pro posouzeni izola¢nich
schopnosti konstrukce.

Tytéz formalni vztahy je mozné uplatnit i pro tdlohy siteni vlhkosti v materialu, coz je
dilezité pri studiu degradace a koroze stavebnich konstrukei.

I pro tyto dlohy je mozné s vyhodou pouzit metodu konec¢nych prvki, jen je potiebné
nahradit vztahy a rovnice teorie pruznosti rovnicemi vedeni tepla. Protoze jde o tlohy, eviite dlellurines
které mohou byt pro Ctendre méné nazorné nez problémy mechaniky, budeme v dalsim
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textu uvadét i fyzikalni rozméry jednotlivych velic¢in a budeme se odkazovat na odpovidajici
vztahy z mechaniky a pruznosti.

Cilem tohoto odstavce neni podat komplexni ndhled na problematiku vedeni tepla ani
moznosti jejiho feSeni — omezime se proto jen na stru¢ny néastin tlohy stacionarniho vedeni
tepla. Vyklad provedeme na trojuzlovém prvku pro feseni 2D iloh, ktery je analogicky
trojuzlovému prvku pro feseni rovinného problému.

6.1.1. Prehled zakladnich vztahu v 1D tloze

Zékladni rovnice vedeni tepla méa tvar:
Ein + Egen =AU + Eouty (61)

kde E;, je teplo vstupujici do tlohy ([W hl, [J]), Egen je teplo generované vnitinim zdrojem
([J]), AU je zména energie ([J]) a Eyy je vystupujici teplo ([J]).
Tuto rovnici je mozné rozepsat do tvaru:

Go Adt+Q Adx dt = AU + qurap A dt, (6.2)

kde g, je teplo vstupujici do tlohy na okraji x (tepelny tok), ([W/m?)), ¢uids ---teplo
vstupujici do tlohy na okraji z + dz ([W/m?]), t je ¢as ([s]), Q je vnitini zdroj ([W/m?])
a A je plocha kolm4 na tepelny tok ([m?]).

Fourierdv zakon ma tvar:

or

e
kde g, je tepelny tok (teplo vstupujici do tlohy), ([W/m?]), A\, je tepelna vodivost [W/(m K)],
T je teplota, g—g = g, je tepelny gradient [K m™!].

Gz = —Ag (63)

@:
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| dx |

Obr. 6.1 Vedeni tepla télesem.

Tayloruv rozvoj (1. ¢len):

dfy
fz—f—da: = fx + C‘lf_ﬂfdx’ (64)
tedy z (6.4) plyne:
dar d dr
Qetde = — [Am% + T (/\z%) dx] . (6.5)
Zménu energie AU miizeme zapsat jako:
AU =c(p Adzx)dT. (6.6)

kde c je mérnd tepelna kapacita ([(W h)/(kg K)]) a p je objemova hmotnost (kg/m?).
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6.1.2. Rovnice nestacionarniho vedeni tepla

Dosazenim vyrazi (6.6) a (6.4) do zadkladni rovnice (6.2) ziskdme rovnici nestaciondrniho

vedeni tepla:
d drl cpdT
T (M@) +Q= T (6.7)

6.1.3. Rovnice stacionarniho vedeni tepla

Upravou predchozi rovnice (6.7) ziskdme rovnici staciondrniho vedeni tepla:

d (. dT
e (Ax%) +Q=0. (6.8)

V tomto pripadé musime zavést omezujici predpoklad, ze tepelné toky se v ¢ase neméni.

6.1.4. Maticovy prepis vztahi pro tlohu stacionarniho vedeni tepla
Pro 2D tlohu miizeme napsat vztahy pro teplotni gradienty ve tvaru € = 9T:
Je l_ 1 2 2 L) (6.9)
g - or Oy ’ :
y

coz lze chapat jako analogii geometrickych rovnic v mechanice.
Daéle muzeme Fourieruv vztah prepsat ve tvaru: q = De:

fedo oo, o)
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Obr. 6.2 Trojuzlovy prvek pro tlohy vedeni tepla.

Tl

coz je analogii k fyzikdlnim rovnicim v mechanice.
Potencialni energie ,,vnitinich sil“ potom miizeme zapsat jako:

1 1
H:—/ET qu:—/sTDst. (6.11)
2J)v 2J)y

6.1.5. Odvozeni koneéného prvku pro stacionarni problém

Uvazujme trojuzovy konec¢ny prvek uvedeny na obrazku 6.2. Tento prvevek budem mit jednu
neznamou teplotu T' v kazdém bodé.
Je-li prvek trojuzlovy, musi mit celkem t¥i neznamé uzlové parametry:

T ={T1,T»,Ts,}". (6.12)
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2 TR
Aproximace nezndmych teplot na prvku tedy bude mit vtar: . o7
%4'/ '3“5.
T(x,y) = aix+ayy+as, (6.13) s>
coz je mozné zapsat maticové (T = U a): eoocesrh
vezm
ai
{T}=[z y 1] 4 a ¢. (6.14)
as

V uzlech 1, 2, 3 mizeme napsat aproximace teplot (r =S a):

T 1 oy 1 ay
T2 = T2 Y2 1 a9 (6 15)
T3 xr3 Y3 1 as

Kombinaci vztahti e = 87 T a T = U a vznikne € = B a, kde B = 87 U:

92 i
{gw}:[%ﬂf 9 :| [:1: Y 1] a9 , (6.16)
Gy By as
tedy:
ay
(o8
= 2 (6.17)
{ Jy 01 0 as
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Z rovnice(6.15) plyne:
a=8S"!r, (6.18)
kde S™! m4 tvar:
Y2 — Y3 Y3 — Y2 Y1 —Ys3
T3 — T2 1 — T3 T2 — I
g1 _ T2Y3 — T3Y2 T3Y1 — XT1Y3 T1Y2 — T2Y1 ‘ (6.19)
z1 — (Y2 — y3) + 22(ys — y1) + z3(y1 — y2)
Na zékladé rovnice (6.19) mizeme napsat vztah pro gradienty teploty:
e=BS'r, (6.20)
ktery je mozné rozepsat do podoby:
Y2 — Y3 Y3 — Y2 Y1 — Y3
I3 — T2 1 — I3 T2 — T T
1
Toys — & T3yp — & T1Y2 — &
c— 2Y3 3Y2 T3Y1 193 T1Y2 2Y1 T, (6.21)
z1— (Y2 — y3) + z2(ys — y1) + z3(y1 — ¥2) T
Potencialni energie ,,vnitinich sil“ ma tvar:
1 T 1 T
M= [ ¢ qdV=-[ e DedV. (6.22)
2 Jv 2 Jv
Po dosazeni do (6.22) za jednotlivé ¢leny je mozné psat:
1
;= - vl / ST BTDBS'av ! (6.23)
1%

2

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI




Reseni dalsich stavebnich problémi metodou kone¢nych prvkii 183
nebo strucéneé: ]
i = 5 r’ Kr. (6.24)
Potencidlni energie ,,vnéjsich sil“ mé tvar:
I, = / Q”av, (6.25)
\%
kde Q je vektor tepelnych toku:
a1
Q=9 @ (6.26)
43
Déle mtzeme napsat zndmy vztah:
Kr = F, (6.27)

kde F je vektor ,zatizeni“ (vektor tepelnych toka) a K ...matice ,tuhosti“ (vodivosti)

kone¢ného prvku:
K:/ STT"BTDBS 'dV.
Vv

(6.28)

Protoze vsechny matice v integralu obsahuji jen konstanty, mizeme upravit do podoby:

K=tAS'"TB"DBS™,

kde t ...tloustka kone¢ného prvku.

(6.29)
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6.1.6. Prevod teplot na zatiZzeni v ulohach statiky

Vypocitané rozlozeni teplot (zmén teplot) muzeme vyuzit jako teplotni zatiZeni ve statickych
vypoctech.
Ziejmé plati:
aT
e=|aT |, (6.30)
0

kde T je zména teploty oproti vychozimu nenapjatému stavu a « je soucinitel teplotni
roztaznosti ([m/K]).
Potom napéti od zmény teploty budou:

o=De, (6.31)
a protoze € = B S_; r, tak uzlové sily prvku F mizeme ziskat:
F=t AS'TBTD. ¢ (6.32)

Priklad 6.1. Stanovte pritbéhy napéti o, a o, na sténé. Ulohu feste metodou koneénych
prvki, pouzijte koneény prvek odvozeny na minulé predndasce.

Tloustka stény o rozmeérech 1 x 0,5 m je konstantni a mé velikost ¢ = 0.1m, modul pruz-
nosti pouzitého materidlu je £ = 20 GPa, Poissontv soucinitel ma velikost 0.2, soudcinitel
teplotni roztaznosti je « = 1 107m /K.

Sténa je zatizena teplotou —5 K na spodni okraji a +10 K na hornim okraji.

Resend. K YeSeni pouzijeme napifklad koneénéprvkovy software uFEM [13]. Sit kone¢nych
prvki je uvedena na obrazku 6.3.

o
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uFEM 0.Z.58b
CS: CART
Time: 1

ETyps:
RSets:
Mats :

KPs
GEnts:

Nodes:
Elens:
Disps:
Loads:

y
B ox

28. 11. 2011

Obr. 6.3 Sit konec¢nych prvki pro priklad 6.1.
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Rozlozeni vypoctenych teplot je uvedeno na obrazku 6.4.!

Kviz.

1. Jakou jednotku mé teplotni gradient?
Km.
K .
2. Jakou jednotku mé tepelny tok?
W m .
W/m? .
W/m .
3. Kterou neznamou hleddme v uzlech konecnych prvku v tloze vedeni tepla?
Tepelny tok.
Teplotni gradient.
Teplotu.

! Pozorny ¢tendf si jisté pov&iml, Ze hodnoty na barevné gkéle presné neodpovidaji zadanym okrajovym
podminkam. Neni to chybou software, ale okolnosti, Ze pouzity graficky algoritmus prumeéruje hodnoty teplot

ze vsech ti{ uzli prvku a az tento prumér zobrazuje.
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s e

uFEN ©.Z.58b
Result: s_temp
: 17 1.600
_9.00000e +00
| 7.87500e +00
| 6.75000e +00
_ 5.62500€ +00
_ 4.50000e +00
_ 3.37500e+00
_ 2.25000e +00
_ 1.12500e +00
_ 0.00000¢+00
_ -5.00000e-01
I, -1.00000€+00
I, -1.50000€+00
I, -2.00000e+00
I, -2.50000€+00
I, -3.00000¢+00
I, -3.50000€+00
I, -4.00000€+00
y

B ox

28. 11. 2011

Obr. 6.4 Vysledné teploty v ptrikladu 6.1.
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6.2. Ulohy stavebni dynamiky

6.2.1. Zakladni predpoklady

Problematika stavebni dynamiky je velmi komplikovand,' proto v této ¢asti struéné uvedeme
jen nékteré zakladni vztahy, a zdkladni principy dynamickych vypoc¢tti pomoci metody
koneénych prvki.

Ve statice stavebnich konstrukei jsme predpokladali, ze zatizeni jsou bud nepohyblivd
nebo jen zvolna se ménici nebo pohybujici a ze tedy nevyvolavaji v konstrukcich dyna-
mické ucinky jako je chvéni nebo kmitédni. V téchto tlohéch se proto pro potieby vypocti
predpokladalo, ze tc¢inky zatiZzeni a odezva konstrukce jsou nezdvislé na case.

V dynamice predpokladame, ze:

e zatizeni jsou pohyblivd nebo ménici se,
e konstrukce se mohou pohybovat (napf. béhem zemétteseni)
e UcCinky zatiZeni jsou zavislé na case.

U stavebnich konstrukei se jako ti¢inek dynamického zatizeni zpravidla vysetiuje (a pfi-
pousti) jen jejich kmitdn, jiné druhy pohybu nejsou piipustné.
Zatizenimi vyvolavajicimi na konstrukcich dynamické i¢inky mohou byt:

e vozidla (zejména na mostech),

Velkym problémem je zejména tlumeni, ale i vystizny popis tuhostnich charakteristik stavebnich kon-
strukei na podlozi.
2Ani v dynamice stavebnich konstrukei nepfipoustime mechanismy.
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Obr. 6.5 Ilustrace D’Alambertova principu.

e rotujici nebo pohybliva zafizeni (pramyslova zafizeni, turbiny a generatory v elektrar-
néch, jeraby),

e dulni a prumyslové otfesy (technickd seismicita),
e Ucinky vétru,

e Ucinky zemétieseni.

Soucet vsech setrvacnych (inercidlnich) sil Fy, and sil vyvoldvajici zrychleni F' je nula.
To je mozné zapsat:

Fyp + F =0, (6.33)

Setrvacna sila ve vztahu (6.33) se stanovi:
Fy, =m a, (6.34)

kde m je hmotnost a a je zrychleni.
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Obr. 6.6 Téleso na pruziné.

6.2.2. Kmitani télesa na pruziné

Uvazujme téleso o hmotnosti m zavésené na pruziné o tuhosti k£ podle obrazku 6.6.

Predpokladejme, ze tuhost pruziny je k = %, sila v pruziné je F), = k y a setrvacnou

silu mizeme stanovit podle vztahu (6.34).

D’Alambertuv princip (6.33) je potom mozné zapsat v podobé:

ky+ma=0.

Zrychleni, které je mozné rozepsat jako:

2

P
dt2’

IS8

(6.35)

(6.36)
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muze byt dosazeno do (6.35). Tim vznikne vztah:

d?y
Po tpravé je mozné ziskat rovnici kmitdni soustavy s jednim stupnéem volnosti:
k d?y
— — =0 6.38
— Yt (6.38)

6.2.3. Harmonické zatizeni

Jako harmonické oznacujeme takové zatizeni (,buzeni“), které je mozné popsat goniomet-
rickou funkei sinus nebo kosinus.

To muze byt vyvoldno napriklad stroji s rotujicimi ¢dstmi (naptiklad soustruhy a jinymi
obrabécimi stroji, turbinami a generdtory a podobné).

Rovnice harmonického kmiténi se od vztahu (6.38) bude lisit doplnénim ¢lenu odpovi-
dajictho harmonickému zatizeni:

d?y .

T m + k y = Psin(wt), (6.39)
kde P je maximalni hodnota harmonického zatizeni a w je frekvence zatizeni (tedy thlova
frekvence rotujiciho zafizeni).

Pro rovnici (6.39) je mozné ziskat reseni ve tvaru:

y(t) = P(sinwt — =~ sin(wot)). (6.40)

Wo
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harmonic load

eigen vibrations

Obr. 6.8 Harmonické kmitani.
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resonance

resonance

Obr. 6.9 Rezonance.

Poznamka 6.2. Nejen u harmonického zatizeni, ale i u dale uvedeného obecné promén-
ného zatizeni se setkdvame s potfebou vyhnout se problému rezonance zatizeni (,,buzeni)
a kmitani konstrukce.

Pojem rezonance je vysvétlovan uz v zakladnich kurzech fyziky. Jeho praktickym proje-
vem u stavebnich konstrukei je rist vychylek rezonujici konstrukce az do té miry, ze muze
dojit k jejimu poskozeni nebo ziiceni.

Rezonance nastane pokud je frekvence kmitani konstrukce — vlastni frekvence, kterou je
mozné stanovit napiiklad z rovnice (6.38) — blizkd frekvenci zatizeni uvedeného na pravé
strané rovnice (6.39).

Je zrejmé, ze stavebni konstrukce musi byt navrzena tak, aby k rezonanci se zatizenim
nedochdzelo. To nemusi byt nijak snadné, protoze rovnice (6.38) bude sice mit jen jedno
feSeni (a kulicka na pruziné m4 tedy jen jednu vlastni frekvenci), ale u skutec¢nych konstrukei
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Obr. 6.10 Obecné casové proménné zatizeni.

s mnoha stupni volnosti je pocet vlastnich frekvenci samozfejmé mnohem vyssi.

V praktickych tlohach je samoziejmé, Ze zdroj harmonického buzeni, kterym je strojni
zarizeni po spusténi svoji frekvenci zvysuje postupné od nuly az po pracovni frekvenci. Jim
ovliviiovand stavebni konstrukce musi tedy byt navrzena tak, aby nedochazelo k rezonanci
pri pracovni frekvenci strojniho zafizeni.

Protoze pri rozbéhu stroje dochazi ke staviim, kdy jeho aktudlni frekvence je blizka né-
které vlastni frekvenci stavebni konstrukce, je potiebné zkracovat tyto stavy na minimum.'

6.2.4. Obecné Casové proménné zatizeni

m Obecné ¢asové proménné zatizeni muze byt vyvolano fadou jevi, napriklad:

1Tyto tdaje by mély byt souddsti provozni dokumentace objektu a musi byt v souladu s provoznimi
predpisy daného strojniho zafizeni.
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e zemétiesenimi,

e technickou seismicitou (dopravou, prumyslovou vyrobou, stavebnimi pracemi, dilnimi
otfesy),

e nirazy téles (auta, letadla), poruchami, vybuchy,

e pohybem osob po stavebnich konstrukcich (pohyb pésich icastniki dopravy na na
mostech a lavkach, ,mexické viny“ divakd na stadionech, pohyb ucastnikt pri hudeb-
nich produkeich, diskotékéch a podobné),

e puisobenim vétru.

K reseni kmitani konstrukci vystavenych obecnému casové proménnému zatizeni je
mozné pouzit rovnici:
d’y by —
Tz™ +ky=P(t), (6.41)
kde P(t) je v Case proménné zatiZeni.
Reseni rovnice (6.41) zpravidla vyzaduje pouziti vhodné metody vySetiujici chovani
konstrukce v jednotlivych ¢asovych okamzicich (napfiklad Newmarkovy metody). Toto téma
vsak jiz nepatii do naplné tohoto textu.

6.2.5. Tlumeni

Podle rovnice (6.38) by méla konstrukce, kterd v disledku tc¢inku zatizeni kmitd, i po ode-
znéni ziejmé pokracovat v kmitani (a to na svoji vlastni frekvenci). U skuteénych konstrukei
tomu tak neni a dochazi k postupnému zmensovani vychylek v disledku tlumend.

o
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Obr. 6.11 Ucinek tlumeni.

Rovnici konstrukce zatizené obecné proménnym zatizenim, ve které je zaveden i vliv
tlumeni, miizeme zapsat ve tvaru:
d?y

Yy
m+—c+ky=P(t 6.42
Tz Mty ctky=P), (6.42)
kde ¢ vyjadtuje miru tlumend.
Tlumeni muze byt vyvolano mnoha faktory, zejména vsak trenim. Tlumeni se u staveb-
nich konstrukci stanovuje obtizné' nejpiesnéji se uréi méfenimi na realizované konstrukei.

1Zejména kvili charakteru fady pouzitych materiléi a konstrukénich prvki: zdivo, beton, mnozstvi ot-
vort, polotuhych spoji a podobné.
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Obr. 6.12 Soustava se 2 stupni volnosti.

6.2.6. Soustavy s vice stupni volnosti

V praktickych tlohach je obvykle potiebné sestavovat vypocetni modely s vice stupni vol-
nosti. Napfiklad pruzina na obrazku 6.12 kromé pohybu u, ve svislém sméru (ktery jsme

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

jako jediny predpoklddali v predchozich odstavecich) mize pohybovat i ve sméru vodorovném

(ug). !

Moznosti pohybu konstrukce, a tedy ani pocet stupnia volnosti, se oproti ilohdm stavebni
statiky nijak neméni. Zejména pri predbéznych zjednodusenych vypoctech se vsak vyuziva
moznosti pracovat jen s témi stupni volnosti, které jsou pro danou tlohu vyznamné, a ostatni
stupné volnosti se zanedbavaji, tak, jak je ukdzano na obrazku 6.13 na nosniku, u kterého

LA v prostoru bychom méli uvézit i pohyb ve tietim sméru u..
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Obr. 6.13 Soustava se 3 stupni volnosti. Vo

se ocekava kmitani predevsim ve svislém sméru. !

Rovnici (6.42) je pro n stupmnu volnosti mozné prepsat do maticového tvaru:
0%u Ju
M— 4+ C— +Ku=F(t), 6.43
oz "V T ®) (6:43)
kde M je matice hmotnosti konstrukce, C je matice dtlumu (tlumeni) konstrukce, M je
matice tuhosti konstrukce, ktera je identicka s matici tuhosti v tlohach statiky stavebnich
konstrukei.

6.2.7. Metoda konec¢nych prvki v dynamice konstrukci

K feSeni tloh stavebni dynamiky je mozné vyuzit rovnici (6.43). Pro jednotlivé typy tloh
je mozné tuto rovnici zapsat:

e Pro konstrukce zatizené harmonickym zatizenim:

0%u ou
M—+C—+Ku=Fsin(wt 6.44
e (@), (6.4
1Tak jako u kazdého zjednoduseni je i tady potfebné vizdy uvazit, zda nemutze dojit k podstatnému
zkresleni vysledku, naptiklad v dasledku vynechani nékterého vyznamného stupné volnosti.
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2 TORS
kde F je vektor maximalnich hodnot harmonickych zatizeni, ® @ =
R 5/
e Pro konstrukce vystavené ac¢inkium obecného ¢asové proménného zatizeni: 2z \mvf‘gv
0%u ou
M— +C— +Ku=F(), 6.45 JAPADOCESK
at2 8t ( ) ( ) D > UIA\IIVERBZEIT: g
V PLZNI

kde F(t) je vektor ¢asové proménnych zatiZeni.

e Pro vypocet vlastnich frekvenci (kmitani konstrukce bez zatiZeni; vliv tlumeni se zde

neuvazuje):
M2 Ku—o (6.46)
— u=0. )
ot?
Pokud w je frekvence kmitani, pak je zfejmé mozné psat:
Kt = w’MT, (6.47)
nebo:
(K-w’M)u =0, (6.48)

coz je zobecnény problém wvlastnich ¢isel svazku matic a w? jsou vlastni ¢isla a @
jsou jim pifslusné viastni vektory. Predstavuji-li vlastni uvedend éisla w? kvadraty
vlastnich frekvenci, pak z jim prislusnych vlastnich vektort je mozné ziskat tvary
kmitu odpovidajici témto frekvencim.!

Rovnici (6.47) je mozné Fesit napiiklad metodou iterace podprostoru, Lanczosovou
metodou [/] a dal$imi.

'Podobné jako u tloh linedrni stability je mozné takto ziskat tvar kmitu, ale ne uz konkrétni hodnoty
vychylek v jednotlivych uzlech konstrukce.
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1. Matice hmotnosti: Zrg ywis

Vyjadruje hmotnost konstrukce.

UNIVERZITA

Vyjadruje hmotnost, kterou by konstrukce musela mit, aby se udrzela v rovnovaze. D p ZAravocesih

V PLZNI

Obsahuje rychlosti jednotlivych uzla kosntrukce.
2. Konstrukce je zatizena turbinou s konstantnimi otdckami. Jde o tlohu:
S obecnym casové proménnym zatizenim.
S harmonickym zatiZzenim.
Statickou.
3. Vlastni frekvence kosntrukce potiebujeme znat:
Pro urceni tuhosti konstrukce.
Pro vypocet matice hmotnosti.

Pro urceni, zda nemuze dojit k rezonanci s dynamickym zatizenim.
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