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Kapitola 1

Uvod

1.1 Typy problémi ve stavebni mechanice

Rada nosnych konstrukei pozemnich i inZenyrskych staveb mé charakter rovinnych
nebo prostorovych rdmu (rdmové skelety, nosné mostni konstrukce apod.). Plosné
nosné konstrukce se uzivaji zejména v podobé stropnich konstrukei, skofepin (za-
sobniky, chladici véze, nékteré méné bézné typy zastieSeni). Za masivni je mozné
povazovat nékteré casti zdénych konstrukei (zdéné pilife) nebo prehradni hréaze ve
vodnim stavitelstvi.

1.2 Vypoctové modely

Nejcastéjsim typem vypoctového modelu ve stavebni praxi byla a dosud je ramova
konstrukce. Vyplyva to jak z charakteru vétsiny béznych staveb pozemniho i inzenyr-
ského stavitelstvi, tak z obvyklych postupt pri posuzovani bezpecnosti stavebnich
konstrukei, které jsou vétSinou optimalizovany pro prutové vypocetni modely'

Jako plosné se konstrukce modeluji méné casto. Modeli desek a sténodesek se
vyuziva napriklad pii vypoctech nékterych typt mostnich konstrukci nebo stropni
desky v pozemnim stavitelstvi. Také rada geotechnickych problémi se casto fesi jako
dvojrozmérna tloha.

Skotepinové konstrukece jako chladici véze nebo zasobniky se zpravidla modeluji
s vyuzitim skofepinovych vypoctovych modeli. V minulosti castéji vyuzivany zptisob
vypoctu s vyuzitim rotac¢ni symetrie neni zpravidla vhodny, protoze umoznuje jen
velmi obtiZzné postihnout zatiZeni nerota¢niho charakteru (kterd jsou obvykle pro
posouzeni bezpecnosti konstrukce rozhodujici).

IP¥ipomenme napiiklad zptisob dimenzovani a posuzovani dlouhych zelezobetonovych desek,
kdy se pro vnitini sily stanovuji na fiktivnim nosniku jednotkové sitky polozeném ve sméru kratsiho
rozméru desky.



2 Uvod

1.3 Metoda konec¢nych prvki

Metoda kone¢nych prvki je obecna numericka metoda, ktera miize byt vyuzita k te-
seni celé fady 1loh. Kromé problémi mechaniky (statiky a dynamiky pevnych a pod-
dajnych téles) se bézné vyuziva pro modelovani proudéni tekutin, pro tlohy vedeni
tepla, k analyze elektromagnetickych poli a podobné.

Atraktivita metody vyplyva z jeji pomérné velké univerzalnosti a schopnosti
popsat i znacné komplikované a rozsahlé problémy. Metoda je také velmi snadno
algoritmizovatelna. K ur¢itym nevyhodam patii pomérné velkd vypocetni ndroc¢nost
— metodu nelze prakticky pouzit bez vypocetni techniky, a to ani pro ulohy, které
by byly jinou metodou tesitelné rué¢nim vypoctem.

V dalsim textu budou principy metody vysvétlovany na prikladu jeji aplikace pro
ulohy statiky stavebnich konstrukci formou, ktera by méla byt blizsi inzenyrskému
pojeti mechaniky. Formalnéji matematicky pojaty vyklad je mozné najit naptiklad
v textu [14].

1.4 Energetické principy ve stavebni mechanice

Klasické vypocetni metody ve statice stavebnich konstrukei ! zpravidla vystaci se

znalost{ zdkladnich zédsad mechaniky a pruznosti® (statické podminky rovnovahy,
Hookeuv zakon, zakladni vztahy mezi posunutimi a pomérnymi deformacemi). Na-
priklad k odvozeni deformac¢ni metody nejsou zadné dalsi predpoklady ani vztahy
potTebné.

Uvedené postupy jsou velmi dobfe pouzitelné pro prutové vypoctové modely
(nosniky, rdmy, rosty). U plosnych a prostorovych vypocetovych modela je ovsem
neni mozné pouzit (napiiklad k odvozeni deformac¢ni metody je potiebné pracovat
se vztahy teorie pruznosti, které 1ze snadno odvodit pro pruty, nikoli vSsak uz pro
objekty vicerozmérné). Proto je nutné vyuzit i jinych vztahti — v mechanice se jako
vyhodné jeji pracovat s potencialni energii konstrukee.

1.4.1 Potencialni energie vnéjsich sil

Uvazujme konzolu zatizenou staticky pusobici silou podle obrazku 1.1. Podle zasad
statiky vyvola zatizeni silou F deformaci (prihyb) konstrukce. Oznacme velikost
prihybu v misté pod silou F jako w.

1Zejména deformacni metoda [15]. Staticky ur¢ité prutové konstrukee je pak mozné fesit pouze
s vyuzitim statickych podminek rovnovahy.

2V¥jimkou jsou metoda jednotkovych sil a tzv. silovd metoda, které vyzaduji préci s pojmy jako
virtualni zatiZzeni a deformace, virtudlni prace.



1.4 Energetické principy ve stavebni mechanice 3
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Obr. 1.1 Vztah mezi zatizenim a deformaci

Mizeme predpokladat, ze prihybu w bylo dosazeno postupné v disledku ptiso-
beni sily F. Tato sila tedy piisobila na draze w. Ze zasad elementarni fyziky pak
vyplyne, ze sila F' ptisobici na draze F' vykonala praci L..

Na dil¢i ¢éasti drahy dw musela sila F' vykonat praci d L:

dL.=F(w)dw. (1.1)
Préaci vykonanou na celé draze je mozné ziskat integraci:

L.= /w F(w) d w. (1.2)

Praci L. odpovida plocha pod krivkou na obrazku 1.1.

V dalsim textu bude potifebna i doplikovd prace L}, kterd je na obrazku 1.1
zobrazena nad ktivkou. Ta je na obrazku 1.1 zakreslena jako plocha nad kfivkou.
Ziejmé plati:
Lo+ L = F w(b). (1.3)
Poznamka 1.1. Pokud bychom dilu F' povazovali za vysledky ucinek bremene

o hmotnosti m,' mohli bychom soué¢in F' w poklddat za zménu potencidlni energie
tohoto bfemene, ke které doslo kviili zméné polohy biemene o vysku w.?

Toho muzeme vyuzit k ilustraci smyslu doplikové prace L?. Uvazujme silu F*
podle obrazku 1.2, kterd na pocatku zatézovani piisobi proti stejné velké sile F'.
Bude-li se sila F* v prubéhu zatézovani zmensovat, pak bude prihyb pod silou F
narustat az do kone¢né hodnoty w(b). Sila F* (kterou mizeme povazzovat za ,brzdici
silu®) tedy zfejmé vykond praci L}.

ITedy za tthovou silu F = m g, kde g je gravita¢ni zrychleni a m je hmotnost biemene.
27a predpokladu, ze potencidlni energie se stanovi P, = h m g, kde h je vyska od zemského
povrchu.



4 Uvod

AF L*e
S F
I ! —Le
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Obr. 1.2 K vykladu doplikové prace L

vvvvvv

zatizenim a deformaci konstrukce je linearni (obrézek 1.3). V tomto piipadé je mozné
vztah (1.2) pfepsat do tvaru:

1
L. = §F w, (1.4)
ktery se nékdy oznacuje jako Clapeyronova véta.

Dokonale pruzné téleso akumuluje potencialni energii odpovidajici vykonané
(pretvarné) préaci. Tuto energii je mozné nazvat potencialni energie vnéjsich
sil I1,:

e = —(Le+ LY). (1.5)

Poznamka 1.2. Znaménko minus je v rovnici (1.5) kvili konvenci — povazujeme-li
préaci vnitinich sil za kladnou, pak prace proti nim pusobicich vnéjsich sil musi byt
ZAPOTrna.

Dosud byly tivahy omezeny na pripad, kdy na konstrukci piisobi pravé jedna
vnéjsi sila. Potencidlni energie vnéjsich sil (I1.) tedy byl definovéna jako:

II, = —F w, (1.6)

V pripadé obecného zatizeni nosniku nebo ramu silami, momenty a spojitymi
zatiZzenimi je mozné vztah (1.6) prepsat:

n n d
Me==> Frui—) Mg~ / q(z) w(z) d z, (1.7)
=1 i=1 c
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—Le

AC w*
dw
g /MW
b o
N 3
Q =
de

Obr. 1.4 Vztah mezi napétim a pomérnou deformaci

kde F; jsou osameélé sily, u; jsou posunuti ve sméru jejich pisobeni, M; jsou osamélé
momenty, ¢; jsou pootoCeni na kterych pracuji momenty M;, ¢(x) je spojité zatizeni
a w(z) je pruhyb odpovidajici spojitému zatizeni q(z).

V dalsim textu bude potfebny maticovy zapis pro obecnou napjatost télesa:

Hez—/XTudV—/pTudS, (1.8)
1% s

kde X je vektor zatizeni, u je vektor jim prislusnych posunuti, V' je objem a S je
povrch studovaného télesa.
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Obr. 1.5 Vztah mezi napétim a pomérnou deformaci v pripadé linearné pruzného
materialu

1.4.2 Potencialni energie vnitrnich sil
V dusledku vnéjsiho zatiZeni v konstrukeich vznikaji vnitini sily.! Praci vnitinich sil

je mozné nejsnaze zapsat v podobé vztahu napéti a jim odpovidajicich pomérnych
deformacich.?

Vyjadreme praci W, normalovych napéti:
€
W, = / o(e) de. (1.9)
0
Praci smykovych napéti je mozné uréit podobné:

W, = /OW () d 7. (1.10)

Stejné jako u prace vnéjsich sil je mozné prepsat vztahy pro pripad linedrné
pruzného chovani materialu:
o€, (1.11)

T . (1.12)

Praci vnitinich sil dojde ke zméné potencidlni energie vnitinich sil I1;:*

1V dal$im textu bude pouzivan termin ,vnitin{ sily“ jak pro vnitini sily nosnikii (normalova
sfla, posouvajici sily, ohybové a kroutici momenty), tak pro napéti, kterd jsou s nimi svazdna (tj.
normélovd a smykova napéti).

2Pomérné deformace je mozné chapat jako drahy na kterych tato napéti pracuji.

3Pokud byla konstrukce pred prilozenim zatiZeni jinak nezatiZend a nedeformovani, pak je tato
zména rovna prace celkové energii vnitinich sil dané konstrukce.
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Li =W, + W.. (1.13)

Tedy potenciilni energii vnitinich sil je mozné pro obecné téleso z linearné
pruzného materidlu zapsat ve tvaru:

1

I; = 92 /<Ux €x+ Oy €y + 04 €24 Tay Yay + Tyz Vo + Tow Vza) d V2 (1.14)
v

V dalsich kapitolach bude potiebny maticovy zépis vztahu (1.14):

1
Hi:—/aTst. (1.15)
2 \%

Poznamka 1.3. Obecny tvar rovnice (1.13) nebo (1.14) neni vhodny pro vypocty
na nosnikovych modelech. Pomoci zéhladnich vztahii teorie pruznosti' je viak mozné
vyjadrit tyto vztahy pomoci prutovych vnitinich sil:

Normalové sily (o = &):
1 1 1 N?
Dy== | =c2dV=--=— dzx, 1.16
N 2/Van 2 JEA"T (1.16)
¢ 1 1 1 M?
Wy== | s02dV=--== [——du. 1.17
M= /VE% 2 /lEI v (L.17)
Tedy je mozné psat:
1 N? 1 M?
i == d — [ —d x. 1.18
2 EAT T /ZEI v (1.18)

V rovnici (1.18) je mozné vyjadrit vnitini sily pomoci jim ptislusnych deformaci
(posunuti a pootoceni).? Vztahy poté nabydou tvaru:

1 [t 1 [F
H,:—/ EAu’de+—/ E I w"dx (1.19)
2 Jo 2 Jo

Uvazime-li, ze vnéjsi a vnitini sily musi byt v rovnovaze, pak lze predpokladat,
ze prace L. vykonana vnéjsimi silami k deformaci konstrukce bude co do velikosti
rovna praci vnitinich sil L; branici této deformaci. Jejich smysl ovsem bude opac¢ny:

L= —L,. (1.20)

I'Normaélové napéti odpovidajici normalové sile: o = %, normaélové napéti odpovidajici ohybo-
, M
vému momentu: o = ==Y,

2Konkrétné M = —FEI w"” a N = EA .
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1.4.3 Celkova potenciilni energie systému

Jako systém budeme oznacovat téleso (stavebni konstrukei) véetné zatizeni (sil, mo-
mentu aj.) a okrajovych podminek (,,podpor® konstrukce).

Celkovou potencialni energii systému pak zrejmé ziskdme souctem potencialni
enerie vnéjsich sil II, a potencidlni energie vnitinich sil IT;:

I =11, + I1,. (1.21)

Prestoze by se to na prvni pohled mohlo zdat pravdépodobné, celkova energie
systému obecné nebude nulova.'

1.4.4 Princip minima celkové potencialni energie

V tlohach stavebni mechaniky je mozné vyuzit Lagrangeova principu minima
celkové potencialni energie:

Ze vsech moznych deformacnich stavi télesa, které neporusuji jeho spojitost a re-
spektuji okrajové podminky, nastane prdve ten, pri kterém je potencialni energie sys-
tému minimalny.

Uvedeny princip je mozné zapsat vztahem:

II = I, + II; = min. (1.22)

Vztah (1.22) muze byt vyuzit napiiklad pri kontrole vysledku vypoctu — je-li
k dispozici nékolik alternativnich moznosti deformace konstrukce, pak nejspravnéjsi
je ta, které odpovida nejmensi celkova potencialni energie.

1.4.5 Ritzova metoda

Rovnice (1.22) muze byt prakticky vyuzita pri aplikaci variaéniho po¢tu na tlohy
stavebni mechaniky. Prakticky to bude ukézano v dalsich odstavcich na Ritzové
metodé.

Ptripomenme podobny postup, ktery laskavy ¢tenar jisté vyuzival v prvnich roc-
nicich univerzitniho studia pri hledani polohy extrému funkei: ze znalosti faktu, ze
derivace f'(z) funkce f(z) vyjadiuje hodnotu smérnice tecny této funkce, a ze tecna
je v misté extrému vodorovna (tedy f’ = 0) bylo mozné sestavit rovnici f'(z) = 0
a z ni stanovit hledanou polohu extrému z.

vvvvvv

funkei, a nehledd se ¢islo (z), ale funkce w (prihybova ¢ara nebo pruhybova plocha
konstrukce).

Protose II; = L;, ale I, = —(L, + L¥).
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Pozadavek Lagrangeova principu je tedy mozné vyuzit ve tvaru:

o _
ow

0. (1.23)

Problémem je ovsem vyjadreni hledané funkce prithybu w. Ritz navrhl jeji apro-

ximaci ve tvaru:
n

wy(x) = Zaﬂbi, (1.24)

i=1
kde a; jsou neznamé konstanty, v; jsou aproximacni funkce.

Vychozi ivahou pri tvorbé aproximacni funkce je podobnost jejiho pribéhu (ni-
koli hodnot) s prubéhem hledané funkce. Vypoctem konstant a; se doséhne blizkosti
i funk¢nich hodnot.

Podobnost priibéhil je mozné zajistit splnénim okrajovych podminek tlohy apro-
ximacni funkci. U tdloh stavebni mechaniky vychazejicich z Lagrangeova principu jde
o deforma¢ni podminky v mistech podpor.!

1.4.6 Algoritmus Ritzovy metody

Postup vypoctu lze rozdélit do néasledujicich krok:

1. Volba aproximac¢nich funkei:

n

wn(@) = aith,

=1

2. Vyjadteni II pomoci w, ().

3. Sestaveni a vyTeSeni n rovnic:

o
8ai N

0. (1.25)

4. Dosazeni vypoctenych hodnot a; do aproximacni funkce.

1.4.7 Priklad pouziti Ritzovy metody

Praktické pouziti Ritzovy metody je mozné ilustrovat na prikladu prostého nosniku
s rovnomérnym spojitym zatizenim podle obrazku 1.6. Cilem feseni je stanovit funkci
pruhybu a funkci ohybovych momenti nosniku.

INapiiklad nulové posunuti a nulové pootodeni ve vetknuti, tedy w(a) = 0 a w’(a) = 0.
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a o W) T

Obr. 1.6 Iustrace k prikladu Ritzovy metody.

Reseni této tlohy je zndmo — laskavy ¢tenaf si jej jisté dokaze odvodit nebo najit
v pifslusné literatuie.

Zvolme aproximaci ve tvaru:

. Tx , omx
w(z) =ay Y1 = ay sin(——),  tj. ¥ = sin(

Ovérme, ze navrzena funkce plni okrajové podminky (prihyb na obou koncich
nosniku mé byt roven nule):

w(a) = w(z=0)=0.4n(a) = Sin(%o) —0
w(b) = w(x=L)=0..4(b) = sm(%) =0

Pomoci rovnice (1.7) je mozné vyjadrit I1.:
L L
I, = —/ q w(zr)dx = —/ q ay sin(ﬂ—z)dx =
0 0 L

L ra]* 2qL
.= —qa l—;COS(T)}O =— 7qr a

Pro dalsi vypocet si pripravime derivace aproximacni funkce:

;o . TX ]’ _ 7 T
w o= [al szn(—L ) a1y cos(—L )
™ mx
wt = g s

Pokud ne, pak jej nalezne na konci feseného piikladu v této kapitole.
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Pomoci rovnice (1.18) je potom mozné vyjadrit I1;:
1 [E ET1 (F 2 )\’
I, = —/ E Iw™dr = —— —a1— sin(—) | dx=...
2 Jo 2 J L?
™EIl
4 I3
Souctem potencialnich energii vnéjsich a vnittnich sil je mozné ziskat potencialni

energii systému II:

2qL mEl

=1+, =———a+——a
™ 4 13 !
Sestavenim rovnice % = 0 a jejim vyTesenim je mozné ziskat hledany neznamy

koeficient aq:

oIl 2 ™ BT

Sy L+ 294 =0

8@1 7Tq 4 L3 “
_4qL4
NS E]

Ziskanou hodnotu a; je mozné dosadit do aproximace w(z) a tak ziskat hledany
vysledek:
4qL* . (7r :v)
sin
™ E 1 L
Derivaci podle zasad statiky je mozné urcit aproximaci ohybového momentu
M (z):

w(z) = ay P =

™ omx 4ql? wx
M(x)=-ETw"=—-E1 (alﬁsm(TO =— jlr?’ szn(T)

Pro porovnéni uvedme vysledky pfesného feseni podle zdsad statiky [15]:

w(r) = 24%]x(L3—2Lx+x3)
5 ql*

Bmes = BB T

V tabulce 1.1 jsou uvedeny prihyby a momenty uprostted délky nosniku pro
délku L =4 m a zatizeni ¢ = 10 kN/m.
Priklady k procviceni

1. Sila o velikosti 10 kN pracuje na deformaci o velikosti 0.01 m. Vypocitejte praci, kterou
vykond.
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Veli¢ina

Priblizné feseni

Presné feseni’

Pruhyb ET [m]
Moment ET [kNm]

33,462
20,641

33,333
20,0

Tab. 1.1 Srovnani vysledkti presného feseni a aproximaxe Ritzovou metodou

2. Vyberte aproximaci pro Ritzovu metodu, ktera nejlépe vyhovuje tiloze konzoly o délce
L vlevo vetknuté, kterd je zatiZena rovnomérnym spojitym zatizenim:

Kli¢ k prikladiim k procviceni

1. Le =100 J

2. ¢ = 2*
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Kapitola 2

Zakladni vztahy metody
konecnych prvkiu

2.1 Zakladni princip metody

Nevyhodou klasickych varia¢nich metod, napriklad popsané Ritzovy metody, je ob-
tizna volba aproximacnich funkci ¢ v pripadech, kdy je fesend konstrukce slozitéj-
stho tvaru nebo ma komplikovanéjsi okrajové podminky ¢i zatizeni. U prutovych
konstrukei muze byt takovou slozitou tlohou naptiklad patrovy ram, u plosnych
konstrukei mohou byt takovou komplikaci tfeba otvory nebo zptsob ulozeni kon-
strukce.

Protoze potencialni energie II je skalarni veli¢inou, nabizi se moznost rozdélit
resenou konstrukei na velky pocet malych oblasti jednoduchého tvaru — kone¢nych
prvki — a volit aproximacni funkce 9; a pocitat potencidlni energii II; na jednotli-
vych prvcich.

Celkova potencialni energie I se pak stanovi souc¢tem jednotlivych potencialnich
energif II; konecnych prvki:

I=> 11, (2.1)
j=1

kde II; je potencialni energie j-tého konecného prvku.

Dalsi postup muze byt analogicky napt. Ritzové metodé — Tesi se soustava line-
arnich rovnic:
oIl

8w,- -

0, (2.2)

kde w; hledané velic¢ina.

V praktickych tlohéach je ovsem vhodnéjsi upravit reseni do tvaru znadmého na-
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’ Varianta MKP \ Nezndmé veliciny’ \ Varia¢ni princip
Deformacni deformacni Lagrangeuv
Silova silové Castigliantv
Smisena silové a deformacni | napt. Hellinger—Reissnerav

Tab. 2.1 Varianty metody koneénych prvki.

priklad z deformac¢ni metody [15]:
Kr=F, (2.3)

kde K je matice tuhosti konstrukce, r je vektor neznamych posunuti a F je vektor
uzlovych zatizeni.

V dalsim textu budeme, stejné jako u vykladu Ritzovy metody, pracovat s de-
formacni variantou metody konecnych prvkiu, ve které se ve vztahu (4.66) pouziva
Lagrangetiv variacni princip. Tato varianta je ve stavebni praxi zdaleka nejrozsite-
néjsi, ale u specidlnich 1loh a v jinych oblastech se mtizeme setkat i s jinymi postupy.

Podle uzitého varia¢niho principu a jeho uplatnéni na funkciondl 1ze pri uplatnéni
Lagrangeova principu odvodit deformacni variantu metody konecnych prvki, uziti
Castiglianova principu vede na silovou variantu, uziti Hellinger — Reissnerova prin-
cipu vede na variantu smisenou. Tyto varianty metody jsou vypsany v tabulce 2.1.

2.2 Analyza kone¢ného prvku

Analyzou kone¢ného prvku byva oznacovan postup, pii kterém je v zavislosti na typu
problému, geometrickém tvaru prvku a zvolenych aproximacnich funkcich odvozena
matice tuhosti, ptipadné vektory pro uvazovana vnéjsi zatizeni a matice napéti.
Matice tuhosti oznacovana pismenem K je pouzita ve vyrazu pro potencialni energii
vnitinich sil, zatézovaci vektor F transformuje vnéjsi zatizeni kone¢ného prvku do
uzli konecného prvku tak, aby zatizeni konalo stejnou praci na premisténi uzli,
jako nahrazovanda zatizeni na posunutich uvniti koneéného prvku. Matice napéti
Y transformuje vypoctena uzlova premisténi na napéti, pripadné vnitini sily ve
zvolenych mistech elementu.

Uvedme nyni postup odvozeni matice tuhosti K, zatézovaciho vektoru F a matice
3} pro prutovy prvek rovinné prihradové konstrukce s uzly 1 a 2, ktery je znédzornén
na obrazku 2.1.

Poznamka 2.1. V dalsim textu se budeme snazit dosdhnout vyjadreni potencialni
energie IT pomoci nezndmych posunuti. Takto vyjadiend potencidlni energie vniti-
nich sil II; ndm poslouzi k vyjadieni vyse uvedené matice tuhosti prvku a vektoru
uzlovych deformaci a energie vnéjsi sil Il, poslouzi k vyjadieni vektoru uzlovych
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y

bl X

)
ﬁ
2

1

Obr. 2.1 Prvek rovinné prihradoviny.

zatizeni (zatézovaciho vektoru). S takto ziskanou matici a vektory bude mozné dale
pracovat zcela stejné jako v deformacni metodé.

’

V zékladni poloze lezi prvek v ose z (tak, jak je zobrazen na obrézku 2.1) a ma
dvé posunuti u; a us ve sméru této osy.

Uzlové parametry prvku (tedy posunuti v uzlech 1 a 2) v lokdlni soustavé sou-
radnic jsou:
{Ul, UQ}T.
Prvek rovinné ptrihradoviny je namahéan jen c¢istym tahem nebo tlakem. Proto je
mozné predpokladat, ze se vsechny jeho ¢asti nachazi ve stavu jednoosé napjatosti.
V takovém pripadé bude mit geometrickd rovnice tvar:

_8u

=5 (2.4)

€z

Maticové (e = 87 u):

{ed=lal{u} (2.5)

Fyzikéalni rovnice muzeme zapsat v podobé Hookeova zakona pro jednoosou na-
pjatost:!

o, = Fe, (2.6)

Maticové (o =D e):

{ow}=[E]{a} (2.7)

Nyni mtzeme pristoupit k aproximaci neznamych posunuti. Nejprve napiseme
obecny tvar platny pro libovolny bod kone¢ného prvku:?

uwz) = a+tayx (2.8)

IP¥edpokladame tedy, Ze material je izotropni a linedrné pruzny. Konstanta imérnosti F je
modul pruznosti materialu.

2Na tomto misté nebudeme rozebirat d@vody volby pravé uvedené funkce. Toto téma bude
probrano v dal$im textu.
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Maticové (u = U a):
(u)=[1a){m} 29)

Aproximace neznamych posunuti v uzlech 1, 2
(r =S a) bude mit tvar:'

Uq o 1 = a1
te)-l el e 20
Tedy do vyrazu (2.8) jsme dosadili konkrétni souradnice uzlia 1 a 2.

Nyni se mizeme pokusit vyjadrit vektor pomérnych deformaci pomoci € pomoci
sestavené aproximace posunuti u podle rovnice (2.9). Kombinac{ vztahti € = 87 u
(2.5) au="U a (2.9) vznikne rovnice € = 87 U a:

(=810 =1 {0} 211

Rovnici (2.11) mtizeme zjednodusit operaci B = 87 U a a tak ziskat upravenou

rovnici € = B a:
{596}:[01}{2} (2.12)

Ve vztahu (2.12) vystupuje vektor neznamych koeficientu a. Z praktického hle-
diska? by bylo vhodnéjsi mito téchto nezndmych koeficientlt pracovat s nezndmymi
posunutimi v uzlech (vektor r).

Vztah mezi posunutimi v uzlech ra neznamymi koeficinenty a je popsan rovnici
(2.10) ve tvaru r = S a plyne. Vyjadiime-li z ni vektor a, ziskame:

a=S""r. (2.13)
Matice S a matice k ni inverzni S™! maji tvar:®
I -1 _ :vzbrfm :ch_fﬂlm
o[l n)as [ = o
To—T1 To—T1

Pak misto € = Ba lze psat € = B S7! r, coz je moZné podrobné rozepsat jako:

{e.}=10 1}[@@1@ %}{z;} (2.15)

To—T] XT2—T1

IDéle budeme pouzivat i oznadeni uzlovd posunuti.
2Zejména pokud potiebujeme, aby vysledné vztahy odpovidaly tém z deformacéni metody.
3Inverze matice 2x2 se provadi takto:

1. otocime znaménka na vedlejsi diaginale,
2. zaménime prvky hlavni diagonaly,

3. vydélime vsechny prvky determinantem ptvodni matice S.
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Nyni mtzeme zapsat vyrazy pro potencidlni energii — nejprve obecné a poté
s dosazenim vyse pripravenych vztaht pro €.

Potencidlni energie vnitinich sil:

1 1
Hi:—/eTadV:—/aTDst. (2.16)
2 Jy 2 Jy

Potencidlni energie vnéjsich sil:

Hez—/XTrdV. (2.17)
\%

Potencidlni energie soustavy:

H:-/eTDedV—/xTrdV—/pTrdS. (2.18)
2 Vv 1% S

Po dosazeni za € a vytknuti r:

1
H:irT /S1TBTDBS1dVrT—/XTdVr—/pTdSr. (2.19)
\%4 \4 S

Nebo ve struéném zapisu:

1
HzﬁrTKr — F'r. (2.20)

Aplikaci Lagrangeova variac¢niho principu (9 IT = 0.) na (2.20):!
Kr - F =0, (2.21)

nebo
Kr = F. (2.22)

kde K je matice tuhosti kone¢ného prvku:
K= / STB"DBS'aV, (2.23)
v
a F je zatézovaci vektor konec¢ného prvku:

F:—/XTdV. (2.24)
%4

!Tento postup bychom méli aplikovat na kompletni soustavu (konstrukei se zatizenimi a okra-
jovymi podminkami), ale pro pot¥eby odvozeni mtizeme predpoklddat obdobny proces i na jednot-
livych konecnych prvcich, ze kterych se soustava sklada.
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y

V1 2 4
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! )

Obr. 2.2 Prvek rovinné prihradoviny v roviné xy.

Pro studovany konec¢ny prvek:
F=X+p. (2.25)

L
K= / STBTDBS 'V = A/ S~ BT D B S 'dx, (2.26)
v 0

podrobny zapis:

Lr_@m =1 0 _®y  _—m
K—A/O { 1] [1] (E] [0 1] [m_—lm w;m]dx (2.27)

T2—x] r2—x1 T2—x1 Tr2—x1

Podrobny zépis (vytknuti konstant pred integral):

22 1 0 T2 T L
K=A [W;”fl wz:lwll {11 [E] [0 1] {”“’2_‘1”“ s }/ dr  (2.28)
0

To—x1 X2—T1 To—x1  X2—T1

Po upravé (integrace fOL dxr = L nasobeni matic):

L S EA —EA
K = FEAL | (o) (@em)® g o = L=>K= { ks A } , (2:29)
($2—331)2 ($2—:D1)2 L N
coz je matice tuhosti znama i z deformac¢ni metody.
Soustava rovnic pro jeden konecny prvek ma tedy tvar:
Kcre = Fe, (2.30)
coz je mozné podrobnéji rozepsat jako:
EA —EA
. L Ur | _ I 2.31
EiE o)
Rozsiteni na proménné v a v v kazdém uzlu:
% 0 ;514 0 (75} F1
0O 0 0 0 vi | | O
=0 2o uy || B (2:32)
0o 0 0 0 Vg 0
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Poznamka 2.2. Pokud matice tuhosti K a zatézovaci vektor F maji byt pouzité
pro vypocet rovinnych pithradovych konstrukei (pruty jsou v uzlech spojeny doko-
nalymi klouby), musi byt matice K a vektor F z lokalni soustavy soutadnic podle
vztahu (2.32) transformovany do globalniho systému souradnic pomoci transformac-
nich matic T pak Kg elementu v globalnim systému soutadnic.

Pro uplnost a bez dalstho odvozovani pripominame tvar potiebné transformacni
matice T podle [15]:

cosa sina 0 0 0
sina cosa 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 cosa sina
0 0 0 sina cosa
0 0 0 0 0

(2.33)

_— o O O oo

Z K. ar,aF, jednotlivich prvku (e je ¢islo prvku) sestavime K a r a F celé
konstrukce a nezndmé urcime reSenim soustavy rovnic:

Kr=F. (2.34)

Poznamka 2.3. Sestaveni matice tuhosti a zatézovaciho vektoru konstrukce je zcela
shodné s postupem v obecné deformacni metodé.

2.3 Obecny algoritmus metody konec¢nych prvki

2.3.1 Popis algoritmu

Jednou z nejvétsich vyhod metody konecnych prvki je univerzalni obecny postup
pri analyze konec¢ného prvku, ktery je uvedeny v tabulce 2.3.1.

V kroku 1 jsou podle typu problému, pozadavku na globalni spojitost aproximac-
nich funkci a presnost vypoctu zvoleny a do matice U typu d, n zapsany mononomy
zvolenych polynomi. Pocet neznamych funkei je oznacen d, n je po¢et mononomu
vSech funkci, ale také pocet parametri deformace, pocet sloupctu a radkt matice
tuhosti konecného prvku, pocet prvki zatézovaciho vektoru.

V kroku 2 1ze pomoci matice S typu n, n a vektoru a o n prvcich lze jednoznacné
vyjadrit parametry deformace usporadané do vektoru r.

V kroku 3lze ze vztahu t = S a vyjadrit vektor neznamych soucinitelit polynomu
¢i polynomti zvolenych funkei U. Nasobenim zleva matici S~1 a zdménou levé a pravé
strany rovnice ziskame vztah uvedeny v kroku 3.

S vyuzitim vztahu kroku 4 je vektor neznamych funkci zapsan ve tvaru u = U r
a po tpravé u = U S~ ! r nebo
u=Vr. (2.35)
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1 | Matice zvolenych funkci U U
2 | Parametry deformace r = Sa
3 | Vektor neznamych soucinitelit | a = S~'r
4 | Pribéh slozek posunuti, rotaci | u = Ua = US~!r = Vr
5 | Matice souradnic S
6 | Prubéh slozek deformace e =Ba=BS 'r=Hr
7 | Matice odvozend derivacemi U | B = U
8 | Fyzikélni rovnice oc=De
9 | Matice tuhosti materialu D
10 | Matice tuhosti prvku e K. = fQ S~ B'DBS1dQ, =
= er H DHdJ.
11 | Globélni parametry deformace | reg = T' 1,
CFer = LTI'eg
12 | Matice tuhosti prvku K., =T'K.T
v globalnich parametrech K. =LKL
13 | Matice tuhosti konstrukce K=>) K.,
Vektor deformaci konstrukce r=> T
14 | Vektor parametrt zatiZeni f = fQ VIXdQ.+
o, Viio. -
+> VP, + > VM,
15 | Transformace vektoru zatizeni f, = T'f,
£, =L"f,
16 | Vektor pravé strany F=>f.
17 | Soustava linearnich rovnic Kr=F
18 | Matice fyzikalnich konstant D~
19 | Vypocet pribéht slozek napéti | o = D*e = D*B*S™'r

Tab. 2.2 Obecny algoritmus metody konec¢nych prvki.
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Matice V byva oznacovana jako matice tvarovych funkei.

V kroku 5 je uvedena tzv. matice souradnic — ta zavisi na tvaru prvku, poctu
parametri deformace a obsahuje kromé konstant souradnice uzlovych bod, pripadé
jejich nasobky.

Ze vztahu 6 lze urcit souradnice vektoru pomérnych pretvoreni s vyuzitim ma-
tice B, jejiz odvozeni je popsano v kroku 7, kdy pomoci operatorové matice 0 je
derivacemi ziskana matice B.

V' kroku 8 jsou s pomoci jiz odvozenych matic a matice tuhosti materialu D
zapsany fyzikalni rovnice.

V kroku 9 je uvedena matice tuhosti materidlu D, diive casto oznac¢ovana jakou
matice fyzikalnich konstant. V kroku 10 je predepsana integrace vedouci k vypoctu
matice tuhosti K konec¢ného prvku.

V kroku 11 je provadéna transformace vektoru parametrtt deformace do global-
niho systému souradnic pomoci transformacni matice T a jeho rozsiteni na vektor
parametrii deformace celé konstrukce pomoci vektoru L.!

V kroku 12 je uvedena transformace matice tuhosti K mezi lokalni a globalni
soustavou soutadnic, ve druhém vztahu rozsifeni matice typu n/n na matici typu
N,N pomoci tzv. lokalizacnich matic L, které umoznuji snadny matematicky zapis
sestaveni globalni matice tuhosti konstrukce.

Krok 13 predstavuje vytvoreni matice tuhosti konstrukce sumaci rozsirenych ma-
tic kone¢nych prvki na rozmér N, N.

Je tfeba upozornit, ze integrace je provedena pres celou oblast kone¢ného prvku.
Integraci lze jen u velmi jednoduchych prvki provést explicitné, problémem je i in-
verze matice S u prvka s vyssi hodnotou n, k vypoctu byvaji uzivany systémy pro
formélni operace s vyrazy, numericka integrace a procedury pro inverze matic.

Kroky 14 a 15 provadéji podobné operace s vektorem parametri zatizeni.

Matice L umoznuji sestaveni vysledné soustavy rovnic — matice tuhosti kon-
strukce a zatézovaciho vektoru. Muze byt sestavena neredukovand matice tuhosti
konstrukce bez uplatnéni okrajovych podminek, v literatute [1] je popsdna i moz-
nost primého uplatnéni homogennich okrajovych podminek.

V' kroku 16 je provedena transformace vektoru zatizeni do globalni soustavy
soutadnic a rozsiteni zatézovaciho vektoru prvku na velikost IV zatézovaciho vektoru
konstrukce tak, aby mohl byt pomoci kroku 16 vytvoren zatézovaci vektor pro celou
konstrukei.

V kroku 17 je zapsana soustava linearnich rovnic, kterd po uplatnéni okrajovych
podminek umozni vyreseni vektorti parametri deformace konstrukce.

I Tedy vektor reg e zvetsi tak, aby byl stejné velky jako vektor deformaci celé konstrukce. Pro
algoritmizaci ilohy je tento postup neefektivni a Ze byva realizovan rozesilanim a pri¢itanim prvka
vektoru deformaci kone¢ného prvku reg na globalni pozice ve vektoru deformaci konstrukee r.



22 Zakladni vztahy metody konec¢nych prvki

V kroku 18 je uvedena matice D*, kterd miize byt odlisSnd od matice tuhosti
materidlu D.! Matice D* umoziiuje vypocet napéti nebo vnitinich sil, jejichz vliv je
zanedbavan pri vypoctu potencialni energie vnitinich sil.

V kroku 19 je uveden vztah pro vypocet slozek napéti nebo vnitinich sil po
ziskani kofenti soustavy rovnic (uzlovych parametri).

Uzlové parametry konstrukce je nutné sestavovat pro vypocet do vektoru pro
jednotlivé konecné prvky. Upozornujeme také na matici B*, ktera mtze obsahovat
i dalsi vyssi derivace aproximacnich funkei.

2.3.2 Volba aproximacnich polynomi

Aproximacni polynomy, které vystupuji v matici zvolenych funkci U nemiizeme
zvolit libovolné. Z praktického hlediska jsou nejvhodnéjsi polynomy, které je mozno
(i automatizované) snadno derivovat i integrovat.

Zenisek [23] dokazal, 7e je potfebné volit pokud mozno wplné polynomy n-tého
stupné. Vzhledem k tomu, zZe pocet konstant polynomu musi byt pravé roven poctu
neznamych (deformacnich) veli¢in na prvku, jsou tim moznosti volby polynomu do
jisté miry omezeny.

Miize se stat, ze pocet neznamych deformacnich veli¢in ne zcela odpovida poctu
parametri uplného polynomu. V takovém pripadé je nutné zvolit polynom neu-
plny: dusledkem bude horsi konvergence teseni poskytovaného takovymito konec-
nymi prvky k presnému reseni.

Pro ilustraci uvedeme tvar polynomu prvniho az ¢tvrtého stupné pro jednu ne-
zZnamou x:

1. a1 +as x,

2. a1+ ay x + ag 2,

3. a1 +ay x4+ ag 2%+ aq 22,

4. a1+ as x + as 2%+ ay 3 + as 2t

Pro dvé nezndmé x a y uvedeme polynomy prvniho az tietiho stupné:

1. a1 4+ax z+as vy,

2. a1 +as x4+ asy+ag vy +as %+ ag 2,

!'Napiiklad u desek miize byt rovnice ¢ = D ¢ sestavena tak, Ze ve vektoru o jsou zahrnuty
jen momenty m,, myamy,, ale nikoli posouvajici sily. Protoze vektor € bude zfejmé obsahovat tii
slozky (svislé posunuti w a dvé pootoceni ¢, a ¢, ), bude matice D étvercovd o rozmérech 3 x 3.
Pii vypoctu vnitinich sil zfejmé budeme poZzadovat i uréeni posouvajicich sil gs., gy., a proto
matice D bude muset byt nahrazena matici D* o rozmérech 5 x 3.
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3. a1 +ay x+asy+ag vy +as 2®+ag y:+ar 23+ ag yP +ag x y? + ag 2% y.

Poznamka 2.4. Prti rozhodovani o vhodnosti zvolené aproximace je také dulezité si
uvédomit, jakd velicina ma byt aproximovana. K popisu prodlouzeni prutu rovinné
pifhradoviny je zcela dostatecny polynom prvniho stupné,’, ale pouzit{ linedrni apro-
ximace posunuti napiiklad u stény povede k nizsi presnosti dosahovanych vysledki
(a déle, a predevsim, téch vysledk, které odpovidaji derivacim posunuti, tedy na-
péti).

V praktickych tlohach je mozné rozdélit feSenou oblast na vice koneénych prvki,
a tak omezit vliv méné presné aproximace: s rostouci hustotou déleni se reseni obecné
blizi pfesnému Teseni podle teorie pruznosti.

Priklady k procviceni
1. Jaké stupné volnosti mé prvek pro reseni rovinného problému?
2. Napiste aproximaci posunuti v v roviné xy, vite-li, Ze muzete pouzit polynom se 3 ¢leny.

3. Kolik neznamych parametri deformace bude na ¢tyfuzlovém prvku desky?

4. Kolik kone¢nych prvka tvaru ¢tyrsténu je nejméné treba k sestaveni vypoctového mo-
delu kvadru?

5. Posunuti stény je popsano funkci v = a4 + a5 = + ag y. Jakého stupné bude polynom
popisujici napéti na sténé??

Kli¢ k prikladiim k procviceni
1. Dvé posunuti: u, v.

2.u=a1+as x+asy.

3. Celkem 12 (4 posunuti a 8 pootocenti).
4. 5.

5. 0—tého stupné (konstanta).

1V tomto piipadé dokonce miizeme ziskat feSeni presné odpovidajici teorii pruznosti.

2Napovéda (uéivo z ,pruznosti®): €y = %—;
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Kapitola 3

Analyza konstrukce

3.1 Analyza konstrukce

Sestaveni matice tuhosti konstrukce a zatézovaciho vektoru bylo popsano v kapi-
tole 2.3 v odstavci 2.3.1. Bylo tam uzito takzvanych lokaliza¢nich matic, jejichz
pouzitim se dosdahne zvétseni typu matice prvku Ke z typu n,n na typ N, N, kde
n je pocet parametri na prvku a N je celkovy pocet parametri deformace celé
konstrukce. Obdobné byla matice LT uZita pro zvétseni po¢tu prvkil zatézovaciho
vektoru Fe z n prvk na N.

Tento postup je velmi jednoduchy, umoznuje velmi snadny zapis algoritmu se-
staveni matice tuhosti a zatézovaciho vektoru konstrukce (levych stran a vektoru
pravych stran systému rovnic), je vSak z hlediska po¢tu provadénych operaci pri
nasobeni matic a vyzadovaném prostoru paméti pocitace zcela neefektivni. Proto se
se zapisem:

K = EmjLiTKWLi
i=1

F = Y Li'fy. (3.1)
=1

kde m je pocet konecnych prvki, setkavame nejcastéji v literature.

Ve vztazich (3.1) jsou uzity lokalizacni matice, které jsou typu n, N nebo po
transpozici NV, n a jsou sestaveny z hodnot 0 a 1 a rozmisti a na odpovidajici pozice
diky sumac¢nimu znaménku pri¢tou prvky do matice tuhosti konstrukce a jejiho
zatézovaciho vektoru. Tvorba matic L je jednoduché a je podrobné popséna v [23,

!

V teoretickych manudlech i certifikovanych programovych systémech pro MKP



3.1 Analyza konstrukce 25

lze nalézt matematicky hrubé nespravny zapis:

K = i Keg,h
=1

F = i fogi, (3.2)
=1

(3.3)

kdy sc¢itanim matic typu n, n nebo vektoru o n prvcich nelze v zadném pripadé ziskat
matici typu N, N nebo vektor typu N, kdyz témér nikdy n neni rovno N.

Popisme nyni sestaveni matice tuhosti konstrukce K a zatézovaciho vektoru kon-
strukce pomoci takzvanych kédovych ¢isel. Pro konecéné prvky pri jejich odvozovani
pouzivame lokalni ¢isla uzli. V fesené konstrukei se vyskytuje zpravidla velky pocet
konec¢nych prvka. Pri sestavovani globalni matice K a vektoru F je nutné vSechny
uzly zvolené¢ho déleni konstrukce ocislovat prirozenymi ¢isly od 1 do NU, kde NU
je pocet uzli na konstrukei. Pak 1ze také ke kazdému lokalnimu ¢islu uzlu na prvku
pritadit globalni ¢islo uzlu.

V tomto pripadé pri poctu parametri deformace v uzlu VA lze uréit primo
z globalniho ¢isla uzlu indexy pro pric¢itani prvk do matice tuhosti a zatézovaciho
vektoru konstrukce.

7 lokalnich pozic jsou postupné vyzvedavany vsechny prvky matice tuhosti a za-
tézovaciho vektoru a jsou umistovany pri¢itanim k prislusnému prvku s vypoctenymi
globalnimi indexy.

Vztah pro urceni globalniho indexu je jednoduchy:
ig=(in—1) VA+i, i+p=1.VA, (3.4)

kde 7, je globalni index stupné volnosti v uzlu, ¢, je poradové ¢islo uzlu, VA je pocet
parametrii v uzlu a ¢, je poradové ¢islo parametru v uzlu.

Piiklad 3.1. Ctyfuzlovy prvek s lokdlnimi uzly 1, 2, 3 a 4 mé 3 parametry v uzlu
(VA = 3), pak typ matice K je n = 12 a vektor lokalnich indext je 1 az 12.

Prvek ma globalni ¢isla uzli 4, 3, 15, 14, urcete odpovidajici vektor kdédovych
¢isel.
Reseni. Podle vztahu (3.4) musf mit vektor kédovych éisel prvky:

10,11,12,7,8,9, 43, 44, 45, 40, 41, 42. (3.5)
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Pro dalsi vyklad vyuzijeme vektor kddovych ¢isel (3.5). Tyto indexy budou po-
uzity pro urceni prvka v globalni matici tuhosti a zatézovacim vektoru, ke kterym
budou pri¢itany. Je samoziejmé, ze pred zahajenim procesu rozesilani a pric¢itani
prvk musi byt pozice v globalni matici tuhosti a zatézovacim vektoru rovny nule.
Prvky vektoru kodovych cisel jsou pouzity pro radkové i sloupcové indexy matice
tuhosti prvku, které maji byt rozesilany a rovnéz pro prvky zatézovaciho vektoru.
Naptiklad prvek k.35 z lokdlni pozice 3,5 je pficten k pozici 12,8 v matici tuhosti
konstrukece a 10. prvek zatézovaciho vektoru pricten k 40. pozici globalniho zatézo-
vaciho vektoru.

Lze tedy zrekapitulovat, ze pomoci vektoru kodovych cisel lze pro kazdy pr-
vek urcit radkovy a sloupcovy index v globalni matici tuhosti a index v globalnim
zatézovacim vektoru.

Sestavovani matice tuhosti konstrukce se provadi tak, ze u vSech kone¢nych prvki
(celkem jich je m) vybirdme z jejich matice tuhosti jednotlivé prvky, které pri¢itame
na pozice zjisténé pomoci odpovidajicich prvki vektoru kédovych ¢isel. Obdobné si
poc¢iname u prvku zatézovaciho vektoru kone¢ného prvku.

V 1vodu tohoto odstavce bylo feceno, ze je sestavovana neredukovand matice,
kterd je singuldrni.!

Uvedme nyni dalsi vlastnosti matice tuhosti konstrukce:

e matice je symetrickd podle hlavni diagonaly,
e pri vhodném cislovani uzli je matice pasova.

Tyto vlastnosti je mozné po regularizaci matice uplatnénim okrajovych podminek
vyuzit pri feseni soustavy rovnic. V modernich programovych systémech jsou cisla
uzlll generovana generatory déleni oblasti na konecné prvky, nékdy pro usnadnéni
zadavani po podoblastech. Sestavovani matice tuhosti a zatézovaciho vektoru kon-
strukce, tedy soustavy rovnic, je v programovych systémech velmi casto upravovano
tak, ze probiha sestavovani rovnic po castech. Ve vétsiné systémiu je povazovano
za Cernou skrinku, o které nepotiebuji uzivatelé, ale ani programatofi rozsitujici
knihovny koneénych prvkd mit ani ponéti.

3.2 Uplatnéni okrajovych podminek

V deformacni varianté metody konec¢nych prvki jde o respektovani zptsobu pode-
preni, zadani popusténi podpor, zadani symetrie pfipadné antisymetrie konstrukce.

Nejjednodussim pripadem je zadani predepsané nulové hodnoty parametru defor-
mace (byva nékdy oznacovan jako homogenni okrajovd podminka). V tomto pripadé

1V p¥ipadé konstrukei plosné podepfenych, kdy koneéné prvky mohou obsahovat matici tuhosti
doplnénou o tuhosti podkladu, je matice reguldrni — to je ovSem zvlastni pripad.
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je mozné vytvorit trivialni rovnici, ve které je predepsana nulova hodnota parame-
tru deformace. Na hlavni diagonalu této rovnice je umisténa hodnota 1 a do vSech
ostatnich hodnot radku nuly. Touto operaci se stava ovSem matice soustavy nesy-
metrickou. Symetrie lze dosdhnout vynulovanim i odpovidajicich prvki sloupce, coz
je vlastné dosazeni nulové hodnoty znamého kotfene soustavy.

Ve stavebnictvi je ¢asto nutné predepsat nenulové hodnoty parametru deformace
(popusténi podpor). Zde je mozné opét vytvorit rovnici s hodnotou koeficientu u této
neznamé 1 a do pravé strany systému rovnic dosadit predepsanou hodnotu (neho-
mogenni okrajova podminka). Pokud vsak chceme uchovat symetrii matice tuhosti
konstrukce, je nutné v ostatnich rovnicich dosadit tuto hodnotu a prevést vznikly
absolutni ¢len na pravou stranu rovnicového systému.’

Velmi jednoducha je situace v pripadé pruznych podpor. V tomto pripadé je
vlastné pripojena v daném uzlu pro odpovidajici parametr deformace vnéjsi vazba
se znamou tuhosti. Tato vazba je respektovana prictenim své tuhosti k odpovidajici
tuhosti diagonalniho ¢lenu matice tuhosti konstrukee.

Dalsim pripadem jsou vazby, které nemaji smér globalnich smért uzlovych para-
metrl, v tomto pripadé je nejvyhodnéjsi transformovat souradnicovy systém rovnic
uzlit do lokalniho, ktery ma smér osy rovnobézny s vazbou. Pak 1ze okrajovou pod-
minku realizovat. Samozrejmeé, ze pokud jsou predepsany nulové hodnoty vice para-
metru tak, ze transformované veli¢iny jsou pred i po pripadné transformaci nulové,
Ize je zadat i pred transformaci.

Slozitéjsi jsou pripady uvolnovani vnitinich vazeb, zadavani subkonstrukei, spo-
jovani nékterych parametri zdvojenych uzla se stejnou polohou, zadavani podminek,
které predepisuji vzdjemnou polohu uzla (naptiklad na primce, v roviné a podobné).
I s témito podminkami se dokdzou soucasné programové systémy vyrovnat.

3.3 Zadavani zatizeni

Zatizeni v programovych systémech metody konecnych prvki je zadavano jako uz-
lové (pracujici na prislusnych parametrech v uzlech) nebo jako transformované vnéjs
nebo objemové zatizeni. Zatizeni ptisobici na prvku jsou v analyze konecnych prvki
prevadéna staticky ekvivalentné do uzli na zakladé pozadavku vykonani préace stejné
velikosti na uzlovych posunutich jakou kona zatizeni na koneéném prvku na svych
posunutich.

Programové systémy vzhledem k hustoté déleni na konec¢né prvky umoznuji zpra-

!Prakticky je mozné postupovat tak, Ze se vynuluje piislusny n-ty fddek matice tuhosti K
a k jednotlivym ¢lentim pravé strany (vektoru uzlovych sil) se pfic¢te souéin zadaného posunuti
a hodnoty odpovidajiciho ¢lenu n-tého sloupce. n-ty sloupec se poté vynuluje a na hlavni diagonalu
se v n-tém radku vlozi hodnota 1, do n-tého fadku vektoru deformaci i zatézovaciho vektoru je
potom nutné uvést zadanou hodnotu posunuti.
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vidla zadavani jen zakladnich typt zatizeni:

e objemové sily,
e rovnomérné zatizenti,

e zatizeni zménou teploty.

Nékteré systémy umoznuji pripojeni fiktivnich prvkiu s nulovou tuhosti, které
slouzi jen k zadéni urcitych typu zatiZeni (zejména plosnych) na prvky redlné, ke
kterym jsou pripojeny. Prvky fiktivni mohou mit i jinou dimenzi — tak 1ze naptiklad
zadat plosné zatizeni na prostorové prvky.

3.4 Zpusoby zavedeni zatizeni do ulohy
Zatizeni lze zadat do zatézovaciho vektoru konstrukce riznym zpusobem:

1. Uzlova zatizeni se zadavaji zpravidla samostatné s uvedenim informace o uzlu,
ve kterém ptisobi, parametru, na kterém pracuji, ten urc¢i smér ptisobeni, a uve-
denim intenzity zatiZeni.

2. Spojitymi zatizenimi, kterd ptisobi na prvku a jsou pro né pripraveny zatézo-
vaci vektory s jednotkovou intenzitou nebo specidlnimi vyse uvedenymi fiktivni
prvky, prenéasejicimi pouze zatizeni.

3. Zatézovacimi vektory prvki ziskanymi jinou analyzou, naptiklad teplotni.
Tyto vektory mohou byt preneseny do vypoctu statického.

Poznamka 3.2. V nékterych programovych systémech je mozné fesit soucCasné
nékolik zatézovacich stavli — pro razné varianty zatézovaciho vektoru konstrukce.
Tento zptisob je neobvykly pro systémy vzniklé v USA kde je obvykle fesen samo-
statné kazdy zatézovaci stav. Tento pristup umoznuje meénit i predepsané okrajové
podminky, které jsou pak povazovany za soucast zatézovaciho stavu.

Priklady k procviceni

1. Rovnomérné spojité zatizeni o velikosti 1%Y ptisobi mezi uzly i a j na délce 0,1 m.
poj D yiaj :
Jakou uzlovou silou jej nahradime v uzlu 47

2. Sila ve sméru osy x o velikosti 100k N pusobi v uzlu, kde je zavedena okrajova podminka
brénici posunuti ve sméru osy x. Jak se tato sila projevi ve vypoctu?
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Kli¢ k prikladiim k procviceni
1. 0,05 kN

2. Nijak neovlivni feSeni soustavy rovnic, je tfeba ji zahrnout jen do velikosti reakce
v uvedeném bodé.
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Kapitola 4

Typy konecnych prvkiu

4.1 Rovinny problém

4.1.1 Vztahy teorie pruznosti pro rovinny problém

Rovinny problém je podrobnéji popsén v [50, 39]. V dalsim textu uvedeme vztahy
nezbytné pro odvozeni matice trojuzlového tuhosti koneéného prvku pro feseni pro-
bléml rovinné napjatosti, tedy pro feseni stén. Pro vyuziti tohoto prvku v tloze
rovinné deformace by byla potfebnd jedind zména, a to ndhrada matice tuhosti ma-
teridlu D tvarem odpovidajicim rovinné deformaci. Tento prvek je znazornén na
obrazku 4.1.

V kazdém uzlu budou, v souladu s teorii pruznosti, dva neznamé parametry
deformace u, v. Na koneéném prvku tedy bude celkem Sest nezndmych uzlovych
parametri:

T
{ub U1, U2, V2, U3, U3} .

Geometrické rovnice podle [39] budou mit tvar:

5—@ 6—@ T, —@%—@ (41)
T ox) Yooy ™ oy ox) '

Ktery je moZné zapsat maticové (e = 87 u):

£ aﬁ 0
9 9
Ty dy Oz
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Obr. 4.1 Trojuzlovy koneény prvek pro rovinny problém.

Fyzikalni rovnice pro tlohu rovinné napjatosti zapiSeme ve tvaru:

Oy = % (ex+ v gy), (4.3)
o, = % (ey +V eyg), (4.4)
R (145)
a prepiSeme maticové (o0 = D e):
Oz 1 v 0 €z
Oy =1 _EV2 v 1 1 0 Ey ¢ - (4.6)
Tay 00 5(1-v) Yoy

4.1.2 Odvozeni kone¢ného prvku pro rovinny problém

Nyni zvolime aprozimace nezndmijch posunuti:'

u(z,y) = a1 x+axy+as,

v(xz,y) = a4 x+ a5 y+ ag. (4.7)

!Uvedena aproximace plati pro libovolny bod koneéného prvku.
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V dalsim odvozeni budeme potfebovat i jejich maticovy zépis (u

o R

o

O =
8 O

< O

— O

(

\

ai
5)
as
Q4
as
Qe

)

/

(4.8)

Na zékladé vztahu (4.8) muzeme zapsat aproximace neznamych uzlovych posu-
nuti v uzlech 1, 2, 3: (r =S a):

( )
Uy

1
U2
V2
Uusg
U3

\ Vs

T
0
T2
0
T3

0

n
0

Y2
0

Ys
0

1
0
1
0
1

0

Ty

0

X1

0

OZL‘l

0

n
0

Y2
0

Ys

LW oo H—O

\

(45]
a2
as
Gy
as
Gg

Ve

(4.9)

Nyni je potirebné vyjadrit pomérné deformace pomoci zvolenych aproximaci po-
sunuti. Kombinaci vztahii € = 87 u (4.2) au = U a (4.8) vznikne € = B a, kde

B =987 U:
0
Ex ox
g’y —= 0
o]
Vay a_y

Fe¥lo o

o

Po zjednoduseni ziskdme tvar € = B a:

o O =

_ o O

o O O

_ o O

Z rovnice r = S a (4.9) mizeme vyjadrit a:

a=S"'r.

O =

Potom miuzeme zapsat vztah pro € ve tvaru:

e=B S 'r.

o

00
y 1

ay
a2
as
Gy
as
Qe

ay
a2
as
Q4
as
Qe

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)
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Potencialni energie vnitinich sil ma podobu:
1 1
Hi:—/eTadV:—/eTDst: (4.14)
2 Jy 2 Jy
Potenciédlni energie vnéjsich sil mé tvar:
He:—/XTrdv—/pTrds. (4.15)
1% S
Potencidlni energie konec¢ného prvku muze byt potom zapsana:
1
H—HZ-+H€——/sTDst—/XTrdV—/pTrdS. (4.16)
2 Jy 1% S
Po dosazeni za € a vytknuti r ziskame:
1
M=_-r" /s—lTBTDB St dVrT—/XTdVr—/pTdSr, (4.17)
2 % % s
coz je mozné strucné prepsat jako:
1
H:§rTKr — Fr, (4.18)
kde K je matice tuhosti kone¢ného prvku:
K = / STTB'"DBS AV, (4.19)
v
F je zatézovaci vektor konec¢ného prvku:
F:—/XTdV—/pTdS. (4.20)
1% S
Pro studovany konec¢ny prvek:
K=tAS"B"DBS, (4.21)
kde t je tloustka a A je plocha konec¢ného prvku.
Zatézovaci vektor F potom je:
F=X+p. (4.22)

Z K. ar, aF, jednotlivich prvki (e je ¢islo prvku) sestavime postupem popsa-
nym v kapitole 2 matici tuhosti K a zatézovaci vektor F celé konstrukce a nezndmé

r urc¢ime fesenim soustavy rovnic:

Kr=F.

(4.23)

Po vyfeseni soustavy (4.23) mizeme na jednotlivych koneénych prvcich stanovit

vysledky (pomérné deformace a a napéti) nasledujicim postupem:
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F=20kN
V F=10kN
__ 2 ; <
s 3
s
s
Ve
s
v
v
7/
%
%
= L7
— v
v
v
v
7/
%
s
s
17 2

1m

Obr. 4.2 Zadani prikladu 4.1.

1. z vektoru r celé konstrukce sestavime vektory r. jednotlinych koneénych prvki

2. pro kazdy prvek stanovime pomérné deformace:
ec.=BS!r,

3. pro kazdy prvek stanovime napéti:
o.=De.necboo, =D B S !r,.

V tomto piipadé budou vypoditand napéti na prveich konstantni.!
Priklad 4.1. Stanovte pribéhy posunuti, napéti a pomérnych deformaci na sténé.
Ulohu feste metodou koneénych prvki, pouzijte odvozeny koneény prvek.

Geometrie, zatizeni a déleni na konec¢né prvky jsou uvedeny na obrazku 4.1,
tloustka stény je konstantni a ma velikost ¢ = 0.1m, modul pruznosti pouzitého
materidlu je £ = 20G Pa, Poissoniiv soucinitel ma velikost 0.2.

Resend. Matici tuhosti trojuzlového koneéného prvku miizeme ziskat bud vypoctem
podle rovnice (4.21) nebo ji pfevezmeme z literatury [22].2

Nejprve vypoéitdme parametry pro prvek 1. Nasobitel matice tuhosti: 1,042 10°.

'Pro nekonstatntni napéti by bylo nutné zvolit jako aproximace posunuti polynomy vyssich
radu. Pak by ovSem matice B nebyla matici konstant a bylo by nutné pristoupit k numerické
integraci.

2Vysledky budou identické.
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Matice tuhosti prvku 1 bez nasobitele:

Uy U1 U2 ) Uy V4
w | 14 06 1,0 -04 -04 -02
U1 06 14 -02 -04 -04 -1,0
us | 1,0 -0,2 1,0 0 0 02
vy |04 04 0 04 04 0
ug |04 04 0 04 04 0
vy | -0,2 -1,0 0,2 0 0 1,0

Néasledné vypocitame parametry pro prvek 2. Nasobitel matice tuhosti proku 2:
1,042 10°.

Matice prvku 2 tuhosti (bez nésobitele):

U2 (%) Uus (%] Uy V4
us | 04 0 04 04 0 04
() 0 10 -0,2 -14 0,2 0
us | -04 02 14 02 -10 -04
vs | -04 -10 02 14 -02 -04
w | 0 02 -10 -02 10 0
v | 04 0 -04 -04 0 04

Nyni mtizeme pristoupit k sestaveni matice tuhosti celé konstrukce.

Sestavime ji z matic tuhosti jednotlivych prvka, jeji velikost je rovna poctu
stupni volnosti (u;, v;) konstrukce (tedy 4 x 2 = 8).

Postup sestaveni:

1. pripravime tabulku s poc¢tem fadka a sloupct rovnym poctu stupni volnosti
v konstrukei,

2. tddky a sloupce vhodné oznac¢ime (napf. ug...wvys, stejnym systémem jako
u matic tuhosti prvki),

3. ¢leny matic tuhosti prvki umistujeme do matice tuhosti konstrukce podle
indext ([ug,vq] do [uy,vy] atd.) — pokud se nékde setkaji ¢leny z vice matic,
tak je secteme.

Matice tuhosti konstrukece (bez nasobitele, ktery je pro obé matice shodny):
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U U1 Ug Vg Us U3 Uy V4
uw | 1,4 06 1,0 -04 0 0 -04 -0,2
v1 | 0,6 14 -0,2 -04 0 0 -04 -1,0
us | 1,0 -0,2 14 0 -04 -04 0 0,6
vy |04 04 0 14 -02 -10 06 0
us O 0 -04 -02 14 02 -10 -04
U3 0 0o -04 -10 02 14 -0,2 -04
ug | 0,4 -04 0O 06 -10 -0,2 14 0
vy | -0,2 -1,0 0,6 0 -04 -04 0 14

Déale muzeme sestavit vektor uzlovych sil. Vektor ma stejnou velikost jako ma-
tice tuhosti, jednotlivé uzlové sily zapiseme do radki odpovidajicich posunutim na
kterych pracuji.

Sila je kladna pokud piisobi ve sméru kladné prislusné poloosy systému soutradnic
(viz obréazek 4.1 ).

Tedy:

F1
2

Zatézovaci vektor pak bude mit tvar:

F
{0,0,0,0, —10000, 0, 0, —20000}"

Vysledny tvar soustavy rovnic K u = F:

Fy3=—10 000N ...na wug
Fy4s=—20000N...na vy

1,4 0,6 1,0 —0,4 0 0 —0,4 —0,2]
0,6 1,4 —-0,2 —0,4 0 0 —0,4 —1,0
1,0 -0,2 1,4 0 -04 —0,4 0 0,6
0,4 -0,4 0 1,4 -0,2 —-1,0 0,6 0
0 0 -0,4 —0,2 1,4 02 -1,0 —0,4
0 0 —0,4 —1,0 0,2 1,4 —-0,2 —0,4
0,4 -0,4 0 0,6 -1,0 —0,2 1,4 0
—-0,2 -1,0 0,6 0 —0,4 —0,4 0 1,4

T
{Fl“,b Fy717 F%?? Fy,2> Fx,37 Fy73? Fx,4’ Fy,4}

Uy
U1
Uz
V2
Uusg
U3
Uy
V4

\ Vs \ Vs

Matice tuhosti musi byt jesté pfendsobena hodnotou nasobitele 1,042 10°.

Zbyva zavést okrajové podminky — podpory. V deformacni varianté MKP zava-
dime pevné podpory jako nulové hodnoty posunuti, kterym podpory brani. Soustavu
tedy upravime tak, ze dosadime znamé (nulové) hodnoty posunuti v mistech podpor.
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V tomto prikladu tedy zavedeme:

Uy

v =

Uy =

c o o o

Vy =

Pro praktické pouzité (odpovidajici rovnice neni tfeba a musime ji prevést na
tvar 1x0 = 0) provedeme tyto tipravy soustavy rovnic:

e dosadime hodnotu 0 na prislusné misto ve vektoru neznamych,
e vynulujeme prislusny fadek vektoru pravé strany,

e vynulujeme prislusny radek a sloupec matice tuhosti a na diagonalu dosadime

1.
1000 O 0 0 o J(o0Y)Y ( 0 )
0100 0 0 0 0 0 0
0010 0 0 0 0 0 0

y|O000 1 0 0 0 0 0 _ 0
0000 1,4 02 -1,0 —04 us —10000
0000 02 14 -02 —04 vy 0
0000 —1,0 —0,2 1, 0 U 0
(0000 —04 —04 0 1,4 | w) | —2000 )

N = 1,042 10°
Po vyreseni soustavy rovnic ziskdme hodnoty vektoru posunuti:

( ) ( 3\

Ui 0
(%1 0
(%) 0
(%) 0 -5
PE s () —as7 (Y
Vs -0,39
Uy —2,82
v )L -1,0

\ Ve

Pro vypocet pomérnych deformaci a napéti na prvcich musime provést nasledu-
jicici kroky:

1. z vektoru posunuti konstrukce vybereme hodnoty prislusné danému prvku,
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Obr. 4.3 Vypocitané deformace.

2. z odvozeni pouzijeme vyrazy pro € a o:

{€z, €y, %y}T =BS I,

5
o = {04,04,Tey} = De.

Pro prvek 1 tedy:

xjyjl()OO
100 00O v ve 1 0 0 0
B=|(0000T10]|, SZOOOxyl
01 0100 0 0 0 2 y 1
0 0 0 @ g 1
ru1\ 4 0\
U1 0
_ U2 _ 0 -5
u; = 1)2> 0 10
Uy —2.82
L v ) | —1,01

1 0,2 0
D=20,8310°|0,2 1 0

0 0 04
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-1 10 0 0O

-1 01

0 00

00 0 00

1

-1 11
-1 0 1
-1 0 1

0 00
0 00
0 00

001000
101000
011000

000O0O01

000101

000O0T171

Vysledné vektory budou mit tvar:

} 107

0,00
~1,91
—2,82

Ex
€y =
r)/xy

|
|

Pro prvek 2 pouzijeme stejny postup:

} 10°

~179,5
~397,9
—235,0

N

Oy
Oy
Tay

107

)

0

0
—3,87
—0,39
—2,82
~1,91 |

(

\

Uz

V2

Uus

U3

Uy

/

V4

u; =

0,2
1
0

1
0,2
0

20, 83 10° !

D =

101000
111000

0001O0T1

000111

000O0T1T1
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Vysledné vektory budou mit tvar:

e, 3,87
ga=14 &, =13 —2,43 » 107°
Yy —-9,10
Oz 705, 2
oy=1{ 0, p= —344.2 % 10°
Toy 7583, 3
A
4.2 Desky
4.2.1 Vztahy teorie pruznosti pro desky
Teoretické vztahy pro tenké desky jsou uvedeny naptiklad v textu [50]. V dalsim

vykladu budeme uvadét jejich maticovou podobu, ktera je pro odvozovani matice
tuhosti koneéného prvku vhodnéjsi.

Deska ma t¥i nezndmé parametry deformace (prihyb w, pootoceni ¢, a pootoceni
¢y) v kazdém uzlu. Ctyfuzlovy konecny prvek, uvedeny na obrazku 4.4, tedy bude
mit celkem dvandct neznamych uzlovych parametrii:

_ T
= {W1, Pu1, Py1, W2, P2, Py.2; W3, P 3, Py} s (4.24)
pricemz pootoceni miizeme zapsat ve tvaru:

90 s ax pr, ay ( )
Geometrické rovnice:
0%w 0*w 0%w
= — =, = ——F, oy = —2 4.26
c ox? “y 0y? Tay 0x0y (4.26)
miZzeme zapsat v maticové podobé (¢ = 8T u):

82

Ex —%
o= oy {w} (4.27)

Yay —22
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4 /3

w4 w3

1

2
/wl W2/

Obr. 4.4 Ctyiuzlovy deskovy koneény prvek.

Fyzikalni rovnice pro linedrné pruzny a izotropni material maji tvar:

E n?
e = 01— 12) (& v &) 425)
E h?
Ty T 10— 02 (€ v ea), 429
E h3
vy — o o Jzy 4.30
m Y 24<1 + V2) ’Y Y ( )
ktery muzeme prepsat do maticové podoby (o =D ¢)
m 1 v 0 €
T E h3 T
my, = v 1 0 Ey - (4.31)
12(1 - 12) .
Mgy 00 §<1 - V) Vxy

4.2.2 Odvozeni konec¢ného prvku pro tenké desky

Protoze kone¢ny prvek ma dvandct nezndmych parametru (posunuti a pootoceni),
muzeme k aproximace neznamych uzlovych posunuti pouzit polynom o dvanacti
¢lenech:

w = a +ayr+azy+asr’+asxy+agy’

+ ar 2%+ as 22y + ag 2y + a0y’ + anzy + apxy’. (4.32)

Podle rovnice (4.25) mizeme pootoceni zapsat jako derivace prihybu. S vyuzizim
vztahu (4.32) dostaneme:

Ve = ag+ 2047 + asy + Sayx2 + 2agxry + 3a11x2y + a12y3,
0, = a3+ asx + 2agy + agr’® + 2a97y + 3aioy® + anx® + 3apry®. (4.33)
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Aproximaci posunuti a pootoc¢eni je mozné prepsat maticové (u = U a):
T _
{w, 0y} =

aq
az
as
Q4

T Ty y2 i JZZy (L’y2 y3 ZL‘Sy ZL‘y3 ZZ

2
Yy
0 20 vy 0 322 22y v* 0 32% o2 (4.34)
1

3

0 = 2y 0 2?2 2zy 3> 2 3xy? 37
8

Qg9

o O =
O~ R

Q10
aii
\ 12 )

Nyni mtuzeme zapsat aproximace neznamych uzlovych posunuti v jednotlivych
uzlech kone¢ného prvku (r =S a):

T __
{wlu P15 (py,h W2, P2, 90y727 w3, Pz,3, SOy,?n Wy, Px.4, (py,4} -

2 2 3 2 2 3 3 3
Yi 7 Tty Y17 1 XY Yy Y1 i Yy

10 2 w 0 3z} 2my1 i 0 3x%3y1 Y3

0 1 0 r1 27 O IL‘% 2z 3y% xy 3:131y%

2 2 2 2 3 3 3
Ty Y2 Ty XYz Yy Ty  XY2  X2lY; Yo TlY2 T2y,

1 0 229 s 0 3232 2moys Y3 0 323y, vs
3

0 1 0 a9 2y O 3 2wy 3ys x5 3x0ys

2 2 2 2 3 3 3
T3 T3Ys Y3 T3 T3Y3 T3Ys Y3 T3Ysz  T3Yj3

1 0 23 wyz 0 323 2x3y3 y3 0 3x3yzs  vs
0 1 0 =x3 2y3 0 22 2z3y3 3y2 a3  3asys
Ty Ys T TaYa Y; o TR TIYa Tayi o YP  Tiys x4y
1 0 2v4 w0 323 2m4ys  y3 0 3x3yy  y3
3

0 1 0 a4 2y 0 22 2mu 3y2 23 3w’

—
8
=

OO OO, OO ~=OO
8
w
<
3

T
x { a1, a9, a3, a4, a5, ag, a7, as, ag, aro, ary, ara, } (4.35)

Dalsi postup je formélné shodny s postupem uvedenym pii odvozovani matice
tuhosti trojuzlového koneéného prvku pro feseni rovinného problému.

Kombinaci vztahti € = 87 u a u = U a ziskame:
e =B a, (4.36)

kde B = 87 U. ProtoZe vektor a obsahuje nezndmé konstanty, které potfebujeme
z Teseni vylouéit, upravime vztah r =S a (4.35) do tvaru:

a=S"r. (4.37)
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Dosazenim ziskaného vztahu do vyrazu geometrickych rovnic (4.27) ziskdme vy-
sledny vztah pro pomérné deformace:

e=BS'r (4.38)
Potencidlni energie vnitinich sil ma tvar:!

1 1
H,-:-/sTadvz—/sTDst (4.39)
2 |4 2 |4
Potenciélni energie vnéjsich sil:
He:—/XTrdv—/pTrds. (4.40)
\% S

Potencidlni energii soustavy potom muzeme zapsat:

H:—/ETDst—/XTrdV—/pTrdS. (4.41)
2 Jv v S

Po dosazeni za € a vytknuti r:

1= rT/S_lTBTDBS_ldVrT—/XTdVr—/pTdSr. (4.42)
\%4 \%4 S

DN | —

Strucné: )
HzirTKr — Fr, (4.43)

kde K je matice tuhosti kone¢ného prvku:
K= / STB"DBS'adV (4.44)
v
a F je zatézovaci vektor konec¢ného prvku:

F:—/XTdV—/pTdS. (4.45)
\% S

Pro studovany konecny prvek je vhodné pouzit numerickou integraci ve 2D, pro-
toze matice B obsahuje proménné z,y a jeji obecné vycisleni je pracné.

K= / STTB"DBSdA (4.46)
A

Vsimnéme si, Ze zapis je formalné shodny s difve uvadénymi tvary pro pithradovinu i rovinny
problém. Ovsem vektor ¢ neobsahuje napéti, ale mérné vnitini sily, které jsou uvedeny v rov-
nici (4.31).
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Z K. ar, aF, jednotlivych prvki (e je ¢islo prvku) sestavime pomoci vztaht
uvedenych v kapitole 2 matici tuhosti K, vektor posunuti a pootoceni r a zatézovaci
vektor F' celé konstrukce a neznamé urcéime reSenim soustavy rovnic:

Kr=F. (4.47)

Po vyteSeni soustavy (4.47) muzeme ziskat vnitini sily postupem obdobnym jako
u rovinného problému:

1. z vektoru r celé konstrukce sestavime vektory r, jednotlivych koneénych prvki,

2. pro vybrané body kaZdého prvku' stanovime pomérné deformace:

e.=BS'r,, (4.48)

3. pro vybrané body kazdého prvku stanovime mérné vnitini sily:
oc.=De. (4.49)

nebo
oc.=DBS'r,. (4.50)

4.2.3 Vyhodnocovani vysledka na deskach

Mérné vnitini sily na deskdch zpravidla stanovujeme za tcelem jejich dimenzovani
a posuzovani. Zejména v pripadé zelezobetonovych konstrukci se setkavame s pro-
blémem stanoveni takové podoby vnitinich sil, aby byly vhodné pro potieby di-
menzovani. Problém cini zejména skutecnost, ze standardni vztahy v normach pro
navrhovani betonovych konstrukei jsou navrieny pro prutové prvky.

Jak jiz bylo uvedeno v [50] se z tohoto duvodu zavadi pojem dimenzacnich mo-
menti, které jsou definovany:
My dim — Mg +Sgn(mx) |m$y’
My dim = My +Sgn(my) |mwy|
Je zrejmé, ze dimenzaéni momenty poskytuji o néco vyssi hodnoty vnitinich sil,

nez by odpovidalo skute¢né vypoctenému stavu konstrukece, ale vyrazné zjednodusuji
praci projektanta, ktery nemusi navrhovat specialni vyztuz pro krouceni.

Pro vyuziti dimenzacnich vztahti pro pruty ovsem nemtizeme ptimo pouzit mérné
momenty My gim & My dim, ale potfebujeme jejich vyslednici na vhodné zvoleném
pruhu desky.

Mizeme pouzit postupu, ktery je ilustrovan na obrazku 4.5:

1Zpravidla se voli integraéni body, které byly vyuzity pii numerické integraci potfebné k sesta-
veni matice K¢prvek .
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Obr. 4.5 Postup pri ur¢ovani momentii pro dimenzovani.
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1. vedeme ez A-A ve sledovaném misté nosniku (polohu fezu A-A zvolime z roz-
lozeni vysledku ve 2D zobrazeni),

2. vykreslime prislusny moment myg;,, v fezu A-A,
3. vytvorime po ¢astech konstantni nahradu mgn,,

4. dimenzujeme na moment M; = a; m; [kN m].

Uvedeny postup pouzijeme pro oba sméry z a y a jim odpovidajici momenty.

4.3 Télesa

4.3.1 Vztahy teorie pruznosti pro prostor

Modelovani stavebnich konstrukci pomoci télesa se ve stavebni praxi pouziva po-
mérné malo Casto.’ V této Cdsti proto uvedeme pouze nejjednodussi prostorovy
kone¢ny prvek — ¢tytuzlovy ¢tyrstén s linedrnimi aproximacemi posunuti. Je samo-
ziejmé mozné se setkat i s prvky osmiuzlovymi, které jsou uvedeny na obrazku 4.6
nebo i s prvky dvacetiuzlovymi.?

Odvozovany prvek ve tvaru c¢tytsténu, ktery je uveden na obrazku 4.6 dole, je
velmi podobny jiz popisovanému trojtihelnikovému prvku pro feseni rovinného pro-
blému, jeho odvozeni se bude liit jen jinym poctem stupiit volnosti (tedy nezndmych
parametri posunuti). V teorii pruznosti [50] jsou v prostoru t¥i nezndmd posunuti
u, vw v kazdém bodé.

Pro dalsi postup bude potiebné uvést vztahy teorie pruznosti, které uvedeme
v maticové podobé.

Geometrické vztahy (e = 0 u) maji v prostoru tvar:

(& ) oe 00
€y 0 0y 0 u
£, 0 0 =
Yyz 0z 0y w
Ve 2 0 2
o) a
\ Tay ) L dy Oz 0 ]

1Vétsina programt na bézi metody koneénych prvki, které jsou uréeny pro stavebnictvi, tento
typ prvkia vibec neobsahuje.

20smiuzlové a dvacetiuzlové prvky jsou, ale obvykle odvozovany jako prvky izoparametrické,
typicky postup odvozeni takovych prvka bude popsan az v dal$im textu.
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Obr. 4.6 Tvary objemovych kone¢nych prvki.

Fyzikalni vztahy pro linedrné pruzny izotropni materidl (¢ = D &) je mozné
maticové zapsat:

( 3\

s I 3 = 0 0 0 €2
o, T N A 0 0 £y
oo |_ |t 0 0o .
Ty 0 0 0 5525 0 0 e [
Tos 0 0 0 0 21(—13:) 0 Yz
[ Tay ) | 0 0 0 0 0 21(*13;) | Uy )
kde B(1
A= 1-v) (4.52)

(1+v)(1-2v)

4.3.2 Odvozeni konecného prvku pro prostorové ulohy

V kazdém bodé prvku (a tedy i v kazdém uzlu) budeme uvazovat tfi neznadmé
parametry deformace u, v, w. U ¢tyruzlového prvku podle obrazku 4.7 tedy budeme
mit celkem dvanact neznamych uzlovych parametri:

T
u = {U1,U1,w1>U2702,w27U37U3;w37U47U47w4} . (4'53)

Protoze neznamych posunuti je dvanact, mizeme pouzit i polynom s dvanacti
parametry. Protoze je potfebné aproximovat tii funkce posunuti (u, v, w), je mozné
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1 2

Obr. 4.7 Kone¢ny prvek tvaru ¢tyfsténu

pri respektovani pozadavku na tiplnost pouzitych polynomt n—tého stupné pouzit

nejvyse linearni aproximace posunuti:

U(.T,y,Z) = a1 T+ ayy+az z—+ ay,
v(z,y,2) = asx+agy+ay 2+ as,
’lU(l’,y,Z) = a9 r+apy+a z+ an.

Maticové je mozné vztah (4.56) zapsat (u = U a):

U zy 21 0000O0O0O0O0
v p=10000=z9y 210000
w 0 00O0O0O0OO0GO0Oaxwy =z 1

aq
a2
as
Gy
as
Gg
az
as
Qg
aio
a1

ai12.

(4.54)
(4.55)
(4.56)

(4.57)

Vztah (4.57) muzeme prepsat pro jednotlivé uzly prvku. Ziskame tak aproximace
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neznamych uzlovych posunuti v uzlech 1, 2, 3a 4 (r =S a):

Ul ) [ r1 Y1 21 1 0 0 0 0 O 0 0 O i ( ay )
Uy 0 0 0 0 3 y7 o 1 0 O O O ao
w1 0O 0 00 0 0 0 0 21 ¥y ~ 1 as
Usy To Yo 2 1 0 0 0 0 O O O O ay
V2 0 0 0 0 T2 Yz 29 1 0 0 0 O as
Wao 0 0 0 0 O 0 0 0 T2 Yz 29 1 Qg
V3 0 0 0 0 23 y3 23 1 0 0 0O O as
W3 0O 0 00 0 0 0 0 23 yz3 =23 1 ag
Uy Ty Ya Z4 1 0 0 0O 0 O 0 0 0 a0
V4 0 0 0 0 Tg Ys 24 1 0 0 0 0 aiq

L Wy ) L 0 0 0O 0 O 0 0 O Ty Ys 24 1 ] . a192 )

Stejné jako u predchozich koneénych prvkt muzeme kombinaci vztaht € = 9 u
a u = U a ziskat vyraz pro pomérné deformace € = B a, kde B = 87 U:

\

ay

a2

as

(e, ) 100 0000O0O0GO0O0 O] ay

Ey 000O0O0OT1O0O0O0OO0OO0OOQO0 as

€, 00O0O0OO0OO0OO0ODO0OODOT1TQO0 ag
fyyz>_000000100100 ar (4.59)

Vea 001 01 00O0T1QO0O0OQO0 as

| Yoy 010010000000/ | a

a0

11

\ 412 )

Dalsi postup je opét formalné shodny s postupem uvedenym pii odvozovani matic
tuhosti drive uvedenych konecnych prvki.

Kombinaci vztahtl € = 87 u a u = U a ziskdme:
e =B a, (4.60)

kde B = 87 U. Protoze vektor a obsahuje neznamé konstanty, které potfebujeme
z Teseni vylouéit, upravime vztah r =S a (4.35) do tvaru:

a=8S"'r. (4.61)

Dosazenim ziskaného vztahu do vyrazu geometrickych rovnic (4.27) ziskdme vy-
sledny vztah pro pomérné deformace:

e=BS'r (4.62)
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Potencialni energie vnéjsich sil:

He:—/XTrdV—/pTrdS. (4.63)
1% S
Potencialni energii soustavy potom muzeme zapsat:
1
H:—/ETDst—/XTrdV—/pTrdS. (4.64)
2 Jy v S
Po dosazeni za € a vytknuti r:
1
Mm=_-r" /SlTBTDB S dVrT—/XTdVr—/pTdSr. (4.65)
2 1% 1% S
Strucné:

1
HZErTKr — F'r, (4.66)
kde K je matice tuhosti kone¢ného prvku:
K= / ST"B"DBS'adV (4.67)
1%
a F je zatézovaci vektor konecéného prvku:
F:—/XTdV—/pTdS. (4.68)
1% S
Pro studovany koneény prvek (matice B,D,S™! obsahuji jen konstanty, takZe
integrovat je treba jen fV d v) mizeme napsat:
K=VSsS'YB"DBS" (4.69)

kde V' je objem prvku a vektor uzlovych sil mé tvar:

F =X. (4.70)

4.4 Izoparametrické konecné prvky

4.4.1 Jednotkovy a skutec¢ny konecény prvek

V nékterych praktickych tlohach se ukazuje, ze je vhodné pouzivat konecéné prvky,
které maji posunuti aproximovana polynomy vyssich rada. Dalsim problémem je sku-
tecnost, Ze realné konstrukce mohou mit zaktivené okraje (kruhové desky vodojemi
nebo objektu na vysilacich a podobné) nebo mohou obsahovat napriklad kruhové
otvory. Tyto prvky je mozné priblizné modelovat tseckami tvoricimi hrany diive
popsanych konecnych prvki, ale ziejmé by bylo vhodnéjsi modelovat tyto detaily
presnéji. Proto byvaji odvozovany prvky vyssich rada se zakiivenymi hranami.
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|
—
o1 =
+
—

Obr. 4.9 Vztah mezi z a s.

Poznamka 4.2. Konec¢né prvky vyssich adl je samoziejmé mozné odvodit zpiiso-
bem uvedenym v predchozim textu. Dale uvedeny postup odvozeni izoparametric-

vvvvvv

Proces tvorby matice tuhosti izoparametrického konecného prvku probiha na
jednotkovém obrazci (isecka, ¢tverec, krychle) v jednotkovych souradnicich (€, n, ¢)
nebo (s, t), které jsou pro jednorozmérny pripad ilustrovany na obrazku 4.8. Pomoci
zvolenych funkei se pak jednotkovy obrazec (€, 1, () zobrazi na skuteény tvar prvku
(x, y, z) tak, jak je to ukdzdno na obrazku 4.9.

Funkce pouzité pro toto zobrazeni se pouziji i jako aproximace hledanych velic¢in
(posunuti, pfipadné pootoceni).

Aby bylo mozno uvedené funkce takto pouzit, musi byt splnéno, ze délka strany
prvku je 1 4+ 1 = 2. Déle je potfebné, aby tyto tvarové funkce N; nabyvaly hodnot:

e v bodé 7 hodnoty 1,

e ve vSech ostatnich uzlovych bodech bodech hodnoty 0.

Potom je mozné zapsat vztah mezi jednotkovymi (prirozenymi) soutadnicemi s
a skuteénymi souradnicemi x:

r = Z Ni(s) ;, (4.71)

kde N; jsou tvarové funkce a x; jsou souradnice jednotlivych uzla.
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hy
x1 x2 | x3
ul | u2 l

=

Obr. 4.11 Trojuzlovy piihradovy prvek.

Priklad tvarovych funkci pro jednorozmérnou tlohu je uveden na obrazku 4.10.
Pro uvedeny piipad bychom tedy mohli rovnici (4.71) rozepsat do podoby:

x = Ni(s) 1 + No(s) g + N3(s) xs. (4.72)

Pro aproximaci posunuti pouzijeme ty samé tvarové funkce N;, a proto muzeme
pro aproximaci posunuti u(z) napsat:

u(z) = Z Ni(s) u;, (4.73)

kde wu(z) je funkce posunuti a u; jsou posunuti jednotlivych uzli (tedy bodi, ve
kterych maji aproximacni funkce hodnotu 1).

4.4.2 QOdvozeni trojuzlového prvku prihradoviny

Pro ilustraci ukazeme postup odvozeni trojuzlového konec¢ného prvku, ktery ma
definovana posunuti jen ve sméru osy x. Takovy prvek, ktery je zobrazen na ob-
razku 4.11, by bylo teoreticky mozné pouzit jako prvek rovinné prihradoviny, prak-
ticky vyznam vsak nema. Pro svoji jednoduchost je ovsem vhodny pro vyklad pro-
blematiky:.

Prvek bude mit jedno posunuti u; v kazdém uzlu, celkem tedy t¥i nezndma uzlova
posunuti:
u = Uy, ug, us” . (4.74)

Podle zasad uvedenych v predchozich odstavcich zvolime tvarové funkce:

N, = _M7

2
Ny = (1-35%), (4.75)
N, — s(l—i—s)’

2
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které odpovidaji funkcim na obrazku 4.10.

Rovnice 4.71 tedy bude mit pro tento konkrétni prvek podobu:

s(1—s s(1+s
$:N1$1+N2$2+N3x3:—%x1+(1—82)$2+%$3, (476)
coz muzeme prepsat maticove:
€
{2} = [N Ny N3 |Q a2 o, (4.77)
x3
nebo rozepsat:
€
{x} = [ _8(12—5) (1 _ 82) @ i| T . (478)
xs3

Pro aproximaci posunuti v pouzijeme stejné funkce jako pro z, tedy:

1— 1
u = Nl ’LL1+N2 U2—|-N3 U,3:—¥ U1+(1—82) UQ‘FW U§479)
coz muzeme prepsat maticove:
U
{fu} = [N1 No N3 |Q ug o, (4.80)
us3
pripadné rozepsat:
Uy
{u} = [ _8(12—8) (1 _ 82) @ :| U . (4_81)
Uus

Uvazime-li, ze pomérné deformace je v jednorozmeérné tloze mozné stanovit:

0
c=0u= a—i_, (4.82)
a tedy:
Ou DT s e 1) 0
Uus
a po derivaci:
Uy
.- [ a(—?) 1) 8% ] Us (4.84)

Uus
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Strucné je mizeme zapsat € = B u:

Ui
=[5 g 3] w (485)
Uus

Ve vztazich pro € jsou vyrazy 68]\; L ale N; je funkci s, vyrazy tedy bude potiebné

jesté upravit.

Pro derivaci slozené funkce plati:

- == 4.86
Ox ds O (4.86)
Derivaci vztahu (4.76) tedy ziskdame:
= = — = 4.87
ds - ds v ( )
Hodnota (obecné pijde o matici) J je nazyva Jakobidn tranformace.
Ze vztahu J
x
—=J 4.88
7 (4.88)
pak mizeme vyjadrit ds:
1
ds = i dz. (4.89)
Poznamka 4.3. Obecné bude misto % inverzni matice: J71.
Ze vztahu (4.86) a (4.89) plyne:
ON; ON; ON; ON; 1
Lo = 4.90
ox ds ds ox J (4.90)
Pomoci vztahu (4.90) vyjadiime matici B:
1
ON, 9N, AN ON, 9N, AN
B=[ G % S l=701%" % %] (4.91)
Potom mtizeme psat:
1 “
er=gl% % %l w (4.92)
Uus

Zname-li € mizeme zapsat vztah pro vypocet potencialni energie vnitinich sil:

1
m——/ébmw (4.93)
2 )y
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y n
3 NI o 3
1.0
4
&
1.0
+* B 9,
2
4 4
19 . 1.0 1.0
Obr. 4.12 Ctyfuzlovy prvek pro rovinny problém.
a pro matici tuhosti prutového prvku:
z3
K. = A/ e'Dedx. (4.94)
1

Poznamka 4.4. Rovnici (4.95) je v daném pripadé mozné zintegrovat analyticky,

vvvvvv

integrace, nejcastéji Gaussova integracni formule:

K=A4 Zm: e(s) De(s)w;, (4.95)

i=1

kde w; je vaha integra¢niho bodu, m je pocet integracnich bodi, s jsou souradnice
integrac¢nich bodu.

4.4.3 Izoparametricky konecény prvek pro rovinny problém

Podobnym postupem jako u jednorozmérného prvku je mozné sestavit matici tuhosti
prvku pro reseni rovinného problému.

Proces tvorby matice tuhosti konecného prvku zde probihd na jednotkovém
¢tverci v jednotkovych (pfirozenych) souradnicich £, . Funkce pouzité pro zobrazeni
opét pouzijeme i jako aproximace hledané veli¢iny.

Tvarové funkce pouzijeme ve tvaru:

Ni(n, ) = 3(1+ E6) 1+ ), (4.96)
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g
[-1,1] [1,1]

[(-1.-1] [1,-1]

Obr. 4.13 Tvarova funkce ve 2D.

kde 7;, &; jsou souradnice vrcholi (uzli) jednotkového prvku, které nabyvaji hodnot
—laz 1:
" r = ZNi(fan) Ti, Y= ZNZ-(S,??) Yi- (4.97)
Tvarové funkce zvolime ve tvaru:
Ni€.n) = 31+ €6)(1 + ).

Posunuti mizeme, stejné jako u jednorozmérného prvku vyjadrit pomoci tvaro-
vych funkei (4.98):

U = ZNi(é}n) u; = Niug + Noug + Nsuz + Nyuy,

v = Z Nl(f, T]) V; = N1U1 + N2U2 + Ngvg + N4’U4. (498)

Prepsanim vyrazu (4.98) do maticové podoby ziskame:

Uy
U1
Uz

ul|l [N 0O No O Ny 0 Ny O Vg
{v}_{o Nt 0 Ny 0 N3 0 Ny us
U3
Uy
V4

(4.99)

\ Vs

Nyni vyjadiime pomérné deformace pomoci geometrickych rovnic: € = du:

5 ai 0
X r 8 U
g, ¢=10 y { . } (4.100)
0
/ny 8_y or
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Po dosazeni za u ziskame:
Uy )
U1
€ 20 Y2
61‘ %U 9 N1 0 N2 0 N3 0 N4 0 (%)
v 2 ¥ 0 N 0O No 0O N3 0 Ny us
Ty oy O Vs
2
V4 )
(4.101)
Po provedeni derivaci v rovnici (4.101) ziskdme € = B r:
.
Uy
U1
ONit g 9N2 g ANz g 9Ns U
€z oz oz oz oz
&y 0 2o o 2 g oh o o 2 (4.102)
ON1  ONi ON; ONs ON3 ON3 ONs ONg 3
Yy Oy oz Oy Ox Oy ox Oy ox U3
Uy
\ v4
Ve vztazich pro € jsou c¢leny % a 88—];71', ale N; jsou funkci 7, €.
Vyuzijeme proto vztahy pro derivaci slozené funkce:
Ju  Oudx n ou Oy
o6 Oz dE  OyoE’
0 ou 0 ou 0
gu _ ugr  JuYy (4.103)
an Oxdn  OyOdn
coz je mozné zapsat v maticové podobé:
Ou Oz 9y ou du
{_}: o 0 {_ﬁ}zm{_z (4.104)
on on On Jy oy
Tedy napriklad:
ou ON; ON, ON3 ON,
= - = — — Uy. 4.105
86 85 U1 85 U + 85 usz + 65 Uy ( )
Ze vztahu (4.104) vyjadiime derivace podle z a y:
ou ou
(B - {&} (4.106)
dy an
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Pak muzeme psat:

Jz 9y 1 _
J:[gg %]:{Jm ‘]1’2]:> - { Jo2 J1,2]7 (4107)

g % Jo1 Jas T det(@) | —Jon Jin

kde
det(J) =J= J171 X J272 — JLQ X J271. (4108)

Geometrické rovnice (4.100) prepiSeme s vyuzitim (4.99):

du

Eo % 0 y 1000 b
e, o=10 % {U}: 0001 2y (4.109)

) Az

Oy

Ze vztahu (4.106) plyne:

ou ou o ov
{et-m {5} {&h-s{i} @
N an dy an

Na zakladé predchozich vztahi tedy miizeme prepsat geometrické rovnice do
tvaru:

J—l Ju
{J_l} % , (4.111)

™
<

I
—_ o o
—_ o o
o= o

kde:

Uy
U1
Ug
(#)-[2omogogo]int  am
U3
Uy
Vg

7 poslednich dvou vztahti mtizeme ziskat:

{Ecc Ey /yxy}:
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Uy
ON ON: ON: oN. U1
ONi g ON2 g 9Nz g 9N u
LO000) quy|ah o a% o o o N o ||}
00 01 n on on an 2
J1 0 M o 9N g 9Nz g M Us
0 110 815\71 382 883 88164
Uy
( V4 )
(4.113)
Matici tuhosti je tedy mozné stanovit ze vztahu:
K= / B”DB dV, (4.114)
v
ktery miuizeme prepsat do jednotkovych souradnic:
1 pl
K:/ / B'DB t det(J) d¢ dn. (4.115)
—1J-1

Namisto rovnice (4.115) je v praktickych tlohdch vhodnéjsi pouzit numerickou
integraci napriklad pomoci Gaussovy integracni formule:

K=> Y B'DBt w; det(J)d¢ dn. (4.116)

i=1 j=1

Priklad 4.5. Pomoci trojuzlového prvku a izoparametrického c¢tytruzlového prvku
stanovte napéti a deformace ve sténé o rozmérech 1 x 1 x 0.1 m, je-li p = 1000%,
E =10 GPa, v =10.2, g = 10%. Levy okraj stény je vetknuty.

Vypiste hodnoty svislych deformaci v pravém dolnim rohu stény. Sestavte dvé
sité konecnych prvki s riznou hustotou, naptiklad 1 x 1 a 10 x 10.

Reseni. K vypocétu pouzijeme napiiklad software uFEM. Nejprve rozdélime sténu na
jeden izoparametricky ¢tytuzlovy koneény prvek. V pripadé trojihelnikovych prvki
je nutné pouzit déleni na dva prvky tak, jak je ukazano na obrazku 4.14.

Spoctené deformace jsou vykresleny na obrazku 4.15, pficemz byly stanove hod-
noty —1.53 x 107 m pro trojuhelnikové prvky a —2.23 x 107% m pro izoparamet-
ricky prvek.

Normalové napéti o, je uvedeno na obrazku 4.16, normalové napéti o, je uvedeno
na obrazku 4.17 a smykové napéti 7., je na obrazku 4.18.

Dale sestavime podrobnéjsi model s poc¢tem 10 x 10 izoparametrickych a 2 x 10 x
x 10 trojuhelnikovych konecnych prvkii.

Spoctené deformace jsou vykresleny na obrazku 4.19, pricemz byly stanoveny
hodnoty —2.83 x 107 m pro trojuhelnikové prvky a —2.89 x 107% m pro izopara-
metrické prvky.
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uFEM 0.2.53d

CS: CART
Time: 1

ETyps: 2
RSets: 2
Mats : 1

KPs :
GEnts:

Nodes:
Elems:
Disps:

Loads:

c®we o

L

06.04. 2011

Obr. 4.14 Vypocetni model.

—

uFEM 0.2.53d
Results
Set:  1: 1.000
- 6.18589e+03
., 5.41266e+03
. 4.63942e+03
., 3.86618e+03
., 3.09295e+03
- 2.31971e+03
- 1.54647e+03
. 7.73237e+02
- 0.00000e+00
. -7.73237e+02
. -1.54647e+03
-2.31971e+03
-3.09295e+03
-3.86618e+03
-4.63942e+03
-5.41266e+03
-6.18589e+03

L

06.04. 2011

Obr. 4.15 Deformace.
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Obr. 4.16 Napéti o,.

Obr. 4.17 Napéti o,,.

uFEM 0.2.53d
Result: s_x
Set:  1: 1.000
- 6.18589e+03
., 5.41266e+03
., 4.63942e+03
., 3.86618e+03
- 3.09295¢+03
- 2.31971e+03
- 1.54647¢+03
- 7.73237e+02
- 0.00000e+00
-7.73237e+02
-1.54647e+03
-2.31971e+03
-3.09295¢+03
3.86618e+03
4.63942¢+03
5.41266e+03
-6.18589e+03

L

06.04. 2011

uFEM 0.2.53d

Result:
Set:

- 1.23718e+03
., 1.08253e+03
., 9.27884¢+02
., 7.73237e+02

- 6.18590e+02

- 4.63942¢+02

- 3.09295¢+02

- 1.54647¢+02

- 0.00000e+00
-1.54647e+02
-3.09295e+02
. 4.63942e+02
6.18590e+02
., -7.73237e+02
9.27884e+02
1.08253e+03
., -1.23718e+03

Lo

06.04. 2011
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uFEM 0.2.53d
Result: s_xy
Set:  1: 1.000

- 0.00000e+00
- -9.34295e+02
. -1.86859¢+03
. -2.80288e+03
-3.73718e+03
-4.67147e+03
-5.60577e+03
-6.54006e+03
-7.47436e+03

L.

06.04.2011

Obr. 4.18 Napéti 7.

uFEM 0.2.53d
Results
Set:  1: 1.000
- 3.56582e+04
., 3.12010e+04
. 2.67437e+04
., 2.22864e+04
n, 1.78291e+04
- 1.33718e+04
. 8.91456e+03
. 4.45728e+03
- 0.00000e+00
. -4.49179e+03
. -8.98357e+03
-1.34754e+04
-1.79671e+04
-2.24589%e+04
-2.69507e+04
-3.14425e+04
. -3.59343e+04

.

06.04. 2011

Obr. 4.19 Svislé deformace.
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uFEM 0.2.53d

AN

s

N
NN
N

N
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5
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N
ANANANY
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AN
N
N
s
N
A

Result: s_xy

Set:  1: 1.000

- 3.17034e+02

. 2.77405¢+02

. 2.37776e+02

- 1.98147¢+02

- 1.58517e+02

- 1.18888e+02
- 7.92586e+01

- 3.96293e+01
0.00000e+00
-1.48506e+03
-2.97012e+03
-4.45519e+03
_ -5.94025¢+03
. -7.42531e+03
| -8.91038e+03
. -1.03954e+04
. -1.18805e+04

Lo

06.04.2011

1€

Obr. 4.23 Osmiuzlovy prvek pro rovinny problém.

Normalové napéti o, je uvedeno na obrazku 4.20, normalové napéti o, je uvedeno

na obrazku 4.21 a smykové napéti 7, je na obrazku 4.22.

4.4.4 Dalsi typy konecnych prvku

A

Pro rovinny problém je mozné sestavit také naptiklad osmiuzlovy konecény prvek,

ktery je ukazan na obrazku 4.23.

Tvarové funkce pro stredy stran maji podobu:

Nif,m) = (1 +E6)(1 +m)(E & +mmi— 1)

(4.117)
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Obr. 4.24 Osmiuzlovy izoparametricky konecny prvek

Tvarové funkce pro vrcholy jsou shodné jako u ¢tyruzlového konecéného prvku:
1
Ni(€m) = (1 +E&) (L +mmy). (4.118)

Dalsi postup odvozeni se nelisi od postupu pro ¢tytuzlovy koneény orvek.

Pro Teseni téles je mozné odvodit naptiklad osmiuzlovy prostorovy konecny pr-
vek ve tvaru krychke. Postup odvozeni je podobny jako u predchozich koneénych
prvki, a proto uvedeme pouze podobu tvarovych (aproximaénich) funkei pro vr-
choly krychle:

Nin, €€ = S04 mm) (14 €6) (14 ). (4119

Kromé uvedeného kone¢ného prvku je mozné sestavit naptiklad dvacetiuzlovy
prvek s uzly také ve stredech stran. Jeho tvarové funkce a podrobnosti odvozeni je
mozné najit v monografii [23].

4.5 Konecné prvky na pruzném podlozi

Stavebni konstrukce jsou vzdy umistény na podlozi. To obvykle zjednodusené na-
hrazujeme dokonalymi vazbami (pevné a posuvné klouby, vetknuti), v fadé pripadu
je ovsem nutné vliv podlozi zavést do vypoctu presnéji.

Nejjednodussim je Winklerav kontaktni model podlozi [50]:

q(z,y) = C w(z,y) (4.120)



66 Typy konecnych prvkii
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Obr. 4.25 Winklertiv model podlozi.

kde C' je modul stlacitelnosti podkladu [-5]. Schematické zndzornéni tohoto modelu
je na obrazku 4.25.

V metodé konecnych prvi se obvykle tuhost podlozi rozlozi do uzli. Na diive
uvedeném obdélnikovém deskovém prvku by do kazdého uzlu byla ptridana tuhost
podlozi o velikosti:

1
K=2Cibh (4.121)

kde C' je modul stlacitelnosti podkladu, b a h jsou rozméry prvku.

V pripadé izoparametrickych prvka bycho mohli s pomoci tvarovych funkei sta-
novit matici tuhosti podloZi:

K. =C, / NT N dA, (4.122)
A

kde A je plocha prvku.

Pro ¢tyruzlovy izoparametricky prvek ovsem ziskame opét tuhost v jednotlivych
uzlech o velikosti K = i Cibh.

Poznamka 4.6. Postup uvedeny v tomto odstavci neplati jen pro desky, ale je
mozné jej aplikovat na libovolny konecény prvek. Je napiiklad mozné ulozit jednu
sténu izoparametrického kvadru na Winklerovo podlozi. Tato moznost je k dispozici
napiiklad v programu uFEM [43].
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Obr. 4.26 Tuhosti Winklerova modelu na ¢tytuzlovém prvku.

Priklady k procviceni

1. Kone¢ny prvek prihradoviny mé délku 4 m, ¢tvercovy prirez o rozmérech 1 x 1 m
a modul pruznosti 10 M Pa. Napiste jeho matici tuhosti.

2. Napiste aproximaci posunuti u vite-li, Ze mizete pouzit polynom se 3 Cleny.
3. Konstrukce v prostoru mé 128 uzl po 3 stupnich volnosti. Kolik okrajovych podminek
je potrebné pouzit a jak velkou soustavu rovnic bude tieba Tesit po jejich vytazeni?
Kli¢ k prikladéim k procviceni
1. . .
K =25 10" { L1 ]
2. u=ay +as r+az x?

3. Bude potfebné pouzit 6 okrajovych podminek, soustava tedy bude mit 387 rovnic.
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Kapitola 5

Reseni nelinearnich tloh metodou
konecnych prvkiu

5.1 Nelinearni problémy ve stavebni mechanice

Podrobnéjsi rozbor jednotlivych typi nelinearnich tloh a jejich metod feseni je uve-
den v ucebnim textu ,Zaklady matematické teorie pruznosti“. V dalsim textu se
proto budeme vénovat jen tém problémiim, které jsou potrebné pro reseni tiloh me-
todou konec¢nych prvkii.

Jako nelinearni oznacujeme ty tlohy, jejichz nékteré vlastnosti zptisobuji, ze je
neni mozné primo vytesit pomoci obvyklych vztaht linedrni pruznosti (a tedy ani
zatim uvedenymi postupy metody konecnych prvki). Soucasné je vhodné pripome-
nout, Ze celou fadu problémi, které jsou zjevné nelinedrni (napiiklad posuzovani
nebo vypocet deformaci betonovych prvki) v praktickych tlohdch védomé resime
velmi zjednodusené jako linearni a nasledné uplatnujeme rtzna konstrukcni opatreni
(pridavna vyztuz a podobné) zajistujici, Ze rozdil mezi vypoctem a skute¢nosti bude
akceptovatelny.

Nelinearni ilohy, se kterymi se miizeme setkat ve stavebni praxi, mtizeme rozdélit
do tii skupin:

e konstrukéni nelinearita: jednostranné vazby (podlozi, zejména zeminy, ma na
kontaktu se zdkladovou konstrukei velmi prakticky nulovou tinosnost v tahu),
prvky které maji minimélni tuhost v tlaku (lana, tahla, ztuzidla),

o fyzikadlni nelinearita: vlastnosti materialu nejsou linearné pruzné (beton, zdivo,
drevo, ocel pti vyssich drovnich naméhani), takovy materidl se mize chovat ne-
linedrné pruzné nebo nepruzné (pri vypoctech se nejcastéji predpokladé pruz-
noplastické chovani),

e geometrickd nelinearita: vliv deformaci na vnitini sily konstrukce je nezane-
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dbatelny i pti malych deformacich (teorie druhého 7ddu) nebo deformace kon-
strukce nejsou (ve srovnani s rozméry konstrukce) malé.

Reseni nelinearnich tloh se pro potieby vypocti metodou koneénych prvka ob-
vykle prevadi na posloupnost linearnich vypocti. Nelinearni chovani pak do vypoctu
zahrnujeme prislusnymi zménami matice tuhosti nebo vektoru zatizeni mezi jednot-
livymi vypocetnimi kroky, pripadné iteracemi.

5.2 Konstrukéni nelinearita

Ulohy konstrukéni nelinearity zpravidla fesime prostou iteraci. ProtoZe nejcastéji
jde o pripady, kdy néktery prvek ptsobi jen pfi ur¢itém zpisobu namahani (lano,
tahlo, vazba), je obvyklym obratem, Ze pii ,vyfrazeni“ takového prvku z konstrukce
s pouze podstatné (napiiklad 1000x) snizi jeho tuhost. Tim dojde k tomu, ze prvek
ovliviiuje jen velmi malo napjatost a deformace zbytku konstrukce, ale na zakladé
jeho vnitinich sil mizeme urcovat, zda je stdle namahan zpitsobem opraviujicim
jeho ,vyTrazeni“ nebo zda m& byt navracen zpét do konstrukce.

Postup vypoctu muze byt tedy nasledujici:

1. vypocet konstrukce se vSemi prvky a vazbami,

2. vyhodnoceni vysledkil — snizeni tuhosti u ,,vyrazenych prvka*,
3. novy vypocet konstrukce,

4. vyhodnoceni vysledki — pokud u ,vyrazenych prvka“ nedojde ke zméné, je
mozné vypocet ukoncéit, pokud dochazi k vytazovani dalsich prvkd nebo k
navraceni

Priklad 5.1. S pouzitim vhodného software stanovte maximalni vodorovné nor-
malové napéti o, nosniku na podlozi, ktery je zatizena silami o velikosti 10 kN
podle obrazku 5.1. Srovnejte vypocet pro pripad, kdy vsechny svislé vazby ptisobi
v tahu i v tlaku s pripadem, kdy vazby ptsobi jen v tlaku. Rozméry nosniku jsou
8 x 1 x 0.2 m, modul pruznosti materidlu je £ = 20 GPa, Poissoniiv soucinitel je
v=20,2.

Reseni. Pouzijeme napiiklad software uFEM [413], ktery umoziiuje pouZit vazby pi-
sobici jen pokud jsou tlacené.!

Pouzijeme vypocetni model podle obrazku 5.1 a provedeme iteracni vypocet.
K dosazeni vysledku vykresleného na obrazku 5.2 bylo nutné provést 4 iterace. Ma-
ximalni hodnota napéti o, je 36,24 M Pa.

LFEM ovéiuje zda je podpora tladend nebo tazend pomoci hodnoty reakce. V piipadé, Ze je
podpora ,vyfazena“ z vypoctu, kontroluje jeji stav na zakladé deformace v misté podpory.
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WFEN 0.2.58b
CS: CART
Tine: 1

Obr. 5.1 Vypocetni model nosniku pro priklad 5.1.

UFEM 0.2.58b
CS: CART
Set:  1: 1.000
_3.62155¢+04
| 3.16886¢+04
| 2.71616e+04
| 2.26347¢+04
_1.81078e+04
_ 1.35808e+04
. 9.05388e+03
. 4.52694e+03
. 0.00000+00
-1.37634e+04
-2.75268e+04
-4.12903e+04
-5.50537¢+04
-6.88171e+04

-8.25805¢+04

-9.63440e+04

-1.10107¢+05

y

ks

09. 11. 2011

Obr. 5.2 Napéti o, na nosniku s jednostrannymi vazbami.

WFEM 0.2.58b
Result: s x
Set: 17 1.000
3.42449e+04
I_ 2.99643e+04
. 2.56837e+04
. 2.14031e+04
. 1.71225e+04
. 1.28418e+04
. 8.56123¢+03

4.28061¢+03

 0.00000e+00

1.25713e+04

2.51426e+04

5.02852e+04
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6.28566e+04

-3.77139+04

7.54279e+04
-8.79992¢+04
-1.00570e+05

y

[

09. 11. 2011

Obr. 5.3 Napéti o, na nosniku bez jednostrannych vazeb.
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Na obréazku 5.3 jsou vykreslena napéti o, pro pripad vazeb ptisobicich v tahu
i v tlaku. Maximalni hodnota napéti o, je 34,24 M Pa.

Vv

V pripadé, Ze respektujeme jednostranny charakter vazeb, ziskdme o 5% vyssi
tahové napéti. Dilezitéjsi je vSak skutec¢nost, Ze rozlozeni vyraznych tahovych napéti
(syté cervena barva na obrazcich) je pro obé feseni odlisné (vSimnéme si predevsim

vyraznéjsich tahovych oblasti v okoli sil na obrazku 5.3).

A

5.3 Materidlova nelinearita v metodé konecnych
prvki

5.3.1 Pruznoplastické chovani materialu

Jak jiz bylo uvedeno, materidly stavebnich konstrukci se nejéastéji modeluji jako
pruznoplastické. Tento predpoklad je zcela na misté u oceli a dalsich kovii. U mate-
riali jako je beton, zdivo nebo zeminy a horniny, je predpoklad o pruznoplastickém
chovani vyuzivan jako vhodné zjednoduseni, protoze skutecné chovani téchto mate-
riald je velmi slozité.

Pro vypocty je nejvhodnéjsi pruznoplasticky material se zpevnénim, ktery po pre-
chodu do plastického stavu vykazuje stale urcitou tuhost (zpevnéni), ktera je ovsem
podstatné nizsi nez tuhost v pruzném stavu. Na obrazku 5.4 je uveden pracovni dia-
gram (zdvislost mezi napétim a pomérnou deformaci)' pruznoplastického materidlu
se zpevnénim.?

Zpevnéni mize byt bud linearni, multilinedrni, nebo mize mit charakter ktivky,
tak jak je tomu na obrazku 5.4.

Pripomenme si vlastnosti pruznoplastického materidlu se zpevnénim:

e materidl je z na zac¢atku zatézovani pruzny (¥idi se Hookeovym zdkonem),

e poté, co napjatost v materialu dosahne podminku plastitity, material prejde do
plastického stavu,

e v plastickém stavu se pfi nartistu napéti dale zvétsuji deformace materidlu,

e dojde-li v plastickém stavu k odlehéeni (snizeni napjatosti materidlu obvykle

!Tento diagram mé plastnost pouze pro piipady jednoosé napjatosti, napiiklad pro tilohu taze-
ného prutu.

2Oznaceni zpevnéni vychéazi z tivahy, Ze tuhost takového materidlu je plastickém stavu vyssi
nez tuhost idedlné pruznoplastického materialu (plastickd ¢dst pracovniho diagramu pro ideilné
pruznoplasticky material je na obrazku 5.4 vyznafena tenkou ¢arkovanou éarou).
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Obr. 5.4 Pruznoplasticky material se zpevnénim.

v dusledku zmenseni nebo odebréani zatizeni), pak se materidl odlehcuje line-
arné pruzne,

e i po Uplném odlehéeni materidlu (po odebrani zatiZeni) v materidlu zustévaji
trvalé neboli plastické deformace. Ty jsou na obrazku 5.4 okétovany jako ,,pl.“

5.3.2 Podminka plasticity

Podminka plasticity je na obrdzku 5.4 zndzornéna jako hodnota napéti f,, po jejimz
prekroceni se material stava plastickym. Tato hodnota obvykle odpovida napéti na
mezi umernosti nebo mezi pruznosti prislusného materialu.

V pripadé jiné nez jednoosé napjatosti ovsem bude nutné definovat podminku
plasticity jako funkci nékolika napéti, kterou bude mozné naptiklad pro dvojosou
napjatost zobrazit jako ktivku v roviné hlavnich napéti.

Tvar podminky plasticity zavisi na charakteru materialu, ktery méa byt pod-
minkou popsan. Pro ocel a dalsi materidly, které maji podobné vlastnosti v tahu
i v tlaku, je vhodna zejména von Misesova podminka plasticity. Pro beton se pou-
zivaji napriklad podminky Willama—Warnkeho nebo Chen—Chenova.

5.3.2.1 Misesova podminka plasticity

Misesova (von Misesova) podminka plasticity, nazyvand také podminka mérné ener-
gie zmeny tvaru nebo podminka von Mises, Huber, Hencky byla nezavisle odvozena
uvedenymi autory pro ocel. Na obrazku 5.5 je zobrazena v roviné hlavnich napéti
pro ulohu rovinné napjatosti.

Podminku je mozné zapsat jako funkci hlavnich napéti oq, 09 a o3:

f=(01—02)°+ (09— 03)* + (01 — 03)* — 2fy2 =0, (5.1)
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Obr. 5.5 Misesova podminka plasticity.

kde f, = o je napéti na mezi pruznosti materialu.

V pripadé, Ze material konstrukce musi byt namahan pouze v pruzné oblasti,
muzeme podminku prepsat do tvaru:

o \/(O’l—0'2)2+(0'2—O'3)2—|—(0'1—0'3)2
vmis — 9 )

(5.2)

kde o,mis se obvykle oznacuje jako von Misesovo napéti. Materiadl bude v pruzném
stavu tehdy, bude-li platit:

Ovmis < fy. (53)

Z hlediska algoritmizace pro metodu kone¢nych prvki neni rovnice (5.1) nej-
vhodnéjsi a je potifebné ji prepsat tak, aby v ni vystupovala napéti k osam z, y, z:

f== [(% — cry)2 + (o — 0.) 4+ (0, —0.)* +6 (Tyz + Twz + Txy)} — ny =0. (5.4)

Pro tlohu rovinné napjatosti by pak rovnice (5.4) presla do tvaru:

1
f:§|:(0x_o—y>2+0—925+0—2+67_xy} —nyZO (55)

5.3.2.2 Chen—Chenova podminka plasticity

Chen—Chenova podminka plasticity byla vyvinuta pro modelovani betonovych kon-
strukei. Dale uvddéné vztahy vychézi z puvodnich praci Chena [13, 11]. Sklada se
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Obr. 5.6 Chen—Chenova podminka plasticity.

ze dvou funkei z nichz jedna popisuje chovani materidlu v tlaku (v oblasti tlak—tlak)
a druhd pri vSech ostatnich ptipadech naméahani (oblast tah-tlak).

Pro oblast tlak-tlak (o7 < 0 a 02 <0, o3 < 0): plati rovnice:

Aye
Jo + 5’ L —12,=0. (5.6)
Pro ostatni oblasti pak plati rovnice:
1 A
Jy — 6112 + ?ytll — 7% =0 (5.7)
kde
]1 :0'1+0'2+0'3, (58)
: 1
Jo = 3 (07 + 034 03). (5.9)

Chen—Chenova podminka je definovana pomoci meze pruznosti materialu v jed-
noosém tlaku f,., v dvojosém tlaku fy;. a v jednoosém tahu f,;. Tyto veli¢iny jsou
zahrnuty ve vyrazech pro Aye, Ay, 72, a 72

2 f2
A o ybe yc

ve 2fybc - fyc,
2 fybcfyc(zfyc - fybc)

Toe = ,

ve 3(2fybc - fyc)
Ay = @ (5.10)
2 o fycfyt.

ut 6
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Obr. 5.7 Chen—Chenova podminka plasticity zobrazena ve 3D.

(o)

Obr. 5.8 Teorie plastickych deformaci.

5.3.3 Teorie plastickych deformaci

Po sestaveni podminky plasticity muzeme pristoupit k popisu chovani materidlu
v plastickém stavu. K tomuto ucelu byla vytvorena fada teorii a postupi. Zminime se
tedy o teorii plastickijch deformaci a podrobnéji se budeme vénovat teorii plastického
tecent.

Jako teorii plastickych deformaci oznacujeme postup, ktery vyuziva vztahtt po-
pisujici vztahy mezi kone¢nymi hodnotami slozek vektort napéti a deformace:

o =D ¢ (5.11)

Pokud se takové vztahy podafi sestavit, pak feseni nezavisi na zatézovaci draze.

V praktickych tlohach je ovSem velmi obtizné formulovat takové vztahy, proto
se postup podle teorie plastickych deformaci vyuziva spise v akademickych tlohach.
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Obr. 5.9 Teorie plastického teceni.

5.3.4 Teorie plastického teceni

Teorie plastického teceni popisuje vztahy mezi piiristky napéti a deformace:!

& =Dgp €. (5.12)

Uvedené pirastky napéti a deformace odpovidaji piirtstku zatiZeni F = dF
v konkrétni ¢asti zatézovaci drahy, v jiné ¢asti drahy mohou byt i pfi stejném pii-
rustku zatizeni hodnoty & a € i podstatné odlisné.

Poznamka 5.2. Pri praktickém reseni pruznoplastickych tloh podle teorie plastic-
kého teceni budeme zpravidla vyuzivat feSeni Newtonowou — Raphsonovou metodou,
a v jednotlivych pririistcich zatizeni budeme stanovovat pruznoplastickou matici ma-
teridlu Dep a k vypoctu napéti vyuzivat vztah (5.12). V jednotlivych piiriistkovych
krocich tedy budeme zjednodusené fesit linearné pruznou tlohu.

Pti Teseni podle teorie plastickych teceni samoziejmé predpokladame, zZe zname
pocatecni hodnoty znalost napéti & a pomérnych deformaci e (které mohou byt
nenulové), a stejné jako v linedrnich tlohach také to, ze vSechny veli¢iny vyhovuji
okrajovym podminkam tlohy.

5.3.5 Pruznoplasticka matice tuhosti materialu

Pro pouziti teorie plastickych teceni je tieba definovat matici Dep, kterou nazveme
pruznoplastickd matice tuhosti materidlu.

Na podminku plasticity, ktera nam dosud slouzila k popisu prechodu z pruzného
do plastického stavu miuzeme také nahlizet jako na rovnici plastického potencidlu,

LV literatuie se ¢asto pouziva pojem rychlosti napéti a deformace, ze kterého vyplyva i obvykle
pouzivané oznaceni veli¢in teckou. Samoziejmé nejde o rychlosti ve smyslu fyzikdlnim (v problému
nevystupuji éasové zgvislé veli¢iny), ale o p¥irustky jednotlivych veli¢in béhem zatézovaciho kroku.
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ktera je funkci napéti o a parametru k vyjadiujiciho plastickou deformaci:

flosk) =g(o,k) = 0. (5.13)

Plasticky potencidl je funkce ktera popisuje teceni, tedy plastické pretvareni ma-
teridlu. Mises dokézal, ze v fadé pripadi miize funkce podminky plasticity f plnit
podminky kladené na funkci plastického potencialu, proto ji tak budeme i nadale
bezostysné pouzivat a misto g psat f. V pripadech, kdy plati:

floyk) = g(o, k), (5.14)

rikdme, ze plati asociovany zakon plastického teceni, coz je pripad podminek plasti-
city uvedenych v tomto textu.

V ostatnich pripadech pak plati neasociovany zdkon plastického teceni, kdy plati

flo, k) # g(o, k). (5.15)

ktery se uplatni zejména pruznoplastickych modelt zdiva a u nékterych model pro
geotechnické materidly.

Nyni rozlozime pfiriistku deformace na pruznou c¢ast €, a plastickou ¢ast €p:
€ =€+ Ep. (5.16)

Prirastek plastické deformace, tedy rychlost plastické deformace popiseme vzta-
hem, ktery se obvykle oznacuje jako zikon plastického pretvdarent:

o fof

kde d) je zatim nezndmy parameter.’

V dalsim postupu bude vyhodnéjsi charakterizovat vektor plastické deformace
€p jednou hodnotou. Proto zavedeme pojem ekvivalentni plastickd deformace:

tey= o = {2) {2 19

Rovnici pro plasticky potencidl (a sou¢asné podminku plasticity) potom muzeme
prepsat jako funkci de,:

f(o,dsy) = 0. (5.19)

1Ze vztahu (5.17) tedy vyplyva, ze nariist plastické deformace zévisi na zméné funkce plastického
potencialu podle napéti.
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Dalsim vztahem je potfebnym k popisu ulohy podminka konzistence materidlu v
plastickém stavu, ktera obsahuje predpoklad, ze celkova zména plastického potenci-

alu je nulova: . {af} ot - { af } {de,} = 0. (5.20)

€p

Vektor prirustku (rychlosti) napéti ziejmé zavisi jen na pruzné sloZce vektoru
deformaci, a proto miizeme napsat:

6 =do =D, (¢ —¢,). (5.21)

S vyuzitim rovnice (5.17) muzeme piedchozi vztah prepsat do tvaru:

o =D, (s—dA{gc{}) (5.22)

S vyuzitim vyrazu (5.22) muzeme upravit podminku konzistence:

af " of f folfof\"fof
(2 pse - {20 0 {2 L n 2 [0 o

Nyni jiz mtzeme vyjadieni neznamy parametr dA:

{5} Dee
{50} D50} + 25V {5

Dosazeni dA do vztahu pro prirustky napéti (5.22) dostaneme:

6=D, |é- {5} De { af } (5.25)

(G D50} + VG 150

Ziskany vztah (5.25) pro & je mozné upravit do tvaru shodného s (5.12):

)\ = (5.24)

& =Dep Eep, (5.26)

kde pruznoplasticka matice tuhosti materidlu Dep bude:

Dy -D, - Delfhlih D 5.27)

) D) - g (5
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Obr. 5.10 Izotropni (vlevo) a kinematické zpevnéni.

5.3.6 Zpevnéni

Z rovnice (5.27) vyplyva, ze vliv plastické deformace je vyjadren clenem:

) af\" o
NI .
Oe, Jo do
ktery nazveme parametr zpevneni, ktery pro konkrétni material musi byt ziskan
experimentalnd.’

V pripadé, ze parametr zpevnéni je roven nule, bude materidl popsany rov-
nici (5.27) vykazovat idedlné pruznoplastické chovani. V piipadé, Ze bude nenulovy?
pak se material bude chovat jako pruznoplasticky material se zpevnénim. Pro kon-
krétni hodnotu parametru zpevnéni muzeme konkrétni konkrétni hladinu plastického
potencidalu mnebo, jak budeme déle tikat, ndslednou podminku plasticity, kterd po-
slouzi k popisu chovani material v plastickém stavu.

Miizeme rozlisit zpevnéni kinematické, kdy nasledné podminky plasticity neméni
svoji velikost a tvar, ale v prostoru hlavnich napéti méni polohu a zpevnéni izotropni,
pri kterém nasledné podminky plasticity neméni svoji polohu, ale proporcionéalné se
zZveétsuji.

Nejblize chovani skute¢nych materiali je vSak zpevnéni kombinované, které slu-
¢uje oba uvedené typy zpevnéni.

Parametr zpevnéni ¢ podle rovnice (5.28) vyjadiuje zménu nésledné podminky
plasticity podle ekvivalentni plastické deformace. To je z praktického hlediska jistou
obtizi, protoze parametr zpevnéni je potfebné zjistovat experimentalné. PrepiSme

1Jak je patrné, pies oznaceni ,parametr® pijde o funkei velic¢iny e,,.
2Je ziejmé, ze parametr zpevnéni musi nabyvat kladnych hodnot.
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jej proto do tvaru:

_{of\" [ 0o, of " (of
w‘{aae} {a}\/{%} 90 | (5:29)
nebo do zkraceného tvaru:

v=Q H. (5.30)

Parametr H potom vyjadiuje derivaci funkce zavislosti napéti na ekvivalentni
plastické deformaci a je mozné ho relativné snadno ziskat ze zkousek prislusného
materidlu. Veli¢ina o, kterou nazveme ekvivalentni napéti by méla byt ve vztahu
k ekvivalentni plastické deformaci ¢,,.

Poznamka 5.3. V pripadé, Zze budeme pracovat s materialem, ktery se ridi von
Misesovymi vztahy (tedy nejcastéji s oceli), pak o, bude odpovidat von Misesovu
napéti:

— )2 2 EPERY
Oec = Oymis — \/(01 02) + (02 5 03) + (01 03) . (531)
Tuto veli¢inu pak pri vypoctu vyuzijeme ve vztahu (5.40).

P1i stanovovani H pro ocel potom miizeme pouzit tahovou zkousku na tyci, kde
za ekvivalentni plastickou deformaci budeme pokladat plastickou deformaci ve sméru
osy tyce a za ekvivalentni napéti budeme brat normalové napéti v tomtéz smeéru.

Pro parametr zpevnéni vhodny pro Chen—Chenovu podminku bude nutné pouzit

vvvvvv

5.3.6.1 Aproximace H Rambergovou—Osgoodovou funkci

V nékterych, ostatné dosti castych, pripadech neni pro popis H dostatek experimen-
talnich dat, a proto je tfeba se uchylit k jeho aproximaci vhodnou funkei.! Dal$im
divodem k pouziti aproximace muze byt fakt, ze parametr H vyzaduje znalost
plastické deformace, zatimco pri zkouskach se méri deformace celkova a oddéleni
plastické slozky muze byt komplikované.

Je mozné zvolit jakoukoli vhodnou funkci, v tomto odstavci si ukazeme pouziti
Rambergovy—0sgoodovy funkce.

Aproximace vztahu mezi napétim a deformaci pomoci Rambergovy — Osgoodovy

funkce bude mit tvar: .
o o
=—+ k(= 5.32
€ o + ( Eo) , ( )

kde k a n jsou parametry funkce a FE, je poc¢atecni modul pruznosti. Kiivka popsana
rovnici (5.32) je tedy parabola n-tého stupné.

1Jde zejména o piipady, kdy zdddme, aby zpevnéni ve vypodétu nebylo jen linedrni.
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Pro urceni parametri k, n v je pottebné znalost dvou bodi skute¢ného pracov-
niho diagramu aproximovaného materialu A [e,,0,] a B [ep, 03).

Dosazenim jejich soutadnic do (5.32) vyplyne:

Eo €a—0a
ln (EO €b70'b>

ko= (2—)1n (Eag - 1) . (5.33)

Pokusme se tedy z rovnice (5.32) vyjadrit parametr H. Nejprve rozlozime celko-
vou pomeérnou deformaci € na slozku pruznou e, a plastickou e:

€ =¢€.+¢p. (5.34)

Pruzna slozka deformace vyjadrend z rovnice (5.32) bude mit zfejmé tvar:

g
Ee = E. (535)

Se zbyvajici ¢asti rovnice (5.32) sestavime vztah pro plastickou deformaci:

e, =k (Ei)n (5.36)

0o ,

Oznaéme
H

Protoze pruzna slozka deformace neovliviiuje parametr H, tak mtzeme psat:
n
o -1
ep=Fk (—) =d (o). (5.38)
E,

Vyuzijeme-li znalosti vztahu pro derivaci inverzni funkce vyplyne, ziskame vy-
sledny vyraz pro H:

1 E, (o \'"
H=9 = - 0 (= . 5.39
1 kn (E) (5:39)

Priklad 5.4. Graficky zobrazte Rambergovu—Osgoodovu funkei, je-li pocateéni mo-
dul pruznosti materidlu £, = 20 GPa a jsou-li dva body pracovniho diagramu po-
psany hodnotami uvedenymi v tabulce 5.1.
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Bod | pomérna deformace [—| | napéti [M Pal
1 0.00094 8.0
2 0.01000 20.0

Tab. 5.1 Parametry Rambergovy — Osgoodovy funkce pro priklad 5.4.

8e+06

7e+06 -

6e+06 /

5e+06 /

4e+06
3e+06 /
2e+06 /

Il Il Il

0
0 0.0001 0.0002 0.0003 0.0004 0.0005 0.0006 0.0007 0.0008 0.0009 0.001
equivalent strain [-]

equivalent stress [Pa]

1e+06 /

Ramberg-Osgood inelastic —+—
elastic )

Obr. 5.11 Aproximace Rambergovou—Osgoodovou funkei.
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Resend. K TeSeni potfebujeme urcit parametry k a n podle rovnice (5.33). Dosazenim
ziskame:

k = 1.464017 107, n = 3.070435.

Pro vykresleni funkce ur¢ime hodnoty ¢ pro zvolend o z rovnice (5.32). Ziskdme
graf uvedeny na obrazku 5.11.

A

5.3.6.2  Zpevnéni pro beton podle Ohtaniho a Chena

K popisu funkce zpevnéni je u betonu tfeba pouzit vice parametri tak, aby bylo
vystizeno rozdilné chovani betonu pii riznych zptisobech namahani.

V navaznosti na Chenovu podminku plasticity navrhli Ohtani a Chen [28] funkci
zpevnéni, ktera je funkei t¥i parametri — ekvivalentnich napéti pti jednoosém tlaku,
dvojosém tlaku a jednoosém tahu.

Funkci zpevnéni ¢ proto navrhli ve tvaru:

of " [ oo Of 7" [ 0. of " ( 9o,
vl {afrelan) (et el {52} oo

ve zkraceném tvaru pak:

Y =a1Q1H: + a2Q2Hye + a3z H,y, (5.41)
kde parametry zpevnéni maji tvar:

do,

H, = : 5.42

o (5.42)
80bc

Hy,, = , 5.43

b Do (5.43)
80}

H = —. 5.44

= (5.44)

Jak jiz bylo uvedeno v predchozich odstavcich, hodnoty H je potifeba uréovat
ze zkousek betonu pri prislusnych zptisobech namahani nebo je mozné pouzit apro-
ximace vhodnou funkci. Muzeme vyuzit naptiklad Rambergovy—Osgoodovy funkce
tak, jak to bylo popsano v predchozim textu.

Parametry « vyjadiuji prispévek jednotlivych clent rovnice (5.40) do vysledné
funkce zpevnéni a zavisi na oblasti namahani. Hodnoty a doporuc¢ené Ohtanim jsou
uvedeny v tabulce 5.2.
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’Zéna \ aq \ Qo ‘ Qs ‘
C-C 1 1 0
C—T, T-C crt;h crz;h UC:::Il
T-T 0 | 0 | 1

Tab. 5.2 Hodnoty parametri « v zavislosti na oblasti namahéni.

Pro vyjadreni @, ()2, Q3 je tieba stanovit materidlové konstanty, které se uplatni
i v rovnicich naslednych podminek plasticity:

0'2 — 0'2
A, = T % 5.45
20bc - O-c’ ( )

2 chac(QUc - ch)

= 5.46
Te 3200 —0.) ( )
4, = & 3 o (5.47)
P = U%at, (5.48)

(5.49)

kde o, o4 a 0, jsou ekvivalentni napéti v jednoosém tlaku, dvojosém tlaku a jed-
noosém tahu.

Parametry @1, @2, 3 je pak mozné zapsat pro oblast tlak—tlak:

0= aaojv: - 3(2%1_ PP (00 = 40e0be + 03) (11 + 200c), (5.50)
9 = aifbc - 3(2%2— 06)2(03 — 4004 + 03,) (I + o3c), (5.51)
O = g_i =0 (5.52)
pro ostatni oblasti:
@ = gf = g -2, (5.53)
@ = 6‘60{0 =0, (5.54)
Qs = g—i = (- 2. (5.55)

'PovSimnéte si, Ze napéti na mezi pruznosti materialu (fyc, fype, fy¢) byly nahrazeny ekvivalent-
nimi napétimi. Urceni ekvivalentnich napéti pro aktudlni stav materidlu béhem zpevnéni je trochu
komplikovanéjsim problémem, a je tifeba je iterativné stanovit tak, aby byla splnéna prislusna
néslednd podminka plasticity. Podrobnégjsi vyklad je mozné najit v [16].
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5.3.7 Podminka poruseni

Skuteény materidl se po dosazeni urcité trovné zatizeni zacne porusovat (trhat, dr-
tit).! To je t¥eba zohlednit i pfi vypoctu, a proto se definuje podminka porusent.
Zpravidla méa stejny tvar jako podminka plasticity, ale misto napéti na mezi pruz-
nosti se do ni dosazuji napéti na mezi tinosnosti (tedy pevnosti) materidlu.

U oceli a dalsich kovii miizeme jako podminku poruseni pouzit von Misesovu
podminku:

(01— 02)* + (03 — 03)* + (01 — 03)* — 2f2 = 0, (5.56)
kde f, je napéti na napéti na mezi pevnosti (,,pevnost®) materialu.

V pripadé betonu by podminka poruseni podle Chena a Chena méla tvar:

JQ + ?’:J«C Il - 7—’36 = 07
1 Ay
Jy— =+ 22— 72 = 0. (5.57)
6 3
kde jednotlivé vyrazy maji vyznam:
R
Auc — uoc uc ,
2fubc - fuc
7_2 _ fubcfyc(quc - fubc)
ve 3(2fubc - fuc) ’
Aut — fuc - fut7
2
7—313 — fuc.fut.
6

Hodnota f,. je pevnost betonu v jednoosém tlaku, f,;. je pevnost betonu v dvo-
josém tlaku a f,; je pevnost betonu v jednoosém tahu.

Poznamka 5.5. Zejména u betonu se pri praktickém vyuzivani vyse uvedenych
vztahtt setkdvame s problémem urcovani hodnot jednotlivych parametri materi-
alu. Okamzik, kdy v betonu dochazi k prechodu z pruzného do plastického stavu,
a ktery by méla identifikovat podminka plasticity, je do zna¢né miry smluvni, pro-
toze k nepruznému porusovani betonu (vzniku trhlinek, ptipadné k drceni) dochézi
jiz prakticky od pocatku jeho zatézovani.

V zavislosti na typu a vlastnostech betonu se tedy voli parametry mezi plasticity
jako 0,3-0,5 nasobky parametri na mezi pevnosti.

U stavebnich materidlli, zejména u betonu, ovem k porugovani materidlu (napifklad ke vzniku
trhlinek) dochazi béhem celého procesu zatézovani. Podminka poruseni u nich proto popisuje stav,
kdy trhliny svoji velikosti a mnozstvim ohrozuji nosnou funkci a bezpecnost konstrukce.
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Dalsim problémem je vztah mezi parametry v jednoosém a dvojosém tlaku. Proto
se zpravidla predpoklada, ze mez pruznosti ve dvojosém tlaku je 1,2nasobek hodnoty
v jednoosém tlaku a stejny pomér se voli pro pevnosti.

Poslednim podstatnym problémem je samotné urceni pevnosti betonu v jedno-
osém tlaku a tahu. Klasické zkousky betonu neumoznuji tyto hodnoty primo urcit,
protoze se pri nich beton porusuje podstatné komplikovanéjsim zptusobem (napriklad
pti zkousce krychle v lisu se beton neporusuje tlakem, ale pricnym tahem). Speci-
alizované zkousky, jako je tahova zkouska na valcovém vzorku, vyzaduji specidlni
vybaveni, které zpravidla neni k dispozici.

Proto se potfebné veli¢iny obvykle urcuji ze vysledkti laboratornich zkousek pti-
blizné podle vztaht dostupnych pro rizné typy betont v literatute (pro betony
bézné v pozemnim stavitelstvi dobte funguji napiiklad vztahy v [17]), a zpresnuji se
pomoci kontrolnich vypocti.

5.3.8 Dalsi podminky poruseni pro beton

Kromé uvedené Chen—Chenovy podminky je mozné pouzit i fadu dalsich. Kupfer [15]
na zakladé vlastniho experimentalniho vyzkumu sestavil podminku poruseni pro
stav rovinné napjatosti, ktera je navrzena tak, aby pfimo vyuzivala néktera data ze
standardnich zkousek betonu (pracuje s valcovou pevnosti f.).

Kupferova podminka je v oblasti tah—tah (o1 > 0 a 03 > 0) definovana vztahem
o1 = [, (5.58)
kde f; je pevnost betonu v tahu a o7 je hlavni tahové napéti.

V oblasti tah-tlak je pouzit vztah:

1+ 3,65a o1

= == 5.59
fc (1+a>2 fC7 a 0_27 ( )

kde o1 a o5 jsou hlavni napéti v betonu, f. je valcova pevnost v jednoosém tlaku.
Willam a Warnke [11] sestavili pfevazné na zékladé téch samych experimentalnich

dat odlisnou podminku poruseni a plasticity, ktera ma tvar:
11 \/5 1 Jy

= —— —————1=0. 5.60

/ SZO'C+ 57(0) o, (5.60)

Tato podminka je definovana pro 3D a je k dispozici v komerénim software [17].
Jeji tvar je, pres odlisnost vztaht, velice blizky Chen—Chenové podmince.

5.3.9 Dalsi materidlové modely pro beton

Beton, podobné jako zdivo nebo zeminy a horniny, se ve skutecnosti nechova pruz-
noplasticky. Dochézi v ném k nevratnému porusovani a vzniku trhlin, které ma dosti
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F

Obr. 5.12 Jednorozmérny pracovni diagram betonu.

odlisny charakter od plastického teceni.

Prestoze vyse popsany pruznoplasticky model poskytuje ve vétsiné praktickych
uloh dostatecné presné vysledky, jen obtizné muze popsat stavy, kdy je beton po-
rusen velkym mnozstvim trhlin a kdy jeho tinosnost a tuhost podstatné klesa. To
je potrebné v ulohach, kdy vysetiujeme zbytkovou tinosnost a zivotnost havarova-
nych nebo tézce poskozenych konstrukei, odolnost konstrukei vystavenych ucinktim
vybuchti nebo havarii nebezpecénych technologii (v chemickych provozech, jadernych
zafizenych) a podobné.

Pokud porovname pracovni diagram betonu, ktery je schematicky znazornén na
obrazku 5.12, s diagramy v predchozich kapitolach, je najit si vSimnout, ze pruzno-
plasticky model neposkytuje moznost popsat chovani materidlu pro vzniku trhliny.
Je zfejmé, ze vznikne-li v betonu trhlina, pak v tomto misté zacne klesat inosnost
materidlu, zatimco u pruznoplastického materidlu stéle (byt omezené) nartsta.'

5.3.10 Diskrétni modely betonu

Diskrétni modely jsou zalozeny na predpokladu, ze je potfebné modelovat siteni
jednotlivych trhlin, a to ipravami sité kone¢nych prvk.

Princip je tedy velmi jednoduchy a je znazornén na obrazku 5.13: v pripadé,
ze je v nékterém uzlu sité konecnych prvki prekrocena tahova pevnost materialu,
dojde k oddéleni prvki (dosud spolecny uzel je nahrazen dvéma samostatnymi uzly
patiicimi riznym koneénym prvkum) a dalsi vypocet probihd na takto zménéné siti
konec¢nych prvki.

1Uvedené zjednoduseni je ovsem ponékud piikré, protoze postupny rozvoj trhlin je v pruzno-
plastickém modelu simulovan pomoci poklesu tuhosti béhem zpevnéni, dale uvedené , presnéji“
modely ovsem obvykle predpokladaji linedrni chovani az do vzniku tahové trhliny.
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Obr. 5.13 Princip diskrétniho modelu betonu.

Prestoze uvedeny princip je velice jednoduchy, prinasi pouziti diskrétnich modeli
fadu obtizi. Kromé nutnosti upravovat sif konecénych prvkt béhem vypoctu jde
predevsim o nemoznost zachytit vSechny trhliny (sit by musela byt velmi podrobnd).
Dalsim problémem je zdvislost vysledku na velikosti sité konecngch proki, kterd je
problémem i dale uvedenych modeli.

5.3.11 Koncept rozmazanych trhlin

Déle popisovany model patii do skupiny kontinuitnich modeli stejné jako modely
pruznoplastickeé.

Dalsi modely mohou byt zaloZeny na nelinedrni lomové mechanice (modely roz-
mazanych trhlin, modely nelokalntho kontinua, mikroploskové modely a dalsi).

V nésledujicim textu si priblizime jeden z moznych modelt zalozenych na kon-
ceptu rozmazaniyjch trhlin.? Pro jednoduchost se omezime jen na otézky modelovani
chovani betonu v tahu a v tiloze rovinné napjatosti. VIiv trhlin na mechanické vlast-
nosti materialu je v takovém modelu simulovan prostrednictvim tpravy hodnot ma-
teridlovych parametri, pricemz spojitost materidlu zistava zachovana. Popisovany
model vychazi z praci Bazanta [1], Cervenky [19] a dalsich.

Koncept rozmazanych trhlin je velmi vyhodny prfi pouziti metody konecnych
prvkil, protoze ani v priubéhu simulace rozvoje trhlin v materialu nevyzaduje zadné
zmény tvaru sité konecnych prvka. Ma ovSem i urc¢ité nedostatky, o kterych bude
pojednéano nize. Pouzity predpoklad o poklesu hodnot mechanickych vlastnosti (mo-
dulti pretvarnosti nebo ,tuhosti“) oblasti s trhlinami je ovSem vystizny zejména
v pripadé, kdy v materidlu vznikd sit drobnych trhlinek (napt. pocatecéni faze po-
rusovani betonu nebo zelezobetonu vyztuzeného sitémi, pripadné nékterych vlak-
nobetont), v piipadé, ze v materidlu vznikaji jednotlivé trhliny velkych rozméru
samoziejmé nelze ocekavat vystizné vysledky.

1V nékterych publikacich je mozné najit starsi idaje, Ze tento problém se u diskrétnich modellt
nevyskytuje. Bohuzel novéjsi prace ukazuji, ze tomu tak neni, a tento problém zde nelze zanedbat.

2Casto se pouziva i nazev rozetrengch. V angli¢tiné se pak obvykle pouzivé termin ,smeared
cracks®.
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R red.

Obr. 5.14 Tlustrace konceptu rozmazanych trhlin.

2

Obr. 5.15 Sméry materidlové ortotropie pro material s trhlinami.

5.3.11.1 Materidlové parametry

U materidlu s trhlinami je zfejmé, Ze mechanické vlastnosti (predevsim modul pte-
tvarnosti — v dalsim budeme pouzivat oznaceni ,rezidudlni normalova tuhost“) ve
sméru kolmém na trhlinu budou odlisné (zpravidla nizsi) oproti vlastnostem ve
sméru rovnobézném se smérem trhliny. Jako opravnény se zde proto jevi predpo-
klad o ortotropnim chovani materialu.

Matice tuhosti materidlu mtuze v takovém pripadé nabyt tvaru:

R R1 I/Rl 0
Dey=——o— | VR R 0 : 5.61
RQ — 2 Rl 0 ! 02 B8 G ( )

R2/(R2—v? R1)

kde R;, Rs jsou rezidualni normalové tuhosti, v je Poissoniiv soucinitel, G je modul
pretvarnosti ve smyku a 3 je redukéni koeficient pro G.

Vztah (5.61) byl ziskan upravou klasické matice tuhosti ortotropniho materi-
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alu [1] tak, aby byl splnén pozadavek jeji symetrie podle hlavni diagonaly. Ortotropni
materidl je ve 2D popsan také dvéma riznymi hodnotami Poissonova soucinitele, coz
je u betonu obvykle problém, protoze zjisténi dostatecné presné hodnoty této velic¢iny
je v praxi nesnadné i u trhlinami neporuseného materialu. Proto byl Poissontv sou-
¢initel ve sméru kolmém na trhlinu ponechan stejny jako u neporuseného materidlu
a druhy soucinitel byl dopoc¢ten z predpokladu symetrie matice tuhosti.

V préci [1] je navrhovan i mirné odlisny zpisob prace s Poissonovymi souciniteli,
jehoz vysledkem je vztah:

Rl U/ Rl RQ 0

1
D = vV R Ry Ry 0 , (5.62)
1 —v? 0 0 B G
T7(0-7)

5.3.11.2 Urcovani rezidualnich normalovych tuhosti

Pro vyuziti matice (5.61) je tfeba zvolit vhodnou strategii vypoctu rezidudlni nor-
malové tuhosti ve sméru kolmém na smér trhlin. Je zfejmé, ze v pripadé dvojosé
napjatosti je tfeba zvolit postup, ktery bude prihlizet k k tomu, Ze napjatost neni
jednoosa.

Obr. 5.16 Ekvivalentni jednoosy vztah mezi o a €.

Velmi casto se proto uplatnuje ,inzenyrsky* pristup, ve kterém jsou normélové
tuhosti stanovovany na zakladé ekvivalentni jednoosé zavislosti mezi napétim a po-
mérnou deformaci [19]. V takovém pripadé je tieba zvolit vhodné veli¢iny, napiiklad
hlavni tahové napéti a jemu odpovidajici pomérnou deformaci.

Zohlednéni dvojosé napjatosti je pak mozné zahrnout do vypoctu tak, ze para-
metry jednoosé zavislosti se urcuji z hodnot funkce poruseni materialu ve 2D, které
odpovidaji aktudlni dvojosé napjatosti (viz napiiklad [11]).

Vyuzivany byvaji rizné podminky poruseni, naptiklad drive nékteré z vyse po-
psanych (Chen—Chenova, Kupferova).

Obvyklym vypocetnim postupem je urceni okamziku inicializace ,trhlin“ (nebo
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Obr. 5.17Schematické znazornéni Kupferovy podminky pro hlavni napéti oy, o9

w

Obr. 5.18 Zavislost mezi otevienim trhliny a napétim.

pocatku tlakového poruseni) pomoci zvolené podminky pro 2D napjatost a nésled-
nou aplikaci jednoosého ekvivalentniho vztahu.

Je mozné bud smér trhlin (a tedy smér veli¢in vstupujicich do ekvivalentniho
jednoosého vztahu) ztotoznit bud se smérem hlavnich napéti v okamziku poéatku
rozvoje ,trhlin“! nebo provadét tpravu sméru ,trhlin® v zavislosti zmén sméru
hlavnich napé&ti v pritbéhu dalsiho vipoctu.?

Je zndmo [1], Ze samotné pouzivani jednoosého vztahu mezi napétim a defor-
maci pro popis chovani betonu v tahu vede k nevystiznym vysledkim (beton se
obvykle porusuje v relativné uzkych oblastech, zondch lokalizace, coz timto vztahem
neni mozné dostatecné vystihnout) a predevsim v metodé koneénych prvkia dochézi
k zavislosti vysledkii vypoctu na tvaru a hustoté konec¢nych prvka.

1Obvykle se v literatuie oznacuje jako ,model pevnych (fixovanych) trhlin®.
2Zpravidla se oznacuje jako ,model rotujicich trhlin“.
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Pro dosazeni vysledk, které jsou v lepsi shodé s chovanim skutec¢ného materialu,
se pouziva fada postupt. Jednim z nich je model pdsu trhlin navrzeny Bazantem [1],
ktery predpoklddal, Ze energii uvolnénou pii tiplném otevieni trhliny! je mozné po-
vazovat za vlastnost materialu. Pro takovou energii se obvykle pouziva nazev lomovad
energie.

P1i rozvoji trhlin se podle [1] predpokladd platnost vztahu:
Grp = Ag L = konst., (5.63)

kde L je $itka oblasti porusované trhlinami (Sitka pasu trhlin),> Ag je plocha oblasti
pod sestupnou vétvi pracovniho diagramu na obrazku 5.18 a Gg lomova energie.
Lomovou energii je mozné urcovat experimentalné a odpovida energii uvolnované
pri rozvoji trhlin. Je definovana jako:

Gr = /000 on(w) dw, (5.64)

kde o,(w) je napéti a w je $itka trhliny® podle obrdzku 5.19.

Obr. 5.19 Sitka pasu trhlin.

Lomovou energii je sice mozné povazovat za materialovou vlastnost, zjistuje se
vSak nestandardnimi postupy (z pohledu evropskych technickych norem). Pokud
tato hodnota neni k dispozici, je mozné ji priblizné stanovit z predpokladu, ze sitka
trhliny po uplném uvolnéni napéti w, je priblizné invariantni viaci vlastnostem be-
tonu a je s lomovou energii v relaci:

2Gp
fe

1V betonu jde samozfejmé o otevieni viech trhlinek v jednotce materidlu.

2 Obvykle jde o ,sitku“ oblasti, na které je vztah uplatiiovan, v metodé koneénych prvki je to
rozmér konecného prvku nebo jeho ¢asti prislusejici vySetrfovanému materidlovému bodu.

3Siika plné oteviené trhliny je s pomérnou deformaci svazana vztahem w = ¢, L

(5.65)

W, =
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Tab. 5.3 Hodnoty soucinitele ap.

Obr. 5.20 Vztah mezi napétim ¢ a pomérnou deformaci €.

kde f; je pevnost betonu v jednoosém tahu.

Lomovou energii l1ze také stanovit empirickym vztahem podle Karihalooa [15]:
Gr=ap(f.)" (5.66)

kde f. je pevnost betonu v tlaku a ap je soucinitel, zavisejici na maximalni ve-
likosti zrna kameniva g v betonu. Orienta¢ni hodnoty jeho velikosti jsou uvedeny
v tabulce 5.3.

Je-1i naptiklad zavislost mezi napétim a deformaci v materidlu s rozvijejicimi se
trhlinami popsana jako linearni, je pri aplikaci modelu pasu trhlin zfejmé nejvyhod-
néjsi upravovat hodnotu modulu F, tak, aby byla splnéna rovnice (5.63). P¥i uvazeni,
ze sitku trhliny lze stanovit jako:

w=¢ L, (5.67)

a z geometrickych vztahi na obrazku 5.20 je mozné E, stanovit ve tvaru:

_ B
1 _ 2GrE, -

- 2
L Umaac

E, = (5.68)

Sitka pésu trhlin odpovidé rozméru konecného prvku ve sméru kolmém na smér
trhlin, zjednodugené je tedy mozné polozit L = v/A, kde A je plocha prvku p¥islusna
vysettovanému integrac¢nimu bodu konec¢ného prvku.
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Priklad 5.6. Pomoci vhodného software reSte obdélnikovou sténu zatiZzenou upro-
stted horniho okraje zatizené bodovou silou. Sténa je prosté ulozena a mi rozmeéry
2 x 1 m a tloustku 0, 1 m. Vyneste pracovni diagramy (vztah mezi zatizeim a svislou
deformaci) pro déleni sité kone¢nych prvkiu 8 x 4, 16 x 8 a 18 x 9 pro bod uprostied
spodniho okraje stény.

Reseni. Pro feseni pouzijeme koneénéprvkovy software uFEM. Na obrazku 5.21 je
jedna z variant koneénéprvkového modelu. Ve vsech pripadech je mozné sestavit sit
se ¢tvercovymi koneénymi prvky, rozdily jsou jen v jejich poctu a velikosti.

UFEM 02,30
Results
Time: 20.0000

~ 1.000000¢+00
L 8.750000¢-01
. 7.500000¢-01
- 6.250000¢-01

A . 5.000000¢-01

- 3.750000e-01

- 2.500000¢-01

- 1250000¢-01

-2.500000e-01

-3.750000¢-01

-5.000000e-01

L |
L |
L |
L |
L | - -1.250000¢-01
L |
L |
L |
L |

i
i

I, -6.250000e-01
I, -8.750000e-01

y

bx

20.03.2008

Obr. 5.21 Sténa zatizena silou — vypocetni model prikladu 5.6.

Na obrazku 5.22 jsou uvedeny pracovni diagramy (zde ve formé zavislosti mezi
velikosti zatizeni a dosazenou deformaci) pro varianty sité koneénych prvki.

A
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Obr. 5.22 Sténa zatizena silou — pracovni diagramy.
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5.4 Geometricka nelinearita

5.4.1 Geometricko—deformacni rovnice

V teorii pruznosti |
ve tvaru:

Ex —

Ey =

Ey, =

Yoy =

Vyz =

ou

= o
ov

— a_y’
ow
R
ou Ov
dy " ox
ov  Ow
9: oy’
ou Ow
9z Ox’

Yoz —

] obvykle pracujeme se zjednodusenymi geometrickymi vztahy

(5.69)

Toto odvozeni je zalozeno na podstatnych zjednodusenich, nicméné v ptripadech,
které odpovidaji predpokladiim o malych deformacich fesenych konstrukeci, posky-

tuje dostatecéné presné vysledky.

V pripadé, ze deformace konstrukce nejsou malé (naptiklad prihyb nosniku se
blizi 1—10 jeho rozpéti), vztahy (5.70) jiz nemusi vyhovovat. Pro takové tlohy je po-
tfebné geometrické vztahy odvodit presnéji.

Uvazujme s soualdu s obrazkem 5.23 tisecku o délce ds, kterd je napriklad hranou
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Obr. 5.23 K odvozeni geometricko-deformacnich vztah.

krychle vyjmuté z pruzného télesa. Ziejmé muzeme délku ds vyjadrit pomoci jejich
prumétt do os z, y a z:
ds® = da® + dy* + d2*. (5.70)

Po deformaci dojde k posunu pocatku usecky (bodu a) o vzdalenosti du, dv, dw
do bodu @, ale také ke zméné jeji délky z ds na ds:

ds® = dz° + dy* + dz°. (5.71)

Slozky posunu bodu a do @ mtzeme zapsat v obvyklém tvaru:

du = %dw,
ov
dv = —d 5.72
v oy (5.72)
dw = g—qjdz.

Polohu konce tisecky po deformaci (bodu b) miizeme stanovit na zédkladé posunuji
bodu a do @ a na zakladé délky ds:

dz* = (du + dx)?,
dy* = (dv + dy)?, (5.73)
dz* = (dw + dz)>.

Po dosazeni rovnic (5.74) do vztahu (5.71) a tpravé ziskdme:

ds® = dz® + dy* + d2* + 2 (du dx + dv dy + dw dz) + du® + dv? + dw?.  (5.74)
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Nyni z vyuzitim vztahu (5.71) a (5.

74) zapisme druhou mocninu zmény délky
usecky z ds na ds:

ds —ds = du® + 2 du dx + dv* + 2 dv dy + dw* + 2 dw dz. (5.75)
Dosazenim z (5.73) napiiklad pro viraz du® + 2 du dz ziskdme:
du* +2 du de = (%dm)Z + (Z—Zdy)2 + <§—Z)dw)2 +
+ 2 (g—Z%dy dz + %%dz dx + %g—;tdx dy) + (5.76)
+ 2 (%daﬁ + g—de + %d%) .

Analogické vztahy muzeme ziskat pro ostatni ¢leny vyrazu (5.75).

Protoze uvedeny vyraz (5.75) by mél obsahovat slozky vektoru pomérnych de-
formaci, je mozné psat:

ds —ds =2 (g, dz” + &, dy” + €. dz° + y,.dy dz + 7.pdz do + Yyyda dy) . (5.77)

Na zékladé (5.77) mizeme jednotlivé slozky vyrazu 5.77 tedy zapsat:

)
* or 2 |\ Oz ox ’
N )
Y oy 2|\ dy Oy ’
ow 1 ou\ > ov\”
€, = §+§[(%) —f-(&) , (5.78)
ou Ov Oudv Ovdv OJwow
Yoy = a_y‘F%“—a—y%—{—%a—y‘i‘%a_y,
ov Ow Ovdw Ovdv Owow
Yyz = &‘f‘a—y"‘&a—y"f—a—y&‘f‘a_ya,
ou Ow Oudw OJudu Owow
Yo = 8, 9 T 9:0x 0200 ' 920z

Vztahy (5.79) je mozné vynechdnim smisenych derivaci a mocnin derivaci upravit

na vztahy (5.70), které se bézné vyuzivaji v linedrni teorii pruznosti |

]. Nové uve-

dené vyrazy (5.79) umoziuji popsat deformace presnéji' a miizeme tedy odstoupit
od pozadavku malych deformaci studované konstrukce.

Pokud budeme pti vypoctech vztahy (5.79) pouzivat, povede Teseni na soustavy
nelinedrnich rovnic. Takové tlohy budeme nazyvat geometricky nelinedrni.

Povsimnéme si, ze i zde pracujeme se zjednodusujicim piedpokladem, Ze Yoy = Vyz-
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5.4.2 Geometricky nelinearni ulohy ve stavebni mechanice

V pripadé, ze deformace konstrukce jsou ve srovnani s jejimi rozmeéry nezanedba-
telné, fikame, ze konstrukce ma konecné deformace. To je ptripad vyjimecny a cilem
projektanta je se mu u obvyklych konstrukei vyhnout.

U stavebnich konstrukeci proto mtizeme ocekavat tyto typické pripady geometric-
kych nelinearit:

e Velka posunuti u, ale pomérné deformace € << 1:

— v € se uvazuji jen linearni ¢leny: takto fesime ploché oblouky nebo lana,

— rotace w < 1, ale w >> €, u normalovych pomérnych deformaci uplat-
nime jen linearni ¢leny, ale u zkoseni i ¢leny dalsi. To je pripad tloh
linearni stability.

Pripad, kdy jsou velkda jak posunuti a pootoceni, tak pomérné deformace je
u stavebnich konstrukei velmi neobvykly, vyskytuje se spise v nékterych specialnich
ulohach hornické mechaniky nebo ve strojirenstvi.

Poznamka 5.7. Pti popisu tlohy zalezi na volbé referencniho systému souradnic:
v dalsim textu se bude predpokladat pevné soustava soufadnic (béhem Feseni se
nemeénici) — Lagrangeovskd.

5.4.3 Geometricka matice tuhosti prvku

Pri feseni geometricky nelinearnich tloh metodou konecnych prvkia budeme pracovat
se soustavou rovnic ve tvaru:

(K+Kg)r=F, (5.79)

kde matice Kg obsahuje ¢leny vzniklé z ,nelinedrnich® prvka v € a oznacuje se jako
,matice poc¢atecnich napéti“, , geometrickd matice* nebo ,stabilitni matice®. Zavisi
na aktudlni napjatosti a neni ji tedy moiné stanovit predem. Ulohu proto Fesime
nejcasténi Newtonovou-Rapsonovou metodou nebo metodou délky oblouku [50].

Rovnici (5.79) muzeme vyuzit pfi feseni tiloh linearni stability. Pouzitim matice
K zajistime zahrnuti vlivu deformace konstrukce do vypoctu (ptjde tedy o obdobu
Eulerova feseni na prutu). Cilem je najit kritické zatizeni pro ztratu stability:

(K + AKg)r =0 (5.80)

coz je jista analogie ,M = F' u* z Eulerova Teseni.

Problém (K+AKg)r = 0 je tloha o vlastnich ¢islech matice, A je potom nasobitel
kritického zatizeni.
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Y, Vv u

Obr. 5.24 Prut rovinné prihradoviny v roviné xy.

5.4.4 Odvozeni geometrické matice tuhosti prihradového
prutu

V dalsim textu si ukazeme, jak ziskat geometrickou matici tuhosti ptihradového
prutu, ktery je na obrazku 5.24.

V tomto jednoduchém pripadé je mozné piimo zapsat vztahy mezi funkcemi
posunuti u a posunutimi uzl r:

u = Nr, (5.81)
které zapiseme:
Uy
S e A A (5.82)
v 0 1-— I 0 i (5]
U2

Z rovnic (5.79) pouzijeme ¢len pro €, ve kterém ponechame jen cleny odpovidajici
roviné zy:
ou 1 [ov\*
Ex=7m—+=-=] - 5.83
or 2 (0x> (5.83)
Vyraz pro potencidlni energii mé obvykly tvar:

1 [* EAL
II; = —/ €,0,dr = g2. (5.84)
2/, 2
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Dosadime-li do (5.84) sestaveny vyraz pro ¢, ziskdme:
EAL(ou 1 [/0w\? _EAL[fou\> ou o0\

Ve poslednim vyrazu jsme provedli nékterd zjednoduseni (vynechani ¢lent vys-
sich Tadu, které pokladame ze vyrazné mensi nez ostatni cleny). Tim ziskdme méné
presné, ale podstatné jednodussi vyrazy.! Vyraz (5.85) mtiZzeme podrobnéji rozepsat:

AFE

II; = [(E A L) (4] — 2uiug +u3) + —— (w1 — u2) (v — 20100 + v%)] . (5.86)

N —

L

PrepiSeme-li predchozi viraz do maticové formy sr”(K + Kg)r, mizeme z néj
vyjadrit matici tuhosti:

1 0 -1 0 0 0 0 0
EA|l 0 0 0 0 E A 0 1 0 -1

K+ Kg = < |10 1 0|tz (ug —uy) o0 o0 0 | (5.87)
0 0 0 O 0 -1 0 1

kde leva ¢ast vyrazu je znama matice tuhosti prihradového prvku. Prava ¢ast potom
ziejmé bude hledanou geometrickou matici tuhosti.

Rozdil us — uy odpovida prodlouzeni prutu AL, a proto zfejmé plati:

AL E A

kde N je normalova sila v prihradovém prutu.

Potom miuzeme geometrickou matici tuhosti zapsat ve tvaru:

0 0 0 0

N|o 1 0 -1
Ke=T10 0 0 o (5.89)

0 -1 0 1

Vsimnéme si, ze v rovnici (5.89) vystupuje normalova sila. Tu ovSem neni mozné
stanovit predem, a proto je zejmé, ze pouziti matice Kg opravdu vede na nelinedni
ulohu.

Takto odvozena matice tuhosti miize byt vyuzita pro preseni prihradovych nos-
nikl s velkymi prihyby nebo pro feseni nosnych lan.

'Uvedené zjednoduseni odpovidd piipadu feseni podle teorie 2. fadu v teorii pruznosti.
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Priklady k procviceni
1. Zapiste rovnici pro €, v prostoru.
2. Pro¢ pouziti geometrické matice tuhosti vede na nelinearni tlohu?

3. Ktera podminka plasticity je vhodna pro beton?

Kli¢ k prikladéim k procviceni

)
1'63/_8731

2. Protoze K@ zavisi na vnitinich sildch konstrukce.

3. Chen—Chenova nebo Willama—Warnkeho.
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Kapitola 6

Reseni dalsich stavebnich
problémit metodou konec¢nych
prvku

6.1 Uloha vedeni tepla

Ve stavebni praxi je ¢asto potfebné posoudit chovani konstrukei, nebo jejich ¢asti,
z hlediska vedeni tepla, naptiklad pro nalezeni ,tepelnych mosti“ nebo pro posouzeni
izolac¢nich schopnosti konstrukce.

Tytéz formalni vztahy je mozné uplatnit i pro tlohy Siteni vlhkosti v materialu,
coz je dilezité pri studiu degradace a koroze stavebnich konstrukei.

I pro tyto tdlohy je mozné s vyhodou pouzit metodu konecénych prvki, jen je
pottebné nahradit vztahy a rovnice teorie pruznosti rovnicemi vedeni tepla. Protoze
jde o tulohy, které mohou byt pro ¢tenare méné nazorné nez problémy mechaniky,
budeme v dalsim textu uvadét i fyzikalni rozmeéry jednotlivych veli¢in a budeme se
odkazovat na odpovidajici vztahy z mechaniky a pruznosti.

Cilem tohoto odstavce neni podat komplexni nahled na problematiku vedeni
tepla ani moznosti jejiho feseni — omezime se proto jen na struény nastin tlohy
stacionarniho vedeni tepla. Vyklad provedeme na trojuzlovém prvku pro feseni 2D
uloh, ktery je analogicky trojuzlovému prvku pro feseni rovinného problému.

6.1.1 Prehled zakladnich vztahu v 1D uloze

Zékladni rovnice vedeni tepla ma tvar:

E’L’n + Egen =AU + Eoutu (61)
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L =
—=
L =
— =
——
—=
——
=
dx — [ q x+dx
—=
A Al =
— =
——
—=
=
—=
———
—=
=
—=
X
dx

Obr. 6.1 Vedeni tepla télesem.

kde E;, je teplo vstupujici do tlohy ([W h], [J]), Egen je teplo generované vnitinim
zdrojem ([J]), AU je zména energie ([J]) a E,y; je vystupujici teplo ([J]).

Tuto rovnici je mozné rozepsat do tvaru:
Gz Adt+Q Adr dt = AU + gy, A dt, (6.2)

kde ¢, je teplo vstupujici do tlohy na okraji x (tepelny tok), ((W/m?]), qurds - - - teplo
vstupujici do tlohy na okraji = + dz ([W/m?)), t je cas ([s]), @ je vnitini zdroj
([W/m3]) a A je plocha kolm4 na tepelny tok ([m?]).
Fourieriv zakon ma tvar:
_ ) (6.3)
qil? - T ax7 .

kde ¢, je tepelny tok (teplo vstupujici do tlohy), ([W/m?]), A, je tepelnd vodivost
(W/(m K)|, T je teplota, g—: = g, je tepelny gradient [K m™1].

Tayloruv rozvoj (1. ¢len):

dfs
fx-i—d:c = fot+ %d.%, (64)
tedy z (6.4) plyne:
ar d dr
=—|Ae—+— (\o— | dx|. .
Zménu energie AU muzeme zapsat jako:
AU =c(p A dx)dT. (6.6)

kde ¢ je mérna tepelnd kapacita ([(W h)/(kg K)]) a p je objemovd hmotnost
(kg/m?).
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6.1.2 Rovnice nestacionarniho vedeni tepla

Dosazenim vyrazu (6.6) a (6.4) do zakladni rovnice (6.2) ziskdme rovnici nestacio-

ndrniho vedeni tepla:
d dT dT
_ </\m_> +Q = et (6.7)
dx

dx dt

6.1.3 Rovnice stacionarniho vedeni tepla

Upravou predchozi rovnice (6.7) ziskdme rovnici staciondrniho vedent tepla:

a (/\ dT) Q=0 (6.8)

de \""dx

V tomto pripadé musime zavést omezujici predpoklad, ze tepelné toky se v case
nemeni.

6.1.4 Maticovy prepis vztahi pro dlohu stacionarniho ve-
deni tepla

Pro 2D tlohu muzeme napsat vztahy pro teplotni gradienty ve tvaru e = 97T:
Jol=[ 2 20{T 6.9
w1 2 8){T}, (69
y
coz lze chapat jako analogii geometrickych rovnic v mechanice.

Déale mtizeme Fouriertiv vztah prepsat ve tvaru: q = De:

{33}:”{3?“;} (6.10)

coz je analogii k fyzikdlnim rovnicim v mechanice.

Potenciélni energie ,vnitinich sil“ potom mtizeme zapsat jako:

1 1
H:—/aT qu:—/sTDst. (6.11)
2 Jy 2 Jy

6.1.5 Odvozeni konec¢ného prvku pro stacionarni problém

Uvazujme trojuzovy konecny prvek uvedeny na obrazku 6.2. Tento prvevek budem
mit jednu nezndmou teplotu 7" v kazdém bodé.

Je-li prvek trojuzlovy, musi mit celkem t¥i neznamé uzlové parametry:

T ={T\,T», T3, }". (6.12)
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T2
T1

Obr. 6.2 Trojuzlovy prvek pro tlohy vedeni tepla.

Aproximace neznamych teplot na prvku tedy bude mit vtar:
T(x,y) = aix+asy+ as, (6.13)
coZ je mozné zapsat maticové (T = U a):

{T}=]z y 1] a; : (6.14)

V uzlech 1, 2, 3 mizeme napsat aproximace teplot (r =S a):

T1 1 Y 1 a
TQ = T2 Y2 1 a9 (615)
T3 T3 Ys 1 as

Kombinaci vztahtt e = 87 T a T = U a vznikne € = B a, kde B = 87 U:

(53[5 8] vigmy oo

9y as

()

Z rovnice(6.15) plyne:

tedy:

a=S""r, (6.18)
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kde S™! m4 tvar:

Y2 — Y3 Yz — Y2 Y1 — Y3
T3 — T2 xT1p — T3 To — T

TolYys — T3Ya2 T3Y1 — T1Ys T1Y2 — T2l

St=

1 — (y2 — y3) + 22(ys — 1) + x3(y1 — y2)

Na zéakladé rovnice (6.19) mtzeme napsat vztah pro gradienty teploty:

e=BS'r,
ktery je mozné rozepsat do podoby:

Y2 — Y3 Ys — Y2 Y1 — Y3
XT3 — X2 X1 — T3 To — X1

T2Ys3 — T3Y2 T3Y1 — T1Y3 T1Y2 — T2

1 — (Y2 — y3) + 22(ys — y1) + 23(y1 — ¥2)

Potencialni energie ,,vnittnich sil“ ma tvar:

1 1
H——/equV——/eTDedV.
2 Jv 2 Jv

Po dosazeni do (6.22) za jednotlivé ¢leny je mozné psat:

I, = rT/slTBTDB Stdv el
1%

N =

nebo strucné:
1 7
I,=-r" Kr.
2

Potencialni energie ,,vnéjsich sil* ma tvar:

- [ Qtav,
v
kde Q je vektor tepelnych toku:
a1
Q= qz2
q3

Déale mtizeme napsat znamy vztah:

Kr =F

Y

(6.19)

(6.20)

(6.21)

(6.22)

(6.23)

(6.24)

(6.25)

(6.26)

(6.27)
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kde F je vektor ,zatizeni“ (vektor tepelnych toki) a K ...matice ,tuhosti* (vodi-
vosti) koneéného prvku:

K = / STTBT"DBS'dV. (6.28)
14

Protoze vsechny matice v integralu obsahuji jen konstanty, mizeme upravit do
podoby:
K=tAS"B"DBS, (6.29)

kde t ... tloustka konec¢ného prvku.

6.1.6 Prevod teplot na zatizeni v ulohach statiky

Vypocitané rozlozeni teplot (zmén teplot) muzeme vyuzit jako teplotni zatizeni ve
statickych vypoctech.

Ztejmé plati:
aT
e=|aT |, (6.30)
0

kde T je zména teploty oproti vychozimu nenapjatému stavu a « je soucinitel tep-
lotni roztaznosti ([m/K]).

Potom napéti od zmény teploty budou:
oc=De, (6.31)
a protoze € = B S_; r, tak uzlové sily prvku F miizeme ziskat:
F=t AS'TBT™D. ¢ (6.32)
Priklad 6.1. Stanovte prubéhy napéti o, a o, na sténé. Ulohu feste metodou ko-

ne¢nych prvki, pouzijte koneény prvek odvozeny na minulé prednasce.

Tloustka stény o rozmérech 1x0, 5 m je konstantni a ma velikost ¢ = 0.1m, modul
pruznosti pouzitého materialu je £ = 20 G Pa, Poissontuv soucinitel méa velikost 0.2,
soucinitel teplotni roztaznosti je « =1 107%m/K.

Sténa je zatizena teplotou —5 K na spodni okraji a +10 K na hornim okraji.

Reseni. K feSeni pouzijeme napfiiklad koneénéprvkovy software uFEM [43]. Sit ko-
ne¢nych prvki je uvedena na obrazku 6.3.

RozloZeni vypoctenych teplot je uvedeno na obrazku 6.4.!

A

I Pozorny ¢tendi si jisté povsiml, Ze hodnoty na barevné skale piesné neodpovidaji zadanym
okrajovym podminkam. Neni to chybou software, ale okolnosti, Ze pouzity graficky algoritmus
prumeéruje hodnoty teplot ze vSech ti uzlid prvku a az tento prameér zobrazuje.
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uFEM 6.2.58b
CS: CART
Tinme: 1
ETyps: 1
RSets: 1
Mats : 1
KPs 0
GEnts: 0
Nodes: 66
Elems: 109
Disps: 2z
Loads: [
y
B ox
z8. 11. 2011

Obr. 6.3 Sit konecnych prvki pro priklad 6.1.

uFEH 0.2.58b
Result: s_temp
i 17 1.000
_9.000002+00
| 7.87500e+00

| 6.75000e+00

I, 5.62500e+00
I, 4.50000e+00

_ 3.37500e+00
_ 2.25000e+00
_ 1.12500e+00
_ 0.00000e+00

-5.00000e-01

-1.00000e+00
-1.50000+00

-2 .00000e+00

I, -2 .50000e+00

-3.000002+00
-3.50000+00
-4.00000e +00

y

E x

28. 11. zo11

Obr. 6.4 Vysledné teploty v prikladu 6.1.
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Priklady k procviceni

1. Na konecném prvku byl spocten primeérny prirtistek teploty 7' = 10 K. Je-li koeficient
teplotni roztaznosti o = 0,00001 m/ K, urcete vektor porateénich pomérnych deformaci.

2. Jakou jednotku ma teplotni gradient?

3. Jakou jednotku mé tepelny tok?

Kli¢ k prikladim k procviceni
1. Vektor pomérnych deformaci ma tvar:

0,0001
e =4 0,0001

3.¢ = W/m?.
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6.2 Ulohy stavebni dynamiky

6.2.1 Zakladni predpoklady

Problematika stavebni dynamiky je velmi komplikovana,' proto v této ¢asti strucéné
uvedeme jen nékteré zakladni vztahy, a zdkladni principy dynamickych vypoctia
pomoci metody konec¢nych prvki.

Ve statice stavebnich konstrukei jsme predpokladali, ze zatizeni jsou bud nepo-
hyblivd nebo jen zvolna se ménici nebo pohybujici a Ze tedy nevyvolavaji v kon-
strukcich dynamické ticinky jako je chvéni nebo kmitani. V téchto tlohach se proto
pro potfeby vypocti predpokladalo, ze ucinky zatiZzeni a odezva konstrukce jsou
nezdvislé na case.

V dynamice predpokladame, ze:

e zatizeni jsou pohyblivda nebo ménici se,

e konstrukce se mohou pohybovat (napr. béhem zemétieseni)
e Ucinky zatizeni jsou zavislé na case.

U stavebnich konstrukei se jako tc¢inek dynamického zatizeni zpravidla vysetiuje
(a pripoust{) jen jejich kmitdn, jiné druhy pohybu nejsou pripustné.

Zatizenimi vyvolavajicimi na konstrukcich dynamické tc¢inky mohou byt:
e vozidla (zejména na mostech),

e rotujici nebo pohybliva zarizeni (pramyslova zarizeni, turbiny a generatory
v elektrarnéch, jeraby),

e dulni a prumyslové otfesy (technicka seismicita),
e Ucinky veétru,
e Ucinky zemétreseni.

Soucet vsech setrvacnych (inercidlnich) sil Fy, and sil vyvoldvagici zrychleni F je
nula.

To je mozné zapsat:
F,+F=0, (6.33)

Velkym problémem je zejména tlumeni, ale i vystizny popis tuhostnich charakteristik staveb-
nich konstrukeci na podlozi.
2Ani v dynamice stavebnich konstrukei nepfipoustime mechanismy.
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Fin a F
] = =

Obr. 6.5 Tlustrace D’Alambertova principu.

ﬂ{/ﬁ

Obr. 6.6 Téleso na pruziné.

Setrvacna sila ve vztahu (6.5) se stanovi:
F, =m a, (6.34)

kde m je hmotnost a a je zrychleni.

6.2.2 Kmitani télesa na pruziné

Uvazujme téleso o hmotnosti m zavésené na pruziné o tuhosti k podle obrazku 6.6.
Predpokladejme, Ze tuhost pruziny je k = %, sila v pruziné je F, = k y a setr-
vacnou silu mizeme stanovit podle vztahu (6.34).

D’Alambertuv princip (6.5) je potom mozné zapsat v podobé:

kEy+ma=0. (6.35)

Zrychleni, které je mozné rozepsat jako:

d* y
muze byt dosazeno do (6.35). Tim vznikne vztah:
d? y

Po upravé je mozné ziskat rovnici kmitani soustavy s jednim stupnem volnosti:
k d*y

EerW:O (6.38)
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Obr. 6.7 Harmonické buzeni.

6.2.3 Harmonické zatiZzeni

Jako harmonické oznacujeme takové zatizeni (,,buzeni), které je mozné popsat go-
niometrickou funkeci sinus nebo kosinus.

To muze byt vyvolano napriklad stroji s rotujicimi ¢astmi (naptiklad soustruhy
a jinymi obrabécimi stroji, turbinami a generatory a podobné).

Rovnice harmonického kmitani se od vztahu (6.38) bude lisit doplnénim ¢lenu
odpovidajiciho harmonickému zatiZeni:

Y sk y = Psin(wt) (6.39)
—m = Psin(w .
d t2 y Y
kde P je maximélni hodnota harmonického zatiZeni a w je frekvence zatizeni (tedy

thlova frekvence rotujiciho zafizeni).

Pro rovnici (6.39) je mozné ziskat feseni ve tvaru:

y(t) = P(sinwt — dl sin(w,t)). (6.40)

Wo

Poznamka 6.2. Nejen u harmonického zatizeni, ale i u dale uvedeného obecné pro-
ménného zatizeni se setkavame s potirebou vyhnout se problému rezonance zatizeni
(,buzeni“) a kmiténi konstrukce.

Pojem rezonance je vysvétlovan uz v zékladnich kurzech fyziky. Jeho praktickym
projevem u stavebnich konstrukei je rust vychylek rezonujici konstrukce az do té
miry, ze muze dojit k jejimu poskozeni nebo ziiceni.
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eigen vibrations harmonic load

Obr. 6.8 Harmonické kmitéani.

resonance

resonance

Obr. 6.9 Rezonance.
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i
0 5

25 30

Obr. 6.10 Obecné casové proménné zatizeni.

Rezonance nastane pokud je frekvence kmitani konstrukce — vlastni frekvence,
kterou je mozné stanovit napiiklad z rovnice (6.38) — blizka frekvenci zatizeni uve-
deného na pravé strané rovnice (6.39).

Je zrejmé, ze stavebni konstrukce musi byt navrzena tak, aby k rezonanci se
zatizenim nedochdzelo. To nemusi byt nijak snadné, protoze rovnice (6.38) bude
sice mit jen jedno feseni (a kulicka na pruziné ma tedy jen jednu vlastni frekvenci),
ale u skutecnych konstrukci s mnoha stupni volnosti je pocet vlastnich frekvenci
samoziejmé mnohem vyssi.

V praktickych tlohéach je samoziejmé, Ze zdroj harmonického buzeni, kterym je
strojni zafizeni po spusténi svoji frekvenci zvysuje postupné od nuly az po pracovni
frekvenci. Jim ovliviiovanad stavebni konstrukce musi tedy byt navrzena tak, aby
nedochazelo k rezonanci pri pracovni frekvenci strojniho zafizeni.

Protoze pri rozbéhu stroje dochazi ke stavim, kdy jeho aktualni frekvence je
blizka nékteré vlastni frekvenci stavebni konstrukce, je potiebné zkracovat tyto stavy
na minimum.!

6.2.4 Obecné casové proménné zatizeni

m Obecné Casové proménné zatizeni muze byt vyvolano fadou jevi, napiiklad:

e zemétresenimi,

ITyto idaje by mély byt souc¢ésti provozni dokumentace objektu a musi byt v souladu s pro-
voznimi predpisy daného strojniho zafizeni.
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Obr. 6.11 U¢inek tlumen.

e technickou seismicitou (dopravou, priumyslovou vyrobou, stavebnimi pracemi,
dtlnimi ottesy),

e ndrazy téles (auta, letadla), poruchami, vybuchy,

e pohybem osob po stavebnich konstrukeich (pohyb pésich ucastniki dopravy na
na mostech a lavkach, , mexické viny* divakl na stadionech, pohyb ucastnik
pti hudebnich produkeich, diskotékéch a podobné),

e pusobenim vétru.

K teseni kmitani konstrukei vystavenych obecnému ¢asové proménnému zatizeni
je mozné pouzit rovnici:
d?y
kde P(t) je v ¢ase proménné zatiZeni.

Reseni rovnice (6.41) zpravidla vyZaduje pouziti vhodné metody vysetiujici cho-
vani konstrukce v jednotlivych ¢asovych okamzicich (napiiklad Newmarkovy me-
tody). Toto téma vSak jiz nepatii do ndplné tohoto textu.

6.2.5 Tlumeni

Podle rovnice (6.38) by méla konstrukce, ktera v dusledku u¢inkt zatizeni kmita, i po
odeznéni ziejmé pokracovat v kmitani (a to na svoji vlastni frekvenci). U skutecnych
konstrukei tomu tak neni a dochazi k postupnému zmensovani vychylek v diasledku
tlument.
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Obr. 6.12 Soustava se 2 stupni volnosti.

Rovnici konstrukce zatizené obecné proménnym zatiZzenim, ve které je zaveden
i vliv tlumeni, mizeme zapsat ve tvaru:

& d
d—tgvad—?c—l—ky:P(t), (6.42)

kde ¢ vyjadiuje miru tlumeni.

Tlumeni mize byt vyvoldno mnoha faktory, zejména vsak trenim. Tlumeni se
u stavebnich konstrukei stanovuje obtizné' nejpfesnéji se uréi méfenimi na realizo-
vané konstrukei.

6.2.6 Soustavy s vice stupni volnosti

V praktickych tulohach je obvykle potrebné sestavovat vypocetni modely s vice stupni
volnosti. Napiiklad pruZina na obrdzku 6.12 kromé pohybu u, ve svislém sméru
(ktery jsme jako jediny predpokladali v predchozich odstavcich) muze pohybovat
i ve sméru vodorovném (u). *

Moznosti pohybu konstrukce, a tedy ani pocet stupni volnosti, se oproti iloham
stavebni statiky nijak neméni. Zejména pri predbéznych zjednodusenych vypoctech
se vSak vyuziva moznosti pracovat jen s témi stupni volnosti, které jsou pro danou
ulohu vyznamné, a ostatni stupné volnosti se zanedbavaji, tak, jak je ukdzano na

obrazku 6.13 na nosniku, u kterého se ocekava kmitani predevsim ve svislém sméru.
3

1Zejména kvuli charakteru fady pouZitych materialdi a konstrukénich prvki: zdivo, beton, mnoz-
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Obr. 6.13 Soustava se 3 stupni volnosti.

Rovnici (6.42) je pro n stupiii volnosti mozné prepsat do maticového tvaru:

0%u ou
M— +C—+Ku=F(), 6.43
5z TCg T (t) (6.43)
kde M je matice hmotnosti konstrukce, C je matice ttlumu (tlumeni) konstrukee,
M je matice tuhosti konstrukce, ktera je identicka s matici tuhosti v tlohéach statiky

stavebnich konstrukei.

6.2.7 Metoda konec¢nych prvkia v dynamice konstrukci

K feseni tloh stavebni dynamiky je mozné vyuzit rovnici (6.43). Pro jednotlivé typy
uloh je mozné tuto rovnici zapsat:

e Pro konstrukce zatizené harmonickym zatizenim:

0*u ou ,
MW + CE + K u=Fsin(w t), (6.44)

kde F je vektor maximalnich hodnot harmonickych zatizeni,

e Pro konstrukce vystavené uc¢inkiim obecného casové proménného zatizeni:

0*u ou

kde F(t) je vektor ¢asové proménnych zatiZeni.

e Pro vypocet vlastnich frekvenci (kmitani konstrukce bez zatiZeni; vliv tlumeni
se zde neuvazuje):

0*u

stvi otvorti, polotuhych spoji a podobné.

2A v prostoru bychom méli uvazit i pohyb ve tfetim sméru u..

3Tak jako u kazdého zjednoduseni je i tady potiebné vidy uvazit, zda nemutize dojit k podstat-
nému zkresleni vysledkt, napiiklad v dasledku vynechani nékterého vyznamného stupné volnosti.
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Pokud w je frekvence kmitani, pak je zfejmé mozné psat:
Ku = w’Mu, (6.47)

nebo:
(K —w’M)u=0, (6.48)

coZ je zobecnény problém vlastnich c¢isel svazku matic a w? jsou vlastni &isla
a U jsou jim pifsluiné vlastni vektory. Predstavuji-li vlastni uvedend &sla w?
kvadraty vlastnich frekvenci, pak z jim prislusnych vlastnich vektori je mozné
ziskat tvary kmitu odpovidajici témto frekvencim.!

Rovnici (6.47) je mozné Tesit napiiklad metodou iterace podprostoru, Lanczo-
sovou metodou [1] a dal$imi.

Priklady k procviceni

1. Pruzina se tcinkem sily o velikosti 32 kN protdhne o 40 mm. Urcete jeji tuhost.

2. Kterd rovnice popisuje vlastni netlumené kmitani soustavy o jednom stupni volnosti?

3. Jakym vyrazem je mozné popsat harmonické zatizeni soustavy o 1 stupni volnosti.

Kli¢ k prikladiim k procviceni

_ kN
1 k=0,8EY,
2. %m—i—ky:(].

3. Napriklad P sin(wt).

'Podobné jako u tloh linedrni stability je mozné takto ziskat tvar kmitu, ale ne uz konkrétni

hodnoty vychylek v jednotlivych uzlech konstrukce.
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