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Predmluva

Pri feSeni inzenyrskych tloh jsou velmi ¢asto zminovany a rovnéz uzivany postupy
zalozené na metodé koneénych prvka. Principy metody koneénych prvkia byly po-
psany inzenyry a matematiky jiz ve 40. letech 20. stoleti, avSak skutecné rozsi-
feni a praktické vyuziti této metody bylo podminéno nastupem vypocetni techniky.
V tomto obdobi byli inZenyTi nuceni, pro spravné zadani tlohy pocitac¢i v podobé
programu, proniknout az na samou podstatu metody konec¢nych prvki, tedy uzit
principy a rovnice od zakladu popisujici tuto metodu, tzn. postupovat stejné, jak
je ukazano v predkladaném studijnim textu. S dalSim rozmachem vypocetni tech-
niky se cesty matematiki a inzenyri zacaly pomalu rozdélovat. Prichazely komercéni
vypocetni programy pracujici sice s metodou konec¢nych prvki, ale které také stale
méné dovolovaly a dovoluji uzivateli "vidét"uzity matematicky apardt. Ulohou ma-
tematikl, na druhé strané, bylo a je vytvaret algoritmy, které stale rychleji a efek-
tivnéji resi pozadovany matematicky problém, ktery je vlastné prepisem technického
problému, feseného inzenyry, do Teci ¢isel. Soucasny, stale prudsi rozvoj vypocetni
technicky a numerickych metod vzniklou propast mezi inzenyrskym a matematickym
pohledem stéale prohlubuje. Cilem autoriu této publikace je inzenyrskému oku pood-
halit matematické pozadi metody konecnych prvki s dirazem na provazanost mezi
skuteénym inzenyrskym problémem a matematickym aparatem uzitym k jeho reseni.
Naopak matematikiim odhaluje "zhmotnéni'jimi fesenych matematickych tloh.

Velkym problémem z pohledu inzenyrského vnimani je rovnéz zplisob zapisu
a Cteni celé rady matematickych nastroju a operaci. Autori se tedy snazili o co nej-
jednodussi zpusob zapisu matematickych stati tak, aby za nimi bylo mozno rozeznat
fyzikalni pozadi reseného problému.

Skriptum vzniklo v ramci projektu Matematika pro inzenyry 21. stoleti a svym
obsahem doplnuje soubor materiali pro studium matematiky, které je jiz od poc¢atku
smérovano na uplatnéni v soudobém prostredi numerického reseni tloh.

Text byl vysazen pomoci sazeciho systému TEX ve forméatu pdf WTEX.

V Ostraveé 30. brezna 2012 Autori
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Orientace v textu

Kazda kapitola ma svou pevnou strukturu, kterd by vam méla pomoci k rychlejsi
orientaci v textu. PTi psand miizete vyuzit nasledujici ,stavebni kameny“:

Pruvodce studiem

Prostrednictvim pravodce studiem vas chceme seznamit s tim, co vas v dané kapitole
ceka, které ¢asti by mély byt pro vas opakovanim, na co je tfeba se obzvlasté zamérit
atd.

Cile

V casti cile se dozvite, co vSechno zvladnete a budete umét po prostudovani dané
kapitoly.

Priklad

Touto ikonou jsou oznaceny vsechny Tesené priklady. Konec fesenych piiklada je
oznacen plnym trojihelnickem (A).

Pojmy k zapamatovani

Pojmy zde uvedené jsou vétsinou nové a zcela zasadni. To znamena tyto pojmy
nejen pochopit a umét ilustrovat na prikladech, ale také umeét vyslovit jejich presné
definice.

Kontrolni otazky

Odpovézenim na tyto otazky si ovérite, zda jste danym pojmim porozuméli, zda si
uvédomujete rozdily mezi zdanlivé podobnymi pojmy, zda dovedete uvést priklad
ilustrujici danou situaci atd.

Priklady k procviceni

Tyto priklady slouzi k tomu, abyste si dikladné procvicili probranou latku. Vysledky
uvedenych prikladii jsou zarazeny na konci kazdé kapitoly.

Kli¢ k prikladiim k procviceni

Na konci kazdé kapitoly je uveden kli¢ ke cvicenim, ktery obsahuje vysledky priklad
k procviceni.
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Autotest

Pomoci autotestu si otestujete své znalosti a pocetni dovednosti z celého objemu
uciva.

Pro zajemce

Tato c¢ast, jak jiz bylo uvedeno vyse, obsahuje rozsireni vysledki na funkce tti
a zejména obecné n proménnych. Je od ostatniho textu odliSena mensim typem
pisma.

Literatura

Jedna se o literaturu pouzitou autory pri vytvareni tohoto studijniho materialu
a také o literaturu doporucenou k dalsimu studiu.

Rejstrik
Rejstiik, uvedeny na konci skript, poslouzi ke snadné orientaci v textu.
Definice a véty jsou uvedeny v ramecku (v tiskové verzi) resp. barevnym pismem

s barevnym pozadim (v obrazovkové verzi). Konce dikazi jsou vyznaceny prazdnym
¢tvereckem ([J), konce Teseni priklada plnym trojihelnickem (A).
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Kapitola 1

Aproximacni technika metodou
vazenych rezidui

Pruvodce studiem

V této kapitole se seznamite s metodou vaZenych rezidui pro priblizné reseni algebraickych
diferencialnich rovnic. Na prikladu algebraické diferencialni rovnice definujeme pojem va-
Zena rezidua, aproximacni a testovaci funkce a dle typu zvolené testovaci funkce rozlisime
dva pristupy k metodé vazenych rezidui. RovnézZ si vysvetlime pojmy silna a slaba for-
mulace pro pfipad metody vaZenych rezidui.

Cile

Po prostudovani této kapitoly budeme rozumét pojmim:

metoda vazenych rezidui a vazeny primeér rezidudlu,

zkusebni funkce, testovaci funkce a jeji vliv na presnost priblizného fesent,

merita nejmensich ¢tverci v metodé vazenych rezidui,

Galerkinova metoda v metodé vazenych rezidui,

silnd formulace v metodé vazenych rezidui,

slaba formulace v metodé vazenych rezidui.

Nyni se sezndmime s metodou vazenych rezidui pro priblizné feseni algebraickych
diferencialnich rovnic. V prvé radé budeme uvazovat, ze exaktni feseni diferencidlni
rovnice bude v celém intervalu feseni aproximovano spojitou funkei.




Aproximacni technika metodou vazenych reziduf

1.1 VazZena rezidua pro silnou formulaci

Metoda véazenych rezidui je uzitecnd pii hledani aproximovaného (ptiblizné odha-
dovaného) feseni diferencialnich rovnic (déle také zkr. DR). Pro nazornost vykladu
predvedeme jeji princip na feSeni konkrétni zvolené diferencialni rovnice. Pro tento
tcel budeme uvazovat DR! pro hledanou funkci u(z) ve tvaru

d?u

— —Uu=— 1.1

P (1.1)
a hledat jeji feSeni na intervalu 0 < z < 1 s nulovymi okrajovymi podminkami na
koncich u(0) = 0,u(1) = 0. Na tomto misté nutno podotknout, ze zvolend DR ma
znamé presné exaktni feseni ve tvaru

u(z) = Cre™ " + Cye” + x, (1.2)
kde pro zadané okrajové podminky nabyvaji integracni konstanty nasledujici hod-
noty:

e e
Cp=——
e2 -1’ 2 e —1

Vysledny tvar feseni zadané okrajové tlohy zvolené DR miizeme tedy zapsat rovnici

u(z) = 626_ N (e7" —e") + . (1.3)

Zmnalost presného feseni DR neni pro uziti aproximacnich metod nutna, ovsem je-li
obecny tvar feSeni znam, pak je casto vhodnym voditkem pro volbu adekvatniho
tvaru priblizného reseni.

Prvnim krokem pfi uziti metody vazenych rezidui je zavedeni tzv. aproximacni
funkce (angl. trial function), kterou volime tak, aby svym pribéhem byla schopna
vystihnout hledané feseni, a to véetné splnéni pozadovanych okrajovych podminek.
Zvolena funkce obsahuje vzdy neznamé koeficienty, jejichz velikosti budou urceny
pozdéji. Pro zkusebni, aproximacni funkci mtzeme napt. pouzit

u=ax(l —x). (1.4)

Funkce (1.4) predstavuje priblizné reseni uvedené DR. Toto priblizné (aproximacni)
feseni se obvykle lisi od feseni presného. Aproximacni, nebo nékdy také zkusebni
funkce musi byt ovSem zvolena tak, aby splnovala okrajové podminky dané DR,
a tedy musi platit 4(0) = 0,%(1) = 0. Funkce obsahuje jeden neznamy koeficient a,

'Pro tento okamzik neni fyzikalni vyznam zvolené DR podstatny, a proto piipadné fyzikalni
konstanty nabyvaji v rovnici jednotkovych hodnot a byly vynechany i pres to, ze nejsou bezroz-
mérné.



1.1 Vazena rezidua pro silnou formulaci

ktery je nutno dopocist. Vseobecné lze Tici, zZe presnost aproximovaného reseni zavisi
na volbé zkusSebni funkce. Byla-li tedy zvolena néjaka aproximacni funkce, lze pro
ni vypocitat tzv. rezidual, a to zavedenim aproximacni funkce a jejich derivaci do

DR.

d*u _ 2

DR: Ozﬁ—u—l—x aprox.: o = ax(l —x)=ar —ax
x
d*a da d%a

rezidudl: de—;—ﬂ—kx éza—Qam, d—;;:—Za (1.5)
d*a
:d—Z—ﬂ+x:—2a—aaj(1—m)+w

x

Jelikoz se zvolena aproximacni funkce @ lisi od presného feseni, jeji rezidual neni
roven nule pro vsechny hodnoty x v rdmci intervalu feseni. V dalsim kroku bude
dopoctena neznama konstanta a tak, aby zvolena aproximacni funkce vyhovovala
co nejlépe presnému feseni. Pro tento tcel je tedy zvolena vdhovd funkce w (nékdy
testovact funkce, angl. test/weight function) a je sestaven vazeny prumér rezidudlu
I na intervalu, na kterém je hledano reseni. Pro nejlepsi odhad hledané konstanty a
bude hodnota vazeného rezidualu rovna nule, tedy

1 1
2~
[:/wRdas:/w d—u—ﬂ—l—x dz =
da?
0 0

—/w{—Qa—ax(l—x)—l-w}dx—O

V dalsim kroku zkoumame testovaci funkei, jelikoz vysledna priblizna feseni se budou
lisit v zavislosti na volbé tzv. testovaci funkce, pro kterou je pouzivano také oznaceni
vahova funkce. Metoda vazenych rezidui byva proto klasifikovana podle zptsobu
volby testovaci funkce a pro demonstraci budou v nasledujici kapitole uvedeny dva
ze zpusobt volby testovaci funkce (nékdy fikdme také metoda vézeni rezidui).

1.1.1 Metoda nejmensich ctvercua

U metody nejmensich ¢tverct je jako vahova funkce uzita derivace rezidualu podle
neznamych koeficienti a dle vztahu

dR
= —. 1.7
W= (1.7)
Pro nasi DR a zvolenou aproximacni funkci dosazenim obdrzime
dR  d(—2a— 2
w _ d(—2a —az +ax —|—a:):_2_x+$2. (1.8)

:E_ da



Aproximacni technika metodou vazenych reziduf

Dosadime-li vysledek do rovnice integralu vazeného rezidudlu (1.6) ziskdme vztah
pro urceni hodnoty konstanty a

1 1

/wRdx:/(—Q—m—l—xz) (—2a — ax + az® + z) do =

0 0
1

:/(4a+4ax—3ax2—2ax3+ax4—2x—x2+m3) dz =

0

a a 1 1
=|4a+2a—a—=+-——1—=+-)—-0= 1.
(a+a a 2+5 3—|—4) 0=0, (1.9)

odkud vy¢islenim ziskdme a = 65/282 ~ 0,2305 a pro zvolené priblizné reseni
muzeme psat

u=—u(1—2x). (1.10)

1.1.2 Galerkinova metoda

U Galerkinovy metody je vahova funkce odvozena od tvaru zvolené aproximacni
funkce, a to jeji derivaci dle vztahu

da

da’
Pro nasi DR a zvolenou aproximacni funkci dosazenim obdrzime

da  d(ax(l—-x)) B 5
w—@—T—x(l—x)—x—x. (1.12)

Dosadime-li vysledek opét do rovnice integralu vazeného rezidudlu (1.6) ziskdme
vztah pro urc¢eni hodnoty konstanty a:

w (1.11)

1 1

/wRdx:/(x—xQ) (—2a—ax—|—am2+x) de =

0 0
1

= / (—Zax + az? + 2ax® — axt 4+ 2 — x3) dz =
0
a a a 1 1
=(—a+=+-—-S4-—-2)-0=0, (113

(“+3+2 573 4) (1.13)
odkud vy¢éislenim ziskdme a = 5/22 ~ 0, 2272 a pro zvolené priblizné feSeni muzeme
psat

5

ﬂ:ﬁx(l—x). (1.14)



1.1 Vazena rezidua pro silnou formulaci

Ziskané aproximacni vysledky mizeme srovnat jednak vzajemné, ale také s pres-
nym Tesenim DR, napf. na zakladé hodnoty u pro x = 0, 5, kdy obdrzime:

Presné feseni  Aprox. nejmensi ¢tverce Aprox. Galerkin

0,0566 0,0576 0,0568

1.1.3 Zpresnéni aproximacniho reseni

Za tcelem zpresnéni priblizného feseni lze aproximacni funkci rozsirit o dalsi cleny,
napf. @ = a;x(1 — z) + apx?(1 — x). Tato aproximacni funkce obsahuje dvé nezndmé
konstanty, jejichz hodnoty je nutno dopocitat. Pti vypoctu opét uplatnime vazena
rezidua a budeme postupovat stejné jako u prvni aproximacni funkce, tedy nejdiive
sestavime reziduum

d*a
R = d—g —d+x aaprox. 4= a1z(l — x) + axr?(1 — ),
x
d*a  d*(mx(l —z) +ax®(1—x))  d(ay — 2010 + 2690 — 3agx?)
da? da? B dx B

= (—2a; + 2ay — 6asx)

R = (—2a; + 2a5 — 6ay7) — (a17(1 — ) + ag2®*(1 — 2)) + x =
=a (-2 -2+ 2%) +ay(2 — 62 —2® +2°) + 2. (1.15)
Pro vypocet dvou konstant aq, as potiebujeme stejny pocet testovacich funkci, tedy
dvé, které ziskdame dle prislusnych metod parcidlnimi derivacemi podle hledanych
konstant. V pripadé metody nejmensich ¢tverci obecné plati:

_OR
N aai’

w; proi=1,2,...,n, (1.16)

kde R je reziduum a a; jsou neznamé konstanty v aproximacni funkei @. V uvedeném
pripadé lze psat

OR
= =92 2
w1 B, T+ x°,
OR
Wy = — =2 — 6z — x>+ 2°.
3@2

V pripadé Galerkinovy metody je obecny predpis pro testovaci funkei nasledujici:

D
n 3@,-’

w; proi=1,2,...,n, (1.17)
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kde R je reziduum a a; jsou nezndmé konstanty ve zvolené aproximacni funkei a.
V uvedeném piipadé lze psat

ou
wl—a—al—l'(l—l'),
on
= — = 1—2x).
Wy B0, (1 —x)

Naslednym dosazenim obou vahovych funkci do vztahu pro vazené rezidualy bychom

obdrzeli
1

1
d?a
[1—/U)1Rd1’—/w1 —u—?j‘i‘l‘ dl’:O,
dz?

0 0 (1.18)

1 1
d%@
Izz/ngd:r:/wg —u—fH—as dz = 0.
da?
0 0

Integraci obou vztahi ziskdme dvé rovnice pro dvé hledané konstanty a; a as, které
lze z téchto rovnic vypocitat.

1.2 Vazena rezidua pro slabou formulaci

Uvazujeme opét stejnou diferencidlni rovnici (1.1), véetné intervalu feseni a okrajo-
vych podminek:
2
%—u:—m, 0<z=1, u0)=0,u(l)=0.

Definovani problému, jak bylo uvedeno doposud se nazyva silnd formulace metody
vazenych rezidui. Z predchézejicich postupu je patrné, ze silnd formulace vyzaduje
vypocet integrilu [ w(gzg)dx obsahujici ¢len s nejvyssim radem derivace v DR. Aby
bylo mozno ziskat smysluplné ptiblizné reseni takové DR, je nutné, aby vysledkem
integrace byla nenulova, konec¢na hodnota. Pro nasi diive zvolenou DR to vyzaduje,
aby aproximacni funkce byla dvakrat diferencovatelna a 2. derivace méla nenulovou
hodnotu.

Za 1ucelem snizeni pozadavku na diferencovatelnost aproximacni funkce, apliku-
jeme na silnou formulaci (1.6) integra¢ni metodu per-partes:

1 1
d*a d*a _
[:/w{@—ujo}dx:/{w@—wu—l—wx}dx, (1.19)
0 0

kdy aplikaci per-partes na prvni ¢len integralu

1 U=w v = @ 1
24 B  da? da dw da
/w—idx = N\ = [w—u} Y R T (1.20)
/ dx Cdw dii dzx 0o dz dz
u = —

dx - U:@



1.2 Vazena rezidua pro slabou formulaci

muzeme rovnici (1.19) zapsat ve tvaru

1 1

1
dalt dw di
:{w—u} - —w-—udx—/wﬂdx—i—/wxdxzo

1
]—/ _d_w @—wﬂqux dx + w% 1
N dz dzx dz |,
0

Jak je patrné z posledni rovnice, toto vyjadreni integralu vazenych rezidui vyzaduje,
aby aproximacni funkce byla pouze jedenkrat diferencovatelna . Takovy zptsob for-
mulace vazeného priuméru rezidui se nazyva slaba formulace, a to pravé proto, ze
pozadavky na vlastnosti aproximacni funkce jsou slabsi. Ve vztazich slabé formu-
lace, napt. (1.21), se nové objevuje ¢len v hranatych zévorkéch, ktery mé vyznam
von Neumannovy podminky na vnéjsi hranici uvazované oblasti.

Na tomto misté je vhodné zduraznit, ze matematické ipravy, jenz byly provedeny
pro ziskéni slabé formulace byly tpravami ekvivalentnimi, a to znamena, ze obé
formy téhoz problému, tj. silné a slaba formulace jsou formami ekvivalentnimi a ani
jedna neni vici té druhé zatizena zadnym zjednodusenim ve smyslu snizeni presnosti
feseni a obé formy tak jsou vzajemné zaménitelné. Obé formulace jsou v inzenyrské
praxi bézné pouzivany, napt. pohlédneme-li na ulohy z oblasti dynamiky tuhych
téles, pak silna formulace predstavuje dobfe znamé pohybové rovnice, kdezto slaba
formulace predstavuje zdkon o zméné kinetické energie a podobné analogie bychom
nasli v kazdé z fyzikalnich oblasti.

Vlastnosti slabé formulace:

(1.21)

e slaba formulace klade nizsi naroky na nutny rad diferencovatelnosti aproximacni
funkce pro odhad feseni; primym disledkem této vlastnosti je fakt, ze tim klesa
i pocet neznamych konstant, jejichz nalezeni je predmétem konecného resSeni.

e feseni ziskané slabou formulaci nesplinuje nutné rovnici silné formulace ve vyssich
derivacich (které aproximacni funkce slabé formulace obvykle neobsahuje); u napé-
tove-deformacnich tloh se tato vlastnost projevuje faktem, ze pti aproximaci pole
posuvi neni pole napéti na prechodu mezi elementy nutné spojité (pole posuvi
pritom spojité je).

Prvni jmenovana vlastnost spolu s dalsimi prednostmi plynoucimi z aproximace

po ¢astech spojitymi funkcemi jsou po praktické strance natolik prinosné, ze slabd

formulace je dnes s vyhodou vyuzivana pro feseni Sirokého spektra problémi, a to

i s védomim jistych uskali souvisejicich s jejim nasazenim.



Kapitola 2

Aproximace po castech spojitou
funkci

Pruvodce studiem

V této kapitole se budeme vénovat vlastnostem aproximacni funkce, budeme diskutovat
poZadavky na tyto funkce, zavedeme po Castech spojitou aproximacni funkci, interval
reseni rozdélime na dilCi subintervaly - provedeme diskretizaci poZadovaného intervalu.
Déle se budeme vénovat Galerkinové formulaci pro metodu konecnych prvki a navrh-
neme systematizovany zpusob vypoctu vaZenych rezidui s uZitim po castech spojitych
aproximacnich funkci. Nasledovat bude definovani vahové funkce a v zavéru kapitoly vse
predvedeme nazorné na prikladu.

Cile

Po prostudovani této kapitoly budeme rozumeét pojmtm:

e problematika vybéru zkusebni, tj. aproximacni funkce,

e uziti po Castech spojité zkusebni funkce,

e problematika rozdéleni predmétného intervalu feseni na dil¢i subintervaly
- aproximace,

e uziti po castech spojité zkusebni funkce pro slabou formulaci,

e Galerkinova formulace metody konecnych prvki,

e systematizovany zpusob vypoctu vazenych rezidui,

e vahova funkce pri Galerkinové ptistupu k metodé konecnych prvki.
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2.1 Vlastnosti specialni aproximace

Bez ohledu na vyjadreni slabou ¢i silnou formulaci je presnost aproximacniho re-
seni silné zavisla na zvolené zkusebni funkci. Avsak samotna volba vhodné zkusebni
funkce (nebo také aproximacni funkce) pro nezndmé feseni dané DR neni jedno-
zkoumaném intervalu a ¢im komplikovanéjsi jsou okrajové podminky. Za tcelem
minimalizace zminénych obtizi 1ze zkuSebni funkci zapsat jako po ¢astech spojitou
funkci. Abychom popsali feseni v celém hledaném intervalu musime pouzit systém
takto zavedenych funkci, které se vzajemné doplnuji, obvykle takto:

ﬁ:Zai-gbi(x), (2.1)

kde n je celkovy pocet dil¢ich funkci, kterymi aproximujeme feSeni. Soucasné n + 1
udava pocet tsekt, na ktery je interval feSeni rozdélen.
Uvazujme pripad po ¢astech spojité linearni funkce zvolené takto:

(x —wiq)/hi  prowi Sz =y,
<Z5z(37) = (SCz'+1 - $)/hz‘+1 pro x; = r = T, (2-2)
0 v ostatnich ptipadech,

Graf uvedené funkce je na obrazku obr. 2.1, na kterém si souc¢asné mizeme vysvétlit
smysl zavedeni po ¢astech spojité funkce. Jak si mizeme povsSimnout, jednotlivé
vétve zavedené funkce maji nenulovou hodnotu pouze na omezené casti intervalu
reseni. Na vSech ostatnich mistech intervalu feseni je tato funkce nulova.

i i+1
Obr. 2.1 Po ¢astech linearni funkce

Znamena to, ze tato funkce bude popisovat feseni pouze v ¢asti, kde je nenu-
lova. Pri zvyseni poctu tsekii pozadujeme, aby se pfesnost aproximovaného feSeni
zvysSovala.

Predstava, ze nejlepsi aproximacni feseni obdrzime rozdélenim intervalu na ab-
normalné vysoky pocet takovych tsekl je ovsem zavadéjici, a to hned z nékolika
divodu, napt.: kazda nova podoblast intervalu feSeni musi mit konecnou délku, tj.
nemuze mit infinitezimalné maly rozmér dx ; pak pri vysokém poctu podoblasti
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dostavame pro feseni vysoky fad soustavy rovnic pro feseni koeficientd a;; a v ne-
posledni fadé pro malé podoblasti budeme narazet na numerické moznosti uzitého
HW a SW platformy a dalsi.
Aplikaci zminéné po cCastech spojité zkusebni funkce predvedeme na jiz drive

uvedeném piikladu. Uvazujme okrajovou tlohu popsanou DR (1.1):

d?u

q2 u=
Pro tuto tlohu mtzeme formulovat integral pro vazena rezidua jednou z nasledujicich
forem

0sz=1, u(0)=0,u(l)=0. (2.3)

1 1
424 dw da da]’
I:/w{d—;—ﬂ—l—x}dx:/(—£~£—wa+wx> dz + {wﬁ]o. (2.4)
. ., 9
silng f;rrmulace slaba fgrrmulace

2.2 Uziti pro slabou formulaci

V dalsim Teseni vyuzijeme jedné z hlavnich prednosti slabé formulace, a to Ze klade
mensi naroky na tridu aproximacni funkce, pro kterou zvolime po c¢astech linedrni
prubéh ve smyslu (2.1). Pro jednoduchost predpokladejme aproximaci ve tvaru

U= ap - ¢1($) + as - ¢2($), (25)
kde a1, as jsou neznamé koeficienty, které bude nutno v dalsim urcit tak, aby se

zvolend aproximace co nejvice priblizovala pfesnému feseni. Funkce ¢(x) a ¢o(x)
definujeme takto:

3 0<z<3 0 0<z<3
() =92—3z s<x<2 po(x) =3z —1 s<a<2 (2.6)
0 25221 3-3z <zl

a jejich graf na intervalu feseni (0, 1) znazornuje obr. 2.2.

V ramci feseni dané DR je doména rozdélena na tii subdomény a jsou uzity dvé po
¢astech linearni funkce ¢ (x), ¢o(x). Priblizné feseni u(x) poté zapiSeme s vyuzitim
aproximacnich funkei jako

a1¢1(ﬂv)+a2-0 :G1(3.Z') O§x§%
U(x) =< ar1¢1(x) + asde(r) = a1(2 — 3z) + as(3z — 1) <2 <2 (2.7)
a -0+ aspa(r) = az(3 —3z) 2<z<1
Pro pripad Galerkinovy metody lze testovaci funkci psat w; = %:
3z 0<z< 0 0<z<
()_%_ 23 12 2% ()—%_ 3 1 12 ;%
wlx—aal— — o gzl':g, ’lUQ._'L'—GGQ— xr — gzl':g
sSr=1 3—3r ;=x=

A~ =
Do
0¢)
~—
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Obr. 2.2 Priblizné feSeni @(z) pomoci funkei ¢y (z) a ¢a(x)

Po dokonceni této pripravné faze, ve které byl zvolen tvar aproximace @ hle-
daného vysledku u a nasledné byla zvolena metoda pro ziskani vadhovych funkei w
muzeme pristoupit k vyjadreni konecné podoby integralu vazenych rezidui pro sla-
bou formulaci, viz (2.4). Uvazujme nejprve ¢len pro von Neumannovu okrajovou

podminku, tj.
w% = w| da
dz |, el g

kde vyrazy w|, oznacuji hodnoty vahovych funkei pro piislusné soufadnice = a vy-
razy %‘x znaci hodnoty von Neumannovych podminek v téchto mistech, tj. pro
x = 0 a x = 1; jsou to mista na okrajich vysetrované oblasti. K vy¢isleni vyrazu
(2.9) bude nezbytna znalost hodnot vahovych funkci, které zjistime dle vztaht (2.8)
nebo také z graft téchto funkci na obr. 2.2. V nasem ptipadé pro obé krajni mista

(x = 0 a x = 1) nabyvaji vahové funkce nulovou hodnotu, a proto pro tuto tlohu
mame
da da
w—| =0 —
[ d:v}0 dx

Nyni, s uvazenim vysledku (2.10), mizeme pokracovat v sestaveni integralu va-
zenych rezidui slabé formulace. Postupnym uplatnénim vahové funkce w; a ws ve
vztahu (2.4) mizeme psat:

da

_ w|x:0 . @ ,
=0

(2.9)

z=1

_p. da

= 0. 2.10
e (2.10)

=0

r=1

1
dw1 da
] — —_—— f —— — 77 pr—
1 / ( o 1z w1t + wlaz) de =0
0
. ; . (2.11)
_ _dwe du - —
I, = / ( o I woll + wgm) dz =0
0
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Jednotlivé ¢leny v integralech vazenych rezidudli v tomto ptripadé maji tvar:

3 0z 0 05zt
LU RS B TR PO
IR R R T | 3=vss
2<z<1 -3 2<z<1
- 3ay 0=z= %
du 1 5
- = —3a1—i—3a2 —§$§—
dz 3 3
—3as % <z<1
a jejich dosazenim do rovnic pro vazena rezidua (2.11) tedy bude
1/3
I = / —(3)(3a1) — 32(3ar2) + 2(32)] dat
0
2/3
+ / [—(=3)(=3a; + 3az) — (2 — 3x)(2a1 — 3a1x + 3asx — ag) + x(2 — 3z)] da+
1/3
1
+ / —(0)(—3a2) — (0)(3as — 3asz) + 2(0)] da = 0.
2/3
(2.12)
Po integraci obdrzime pro I; a obdobné také pro I, vztahy:
56 53 1
[1 —3&14—1—8&2—‘—5:0,
(2.13)
53 56 2

Igz—al——a2+—20.

Timto jsme ziskali soustavu dvou linearnich rovnic pro dvé neznamé konstanty

a1, as. ReSenim vzniklé soustavy najdeme hodnoty konstant a; = % ~ 0,0448;
ay = % ~ 0,0569, jejich zpétnym dosazenim do aproximace reseni mame:
436 554
U= —— . 2.14
= G735 91(@) T G735 02(2) (2.14)

anebo uplatnénim tvaru funkei ¢ bude Teseni ve tvaru (2.7) a po algebraické tpravé
zlomk bude:

%(3@ = %x 0z < %

~ _ 436 554 _ 118 318 1 2

u(m)— %(2—3x)+ﬁ(3x—1)_%x+m §§x§§ (2.15)
o= (3 — 3x) =pp(l-z) 25221

Pozn.: V pripadé uziti stejné aproximacni funkce aplikované na silnou formulaci,

v 1. TR ;e 1e v 927 - / ~
bychom neobdrzeli ,smysluplné® reseni, jelikoz % je rovno nule v celém uvazova-
ném intervalu.
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2.3 Galerkinova formulace
metody konecénych prvki

Jak bylo ukazano vyse, uziti po ¢astech spojité funkce jako zkusebni funkce skyta
mnohé vyhody. Zvysenim poc¢tu tseki (subdomén) 1ze zachytit komplikovanou funkci
uzitim superpozice jednotlivych, po ¢astech spojitych funkci. Hovorime-li o metodé
kone¢nych prvki, pak tyto subdomény nazyvame konecnymi prvky, nebo z anglic-
kého nézvoslovi elementy.!

2.3.1 Aproximacni funkce nad celou oblasti

Tato ¢ast kapitoly popisuje systematizovany zpusob vypoctu vazenych rezidui s uzi-
tim po c¢astech spojitych linearnich aproximacnich funkci, které ale obecné nemusi
byt nutné linedrni (linedrni funkce jsou zde zvoleny zejména pro jednoduchost).
V predeslé kapitole 1.1 bylo pfedvedeno feSeni s aproximaci ve tvaru polynomu, a to
véetné naznaku mozného zptresnovani priblizného feseni zvysovanim radu polyno-
mické aproximacni funkce (kap. 1.1.3), kterd muze mit obecné tvar

i(z) = ag + a1w + asr?, ..., a,a". (2.16)

Graf aproximacniho feseni polynomickou funkei je znazornén v obr. 2.3 ¢erchovanou
carou a je nezbytné poznamenat, ze je to graf funkce definované nad celou fesenou
oblasti (vyhody a nevyhody této varianty byly diskutovany v kap. 1.1). Soucasné
je ve stejném grafu zobrazena i druhd, v praxi mnohem castéji pouzivand, aproxi-
mace po Castech spojitou funkci — plna lomend c¢ara ukazuje vysledek aproximace
po ¢astech spojitou linedrni funkei zvolenou ve smyslu (2.1)

n

U= Zai - ¢i(x).

=1

Tato aproximace, i presto ze je realizovana linedrnimi funkcemi, mize s jistou ne-
presnosti aproximovat i nelinedrni priibéh hledaného feseni?, viz obr. 2.3.

V predchazejicich pasazich byly po ¢astech spojité funkce definovany jako funkce
zobecnénych koeficientii ay, as, viz napt. (2.5), ovSem tyto koeficienty nemaji kon-
krétni fyzikalni vazbu k samotnému problému a pro feseni jejich hodnot je nezbytné
sestaveni zcela individualni maticové rovnice pro kazdou tilohu samostatné, viz napf.
(2.13) (spolecny je pouze obecny postup takového reseni). Pro systematicky zapis
budou po castech spojité funkce predefinovany jako funkce uzlovych proménnych,
kterymi obvykle jsou hodnoty hledaného feseni v uzlech. Tento pristup k formulaci
aproximacni funkce se v minulosti ukézal jako milovy krok vpred a s vyhodou se

1Oznaceni element bude v tomto textu pouZivdno ¢astéji, a to proto, Ze prvek je pouzit pro
oznaceni prvku matic.
2Piesnost aproximace linedrni funkci lze zvysit jemnéjsim délenim oblasti na elementy.



14

Aproximace po castech spojitou funkci

vyuziva dodnes. Hlavni vyhoda tohoto postupu je opét patrna z obr. 2.3, a to v jeho
spodni casti, kterda jednak ukazuje princip superpozice jednotkovych funkei pti se-
staveni feSeni v celé oblasti (sloupec vpravo), ale také zde v téchto grafech vidime,
ze prubéhy dil¢ich éasti jednotkovych funkei ¢;(z) se v ramei kazdého elementu opa-
kuji. Tato skutecnost neni ndhodna a umoznuje najit maticové tvary rovnic integralu
vazenych rezidui pro jeden element a ty pak superponovat do celkové, tzv. globalni
rovnice podle rozdéleni oblasti na dil¢i elementy.

elem, elem, elem,
uzel, uzel, uzel, uzel,
u e (o—» o—= B Cayy
] o S e
lﬂl e a.c e polynomem ii(x) — aproximace po cdstech
; / ; u spojitou linedarni funkci

4y -
x u®x)

@

u,0,(x)

®
u,0,x)

®
u;0,x)

@

u,0 (x)

Obr. 2.3 Princip MKP aproximace feseni kombinaci po ¢astech spojitymi funkcemi

2.3.2 Aproximacni funkce a funkce tvaru elementu

Uvazujeme nyni subdoménu, tzn. element (nebo konecny prvek) dle obr. 2.4, ktery

ma dva uzly, a to na kazdém konci jeden. V kazdém uzlu jsou zavedeny nasledujici

parametry tohoto elementu:

a) soufadnice uzlu (pro 1D elementy postaci jedna soufadnice, tedy x; nebo x;,1),

b) hodnota aproximovaného hledaného reseni @(z) v uzlu, zde tedy u; nebo w;4q
(je dulezité si uvédomit, ze jsou to hodnoty, tj. ¢isla nikoliv proménné).
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Obr. 2.4 1D koneény prvek — zavedeni soutadnic a uzlovych hodnot

Aproximacni funkci budeme predpokladat ve tvaru:
U=+ o (2.17)

Uvedenou rovnici vyjadiime jako funkci uzlovych proménnych. Jinymi slovy kon-
stanty ¢; a ¢o nahradime uzlovymi proménnymi u; nebo w11, a to tak, ze vyjadiime
hodnotu @(z) v kazdém uzlu. Timto ziskdme

ulx;) = cix; + ¢ :ui(ﬂ
i) = o s
W(Tip1) = 11 + €2 = Ui ®

a provedeme Teseni této soustavy linearnich rovnic pro nezname koeficienty ¢y, co,
tedy

AL Co =1 — C1T;4
do @ C1Tiy1 + U — C1T; = Uj41

Uit1 — Uy

g =—

Tip1 — T4

Uit — Uy
—X; + Co =14

Tig1 — X4

Ui T — U1 Ty

C2
Tit1 — T4

Dosazenim zpét do zvoleného tvaru aproximacni funkce (2.17) bude
_ Uip1 — U; Uj Tip1 — Wit T
u(x) — (3 K3 T + K3 K3 K3 K3 —
Tit1 — Li Tit1 — Li
Uip1 T — U T+ Uy Ty — U1 T4

Tiv1 — T4
a naslednym preusporadanim pro vytknuti u;, resp. u;q ziskdme:

i) = (i1 — ) w; + (T — x;) Uigq _
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Cleny H;(x) jsou obecné nazyvany funkcemi tvaru. V tomto piipadé miizeme hovorit
o linearnich funkcich tvaru

Hi(z) = —(xiﬂ — )
hi s kde hz = Tit+1 — T4 (220)
() = U0
r)=-—""-
2 I
a jejich graf je zachycen na obr. 2.5.
"o .
. 7 Hx)
s
'
Pl
, P Hl(x) R
X, X X

Obr. 2.5 Linearni funkce tvaru Hi(x), Hy(z)

Funkce tvaru maji nasledujici vlastnosti:

e Funkce tvaru prislusna uzlu ¢ ma v tomto uzlu jednotkovou velikost a je nulova
v ostatnich uzlech, tedy dle obr. 2.5 je Hy(z) funkce prislusejici levému krajnimu
uzlu (soutadnice tohoto uzlu je z = x;) a je pro ni typické, ze nabyva nasledujicich
hodnot: Hy(z;) = 1, Hy(x;11) = 0; druhému uzlu piislusi funkce tvaru Hy(z) a ta
nabyva nasledujicich hodnot Hs(z;) = 0, Ha(z;11) = 1, tj.

H,L(QZJ) = (S,L'J, (221)

kde 9; ; je Kroneckerovo delta, které ma hodnotu 1 pokud ¢ = j, jinak ma hod-
notu 0.

e Suma hodnot vSech funkci tvaru pro libovolné misto elementu, tj. pro libovolnou
hodnotu souradnice = je rovna 1, zde tedy

Z Hi(z) = 1. (2.22)

2.3.3 Vahové funkce

Pro dalsi postup teseni uvazovaného problému bude jesté nezbytné pripravit tvary
vahovych funkci. Pro tento tucel pouzijeme opét Galerkinovu metodu, podle niz se va-
hové funkce odvodi z tvaru aproximace, a to derivacemi podle jednotlivych konstant.
V tomto okamziku jsou konstantami v aproximacni funkei (2.19) hledané hodnoty
feseni v uzlech u; a u; 1. Vahové funkce tedy ziskame nasledujicim zptsobem
da du da
= dQu; Dowy = Qv Hi(z) a wy= T Hy(z). (2.23)

Wy
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2.3.4 Vazena rezidua

Resme nyni piivodni problém (2.3), tj. hledejme feseni nasledujici DR véetné danych
okrajovych podminek

d?u

— —u=—-z, 0521, u(0)=0,u(l)=0.

o (0) =0, u(1)
Vyslednou soustavu rovnic vazenych rezidui ve smyslu slabé formulace (1.21) ziskdme
postupnym uplatnénim vsSech vahovych funkei pres vSechny elementy a superpozici
ziskanych vysledkt pro jednotlivé vahové funkce. Forméalné mtzeme uzit nasledujici
Zapis

dw] N da 1 .
I; = U/( dx'dx wju—l—wjx)dxﬁL[wjah—O, proj=1,...,m,

(2.24)
kde n je pocet elementti, m je celkovy pocet vahovych funkei definovanych nad celou
resenou doménou (tento pocet je roven poctu nezavislych deformacnich parametri
diskretizované domény, tj. poc¢tu neznamych; zjednodusené je to pocet stupni vol-
nosti) a symbol | je pouzit pro superpozici diléich slozek rezidui vdhové funkce w;
pres jednotlivé elementy .

V dalsim uvazujme nasi oblast feseni (0, 1) diskretizovanou na tii stejné velké
(dlouhé) elementy (n = 3) viz obr. 2.6.

elem. n. 1

Obr. 2.6 Rozdéleni oblasti feseni (0, 1) na 3 prvky

Uvazujme i-ty element (i = 1,2 nebo 3). Integral dle (2.24) 1ze pro tento element

psat ve tvaru
Ti+1

N
dw; du .
/ (_d_x] Wit + wjx> dz (2.25)

Déle uvazujme pro tento integral zvolenou linedrni aproximacni funkci (2.17) upra-
venou do tvaru (2.19) a tomu odpovidajici diferencial 9%

da

a(x) = Hy(x) u; + Ho(z) uiq I Hi(z)u; + Hy(x) w1 (2.26)
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Podle Galerkinovy metody byly pro zvoleny tvar aproximace ziskany vahové funkce
(2.23) a jejich derivace podle souradnice polohy x tedy jsou

dw dw
d—; — H|(z) d—; — H)(z). (2.27)
Néslednym uplatnénim vztahu (2.26) a (2.27) v integralu (2.25) obdrzime

Ti+1

/ _% % _ 0+ d
dz dz wiu w1 T T

/ _% % _ 0+ d
dz daz Wl WoT T

T

Ti41
< — Hy (Hyuw; + Hyuipr) — Hy (Hyu; + Hywigq) + Hw)dx

T
Ti+1

< - Hé (H{ u; + Hé Uir1) — Ho (Hyu; + Hyugyq) + Hgﬂj)dx

x;
po roznasobeni a preusporadani bude:

Tit1
( — H!Hlu; — H! Hywoy — HyHyus — HyHougyr + Hla:)dx

Zq
Tit1

< — H{Héul — HéHéuZH — H]ngi — HQHQUH_l + HQ.T)dZE

T

pro coz lze s vyhodou uplatnit maticovy zapis:

Tit1 Ti41
H{H{ H{Hé U; H1H1 H1H2 U; H1
- / qH{H; HUH Vw7 | HHs HoHo| Yusa () S5F | VH, [ T4

Obé matice 1ze ziskat vhodnym nasobenim vektoru funkei tvart a jejich derivaci.
Uplatnénim této tpravy spolu s vytknutim vektoru uzlovych hodnot {u; u;,1}*

dostavame
Ti41 H’ H Ti+1 H
1 U 1
_ / ({Hz} {H{ Hé} + {HQ} {H1 H2}> {ui+1}d$+ / {H2} xdux,

(2.28)



2.3 Galerkinova formulace metody konecnych prvkii

19

kde vektor hledanych hodnot {u; u;;1}T lze ddle vyjmout z integralu, nebot jejich
hodnoty jsou vici diferencialu da konstantni:

T4l Ti4+1
Hl H1 U; H1
_ / ({Hz} {H{ Hé}—l—{HQ} {H1 Hg}) dz {ui+1}+ / {HQ} rdx.

(2.29)

Naznacenou integraci (2.29) budeme pro prehlednost zapisu provadét postupné po
jednotlivych soucinech. Prvni ¢len tedy bude:
} de =
Tit1

1 1] L1 -
IR R S T e (S O

Ty

—
—N
——
——
X
B
—
[N
8
|
|
>
—N
|
-
Egp.

kde napr. pro prvek 1,1 matice byl proveden integrél, kde s vyuzitim (2.20) mame

s v 1 1 1

Druhy ¢len integralu (2.29) provedeme nasledovné:

Tit1 zip1 [ Tivl — X
Hl hl Tiy1 — T T — Ty
/{H2}{H1 HQ}d.T: / z—m { n 3 }d:c:
Tit1 '
_ 1 (i1 — ) (@i =)@ =) | oy [1/3 1/6
K2 (x — 2) (i1 — 2) (x — x;)? - 1/6 1/3)°

kde napt. pro prvek 1,1 matice byl proveden integrél, kde s vyuzitim (2.20) mame

Li+1

1 1 [(w1 — )37
s e |, -

1 h? h;
= _% [(%’H - 371’+1)3 — (Tip1 — fz)g] = 3h2 - ER
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Posledni, treti ¢len integralu (2.29) provedeme nésledovné:

Tit1 Titl _xi-&-l -
/{g;}xdx— / :L‘—hglﬁi rzdr =

Ti+1

_ 1 / (Tiv1 — ) rdr — hi [(ig1 + 22) _

h (x — ;) 6 | (2241 + 5)
Provedenou integraci byl integral (2.25) pro jednotlivy element preveden do alge-
braického tvaru, ktery lze maticové zapsat vyrazem

1 hy 1 hy

RT3 Th 6w
+
1 hl +hz Ui+1
6 3

1
h; h;

>

)

(Tig1 + 274)
| (2.30)

(21‘1'_;,_1 + ZL’I)

o| T o

Pro nas uvazovany piipad, kdy interval feseni (0, 1) je rozdélen na tii elementy
stejné délky, dostavame integral (2.25) ve smyslu vztahu (2.29) pro jednotlivé ele-
menty nasledujici vyrazy

[—3,1111 29444 | [y N 0,0185

| 2,9444  —3,1111] |ue 0,0370

[—3.1111  2,9444 ] [us N 0,0741

| 2,9444  —3,1111] | us 0,0926 | ’

[—3,1111  2,9444 | [us N 0,1296

| 2,9444  —3,1111] |uy 0,1481 [

Za tucelem vyjadreni celkového integralu vazenych rezidui je potieba vyse uvedené

vyrazy pro jednotlivé elementy superponovat, a to ve smyslu (2.24), ¢imz v tomto
pripadé obdrzime nasledujici rovnici

—3,1111  2,9444 0 0 U 0,0185 — u/(0)

2,0444 —6,2222 2,9444 0 us 0,1111 B
0 20444 —6,2222 29444 | Yus( T 0,2222 =0, (2:31)
0 0 29444 —31111] | uy 0,1481 4 /(1)

resp. po obvyklé upraveé, ktera predchazi reseni neznamych uzlovych hodnot nabude
rovnice vazenych rezidualt nasledujici tvar:

—3,1111  2,9444 0 0 Uy —0,0185 + u/(0)
2,0444 —6,2222 2,9444 0 up | —0,1111 (2.32)
0 2,0444 —6,2222 29444 | Yus [ —0,2222 S

0 0 2,9444  —3,1111 Uy —0,1481 — u/(1)
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2.3.5 Okrajové podminky

Resenim integralu vazenych rezidui jsme obdrzeli maticovy zapis vzajemnych po-
méri hodnot aproximovaného teseni v uzlech, které bude splnéno pro libovolné
okrajové podminky (doposud nebyly k integraci pouzity). Nicméné pro konkrétni
okrajovou ulohu bude vyslednd podoba rovnic (2.31) vypadat ponékud odligné, a to
v zavislosti na definovanych okrajovych podminkach.

V uvazovaném prikladé jsou v koncovych bodech definovany Dirichletovy okra-

jové podminky (u(z—0) = u1 = 0, U(z=1) = us = 0), tzn. Ze v téchto bodech jsou pTe-
depsény hodnoty hledaného feSeni u(x) a soucasné to znamend, ze v téchto bodech
nejsou znamy hodnoty Von Neumannovych okrajovych podminek, tj. u/(ac:O) a u’(le).
Vysledna podoba rovnice vazenych rezidudlii ovSem je néstroj, ktery umoznuje zjis-
téni jak hodnot hledaného feseni @, tak i hodnoty komplementarnich okrajovych
podminek, tj. téch doplnkovych k zadanym.
Pti programovani daného vypoctu fesime nejprve neznamé uzlové hodnoty, tzv.
primdrni nezndmé obsazené ve sloupcovém vektoru na levé strané rovnice (2.32),
zatimco sekundarni neznamé, tj. doplnkové okrajové podminky obsazené na pravé
strané (2.32) jsou vyreseny az nasledné. Zde pri vypoctu primarnich nezndmych
modifikujeme posledni rovnici (2.32) takto:

1 0 0 0 u 0

2,0444 —6,2222 29444 0 up | _ ) —0,1111 (233
0 29444 —6,2222 29444 | us —0,2222 (° '
0 0 0 1 uy 0

tedy prvni a posledni rovnice je nahrazena zadanou Dirichletovou okrajovou pod-
minkou. Takovy postup lze uplatnit jen v pripadé, ze Dirichletovou podminkou jsou
predepsany nulové hodnoty v uzlech. Po této upraveé lze de facto v soustaveé vynechat
nahrazené radky (neposkytuji zddné nové informace) a také i sloupce, které by byly
vynasobeny predepsanymi nulovymi hodnotami (tyto sloupce se timto automaticky
vynuluji, zde je to 1. a 4. sloupec, protoze u; = 0, u4 = 0). Takto obdrzime maticovy
zépis rovnice (2.32), jejiz fad odpovida skuteénému poétu hledanych hodnot feSeni
v uzlech, v tomto pripadé mame

—6,2222  2,9444 ] [uy) _ [—0,1111 (234)
29444  —6,2222| Yug[ ~ ) —0,2222( " '
Resenim soustavy rovnic (2.34) ziskdme hledané hodnoty primarnich neznamjch

Uy = 0,0448, us = 0,0569,

pricemz ostatni hodnoty Teseni v uzlech jsou znamy, jelikoz byly predepsany okra-
jovymi podminkami: u; = 0,uy = 0. Vysledky lze zpét dosadit do puvodnich (na-
hrazenych) rovnic soustavy (2.32) a odtud mizeme dopoéitat hodnoty sekundarnich
neznamych «'(0) a v'(1). Jakmile jsou vypocteny nezndmé uzlové hodnoty, lze psét
feseni pro kazdy element, a to z odpovidajicich uzlovych hodnot feseni a ptislusnych
funkci tvaru a ziskat tak hodnotu vysledku pro libovolnou souradnici .
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Kapitola 3

Prutové konstrukce

Priuvodce studiem

V této kapitole aplikujeme veskrze teoretické poznatky ze dvou predchazejicich kapitol
na pripad prutové konstrukce. Zopakujeme zpiisob odvozeni integralu vazenych rezidui
pro element prutové konstrukce a budeme prezentovat reseni jak pro silnou, tak slabou
formulaci. Aproximacni funkci budeme definovat jako aproximacni polynom a vse bu-
deme Fesit v maticové formé. Opét pohovorime o vahovych funkcich a jejich derivacich
pro reseny pripad prutové konstrukce, nasledné pohovorime o setrvacném clenu a de-
formacnich Clenu rovnice odvozené pro prutovy element v dvodu kapitoly. Oba cleny
vyjadrime pomoci uzlovych parametri, geometrickych vlastnosti prvku a funkce tvaru.
V zavéru kapitoly pohovorime o okrajovych podminkach.

Cile
Po prostudovani této kapitoly budeme rozumeét pojmtim:

e prutovy element?,

silna formulace pro prutovy element,

slaba formulace pro prutovy element,

e aproximacni polynom pro reseni prutového elementu,

funkce tvaru pro feseni prutového elementu,

vahova funkce a jeji derivace pro feseni prutové elementu,
e setrvacny Clen - matice hmotnosti,

e deformacni ¢len - matice tuhosti,

e Dirichletova okrajova podminka,

e von Neumannova okrajova podminka.

1V ¢eském jazyce uzivame obvykle pojem prvek, napi. metoda koneénych prvka. Nicméné z di-
vodu odliseni vyznamu prvek matice a prvek MKP je snahou autori uzivat pro druhy vyznam
pojmu element.
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3.1 Prutovy element - slaba formulace

Uvazujme vybranou ¢ast jednoho ¢lenu prutové konstrukce!, pro niz provedeme
uvolnéni a sestaveni tzv. pohybové rovnice, tj. aplikujeme Newtontv zakon sily

dx
F F-i-aa—j;7 dx
¢ ) —(

Obr. 3.1 Uvolnéni elementu dz prutového prvku

m-a:ZF,

du oF (3.1)
S A _F
oSdx 2 + - dx S

kde dale uplatnime konstitutivni vztah materialu prutu vyplyvajici z Hookeova za-

kona % = F ¢ a linearni ¢len geometrického vztahu pro pomérnou deformaci € = g_Z'
Jejich uzitim obdrzime
ou oF 0 ou
F=SFE_— —=—|SE —
oz " r Oz ( 8x) ’
d®u 0 ou
= _(SE=). 2
05 dez2  Ox (S 8x> (32)

V rovnici (3.2) se obecné predpoklada, ze jak plocha pricného rezu S, tak i Younguv
modul pruznosti v tahu E jsou funkcemi soutradnice z, tj. mtzou byt po délce prvku
proménné.

Slabou formulaci rovnice (3.2) definujeme pro cely uvazovany prut délky L na-
sledovné

d*a 0 ou
L (3.3)

I = /wRdx,

0

IPrut zde oznacuje ¢len konstrukce, ktery pienasi pouze osové sily a deformuje se tedy pouze
ve smeéru své délky.
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takze integral vazenych reziudii ma v tomto pripadé podobu
[ d*a 0 ot
I:/ {QS w 8_I<SE€9$>} de =
0
[ d?a [ 9, ot
:/wQS @dx—/ g (SEax) dz.
0 0

N J/ N J/
N N

setrvacny clen deformacni ¢len

Pro prehlednost nyni pripustme, ze konstrukce je v klidu a tedy na zakladé Newto-
novych zakonii bude setrvacny c¢len nulovy a vénujme proto pozornost pouze c¢lenu
deformacénimu. Slabou formulaci zde obdrzime analogicky k (1.20) aplikaci integrace
metodou per-partes:

L U =w v = 4 (SE 8u)
o oz ox
: - dw — v=_SE ou
Y dz ox
ot dw ot
= [wSE 8x} P SE%dx (3.5)

Zpétnym dosazenim do integralu vazenych residui (3.4) nabude tento podobu

d*a

I = —
dt?

[ gal"  [d i
/wQS- } B w u
0

L
0/

dx — {wSE g

d%a dw o1 o1
woesS - @dx /dx SE%dx—{wSE—L,

kde prvni integral predstavuje setrvacnost a druhy integral predstavuje tuhost uva-
zovaného prutu.

Podobné jako u ostatnich aplikaci slabé formulace bude i zde je dalsi feseni
zavislé na dvou faktorech:

a) na volbé tvaru aproximacni funkce pro a,

b) na volbé vahové funkce w, tj. na volbé zpusobu vazeni residudli (napf. metoda
nejmensich ¢tverci, nebo Galerkinova metoda, aj.).
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3.2 Aproximacni polynom

Tvar aproximace pro deformaci prutt obvykle volime polynom prvniho stupné, tzn.
7e deformace prutti je aproximovana linedrni funkei!. Zvolme tedy pro % aproximaci
ve tvaru (2.17), kterou pro jednoduchost zapiSeme maticové takto

ie) = o+ e = {0 1) {;} ) = Y. (37

Jak bylo ukazano jiz difve (2.17), je vhodné transformovat tvar aproximace (3.7) do
podoby, ve které maji hledané koeficienty ¢; soustavy (3.7) pfimou vazbu na hledané
feseni u. Toho docilime aplikaci okrajovych podminek pro obecné zvoleny element,
tj. vyjadrenim (3.7) pro oba jeho konce

<

(=0)=co+cr-0=uy,

3.8
(t=L)=co+c1-L=uj. (3:8)

=g}

Vzniklou soustavu rovnic (3.8) opét obvykle zapisujeme v maticové formeé, tj.
1 0] Jeo| _ Jus
1 L C1 N Uy ’
(A {e} = {wun} (3.9)

a provedeme jeji feseni pro vektor neznamych koeficienti aproximacniho polynomu
c}, tak ze

{c} = [A}_l {uua} (3.10)

pro tento pripad nabude vyjadreni konstant {c} nasledujici podobu:

(b= i}

Tento vysledek uplatnime zpéatky ve vyjadreni aproximacéniho polynomu (3.7), kdy
po dosazeni obdrzime

i) = {x)" {e) = (3T TA] fuaa) = {1 2) {_11/L 1% {Z} (3.11)

Roznésobenim prvnich dvou ¢lent rovnice (3.11) docilime puvodniho zaméru, tj.
vyjadrit priblizné feseni u pomoci konstant, které primo souviseji se samotnym hle-
danym fesenim (zde a v MKP obecné jsou témito konstantami primo hodnoty FeSeni

IPro prut naméhany v oblasti elestickjch deformaci, z materidlu s linedrnim konstitutivnim
vztahem je linedrni aproximace totozna s presnym fesenim, tzn. zZe vysledky numerického teseni
nebudou zatizeny aproximacni chybou.
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v uzlech w;, u;, symbolicky {uuzl}). Provedenim zminéného roznasobeni bude

= L g = e e -

L —
Lt Sy, (3.12)

- “TI

coz symbolicky zapisujeme opét maticovou formou
. T
w(z) = {H(z)} {wua}, (3.13)

kde prvni ¢len na pravé strané rovnice znac¢i vektor funkei tvaru.

uzel, uzel/,
u. T U,
i L J
(x)=u H(x) +ujHj(x)
u u,
u |/
' |
0 X
11... Hx) |
........... i |
~~~~~~~ |
0 W
1 Hj(x) ________ 4|
..... b
0% X

Obr. 3.2 Grafické znazornéni funkei tvaru H(x) a jejich vyznamu ve vztahu (3.13)

V zavislosti na tloze, kterou se chystame Tesit muze nastat nutnost vyjadrit
pomoci zvolené aproximace deformace struktury také jeji derivace. Mlze se jednat
o derivace podle souradnic (v tomto pifipadé podle ), které napt. u nosniki po-
uzivame k vyjadreni tihlu natoceni fezu, nebo jde o derivace podle casu, kterymi
vyjadiujeme rychlosti a zrychleni prislusného mista struktury. Jak je mozné nahléd-
nout vyse, bude nutné pro prvni integral (3.6) vyjadrit ¢asovou derivaci ‘31275‘, kdy
s vyuzitim (3.13) obdrzime

T = () )
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Pri uvazeni, vztahu pro funkce tvaru, které jsou zavislé pouze na souradnicich v ramci
elementu, a tudiz jsou na case nezavislé a lze je vytknout pred diferencial, obdrzime
’ cs s d2a
nasledujici vztah pro &7
d?a

TR {H(z)} —qz (3.14)

3.3 Vahové funkce a jeji derivace

V dalsi fadé musime zvolit metodu vazeni residui, kdy pro MKP se osvédcila Galerki-
nova metoda, podle které jsou vahové funkce odvozeny od tvaru samotné aproximace
feseni _

ot

Ou;’
oznacuje poradové ¢islo jednotlivych slozek vektoru aproximacnich konstant, v tomto
pripadé vektoru hodnot feseni v uzlech {uuzl}.

Pro pripad prutového elementu mame dvé vahové funkce w;, protoze vektor uzlo-
vych hodnot {uuzl} mé pouze dvé slozky, a to u; a u;. Tyto vdhové fukce jsou pro
Galerkinovu metodu typické tim, ze maji tvar jednotlivych funkei tvaru, protoze

0 L—=x

kdei=1,2, ..., velikost vektoru {uuzl} (3.15)

Ww;

wy = —— (Hi(z)u; + Hj(z)u;) = Hi(x) = :
85” $L (3.16)
w2 =g (Hi(z)u; + Hy(2)uy) = Hy(z) = .

Letmym pohledem na tvary integralti pro vazena rezidua (3.6) opét zjistujeme,
ze i pro funkce tvaru budeme muset najit jejich derivace. V tomto pripadé budeme
funkce tvaru diferencovat podle jediné souradnice x a vysledky mizeme psat ve tvaru

de dz  dz\ L
dwy, dH(z) d <x> 1

(3.17)

dx de  dz

L

Timto je uzaviena priprava k samotné aplikaci metody vazenych rezidudli, takze
nyni mizeme pristoupit k odvozeni dil¢ich matic a nésledné k sestaveni vysledné
rovnici slabé formulace.

3.4 Setrvacény clen - matice hmotnosti

Pro vyse zvoleny tvar aproximace @ a k nému odvozené funkce tvaru mizeme po-
kracovat vycislenim jednotlivych ¢asti integralu vazenych rezidui. Tento proces pro-
vadime ve smyslu (2.24) pro kazdy element, kde u jednotlivého elementu mame
tolik slozkovych rovnic integralu vazenych rezidui, kolik je vahovych funkci w pro
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tento element, tzn. tento pocet odpovida poc¢tu funkei tvaru H(z) definovanych pro
prislusny element.

Pro prvni integral (3.6) budeme pro néas element a s vyuzitim (3.14) postupovat
nasledovné

L

d*a v d? {ua }
/wQS-@dx:/wQS- {H(z)} dez
0 )
d2 uz
:/wgS{H(a:)}T dx-%. (3.18)

(0)

Uplatnénim diive zvolenych vahovych funkci (pro zvoleny aproximacni polynom
(3.7) mame dvé vahové funkce) se integral (3.18) rozpadne na nésledujici dva inte-

graly

/w1QS{H(x)}T dx.%:/Hi(x)QS{H(x)}T dx-%:
© (o

/wZQS{H(x)}T dm%:/H](cﬁ)QS{H(l‘)}T dx%’
(© ®

a protoze vahovych funkei je presné tolik, kolik je funkci tvaru, zobecnujeme posledné
zapsané vztahy v maticové podobé takto:

/wQS-%dm:/QS{H(x)}{H(:I:)}T dx-%. (3.19)
) )

Samotny integral v rovnici (3.19) fesime nésledovné:

/QS{H(x)}{H(g;)}T dx—/QS{fji(xg}{Hi(I) Hj(z)} do = [M]. (3.20)

j(x
) (0

Tento vztah (3.20) definuje rozlozeni a kvantifikaci setrvaénych tcinka pro (3.19),
které se déje tzv. matici hmotnosti. Typické pro vztah (3.20), podle kterého se-
stavime matici hmotnosti je, zZe tato vznikne souc¢inem vektori tvarovych funkei.
Pro nas ptipad nabude vztah pro matici hmotnosti, s funkcemi tvaru dle (3.12),
nasledujici podobu:

L—=x

[Me]:/gS{H(:z)}{H(w)}T dx:/QS

O

=I5
—N
e~
&~
&
IR
——
(o}
8
Il



3.5 Deformacni c¢len - matice tuhosti

kde pokud hustota g a plocha pri¢ného fezu S budou po celou délku prvku konstatni,
vytkneme je pred integral

I (L - ZE) > L—z =z
L L L oS z(L — )
=05 / dr = —; / [ dz
L—z =x ( x ) 2 L2
0 S 0
L L L
odkud po integraci kazdého ¢lenu zvlast obdrzime vyslednou podobu matice hmot-
nosti

B 1/3 1/6
[Me] = me [1/6 1/3

oznacuje celkovou hmotnost elementu.

Na poslednim vztahu (3.21), tj. vztahu pro matici hmotnosti prutového elementu,

vidime, Ze po diskretizaci kontinua na elementy se celkovd hmotnost nezméni, pro-
toze soucet koeficienti v matici je roven jedné. Koeficienty v matici hmotnosti pouze
pritazuji jednotlivym stupntim volnosti patri¢né podily setrvacné hmoty. Hlavni uziti
matice hmotnosti tedy bude v dynamickych tlohéch, kde jejim prostfednictvim bu-
deme schopni do vypocétu adekvatné zahrnout setrvacné ucinky vlastni struktury,
tj. konstrukce ¢i strojniho dilu.
Nicméné tato matice najde uplatnéni i v tlohach statickych, u kterych pozadu-
jeme zahrnout do vypoctu vlastni tihu struktury. Tuto podminku muzeme realizovat
D’Alambertovym principem, pro ktery budeme uvazovat umisténi struktury do pro-
sttedi beztize a vliv vlastni tihy simulujeme konstantnim zrychlenim struktury proti
smyslu uvazovaného tihového zrychleni. Tento postup je obvykle interné uplatnovan
pri zatézovani fesené struktury vlastni tihou.

} , pricemz m, = oSL (3.21)

3.5 Deformacni ¢len - matice tuhosti

Nyni se budeme vénovat feseni v pofadi druhého integralu (3.6), kde budeme pro
uvazovany prutovy element a zvoleny aproximacni polynom (3.13) postupovat né-
sledovné

/—SE—d /—SE— {H(@)}" {nia}) do =

O

- [ g I

0

o n) dz {uu} . (3.22)

Podobné jako u ¢lenu setrva¢ného (prvni integral (3.6)) pokracujeme i zde uplatné-
nim vahovych funkei, a protoze mame pro zvoleny aproximacni polynom (3.7) dvé
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vahové funkce, rozpadne se integral (3.22) na nasledujici dva integraly

/dwl SEa{Hg; P dz {um} = / a{H(:v)} da {ua},

dx ox
€
dw 0 {H 8 {H }
/ d; SE o } dz {u} = / 5 dz {uua},

(0)

a protoze vahovych funkei je presné tolik, kolik je funkeci tvaru, zobecnujeme posledné
zapsané vztahy v maticové podobé takto:

/—SE—d /SEd{H(m)} ALIOI (s} - (3.23)

dx ox
)

Samotné feseni integralu v rovnici (3.23) provadime nésledovné:

/SEG{H(x)} G{H(x)} o —

dz ox
®
_ Oz OH(x) OH;(x) | 4. _
_(ZSE o2 { M) o }d K], (3.24)
ox

Roznasobenim vektort a naslednym resenim integralt vzniklych ze vztahu (3.24) ob-
drzime Ctvercovou matici, ktera kvantifikuje vzajemné ovliviiovani, resp. provazanost
uzlovych deformacnich parametri daného elementu (tyto parametry jsou obsazeny
ve vektoru uzlovych hodnot {uy,}, viz (3.23)). Toto ovliviiovdn{ deformacnich pa-
rametru se déje prenosem silovych ucinki skrz na skrz elementem a s tim souvisejici
jeho vlastni deformaci, a proto tato ¢tvercova matice byva obvykle nazyvana ma-
tici tuhosti elementu, protoze popisuje tuhost elementu vici deformacim, které je
mozné vyjadrit kombinaci hodnot vektoru uzlovych deformacnich parametri. Pro
nas pripad nabude vztah pro matici tuhosti, s derivacemi funkei tvaru dle (3.17),
nasledujici podobu:

L _1

0{H(z)} 6{H(:c)}T 7 lr-1 1
K] = [ SE de = [ SE { } dz =
/ el

dz ox L L
0 0
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kde pokud plocha pri¢ného fezu S a Youngtv modul pruznosti v tahu £ budou po
celou délku prvku konstatni, vytkneme je pred integral a soucasné roznasobenim
obou vektort ziskdme

- T E 1 -1
:SE/ R e dz
-1 L 1 1
0 L2 L2 0

a odtud bud integraci kazdého ¢lenu matice samostatné, nebo v tomto pripadé
vytknutim matice konstant pred integral a integraci fOL dx = L obdrzime vyslednou
podobu matice tuhosti ve tvaru

K=k |

-1
L ] , pricemz k., = — (3.25)

znaci podélnou tuhost uvazovaného prutového elementu délky L, plochy prifez S
a materidlu s Youngovym modulem pruznosti F.

3.6 Okrajové podminky

Predchézejicimi dvéma kapitolami (3.4 a 3.5) bylo ukazano, jak uplatnénim slabé
formulace a aproximace feseni lze ziskat popis setrvacnych a deformacnich vlastnosti
¢asti kontinua pro tzv. element feSené oblasti (elementu ve smyslu MKP). Takto
ziskané vyjadreni uplatnujeme potom v konec¢né rovnici integralu vazenych rezidui,
pricemz jak jiz bylo poukézano diive, ani jeden z téchto ¢lentt neni nijak ovlivnén
okrajovymi podminkami, a proto je takto ziskany popis mechanickych vlastnosti
reseni oblasti pouzitelny pro libovolné okrajové podminky. Dusledkem této skutec-
nosti je fakt, ze bez ipravy konecnych rovnic vazenych rezidudli podle predepsanych
okrajovych podminek, maji tyto rovnice nekoneéné mnoho feseni (musi byt schopny
popsat vSechny varianty okrajovych podminek), coz se ve findle projevuje tim, ze
matice soustavy je singuldrni. Tuto singularitu u napétové-deformacnich uloh (tzv.
strukturalnich loh) odstranime pouze zamezenim pohybu struktury jako tuhého té-
lesa, tzn. vhodnymi Dirichletovymi okrajovymi podminkami, kterymi predepisujeme
hodnoty vybrané mnoziny hledanych primarnich uzlovych neznamych. (Dirichletovy
okrajové podminky proto byvaji nazyvany podminkami kinematickymi.) Uplatné-
nim Dirichletovych okrajovych podminek iipravou rovnice vazenych rezidui se upravi
konecény tvar matice soustavy (matice bude pozitivné definitni) a rovnice bude mit
jedno feSeni.!

Druhy druh okrajovych podminek, tzv. von Neumannovy podminky jsou zahr-
nuty ve vyjadreni integralu vazenych rezidui (3.6), nebot jsou obsazeny ve vysledném

1Pozitivné definitni vlastnost matice a jedno FeSeni rovnic vaZenych rezidui lze prokazat pro
tzv. linearni ulohy, tj. Glohy, které vedou na soustavu linearnich algebraickych rovnic.
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¢lenu integrace per-partes: [wS E %}g. Tyto okrajové podminky byvaji casto nazy-
vany bud silovymi nebo také deformacénimi podminkami. Divodem pojmenovani je
spojitost této podminky s jeji vyznamem ve strukturalnich tlohéach, kdy vyrazem %
predepisujeme jako by hodnotu pomérné deformace, nebo vezmeme-li v itvahu cely
sou¢in mimo vahovou funkci w, tj. SE % pak tento vyraz ma rozmér Newton a od-
povida velikosti sily ptsobici na hranici ve sméru uvazovaného @ (v tomto pripadé
se bude jednat o normdlové, resp. osové sily).

Deklarovany vyznam sily na hranici oblasti 1ze pro von Neumannovu okrajovou
podminku odvodit postupem z diivéjsi kapitoly, viz (2.9). Uvazujme proto podrobné

¢len von Neumannovy podminky dle (3.6) a provedme jeho dalsi reseni

wSE@ ’ = w| SE@ — w| SE@ (3.26)
ox|, == ox) _; =0 ox) '

kde s uvazenim (3.2) mtizeme psat

1L
lWSE %} ; =wl,_p - Floop — wlg - Flo—y (3.27)
V rovnicich (3.26) a (3.27) oznacuji vyrazy w|, hodnoty vahovych funkei pro pii-
slusné soutradnice = a vyrazy SFE % o resp. F| znacf hodnoty (absolutnf velikosti)
von Neumannovych podminek v mistech = 0 a z = L, viz obr. 3.3a). Jsou to vzdy
mista na okrajich vySetfované oblasti, kterd jsme jiz diive pojmenovali terminem
uzly a zpravidla je indexujeme pismeny abecedy 7,7, ..., p pro 8 uzlové elementy
bez meziuzli. Z divodi, ze vsechny veliciny v prislusném misté indexujeme stejné,
piseme obvykle

F‘mZL:F(x:L):F}7 F|x:0:F(x:O):E7

jak je také patrné z obr. 3.3b). K vy¢isleni vyrazu (3.27) bude opét nezbytné znalost
hodnot vdhovych funkei, pro které dle (2.22) plati, Ze jejich soucet je v kazdém misté
oblasti roven 1. Nicméné tato informace neni pro spravnou praci s von Neumannovou
podminkou postacujici, protoze jednotlivé vahové funkce urcuji, do které z rovnic
integralti vazenych reziui prislusna hodnota von Neumannovy podminky patii. Af
uz z obr. 3.2, nebo obdobnych pro pfedchozi tvary aproximace (obr. 2.1 a obr. 2.2)
miizeme zjistit, ze primo v uzlu je nenulova pouze jedna z dil¢ich slozek aproximac-
nich funkci, a tedy pro Galerkinovu metodu pouze jedna z vadhovych funkci. Tato
vahova funkce je tomuto uzlu prislusna a ostatni vahové funkce, ptislusné jinym
uzlim, zde nabyvaji hodnotu nulovou, viz napt. (2.21) nebo a (3.13), resp. (3.16).
Tato vlastnost vahovych funkci zptsobi, ze se prislusna hodnota von Neumannovy
podminky projevi pouze ve vybrané rovnici integralu vazenych rezidui, a to vzdy
v rovnici prislusejici patiiécné vahové funkci wy, kde k oznacuje index prislusné va-
hové funkce. Tento index je zaroven shodny s oznacenim prislusné hledané hodnoty
primarni uzlové nezndmé (obecné je to index prislusejici patfi¢nému stupni volnosti
uzlu).
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\pred defor

F=0

. [

Obr. 3.3 Grafické znadzornéni von Neumannovych okrajovych podminek a jejich fy-
zikélniho vyznamu ve vztahu (3.28)

Rovnici von Neumannovy podminky (3.27) muzeme proto symbolicky zapsat ve
tvaru

1L
PwE%L — A, Bl F = Bl Fl,,  (329)
kde index u svislé zavorky |, , resp. |., symbolicky znaci prislusnost té které silové
okrajové podminky k odpovidajici rovnici integralu vazenych rezidui.

Na tomto misté je vhodné vysvétlit i dalsi, souhrnny vyznam vyrazu von Neu-
mannovy okrajovy podminky. Tento lze vyvodit rozborem rovnice integralu vazenych
rezidui (3.6), ve kterd obsahuje tii ¢leny: setrvaény ¢len, deformacni ¢len a ¢len von
Neumannovy okrajové podminky. Uvazujme situaci, kdy téleso nebude meénit sviij
pohybovy stav, potom setrva¢ny ¢len rovnice (3.6) bude nulovy (tzn. Ze zména kine-
tické energie bude nulova). Budeme-li déle navic uvazovat téleso absolutné tuhé, pak
i deformacni ¢len bude nulovy, protoze energie na deformaci absolutné tuhého télesa
je nulové (téleso se nedeformuje). Pro takovy pfipad zustane v rovnici (3.6) pouze
¢len von Neumannovy okrajové podminky, ktery v souc¢tu musi byt roven nule, viz
(1.6), nebo (1.21), protoze I = 0. Lze tedy konstatovat, ze ¢len von Neumannovy
podminky predstavuje ve svém diusledku skalarni slozkovou rovnici statické rovno-
vahy vnéjsich sil. Pro uvazovany prutovy element, jak je zndzornén na obr. 3.3b),
bude na zdkladé (3.28) platit, ze kladnou hodnotu g—; = ¢ zpusobi dvojice sil: akce
F; v uzlu j doprava a proti nf reakce! F; v uzlu i doleva, pficemz obé hodnoty F;,
resp. F; budou kladné.

1Oznaceni akce a reakce je zde jen orientaéni, nebot v tomto okamziku neni zndmo kde je piede-
psand Dirichletova okrajova podminka. V kazdém pripadé je toto oznaceni libovolné zaménitelné.
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3.7 MKP rovnice prutového elementu

Predchézejici podkapitoly (3.2 az 3.6) se postupné vénuji piipravé aproximacni
funkce a naslednému feseni jednotlivych clent rovnice integralu vazenych rezidui
slabé formulace (3.6) pro prutovy element. V kazdé z uvedenych kapitol bylo do-
spéno k dil¢im vysledkim, které ndm zpétnym dosazenim do (3.6) umozni sestavit
vyslednou MKP rovnici popisujici chovani kontinua namahaného pouze osovymi si-
lami.

Pro tcel sestaveni zminéné MKP rovnice prutového elementu vyjdéme z po-
sledniho uvedeného tvaru slabé formulace (3.6), kam dosadime za setrva¢ny ¢len
ve smyslu (3.19) a (3.20), za deformacni ¢len ve smyslu (3.23) a (3.23) a za von
Neumannovu podminku ve smyslu (3.28), ¢imz obdrzime

L

L
d% dw 0 oul”
0

0
_ome |24 fu D T ~F
6 |12 dt?{ug} TR {ug} { Fj}’
kde prvni rddek odpovida integralu vazenému podle vahové funkce uzlu i, tj. wl,_,
a druhy fadek integralu vazenému podle vahové funkce uzlu j, tj. w|,_,. Konstanty
Me, ke 0Oznacuji hmotnost, resp. podélnou tuhost uvazovaného elementu. Jelikoz hle-
dame Teseni, pro néz budou rovnice vazenych rezidui rovny nule upravujeme rovnici

(3.29) do podoby, ve které jsou cleny obsahujici nezndmé na levé strané a ostatni
¢leny na strané pravé. Pro nas pripad nabude tedy rovnice (3.29) podobu

2 _ _r
%[2 1].d_{“i} kell 1]{“} _ { F} (3.30)

6 |1 2| di* [y -1 1 U F;
Zde bude vhodné jesté chvili vénovat pozornost vektoru pravé strany rovnice (3.30).
Tento vektor je sam o sobé vysledkem zpracovani von Neumennovych okrajovych
podminek, viz (3.28) a tomu odpovidaji i znaménka jednotlivych sil vektoru pravé
strany. Jak bylo na konci kap. 3.6 uvedeno, predstavuji jednotlivé ¢leny von Ne-
umannovy okrajové podminky vnéjsi sily a jejich soucet musi byt pro statickou
rovnovahu roven nule. Tedy vyjddieni pravé strany dle (3.30) odpovid4 orientaci sil
na obr. 3.3b). Hlavni nevyhodou tohoto zapisu je skutecnost, ze jsou aplikovany dva
systémy kladné orientace okrajovych podminek: jeden pro podminky Dirichletovy
obr. 3.3a) a druhy pro podminky von Neumannovy obr. 3.3b). Pro praktické uplat-
néni je tento zpusob prace s okrajovymi podminkami velmi nevhodny, a proto se
oba systémy sjednocuji, takze kladna orientace Dirichletovych i von Neumanovych
(tj. napt. uzlovych posuvi a uzlovych sil) jsou identické a jsou dany jednotnym
systémem pro sméry a orientace hledanych feseni w, tj. orientace dle obr. 3.3a)
a obr. 3.3¢). Pro takto zvoleny systém kladnych orientaci okrajovych podminek do-
jde v (3.30) ke zméné znaménka u slozky F; a vyslednd rovnice slabé formulace, tzn.

(3.29)
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vysledny tvar maticového zapisu MKP rovnice prutového elementu je

2 1| g2 . 1 -1 . F;
Me L {“} . : {“} = . (3.31)

6 |1 2| dt* |y, -1 1 uj F;
Sjednocenim obou systému orientace okrajovych podminek nedojde ale ke zméné
pozadavku, aby soucet sil vektoru pravé strany zustal nulovy, a proto ve vysledku

bude jedna ze slozek Fj, F; zadpornd. O tom, kterd ze sloZzek bude zdpornéd ovsem
rozhodnou az predepsané Dirichletovy okrajové podminky.

Postup, kterym byla ziskana vysledna rovnice slabé formulace prutového ele-
mentu (3.31) je opakovatelny i pro ostatni zpusoby diskretizace kontinua, a proto
1ze konstatovat, Ze obecné bude vysledek slabé formulace nabyvat tvaru!

2
] - % ©OK] {uw) = {R) (3.32)
Pro tento uvazovany ptipad vyjadiuji rovnice (3.30), resp.(3.32) pohybové rovnice
kmitani koncovych bodi linedrni pruziny, jejiz hmotnost je rozlozena rovnomeérné
po délce pruziny.

Pro statické tlohy bude vektor uzlovych zrychleni roven nule (timto zanedbdme
vlastni tihu pruziny), nebo dle D’Alambertova principu bude roven zrychleni ti-
hovému, se zaporné uvazovanou orientaci. Timto ovSem zméni setrvacny clen sviij
charakter z neznamé na hodnotu znamou, a proto muze byt preveden na pravou
stranu rovnice (3.32), ¢imz bude do feSeni zavedeno zatizeni od vlastni tihy. Bude-li
naprt. vektor tithového zrychleni orientovan shodné s podélnymi posuvy v uzlech, tj.
shodné s posuvy u; a u; nabude rovnice (3.32) nésledujici podobu

[Ke] - {uwm} = {F} + [Me]-{g}, (3.33)

9

kde g zna¢i hodnotu tihového zrychleni.

ITento tvar vychéazi z Newtonova zékona sily pro elasticky deformovatelné 1D kontinuum, pii-
¢emz nebyly zahrnuty zadné ¢leny popisujici disipaci energie (tlumici G¢inky). Pfipadné distribu-
ované zatizeni bude integraci dle pravidel slabé formulace pfi¢teno k jednotlivym prvkam vektoru
pravé strany, ktera tim ale nezméni tvar sloupcového vektoru.
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Kapitola 4

Intuitivné od inzenyrského
pohledu k MKP

Pruvodce studiem

V této kapitole si predstavime inZenyrsky zpisob reseni problému soustavy linearnich
pruzin. Na takovouto soustavu lze prevést velké mnoZstvi tloh resenych v technické
praxi. Na zakladé jednoduchych tvah a intuice odvodime vysledky, které nam jiz jsou
znamy z predchazejicich kapitol, kde byly vyuZity povétsinou matematického pristupu.
VSe prezentujeme na jednoduchém pripadu namahanych osovych clend.

Cile

Po prostudovani této kapitoly budeme rozumét pojmim:
e systém linearnich pruzin,
e 0sovy Clen,
e inzenyrsky pristup k sestaveni rovnic,

e rovnice rovnovahy MKP.

4.1 Inzenyrsky a matematicky pristup

Nyni bude predstaveno intuitivni vyuziti metody konec¢nych prvka s pouzitim line-
arnich pruzin. Soustava linearnich pruzin popisuje celou radu inzenyrskych aplikaci
jako napt.: osové namahané ¢leny, ¢leny namahané krutem, ale formalné identicky
zapis maji i soustavy pro elektrické obvody, vedeni tepla apod. V této kapitole si
ukazeme inzenyrsky intuitivni postup analytického feseni linearniho systému sesta-
veného z 1D ¢len.
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Uvazujeme v prvni fazi pouze dvé télesa T7 a T spojené linearni pruzinou tu-
hosti k, viz obr. 4.1, na kterém budeme demonstrovat princip inzenyrkého pristupu
sestaveni MKP rovnic. Vychylky téles T} a Ty oznacime uq, resp. us, pricemz na obé
télesa ptsobi sily Fy a Fy. V dalsim budeme uvazovat, ze vychylka télesa T, je vétsi
nez vychylka télesa 17, tedy us > u;.

Obr. 4.2 Dvé télesa spojend pruznym c¢lenem

Provedeme uvolnéni téles, kde pruzny ¢len nahradime silou timérnou jeho deformaci.

Za predpokladu, ze se nebude ménit pohybovy stav téles, resp. jeho zména bude
velmi mala a tudiz ji mizeme zanedbat, bude pro obé télesa T a T, platit rovnice
statické rovnovahy sil, ktery mize byt zapsan napt. nasledovné

Téleso T} : Téleso T :
F1+k<U2—U1) =0 FQ_k(UQ_Ul) :0, (41)

roznasobenim zavorek a preusporadanim bude

k:u1 — k’U,Q = F1 —k:ul + kUQ = FQ,

coz lze prehledné zapsat maticovou formou:

5 =R »”

Vznikl maticovy zapis rovnic rovnovahy pro soustavu linedrnich pruzin. Pruzinu lze
chapat jako linearni konecnoprvkovy element, ktery se deformuje podél své délky
a pouze v tomto sméru prendsi silu, tzv. osovou silu. Ctvercova matice na levé strané
(4.2) se nazyva matice tuhosti, protoze vyjadiuje deformacni tuhost elastického sys-
tému. Bez dalsi upravy rovnice (4.2), tzn. bez aplikace Dirichletovych okrajovych
podminek, je tato matice singularni. Z inzenyrského pohledu souvisi tato singularita
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se skutecnosti, ze FeSeny systém (dle obr. 4.1) ma moznost volného posuvu jako ce-
lek vlevo vpravo. Odstranénim této moznosti pohybu, tj. aplikaci pravé zminénych
okrajovych podminek bude singularita matice odstranéna. Vektor pravé strany (4.2)
predstavuje vektor elementarnich uzlovych sil.

Obr. 4.4 Uvolnéni soustavy ¢tyr téles spojenych pruznymi ¢leny

Ve druhé fazi uvazujme vice realisticky pripad, a to systém sklddajici se ze 3
linedrnich pruzin dle obr. 4.3, pro ktery uvolnénim (obr. 4.4) a sestavenim rovnic
rovnovahy, postupem jako (4.1), vznikne po upravé nasledujici soustava

kl —kl 0 0 U1 F1

—kl kl + k‘z —kg 0 U9 _ F2 (4 3)
0 ks kotks —ks| Jus s '

0 0 —k?g kg Uy F4

Obdobné jako v pripadé (4.2) je i zde matice tuhosti na levé strané rovnice matici
singularni, i dvody jsou stejné. V zavislosti na odebranych stupnich volnosti, tj.
predepsanych Dirichletovych okrajovych podminkach, mtuze byt soustava staticky
urcita ¢i staticky neurcita. Bude-li napt. predepsana pouze okrajova podminka u; =
= 0 bude soustava staticky urcita, ale pokud budou okrajové podminky v podobé
napt. u; = 0 a soucasné uy = 0 bude soustava staticky neurcita.

Z hlediska metody konec¢nych prvki neni vsak rozdil mezi staticky urcitou a ne-
urcitou soustavu, jelikoz je kromé rovnic rovnovahy splnéna kompatibilita deformaci.
Jako ptiklad lze uvést staticky neurcitou soustavu s parametry k; = 20 - 10 N/m,
ky = 30-10°N/m, k3 = 10-10°N/m, F, = 1000N, u; = 0, uy = 0, kde maticovéi
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forma rovnic rovnovahy nabude podobu

[20 —20 0 0] (w) ([ F) )
—-20 50 =30 O u 1000
6. 2| _

10 0 =30 40 -10 us 0 ' (44)

0 0 —10 10| {ud

L . \

Zanesenim u; = uy = 0 vznikne
[ 1 0 0 01 (w) (0 )
—20 50 =30 O U 1000

6. 2| _
10 0 =30 40 -10 U3 0 ' (4.5)
0 0 0 1 U4 ) 0

Resenfm obdrzime nasledujici hodnoty posunuti téles v uzlech u;, tj. hodnoty pri-
marnich neznamych:

u =0m, uy =36,36-10"°m, us =27,27-10 °m, uy = 0m

Dosazenim ziskanych vysledki posunuti do rovnovaznych rovnic (neboli maticové
formulace vazenych rezidui) ziskdme hodnoty sekunddrnich nezndmych, v tomto
pripadé reakcnich sil F} a Fjy:

F = —T273N, F, = —272,7N.

4.2 Cleny namahané osovymi silami

Jak jiz bylo Teceno, soustava linearnich pruzin muze nahrazovat mnozstvi inzenyr-
skych aplikaci jako napt. osové namahany ¢len, torzi namahany ¢len, aj. Pro ukazku
takové ulohy pouzijeme priklad dle obr. 4.5, kde je osazend ty¢ namahana tahem
osovou silou P a chceme zjistit celkové prodlouzeni tyce.

Reseni tlohy inZenyrskym piistupem vychazi ze znamého feSeni deformace ho-
mogenniho télesa konstantniho priurezu od osové sily. Pro tuto zakladni ilohu zname
feseni ve tvaru

E:J:EezEg,
A o (4.6)
FZTAE,

kde E zna¢i Youngtv modul pruznosti, A velikost plochy ptfi¢ného prifezu télesa,
¢ puvodni délku namahané c¢asti télesa a Al prodlouzeni namahané ¢asti vlivem
pusobici sily F'. Toto prodlouzeni je totozné s deformac¢nim posuvem konce, které je
obvykle oznacovano u!, a tedy plati A¢ = u. Rovnici (4.6) mizeme potom zapsat
nasledovné

EA

1Vegkeré zdvislé proménné v feseni obvykle oznac¢ujeme u, i na vétsiné mist této publikace.
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Intuitivné od inZenyrského pohledu k MKP

rori

Obr. 4.5 Axidlné namahand osazend tyc

Ve smyslu feseni (4.7) prevedeme tlohu dle obr. 4.5 na systém sériové razenych
osovée namahanych c¢asti konstantich prifezi, pro které muzeme psat nasledujici
rovnice rovnovahy

Fl + kl(UQ — Ul) =0
Fg—kl(UQ—U1>+k’2(U3—U2) =0 (4 8)
Fg—kg(U3—UQ)+]€3(U4—U3) =0 ’
Fy— k’g(U4 — U3) =0
prevedenim vnéjsich sil na pravou stranu a roznasobenim zavorek bude
+k‘1u1 — k’1U2 = F1
—kiuy + kyug + kaug — koug = I (4.9)

_kQU/Q + k2u3 + k3’LL3 — k3U4 = F3
—kJ3U3 + k3U4 = F4

a uplatnénim maticového zapisu dostaneme konec¢nou podobu zavislosti deformace
na pusobicich vnéjsich silach ve tvaru

kl —kl 0 0 Uy Fl
—]{Zl kl + k/’g —kg 0 U9 o F2
0 —/{?2 ]fg + ]{?3 —]{73 Us - F3 ’ (410)
0 0 —k’g kg Uy F4
kde pro tuhosti jednotlivych ¢asti plati k; = £:4i kdy pro obecnost predpoklddéme,

¢
ze kazda ¢ast muze byt vyrobena z materidlu s odlisSnym Youngovym modulem

pruznosti F;. Aplikaci vysledného vztahu (4.10) na TeSenou tlohu nabude prava
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strana zménéné podoby, nebot vnéjsi silové zatizeni ptisobi pouze na koncich celého
télesa, tj.

k1 —kq 0 0 Uy F

—kl /{31 + ]{?2 —k’g 0 U9 . 0
0 —kQ kQ + kg —/{3 us N 0 ' (411)
0 0 —]{?3 k3 Uy P

Reseni této rovnice provadime obvyklym zptsobem, kdy nejdiive aplikujeme Di-
richletovy podminky, zde mame u; = 0 a tedy uplatnéni této podminky vede na
tpravu 1. fadku maticové rovnice (4.11)

1 0 0 0 Uy 0
—k’l k‘l + k’g —k‘g 0 U2 o 0

0 —kg ]{32 + kg —kg Us - 0 ’

0 0 —kg ]{33 Uy P

po které lze vytesit rovnici pro hledané hodnoty posunuti u;. Zpétnym dosazenim
ziskanych hodnot u; do (4.11) pak muzeme vy¢islit hodnotu reakéni vazbové sily Fj.
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Kapitola 5

Laplaceova a Poissonova rovnice

Pruvodce studiem

V této kapitole nahlédneme do problematiky reseni vicerozmérnych problémd. Predsta-
vime dvé rovnice Laplaceovu a Poissonovu resici celou fadu inZenyrskych aplikaci. Opét
pohovorime o okrajovych podminkach, a dvé zminéné rovnice budeme resit pomoci me-
tody konecnych prvki. Pro tlohu diskretizace predmétné oblasti definujeme trojihelni-
kové a obdélnikové elementy, aproximacni funkci, testovaci funkci, funkci tvaru a nakonec
odvodime matici tuhosti trojihelnikového a obdélnikového elementu.

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete rozumét pojmim:

e vicerozmérna tuloha,

e Laplaceova rovnice,

e Poissonova rovnice,

o fyzikalni vyznam Laplaceovy a Poissonovy rovnice,
e trojihelnikovy element,

e obdélnikovy element,

e diskretizace trojuhelnikovymi elementy,

e diskretizace obdélnikovymi elementy,

e hranicni integral,

e matice tuhosti rovinného prvku.
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Pomoci parcidlnich diferencidlnich rovnic (PDR) 1ze popsat mnoho ruznych fyzi-
kalnich procesii. K jejich feseni 1ze pouzit vice metod. V nasledujici ¢asti odvodime
konecnoprvkovou formulaci téchto rovnic.

5.1 Odvozeni pro funkci dvou proménnych

Laplaceova rovnice ma tvar:

Vu(x,y) =0, (5.1)

zatimco Poissonova rovnice ma tvar:

Viu(z,y) = g(z,y). (5.2)

Protoze Poissonova rovnice je obecnéjsi nez Laplaceova, jak lze vidét vyse, budeme
v dalsich uvahach pracovat s Poissonovou rovnici. Poissonova rovnice v kartézském
souradném systému bude mit v n-rozmérném prostoru se souradnicemi xy, 9, r3 az
x, tvar:

*u  0%u 0*u
a—x%—f—a—x%‘F""i‘a_x%:g<xlax2w'-7xn)- (53)

V klasické Euklidovské roviné popsané souradnicemi x, y pak bude mit rovnice (5.2)
tvar:

Pu  Pu

92 + o 9(z,y),
kde u(zx,y) je hledana funkce a g(z,y) je funkce proménnych souradnic z a y.
V pripadé rovnice vedeni tepla v ustdleném stavu si u(x,y) muzeme predstavit jako
teplotu v misté x, y uvniti oblasti a g(x,y) jako funkei souvisejici s vnitinimi zdroji,
nebo hltici tepla.

Uzaviena oblast {2 ma hranici I', na které jsou dany okrajové podminky. Pro dvou-
-dimenzionalni (rovinnou) oblast €2 jsou okrajové podminky:

e Dirichletova podminka , neboli hlavni okrajova podminka
u=1u, (5.4)

kde u je znama hodnota proménné u(z,y) na ¢asti hranice I',,.

e von Neumannova podminka, neboli prirozena okrajova podminka

ou

kde ¢ je znama hodnota proménné ¢(x,y) na ¢asti hranice I',.

V pripadé predstavy rovnice vedeni tepla si mizeme predstavit u jako teplotu, u
jako predepsanou teplotu na hranici I',, oblasti 2 a ¢ jako predepsany tepelny tok
hranici I'; do nebo ven z oblasti €2. Pfi spravné volbé jednotek neni ani nutno psat
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zadné koeficienty. I',, I'; jsou hranice pro hlavni a pfirozené okrajové podminky a n
je jednotkovy vektor ve sméru vnéjsi normaly. Pro dobfe zadany problém hrani¢nich
hodnot plati, Ze na celé hranici je zadand néjaka okrajova podminka, tzn.:

I'yuI'y =T a zaroven

5.6
r,Nr, =0, (5.6)

kde symbol U znamend sjednoceni, N prinik a I' je celd hranice oblasti €.
Integrace vazenych rezidualii diferencidlni rovnice a okrajovych podminek mé tvar

(viz difve):
:Q/w(<%+giy§) —g(x,y)> dQ—I/w<%) dr (5.7)

q

Za ucelem ziskani slabé formulace této rovnice je pouzito integrace po castech, jak
ukazuje nasledujici priklad. Uvazujte dvoudimenzionélni (plosnou) oblast €2 s hra-
nici I'.

Obr. 5.1 Symbolické grafické znédzornéni 2D oblasti 2 a jeji hranic 'y, 'y

Z predchozi rovnice (5.7) budeme nejdiive uvazovat prvni ¢len fQ w (%) d€2, a po-

moci Fubiniovy véty ziskame

) v f@z o
/w (%) dQ = / /w %dx dy, (5.8)
Q 1

Y1

kde x1,z9,y; a Yo jsou minimalni a maximalni hodnoty ve smérech = a y.

Poznamka 5.1. Fubiniova véta je matematicka véta, ktera umoznuje za urcitych
pozadavki na oblast vypocitat vicerozmérny integral pomoci vice po sobé jdoucich
integraci. Ziskané integraly pak oznacujeme jako vicenasobné, tzn. dvojnasobny,
trojnasobny atd.
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Protoze podle pravidel o derivaci souc¢inu plati

R TR TR
dz wax - Or Ox v 0x?

lze integrél (5.8) upravit na tvar

Y2 T2 Y2 x2 Y2
0*u ow Ou oul™
Y1 X1 Y1 T1 Y1
y L
~
dy = dI-cosv
dl’ = =
= 4 s dy =dln_

dx dx

Obr. 5.2 Vyznaceni elementu dI' na hranici oblasti €2; geometrie detailu v souradni-
cich =,y

Jako element oblasti mtizeme napsat d{2 = dzdy a pri pouziti vztahu pro nor-
malovy vektor dy = n,dI" prejde rovnice (5.9) na tvar

Y2 2

0%u ow Ou ou ou
[\ ) =[5 Graes [o Ginar= fu i
Y1 1 Q Tz T

nebo kombinaci obou ktivkovych integralti dostaneme prehlednéjsi zapis

Vi 0%u ow Ou ou

Y1 1 Q r

pricemz kladny smér kiivky I' je proti sméru hodinovych rucicek.

Podobné upravime i druhy ¢len rovnice (5.7) [, w (%) dQ) a mizeme tedy psat

u  O%*u ow Ou Ow Ou ou ou

AU I To S i (e L LA T o+ L ) ar
/w(3w2+0y2)d /(356 ow By ay)d +7{w(3$nx+8yny>d ’
) ) T

kde po uplatnéni vztahu
Ju  Ou Ju
=—n,+—n

on oz " oy Y
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dostaneme Greenovu vétu, kterd snizuje rad PDR
Pu  u Owou  Owdu ou
—+ —]dQ = - — 4+ —— ] dQ — | dI'. 5.11
[ (5 5) [ (G5 a) 2 o) 6
Q Q T
Tedy puvodni integral (5.7), lze prepsat na tvar:
Oowou  Ow du ou
I =— — 4+ —— ] dQ - ds2 — | dI'. 5.12
[ (Gea+ 5y5,) o [wotemans fu(5) (5:12)
Q Q T

Pri teseni pomoci metody koneénych prvka bude mit prvni objemovy integral
tvar matice a dalsi dva (druhy objemovy a kfivkovy) budou mit tvar vektoru. V pii-
padé rovnice vedeni tepla ma druhy objemovy integral vyznam vnitinich zdroji
tepla (¢i hlti¢) uvniti oblasti a kfivkovy integral znamend tepelny tok skrz hranici.

5.2 Vlastni metoda konecnych prvki

5.2.1 Diskretizace trojihelnikovymi elementy

Diskretizace oblasti €2 j rovnici lze provést pouzitim 2D konecénych prvki . Jednim
z nejpouzivanéjsich je prvek ve tvaru trojihelniku se tfemi uzly (v kazdém vrcholu
jeden).

y Bz u, (x3’ yj)
1 2
u, (xl’ yz) u, (xz’ yz)

o)

X

Obr. 5.3 Diskretizace oblasti {2 na elementy; umisténi elementu v soutadnicich z,y

Trojihelnik mé tii uzly a hodnotu funkce uw mezi nimi lze popsat nejjednoduseji
linedrni funkei u = a; + asx + azy, coz v maticovém tvaru zapsat

ay

u,y)={1 =z y} -4 a ¢, (5.13)
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kde hleddme hodnoty aproximacnich koeficientt ay,as, az (obecné a;). Pro uzlové
body 1, 2 a 3 plati:

Uy 1 21 wn ai
U9 =1 x yy | -{ as p, zkracené
us 1 Y2 as (5 . 14)

{u} = [2] - {a},

kde x;,1y; jsou soutradnice i-tého uzlu a w; je hodnota proménné u v i-tém uzlu.
Resime-li koeficienty a; pak 1ze podle Cramerova pravidla vypocist

ay 1 | %2Ys — X3Y2 T3Yr — T1Ys TiY2 — L2U1 Uy
az o= —— Y2 — Y3 Ys — Y1 — Yo < ug P, (5.15)
as 2 5 T3 — T2 Tr1 — T3 To — X1 us

kde D je determinant matice [z| jeho polovina je pak plocha A trojtihelnikového
prvku. Jedna se o kladnou hodnotu jsou-li prvky ¢islovany proti sméru hodinovych
rucicek. Pro vypocet pomoci metody konecnych prvk musi byt poradi uzla stejné
pro kazdy prvek v celé oblasti. Dosazenim rovnice (5.15) do (5.14) ziskdme pro
vypocet proménné u v libovolném misté daného prvku vztah

w(z,y) = Hi(z,y) ur + Ha(x,y) uz + Hy(z, y) us =

Uy
= { Hl(x7y) HQ(ZB,Z/) H3(.T,y) } ' U2 = (516)
us
= {H(z,y)}" - {u}
kde je pro prehlednost uzito nasledujici substituce:
D 1
A=< Hiz,y) = 57l(@ays — 23y2) + (42 — ys)w + (23 — 22)y]
1
Hy(z,y) = ﬂ[(x?)yl —z1y3) + (Y3 — 1)@ + (71 — 23)y] (5.17)
1

Hs(x,y) = ﬁ[(%m — Zay1) + (Y1 — y2)z + (22 — 21)y]
Ve vztazich (5.16) a (5.17) zna¢i A plochu trojihelnikového prvku, zatimco funkce
H;(x,y) se obecné nazyvaji funkce tvaru a v uzlech pro né plati

3 3

> Hi(zj,y;) = i

i=1 i=1

(5.18)

kde ¢; ; je Kroneckerovo delta, které ma hodnotu 1 pokud 7 = 7, jinak ma hodnotu 0.
Resena oblast je rozdélena na urcity pocet konecnych prvka pomoci linedrniho
trojuhelnikového elementu. Jak je vidét na obrazku skutecna hrani¢ni krivka oblasti
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je aproximovana pomoci po ¢astech linearni hranice. Pro vétsi presnost aproximace
miize byt bud zjemnéna sif pii zachovani linearniho typu elementu, nebo muze byt
pouzit jiny typ elementu, pro ktery nebude aproximacni funkce linearni, ale bude to
polynom vyssiho radu, ktery bude lépe kopirovat hrani¢ni krivku.

y y
Vi—— Vi ———
R | EEXR
T s
X X X X X X

Obr. 5.4 Hranice I" oblasti €2 v modelu diskretizovaném na elementy

Pro linearni trojihelnikovy element je matice prvku (tzv. matice tuhosti) vypoétena
nasledujicim zpusobem.

( % )
Oz
[Ke]:/ OH, >{ 0H, OH, OHj }+
O dr  Or Oz
\ ax /
( % )
Ay
0H, OH, 0H, O0H; B
o {ay 0y 5y} =
oty
( Jdy )
~ [ (ot} 5 H @ + S )} 5 {H )T ) a2 (519)
- ax 7y ax Jy ay 7y ay 7y . .

Qe

Po dosazeni za Hy, Hy, H3 a provedeni parcialnich derivaci a integrace ziskame matici
tuhosti prvku

kix ki kigs
[Ke] = ko1 kop ko o, (5.20)
k31 ksa ka3
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kde jednotlivé prvky matice k; ; maji tvar

b = g (s = 222 + (1 = 16) o = 73 (o1 = 20 + (s — 1)?)

kss = i ((z2 —21)* + (11 — 12)°)

ki = i ((z3 — @2) (w1 — @3) + (2 — y3) (Y3 — 1)) k2 =k (5.21)
bs = 7 (@5 =)o =) + - W =) hia = ks

bos = op (0w =)+ s~ )on —92))  has = s

Pro linearni prvek jsou parcidlni derivace uvnitt integralu konstanty (matice),
¢ili vysledek integrédlu je jen integrand (matice) vyndsobend plochou prvku.

Priklad 5.2. 1 Pro prvek s uzly ¢islovanymi proti sméru hodinovych rucicek o sou- @
radnicich 1 (0,0), 2 (1,0) a 3(0,1) bude mit matice prvku s témito uzly pro Poissonovu

rovnici podobu
1 -0,5 —0,5
Ke] = —0,5 0,5 0 ,
-0,5 0 0,5

pricemz plocha tohoto trojuhelnikového prvku ¢ini A = 0, 5.

0,0 1,0 X

Obr. 5.5 Priklad trojihelnikového prvku pro sestaveni matice tuhosti [K]

Druhé ¢ast v integralu (5.12) tedy [, w g(z,y) dQ vede pro dany linearni troji-
helnikovy prvek na tvar

Hl (:L‘a y)
[ talaw) oy (5.22)
0 H3 ([L’, y)
Analyticka integrace této rovnice muze byt obtizna v zavislosti na funkci g(zx,y)

a proto je vétsinou pouzita néjakd metoda numerické integrace. Tim jsou vyfeseny
prvni dvé ¢asti integralu I (5.12).
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5.2.2 Diskretizace bilinearnimi obdélnikovymi elementy

Funkce tvaru pro tento prvek je odvozena z nasledujici interpolac¢ni funkce u = a; +
+ agx + azy + aszxy, coz obdobné jako (5.13) lze zapsat maticovou formou

3]

w@y)={1 =z y ay}-{ L ={a}T {a}. (5.23)

Qg

Aplikaci predchoziho postupu, tj. uplatnénim vztahu (5.23) na hodnotu proménné u

VA
2 1

(-b, C)‘ ‘ (b,¢)
=)C
L

(-b,-¢) (b,-¢)

Obr. 5.6 Bilinearni obdélnikovy prvek

v rohovych uzlech elementu, néslednou inverzi (obdobné jako (5.14, 5.15) a zpétnym
dosazenim vektoru koeficientu {a} do (5.23)), a upravou nabudou funkce tvaru pro
tento typ elementu podobu

H(eg) = golb=2)c—y)]  Hyle,y) = [0+ 2)(e+y)

Hofa,y) = 0+ 0)e—y)]  Hilr,y) = 710 )(c+)

, (5.24)

kde b je polovina sitky a ¢ polovina vysky prvku, tedy obsah obdélniku je A = 4bc.
Funkce tvaru lze obdrzet i jako dvé sady jedno-dimenzionalnich funkci ve smérech
x ay v podobé

1 1
Di(z)==(b—= Us(y) = —(c —
(z) 215( ) (y) 21C( y) | (5.25)
Dy(z) = %(b—l—x) Vy(y) = %(CJFZ/)

Funkce tvaru obdrzené jak je ukdzano vyse se nazyvaji Lagrangeovy funkce tvaru.

@ Priklad 5.3. 2 Chceme vypocitat matici tuhosti elementu pro Poissonovu rovnici
pri pouziti bilinearni funkce tvaru, kterou obdobné jako u prvku trojuhelnikového
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(5.19) obdrzime takto

( % )
Ox
0H,
E aHl 8H2 8H3 8H4
K] = .
K / OHs3 { dr Or Or Ox }
Qe a_
Ox
oH,
| Tz )
( % )
Jdy
0H,
oy | [ om om, om, om, B
" ot {8y dy 9y Iy =
Iy
o,
. 9y )
~ [ (oottt} S + S H )} ()T ) a2 (520
- ax Jy ax 7y ay 7y ay 7y . .

Qe

Uvnitt integralu dostaneme matici 4 x4. V matici nejsou jen konstanty, a proto je
treba prevést dvojny integral na dvojnasobny pomoci Fubiniovy véty. Pro obdélni-
kovou oblast to neni obtizné a mizeme se o tom presvedcit napr. pro prvek matice
k1.1, pro ktery plati

[ (0H, OH, 0H, OH _ 1
= [ (G G+ G G ) dn ke Hiep) = [0 0~ )

e

Po dosazeni parcialnich derivaci a pouziti Fubiniovy véty bude

b ¢
1
ki1 = 16 22 ((?J — )’ +(z - b)2) dady
/] -

_b2+02
~ 3be

Stejnou proceduru provedeme pro vsech 16 prvki, ovsem ve skutec¢nosti sta¢i mno-
hem méné, protoze mnoho soucint se opakuje a matice tuhosti je ve vysledku sy-
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metrickd. Pro jednotlivé prvky matice tuhosti [K.] obdrzime integraci tyto vyrazy:

b? + 2
1,1 3be 2,2 3,3 4,4
k k k k b? — 2c2
kl’l kl’z k1,3 klji k1 2 “6be ko1 = ksa = ka3
[Ke] _ 2,1 2,2 2,3 2, 7 kde ) C2 (528)
k31 ksa ksz Fksa P b*+ ¢ e bk
kag kap kaz kaa L3 Tepe LT 24T 42
c? —2b°
k4= “6be ka1 = kog = k3o

Druhd ¢ast v integrélu (5.12) tedy [,w g(z,y)dQ bude mit pro obdélnikovy
prvek na oblasti €2, podobu

=
=

1

b ¢ (
// g

—b—c H4

Y

8

Y

(5.29)

8

Y

)
z; g(r,y)dady
)

8

Y

a obtiznost jeho vypoctu zde zavisi predevsim na funkei g(x,y), vétsinou se pouzije
néktera z metod numerické integrace.

5.2.3 Hranic¢ni integral

ou
V integrélu (5.12) Tesime tieti ¢ést, tedy ¢len ¢, w | ——

on

lze hrani¢ni integral prepsat na integraci po hranici jednotlivych prvka prvki:

fo(@)a-xfo(z)s

q

dI'. Po rozdéleni na prvky,

(5.30)

V tomto integralu znaci I'; oblast hranice s pfirozenou okrajovou podminkou a I'y,
jeji ¢ast tvorenou vybranym prvkem. Suma tedy obsahuje vSechny prvky na hranici
oblasti €2, na kterych je predepsana pfirozend okrajova podminka, tzv. (von Neu-
mannova podminka).

Pro zjednoduseni miizeme u jednoho prvku uvazovat hranici rovnobéznou s osou
x. Na této hranici je dan konstantni tok, ktery je povazovan za kladny ve sméru
vnéjsi normaly. Zde je pro diskretizaci pouzit linearni trojihelnikovy prvek se dvéma
uzly na hranici. Pro interpolaci jsou pouzity jednorozmeérné linearni funkce tvaru.
V tomto ptipadé je hrani¢ni integral

T

ou _ : T; — I
/w(%>d1“:q/ xj—l‘i

qu T 'r] _xl

dgp =g 2" { } (5.31)
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Obr. 5.7 Okrajova podminka pro hrani¢ni integral
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Obr. 5.8 Trojuhelnikovy element : okrajovd podminka pro hraniéni integral

Tento sloupec je pridan do umisténi asociovanych s uzly ¢ a j. Podobné to bude
platit i tehdy je-li hranice rovnobézna s osou y jen délka prislusné hrany prvku bude

Yi — Yi.

Priklad 5.4. 3 Uvazujme o vedeni tepla ve dvoudimenzionalni oblasti trojihelniko-
vého tvaru, ktera je rozdélena na ¢tyrti linearni trojihelnikové prvky, viz obr. 5.9. Na
jedné ¢asti hranice je predepsan nulovy tok (tepla), na druhé ¢ésti je ddn konstantni
tepelny tok 2 a na treti ¢asti hranice je predepsana teplota 0. Skutecné hodnoty je
vzdy mozno prepocitat tak, aby odpovidaly rovnici, staci jen vhodné volba jednotek.

V oblasti je Sest uzli. Kazdy prvek matice je mozno obdrzet ze drive uvedenych
rovnic pro linearni trojihelnikovy prvek. Globalni a lokalni trojihelnikovy prvek
je vidét na obréazcich. Globalni ¢islovani uzlt se pouziva pro identifikaci ktery uzel
je priftazen kterému prvku, zatimco lokédlni ¢islovani souvisi s ¢islovanim ve funkci
tvaru. V lokalnim ¢islovani se bude vzdy jednat o uzly 1, 2, 3 pro kazdy element.
Matice je podobné elementu, pro ktery byla odvozena diive (posunuté uzly).

1 -0,5 —0,5
KJ=1]-05 05 0 |,
-0,5 0 0,5

Ke kazdému uzlu pak dame do prislusného radku a sloupce soucet, ktery je v jed-
notlivych lokélnich maticich (1;2;3); (5;3;2); (2;4;5); (3;5;6), ¢imz vytvorime globalni
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Obr. 5.9 Diskretizace geometrie tilohy vedeni tepla
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Obr. 5.10 Lokalni a globalni ¢islovani uzli

matici. Napriklad prvek globalni matice [Ke|, jehoz indexy jsou (3;3) je sou¢tem hod-
not: 0,5 (z elementu 1; 2; 3) + 1 (z elementu 5; 3; 2) + 0,5 (z elementu 3; 5; 6),
zatimco napt. prvek s indexy (3;4) ma hodnotu nula, protoze uzel 3 se nevyskytuje
spolecné s uzlem 4 v ani jednom elementu, tj. v ani jedné z lokalnich matic.

(0,5 -0,5 0 0 0 0 ]
0,5 2 -1 —-0,5 0 0
o -1 2 0 -1 0
KJ=10 05 0 1 -05 o0 (5.32)
0 0 -1 -05 2 —05
|0 0 0 0 -05 05

Systém sloupcovych vektortu ziskdme z integrace (souc¢tu) na hranici a predepsané
teploty. Tok je dan na Sikmé a na svislé hranici, kdezto na vodorovné hranici je
predepsana teplota.

Tok na hranici pak prevedeme do uzli. Tok na hranici mezi uzly 4-5 a 5-6 je 2; tok na
hranic 1-3 a 3-6 je nulovy a na zbyvajici ¢asti hranice je neznamy. Pokud tento tok
rozdélime na uzly pak v kazdém uzlu je dan souctem na hranici po obou stranach
od uzlu. Tok v uzlu 1 je souctem neznamého toku a nulového a je tedy neznamy,
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tok v uzlu 5 je souétem 242 tedy 4 podobné v ostatnich uzlech. Toky v uzlech 1, 2
a 4 jsou neznamé.

{(F}"={F F, 0 Fy 4 2} (5.33)

Protoze teplota v mistech 1, 2 a 4 je zndma miizeme sestavit podobné vektor teplot,

kde teploty v mistech 3, 5 a 6 jsou neznamé a praveé tyto resime.
{fu}'={0 0 us 0 us ug} (5.34)

Urceni neznamych teplot, tedy hodnot us,us a ug je zapotiebi vyresit maticovou

F=0+7=?

Obr. 5.11 Grafické ztvarnéni idaji MKP rovnice

rovnici
(K] - {u} = {F}, (5.35)
V nasem pripadé se jedna o rovnici (soustavu linearnich rovnic)
[ 0,5 —0,5 0 0 0 0] (0) (F))
-0,5 2 -1 -0,5 0 0 0 F,
10 -1 2 0 —1 0 Us 0
[Ke) = 0 —-05 0 1 =0,5 0 0 Fy (5.36)
0 0 -1 -05 2 =05 Us 4
| 0 0 0 0 -=0,5 0,5] ue) [ 2 )

V tomto ptipadé lze rovnici Tesit i klasicky, ale pro vyssi pocty prvki je snadnéjsi
pouzit pocitacové feseni.

Vysledek pro nas feseny piipad jsou teploty ve vsech uzlech (ve tfech uzlech byly
dény). Ve skutecné feSenych piipadech budou matice mnohem rozsahlejsi.

{fu}"={0 0 3 0 6 10} (5.37)

Obvykla podminka na hranici je prestup tepla v zavislosti na rozdilu teplot. Toto
lze vyjadrit rovnici pro tepelny tok
ou

. (5.38)

= o (u — up)
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kde «a je soucinitel prestupu tepla a ug je predepsana teplota okoli. To znamena, Ze
tepelny tok je imérny rozdilu teplot mezi povrchem a okolim.

Pro Laplaceovu ¢i Poissonovu rovnici plati princip mazima, coz pro pripad tlohy
vedeni tepla znamena, ze nejvyssi teplota oblasti mtze byt bud na poc¢atku déje nebo
na hranici oblasti (bez vnitinich zdroju tepla). Pro ustélené vedeni tepla bez vniti-
nich zdroji tepla (Laplaceova rovnice) musi byt nejvyssi teplota nékde na hranici
oblasti a nikdy ne uvnitt. Proto ziskdme-li feseni Laplaceovy rovnice, které dava
maximum uvnitt oblasti, a ne na jeji hranici, je tfeba hledat chybu v postupu re-
Sent.

Disledkem principu maxima je, ze okrajova tloha méa pro dobie zadané okrajové
podminky jen jediné reseni.
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