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Predmluva

Predkladané skriptum je urceno zejména studentim Fakulty stavebni v prezenéni a kom-
binované formy studia. Forma vykladu navazuje na zvyklosti zazité na stavebnich oborech.
Svym obsahem by mélo vypliovat mezeru mezi zékladnimi predméty (,,Stavebni statika“,
,Pruznost a plasticita®) a navazujicim predmétem ,Metoda kone¢nych prvkia.

Je milou povinnosti autorti podékovat panu profesoru Aloisi Maternovi za pomoc pri
tvorbé tohoto materidlu.

V Ostravé 11. zari 2012 autori
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Orientace v textu ‘.7

v 12 q . ‘ . v q sxs . q rre >
Kazda kapitola mé svou pevnou strukturu, kterd by vam méla pomoci k rychlejsi orientaci s
v textu. Pri psand muzete vyuzit nasledujici ,stavebni kameny“:

’ ZAPADOCESKA
Piklad vz
Resené piiklady poméhaji k pochopeni teoretickych poznatki a slouzi jako vzor pro feSeni
cviceni. Jejich konec je oznacen plnym trojihelnickem (A).

Kviz

Pomoci autotestu (kvizu) si otestujete své znalosti a pocetni dovednosti z celého objemu
uciva.

Literatura

Jednad se o literaturu pouzitou autory pri vytvareni tohoto studijniho materialu, nikoliv jen
o literaturu doporucenou k dalsimu studiu. Pokud nékterou z uvedenych publikaci doporu-
Cujeme zajemcum, pak je to v textu spolu s odkazem na dany titul jasné uvedeno.

Rejstiik

Rejstiik, uvedeny na konci skript, poslouzi ke snadné orientaci v textu.
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Kapitola 1 D

Uvod

1.1. Vychozi predpoklady

Ulohou stavebniho inZenyra je Fesit (modelovat, posuzovat) chovani skuteénych stavebnich
konstrukei. Skutec¢né stavebni konstrukce jsou zatizeny proménlivymi u¢inky (vitr, snih,
pohyb osob, predméti a dopravnich prostiedki). Také jejich tvar muze byt proveden jen
s omezenou a ne vzdy predem odhadnutelnou presnosti (vzpomenme zndme réeni ,pro
zednika neni centimetr ZAdnd mira®) a vlastnosti fady pouzitych materidla (beton, zdivo,
zeminy a horniny) jsou pomérné obtizné popsatelné (jsou nehomogenni, anizotropni a jen
v nékterych pripadech lze pozorovat linedrni odezvu na zatizeni) a tyto vlastnosti jsou i dosti
proménlivé.

Vzhledem k slozitosti této tlohy se pii statickych a pruznostnich vypoctech obvykle
pristupuje k podstatnym zjednoduSenim. Je samoziejmé, ze pfi modelovani a posuzovani
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realnych konstrukci je nutné mit tuto okolnost na paméti. Platné technické normy pro
navrhovani stavebnich konstrukci proto obsahuji fadu opattreni, kterda maji preklednout roz-
por mezi ,vysledky , pruznostnich* reSeni a skutecnosti, ve formé konstrukénich zasad nebo
opravnych koeficientt.

Nebude-li vyslovné uvedeno jinak, bude se v dalsim textu predpokladat, ze:

e Tesenou konstrukci je mozné popsat jako spojité téleso,
e material konstrukce je:
— homogenni (ma ve vSech mistech stejné fyzikalni vlastnosti),

— izotropni,'

— linedrné pruzny (zavislost mezi zatizenim a deformaci je mozné popsat linedrni
funkef).?

e zatizeni konstrukei je statické nebo jen velmi pomalu ménici velikost nebo smér.?

-

Materidl nazyvame:

* izotropni, pokud ma ve vSech smérech stejné vlastnosti,

* anizotropni, pokud mé v raznych smérech rizné vlastnosti,

* ortotropni, pokud méa razné vlastnosti ve vzajemné kolmych smérech,

* transverzalné izotropni, pokud ma rizné vlastnosti ve vzajemné kolmych smérech tak, ze vlastnosti ve
dvou ze tF{ sméru jsou stejné.

2Takova, zavislost je Gasto oznaduje jako Hooketiv zdkon. Pro jednoroznérné problémy plati vztahy zndmé
ze zadkladnich kurzi pruznosti: F' = E X u nebo 0 = E X ¢, kde konstanta amérnosti E se nazyvd modul
pruznosti

3PYedpoklads se tedy, Ze na konstrukci nevyvolavad dynamické Gc¢inky (kmitani, vibrace).

o
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e deformace konstrukei jsou v porovnani s rozméry konstrukei velmi malé.! " . =
2 N
0 LN s s iz g «\“’47 .3‘5
e vliv deformace na vnitini sily a napéti se neuvazuje. S g

Od nékterych z vyse uvedenych predpokladi bude mozné ustoupit u nelinearnich tloh.
ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
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1.2. Zakladni velicdiny a vztahy teorie pruznosti

1.2.1. Prehled zakladnich velicin
1.2.1.1. Vektor posunuti

Posunuti libovolného bodu pruzného télesa v prostoru muzeme rozlozit do tii vzajemné
kolmych slozek, které je mozné zapsat ve formé vektoru posunuti u:’

u = {u,v,w}’ (1.1)

1.2.1.2. Vektor napéti

Na obrazku 6.6 jsou zobrazena napéti v bodé télesa® v kartézském systému soufadnic. TFi
normalovad normdlova napéti o, o, a sigma, pusobi ve smérech jednotlivych os systému
soufadnic. Sest smykovych napéti piisobi rovnobézné s osami systému soufadnic v rovinach
Y, Yz, ZT.

!Deformace jsou nejméné o 2 fady mensi nez nejvétsi rozmér konstrukee.

2Pootodeni bodu v teorii pruznosti zanedbavame, divod bude objasnén v souvislosti s tzv. vzajemnosti
smykovych napéti.

3Pro lepsi predstavu je bod nakreslen ,hranaty*.
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Obr. 1.1 Napéti v bodé

Po uplatnéni pfedpokladu o vzajemnosti smykovych napéti, popsaného rovnici (1.2)
ktery se vyuziva i v zdkladnich kurzech pruznosti, je mozné povazovat jen tri smykova napéti
Trys Tyz> Toz 28 NEZAVisla.

Tey = Tyz
Tyz = Tzy, (1 '2)
Tex = Txz-

Nadéle proto budeme predpokladat existenci jen tii normalovych a tif nezavislych smy-
kovych napéti, kterd mohou byt zapsana v podobé vektoru napeti o:

o = {UxagyaazaTxnyyzasz}T- (1'3)
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1.2.1.3. Vektor deformaci

Kazdé z uvedenych napéti pracuje na jemu odpovidajici pomérné deformaci: normalovému
napéti o; odpovidd pomérnd deformace (prodlouzeni nebo zkraceni) e; a smykovému na-
péti 7;; odpovidd zkoseni v;;." Pomérné deformace tedy mozné zapsat v podobé vektoru
pomérnych deformaci €:*

€= {gxagyasz,’)/mya'yyz,’sz}T~ (1.4)

1.2.2. Geometricko—deformacni vztahy

Geometricko-deformacni vztahy® vyjadiuji zavislosti mezi posunutimi a pomérnymi defor-
macemi. Postup jejich odvozeni si ukdzeme na vztahu pro e;, ktery je vyuzivan v elemen-
tarnich kurzech pruznosti. Z pruzného télesa vytkneme diferencidlni objem o rozmérech
dx,dy,dz a pomérnou deformaci €, ve sméru x zavedeme ziskdme podobné jako v elemen-
tarni pruznosti jako pomér prodlouzeni AL, k puvodnimu rozmeéru L,:

AL,
-5

(1.5)

Ex

Pro vétsi nazornost je na obrazku 1.2 nakreslen pouze prumét télesa do roviny xy, coz je
vSak pro nase potieby dostateéné a neni to na tikor obecnosti odvozeni.* Pokud se budeme

!Mezi zkosenimi tedy predpokldddme vztahy analogické vzdjemnosti smykovych napéti.

2V literatufe je mozné najit i pojem vektor deformaci nebo vektor pretvoren.

3Pouzivé se i zkraceny termin geometrické vztahy nebo geometrické rovnice.

4Vnimavy étenar jisté vaha, zda zjednoduseni na % neni prilis hrubé a zda nepovede k velkym rozporium
mezi terorii a skute¢nych chovdnim stavebnich objektu. V ptipadé, Ze konstrukce vykazuje malé deformace,
je tento postup zcela dostatecny. V geometricky nelinearnich tlohéach je ovSem nezbytné tento predpoklad

Vv

opustit a odvodit presnéjsi geometricko—deformaé¢ni vztahy.

o
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Obr. 1.2 Deformace diferencidlniho vyseku télesa

drzet oznaceni podle obrazku 1.2, a prodlouzeni budeme sledovat vzhledem je hrané AB,
pak muzeme rovnici (1.5) zapsat v nésledujicim tvaru a postupné upravovat:

_AB -AB _(z+drtu+Pde)—(z+u)—dz Ou (1.6)
-~ 4B da Ow '

Analogicky by bylo mozné ziskat rovnice pro ¢, a €., které jsou uvedeny v 1.7.

L 0w
T ox’ Yooy’ = 0z

Smykové deformace (zkosen?) je mozné stanovit na zakladé urceni velikosti Ghli o a 8
na obrazku 1.2, pokud budeme predpokladat, Ze tana = «, tan 8 = 8 a dz’ = dax:

€z

v+%dx+‘3—;‘dy_@+a_u
Ox dy  O0x Oy
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Analogicky k rovnici (1.7) je mozné napsat vztahy pro zbyvajici zkoseni:

ov  Ow
ow Ou
ou Ov
Yoy = Vyz = By + EPS (1.10)

1.2.3. Podminky rovnovahy

V klasické stavebni mechanice [12] se zpravidla vyuzivaji silové souc¢tové podminky rovno-
vahy:

> Fei = 0,
Y F =0, (1.11)

> Fi =0

(1.12)

V pripadé pruzného télesa je vhodné napsat silové podminky rovnovahy na vyjmutém
diferencialnim objemu o rozmérech dx, dy, dz, ktery je zobrazen na obrazku 1.3.
Pro lepsi prehlednost jsou jako o’ a 7/ oznac¢ena napéti zménéné o prirustek na diferen-
cidlnim rozméru objemu, tedy napiiklad:
0oy o,

%dac, Txy‘ = Ty + a—?dy, (113)

ot =0+

ZAPADOCESKA
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Oy
i 7
‘ S L gy
i l ’Slz/// Oz Tx
5 e
c ) L --- G
‘Xf”':ﬂﬁzbc 2 %z e
dy Vo Tx
o
<7rz/’ ’Ry
Ty \l/ i
dx Oy

Obr. 1.3 Napéti na diferencidlnim vyseku télesa

Je zrejmé, ze vyslednice napéti o, se ziskd vynasobenim tohoto napéti a plochy, na které

pusobi:
S = @ @y 6%

Potom je mozné zapsat silovou podminku ve sméru osy x takto:
ZFM = (0l, — 0y) dy dz + (Tay — T:)/:.y) dx dz + (Tpy — Toz') dx dy =0

Rozepisme rovnici (1.15) s vyuzitim vztaha (1.13):

Jdo OTp22

= 0
3 dx) dy dZ—l—(Txy—sz—aL;ydy) dr dz+ Tz —Tuz —

(0p—0gp— .

(1.14)

(1.15)

z)drdy =0 (1.16)

&
S

o

\C
R

Q

L
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Je patrné, ze nékteré ¢leny rovnice (1.16) je mozné zkratit a ziskat zjednoduseny vztah:

Oy Oy G
+

Ox Jy 9z 0 (L.17)

Stejnym zpusobem je mozné napsat podminky rovnovahy i pro sméry y a z. Pokud takto
sestavené rovnice doplnime o objemové sily' X, Y a Z, ptisobici ve smérech jednotlivych os
systému soutadnic, ziskdme vysledny tvar diferencidlnich podminek rovnovdhy:

doy i Oy i 0Ty

X =
Ox oy 0z + 0,
OTyy Ooy  OTy,
— 4+ ——=4Y =0 1.18
Ox Ay + 0z + ’ (1.18)

OTeg . OTyy O,

gr "oy Ta T2 70

1.2.4. Fyzikalni rovnice

Jako fyzikalni vztahy se oznacuji vztahy mezi napétimi a pomérnymi deformacemi. V line-
arni teorii pruznosti se predpokladé zavislost mezi témito veli¢inami vyjadrena Hookeovym
zdkonem:
Oz
E€x = —

E
Vztah (1.19) ovsem plati jen pro jednorozmérné tlohy (tazeny nebo tlaceny prut). Na
obrazku 1.4 je ilustrace takové tdlohy. Vztah (1.19) ovsem nepocita se zménou prufezu de-
formovaného prutu (plocha A se béhem deformace nemént).

1Objemovou silou je napiiklad gravitaéni sila.
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X A
/o F

Obr. 1.4 Fyzikalni podminky v 1D tloze

Ve skutecénosti vSak ke zméné prutfezu nepochybné dojde (idedlni tvar zdeformovaného
prvku je na obrazku 1.4 zakreslen ¢érkované). Jak je zndmo ze zdkladnich kurzi pruz-
nosti [13], pomér mezi podélnou a pricnou zménou délky télesa je konstantni a je popsén
Poissonovym soucinitelem v. Potom je na misté predpokladat, ze velikost pomérné prodlou-
zeni €, bude ovlivnéna nejen napétim o,, ale v zavislosti na hodnoté v také napétimi ve
smérech y a z :

e — = e = wiey, o)) -

E

U smyku lze piedpokladat, Ze vztah mezi smykovym napétim 7;; a zkosenim ~y;; bude
linearni:

Tij

2G’

Yij = (1.19)

kde G je modul pruznosti ve smyku.!

'Diivodem pro nésobitel 2 je skutecnost, ze plati v, = g—: + g—; = Ezy + Eyx = 2e5y.
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Fyzikalni vztahy pro pruzné téleso v prostoru pak muzeme zapsat ve tvaru:

1 T,
€ = E[%—zx(@%—oz)], Ty = ;’é
1 T,
gy = b loiy = (@w Aol 0 Yo — % (1.20)
— vt )], ey = 22
&2 = E Oy —V\0Oz T 0y)|, Yoy = %G

V pripadé, ze chovani materialu nebude linedrné pruzné, neni mozné vyse uvedené vztahy
pouzit bez tprav a je potrebné je nahradit vztahy pruzno—plastickymi nebo jinymi.

1.2.5. Podminky kompatibility

Jednotlivé pomérné deformace vyjadrené nejsou vzajemné zcela nezavislé. Jejich vzajemné
vztahy vyjadiuji podminky kompatibility, které je mozné ziskat ipravami vedoucimi k vy-
louceni u, v a w z rovnic (1.7) az (1.10). Nazev vyplyva z fyzikdlniho vyznamu rovnic —
pokud jsou splnény, tak je zajisténa vzajemné kompatibilita deformaci, a télese tedy zustava
spojité.

Rovnice kompatibility se v tlohach pruznosti vazanych na stavebni praxi vyuzivaji jiz
jen omezené. V dalsim textu jich vyuzijeme pouze pii odvozeni stenové rovnice pro tilohu
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rovinné napjatosti , a proto je zde uvadime:
826% &%e, 825y
Oxdy oy?  0x?’
D%ey, %, 0%,
Oy0z 022 0y?’
0%e,y 0%, 0%,
0z0x Ox? 022’
825a: 1 _8’7yz 0z + 87my
Oy0z 2 Oy Dy 0, )’
0% 1 0 0 0
Y il Vyz . Va2 + Yy , (1‘21)
0z0x 2 Oy Oy 0,
8262 l +6’sz + a'sz . 8’7;1:;/
dxdy 2\ 9, dy 9: )
Pro tlohu rovinné napjatosti' v roviné xy se rovnice (1.21) redukuji na tvar:
0? 0? 0?
oy B By O ey, (1.22)
oy2  o0x2  Oxdy
ktery bude pouzit v dalsim textu.
'Pifpad, kdy se tloha zjednodusi na dvojrozménry problém s nenulovymi pouze napé&timi o, oy, Tuy-

Podrobnéjsi popis je predmétem dalsi kapitoly.
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1.2.6. Sh ti
s ‘, .

Pro tplny popis chovani pruzného télesa je v kazdém jeho bodé potieba ziskat hodnoty 15 xS
neznamych veli¢in: 3 slozek posunuti u, 6 slozek deformaci €, 6 slozek napéti o

K jejich vypocteni je k dispozici 15 rovnic: 6 geometrickych rovnic, 6 fyzikalnich rovnic, B
3 podminky rovnovéhy. D > TLITEAT)

Problémem pii TeSeni praktickych tdloh je, Zze uvedena soustava rovnic je v obecném
ptipadé velmi obtizné fesitelna. Proto se, vyjma nékterych jednoduchych tloh, zpravidla
pristupuje k numerickym metoddm feseni (metoda siti, metoda kone¢nych prvku) a také se
vyuziva zjednoduseni prostorového (3D) problému na 2D! nebo 1D tlohy.

Kviz.

1. Kolik podminek rovnovahy je k dispozici v teorii pruznosti v prostoru?
b = sin(T2)

Tri silové.

Tri silové, t¥i momentové.
Sest silovych.
2. Co vyjadruji geometrické rovnice?
Vztahy mezi zatizenim a deformacemi télesa.

Vztahy mezi pomérnymi deformacemi a posunutimi.

!Stény, desky, skofepiny, rotafne-symetrické tlohy.
2Pruty.




Uvod 23 “P
RN

Kompatibilitu télesa. " 57
. Fyzikdlni rovnice vyjadiuji 2 4

3
>
Vztahy mezi pomérnymi deformacemi a posunutimi.
Vztahy mezi napétimi a pomérnymi deformacemi v bodé télesa. D
. v,z . v s . . 7 . viv ’ UNIVERZITA
Vztahy mezi napétimi a pomérnymi deformacemi v zadaném objemu télésa. v pLzni

N

. Izotropni material je mozné popsat:
Tremi fyzikalnimi konstantami (E, v, o).
Dvémi fyzikalnimi konstantami (E, G).
Dvémi fyzikalnimi konstantami (E, v).
5. Materiadl mé v jednom sméru odlisné vlastntosti nez ve vSech ostatnich. Je tedy:
Izotropni.
Nehomogenni.

Ortotropni.

6. Kolika materidlovymi konstantami je jednoznac¢né definovano izotropni pruzné téleso:

Dvémi: E, v.

Jednou: E.
Tremi: E, v, L.

7. Zatizeni v teorii pruznost musi byt:
Malé.
Kolmé na povrch prostoru.
Statické.
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8. Kolika rovnicemi mizeme popsat problém teorie pruznosti (v prostoru)? " 5
15. N 4

12.

24 D | s
9. Kolik napéti je v prostoru? TEE T

6 normalovych a 6 smykovych.
3 normalova a 3 smykova.
6 normalovych.

10. Podminky kompatibility vyjadruji:
Vztahy mezi napétimi a pomérnymi deformacemi.
Vztahy mezi posunutimi a pomérnymi deformacemi.
Vztahy mezi pomérnymi deformacemi.

11. Ktery z uvedenych typu zatiZeni je mozné zadat na pruzném télese v prostoru?

Moment otacejici kolem osy z.
Sila ve sméru osy y.
Pootoceni kolem osy .
12. Anizotropni material:
Ma v kazdém misté jiné vlastnosti.
Ma v kazdém sméru jiné vlastnosti.
Obsahuje nehomogenity nebo nespojitosti.

13. Pruzny material podle teorie pruznosti musi byt:
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Nespojity. ||
9N 2 “ ISTRAVS, 7
A
Spojity. o
Osové symetricky.
14. Deformace v teorii pruznosti musi byt: U
vz v . v PR v £ P univerzita
Mnohem mensi nez jsou rozméry reseného télesa (,,malé®). v pLzni

Srovnatelné s rozméry reseného télesa.
Nejvyse dvakrat vétsi nez je nejmensi rozmeér reseného télesa.
15. Transverzalné izotropni material:
Ma v kazdém sméru jiné vlastnosti.
M4 razné vlastnosti ve vzajemné kolmych smérech tak, ze dva ze tfi sméra jsou
stejné.
Ma v kazdém sméru stejné vlastnosti.
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Kapitola 2 D

Rovinny problém

2.1. Typy rovinného problému

Jako rovinng problém se zpravidla oznacuji tii tlohy:

e rovinna napjatost,
e rovinnd deformace,
e rotacni symetrie téles.

V dalsim textu se budeme vénovat prvnim dvéma uvedenym tlohdm, které jsou prak-
ticky podstatné vyznamnéjsi. Pro tyto tlohy je mozné formulovat fadu vztaht zcela stejné,
a proto budou nejprve predstaveny jejich charakteristické znaky a az poté budou uvedeny
jednotlivé vztahy, s upozornénim na rozdily ve fyzikalnich rovnicich.
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Obr. 2.1 Rovinna napjatost — sténa.

2.2. Rovinna napjatost

V nékterych praktickych tlohach se setkdvame s konstrukcemi, které maji jeden rozmeér
podstatné (10 a vice krat) mensi nez oba rozméry zbyvajici a navic u nich jak samotnd
konstrukce, tak jeji zatizeni a okrajové podminky lezi p¥iblizné v jedné roviné.! Typickym
piipadem jsou nosné (smykové) stény.?

V takovém pripadé je mozné ilohu fesit jen jako dvojrozmérnou, na obrizku 2.1 je
sténa zobrazena v roviné zy. V této roviné pak lezi strednicovd plocha stény. Jednotlivé
body stfednicové plochy stény se, s ohledem na to, Ze zatizeni mohou pusobit jen v jeji

'Konstrukce muize byt zatiZena i v jiném sméru, ale tyto Géinky musi byt tak malé, abychom je mohli
zanedbat (ne vétsf nez f; zatiZeni v roviné konstkruce).

2Proto je tato tloha v literatuie nékdy oznadovana jako sténa.
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roviné, mohou pohybovat jen ve smérech u a v:
u = {u,v}’ (2.1)

U takto idealizované konstrukce mohou byt nenulovymi pouze ta napéti, kterd ptisobi
v jeji roviné (x — y):
o ={0s,0y,Tuy}" (2.2)

Budeme predpokladat, ze po tloustce stény je napéti rozdéleno priblizné rovnomérné.

Protoze posunuti v ve sméru osy z, tedy ve sméru nejmensiho rozmeéru neni nijak za-
branéno, pomérna deformace €, bude obecné nenulové, Nenulové budou ovsem i ty slozny
vektoru deformaci, které odpovidaji nenulovym napétim:

£ = {sx,gy,gz,’yxy}T (2'3)

V souvislosti s napétimi ve sténé se nékdy pouzivd pojem meérné stenové sily. Tyto
veliciny se ziskaji vynasobenim hodnoty napéti napéti tloustkou konstrukce v prislusném
misté. .

Mérné sténové sily se vyuzivaji zejména pii dimenzovani Zelezobetonovych konstrukei’
a zpravidla se oznacuji ng, ny, ngy:

N
ng = ogh [—],
m
N
ny = oyh [E]a
N
Nay = Toy h [E]
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Obr. 2.2 Mérné sténové sily

Pro ilustraci je na obrazku 2.3 rozdil mezi priibéhem napéti vypoctenym podle nosnikové
teorie [12], ktery je oznacen N a prubéhem vypoctenym na sténe podle déle uvedenych
rovnic, ktery je oznacen S.

2.3. Rovinna deformace

Rovinné napjatosti je v nékterych ohledech podobnd tloha rovinné deformace. Jde vSak
o podstatné odlisnou konstrukei. Jako tlohy rovinné deformace fesime dlouha pfimé télesa
zatizena a podepfend po délce neménnym zpusobem. Piikladem mohou byt nékteré liniové
stavby (konstrukce silniénich a zelezni¢nich téles) a zejména podzemni a hornické stavby
(konstrukee a okoli tunelu, kolektort a stol).

'Pro tuto operaci se vyuziva predpokladu, Ze pribéh napéti po tloustce konstrukce je konstantni
2Duvodem je optimalizace nédvrhovych a posudkovych postuptl na prutové konstrukee a jejich vnitin{ sily.
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Obr. 2.3 Pribéh napéti na nosniku a na sténeé.

D D
() Y
Zxg ynis
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Obr. 2.4 Rovinna deformace — fez télesem liniové stavby

Problém idealizujeme tak, ze predpokliddame, ze téleso je nekonecné dlouhé a po celé
délce stejné zatizené a podeprené. Pak je mozné resit jednotkovou tloustku tohoto télesa
a pohlizet na né jako na dvojrozmeérnou tlohu a pfi vypoctu posunuti bodi télesa pracovat
jen se posunutimi v roviné zy:

u = {u,v}’. (2.4)

Lze predpokladat, ze studovana oblast jednotkové tloustky se ve sméru této tloustky

(tedy ve sméru osy z) nebude moci deformovat', a proto nenulové budou pouze slozky
deformace v roviné zy:

€= {Em,sy,'yxy}T. (2.5)

V souladu s vyse uvedenym predpokladem, zZe je zabranéno deformacim ve sméru osy
z je nutné uvazovat s obecné nenulovym napétim o, a vektor napéti proto bude mit ¢tyti

1Useky pred a za studovanou oblasti maji nekone¢nou tloustku a tim i tuhost.
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slozky:
o= {O’x,O'y,O'Z,’Txy}T. (2.6)

2.4. Zakladni vztahy pro rovinny problém

2.4.1. Vztahy spole¢né pro rovinnou napjatost i deformaci

Vztahy pro rovinny problém ziskame ze zakladnich vztahii teorie pruznosti, ze v nich jako
nenulové ponechdme jen ty veli¢iny, které ptisobi v roviné zy.

2.4.1.1. Podminky rovnovahy v roviné

V roviné je mozné napsat nejvyse 2 nezavislé silové podminky rovnovdhy, napriklad:

> Fi=0 Y F,i=0 (2.7)

Po dosazeni vztahu (1.19) do rovnice (2.7) ziskdme:

Glofs - Gy

ox dy

OTpy  Ooy B
%+8_y+y = 0

+X =0 (2.8)

Pokud bychom chtéli pouzit tfeti podminky rovnovahy (% g‘—;’ + %U; + Z =0), pak
po dosazeni 7, = 0 a 7., = 0 ziskdme rovnici:

Odo,

040
++8z

+2Z=0, (2.9)
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kde je ovSem Z = 0, protoze jednim v rovinném problému predpokladame, Ze zatizeni muze
b b
2 o . - do
pusobit jen v roviné zy, a tedy 5= =

2.4.1.2. Geometricko—deformacni vztahy v roviné

Geometricko—deformac¢ni vztahy pro rovinny problém ziskdme z rovnic pro prostor (1.7)
az (1.10) tak, Ze v nich ponechdme jen posunuti u,v, kterd jsou v roviné zy nenulova.
Ziskdme tak vztahy pro ., €y a Yzy:

ou ov ou Ov

Ou _ov e o 2.10

Ex =

Protoze predpokladame, ze ve stiednicové roviné fesené oblasti je posunuti w rovno
nule, nemtzeme pro vypocet €,, které je v iiloze rovinné napjatosti obecné nenulové, pouzit
rovnic (1.7).

2.4.2. Fyzikalni rovnice pro rovinny problém

V souladu se zavedenymi predpoklady budeme vychazet ze vztaht (1.21) pro linedrné pruzny
izotropni materidl. Budeme postupovat stejnym zptsobem jako u predchozich vztahi, ale
pro jednotlivé problémy ziskdme odlisné vysledky.

2.4.2.1. Fyzikalni rovnice pro rovinnou napjatost

Ve vztazich (1.21) ponechame jen veli¢iny nenulové v tiloze rovinné napjatosti (napéti o, oy,
Tzy & deformace €4, €y, €2, Vzy). Tak ziskdme rovnice popisujici fyzikdlni vztahy pii rovinné
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AZIRINA
napjatosti: I!,!I
Y 9STRAVY, 7
1 %’4’“ u“\“"'&\
eo = plow—v(oy)]
1
v = glovmv(omto) (2.11) D i
T V PLZNI

Vztah pro deformaci e, ziskany z (1.21) ma tvar:

1
&= ¢ (—voy —vay). (2.12)

vvvvvv

vztahy pro vypocet napéti pomoci deformaci. Ziskdme je upravou rovnic (2.12):

E

0r = T3 (ez + v &y),
E
O'y = m (Ey + v Ex), (2.13)
B E
T T 91—y

2.4.2.2. Fyzikalni rovnice pro rovinnou deformaci

Fyzikalni vztahy pro pfipad rovinné deformace je mozné ziskat stejnym zptusobem jako rov-
nice pro rovinnou deformaci. V tomto ptipadé budou nenulova napéti o, 0y, 0.7,y a jen tii
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slozky vektoru deformace e,,¢ey,Vzy. Prakticky vyznam maji predevsim vztahy pro vyjad-
feni napéti:

Op = (1—}—1/)?1 o) [(1—-v) ez +vey,
Gy = iz 1/)?1 o) [Ver+(1—v) gy, (2.14)
E 1

T =

2.5. Sténova rovnice

2.5.0.3. Odvozeni sténové rovnice

V praktickych aplikacich teorie pruznosti se v minulosti pii feseni Casto vyuzivala sténovd
rovnice, kterd byla feSena ve specidlnich pripadech analyticky (¢asto v mechanice hornin
nebo v hornické mechanice) nebo numericky. S rostoucim vyznamem metody koneénych
prvku se vSak takovych feseni vyuzivalo stdle méné.
Pfi odvozeni sténové rovnice se vychdzi z rovnice (1.22), coz je rovnice kompatibility
pro rovinnou napjatost:
D%y N 0%y _ 0Py
oy?  0x?2  0x20y’
Budeme pozadovat, aby vyslednd rovnice obsahovala jako neznamé jednotlivé slozky vek-
toru napéti (o, oy a Tzy), a proto do (2.15) dosadime diive odvozené fyzikalni vztahy (2.14).

(2.15)
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Po apravé ziskame vztah ve tvaru:

0% oy — voy) n oy —vos] 201+ 1/)827'%.

= 2.16
0y? Ox? 0x0y (2.16)

Upravou rovnice (2.16) ziskdme tvar:
0?0, B 0%*ay 00y %0y 2(1+ )91y, _a (2.17)

Edy? VE8y2 + Eoz? "Eoa? E0x0dy

Pro dalsi postup bude vhodné snizit pocet neznamych slozek vektoru napéti v rovnici.
Napéti 7., je mozné vyjadiit pomoci o, a o, z podminek rovnovahy v roviné (2.9). Pokud
budeme predpokladat nulové objemova sily, pak muzeme rovnice (2.9) zapsat ve tvaru:

OTuy _ _80@,, OTuy _ _80957 (2.18)
ox oy oy oz
a dosadit je do rovnice (2.17).
Po dosazeni ziskame vztah:
FoRtes d%*c, %0y 0o 0o Foates
c - 4+ (1 4+ (1 J = 2.1
o o2 52~ Va2 +(1+v) 52 +(1+v) o 0, (2.19)
ktery je mozné déle upravovat do podoby Lévyho podminky:
oy | Goy  Foy  Foy (2.20)

Ox? + Oy? + Oy? Ox?
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Rovnice 2.20 obsahuje dvé nezndmé o, a 0. Pro zjednodusenf feseni navrhl Airy' funkci
F takovou, zZe plati:

0*F
= o
0*F
O'y = W, (221)
- - _82F
T Ozoy

Funkce vyhovujici vztahum (2.22) se oznacuje jako Airyho funkce.
Po dosazeni vztaht (2.22) do rovnice (2.20) ziskdme vztah pro F:
WF+2 o'F +mF
ozt 0x20y? oyt

=0 (2.22)

Rovnice (2.22) se oznacuje jako rovnice stény nebo sténovd rovnice. Pro vybrané jed-
noduché pripady (kruhovy ¢i elipticky otvor v nekoneéné sténé) je mozné najit analytické
feseni, cehoz se vyuziva napiiklad i v nékterych tlohach lomové mechaniky. V ostatnich
pripadech je potifebné stanovovat hodnoty funkce F' numericky, napriklad metodou siti.

2.5.1. Pouziti sténové rovnice

Resen{ praktickjch tiloh pomoci sténové rovnice (2.22) je do jisté miry komplikovano ob-
tiznosti volby okrajovych podminek. V nékterych piipadech je jejich stanoveni pomeérné

!George Biddell Airy (1801-1892), britsky matematik a astronom.
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pfimocaré (volny okraj, okraj zatiZeny kolmo pusobicim zatizenim), v jinych piipadech
(vetknuti okraje) je to naopak obtizné. Proto se nékdy voli inverzni zpusoby reseni, kdy se
vhodné zvoli Airyho funkce a hleda se, zda vyhovuje zadanym podminkach. V pripadé, ze
Airyho funkce je jiz zndma, je mozné pomoci vztahi (2.22) stanovit funkce pro jednotliva
napéti a vypocitat a vykreslit jejich hodnoty.

Pti uréovani okrajovych podminek muzeme vychézet z téchto zasad:

e normalové napéti kolmé k volnému, nezatizenému, okraji je rovno nule,
e smykové napéti na volném, nezatizeném, okraji je rovno nule,

e je-li okraj zatiZzen spojitym zatizenim o velikosti p, které je na néj kolmé, pak pro
normalové napéti o kolmé k tomuto okraji plati

o =p, (2.23)

e pusobi-li podél okraje sila o velikosti F', pak pro smykové napéti 7 podil tohoto okraje
plati

L
/ Tdy = F. (2.24)
0

Priklad 2.1. Na obdélnikové sténé o rozmérech b a h je ddna Airyho funkce ve tvaru
F =2 x 23 +4 x 22 x y%. Vykreslete pribéhy napéti o, a oy na okrajich stény a ve svislém
fezu uprostied.
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Obr. 2.5 Geometrie stény v prikladu 2.1.

Reseni. Pomoci vztahii (2.22) nejprve stanovime vztahy pro jednotlivd napéti:

0*F

Op = a—y2:8><l‘,
0*F

v = W:12xw+2xy2,
O*F

Tez = —8xay=—16xxxy.

Do ziskanych vztahi dosazujeme x = 0, x = % a z = b a hodnoty b od 0 do h. Ziskané

prubéhy jednotlivych napéti jsou vykresleny na obrazku 2.6.
A

Priklad 2.2. Stanovte tvar Airyho funkce na obdélnikové sténé o rozmérech L a h vlevo
vetknuté a vpravo zatizené silou podle obrazku 2.7. Tloustka stény je 1.
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Oy Cy

Obr. 2.6 Prubéhy napéti na sténé z obrazku 2.5.

~«

Obr. 2.7 Sténa z prikladu 2.2 .
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VIR
Resend. Zvolime Airyho funkci ve tvaru:
A\ <l
% S
F=axz?xy+bxzxy? 2y
kde a,b jsou zatim nezndmé konstanty, které budou muset byt stanoveny z okrajovych
podminek. ) o D o
Nejprve ovéiime, Ze zvolend funkce vyhovuje sténové rovnici %—;j— +2 £T§;/g + %—?ﬁ: =0: oo
I'F o'F o'F
5a2=-0 z555=0 —5=0
Ox 0?0y oy
Vyjadiime jednotlivd napéti pomoci zvolené funkce F:
0*F
= —2=2><a><x2+2><a><x,
Ay
0*F )
Oy = W =2Xax Y-,
O*F
Ty = = =—4dxaxx—2xbxuy.

Nyni mtzeme stanovit a, b z okrajovych podminek:

e Pro pravy svisly okraj stény (x = L) je normdalové napéti o, = 0, a tedy:

2 _ _
2xaxL —|—2><a><x_0:>a——m

e Pro pravy okraj stény (xz = L) také musi platit, ze vyslednice smykového napéti je
rovna zde pusobici sile P, tedy fOL Teydy = P, a tedy:
fOL(—4><a><a:—2><bxy)dy:—2><a><L><h2—b><h2:P,

apoﬁpravé:cxh3—cxh3=P$b=—%
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Po dosazeni stanovenych a a b do zvolené funkce F' ziskdme vyslednou Airyho funkci
pro zadanou sténu:

2.5.2. Numerické resSeni stén metodou siti

V praktickych tlohach se v 50.-80. letech minulého stoleti casto vyuzivalo numerického
feSeni rovnice (2.22) pomoci diferencni metody, oznacované casto také jako metoda siti.
Napriiklad znamé pomtcka pro uréovani statickych veli¢in na sténdch a deskach [11] byla
z podstatné c¢asti sestavena na zdkladé hodnot vypocitanych metodou siti.

Pro ucely dalsiho vykladu bude princip metody vysvétlen jen velmi strucné. Vyjdeme
ze definice derivace funkce F' = y(x):

’ Ay
F = lim —. 2.25
Az—0 Az ( )
Pro inZenyrské potteby muzeme predpokladat, ze bude-li Az ve vztahu (2.25) dostate¢né
malé, pak lze priblizné psat:

/ Ay Fua-F
F =L =00 2.26
WwPrOT  Ax  myy1 — T (2.26)

Ptiblizné tak vyjadiime derivaci funkce f pomoci rozdilu funkénich hodnot. Vhodnéjsim
zapisem vsak bude tvar:

/ Fipn—Fi1  Fopn— Fia
F = = 2.27
approx Tit1 — Ti1 2 Az ’ ( )
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> UNIVERZITA
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Obr. 2.8 K vykladu principu metody siti.

kde Az = Ti+1 — Ly = T — Tj—1-

1849
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2 <
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Pokud budeme pohliZet na derivaci F’ jako na smérnici tecny ¢ k funkci F', pak muZzeme
pouzité vyrazy ilustrovat na obrazku 2.8. Tecna ¢ odpovidd vyrazu podle rovnice (2.25),

zatimco tecna topprop 0dpovida rovnici (2.27).

Podobné je mozné ziskat vztahy i pro funkce vice proménnych, napriklad:

8_F
ox
8_F
dy

OFit1; — Fi1

2 Az

)

OFi 41 — Fij—

2 Ay
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44

Pti odvozeni vztahii pro derivace vyssich rad je mozné postupovat tak, ze v rovnici 2.27
se ze jednotlivé funkéni hodnoty opét dosadi aproximace derivaci. Druhé derivace funkce F'

pak nabudou tvaru:

or
0z2
o'r
Oy?
0*F
oz y

Fit1; —2F + Fi

Ax? ’
Fiji1—2F; +F;;j 1
: - : 2.28
Ay2 ) ( )
OFi11 11— Fiyij-1 — Fijn+Fa

4 Az Ay

Pro feSeni rovnice stény (2.22) jsou potfebné aproximace ¢tvrtych derivaci. Ty je mozné
odvodit analogickym postupem. Uvedeme jen vysledny tvar:

o'F Fiioj—4F1;+6F;—4F,_1;+F,_3;

Ozt Azt

I'F Fijro—4Fjn+6F; —4F; 1+ F o

= gt (2.29)

N*F AL T A — 2 (U g = 0 g = 0 s Fi—l,j) o
952 32 A2 12
Fiojan+Fa;a+F 1jna+Fja

A2 32
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N RINA
Pro dalsi vyklad oznac¢me:
y T7
‘:’4'/ — é"»\
A$ 2 Ckji ““\‘\
2
= - 2.30
@ = (55) (2.30)

g _ (AF 2 D p Ziosostem
- Al’ . V PLZNI

Potom dosazenim vztaht (2.30) do sténové rovnice (2.22) a vyuzitim (2.31) ziskdme
vztah:

F;; (8+6a?+6 3%
Az2 Ay? B

4 [(Fiy15 + Fic15) 1 + 8%) + (Fij1 + Fijo1) (14 02)] +
Az? Ay?

2(Fip+1 + Firrgr + Fipg1 + Fioj + Fioj—1)
Az2 Ay?

o B2 (Figo;+ Fi—oj) + a2 (Fjt2 + Fij—2) _

Az2 Ay?
= 0, (2.31)

_l’_

tedy sténovou rovnici aproximovanou pomoci funkénich hodnot Airyho funkce F'.

Pokud vyneseme koeficienty rovnice (2.31) v kartézském systému souradnic s vodorovnou
osou z svislou ¥, a predpokladali, ze koeficienty i odpovidaji ose x a koeficienty j odpovidaji
ose y, pak ziskdme schéma uvedené na obrazku 2.9.!

! Takové zobrazeni neni samoucelné. Pii sestavovani rovnic pro metodu siti se feSens kosntrukce v méfitku
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Obr. 2.9 Grafické zndzornéni aproximace sténové rovnice (2.31).
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Je patrné, Ze namisto feseni jedné diferencidlni rovnice (2.22) bude nutné sestavit a vy-
fesit soustavu rovnic (2.31), které budou sestavovany v fadé bodu fesené oblasti. Ovsem
protoZe rovnice (2.31) obsahuji pouze funkéni hodnoty hledané Airyho funkce F', ziskand
soustava bude pouze soustavou linedrnich rovnic. Vysledkem pak budou funkéni hodnoty
Airyho funkce ve zvolenych bodech konstrukce, které mohou byt dale pouzity k pribliznému
urceni slozek vektoru napéti v téchto bodech.

2.5.3. Okrajové podminky pri reseni stén metodou siti

K urceni okrajovych podminek, které jsou nezbytné k sestaveni soustavy rovnic, mize byt
pouzita napiiklad Hermiteova analogie.’
Hodnoty Airyho funkce na okrajich stény je mozné zapsat jako fukce vnitinich sil né-

hradniho nosniku:
oF

an
kde 7n je osa kolma k okraji stény, M je ohybovy moment na ndhradnim nosniku a N je
normalova sila na nahradnim nosniku.

Pro vypocet mohou byt potfebné nejen hodnoty na okraji feSené oblasti, ale i hodnoty
mimo ni, které jsou na obrazku 2.11 oznaceny Fj cz¢. Pro ty je mozné psat:

F=M, =N, (2.32)

oF
Fi,emt - Fi + 2A 8777’ (2.33)

kde A je vzdalenost bodi ve sméru kolmém k okraji (tedy Az nebo Ay).

vykreslila a pokryla se pravothlou siti s rozte¢emi Az a Ay. Zobrazené schéma z obrazku 2.9 (vykreslené ve
stejném méfitku na pruhledném materidlu) se pak priklddalo na jednotlivé body, kde se sestavovala rovnice,

@:
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Obr. 2.10 Vnitrni sily na ndhradnim nosniku pro Hermiteovu analogii.

Fi,ext Fi
o (o) O
O O O

Obr. 2.11 Hodnoty v okoli okraje.
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Obr. 2.12 Zadani prikladu 2.3.

Priklad 2.3. Urcete hodnoty Airyho funkce napéti stény podeprené a zatizené dle ob-
razku 2.12, kterd ma rozmeéry x = 3m, y = 3m, t = 0.1m a vlastnosti £ = 20 GPa, v = 0,2.
Vysledky ve ¢tyfech bodech stény.

Resend. Na obrazku 2.13 jsou vyznaceny body F; az Fy, ve kterjch se budou poéitat funkéni
hodnoty Airyho funkce. Hodnoty na okraji jsou vypocitany podle Hermiteovy analogie podle
vztahu (2.32) a (2.33) z vnitfnich sil ndhradniho nosniku podle schématu na obrazku 2.14.

a pouzivalo se k odecitani koeficientu prislusnych jednotlivym bodum Fj;.
!Charles Hermite (1822-1901), francouzsky matematik.
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Obr. 2.13 Vypocetni schéma stény v prikladu 2.3.
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Obr. 2.14 Hermieova analogie pro priklad 2.3.

Pro jednotlivé body napiSeme rovnice (2.31). Na pravou stranu budeme prevadét ¢leny
neobsahujici Zddnou neznémou.'
Nejprve uré¢ime pomocné hodnoty potiebné pro sestaveni rovnic:

Ar = 1m,
Ay = 1m,

RO
RO

Fi(8+6+4+6)—4[(F2+0)(1+ 1)+ (1000 + F3)(1 + 1)] +

Rovnice v bodé Fy:

!Povsimnéte si, Ze pro zapsani rovnic jsou pot¥ebné i hodnoty v bodech mimo konstrukei.
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+2(0 4 Fy + 1000 4 0) + 1(0 + Fy) + 1(F; — 3000 + 0) = 0, > | .
O Y

O
%) <

STRAVY,
po upravé a zjednoduseni dostaneme: S

221 — 4Fy — 4F5 4+ 2F4 = 5000.
ZAPADOCESKA

UNIVERZITA
V PLZNI
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Rovnice v bodé Fy:
F>(8+6+6) —4[(0+ F1) + (1000 + F4)] + 2(1000 + 0 4 0 + F3)

+(0 + 5 — 3000) + (F2 + 0) =0,

po upravé a zjednoduseni dostaneme:
—4Fy + 22F5 4+ 2F3 — 4F, = 5000.
Rovnice v bodé Fj:

F3(8+6+6) — 4[(Fy+0) + (F1 +0)] + 2(F> + 0 4 0 4 0)

+(1000 + F3) 4 (0 + F3 — 3000) = 0,

po upravé a zjednoduseni dostaneme:
—4F) + 2F5 + 22F5 — 4F, = 2000.
Rovnice v bodé Fy:

Fy(84+6+6)—4[(0+F3)+ (F2+0)]+2(0+0+ F1 +0)
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|C. || B | Fs|F ] PS. |
1. 22| -4 -4] 21 5000
422 2| -4 5000
-4 || 2000
2| -4 | -4 22| 2000

W N
1
W
[\
[\
[\

Tab. 2.1 Soustava linedrnich rovnic pro priklad 2.3.
+(0 + F4 — 3000) + (1000 + Fy) = 0,
po upravé a zjednoduseni dostaneme:
2F —4F; — 4F3 4 22F,; = 2000.

Sestavené rovnice je mozné prepsat do maticové podoby, ktera je uvedena v tabulce 2.1.
Po vyteseni soustavy 2.1 ziskdme vysledky:

= Fy=293.75
3 = F;=143.75

2.6. ReSeni stén Ritzovou metodou

Kromé vyse uvedenych metod je mozné pouzit k feseni stén také napiiklad Ritzovu me-
todu [36, 37]. I v tomto pripadé budeme hledat podobu Airyho funkce.
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VIR
Podle [30] plati, ze dopnkové potencidlni energie konstrukce je minimélni: ‘.7
IT* = min. (2.34) %”m u\\\ﬂ"@
Potom jeji variace musi byt rovna nule: e
o D =
~Fa 0. (2.35)

V Ritzové metodé se neznama hledana funkce nahrazuje aproximaci s neznamymi koe-
ficienty a; a rovnice (2.35) se vyuziva k vypoc¢tu nezndmych a;.
Pro vyjadreni IT* volime aproximaci Airiho funkce F, ve tvaru:

Fo=) a; ¢, (2.36)
kde a; jsou hledani neznamé koeficienty a 1; jsou vhodné zvolené aproxiamdéni funkce.

Priklad 2.4. Pomoci Ritzovy metody stanovte rozlozeni napéti uvnitt stény na obrazku 2.15.
Zatizeni na okrajich je popsano rovnici:

2
Yy

Reseni. Aproximaci Airyho funkce zvolime ve tvaru

F =F,+ F,
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Obr. 2.15 Vypocetni schéma stény v prikladu 2.4.
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kde ¢len F, bude prestavovat stav, kdy norméalové napéti ve sméru osy x bude rovno napéti
o v koncovych fezech a kdy soucasné ostatni napéti budou nulova (o, = 74, = 0). Zvolime
tedy:
2
P o Y
F,=~y*(1 - ==).
0=y (1= 3)
Mtzeme snadno ovérit, ze F, spliuje okrajové podminky, protoze plati:
0’F, 1 y? B 0*F, B 0*F,

Uz,o: ay2 :p( _b_2)7 Uy,o_ 81’2 —07 Txy,o: _&ray =0

Druhy ¢len aproximace (F}) zvolime ve tvaru:
Fi=a ¢(z,y) = a (- 2%)? (0¥ —¢?)*.

Aby byly splnény okrajové podminky, méla by Airyho funkce vyjadfend timto ¢lenem
vyvolavat v krajnich fezech nulovd normélova napéti o,.'. To je splnéno, protoze:

F1 ($ = O) = 07
Fi(z=1)=0.
S pouzitim zvolené aproximace muzeme pripravit vztahy pro jednotliva napéti:
OF 2,4 z? o y?
*F 274 o2 TR0
Oy — W:4albl(_1+3l_2)(1_l_2)7
0*F 7% z2 y?
= ——— =-16a:P®Z(1-5)(1 - %).
Txy 91y ai I ( 12 )( 12 )

'Piipomindme, %e podle rovnice (2.22) plati: o, = %—1;.
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VIR
Ziskana napéti dosadime do vztahu pro doplitkovou potenciani energii [306, 37] II* = . =
=1L, = L& fi i Eb(ag + 277, 4 05)dydzx a vysledek variujeme podle a; a poloZime roven nule ‘“::,% . “‘f
podle rovnice (2.35): e
(64 256 b2 N 64 N 62) P
a1\ =9 72 Ea 72 ) T a2 ZAPADOCESK,
7 49 l2 7 l2 l4b2 D ’ UIA\IIVEROZEIT: g
V PLZNI
Ze ziskané rovnice vypocitdme hledanou konstantu a;:

p
42
64 , 25602 | 6452
<7 Tz T 777)
Nyni muzeme a; dosadit do navrzené aproximace F' a ziskdme vztah pro Airyho funkci
na zadané sténé:

al =

P o y2 zﬁ? 2 22 (12 242
F=—y(l—- == — — .
a 662) T T e L e (7 =2%)” (" —y7)
Tt oE T T

Tim je uloha vyfesena. Nalezenou aproximaci mizeme pouzit ke stanoveni pribéhu
a hodnot napéti v libovolném misté stény. Na obrazku 2.16 je pro ilustraci vynesen prubéh
s " v v v 1 _
normalového napéti o, uprostred stény pro pomér ; = 1.

A

Kviz.

1. Napéti o, je obecné nenulové v problému:
Rovinné deformace.

Rovinné napjatosti.
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Obr. 2.16 Napéti o, vynesené ve stfedu stény v prikladu 2.4.
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L]

Nelze jednoznac¢né stanovit.

2. Ktery vektor odpovida tloze rovinné deformace? miZzeme-li pouzit polynom jen se 3 %,,0,{ &>
y 4 uN
¢leny.
T
Exy, €y, €2, Yy
ZAPADOCESKA
e € T P> univerzima
Zh) y7fy:l7y 0 V PLZNI

T
€xy €y, Vzy,> Yoz
3. Ktery vektor odpovida tloze rovinné napjatosti? muzeme-li pouzit polynom jen se 3
¢leny.
T
Oz,0y, 0%, Txy
T
Ozx,0y, Txy
T
Oz, 0y, Txy, Txz
4. Ve sténové rovnici je neznamou:
Prihyb ve sméru osy y.

Normélové napéti.

Airyho funkce napéti.

5. Ktery vzorec pro vypocet o, z Airyho funkce f je spravny?
2f
ox?"
92f
Y2
_0f
ozx Oy *
6. Ktery vzorec pro vypocet o, z Airyho funkce f je spravny?
92f
9z2"
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10.

11.

92 f

oy? "

_0f
ozx oy *

. Metoda siti:

Je metoda priblizna.
Je metoda presna.

Nelze ji takto zaradit.

. 'V metodé siti se:
Derivace nahrazuji diferencemi.

Integrace nahrazuji deferencemi.

Derivace nahrazuji integracemi.

. Presnéjsich vysledku je mozné v metodé siti dosdhnout:
Pomoci mensiho kroku AX.

Pomoci pouziti derivaci vyssich radu.

Prendsobenim tzv. relaxac¢nim koeficientem.

Ritzova metoda je metoda:
Presna.
Ptiblizna.

Pravdépodobnostni.

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

Ktery z uvedenych typu zatiZeni je mozné zadat na fezu dlouhym télesem (iloha rovinné

napjatosti)? Uloha se fesi v roviné zy.

Posunuti v ose z.




Rovinny problém 61 P S 0

12.

13.

14.

15.

16.

7RIV
1849
Moment otacejici kolem osy z. ¢ C/
.o Ve ad 7z v ’«“ IS
Spojité zatizeni [kN / m2] ve sméru osy y. "&,,0,{ &>
()

Ktery z uvedenych typu zatiZzeni je mozné zadat na sténé (iloha rovinné napjatosti)?
Uloha se Tesi v roviné xy. D

Moment otacejici kolem osy z.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA

V PLZNI

Sila ve sméru osy y.
Posunuti v ose z.
Stanovte hlavni napéti pokud o, = 20 M Pa,oy = —10 M Pa,0,, = 0 M Pa
o1 =20 MPa,o9 = —10 M Pa.
o1 =—20 MPa,o2 =10 M Pa.
o1 =20 MPa,o9 =20 M Pa.
Jakou jednotku mé normélové napéti ve stavu rovinné deformace?
Pa.
Pa/m.

Pa m.

Pomérna deformace €, je obecné nenulova v problému:
Rovinné deformace.
Rovinné napjatosti.
V obou vyse uvedenych problémech.

Zatizeni nosné stény je:

V roviné stény.
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Kolmo na rovinu stény.
V obou smérech.
17. Jednotka mérnych sténovych sil je:
N.
N/m.
Nm.
18. Splituje funkce F' = 223 4 422y Airyho funkci napéti?
Ano.
Ano, ale feseni bude nepresné.
Ne.

19. Je déna Airyho funkce napéti F = 222 + 4x2y. Funkce napéti o, je:

0.
4(1+y).
4x.
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Kapitola 3 D

Desky

3.1. Zakladni vlastnosti desek

V technické praxi se ¢asto vyskytuji plosné konstrukce, které jsou prevazné zatézovany ohy-
bovymi uc¢inky (podobné jako ohybané nosniky). Jsou jimi napfiklad stropni desky a panely
nebo mostovky. Jako desky pocitame plosné nosné konstrukce, které jsou zatizeny a pode-
preny vyhradné kolmo ke svoji stfednicové roving.!

U desek je jeden rozmeér (tloustka) podstatné (5 a vice krat) mensi nez rozméry ostatni.
Je-li tloustka 10 a vice krat mensi, pak desky oznacujeme jako tenké a mizeme k jejich
analyze pouzit Kirchhoffovy teorie pro tenké desky, v opacném pripadé desky oznacujeme

!Deska muiZe byt samoziejmé podepfena i proti pootoceni, stejné jako nosnik. V tomto p¥ipadé je samo-
zfejmé branéno pootoceni kolem primky lezici v roviné desky.
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jako tlusté a méli bychom pouzivat vystiznéjsi Mindlinovy teorie.

V dalsim vykladu se budeme vénovat prevazné Kirchhoffové teorii.

3.2. Kirchhoffova teorie ohybu tenkych desek

Teorie oznacovana jako Kirchhoffova? vychézi z podobnych piedpokladii jako Bernoulliova —
Navierova teorie ohybu nosnikt. Tato teorie tedy nevznikla prostou tipravou teorie pruznosti
pro prostor, kterd byla vylozena v predchozim textu, a proto postupné narazime na nékteré
nesoulady.

Predpoklady je mozné shrnout do nékolika bodi:

e jednotlivé vrstvy desky na sebe netlaci o, = 0,

e normalova napéti ve strednicové roviné jsou nulova,

e body ve strednicové roviné se mohou premistovat pouze ve sméru osy z,

e normaly stiednicové roviny zustavaji i po deformaci primé a kolmé k této roviné.

Predpoklad o kolmosti normal je ilustrovan na obrazku 3.1. Stejné jako u ohybanych
nosnikli zptisobuje linedrni zménu normalovych pomérnych deformaci € a normalovych na-
péti o po tloustce desky. Tedy prodlouzeni u (ve druhém sméru pak v) linedrné roste se
zvétsujici se vzdalenosti z od strednicové roviny.

!Toto rozdéleni je jen orientaéni a obecnéjsi Mindlinovu teorii miizeme vyuzit i pro tenké desky. Rada
vypocetnich produkti na bézi metody konec¢nych prvkua tak ¢ini bézné. Naopak pouziti Kirchhoffovy teorie
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Obr. 3.1 Deska — predpoklad o normaléch.

3.2.1. Neznamé veliciny na desce

Jak vyplyva z predpokladt Kirchhoffovy teorie, body ve stfednicové roviné se mohou po-
hybovat jen ve svislém sméru w (tedy sméru kolmém k nezdeformované strednicové plose).
Obdobné jako na nosnicich mizeme pracovat s pootocenimi ¢ zdeformované stfednicové
plochy:

_ m
LCE
ow

Py = Gy (3.1)

pro tlusté desky vede k méné vystiznym vysledkum, podobné jako aplikace nosnikové teorie na stény.
2Jeji bézné pouzivanou, a v dalsim textu pouzitou, podobu zformuloval britsky matematik Augustus
Edward Hough Love(1863-1940), ktery vychdzel ze starSich praci némeckého fyzika Gustava Kirchhoffa

(1824-1887). Pavodn{ autorkou je vSak francouzskd matematicka Marie-Sophie Germain (1776-1831). _
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Obr. 3.2 Napéti a vnitini sily na desce.
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Ve stiednicové plose desky je nenulové pouze posunuti w ve sméru osy z systému sou-
fadnic. Jak je ovSsem vidét na obrazku 3.1, mimo stfednicovou plochu jsou zbyvajici dveé
(vodorovna) posunuti w a v obecné nenulovd. Budeme-li predpoklddat, Ze pfiblizné plati
tan(¢) = ¢, pak mizeme v souladu s obrazkem 3.1 psat:

ow ow

US 2P =—2o, U= 2=z (3.2)

K ziskani vyrazu pro pomérné deformace vyuzijeme geometricko—deformacnich vztaht
teorie pruznosti (1.7) a dosadime do nich za u a v vyrazy podle rovnice (3.2):!

T
e
v 0w
Ey = 8—y:—2 a—yz, (33)
o o, o
Yoy T By oy oy

3.2.2. Fyzikalni rovnice na desce

Stejné jako u predchozich tiloh budeme predpokladat, ze i deska se sklada z izotropniho
a homogenniho materialu s linedrné pruznym chovanim, pro ktery plati Hooketuv zakon.
Muzeme tedy vyjit ze zadkladnich vztahu (1.21) platnych pro pruzné téleso a do nich dosadit

Vztahy pro yy. a v.o zde neuvddime — vysledky, které bychom ziskali ze vztaht (1.7), totiz nevyho-
vuji predpokladim Kirchhoffovy teorie, a proto se pro vypocet s nimi svadzanych napéti pouziva odlisného
postupu, uvedeného v odstavci o fyzikalnich vztazich.
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vyrazy pro pomérné deformace podle rovnic (3.4):

IE) E (0w 0w
U = 1_V2(5x+V5y):_1_V2 (8:C2+V8y2> (3.4)
E E 0w 0w
E O%w
T = V=001, 27 aaay (3:6)

Urcitym problémem je urceni vztahii pro 7., = 7., a 7y, = 7zy.' Na nosnicich obdél-
nikového prurezu, které jsou do jisté miry analogické desce, ma smykové napéi parabolicky
prubéh po vysce nosniku. Pokud bychom vyuzili podle (1.21) rovnice 7., = ;. G, pak ve
zfejmém pripadé, ze ve strednicové plose bude zkoseni v,, = 0 nebude mozné vyhovét pred-
pokladu o parabolickém prubéhu ~,,, které musi mit v uvedeném misté nenulovou velikost.
Tato okolnost je jednim z rozpori mezi predpoklady obecné teorie pruznosti a Kirchhoffovou
teoril.

Napiiklad podle [37] je mozné z podminek rovnovdhy na elementu desky odvodit, ze
plati:

Ve = 2(13/2) [(g)z - 22] aaA_:cw’ (3.7
s = i |8 - 2] 522

kde Aw predstavuje zménu svislé deformace po vysce prirezu a h je tloustka desky, ktera
je znazornéna na obrazku 3.1.

T nadéle budeme predpokliddat platnost predpokladu o vzijemnosti smykovych napéti.
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Pribéhy jednotlivych slozek napéti jsou zndzornény na obrazku 3.2. Z tohoto obrazku
je zfejmé, Ze napéti o, a oy odpovidaji ohybovym icinkim, zatimco napéti 7,. a 7., Gcin-
kim smykovgm. VSechna tato napéti maji svoje pfimé ekvivalenty u nosniki, samozrejmé
s vyhradou, Ze u nosniku jen napéti o, a 7., zatimco u desky jsou napéti i ve druhém
Sméru.

Veli¢ina 7,y = Ty, odpovidd krouticim ucinkim.

3.2.3. Vnitrni sily na desce

Pro praktické aplikace (posuzovani a dimenzovani deskovych konstrukei) neni vyjadieni
vysledkt ve formé jednotlivych slozek vektoru napéti zpravidla vhodné. Stejné jako u nos-
niku by bylo vyhodnéjsi mit k dispozici integralni veli¢iny (u nosniki $lo o posouvajici sily
a o ohybové a kroutici momenty).

Na desce ovSsem nebude mozné ziskat v kazdém rezu jednu hodnotu prislusné velic¢iny
tak, jak tomu bylo u nosnik, protoze takové vysledky by byly piilis hrubé.! Je tedy nutné
definovat vnitini sily (posouvajici sily a momenty) na jednotku sitky fezu desky. Pujde tedy
o meéerné vnitrni sily a mérné posouvajici sily budou tedy mit jednotku % Mérné momenty
(ohybové i kroutici) budou mit jednotky X7 (nékdy se zapisuje i jen jako N).

m

U nosniki jsme predpokladali, ze vnit¥n{ sily se méni pouze ve sméru nejdelstho rozméru nosniku, zatimco
u desky je tfeba pracovat jesté s druhym srovnatelnym rozmérem — Sirkou.

o
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Na zakladé obrazku 3.2 mtzeme zapsat vztahy pro vypocet mérnych momentt:

t/2 9w 9w
x T de =Dl —— a 9 |
" /—t/2a oo (8902 - Vayz)

b2 Pw  Pw
my = /_t/2 O'y z d.’L‘ = —D (VW —+ a—y2> y (38)

t/2 92w
T == T dx =—-D (1 — a. a0
My /_t/QTyz x ( V)ax(?y

kde D se oznacuje jako deskova tuhost:

Et
= 3.9
12(1 —v?) (3:9)
Stejnym zptisobem je mozné ziskat také mérné posouvajici sily:
(& Pw Bw
— dz=-D|— 4+ — —_ 3.10
e /—t/2 Tt (3963 " o 3y2) ’ (3.10)

t/2 93w SBw
Qy = /t/2 Tyde =-D (8_y3 + —aIL‘z 8y) .
Poznamka 3.1. V souvislosti s uvedenymi vyslednymi vztahy (3.9) az (3.11) je nutné mit
na pameéti, ze byly odvozeny za predpokladu linedrné pruzného a izotropniho materialu.

V pripadé, ze by materidl desky byl ortotropni (muze jit nékteré pripady Zelezobeto-
novych desek, nebo desek z nékterych typu kompoziti), bylo by potfebné znovu odvodit
vztahy (3.6) az (3.11). V takovych pfipadech nemé smysl definovat ani deskovou tuhost.
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3.2.4. Hlavni a dimenzacni momenty

V praktickych tlohach navrhovani zZelezobetonovych desek se setkdvame s problémem na-
vrhovani vyztuze k pfeneseni krouticich aéinki. U nosnikid se zpravidla navrhuji timinky:.
To je v zédsadé mozné i u desky, nicméné realizace takové vyztuze by narazila na problémy
pti realizaci. Moznosti feseni jsou v podstaté dveé.

Prvni moznosti je podobné jako v tilohéch rovinné napjatosti [13] byla definovana hlavni
normalové napéti, definovat hlavni ohybové momenty na desce, a betonarskou vyztuz navr-
hovat ve sméru téchto momentt. Hlavni momenty mutizeme definovat jako nejvétsi a nejmensi
ohybové momenty, které je mozné urcit ve studovaném misté desky. Tyto momenty pusobi

ve smérech os, které jsou od os x, y pootofeny o tithel a. V souladu s [13] je mozné je stanovit:
_ 2 ( == 2 +4 m?2 3.11
M2 = 5 |\Ma +my) (mg +my)>+4m3, |, (3.11)
1 2
a1 = = arctg <mxy>
2 Mg — My

Hlavnich moment byl bylo mozné vyuzit k ndvrhu betonarské vyztuze. Tento navrh
by byl nejpresnéjsi a z hlediska spotfeby materidlu vyztuze i teoreticky nejefektivnéjsi.
Problémem je vsak fakt, ze sméry hlavnich momenti se budou po plose desky zjevné ménit,
a proto takto navrzend vyztuz by nemohla byt provedena z primych pruti, coz je zadsadnim
problémem pri realizaci takovychto konstrukei.

Z vyse uvedenych duvodu se pri ndvrhu zelezobetonovych konstrukei vyuzivaji dimen-
zacni momenty. Ty vychazeji z poznatku, ze pokud se pro téely navrhu konstrukce zvétsi
hodnota ohybvého momentu o celou hodnotu momentu krouticiho, tak sice dojde k urcité
nepresnosti, ale na stranu bezpeénou (skuteéné namahani konstrukce bude vzdy nizsi nebo

@:
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nejvyse rovno takto vypoctené hodnoté):

Mg.dim = Mg +Sgn(mx) |ma:y| (3‘12)

My dim = My + sgn(my) [Mmagyl.

Potom staci konstrukci nadimenzovat tak, jako by byla zatizena ohybovymi momenty
odpovidajicimi hodnotam mg gim a My, 4im a neni tieba navrhovat dalsi specialni vyztuZ pro
zachyceni krouticich u¢inku na desce.

3.2.5. Deskova rovnice

V klasickych postupech pro urcovani vnitinich sil a deformaci desek se zpravidla vychazi
z TeSeni deskové rovnice. Je mozné ji ziskat z podminek rovnovahy na diferencidlnim ele-
mentu desky, pricemz musime mit stale na paméti, ze dale uvedeny vysledek bude platny
jen pro desku z izotropniho a linearné pruzného materialu.

7 desky vyhovujici vyse uvedenym predpokladiim vytknéme element o rozmérech dzx,
dy a tloustce h podle obrazku 3.3. Na element pisobi vnéjsi spojité zatizeni p a na jeho
okrajich pusobi mérné deskové sily.

Abychom mohli sestavit podminky rovnovahy na uvedeném elementu, musime ziskat
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Obr. 3.3 Vnitini sily na elementu desky.
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vyslednice jednotlivych mérnych vnitinich sil:
My my dy,
om
Mo (mw + 83393 d:v) dy,
My my dz,
am
My, (my + a—yydy) dz,
Mmyl May dz,
My
Moo (m + ydaz) dx,
zy zy By
Myxl Myg dy, (313)
om
Myx2 (myx + Wyxdy) dyv
@ qx dy»
0
Q2 (Qx + %dw) dy,
%
Qz1 Qy dz,
Jq
Podobné stanovime i vyslednici vnéjsiho zatizeni:
F=pdxdy (3.14)
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XAV
1849
Nyni mtuzeme sestavit podminky rovnovahy k tézisti elementu:
AL\ A
D &
g M;, = 0 i yws
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> My, = 0 (3.15)
Pokud do rovnic (3.16) dosadime jednotlivé sily, ziskdme rovnice ve tvaru:

dx dx
Z Mi,z = Mml - MacZ + Mxyl - Mxy? + le? + QwZ? = 0,

d d
Z My = Mpg— M+ My — Mg+ lejy + Qyzgy —0,
Déle budeme upravovat jen prvni podminku > M; . = 0, postup u ostatnich je obdobny.

Do vztahu ) M; , = 0 tedy muzeme dosadit vyrazy pro jednotlivé vyslednice vnitinich
sil podle (3.14):

omy 0
medy — (mx + g:c dm) dy + mgydxr — (mzy + %d@/) dxr +

dx 0qy dx B
Gz 7dy+ (qz + %dx) 7dy = 0. (3.16)

Vztah (3.16) muzeme dale zjednodusit:

omy, om

ddy — 0q, dx dy
ox

Ty Yz
By dydx + 97 2

+ ¢, dzdy =0 (3.17)
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Rovnici (3.17) muzeme déle zjednodusit vydélenim —dzdy. Déle je mozné predpokladat,
Ze ¢leu %% bude v porovnani s ostatnimi ¢leny rovnice velmi maly, a proto je moZné
jej zanedbat. Tim se rovnice zjednodusi do tvaru:

Omg  Omgy

Ox dy tere

(3.18)

Zbyvajici podminky rovnovahy je mozné upravit stejnym zptisobem. Tim ziskame jejich
podobu ve tvaru:

Omy  Omy,

= 1
0q, . Ogy B
o + By +p = 0. (3.20)

Rovnice (3.17) a (3.20) muzeme dosadit do silové podminky rovnovahy (3.20):

%my Pmg,  O*m
52 2 ompy a2 T P G

Rovnice (3.21) obsahuje tfi nezndmé mérné momenty. Ty vSak nejsou vzajemné nezavislé

a vsechny jsou funkei prihybu w podle vztaht (3.9). Pokud dosadime rovnice (3.9) do (3.21),

ziskdme deskovou rovnici:'

*w *w *w

p
2 —. .22
ox?t * Ox2y? + oy* D (3.22)

! Pouziva se také nizev rovnice desky.
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3.3. Metoda siti pri reseni deskové rovnice

Deskovou rovnici (3.22) je mozné vyfesit jen ve vybranych jednoduchych pripadech, zejména

pro desky jednoduchého tvaru (¢tvercové, obdélnikové) jednoduse zatizené a podeptené.

klad metodu konecnijch proki nebo metodu siti* Zakladni princip tédo metody byl vylozen

jiz u Teseni stén metodou siti, proto v dalsim textu uvedeme jen nezbytné podrobnosti.
Pro dalsi feseni budou potrebné aproximace derivaci funkce prihybu w:

2
Fw  _ Wip1y = 2Wij + Wi
0z Az? ’
2
O*w w1 — 2w+ w1
0y? Ay? ’
2
07w Wit 41 — Wit1j—1 — Wi—1j+1 + Wi—1j-1
oz y 4 Az Ay ’
4
Fw  _ Wiysj —4 Wit +6 wij —dwi—1;j + Wiz 393
8 4 - A 4 I ( ° )
X i
4
Fw _ wijyr — 4 wijp1 +6 wij — w1+ wij—2
dy* Ayt ’
4
Ow _ Awij =2 Wiry + Wighs + Wigjo1 + Wisrg)
0z? y? Ax? y?
n Wit1,5+1 + Wit1,j—1 + Wi—1 541 + Wi—1 -1
Ac? 2 :

'Pozorny Gtenaf si jisté povsimnul ndpadné shody tvaru sténové rovnice (2.22) a deskové rovnice (3.22).
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2 —4(13+ o) 2

[i-L,j+1] [ifi+1] [i+1,j+1]
2 ? % 2 2
B i-Lj] 8+ 60 6B i) B
CREERERR e R > BTN O

=20 _g(1 4 Bz) [i,jj] _ 4(1 + Bz) [1+2.]]

li-Lj1] (-1 lelg1]

X —4(1 + of) 2

21 ¢ O

Obr. 3.4 Grafické zndzornéni koeficientt rovnice (3.24).
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Pomoci vztaht (3.24) je mozné deskovou rovnici (3.22) prepsat do tvaru:
w5 (8 +6 (12 + 6 ,32)
Az? Ay?
[ (wir151wio,) (L4 67) + (Wi +wig1) (L+ )]
Az2 Ay?
2 (wi—l-l,j—l-l + Wit1,5+1 + Wit1,j—1 + Wi—1,5+1 + wi—l,j—l)
Az? Ay?

L B Wiy Fwicag) ¥08 (Wijratwijog)

Az? Ay?
_ B Az Ay
—_— T’ (3.24)

kde, podobné jako u stény, jsme oznacili:

Az ?
2
= (= 3.25
@ = (5) (3.25)
2
g2 = ﬂ
Az ) -~

Potiebovat budeme i vztah pro vyslednici rovnomérného spojitého zatizeni o velikosti ¢

v bodé [, j]:

_l’_

P;j =q Az Ay. (3.26)

Dalsi postup se od drive popsaného Teseni stén metodou siti formalné lisi pouze zpu-
sobem zavedeni okrajovych podminek a tim, Ze na pravé strané rovnic vystupuje obecné
nenulové zatizeni desky.
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3.3.1. Okrajové podminky na desce v metodé siti

P1i feseni desek muzeme vyuzivat znalosti hodnot w a ¢ v mistech okrajovych podminek
(podpor) ziskanych pti feseni nosniki:

e v pripadé vetknuti:

w = 0,
Py =

e v pripadé valcového kloubu kolem osy z:

w = 0,
py = 0. (3.28)

e v pripadé vilcového kloubu kolem osy y:

w = 0,

P = 0. (329)

Pro potteby dalsiho vykladu se budeme zabyvat jen pripadem wvdlcového kloubu, ktery
je ilustrovan obrazkem 3.5. P¥imo v misté kloubu je hodnota w rovna nule, pro bod mimo
konstrukci budeme predpokladat, ze se chova tak, jako by byl umistén také na desce. Z tého
uvahy a z obrazku 3.5 je tedy zfejmé, ze:

wij; = 0,

Wil = —Witlj. (3.30)
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Obr. 3.5 Hodnoty funkce w v okoli valcového kloubu.

Diskusi k dal$im ptipadim je mozné najit v [11], naptiklad pro vetknuti by bylo mozné
odvodit vztahy:

wij = 0,

Wi-1j = 3 Wit1j — Wity (3.31)
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3.3.2. Vypocet vnitinich sil metodou siti

Vztahy pro mérné vnitini sily na desce je mozné ziskat po dosazeni vztahii pro diference do
rovnic (3.9) a (3.11):

d*w d*w
My = -D ? +v 8_y2
Wity — 2 Wij + Wi15 Wij4+1 — 2 Wij + wij1
- _D ’
Ax? v Ay?
d*w d*w
m = -D(Gh v o)
Wi 41 — 2 Wi, 5 + Wi,5—1 Wit1,j — 2 Wy + Wi—1,5
= -D
[ Ay? T Ax?2 ’
d?w
= DA-v)l5—5- 3.32
e =) (axay> (3:32)
= -D(1-v) Wit1,j+1 — Witl,j—1 + Wi—1,j+1 + Wi-1,j-1 (3.33)
4 AxAy :
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Pw  w
DlZ¥Y— 4+ —— ) =
fa (8303 * Oydz?
(Wit — 2 Wiy1,j +2 wis1j — Wi-j)
2 Ax3
_ Wil j+1 — Wim1j+1 — 2 Wit1,5 + 2 Wi—1,5 + Wit1,j-1 — Wi—1 -1
2 Ay2Ax ’
Pw Pw
—D|——+——=| = 3.34
Ty <61‘3 + (93/8:52) (3:34)
(Wijt+e — 2 wijt1 +2 wij—1 — Wij—2)
2 Ay3
B Wit1,j+1 — Wit j—1 — 2 Wij+1 + 2 Wi j—1 + Wi—1 j41 — Wi—1,5-1
2 Az2Ay )

Priklad 3.2.
ma rozmery:

Urcete pruhyb obdélnikové desky kloubové podeprené po vsech okrajich, kterd

r = 3m,
= 3m,
t = 0.1 m.

Pouzity materidl ma vlastnosti: F = 20GPa, v = 0,2. Deska je zatizena rovnomérnym
spojitym zatizenim q = 10%’ po celé plose.
Stanovte prithyb ve ¢tyfech bodech desky a dimenza¢ni momenty v jednom bodé desky.
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Obr. 3.6 Tvar a poloha bodu sité v prikladu 3.2.
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Resend. Nejprve stanovime pomocné hodnoty potfebné pro vypodcet:

E t3 20.10° 0,13
D — — ' = 1,736 M Pa.m?
B(1—2) 12(1—02) _ rooMPam,
Ax = 1m,
Ay = 1m,

9 Az\?
o = | —
Ay
Ay\? (1)
Ax 1
Nésledné muzeme sestavit rovnice (3.24) ve ¢tyfech sledovanych bodech, pfi jejich se-

stavovani uvedeme na pravé strané c¢len odpovidajici zatizeni desky.
Sestaveni rovnice (3.24) v bodé wy:

wi(8+6+6)—4[(w2+0)(1+1)+ (04+ws)(1+1)]+2(0+ws +0+0)

10000 1 1

+1(0 + (—wn)) + 1(-wi +0) = Tmomm

Po dprave ziskame:
18wy — 4wy — 4wz + 2wy = 0,00576

Sestaveni rovnice (3.24) v bodé ws:
wa(8+6+6) —4[(0+w1) + (0 + ws)] +2(0+ 0+ 0+ w3)

+(—w2 + 0) + (—w2 + 0) = 0,00576
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Po upravé ziskame:
—4wi + 18wy + 2ws — 4wy4 = 0,00576

Sestaveni rovnice (3.24) v bodé ws:
w3(84+6+6) — 4 [(ws +0) + (w1 +0)] +2(w2 +0+ 0+ 0)

+(0 — ws) + (0 — ws) = 0,00576

Po tpravé ziskame:
—4wy + 2wy + 18wz — 4wy = 0,00576

Sestaveni rovnice (3.24) v bodé wy:
w4(8 +6+6) —4[(0+ w3) + (w2 +0)] +2(0 + 0+ wy +0)

+(—wy + 0) + (—w4 + 0) = 0,00576

Po dpravé ziskame:
2w1 — dwo — 4wz + 18wy = 0,00576

Sestavené rovnice pro prehlednost zapiseme do tabulky 3.1.
VyteSenim soustavy rovnice zapsané v tabulce 3.1 ziskdme:

wy = we = w3 = wq = 0,00048 m.
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Rovnost pruhybt desky w ve vsech sledovanych bodech je v tomto pripadé v poradku.

Je disledkem symetrie desky.
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Tab. 3.1 Soustava linedrnich rovnic pro priklad 2.3.

Vnitini sily vypocitame pouze pro bod w;:

Mme1 = —1736111[0,00048 — 2 0,00048 + 0 + 0,2 0 — 2 0,00048 + 0,00048]
= 1000,0 N

my1 = —1736111[0,00048 — 2 0,00048 4 0 + 0,2 0 — 2 0,00048 + 0,00048]
= 1000,0 N

0 — 0,00048 — 0 + 0
4

Madim = Ma+ 5gn(my) me, = 1000,0 + 166,7 = 1166,7 N

My dim = My + sgn(my) may = 1000,0 + 166,7 = 1166,7 N

May1 = —1736111(1—0,2) = 166,7 N
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3.4. Rozdily mezi predpoklady Kirchhoffovy
a Mindlinovy teorie ohybu desek

Kirchoffova teorie poskytuje inzenyrsky prijatelné presné vysledky zejména pro velmi tenké
a tenké desky, tedy takové, jejichz tloustka je nejméné desetkrat mensi nez zvyvajici rozmeéry.
Ve stavebni praxi se vSak vyskytuji i desky tlusté, prikladem mohou byt zdkladové desky
nebo mostovky u nékterych typt mosti. Dochézi zde k podobnym rozportim mezi vysledky
a skutecnosti, jako tomu bylo pii feseni stén pomoci nosnikové teorie. '

Mindlin® proto pii odvozovani upravené teorie vysel z predpokladu, Ze normély stfed-
nicové plochy sice ztistanou po deformaci stale primé, avsak nemusi jiz byt kolmé k této
plose [15]. Tento rozdil je ilustrovan na obrazku 3.7. Pro teorii odvozenou z Mindlina pred-
pokladu se pouzivd ndzev Mindlinova teorie nebo Mindlinova — Reissnerova teorie® [10].

V Mindlinové teorii se proto pracuje s pootocenimi ¢, a ¢, ve tvaru [37]:

ow
¢x - % + Pz,
ow

kde ¢, a ¢, jsou definovany stejné jako v Kirchhoffové teorii pomoci vztaht (3.1).

'Viz obrazek 2.3.
*Raymond David Mindlin (1906-1987), americky inZenyr a mechanik.
3Erich Reissner (1913-1996), némecko—-americky inzenjyr a matematik.
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Obr. 3.7 Rozdil mezi pfedpoklady Kirchhoffovy a Mindlinovy teorie.

Vztahy pro mérné momenty potom podle [15] ziskaji tvar:

I
Mz = D(@x +V8y)’

_ 99z | O¢y
iy = =i (1/ o + By ) , (3.36)

1w 0¢, Oy
May = 2 D(8x+8y)'
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3.4.1. ReSeni tenkych desek Ritzovou metodou v 5

Stejné jako v pfipadé stén je mozné i desky resit Ritzovou metodou [36, 37]. Potencidlni xS
energie vnitinich sil tenké desky bude ma tvar:

L (P PP D b e
]:[' S D N~ o = o d d 3-37 V PLZNI
=g [ [ (G +5) st (337
Potencialni energie vnéjsich sil ma tvar:
b rd
I, = —/ / p(z,y) w(z, z)dxdy (3.38)
a @

Pri reseni budeme postupovat stejnym zptsobem jako u stén:

1. Pro fesSeni zvolime vhodnou aproximaci:

wy(z,y) = ZZai,jwi,j(x,z) (3.39)

i=1 j=1

kde a; ; ...nezndmé konstanty, v; ...aproximacni funkce vyhovujici okrajovym pod-
minkam tlohy.

2. Vyjadiime II pomoci wy,(z, 2).
3. Sestavime a vyresime n rovnic pro n neznamych koeficienti a;:

oIl
8ai -

0. (3.40)
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Obr. 3.8 Schéma prikladu 3.3.
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4. Dosadime vypoctené a; do rovnice (3.39). Tim ziskdme aproximaci priuhybu w, ze

které muzeme ziskat vnitini sily.

Priklad 3.3. Stanovte rovnici priuhybové plochy desky po obvodé prosté podepiené a roz-
mérech a X b a tloustce t. Schéma tlohy je uvedeno na obrazku 3.8. Deska je zatizena

zatizenim p(z,y) = p.
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Reseni. Nejprve zvolime aproximaci neznamé funkce prithybu wy, (z,y):! ||
“ IsTRANY, 7
n m {‘."4', &
. . N ¢
Lt Ty Ckj uW
wp(z,y) = E E a1 sin sin ==
a
i=1 j=1
ZAPADOCESKA
’ . v 7 . , o > UNIVERZITA
Dale si pripravime derivace zvolené aproximace: v PLZNI
ow s X . Y
- = al,l—cos—sm—
ox a a b
0w Ty si T . TY
595 — —aii1l(—) SIn—— Sl ——
Ox? a a b
0w (7r)2 . TT . Ty
— = —a11(=)"sin — sin ——
Oy b a b

IMéli bychom také ovéfit, ze zvolené aproximacn{ funkce spliiuji okrajové podminky, tedy, Ze na okrajich
desky nabyvaji hodnoty 0. To vSak ponechdvame k ovéfeni laskavému Ctenari.
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Nyni mtzeme stanovit potencidlni energii vnitrnich a vnéjsich sil:

1 w2 w2\ (O [°  Lmx | ,my
I, = 5D a%,l (¥+b_2)/0 /0 smz?stwady

1 o (w2 w
= gD aia <¥ + b_2) a b,

a rb
e = = [ [ (e g)dody
g
= —allp/ / sm—sm—dxdy

4ab
= —Paii1——
s

Z vyrazu pro II; a I, ziskdme celkovou potencidlni energii:

I =

1
8 B2

Budemé resit soustavu rovnic 8(21111 =0:

1 72 72 4ab
4&11( b_2) ab—p?:()

Resenim ziskdme nezndmou konstantu ay i:

6p 1

all = o
’ 7r2D1+b2

2w 4abd
D %1( —) ab—paiq o
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Po dosazeni a1 ; do zvolené aproximace ziskdme hledanou aproximaci rovnice prithybové

plochy:
10 p A ]
sin — sin ——.

wn(m?y):TFGD(glg—Fb%) p b

Kviz.

1. Pro tenkou desku v roviné xy plati:
Normalova napéti ve sméru osy x jsou po vysce desky konstatntni.
Normaly ke stfednicové plose zlstdvaji i po deformaci normélami.
Pri¢na vladkna (vrstvy) na sebe netlaci.
2. Pro tenkou desku v roviné zy plati:
Normalova napéti ve sméru osy y jsou po vysce desky konstatntni.
Smykovéa napéti jsou po vysce konstantni.
Podélna vldkna (vrstvy) na sebe netladi.
3. Jakou jednotku maji mérné ohybové momenty m,, m,?
kEN/m .
kN m .
kN .
4. Jakou jednotku maji mérné kroutici momenty mg, m,?
EN/m .
kN m .
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1849
kN .
5. Jaka posunuti a pootoceni pocitdme na tenké desce lezici v roviné xy? D <

>
Posunuti ve sméru z, pootoceni kolem os x, y.
Posunuti ve smérech z,y, pootoceni kolem osy z. npatesrh
’ v v ’ ’ UNIVERZITA
Posunuti ve smérech z,y, pootoceni kolem os z, y. v PLZAI

6. Kolik neznamych momentu predpokladdme na tenké desce?
Jeden (kroutici).
Dva kroutici, jeden ohybovy.
Dva ohybové, jeden kroutici.

7. Jaka bude hodnota mg, je-li v krajnich vldknech o, = 1M Pa a tloustka desky je
0.06 m?

300 Pa.
600 Pa.
1000 Pa.

8. Ktery z uvedenych typt zatiZeni je mozné zadat na tlusté (Mindlinové) desce? Uloha
se fesi v roviné zy.

Posunuti v ose z.
Moment otacejici kolem osy z.
Sila ve sméru osy y.
9. Ktery z uvedenych typi zatiZen{ je mozné zadat na tenké desce? Uloha se fesi v roviné
xy.
Posunuti v ose z.
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Posunuti v ose x. .

-

Moment otacejici kolem osy z.
Sila ve sméru osy .

10. Stanovte dimenza¢ni moment my g, vite-li, Ze m, = 32 kN, my = =23 kN, myy = —
—16 EN:

48 N.
16 N.
39 N.

11. Neznamou v deskové rovnici je funkce:

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
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Napéti.
Prthybu.
Mérnych moment.
12. Mérné posouvajici sily maji jednotku:
N.
N/m.
N m.

13. Ktery z vyrazu vyjadruje deskovou tuhost?

5 q 14
384 ET°
E 3
12(1-02)"

Et.

14. Stanovte hlavni momenty pokud m, = 20 kN, my, = —20 kN, m,, = 0 kN
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| e

my = —20 k?N,TI’LQZQO kN.
mi =20 kN,mg = —20 kN.
mi =40 kN,m2=10 kN.

15. Pfi analyze tenké desky pouzijeme teorii:

Mindlinovu.
Kirchhoffovu.
Obé.

16. Pri analyze tlusté desky pouzijeme teorii:

Mindlinovu.
Kirchhoffovu.
Obé.

17. Tenka deska je uvazovana s tloustkou:

5 a vice krat mensi nez ostatni rozmeéry.
5 az 10 krat mensi nez ostatni rozmeéry.

10 a vice krat mensi nez ostatni rozméry.

18. Mérny moment m, otaci kolem osy:
X.
y.
Z.
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Kapitola 4 D >
Skorepiny

4.1. Sténodesky a skorepiny

V radé pripadu je plosna konstrukce zatizena v obecném sméru. Lze-li stfednicovou plochou
prolozit rovinu, pak je mozné zatizeni rozdélit na ¢ast ptisobici kolmo ke stiednicové plose
a na ¢ast plisobici ve stfednicové plose a stejné tak rozdélit odpovidajici okrajové podminky.
Takovou konstrukci nazyvame sténodeska.

V takovém pripadé je mozné samostatné vytesit konstrukci nejprve jako sténu a poté
jako desku a vypocitané vysledky secist. Je ovSem tifeba dat pozor na okolnost, ze napiiklad
normalovd napéti o, nebo o, piisobi ve stejném sméru jak na sténé, tak na desce a pfi
posuzovani vnittich sil je tedy nutné zahrnout obé slozky:

Oz,sd = Ogzs+ 0zd,

Oysd = Oy T Oy, (4.1)
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kde index s znaéi sténu a index d desku.!

V pripadé, ze konstrukce mé tvar zakiivené plochy, nazyva se skorepina. Ze stavebné—
mechanického hlediska je hlavni prednosti skofepin je, ze diky vhodnému tvaru je mozné pri
pusobeni nékterych zatizeni dosdhnout velmi malych hodnot mérnych ohybovych momenti
a posouvajicich sil.? Pokud se podaii docilit stavu, kdy nenulové jsou pouze vnitini sily pi-
sobici v plose skotepiny (tedy sily ng, ny, n,y, které svym charakterem odpovidaji vnitfnim
silim stény), nazyvame tento stav membranovy nebo bezmomentovy. Cilem projektanta
by mélo byt dosdhnout na skorepiné membranového stavu, ktery obvykle umozni dosah-
nout velmi malych tlousték skotepin.® V blizkosti okrajti, otvortl, koncentrovanych zatizeni
nebo prudkych zmén tloustky zpravidla membranového stavu dosdhnout nejde a nenulo-
vych hodnot nabyvaji i mérné momenty a posouvajici sily. Takovd mista nazyvame poruchy
membranového stavu.

Stav, kdy jsou ve skofeniné obecné nenulové slozky mérnych momentii a posouvajicich
sil, je obvykle oznacuje jako ohybovy stav.

Ve vétsine tloh tedy se setkavame s tenkymi skorepinami, pro jejichz tloustku plati stejné
podminky jako pro desky poéitané pomoci Kirchhoffovy teorie.* Pfi vypoétu takovychto
tenkych skofepin muzeme vyuzivat vsech predpokladu Kirchhoffovy teorie pro desky.

Vzhledem k tomu, Ze v praktickych tlohach stavebni praxe se vzhledem k obtiZnosti
analytického FeSeni slozitéjsi skofepiny prakticky vzdy fesi numericky (metodou konecénych
prvki), zamérime se v dal$im textu vyhradné na feseni skofepin rotacné symetrickych, které

1Také je tfeba mit na paméti, Ze norméalové napéti je po tloustce stény konstantni, zatimco na desce se
ve stejném sméru méni linedrné.

2Jde o stejnou vlastnost, ktera byla zdiiraziiovana u obloukd v zékladnich kurzech stavenbi mechaniky [12].

3Pi{kladem konstrukei na kterych je dosaZeno membranového stavu, jsou pneumatické haly, nebo i détské
nafukovaci mice a balénky.

4Tloustka m4a byt nejvyse desetinou ostatnich rozméri.

o
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Obr. 4.1 Membréanovy stav skofepiny.
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Obr. 4.2 Ohybovy stav skofepiny (normaélové sily nejsou zobrazeny).
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lze i pro nékteré praktické problémy dostateéné postihnout rué¢nim vypoctem.

Poznamka 4.1. Pii praktické realizaci skofepin se vliv poruch membrianové napjatosti
v blizkosti podpor zpravidla omezuje vlozenim nosniku do okraja skorepiny.

4.2. Rotacné symetrické skorepiny v membranovém stavu

Rada praktickych konstrukei (zasobniky, chladici véze, nékteré stfechy) ma rotacné symet-
ricky tvar. V ptipadé, ze také okrajové podminky (tedy rozmisténi a tvar podpor) i zatizeni
je mozné povazovat za rotacné symetrické, lze tyto konstrukce pocitat zjednodusené jako
rotacné symetrické.

Budeme-li predpokladat, ze konstrukce je ulozena tak, aby jeji podepreni nevyvolavalo
poruch membranového stavu napjatosti, pak mizeme pii feSeni pracovat jen s normalovymi
silami. Z pfedpokladu o rota¢ni symetrii také vyplyvd, Ze smykova slozka x,, musi byt
rovna 0, a proto nenulové jsou jen vnitini sily n., n,. Jejich poloha viéi skofepiné je spolu
s ostatnimi potfebnymi oznacenimi uvedena na obrazku 4.3.

Vyzna¢ime-li na konstrukeci diverencidlni element podle obrazku 4.4, muzeme napsat
diferencialni podminky rovnovahy pro skorepinu.

Podminka souctu sil ve sméru osy = bude mit tvar:

> Fix = 0:

)(r +dr)de — nerde — nyrgdade cos a + pyrderyda = 0. (4.2)

dny

(ng + dot

o
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Obr. 4.3 Oznaceni a konvence veli¢in pro membranovou napjatost.

Podminka souctu sil ve sméru osy y bude mit tvar:

ZFM = 0:

ngr deda 4+ nyredadesin a + p,rderydo = 0. (4.3)

Upravou rovnic (4.2) a (4.3) je mozné ziskat vztahy:

dngr
do NyTy COSA +Per 7z = 0
n n
—~4+2L4p, = 0, (4.4)
Ty Ty
kde Ty = $

Pokud bychom zatizeni zjednodusili na silu Q ve vrcholu (muze jit i o vyslednici zatizeni),
pak je mozno ziskané vztahy dale upravit.
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Obr. 4.4 Diferencidlni element rotacné symetrické skofepiny.

Obr. 4.5 Rotacné symetricka skofepina se silou ve vrcholu.
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Podminka ) Fj, = 0 by pak nabyla tvaru:

2rrngsina+Q =0 (4.5)
Z rovnice (4.5) a (4.4) je potom mozné ziskat vztahy pro jednotlivé vnitini sily:
_ Q
Ng = —o
2nrsin o
Q Pz
My = = . 4.6
Y 2rrsin?a sina (4.6)

Vyse uvedené reseni je mozné aplikovat na rtuzné tvary rota¢nch skorepin. V dalsSim textu
uvedeme vztahy pro konkrétni tvary a zatizeni nékterych skotrepin.

4.2.1. Kulova ban

V pripadé kulové bané zatizené po celé plose konstantnim spojitym zatiZzenim na primét
miuizeme podle obrazku 4.6 psat:

f2 + b2
a = 47
> (4.7)
Vyslednice zatizeni mé v tomto pripadé tvar:
Q = qmr? = gra® sin® a (4.8)
Dosazenim (4.8) do vztahu (4.6) muzeme ziskat vyrazy pro vnitini sily:
gma®sin? a 1
ng = ————— =——qa
* 2masin? a DR
2 52
qma“ sin” a 1 . 9
ny = ———=|=—sin a. 4.9
Y 2rasin? o (2 ) e (4.9)
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Obr. 4.6 Kulova ban zatizena konstantnim zatizenim na primeét.

V pripadé kulové bané zatizené po celé plose konstantnim spojitym zatizenim na plochu
bude mit vyslednice zatizeni velikost:

Q = ¢2ma*(1 — cosa) (4.10)

Podobné jako v predchozim pripadé mizeme dosazenim (4.10) do vztaha (4.6) ziskat
vyrazy pro vypocet vnitinich sil:

1
e = __1+cosaqa’
1
= =— — . 4.11
" <1+Cosa cosa)qa ( )

4.2.2. Kuzelova ban

Stejné jako v pripadé kulové bané muzeme i u kuzelové bané odvodit vyrazy pro vnitini
sily. V pripadé kuzelové bané zatizené konstantnim zatizenim na primét muzeme poble
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Obr. 4.7 Kulova ban zatizena konstantnim zatizenim na plochu.
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obrazku 4.8 napsat vyraz pro vyslednici zatiZeni:

Q = q2ra’ (4.12)
Dosazenim (4.12) do vztahu (4.6) ziskdme opét vyrazy pro vypocet vnitinich sil:
1
Ng = =— a
* 2sina e
ny = = —qa cosacotgx

Pro kuzelovou ban zatizenou konstantnim zatiZzenim na prumét ur¢ime vyslednici zati-

zeni ze vztahu: a
=2 (4.13)
Ccos o

Dosazenim (4.13) do vztahu (4.6) ziskdme stejné jako v predchozich pripadech vyrazy
pro vypocet vnitrnich sil:

1
* 251n2aq
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Obr. 4.9 Kuzelova ban zatizena konstantnim zatizenim na plochu.

4.2.3. Rotacni valec

Velmi castou aplikaci skofepin ve stavebni praxi jsou rotacni vélcove (sila, zasobniky, na-
drze). I v tomto piipadé by bylo mozné odvodit vztahy pro vnitini sily. Napfiklad pro svisly
vélec o poloméru a naplnény po celé vysce kapalinou zatizeny vodnim tlakem ~ je podle [37]
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mozné ziskat vyrazy:'

ng = 0,

My = A @ 5 (4.14)

V praktickych dlohéch ovSem neni vhodné vztah (4.14) pouzivat, protoZe na valci prak-
ticky neni mozné dosdhnout stavu membranové napjatosti (podpory by musely byt posuvné
ve vodorovném sméru, coz prakticky nelze pripustit).

4.3. Rotacné symetrické skorepiny
v ohybovém stavu

4.3.1. Prehled nejdulezitéjsich vztaha

V pripadech, kdy obecné neni mozné dosahnout splnéni predpokladi pro dosazeni mem-
branového stavu napjatosti, je nutno zahrnout do vypocti nejen sily ng,ny, ngy, ale také
ty vnitini sily, které odpovidaji ohybovému stavu (mg, my, Mey, Gz, Gy=)-

V dalsim textu uvedeme pouze strucny prehled potfebnych vztaht a v prikladu upo-
zornime na rozdily mezi vysledky vypoctu rotacné symetrické valcové skorepiny fesené za
predpokladu membranového a ohybového stavu. Podrobnéjsi odvozeni je mozné najit na-
ptiklad v publikaci [37].

Uvédomme si, 7e x smé&fuje podle obrazku 4.3 v p¥ipadé vélce svisle dolt.
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Podminky rovnovahy potom muizeme zapsat ve tvaru: ¢ C/
= NS
N Z

dng e
Z Fiz = 0: (nm + %d:v) adp — ngpadp + pradpdr =0 S

dqy ZAPADOCESKA
Z Fi,y = 0: qz + o dx adgo - Qwad@ ale ndeOd.’E + pzadwdx =0 (415) > sn:’llvzsunlzm\

dmg
Z M;, = 0: (mm + Z;; dac) adp — mzady + qzadedr =0

Vztahy (4.16) je mozné zjednodusit na tvar:

dng
. = 0,

dr tr
dg, ny
— 4+ —=a = 0 4.16
dmy

— 0
dx g

Geometricko—deformacni vztahy muzeme v pripadé rotacné-symetrické s vyuzitim vztahi (1.7)
skorepiny zapsat ve tvaru:

du

€x = —

* dx
w
€y = ——
L a

Fyzikalni rovnice za predpokladu izotropniho linearné pruzného materidlu budou mit
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podobu:
Ng = Eh (e +1/5)——Eh d—u—l/E
T 1 =2 Y1 — w2 \de a
S E h (e + vey) = E h _w+ydu
L cy 2 1 —2 a dx

Je také mozné, podobné jako pro stény a pro desky, odvodit diferencidlni rovnici tlohy.
Tato rovnice ma podle [37] tvar:

d*w Eh
Rovnici (4.17) je mozné vyiesit bud piimo, nebo pouzit nékterou z numerickych metod.!
Vztahy pro vnitini sily uvedeme jen s ohledem na piipad valcové skorepiny. Protoze ve

valcové skofepiné bude n, = 0, je mozné napsat vztah pro normalovou silu n, ve tvaru:

Eh
iy = ———00- (4.18)
a
Vztahy pro mérné momenty maji podobu:
B d*w
me = —Dg
my = VMmg. (4.19)

vvvvvv

méné snadné nez u stén a desek.
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2. Skorepinu muzeme fesit jako rotacné symetrickou pokud:

Zatizeni je rotacné symetrické.

Okrajové podminky jsou rotacné symetrické.

Tvar konstrukce je rotacné symetricky.

Zatizeni, okrajové podminky i tvar konstrukce jsou rotacné symetricky.
3. Je-li skofepina v ohybovém stavu:

Membranové vnitini sily v ni musi byt nulové.

Vsechny vnitini sily jsou nulové.

Mohou v ni byt nenulové i membranové vnitini sily.
4. Tenka skorepina je uvazovana s tloustkou:
5 a vice krat mensi nez ostatni rozmeéry.
5 az 10 krat mensi nez ostatni rozméry.
10 a vice krat mensi nez ostatni rozmeéry.
5. Pfi membranovém stavu napjatosti skorepiny se na preneseni zatizeni podileji predevsim
tyto vnitini sily:

Ty Ty Mgy




Skorepiny 113 P S 0

L]

IsTRANS, 7
D
%

Tiape, Ty iz ™
oy Thyy Moy Mgy Mgy MMy - "‘%‘.“ >
6. PTi ohybovém stavu napjatosti skorepiny se na preneseni zatizeni podileji predevsim
tyto vnitini sily:
ZAPADOCESKA

P> univerzima
Ty Thyy Ny - V PLZNI

Mgy My, Mgy

n1'7 ny: na:y: m$7 mya m:l:y-




oy
Kapitola 5 D

Modely podlozi

5.1. Prehled nejbéznéjsich modela podlozi

P1i ndvrhu a posuzovani stavebni kostrukce hraje dilezitou tilohu také podlozi, na kterém je
umisténa, a interakce mezi konstrukeci a timto podlozim. Proto byla vyvinuta rfada modeli
podlozi.

Podlozi je mozné modelovat nékolika zptisoby. Nejprirozenéjsim z nich, nikoli vsak nej-
snaze pouzitelnym, je pruzny poloprostor. Ten mizeme chapat jako poloprostor z homogen-
niho a izotropniho materidlu splnujiciho vSechny diive uvedené vztahy teorie pruznosti, na
jehoz povrchu je umisténa stavebni konstrukce.

Na zédkladé homogenniho pruzného poloprostoru muzeme odvodit pruzny wvrstevnaty

vvvvv

nahrada vrstevnatym télesem konecénych rozméru, které je modelovano s pouzitim metody
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koneénych prvku).

Na jiném pristupu modelovani podlozi jsou zalozeny kontakini modely. Ty koncentruji
vlastnosti podlozi do kontaktni spdry mezi konstrukci a podlozim. Do této skupiny patii
model Winkleriv, Pastérnakiva modely z nich odvozené, napiiklad takzvany efektivni model
podlozi profesora Kolare.

Obecnou nevyhodou vsech uvedenych modeld je, ze predpokladaji pruzné vlastnosti
materidli podlozi. To u hornin a zejména zemin neni splnéno, a proto vysledky, které
s pouzitim téchto vypocetnich modelfi ziskdme, mohou byt znacéné neptesné.! Jde zejména
o vypocitané deformace podlozi, které jsou zpravidla podstatné vyssi nez ve skuteCnosti,
zatimco vnitini sily, vypocitané v souvisejici konstrukci, jsou zpravidla technicky prijatelné
presné.”

5.2. Pruzny poloprostor

Pruzny poloprostor je, jak jiz bylo uvedeno, poloprostor tvoreny homogenni izotropni latkou,
kterd splnuje vSechny zakladni rovnice teorie pruznosti. MizZeme jej tedy popsat dvémi
materidlovymi konstantami, modulem pruznosti E a poissonovym soucinitelem v.

Na takto definovaném poloprostor je mozné odvodit analytické vztahy pro vypocet na-
péti a deformaci od jednoduchych pripadia zatizeni. Déle uvedeme zakladni vztahy pro vy-
pocet napéti v poloprostoru vyvolanych osamélou silou pusobici na jeho povrchu a upozor-
nime na nékteré jejich dtsledky. Tuto tilohu poprvé vytesil Boussinesq.® Pii popisu vztahii

!Normy pro posuzové ni zékladovych konstrukei s tim obvykle poéitaji, a proto zavadi rtzné opravy —
viz naptiklad strukturni pevnost zemin zndmé v geotechnice.

2Chyba do 30% je v piipadé modelovani podlozi, s ohledem na moznosti ziskan{ vstupnich dat, povazovina
za akceptovatelnou.

3Joseph Valentin Boussinesq (1842-1924), francouzsky matematik a fyzik.
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Obr. 5.1 Pruzny poloprostor zatizeny silou.
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budeme vyuzivat obrazku 5.1.
Pro sestaveni vztaht je tcelné zavést valcovy souradny systém (r, ¢, z):

cos() = %, (5.1)
sin(f) = %, (5.2)
r? = 2?4y (5.3)

R? = 2422 (5.4)
(5.5)

R = 2P4y?+ 2%

Pro jednotliva napéti je mozné ziskat vztahy:

B 2
B e )
0 = 3018 |7 - ) (5.5)
- —%i—;. (5.9)

Poznamka 5.1. Vsimnéme si zajimavého dusledku: pokud je R = 0, tedy pokud pocitame
napéti piimo pod zatizenim, pak vyjde napriklad:

0, =00 (5.10)

R
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a podobné muzeme vypocitat hodnoty ostatnich napéti. Nejde o chybu, ale o dusledek
pouzitych zjednoduseni — sila je bodové, tedy piisobi na plose A = 0. Svislé napéti na
kontaktu mezi silou a poloprostorem potom musi byt:
F F
== (5.11)
Podobné jako pro napéti muzeme ziskat vztahy i pro vodorovny posun u a svisly prithyb
w pruzného poloprostoru:

P(1 2(1 — 22
w = 2(:;)[(Ru)+ﬁ]‘ (5.13)

(5.14)

S vyuwzitim vztahu (5.14) muzeme stanovit napriiklad pruhyb na povrchu poloprostoru
(tedy pro z = 0): ,
R (1—p)
Podobné je mozné odvodit i vztahy pro napéti od konstatntniho spojitého zatizeni na
plose obdélnika [37].
Oznacime-li:

s = 1/L%+L§,
L = +s?+22, (5.16)
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Obr. 5.2 Pruzny poloprostor zatizeny na plose obdélnika.
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muzeme ziskat vzorce pro napéti ve svislém sméru o, a pro svisly prihyb w pod libovolnym
rohem obdélnika predstavujiciho zatizeni:

p Lz Ly 2 1 1 Ly + Ly
O, = o [ 17 <L§ e + ng, e +arctan | ——=z L
(1—p®)p Ly+s Ly+s
= —= (L1 L,! . 1
w 7 2 In I + Ly, In L, (5.17)

5.3. Kontaktni modely podlozi

5.3.1. Winklertiv model podlozi

Nejjednodussim kontaktnim modelem podlozi je Winkleriv model. Byl autorem navrzen pro
feseni problému zZeleznic¢nich staveb.

Princip modelu je jednoduchy, predpokldda se, ze vztah mezi deformaci zakladové spary
w a reakci podlozi ¢ je linearni zavislost:

a(z,y) = C w(z,y), (5.18)

kde C je konstanta imérnosti zvana soucinitel stlacitelnosti podkladu.'

Pres slovo ,soudinitel® v nazvu nejde o bezrozmérnou veli¢inu, jednotka méa rozmér
5]

Model tedy nahrazuje i¢inek zemin a hornin v podlozi sadou pruznin s tuhosti o velikosti
C, které plisobi ve svilsmém sméru. Z toho plynou vyhody i nevyhody tohoto modelu.

K vyhodam patti jeho relativni jednoduchost, diky které je vSeobecné pouzivan.

YPouzivaji se i dalsi ndzvy jako napiiklad soucinitel loznosti, modul podlozi, Winklerova konstanta.
?Hodnotu C' mfizeme interpretovat jako silu potfebnou k zatladeni plochy 1 m? do hloubky 1 m.

@:
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Modely podlozi

Podstatnou nevyhodou je to, ze nijak nerespektuje smykovou soudrznost materiali pod-
lozi — podlozi, které neni primo ovlivnéno zatizenim, se nedeformuje, jak je zndzornéno na
obrazku 5.3." V diisledku toho nejen neni mozné pomoci tohoto modelu uréovat vliv na

TrPeY)
55,555,553

o
p(x,y)

T
NERS

q(x.y)

Obr. 5.3 Winkleriv model podlozi.
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okolni objekty (kolem konstrukce nevznika poklesovd kotlina), ale i vypocitané deformace
podlozi jsou vétsi nez by ve skutec¢nosti mély byt.

Velkym problémem je samotnd podstata modelu, kdy vlastnosti podlozi jsou popsany
jednou konstantou. Urcovani konstanty C' je mozné provadét naptiklad pomoci zkousky se
zatézovaci deskou. Tato zkouska ovsem urci jen odezvu vrstev podlozi do relativné malé
hloubky, zatimco skute¢na stavba, které je obvykled podstatné tézsi, ovlivni svymi uc¢inky

i vrstvy lezici podstatné hloubéji, které mohou vykazovat i podstatné jiné deformacni vlast-

Winkler jako Zelezniaf tento problém nepocitoval - spojitost deformaci v jeho tlohéch zajistovala tuhost
kolejnic, které byly na podlozi umistény.
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SAREE;

q(x.y)

Obr. 5.4 Pastérnakiv model podlozi.

nosti, kterym konstanta C' urcend zatézovaci zkouskou vitbec nemusi odpovidat.

5.3.2. Pastérnakiav model podlozi

Nékteré nedostatky Winklerova modelu, predevsim chybéjici smykové spolupiisobeni ma-
teridlu podlozi, se snazi odstranovat Pastérnakiv model. Ten proto zavadi dalsi konstantu

Cy:!
O*w(z,y) 0°w(z,y)
Ox? Oy? ’
Diky tomuto opatfeni je mozné pomoci Pastérnakova modelu stanovit poklesovou kot-
linu v okoli studované konstrukce. Jistou nevyhodou je nutnost ziskavat dalsi fyzikalni

qwmzame—@( (5.19)

"Winklerovu konstantu C' zde ozna¢ime C.
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M+dM

v V +dV

NERREEEP

Obr. 5.5 Element prutu na Winklerové podlozi.

konstantu Cs.

Priklad 5.2. Sestavte rovnici prithybové ¢ary nosniku na Winklerové podlozi.

Reseni. Vyjdeme ze znalosti ze zdkladniho kurzu stavebni mechaniky. Podle obrazku 5.5
miizeme napsat podminku rovnovahy na na elementu prutu doplnéného o i¢inek Winklerova
podlozi:

V—-(V+dV)+pdr—qdr=0,

po zjednoduseni ziskame:

V= % =p—q.
Podle Winklera plati:
p=K w.
Ze Schwedlerovy véty plyne:
v dM
 dx’
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kombinaci predchozich vztaht ziskame:
d (dMY\
dz\dz ) TP 77

d2M
P

Nyni zapiSme vztah mezi momentem a pruhybem:

a tedy:

d?w

M=—gr%%
dz?’

a dosadme do néj predchozi vztah:

a2 [ d%w
dx?

T A2 —) El=p—q,
a po Upravé a uvazeni, ze p = K w (5.3) ziskdme:

d*w

coz je hledand rovnice ohybové cdry nosniku na Winklerové podkladu.
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Kviz.

1. Jakou jednotku méa konstanta Winklerova modelu podlozi?
N.
N/m?.
N/m3.

2. Ktery uvedenych modeld neuvazuje s vlivem smyku?
Winklertiv model.
Pastérnaktiv model.
Pruzny poloprostor.

3. Akceptovatelnd chyba v piipadé modelovani podlozi s ohledem na moznosti ziskani
vstupnich parametrt je:

do 10%.
do 20%.
do 30%.
4. Konstanta imérnosti C (soucinitel stlac¢itelnosti podkladu) mozno definovat jako:
sflu potiebnou k zatlaceni plochy 1m? do hloubky 1m.
sflu pottebnou k zatla¢eni plochy 1m? do hloubky 0,1m.
sflu pottebnou k zatlac¢eni plochy 0, 1m? do hloubky 1m.
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Kapitola 6

Nelinearni ulohy ve stavebni
mechanice

6.1. Typy nelinearnich problémi

Snahou projektanta je navrhnout stavebni konstrukci tak, aby se jeji chovani co nejvice
blizilo linedrné pruznému stavu. To je do jisté miry ztézovano skutecnosti, ze mnohé obvyklé
stavebni materidly (beton, zdivo, horniny a zeminy) se pfiblizné linedrné chovaji jen pii velmi
nizkych drovnich zatiZeni.

Nékteré konstrukce navic mohou vykazovat deformace, které jiz nevyhovuji predpokladu
o malych deformacich, které byly zavedeny na zacatku. Dalsimi zdroji rozport s predpoklady
o linedrnim chovani jsou prvky a konstrukce, které vykazuji rtizné chovani pfi rtznych
zpusobech namahéni. Prikladem mohou byt lanové prvky — lano mé vysokou tnosnost
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i tuhost, je-li namahano tahem. Ale v pripadé, Ze je namahano tlakem, mé tuhost témér
nulovou.

Ptipady nelinedarniho chovani stavebnich konstrukei proto mizeme rozdélit na nelinea-
ritu:

o konstrukcnd: vlastnosti konstrukénich prvka nebo okrajovych podminek a zatizeni se
meéni v zavislosti na charakteru a trovni zatizeni a deformaci,

o fyzikdlni: vlastnosti materiali zavisi na trovni zatizeni a deformaci (neplati Hooketuv
zékon),

e geometrickou, kterou je mozné dale rozdélit na:

— teorii 2. adu: charakter konstrukce nebo zatizeni vyzaduje, aby pfi vypoctu byly
splnény podminky rovnovahy i na deformované konstrukei, prestoze deformace
jsou malé,’

— wvelké deformace: deformace (posunuti, pootoc¢eni, pomérné deformace, pripadné
jen nékteré z nich) jsou tak velké, Ze je nutné pouzivat presnéjsi (nelinedrni)
geometricko—deformacni vztahy.

Velmi ¢asto se ovSem stava, ze se jednotlivé uvedené pripady nelinedrniho chovani vysky-
tuji soucasné. Fyzikalné nelinearni chovani zpravidla nastava pti vétsich tirovnich namahani,
které mohou byt vyvolany velkymi deformacemi konstrukce a naopak dtsledkem fyzikalné
nelinearniho chovani nékterého z pouzitych materialtt muze byt narast deformaci konstrukce
do té miry, ze jeji deformace nebudou malé.

'Reseni s vyuzitim teorie 2. fddu je nezbytné napifklad v tlohéch stability (vzpéru) pruti a je velmi
dilezité pri vypoctech predpjatych zelezobetonovych prvki.

o
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Vsechny uvedené okolnosti vedou k tomu, Ze neni mozné vyuzivat vyhody linearniho
feseni, zejména princip superpozice a princip tmeérnosti. Vypocet se také stava nelinedrnim
a obvykle neni mozné pouzit primé feseni, jak tomu bylo v linedrni stavebni mechanice
a v pruznosti.

Protoze reseni nelinedrnich diferencidlnich rovnic je v praktickych tlohach ¢asto ne-
schiidné,’ je potiebné nelinedrni problém pievést na posloupnost linedrnich feSeni a pii
vypoctu postupovat itera¢nim nebo prirtistkovym postupem.

6.2. Konstrukéni nelinearita

V nékterych tlohach stavebni praxe dochazi k pripadtim, ze chovani nékterych prvki, na-
ptiklad podporovych vazeb se za urcitych podminek méni. Takové chovani nazyvime kon-
strukcéni nelinearita.

Ve stavebni praxi se konstrukéni nelinearita vyskytuje v téchto pripadech:

e jednostranné vazby: vazba pusobi jen v urcitych situacich:

— prvky volné polozené na jinych (vazba pusobi jen v tlaku),

— zdkladové konstrukce (pevnost zeminy v tahu je zanedbatelnd, vazba tedy také
pusobi jen v tlaku)

— vazby, které se aktivuji az po dosazeni urcité deformace,

e prvky ptsobici jen pri urc¢itém zptusobu namahani, zejména prvky plsobici jen v tahu:
lana, ztuzidla halovych systému.

1U% u problému linedrni pruznosti jsme ¢asto preferovali piiblizng FeSeni pomoci numerickych metod,
napiiklad metodou siti.

o
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Zejména priklad prvkua aktivovanych az po dosazeni urcité deformace je velmi cCasty
a muze byt zpusoben i neimyslné (u rekonstrukei nebo adaptaci stavajicich konstrukei) —
napriklad strop pod dosazeni urcité deformace ,dosedne“ na sténu nebo pricku, zpravidla
doplnénou dodatecné, které se ptivodné nedotykal. Tim muze dojit ke zméné statického
schématu (napiiklad z prostého nosniku na spojity) s naslednym prerozdélenim momentu
a tim zejména u zelezobetonovych konstrukei i k mozné poruse (v misté pricky dojde ke
zméné znaménka ohybovych momentit).

Nékteré mozné pripady konstrukéni nelinearity jsou uvedeny na obrazku 6.1

Pfi feSeni problému konstrukéni nelinearity je mozné v jednoduchych pripadech (v kon-
strukei je naptiklad jen jeden prvek pusobici jen v tahu) postupovat itera¢né: v prvnim
kroku pocitame se vsemi prvky. Pokud na zakladé takto stanovenych vysledkt stanovime,
ze jednostranné pusobici prvek mé byt vyloucen (v nasem piipadé, protoZze je namahén
tahem), vylouc¢ime jej z Feseni a vypocet opakujeme.

Je-li v konstrukci obsazen vétsi pocet ¢asti zapri¢inujicich konstrukéné nelinearni cho-
vani, pak je nutné pouzit vétsi pocet iteraci nebo kombinovat itera¢ni a prirastkovy postup.
Vhodné metody jsou popsény v dalsim textu.

Poznamka 6.1. Pri modelovani podlozi je nékdy dilezité zohlednit jak konec¢nou tuhost
podlozi (tedy jeho deformovatelnost), tak i to, ze napéti v zékladové spafe nemize byt
tahové. Uloha interakce podlozi s konstrukei je tedy i problémem konstrukéni nelinearity

Na obrazku 6.2 je proto v animované formé ilustrovan rozdil mezi chovinim zakladu
dokonale pripojeného k tuhému podlozi a zdkladu na Winklerové modelu podlozi, ktery
pusobi jen v tlaku (to je zajisténo jednostrannymi vazbami s predepsanou tuhosti). Barevné
jsou zobrazena vodorovna normalova napéti o,.
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Obr. 6.1 Piiklady konstrukéni nelinearity.
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Obr. 6.2 Deformace a napéti o, nosniku na podlozi.
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6.3. Metody pro reseni nelinearnich tloh

Nelinearni problémy teorie pruznosti a plasticity zpravidla resime tak, ze je prevedeme na
posloupnost linedrnich feseni. U vyse diskutované konstrukéni nelinearity je charakter téchto
linearnich feseni ziejmy — jednotlivé vypocty se odlisuji tim, ze v nich na zakladé urcitych
kritérii vypoustime ty ¢asti, které pusobi jen pfi urcitém zpusobu naméhani.

Metody, které se pro reseni nelinearnich problémt stavebni mechaniky pouzivaji nejcas-
téji, muzeme rozdélit na:

e iteracni reseni,

e prirtustkova reseni (Eulerova metoda),

e prirtstkové-iteracni metody (Newtonova-Raphsonova metoda).

6.3.1. Iteracni Feseni (prosta iterace)

Pouziti prosté iterace je vhodné predevsim v jednodussich pripadech konstrukéni nelinearity
a v jednoduchych geometricky nelinedrnich problémech. Naopak se viibec nehodi pro reseni
fyzikalné nelinearnich, zejména pruzno—plastickych uloh.

Postup itera¢niho reseni je mozné popsat témito kroky:

1. Linarni vypocet.

2. Provedeni zmén v zavislost na napétich a deformacich (vyrazeni tlacenych prvku a po-
dobné).

3. Linearni vypocet zménéné konstrukce.
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4. Pokud jsou zmény (napéti, deformace) vétsi nez stanovena mez, proces se vraci na
krok 1, v opa¢ném pripadé se vypocet ukonci.

Na obréazku 6.3 je znazornén pripad prihradové konstrukce se dvéma prvky ptsobicimi
jen v tahu (Cervené znazornéné diagonély). V prvnim kroku je proveden linedrni vypocet,
ze kterého vyplyne, Ze diagonala oznacend znaménkem minus je namahéna tlakovou silou,
zatimco druhé diagonéla je namahana tahem.! V druhém kroku je tla¢end diagonéla odstra-
néna z vypocetniho modelu a ve tretim kroku je proveden konec¢ny vypocet na upraveném
modelu.

Poznamka 6.2. Zpravidla neni vhodné ,vylouceny* prvek uplné vyradit z konstrukce,
protoze v dalsich iteracich by uz bylo obtizné stanovovat, zda by nemél byt opétovné za-
tazen zpét do konstrukce. Vhodnéjsi je proto prvek v konstrukci ponechat, ale podstatné
snizit jeho tuhost (u prutovych konstrukei zmensit 1000 nebo vice krat modul pruznosti).
Takovy prvek ovliviiuje vysledky feseni jen minimalné, ale na zadkladé jeho vnitfnich sil je
mozné rozhodovat o jeho pripadném zpétném ,zarazeni“ do vypoctu stejnym postupem
jako v prvnim kroku vypoctu, tedy na zakladé jeho vnitinich sil.

Pr1i vétsim poctu jednostranné puisobicich prvkt muze byt iteracni proces pomaly, potom
je vhodnéjsi pouzit néktery prirtistkové—iterac¢ni postup.
6.3.2. Prirtstkové reseni — Eulerova metoda

Eulerova metoda neni vzhledem ke svému principu vhodné pro reseni vétsiny praktickych
uloh. Je vsak zakladem pokrocilejsich metod prirastkové—itera¢nich, a proto je vhodné ji
zde uvést.

LCtendF, ktery absolvoval zékladni kurzy stavebni mechaniky, jisté stanovil tladenou diagondlu i bez
vypoctu.
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F
Euler.
A3 [
NP2 [
Real.
A1 [
u

Obr. 6.4 Eulerova metoda

Princip Eulerovy metody je velmi jednoduchy. Zatizeni F' se rozdéli na n dil¢ich pii-
rustkn zatizeni AF;, které jsou aplikovany postupné. Pro kazdy prirtustek zatizeni se provede
vypocet a vyhodnoceni zmén v konstrukci. V Eulerové metodé se neprovadi zadné iterace.

Postup Eulerovy metody je tedy mozné shrnou do nésledujicich bodi:

1. Zatizeni konstrukce zatizenim AF;
2. Vyhodnoceni zmén v konstrukei (vylouceni pruti,...).
Zatizeni konstrukce zatizenim AF;

Pric¢teni vysledku od AF5 k predchozim.

= 88

Vyhodnoceni zmén v konstrukei (vylouceni pruty,...).
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6. Zatizeni konstrukce zatizenim AFj.

7. Opakovani pro dalsi AF;.

n
8. Po dosazeni F' = ) AF; se vypocet ukonci.
i=1

Pokud bychom sestavili pracovni diagram (tedy zavislost mezi zadanym zatiZenim a vy-
pocitanou deformaci) pro jednorozmérny problém, ziskali bychom podobny vysledek jako
na obrazku 6.4 (kfivka oznacend ,Euler’).

Problémy prirtstkového reseni jsou zjevné. Protoze neni providéno zadné iterac¢ni zpres-
novani reseni, zavisi presnost dosazenych vysledku na velikosti kroki, tedy na velikosti pri-
rustu zatizeni AF;. Na obrazku 6.4 je teoreticky presné feseni vyznaceno modie a oznaceno
jako ,Real

V dalsim textu bude pri vykladu dalsich metod vyuzivan matickovy zapis vztaht. Uve-
deme jej tedy i pro Eulerovu metodu.

Resend tloha miize byt popsana soustavou obecné nelinedrnich rovnic:!
K(u) xu=F, (6.1)

kde matice tuhosti K je funkci vektoru posunuti u, pripadné vektoru zatizeni F.
Jednotlivy krok vypoctu (vyse oznaceny jako 1, 3, 5) je potom mozné zapsat:

K;(uj_1) x Au; = AFj, (6.2)

kde Kj(u;_1) se stanovi na zakladé souc¢tu deformaci od prvniho az do i — 1 kroku.

!Ptedpokladejme, Ze konstrukei fesime deformaéni metodou [12]. Totéz by platilo i pro metodu koneénych
prvka.
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Celkova deformace od prvniho po i — 1-ty krok, kterd je potfebna pro vyhodnoceni zmén
v konstrukei, se ziska:

i—1
u= Z Au;. (6.3)
j=1

6.3.3. Prirtstkové—iteracni reseni — Newtonova—Raphsonova metoda

Metoda Newtonova-Raphsonova vychézi z Eulerovy metody, kterou vylepsuje o iterac¢ni
zpiestiovani feSeni pomoci minimalizace vektoru nevyvdZengjch sil.'

Nevyvazené sily predstavuji rozdil mezi vypoctenymi hodnotami vnitinich nebo uzlovych
sil (ty se ziskaly na zakladé K;(u;_1), tedy na zdkladé predchozich vysledku) v konstrukei
a hodnotami odpovidajicimi aktualné dosazené velikosti deformaci u;.

Prakticky muzeme g vypocitat napriklad na zédkladé vyhodnoceni podminek rovnovahy
ve stycnicich prutové konstrukce.

Postup Newtonovy—Raphsonovy metody je mozné popsat nésledujicimi kroky:

1. Zatizeni konstrukce zatizenim AF;

Ki(u) X Aui = AFI

2. Vyhodnoceni zmén v konstrukei (vylouceni prutu,...)

3. Vypocet vektoru nevyvazenych sil g;

'Pouziva se i termin rezidudlnd sily.
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AFir

Obr. 6.5 Newtonova—Raphsonova metoda
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4. Vypocet zmén deformace od g;

K;;(u) x Au;j = g;
Vyhodnoceni zmén v konstrukei (vylouceni prutd,...)
Vypocet vektoru nevyvazenych sil gj 1
Vypocet zmén deformace od gj1

Opakovani dokud gj;« neni dostate¢né malé

S ol N O O

Dalsi krok: zatiZeni konstrukce zatizenim AF; ...

Konstrukci je kromé sil mozné zatézovat i predepsanymi deformacemi, postup vypoctu
je v zasadé shodny. Velikost krokii neni nijak omezena, nicméné muze uvlivnit rychlost
konvergence a u nékterych typa problému i stability vypoctu. U tloh stavebni mechaniky
se zpravidla doporucuje rozdélit zatizeni na 40-100 krokd.

Ve fyzikalné nelinearnich dlohach je mozné sestavit matici tuhosti konstrukce jen na
zacatku vypoctu 6.6 a pouzivat ji béhem celého vypoctu. Tento postup se oznacuje jako
modifikovand Newtonova—Raphsonova metoda. Jeho vyhodou miize byt tispora casu pri
sestavovani matice K, tato vyhoda je ovSsem c¢asto znehodnocena nutnosti provedeni vétsiho
poctu iteraci [1].

6.3.4. Kritéria konvergence

Ke stanoveni, zda bylo v Newtonové—Raphsonové metodé dosazeno dostatecné presnosti,
a je tedy mozné iteracni proces ukoncit a prejit na dalsi krok, je potrebné mit k dispozici
vhodné kritérium konvergence.
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K posouzeni konvergence je potiebné sledovat fesenou tlohu jako celek, nepostaci sledo-
vat vysledky jen ve vybraném bodé nebo vice bodech. Proto se zpravidla pracuje s normami
vektord.

Napriklad Euklidovska norma vektoru u, ktera se pro uvedeny tucel pouziva nejcastéji,
je definovana:

(6.4)

Nejobvyklejsim je kritérium velikosti vektoru nevyvdZenych sil, pomoci kterého porov-
navame velikost vektoru nevyvazenych sil ve vztahu k velikosti zatizeni v aktualnim kroku:

lll|
||AF]|

<e. (6.5)

Dalsi moznosti je kritérium priristku deformact v iteraci, ve kterém se porovnava velikost
prirtstku deformace v aktualni iteraci s velikosti prirtistku deformace v daném kroku:
[ Au]
T % &
|| A
Hodnota e v uvedenych kritériich vyjadiuje pozadovanou presnost (Casto se pouzivd
e = 0,00001).
P1i vypoctech je vhodné nepouzivat pouze jedno kritérium, ale obé vyse uvedena kritéria
kombinovat.
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6.3.5. Metoda délky oblouku

Metoda délky oblouku je prirustkové—iteracni metoda, ktera umoznuje vysetiovat konstrukce
po dosazeni jejich tnosnosti. Proto se vyuziva u nékterych geometricky nelinearnich pro-
blémt nebo v problémech nelinedrni lomové mechaniky (napriklad pfi vySetfovani vyrazné
porusenych betonovych konstrukei). Vypocet je fizen na zakladé vztahu norem vektoru za-
tizeni F a deformace u. Na metodu délky oblouku je mozné pohlizet jako na vylepsSeni
Newtonovy-Raphsonovy metody.

Podobné jako Newtonova—Raphsonova metoda se pouziva pro silové zatizeni F, ale ur-
¢ovani velikosti ndsobitele zatizeni A (a tedy velikost prirustku zatizeni AF;) je automatické
v zavislosti na aktualni deformaci:

AF; =AxF (6.6)

Pokud se A automaticky zvysSuje, je vypocet Fizen prirustky zatiZeni, jde tedy vlastné
o Newtonovu—Raphsonovu metodu. Pak ovsem miize dojit k tomu, Ze pii urcité trovni
zatizeni se hladina AF neprotne se zatézovaci drahou.

Wempner a Riks [33, 38] navrhli fizeni vypoctu pomoci prirtstka délky oblouku zaté-
zovaci drahy s = [ ds. Diferencidl délky oblouku lze zapsat ve tvaru:

ds = \/ duldu + d\2?F T, (6.7)

kde 1 je parametr urcujici pomér vlivu vektoru deformaci u a vektoru zatizeni F na rizeni
vypoctu.
Rovnici (6.7) je mozno prepsat do prirustkového tvaru:

a=AuTAu+ AN F F — A% = 0. (6.8)

o
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Obr. 6.7 Metoda délky oblouku
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Oproti Newtonové-Raphsonové metodé je tfeba urcovat navic jesté neznamou A. Je tedy
tfeba pouzit jak soustavy n rovnic (K u = X F), tak rovnice (6.8).
Vektor deformaci u 1ze rozvinout do Taylorovy rady:

g ~ g+ % S+ ((%gT>T5u
= go+F 6\ —K(ug)du=0. (6.9)
Stejné lze rozvinout do Taylorovy fady a:
a = ag+ 2Auldu + 2AN SApF F = 0, (6.10)
pricemz hodnotu ag lze stanovit z (6.8) dosazenim Au = Aug a 6\ = d\g:

ao = Aul Aug + ANHPF F — A%, (6.11)

Spojenim rovnice (6.9) a (6.10) je mozné po uprave ziskat:

{ g‘; }:{ fg } (6.12)

Matice soustavy vsak v uvedené podobé zjevné neni pasova a je i nesymetricka. Proto
se obvykle uvedeny vztah pro reseni nelinearnich tloh metodou délky oblouku nepouziva
a radéji se pristupuje k riznym dalsim tpravam, které feseni soustav rovnic (6.12) prevedou
na TeSeni soustav rovnic se symetrickou matici levych stran, i kdyz to obvykle znamena

vvvvvv

K -F
—2Aul  —2AN?F F
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Obvyklym obratem je rozdéleni vektoru deformace du na Cast reprezentujici deformace
vyvolané nevyvazenymi silami, a na deformace vyvolané vnitinimi silami v konstrukci:

du =K lg, +0AK'F = 0u + 6\ dug. (6.13)
Nésobitel zatizeni muze byt vyjadien z rovnice (6.14):
A= Ao+ 0 (6.14)
Velikost zmény deformace béhem kroku vypoctu je mozné obdrzet (6.15):
Au = Au, + 6u + 0Adug. (6.15)
Neznamd )\ muze byt na zakladé predchozich vztaht stanovena:
a10\? + az0\ + az = 0, (6.16)
kde:

ar = oulouy + wngF,
ay = 20uy(Aug + 61) + 2F F, (6.17)
as = (Aug+6m)7 (Aug + 01) — A2 + ANy, F F.

Po ziskdni dvou kofent rovnice (6.16) je tfeba jesté vybrat spravny kofen. Podrobnosti
je mozné najit naptiklad v [1].

Uvedené vztahy popisuji sférickou metodu délky oblouku. Metoda neni v nékterych tlo-
hach stabilni [11], a proto se casto pouziva [I7] odlisnd varianta, takzvana linearizovand
metoda délky oblouku.
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Podle [10] se A\ stanovi:

B L Au,Tou
Augdug + A)\(,wzFTF

0N =
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6.4. Pruznoplastické chovani materialu

6.4.1. Fyzikalné nelinearni chovani materialu

Jako fyzikdlné nelinedrni chovani materialu muzeme nazvat jakékoli chovani, které se neridi
predpoklady a rovnicemi Hookeova zdkona.

Do této oblasti patri jednak materialy nelinedrné pruzné, u kterych je vztah mezi za-
tizenim a deformaci nelinedrni, ale pritom nevykazuji nevratné deformace, tedy odlehceni
probiha po stejné draze jako zatézovani, jak je zndzornéno na obrazku 6.8. Prikladem tako-
vého materialu mize byt guma nebo nékteré plasty (vyuzivané napiiklad v elastomerovych
mostnich loziscich).

Dalsim piipadem mohou byt materidly pruznoplastické'. Takovy material se chové nej-
prve pruzné (linedrné nebo nelinedrné), ale od uréité tirovné zatizeni zacne pii odlehéeni
vykazovat trvalé (plastické) deformace. Po odebrani zatiZzeni probihd odlehéeni jinak, nez
probihalo zatiZeni (odlehceni je na obrazku 6.9 zndzornéno modrou ¢arou se Sipkou).

Vyse popsané typy chovani materidlu byly casovéeé nezdvislé. U tady béznych staveb-
nich materidla (beton, dievo) se vSak jejich chovani méni také v zdvislosti na ¢ase. Takové
materialy pak popisujeme jako viskoelastické nebo wviskoplastické.

Ve stavebni praxi se setkdvame i s dalSim typem chovani materidli — s kiehkym poru-
senim (lomem). To nastava nejen u skla, ale za urcitych neptiznivych podminek napiiklad
i u oceli.? Typické chovani kiehkého materidlu (skla) je ilustrovano na obrazku 6.10. Kieh-

1Bézné se pouzivaji i ndzvy pruzné-plastické, pruznéplastické a podobné.

2Samozfejmé i beton, malta nebo stavebni keramika se porusuje do jisté miry kiehce. Nicméné chovani
téchto materialu je velice slozité a nelze na né primo aplikovat klasické vztahy lomové mechaniky. Proto je
zpravidla vyhodnéjsi pro né pouzit pribliznéjsi reSeni zalozené na predpokladu pruznéplastického chovani
materialu.
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Obr. 6.8 Nelinearné pruzny material.
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Obr. 6.9 Pruznoplasticky material.
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Obr. 6.10 Kiehky material.

kym porusovanim materialt se zabyva védni obor lomovd mechanika. Vzhledem ke slozitosti
tématu se mu zde nebudeme hloubéji vénovat.

6.4.2. Idealné pruznoplasticky material

Pfi sledovani dalsitho vykladu je potfebné mit stale na paméti, ze vSechny ilustrace zavislosti
mezi silou F' a deformaci u a uvedené vztahy plati pro pripad jednoose namdhaného prvku
(napriklad tazeného prutu). V pripadé viceosé napjatosti budou vztahy podstatné slozitéjsi,
jak bude ukazidno na prislusném misté dalsiho textu.

Materidl, ktery se az do urcité Grovné zatizeni (na obrazku 6.11 oznacené Fy) chova line-
arné pruzné a po dosazeni této irovné u néj pri nezménéném zatizeni dale narustaji defor-
mace, se nazyva idedlné pruznoplasticky." 7 hlediska vipocetniho to znamena, ze v plastické
fazi zatézovani je modul pretvdrnosti’ materidlu roven nule.

1Také pruzny — idedlné plasticky.
27e zjevnych diivodi zde neni vhodné pouzivat ndzev modul prusnosti, ktery se vyuzivé pro popis chovini
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Obr. 6.11 Idedlné pruznoplasticky material.

V pripadé, ze pusobici zatizeni je odebrano, dochézi u materidlu k linedrnimu odlehcent,
které je na obrazku 6.11 vyznaceno modrou carou se Sipkou a 1idi se stejnym zakonem jako
linedrni ¢ast chovani materidlu (tedy ¢ary na obrazku 6.11, které zobrazuji linedrni zatézo-
vani a odlehceni, jsou rovnobézné). Je ziejmé, ze i po odlehéeni zistane materidl deformovan
a tato deformace se oznacuje jako trvald nebo plastickd. Ta deformace je na obrazku 6.11
oznacena jako PL, zatimco pruznd slozka deformace, ktera pii uplném odlehéeni vymizi, je
oznacena EL.

Maximaéalni hodnota napéti v materidlu, které mize materidl v pruzném stavu prenést,
ze obvykle oznacuje jako mez pruznosti, pozdéji také budeme pouzivat termin podminka
plasticity.
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Obr. 6.12 Pruznoplasticky materidl se zpevnénim.

6.4.3. Pruznoplasticky materiil se zpevnénim

Idealné pruznoplasticky material je pomérné prisnou idealizaci skutecnosti, protoze prak-
ticky pouzivané materidly maji i v plastickém stavu nenulovou tuhost, tedy jejich modul
pretvarnosti je nenulovy. Nenulovy modul pretvarnosti je samoziejmé vhodnéjsi i z hlediska
vypocetniho.

Z uvedenych duvodiu se pti praktickych vypoctech (zejména metodou koneénych prvki)
pouziva pruznoplastickyj materidl se zpevnénim, ktery je ilustrovan na obrizku 6.12."

Zpevnéni materidlu samozrejmé nemusi byt pouze linearni. Mtze byt popsano libovolnou
funkei (bézné je multilinedrni nebo kiivkové).

pruzného materialu.
1 Oznadeni zpevnéni se vaze ke skutecnosti, Ze v tuhost (modul pretvarnosti) je v plastické oblasti nenulové,
a material je tedy v plastickém stavu tuzsi nez materidl idedlné pruznoplasticky.
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Obr. 6.13 Tuhoplasticky material.

6.4.4. Tuhoplasticky material

Pro nékteré starsi vypocetni postupy vyuzivajici takzvané platické klouby je potfebné pouzit
tuhoplasticky materidl. U néj predpokladame, ze se chova od poratku zatézovani idealné

plasticky, jak je ukdzano na obrazku 6.13.

6.4.5. Plasticky kloub
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U skutec¢nych nosnikovych konstrukei zpravidla dochazi k tomu, ze plasticka oblast vzniké na
velmi kratké oblasti nosniku. Zjednodusené muzeme predpokladat, ze se tak déje v jednom

prufezu.

Budeme predpokliddat, ze material je idealné pruznoplasticky. Uvazujme ohybany nosnik

obdélnikového prurezu. Prubéh normalovych napéti o je v takovém nosniku linedrni. U¢i-
nek vnéjsiho zatizeni budeme uvazovat ve formé ohybového momentu ptisobiciho v tomto

prufrezu.
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Obr. 6.14 Postupnd plastizace priifezu ohybaného nosniku.

Budeme-li zatiZeni tohoto nosniku postupné zvétsovat, dosdhne napéti v krajnich vlak-
nech meze pruznosti f,.

Napéti v krajnich vldknech se u idedlné pruznoplastického jiz nemuze dale zvétsovat.
Pokud se bude zatiZeni zvétsovat i nadale,! bude se pritbéh napéti o ménit tak, ze i v dalsich
vldknech nosniku je dosahovdno napéti na mezi pruznosti f,.

V okamziku, kdy je v celém priifezu dosazeno napéti odpovidajiciho f,, tento prifez jiz
nepienese dalsi zatizeni (to musi byt pfeneseno jinymi prutezy nosniku). Pro dalsi zatizeni se
zacne chovat jako prvek neprendsejici ohybové momenty — kloub. Takové misto v konstrukei
se proto oznacuje jako plasticky kloub.

Poznamka 6.3. Oznaceni plasticky kloub by mohlo svadét k dojmu, ze uvedené misto

ITento proces nazyvame plastizace privezu.
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Obr. 6.15 Plasticky kloub.

neprenasi zadné ohybové momenty. Je ovSem nutné si uvédomit, ze ke vzniku plastického
kloubu muselo zatiZeni vyvodit moment o velikosti M,l, ktery je v prifezu stale pritomen.

Ohybovy moment, ktery je nezbytny ke vzniku plastického kloubu podle obrazku 6.15,
je mozné urcit ze vztahu:

h
Mpl :/ ag; ridy. (619)
0

Tento moment oznacujeme jako mezni plasticky moment. Pomér mezi meznim plastic-
kym momentem a maximalnim moznym momentem v pruzném stavu se nazyva plastickd
rezerva pruvezu.

Uvazujme nyni pripad, kdy dojde k dplnému odlehceni plné zplastizovaného priifezu.
Predpokladame, ze odlehceni probiha linearné, ke stavajicitho priibéhu napéti tedy mizeme
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Obr. 6.16 Odlehceni.

pri¢ist linearni prubéh napéti v opacném smeéru . Na obrazku 6.16 odlehceni zndzornéno
graficky. Je zirejmé, Ze i po tiplném odlehceni v prifezu ztistanou zbytkovd napéti. VSimnéme
si toho, ze nejveétsi napéti zustavaji v blizkosti osy nosniku, tedy tam, kde pii zatézovani
jen v pruzné oblasti jsou napéti mald. Miuzeme tedy ocekavat, ze chovani nosniki tvaru I,
U nebo T (které maji v okoli osy mnohem mensi tloustku nez na okrajich) bude v plastickém
stavu daleko méné priznivé nez chovani nosnikt obdélnikového prirezu.

Existence zbytkovych napéti po odlehéeni zdavodnuje jev nizkocyklové inavy konstrukei.
V pripadé, ze je konstrukce opakované zatézovana az do plastické oblasti a opét odlehcovéana,
dochézi postupné ke kumulaci zbytkovych napéti do té miry, nez je iinosnost nékteré casti
konstrukce zcela vycerpana.’

!Ptikladem nizkocyklové tnavy miize byt zlomeni dritu p¥i jeho opakovaném ohybani na jednu a na
druhou stranu. Stavebni konstrukce musi byt navrhoviny tak, aby k nizkocyklové iinavé pfi bézném provozu
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Naopak vysokocyklovd tuinava nastava v pripadé, kdy je v materidlu konstrukce pritomen
néjaky zdroj koncentrace napéti (trhlina, cizorodé téleso jinych mechanickych vlastnosti,
ostry roh). I kdyz je konstrukce jako celek zatézovana tak, aby v ni nedochazelo k rozvoji
plastickych oblasti, v misté zdroje koncentrace napéti mize byt plastického chovani dosa-
hovano. Pak probiha stejny déj jako u nizkocyklové tinavy, nicméné k vycerpani tinosnosti
je potrebny mnohem vétsi pocet zatézovacich cykla.

Poznamka 6.4. Plastické oblasti na nosnicich (,plastické klouby*) nemaji dokonaly tvar
odpovidajici obrazku 6.15. Pro pro ilustraci uvadime vysledky pocitacové simulace tvorby
plastickych oblasti na nosnicich zatizenych silou 6.17 a rovnomérnym spojitym zatize-
nim 6.18.

nemohlo dojit.
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Obr. 6.17 Plastizace nosniku zatizeného silou.
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Obr. 6.18 Plastizace nosniku zatiZeného rovnomérnym spojitym zatizenim.
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6.4.6. Pruznoplastické reseni nosnikti a ramu

K praktickému feSeni ramu v pruznoplastickém stavu pouzijeme metodu postupné plastizace.
Napfiiklad v [37] je mozné najit dalsi metody a teoreticky vyklad statické metody, ze které
dale popisovany postup vychazi.

Vyjdeme ze zjednodusujiciho predpokladu, ze material se chova tuhoplasticky. Potom,
je mozné predpokladat, ze plasticky kloub na ramu vznikne ihned, jakmile je v pruarezu
dosazeno mezniho plastického momentu M. Toto misto se pro dalsi priristky zatizeni
chova jakou kloub a muze dochézet ke vzniku dalSich plastickych kloubu v jinych mistech
ramu. Vypocet se ukonéi v okamziku, kdy je v konstrukei jiz tolik kloubt, ze by prestala
byt staticky urcita.

Postup pii vypoctu metodou postupné plastizace je mozné popsat takto:

e Provedeme linearni vypocet.
o Nejveétsi zjistény moment poloZime roven My, a podle néj uréime vnitini sily.

e Pro pritizeni v dalsim kroku povazujeme pro vypocet misto s M, (plasticky kloub)
za misto kloubu (AM = 0).

e Urcime dalsi plasticky kloub a postup opakujeme dokud je konstrukce s klouby
staticky neurcita.

Priklad 6.5. Stanovte maximélni konstantni spojité zatizeni ¢ oboustranné vetknutého
nosniku.

Reseni. Postup vypoctu je ilustrovan na obrazku 6.19. V prvnim kroku vypoéitame ohybové
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momenty na nosniku. Je zfejmé, ze nejvétsi hodnota M je ve vetnutich:
_ql
Y120
Budeme predpokladat, ze v téchto mistech vzniknou plastické klouby. Polozme tedy M, =
= My, a stanovme velikost ¢:
2
q l 12Mpl
M, =M,— = q= .
vE My AT T
Pro dalsi zatizeni ¢; se plastické klouby chovaji jako bézné klouby. Statické schéma pro
nosnik zatizend ¢ se tedy zméni na prosty nosnik. Snadno zjistime, ze nejvétsi moment je
uprostred rozpéti:

2
ql
A@:7$
I tento moment bude roven M,l, ovSsem az po pripoc¢teni velikosti momentu v tomto
misté z predchoziho kroku:
2
ql
Mu,q == ﬁ
7 uvedenych vztahd je mozné vypocitat, ze:

_ (8Mpl_%ql2)
Q1_ l2 .

Protoze v dalsim kroku by uz nosnik nebyl staticky urcity, je mozné vypocet ukoncit,
a konstatovat, ze celkové zatizeni ¢ nosniku je:

12M,; (8 My — & q12)
Qtot = q+q1 = l2p + P l212 .
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Mp)=>q = 12Mpl/I*] /Mﬁ
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1 a+b=> :
=>ql =8(Mpl - 1/12 q*l*l)/(l*l)
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Obr. 6.19 Priklad 6.5: vypocet metodou postupné plastizace.
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Obr. 6.20 Schéma piikladu 6.6.
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Priklad 6.6. Stanovte maximalni moznou velikost zatiZeni zadaného ramu, pokud M,; =
= 20 kNm. Réam se slozen z pruti s konstantnim prutrezem (¢tverec, b = 0.1m). Rozméry

jsou v metrech. Schéma ramu je na obrazku 6.20.

Reseni. Budeme postupovat podobné jako v piedchozim pifkladu. Protoze konstrukce je

o néco slozitési, bude ji zatézovat zatizenim o zvolené hodnoté ,,jednotkové* hodnoté.
Nejprve provedeme vypocet pro zatizeni F' = 2kN. Ziskame prubéhy momentt, které

jsou vykresleny na obrazku 6.21.
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Ma= 315.6 Mb = 268.3

Obr. 6.21 Momenty vyvolané v konstrukei zatizenim F1.

Uréime hodnotu zatizeni z predpokladu, ze v misté maximalntho momentu bude dosa-
zena hodnota My a vznikne tam plasticky kloub:

My 20000

F1 = 708 1 x 2000 = 56.5 kN

1
Mmam - pl :> Freal =

max
Nyni muzeme dopocitat ostatni momenty:

M 2
by, _ 20000

Ml = = % 315.6 ~891 kN
a = 31, —Ma 708.1X3 5.6 ~ 8.9 m
M, 20000
M= 2 M, = ——— x 268.3 ~ 7.58 kN
b= A M= e X 268.3 ~ 7.58 kNm
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Obr. 6.22 Schema konstrukce se zatézenim F2.

predpokladat, ze pro toto zatiZeni se uplati plasticky kloub, ktery jsme zavedli v predchozim
kroku.
Nyni vypoéitdme momenty pro predpoklad M} + Mb2 = My:

M2 + M} = My = n x 954 + 8910 = 20000

~ 20000 — 954

ot~ 1162 = My + MZ = 11.62 * 1045.8 + 7580 = 19.7kNm
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Obr. 6.23 Momenty vyvolané v konstrukci zatizenim F2.

%Mc = 91.6

Je ziejmé, Ze plati M} + M2 > Mb1 + Mb?, a proto plasticky kloub vznikne v misté M,.
Velikost zatizeni tedy bude: F' = F1+n x F2=056.5+11.62 x 2 = 79.74kN
Je ziejmé, ze konstrukce je jiz staticky uréitd, a proto ukonéime vypocet.!

6.4.7. Podminky plasticity

V jednorozmérném pripadé jsme bez dalsi diskuse predpokladali, ze k prechodu z pruzného
do plastického stavu dojde po dosazeni predem dané hodnoty napéti na mezi pruznosti
o = fy. Tedy takzvanou podminkou plasticity bylo dosazeni urcité hodnoty napéti.

V pripadé, Ze tloha neni jednorozmérnd a napéti pusobi ve vice smérech, je situace

'V pifpadé nutnosti by bylo mozné provést jesté jeden krok vypoctu, ktery by byl obtizngjsi.
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Obr. 6.24 Konecny stav konstrukce.
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ponékud slozitéjsi. V pripadé dvojrozmérné tlohy (napiiklad v tloze rovinné napjatosti)
prechod do plastického stavu zfejmeé zavisi na vzajemném vztahu jednotlivych slozek vektoru
napéti.

Protoze napéti v roviné miizeme vyjadrit pomoci dvojice hlavnich napéti o1, o9, ziejmé
muzeme i podminku plasticity definovat jako funkci téchto napéti. Pokud takovy vzta zob-
razime v roviné hlavnich napéti tak, jak je tomu na obrazku 6.25 vpravo, pak podminka
plasticity bude mit podobu kiivky.!

V pripadé prostorové napjatosti bude situace podobna. Podminka plasticity muze byt
vyjadrena jako funkce hlavnich napéti o1, 09, 03 a pri zobrazeni v prostoru hlavnich napéti
bude mit tvar prostorové plochy.

6.4.8. Prehled podminek plasticity

vvvvv

pro stavebni materialy.

6.4.8.1. Trescova podminka

Trescova podminka plasticity’ vychazi z predpokladu, ze material piejde do plastického
stavu, kdyz maximalni smykové napéti dosdhne hodnoty meze pruznosti ve smyku:

Tmazx = % —Tm =0, (620)

!Na obrazku 6.25 je zobrazena uzaviens kiivka, coz je obvykly piipad, neni to vSak podminkou — lze
sestavit i podminky, které budou mit podobu oteviené kiivky (tedy lze najit takovou kombinaci napéti, pti
které materidl zustane v pruzném stavu).

2Henri Tresca (1814 — 1885), francouzsky strojni inZenyr.
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Obr. 6.25 Podminka plasticity v 1D a ve 2D.

kde 7,,, je mez pruznosti ve smyku.
Protoze maximélni smykové napéti je mozné vyjadrit pomoci hlavnich napéti, je mozné
rovnici (6.20) prepsat do tvaru:

01— 03 — ome = 0, (6.21)
za predpokladu, ze
(T = 2Ly, (6.22)
2
a ze
Trset] = Tt = Jlr (6.23)

Tato podminka dobfe vyhovuje materidltim, kterém maji priblizné stejnou mez pruznosti
jak v tahu, tak v tlaku, tedy naptiklad oceli (konstrukéni i betonérské) a dalsim kovum.
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Obr. 6.26 Trescova podminka plasticity ve 2D.

6.4.8.2. Misesova podminka

Misesova podminka' byla nezévisle na sobé odvozena Misesem,” Huberem?® a Henckym? na
zédkladé mérné energie zmény tvaru a ma podobu:

(01 — 02)? + (09 — 03) + (01 — 03)% = 202,,, (6.24)

kde
Tt = Tt = Jlr (6.25)

1V literatufe se dasto oznacuje jako von Misesova nebo podminka Mises Huber Hencky podle autort.
2Richard von Mises (1883-1954), rakousky védec a matematik.

3Maksymilian Tytus Huber (1872-1950), polsky védec a inzenyr.

“Heinrich Hencky (1885-1951), némecky stavebnf{ inzenyr.
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Obr. 6.27 Misesova podminka plasticity (podminka Mises—Huber—Hencky) ve 2D.

Podminka je tedy opét vhodna predevsim pro ocel a jiné kovy. Jeji hlavni prednosti je, ze
je popsana hladkou funkci. To je vyznamné predevsim pri jeji algoritmizaci v pocitacovych
programech (pro vypocty pruznoplastického materidlu se zpevnénim jsou potrebné také
derivace podminky plasticity).

Poznamka 6.7. Spise ve strojni praxi se pocita takzvané ,,von Misesovo napéti®. Jde o levou
stranu upravené podminky

\/(01 —02)? 4 (02 — 03)% + (01 — 03)?

5 S o (6.26)

Hodnotu takto spocitaného ,von Misesova napéti“ tedy mulzeme piimo porovnavat
s mezi pruznosti o,,,; = f, a tak zjistovat, zda se materidl nachazi nebo nenachdzi v pruzném
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Obr. 6.28 Mohrova — Coulombova podminka plasticity ve 2D.

stavu.

Tento postup je mozné ve stavebni praxi vyuzit spise vyjimecné — je vhodnéjsi pro
prostorové modely (tedy télesa), které se pouzivaji jen ve vyjimecnych pripadech (detailni
analyzy komplikovanych ocelovych spoji a podobné).

6.4.8.3. Mohrova — Coulombova podminka plasticity

Rada béznych materiald, se kterymi se setkdvame ve stavebni praxi (beton, zdivo, zeminy
a horniny), mé vlastnosti podstatné odlisné od predpokladi, na kterych jsou zalozeny vyse
uvedené podminky plasticity. Jde zejména o predpoklad, ze mez pruznosti v tahu a v tlaku
je stejna.

7 téchto dtvodu byly odvozeny dalsi podminky. Pro zeminy se ¢asto vyuziva Mohrova
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Obr. 6.29 Chen — Chenova podminka plasticity ve 2D.

— Coulombova podminka, kterou lze chapat jako zobecnéni Trescovy podminky pro pripad,

7€ Omd # Omt:

o1 — mdg — omt = 0, (6.27)
o

kde 0,,t = fy ¢ je mez pruznosti materidlu v tahu a kde 0,5 = f ¢ je mez pruznosti materidlu

v tlaku.

6.4.8.4. Chen — Chenova podminka plasticity

Vyse uvedenou Mohrovu — Coulombovu podminku je mozné vyuzit také pro beton a zelezo-
beton. Zkousky betonovych vzorki provadéné napiiklad Kupferem‘[!7] vsak ukazaly, ze pro

tyto materidly by bylo vhodnéjsi pouzit podminky ponékud odlisného tvaru. Na Kupferovy
zkousky navazala fada autorii, ktefi se pokusili sestavit rovnice co nejlépe experimentalnim

vysledktm.
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Uvedme jako piiklad Chen—Chenovu' podminku plasticity. Tato podminka je popsina
dvéma funkcemi.
Tvar podminky pro oblast tlak—tlak (o1 < 0 a 02 <0, 03 < 0):

Al

Jo+ =50 - =) (6.28)
Podminka pro ostatni oblasti:
1 Ay
Jo — 6112 + 71/11 — 72, =0, (6.29)
kde
I =01+ 09+ 03, (6.30)
: 1
Jy = 5 (O’% + o2 + a§) . (6.31)
Vyznam ostatnich vyrazi v rovnicich je:
2b _ 2
A — yoe yc ,
ve 2fybc - fyc
7_2 _ fybcfyc(2fyc - fybc)
ve 3(2fybc - fyc) ’
Ay = e v o) U3 (6.32)
2 _ fycfyt
Tut - 6 Y

INékdy se oznacuje jen jako Chenova podminka plasticity.
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Obr. 6.30 Zpevnéni a podminka poruseni v 1D a ve 2D.

kde f,; je mez pruznosti materialu v jednoosém tahu, fy. je mez pruznosti materialu v jed-
noosém tlaku a fyse je mez pruznosti materidlu v dvojosém tlaku.

6.4.9. Zpevnéni

U pruznoplastického materidlu se zpevnénim je potiebné definovat jednak charakter zpev-
néni a obvykle také podminku, ktera proces zpeviovani ukonci, podminku poruseni materi-
alu.

Podminka poruseni materidlu je Casto popsana stejnymi vztahy jako prislusnd podminka
plasticity, namisto napéti na mezi plasticity se vSak do ni dosazuji napéti odpovidajici
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pevnosti materialu.

Déle je potreba zavést pojem ndsledné podminky plasticity: v jednorozmérném problému
jde o bod na pracovnim diagramu mezi napétim na mezi pruznosti a napétim pti poruseni.
Tomu ve 2D odpovidé krivka lezici mezi podminkou plasticity a podminkou poruseni (ve
3D jde opét o plochu).

Potom muzeme definovat tii zékladni typy zpevnéni:

o Lkinematické: nasledné podminky plasticity méni polohu, ale jejich tvar a velikost jsou
shodné s (poc¢atec¢ni) podminkou plasticity,

e izotropni: velikost naslednych podminek se proporcionalné zvétsuje, tyto nasledné pod-
minky plasticity neméni svoji polohu,

e kombinované: nasledné podminky plasticity méni polohu a soucasné se proporcionalné
zvétsuji. Takové chovani nejvice odpovida skuteénym latkam, nékdy se oznacuje jako
Bauschingeriv efekt.

Poznamka 6.8. V pripadé modelovani specifickych materiali, jako je beton, je potrebné
uvazovat s rozvojem trhlin a poklesem tuhosti v jejich okoli. V pripadé kontinudlnich modeli
(napriklad pruznoplastickych) ovSsem neni mozné popsat kazdou jednotlivou trhlinu a je
potifebné se uchylit ke zjednousenim.

Na obrazcich 6.33 a 6.34 je na prikladu vyfezu stény ukazano jak klesa tuhost a jak
se rozviji oblast s trhlinami v misté naméhaném podilnym tahem. Vysledky byly ziskany
numerickou imulaci metodou konecnych prvki, kromé platicity zde bylo nutno pouzit i dalsi
vztahy, opirajici se o llomovou mechaniku.
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Obr. 6.31 Kinematické (nahote) a izotropni zpevnéni ve 2D.

L]

IsTRANS, 7
D
%

el
e

%/
&
Zxg ynis

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA

V PLZNI




Nelinearni tilohy ve stavebni mechanice

Obr. 6.32 Kombinované zpevnéni ve 2D.
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Obr. 6.33 Pokles tuhosti v betonu.
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Obr. 6.34 Rozvoj trhlin v betonu.
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6.5. Teorie druhého radu

6.5.1. Uvod

Ve vétsiné uloh stavebni mechaniky a pruznosti predpokladame, ze deformace konstrukci
jsou malé, a proto obvykle stanovujeme napéti a vnitini sily na nezdeformované konstrukci.
Ve vétsiné tloh je chyba vyvoland timto postupem zanedbatelna, pritom zjednoduseni vy-
poctu je velmi podstatné.

V nékterych ulohach vsak tento postup vede, i pri malych deformacich konstrukce nebo
konstrukéniho prvku, k nespravnym vysledkim. Nejbéznéjsim prikladem je posuzovani sta-
bility tlacenych prutt, stejné tak se ovSsem tykd naptiklad predepjatych zelezobetonovych
nosniki zatizenych ohybem.

V takovych dlohach musime pracovat i s i¢inky, které vyvolaji zatizeni na zdeformova-
ném tvaru konstrukce a zidat splnéni podminek rovnovahy na zdeformované konstrukei.'
Takovy postup se nazyva vypocet podle teorie druhého rddu. Jako priklad pouziti teorie
druhého radu vyuzijeme klasické Eulerovo feseni stability nosniku.

6.5.2. Eulerovo reseni stability nosniku

Z praxe je znamo, ze tlacené nosniky (podle obriazku 6.35) kolabuji podstatné diive, nez
napéti v nich dosdhne hodnoty pevnosti v tlaku:

r
A

A

kde F' je zatizeni, A je plocha nosniku, o, je pevnost v tlaku.

1Jak ¢tenéfe jisté napadlo, v obecném piipadé to mize znamenat iteraéni vypocet. Bohuzel m4 pravdu.
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Obr. 6.35 Osové zatizeny tlaceny nosnik.

Je také znamo, ze nosniky obvykle pred poruchou vyboci. Euler proto do tlohy doplnil
ohybovy moment, ktery vii¢i bodim zdeformované stfednice (osy) nosniku vyvolava zatizeni
F.

Moment v bodé x nosniku tedy muzeme zapsat:

M=F uw. (6.34)

Ze zékladnich kurzt stavebni pruznosti je zndm vztah prihybové Cary a ohybového
momentu na nosniku:

" M Fw
W =——=——=W 6.35
EI EI ™ (6.35)
kde I je moment setrvac¢nosti a E je modul pruznosti.
Po tpravé a oznaceni a? = % muzeme napsat:

w="+a*w=0. (6.36)




Nelinearni tlohy ve stavebni mechanice

182

Reseni rovnice (6.36) by mélo vést k nalezeni takového prithybu, pti kterém je konstrukce

V rovnovaze.
Obecné FeSeni rovnice (6.36) mé tvar:

w = Cy sin ax + Cs cos ax.
Uplatnime okrajové podminky. Pro z = 0 je w(z = 0) = 0 a tedy:
0=Cisina 0+ Cycosa 0= Cy =0.
Proxz =L jew(zx = L) =0 a tedy:
0=Cisina L+0=0=Cysina L
Pro C # 0 zfejmé musi byt sinal = 0:
al=km. . k=1,23,..

Po dosazeni okrajovych podminek ziskame vyraz pro pruhyb w:

km x
w = C sin 7
ktery bohuzel zavisi na konstanté C, kterou nejsme schopni stanovit.
Dosadme tedy za a?:
F
2 2
a°=—=F=a"Fl
ET ’
a tedy:
al=1m.

(6.37)

(6.38)

(6.39)

(6.40)

(6.41)

(6.42)

(6.43)
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Po tpravé a oznaceni F,.. = F ziskdme vztah:

EI
F.. = WZﬁ, (6.44)

coz je znamy vyraz pro Eulerovu kritickou silu, tedy silu, pfi které je konstrukce ve

stavu labilni rovnovahy (bude-li sila vétsi, bude se prihyb konstrukce zmensovat az do nuly,
bude-li vétsi, pak se prihyb bude nekontrolovatelné zvétsovat).

6.5.3. ReSeni stability nosniku Ritzovou metodou

V tomto odstavci ukdzeme, ze ke vztahu (6.44) je mozné dojit také pomoci Ritzovy metody.
Zvolme aproximaci prihybu v nasledujicim tvaru:

w = aj sin % (6.45)

Potencialni energii muzeme rozdélit na dvé ¢asti:

1. Iy =—-F u,=—F %, kde u, je zkraceni prutu dle linearni teorie, které nezavisi na
w (a v dal$im vypoctu se neprojevi),

2. Iy = —Fup, kde up je zkraceni v disledku pootoceni prutu podle obrazku 6.36.
Zkraceni elementu prutu v disledku pootoceni prutu muzeme zapsat:

du = dx — dx cos ¢ (6.46)

Pro prakticky vypocet bude vhodné pouzit rozvoj do Taylorovy rady:

1 1 /
du = dr — dx(1 — 5@2) = §<,02da: R~ §(w )2dz. (6.47)
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Obr. 6.36 Zkraceni prutu v dusledku pootoceni.

Pro cely prut muzeme napsat:

IR
up = —/ (w )?dx (6.48)
2 Jo
Derivujeme-li zvolenou aproximaci podle z, ziskame:
2
w = al% cos %, w' = —al% sinmaL. (6.49)
Ziskany vysledek dosadime do uj, = 5 fo 2dar:.
2 L T 72
U = 573 a%/o cos? 7 —dr = Ea%. (6.50)

Vztah (6.50) muzeme dosadit do vyrazu pro potenciélni energii vnitinich sil nosniku:

I " L T EI
= 5/0 EI(w )*d —EIA1L4/ sin’ dem— 1 Fa%. (6.51)
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Potencialni energie vnéjsich sil ma tvar:

2
& 2

.= ~F up =~ Fai (6.52)

Celkovou potencialni energie systému ziskame souctem potencialni energie vnéjsich a vni-

ténich sil: ) g
e v
D=1 +1;= | ——F+ —=")a? o). )

+ ( T Lg)al (+1Iyn) (6.53)

7 vyrazu pro extrém potencidlni energie &L = 0 ziskdme:
al

I w2 TiET
= ——F 4+ " 1)2qa, =0. .54
a ( 1L + NE ) ar =0 (6.54)

7 predpokladu, ze a; # 0 muzeme napsat:

w2 T EI

— g F+t g =0 (6.55)

Z vyrazu (6.55) ziskdme vysledek, ktery je shodny s Eulerovym feSenim:
F=—H. (6.56)

6.5.4. Stabilita stén

Podobnym zptusobem jako u nosniku je mozné hledat hodnotu kritického zatizeni i u stén.
Vzhledem k tomu, ze sténa musi vybocit ze svoji roviny, jde vlastné o feSeni sténodesky,
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Obr. 6.37 Vyboceni sténodesky.

jak je patrné z obrazku. Pro sténodesky je ve vétsiné pripadi pomeérné obtizné najit rfeSeni
analogické Eulerove kritické sile, ukazeme si proto feseni jen pro jednoduchy ptipad stény
po vsech okrajich prosté ulozené.

Podle [1] m& rovnice tlohy tvar:

*w *w *w N, 0%w

=———. 6.57
ox?t + Ox2y? + oyt D 0z2 (857
Reseni rovnice (6.57) m4 tvar:
w(z,y) = dsin ? sin %, m,n=1,2,3,... (6.58)
Po dosazeni rozmértu podle obrazku 6.38 a po tpravé dostaneme:
Dr2p? (m?  n2\?
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Obr. 6.38 Sténa po vsech okrajich prosté ulozena.
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Zbyvéa urcit vhodnd m,n. Zvolime m = 1 podle doporuceni v [!]. Protoze P ma byt v || 5
minimalni, musi platit: '5% S
oF _y 6.60 R
8_N = Y ( : )
a tedy: D ZAPADOCESKA
EAYAR S b
2,2 —
Z rovnice (6.61) ziskame:
b
= - 6.62
n=-, (6.62)

a vyuzijeme ke stanoveni P:

pP= = (6.63)

coz je hodnota hledaného kritického zatizeni.

! Podle vychozich predpokladi musi byt n celé &slo.
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Kviz.

1. Newtonova—Raphsonova metoda je:
Piiristkové iteracni.
Iteracni.
Prirtstkova.
2. Jak velky je ohybovy moment v tzv. plastickém kloubu?
Nulovy, stejné jako v béznych kloubech.

Je roven meznimu plastickému momentu v daném prifezu.

Je roven meznimu pruznimu momentu.

3. Ktera podminka plasticity je vhodna pro zeminy?
Mohrova—Coulombova.
Trescova.
Von Misesova.

4. Ktera podminka plasticity je nejvhodnéjsi pro ocel?
Chen—Chenova.
Mohrova—Coulombova.
Von Misesova.

5. Pri pruznoplastickych vypoctech nejcastéji pouzivame:
Teorii plastickych deformaci.
Teorii plastického teceni.

Teorii izotropniho poskozeni.
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6. Jako ,teorii 2. fddu“ oznacujeme vypocet ve kterém:
Uvazujeme s tuhoplastickym materialem.
Uvazujeme s vlivem deformace konstrukce na jeji vnitini sily.

Zanedbavame vzajemnost smykovych napéti.
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Airyho funkce, 35
anizotropni material, 10

B
bezmomentovy stav, 98

C
Chen — Chenova podminka, 171

D

deformace, 13, 64
deskova rovnice , 71
desky, 62

dimenza¢ni momenty, 70

E
Euler, 179
Eulerova metoda , 133

Eulerovo teseni stability, 179

F
fyzikalni rovnice, 17, 32, 33, 66

G

geometrické rovnice, 13
geometricko—deformacni rovnice, 13
geometricko—deformacni vztahy, 13, 32

H

hlavni momenty, 70
Hooke, 17

Hookeuv zdkon, 17, 66
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idedlné pruznoplasticky material, 148
izotropni material, 10

izotropni zpevnéni , 174
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K Mindlinova teorie, 87 . 5
kinematické zpevnéni , 174 mérné momenty , 69 ’5% 4

Kirchhoffova teorie , 63 meérné sténové sily, 27 s>
kombinované zpevnéni , 174 mérné vnitini sily , 69
kontaktni modely podlozi, 119 Misesova podminka, 168 D p ZhraoocEsch
kulova ban, 104 modely podlozi, 113 v Rz
kuzelova ban, 105 Mohrova — Coulombova podminka, 170
L N
Lévyho podminka, 36 napéti, 11
linearizovand metoda délky obl., 144 nelinearita
linedrné pruzny material, 10 fyzikdlni, 146
geometricka, 179

M konstrukéni, 127
material Newtonova—Raphsonova metoda , 136

anizotropni, 10

homogenni, 10 o

idealné pruznoplasticky, 148 ohybovy stav, 98

izotropni, 10 p

linearné pruzny, 10
pruznoplasticky, 146
pruznoplasticky se zpevnénim, 150
tuhoplasticky, 151

membranovy stav, 98

metoda délky oblouku , 141

metoda siti, 41, 76

Pastérnaktv model , 121
plasticky kloub, 151
podminka Mises Huber Hencky, 168
podminka plasticity, 164
Chen — Chenova, 171
Misesova, 168
Mohrova — Coulombova, 170
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Trescova, 166
podminky kompatibility, 19
podminky rovnovahy, 15, 31
poruseni, 173
poruseni materialu, 173
posunuti, 11, 66
prostéa iterace, 131
pruznoplasticky material, 146

pruznoplasticky material se zpevnénim, 150

pruzny poloprostor, 114

R

Ritzova metoda , 52, 89, 182
rotacné symetrické skorepiny, 101
rotacni véalec, 107

rovinné deformace, 28

rovinna napjatost, 26

S
sférickd metoda délky oblouku, 144
silové podminky rovnovahy, 15
skorepina, 97
stabilita

nosnikl, 179, 182

stén, 184
sténodeska, 97

sténova rovnice, 34, 36

T

teorie 2. radu, 179

teorie druhého Fadu, 179
Trescova podminka, 166
tuhoplasticky material, 151

vV
vektor deformaci, 13

vektor napéti, 11

vektor posunuti, 11

vnitini sily , 68

von Misesova podminka, 168

w
Winklertv model , 119

Z
zpevnéni, 173
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