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Kapitola 1

Uvod

1.1 Vychozi predpoklady

Ulohou stavebniho inZenyra je Fesit (tedy analyzovat a posuzovat) chovani skutec-
nych stavebnich konstrukeci. Skutec¢né stavebni konstrukce jsou zatizeny promeénli-
vymi Géinky (vitr, snih, pohyb osob, predméti a dopravnich prostfedki). Také jejich
tvar muze byt proveden jen s omezenou a ne vzdy predem odhadnutelnou presnosti
(vzpomerime zndme réeni ,pro zednika neni centimetr zadnd mira“) a vlastnosti
fady pouzitych materidli (beton, zdivo, zeminy a horniny) jsou pomérné obtizné
popsatelné (jsou nehomogenni, anizotropni a jen v nékterych pripadech lze pozoro-
vat linedrni odezvu na zatizeni) a tyto vlastnosti jsou Casto dosti proménlivé.

Vzhledem k slozitosti této tlohy se pri statickych a pruznostnich vypoctech ob-
vykle pristupuje k podstatnym zjednodusenim. Je samozrejmé, ze pii modelovani
a posuzovani realnych konstrukei je nutné mit tuto okolnost na paméti. Platné tech-
nické normy pro navrhovani stavebnich konstrukci proto obsahuji radu opatieni,
kterda maji preklednout rozpor mezi vysledky ,pruznostnich® feSeni a skutecnosti,
a to ve formé konstrukénich zasad nebo opravnych koeficientii.

Nebude-li vyslovné uvedeno jinak, bude se v dalsim textu predpokladat, ze:
e fesenou konstrukci je mozné popsat jako spojité téleso,
e materidl konstrukce je:

— homogenni (mé ve vSech mistech stejné fyzikdlni vlastnosti),

— izotropni,!

I Material nazyvame:
* izotropni, pokud mé ve vSech smérech stejné vlastnosti,
* anizotropni, pokud mé v riznych smérech rizné vlastnosti,

x ortotropni, pokud mé ruzné vlastnosti ve vzajemné kolmych smérech,
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— linedrné pruzny (zavislost mezi zatizenim a deformaci je mozné popsat
linedrn{ funkef).!

e zatizeni konstrukci je statické nebo jen velmi pomalu ménici velikost nebo
smér.?
e deformace konstrukef jsou v porovnani s rozméry konstrukef velmi malé.?

e vliv deformace na vnitini sily a napéti se neuvazuje.

Od nékterych z vyse uvedenych predpokladi bude mozné ustoupit u nelinearnich
uloh.

1.2 Zakladni veliciny a vztahy teorie pruznosti

1.2.1 Prehled zakladnich veli¢in
1.2.1.1 Vektor posunuti

Posunuti libovolného bodu pruzného télesa v prostoru muzeme rozlozit do tii vza-
jemné kolmych slozek, které je mozné zapsat ve formé vektoru posunuti u:*

u={u,v,w}’ (1.1)

1.2.1.2 Vektor napéti

Na obrazku 1.1 jsou zobrazena napéti v bodé télesa’ v kartézském systému soutad-
nic. Tti normalova napéti o, o, a o, plisobi ve smérech jednotlivych os systému
soufadnic. Sest smykovych napéti plisobi rovnob&zné s osami systému soufadnic
v rovinach xy, yz, zx.

* transverzalné izotropni, pokud ma rizné vlastnosti ve vzajemné kolmych smérech tak, ze
vlastnosti ve dvou ze ti{ sméru jsou stejné.

!Takova zévislost je ¢asto oznacuje jako Hookefiv zdkon. Pro jednoroznérné problémy plati
vztahy znamé ze zakladnich kurzt pruznosti: F' = E X u nebo 0 = E x ¢, kde konstanta tmérnosti
FE se nazyva modul pruznosti

2Ptedpoklada se tedy, ze na konstrukei nevyvolava dynamické éinky (kmiténi, vibrace).

3Deformace jsou nejméné o 2 ¥ady mensi neZ nejvétsi rozmeér konstrukee.

4Pootoceni bodu v teorii pruznosti zanedbavame, ditvodem je tzv. vzdjemnost smykovych na-
péti, kdy pribliznd rovnost podle vztahu (1.2) je vyjddiena u rovnic momentové rovnovdhy na
diferencidlnim elementu télesa. Protoze momenty pouzijeme k vyjadreni sykovych napéti, nemi-
zeme je dale v tloze pouzivat jako nezndmé, a tedy nemuzeme vyjadiovat ani s nimi svizand
pootoceni.

5Pro lepsi predstavu je bod nakreslen ,hranaty®
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Obr. 1.1 Napéti v bodé

Po uplatnéni predpokladu o vzajemnosti smykovych napéti, popsaného
vztahy (1.2), ktery se vyuzivé i v zakladnich kurzech pruznosti, je mozné povazovat
jen tii smykova napéti 7., 7., 7., za nezdvisld.

Tey = Ty,
Tyz = Tay, (1 . 2)
Tze — Tzz-

Nadale proto budeme predpokladat existenci jen t¥i norméalovych a tii nezavis-
Iych smykovych napéti, ktera mohou byt zapsana v podobé vektoru napéti o:

o = {O-$7O-y70-2)7—$y77-yZ7T2$}T' (13)

1.2.1.3 Vektor deformaci

Kazdé z uvedenych napéti pracuje na odpovidajici pomérné deformaci: normalovému
napéti o; odpovidd pomérna deformace (prodlouzeni nebo zkréceni) €; a smykovému
napéti 7;; odpovidd zkosen{ 7;;." Pomérné deformace tedy mozné zapsat v podobé
vektoru pomérnyjch deformaci €:*

€ = {Exagyagzany/VyZ?’YZz}T' (1‘4)

'Mezi zkosenimi tedy pfedpokldadame vztahy analogické vzajemnosti smykovych napéti.
2V literatufe je mozné najit i pojem wvektor deformaci nebo vektor pretvorent.
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Obr. 1.2 Deformace diferencialniho vyseku télesa

1.2.2 Geometricko—deformacni vztahy

Geometricko-deformacni vztahy' vyjadiuji zavislosti mezi posunutimi a pomérnymi
deformacemi. Postup jejich odvozeni si ukdzeme na vztahu pro €., ktery je vyuzivan
v elementarnich kurzech pruznosti. Z pruzného télesa vytkneme diferencialni ob-
jem o rozmeérech dx, dy, dz a pomérnou deformaci €, ve sméru x zavedeme ziskdme
podobné jako v elementarni pruznosti jako pomér prodlouzeni AL, k pivodnimu

rozmeéru L:

AL,
= 1.5
- (1.5)
Pro vétsi nazornost je na obrazku 1.2 nakreslen pouze prumét télesa do roviny
2y, coz je véak pro nase potieby dostatecné a neni to na tikor obecnosti odvozeni.?
Pokud se budeme drzet oznaceni podle obrazku 1.2, a prodlouzeni budeme sledo-
vat vzhledem ke hrané AB, pak muzeme rovnici (1.5) zapsat v néasledujicim tvaru

a postupné upravovat:

_A’B’_AB_(:E—}-dx-i—u-f-%dff)_(l"i‘u)_dx_au (1.6)

Ex

= AB dz " o
Analogicky by bylo mozné ziskat rovnice pro ¢, a ¢, které jsou uvedeny v (1.7).
ou ov ow
b= =, L= —. 1.7
c ox v Jy c 0z (1.7)

Pouzivé se i zkraceny termin geometrické vztahy nebo geometrické rovnice.

2Vnimavy étenaf jisté vahd, zda zjednoduseni na ex = AL, /L, neni piili§ hrubé a zda nepo-
vede k velkym rozportim mezi terorii a skuteénych chovanim stavebnich objektd. V pripadé, ze
konstrukce vykazuje malé deformace, je tento postup zcela dostateény. V geometricky nelinearnich
tlohach je ovsem nezbytné tento predpoklad opustit a odvodit presnéjsi geometricko—deformacni

vztahy.
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Obr. 1.3 Napéti na diferencidlnim vyseku télesa

Smykové deformace (zkoseni) je mozné stanovit na zékladé uréeni velikosti ihla
a a [ na obrazku 1.2, pokud budeme predpoklidat, ze tg(a) = «, tg(f) = B
a dr' = dx:

Sede  Gedy Qv du

Yoy = @+ 0 Ox dy  Oxr Oy (18)
Analogicky k rovnici (1.8) je mozné napsat vztahy pro zbyvajici zkoseni:
B v N ow
Yoz T T Ty, oy’
ow  Ou
zx Tz — N a 1.9
7 K Ox * 0z (1.9)
B _ Ou n ov
711; - Vy:c - ay ax .
1.2.3 Podminky rovnovahy
V klasické stavebni mechanice [12] se zpravidla vyuzivaji silové souctové podminky

rovnovahy:

ZF:E,’i = 07
Y Fi =0, (1.10)

Y F; = 0.

(1.11)
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V pripadé pruzného télesa je vhodné napsat silové podminky rovnovahy na
vyjmutém diferencidlnim objemu o rozmérech dx,dy,dz, ktery je zobrazen na ob-
razku 1.3.

Pro lepsi prehlednost jsou jako o’ a 7/ oznacena napéti zménénd o prirustek na
diferencialnim rozméru objemu, tedy napiiklad:
Jo, oT.

pe de, Tpy' =Ty + a—;‘ydy, (1.12)

4

Oy = 0, +

Je zrejmé, ze vyslednice napéti o, se ziskd vynasobenim tohoto napéti a plochy,
na které pusobi:
F,,=o0,dydz (1.13)

Potom je mozné zapsat silovou podminku ve sméru osy z takto:

Y Fia= (0, —0.) dy dz + (7ay — 7)) dv dz + (T — 7o) dv dy =0 (1.14)

Rozepisme rovnici (1.14) s vyuzitim vztahu (1.12):

(00— 00— %daz) dy dz+ (Tyy — Tay — %dy) dr dz+ (Tpy — Tpr — %dz) dr dy =0
V4

ox
(1.15)

Je patrné, Ze nékteré ¢leny rovnice (1.15) je mozné zkratit a ziskat zjednoduseny
vztah:

0oy, OTyy  OTys
+

R =0, (1.16)

Stejnym zptusobem je mozné napsat podminky rovnovahy i pro sméry y a z.
Pokud takto sestavené rovnice doplnime o objemové sily! X, Y a Z, piisobici ve
smérech jednotlivych os systému soutradnic, ziskdme vysledny tvar diferencidlnich
podminek rovnovahy:

0oy OTyy = OTys
+

X pu—
Ox oy 0z + 0
0Ty  Ooy,  OTy. B
o + dy 5, +Y = 0, (1.17)
0Ty 0Ty 0o,
Z = 0.
ox * oy + 0z + 0

1.2.4 Fyzikalni rovnice

Jako fyzikalni vztahy se oznacuji vztahy mezi napétimi a pomérnymi deformacemi.
V linearni teorii pruznosti se predpoklada zavislost mezi témito velicinami vyjadrena

LObjemovou silou je napiiklad gravitaéni sila.
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X A
v F
-

Obr. 1.4 Fyzikalni podminky v 1D tloze

Hookeovym zdkonem:
Oy
S 1.18
i (118)
Vztah (1.18) ovSem plati jen pro jednorozmérné ilohy (tazeny nebo tla¢eny prut).
Na obrézku 1.4 je ilustrace takové tlohy. Vztah (1.18) ovSem nepoéitd se zménou

prutrezu deformovaného prutu (plocha A se béhem deformace neméni).

Ve skute¢nosti vsak ke zméné prutezu nepochybné dojde (idedlni tvar zdeformo-
vaného prvku je na obrazku 1.4 zakreslen ¢arkované). Jak je zndmo ze zdkladnich
kurza pruznosti [43], pomér mezi podélnou a pricnou zménou délky télesa je kon-
stantni a je popsan Poissonovym soucinitelem v. Potom je na misté predpokladat, ze
velikost pomérného prodlouzeni ¢, bude ovlivnéna nejen napétim o,, ale v zavislosti
na hodnoté v také napétimi ve smérech y a z :

€= % o, — v (0y+02)]. (1.19)

U smyku lze predpokladat, Ze vztah mezi smykovym napétim 7;; a zkosenim ~;;
bude linearni:
_ Ty
Yij = ek

kde G je modul pruznosti ve smyku.

(1.20)

Fyzikédlni vztahy pro pruzné téleso v prostoru pak mizeme zapsat ve tvaru:

1 2

Ex = E[O—x_y<0—y+0z)]a f)/yz:;yGa
1 TIZ

&y = E [Uy -V (Uﬂc + UZ)] » o ez = 2G’ (1'21>
1 Tz

€, = E[O-Z_V<O-J}+O-y)]7 %y:ﬁ.

V pripadé, ze chovani materidlu nebude linearné pruzné, neni mozné vyse uve-
dené vztahy pouzit bez tprav a je potfebné je nahradit vztahy pruzno—plastickymi
nebo jinymi.

'Dfivodem pro nasobitel 2 je skute¢nost, Ze plati Yoy = g—g + %Z = Euy + Eyz = 2 Exy-
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1.2.5 Podminky kompatibility

Jednotlivé pomérné deformace nejsou vzajemné zcela nezavislé. Jejich vzajemné
vztahy vyjadiuji podminky kompatibility, které je mozné ziskat tipravami vedoucimi
k vylouceni u, v a w z rovnic (1.7) az (1.10). Nazev vyplyva z fyzikalniho vyznamu
rovnic — pokud jsou splnény, tak je zajisténa vzajemné kompatibilita deformaci,
a téleso tedy zustava spojité.

Rovnice kompatibility se v tlohéch pruznosti vazanych na stavebni praxi vyu-
zivaji jiz jen omezené. V dalsim textu jich vyuzijeme pouze pti odvozeni sténové
rovnice pro ulohu rovinné napjatosti, a proto je zde uvadime:

D?ery D%e, 0%,
— +
Oxdy oy O0x%’
%y, 0%, 0%,
oydz 022 * oy?’
0%c.,, 0%, 0%,

020x 0x? + 022’

02595 . 1 _a’)/yz 879% + aﬁ)/xy

oydz 2 0y Oy 0, )’

0 2 Ey o 1 87@/7; 8’yxz a’yxy

D200 §(+ 2, 9, o ) (1.22)
8253 _ 1 +a’7yz + 8’7:1:2; i a’}/a:y .

0xdy 2 Oy Oy 0,

Pro tlohu rovinné napjatosti' v roviné xy se rovnice (1.22) redukuji na tvar:

O%e, D%y Py
oy 022 0Ox0y’

ktery bude pouzit v dalsim textu.

(1.23)

1.2.6 Shrnuti

Pro uplny popis chovani pruzného télesa je v kazdém jeho bodé potieba ziskat
hodnoty 15 neznamych veli¢in: 3 slozek posunuti u, 6 slozek deformaci €, 6 slozek
napéti o.

K jejich vypocteni je k dispozici 15 rovnic: 6 geometrickych rovnic, 6 fyzikalnich
rovnic, 3 podminky rovnovahy:.

Problémem pti feseni praktickych tloh je, ze uvedena soustava rovnic je v obec-
ném pripadé velmi obtizné resitelna. Proto se, vyjma nékterych jednoduchych tloh,

'P¥ipad, kdy se tloha zjednodusi na dvojrozménry problém s nenulovymi pouze napétimi
Oz, 0y, Ty Podrobnéjsi popis je predmétem dalsi kapitoly.
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zpravidla pristupuje k numerickym metodam feseni (metoda siti, metoda kone¢nych
prvki) a také se vyuziva zjednoduseni prostorového (3D) problému na 2D' nebo 1D
tilohy. 2

Priklady k procviceni

diferencialniho objemu. Co je vysledkem?

Kli¢ k prikladéim k procviceni

1. Po zanedbédni vyrazi s derivacemi: T,y ~ Tyz, Tyz = Toy, Tew = Taz, tedy vztahy
pouzivané pro zduvodnéni predpokladu o vzdjemnosti smykovych napéti.

1Stény, desky, skofepiny, rotaéné-symetrické tlohy.
2Pruty.
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Kapitola 2

Rovinny problém

2.1 Typy rovinného problému
Jako rovinny problém se zpravidla oznacuji tii tlohy:

e rovinna napjatost,
e rovinna deformace,

e rotacni symetrie téles.

V dalsim textu se budeme vénovat prvnim dvéma uvedenym tlohdm, které jsou
prakticky podstatné vyznamnéjsi. Pro tyto tlohy je mozné formulovat fadu vztahi
zcela stejné, a proto budou nejprve predstaveny jejich charakteristické znaky a az
poté budou uvedeny jednotlivé vztahy, s upozornénim na rozdily ve fyzikalnich rov-
nicich.

2.2 Rovinna napjatost

V nékterych praktickych tlohéch se setkavdme s konstrukcemi, které maji jeden
rozmér podstatné (10 a vice krat) mensi nez oba rozméry zbyvajici a navic u nich
jak samotna konstrukce, tak jeji zatizeni a okrajové podminky lezi ptiblizné v jedné
roviné.! Typickym ptipadem jsou nosné (smykové) stény.

V takovém pripadé je mozné tlohu tesit jen jako dvojrozmérnou. Na obrazku 2.1
je sténa zobrazena v roviné zy. V této roviné pak lezi strednicovd plocha stény.

IKonstrukce miize byt zatizena i v jiném sméru, ale tyto G¢inky musi byt tak malé, abychom
je mohli zanedbat (mensf neZ 5 zatiZeni v roviné konstrukce).

2Proto je tato tiloha v literatufe nékdy oznacovéna jako sténa.
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Obr. 2.1 Rovinnd napjatost — sténa.

Jednotlivé body strednicové plochy stény se, s ohledem na to, Ze zatiZzeni mohou
pusobit jen v jeji roviné, mohou pohybovat jen ve smérech u a v:

u = {u, v}’ (2.1)

U takto idealizované konstrukce mohou byt nenulovymi pouze ta napéti, ktera
pusobi v jeji roviné (z — y):

o= {O‘I,Uy,Tmy}T. (2.2)

Poznamka 2.1. Budeme predpokladat, ze po tloustce stény je napéti rozdéleno
priblizné rovnomeérné.

Protoze posunuti v ve sméru osy z, tedy ve sméru nejmensiho rozméru neni nijak
zabranéno, pomérna deformace €, bude obecné nenulova, Nenulové budou ovsem i ty
slozny vektoru deformaci, které odpovidaji nenulovym napétim:

c = {am,sy,gz,%y}T (2.3)

V souvislosti s napétimi ve sténé se nékdy pouziva pojem mérné sténové sily.
Tyto veli¢iny se ziskaji vynasobenim hodnoty napéti napéti tloustkou konstrukce
v pifslusném misté.!.

'Pro tuto operaci se vyuzivé predpokladu, Ze pribéh napéti po tloustce konstrukee je konstantni
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Obr. 2.2 Mérné sténové sily

Meérné sténové sily se vyuzivaji zejména pri dimenzovani Zelezobetonovych kon-
strukei' a zpravidla se oznacuji ng, ny, ng,:

N
Ny = U:trh [_]7
m
N
ny = oyh [E]a
N
Ngy = Tay b [E]

Pro ilustraci je na obrazku 2.3 rozdil mezi pritbéhem napéti vypoctenym podle
nosnikové teorie [12], ktery je oznafen N a prubéhem vypoctenym na sténe podle
dale uvedenych rovnic, ktery je oznacen S.

2.3 Rovinna deformace

Rovinné napjatosti je v nékterych ohledech podobna tloha rovinné deformace. Jde
vsak o podstatné odlisnou konstrukei. Jako tlohy rovinné deformace fesime dlouhéd
prima télesa zatizena a podepfena po délce neménnym zpusobem. Piikladem mohou
byt nékteré liniové stavby (konstrukce silni¢nich a zelezni¢nich téles) a zejména
podzemni a hornické stavby (konstrukce a okoli tuneli, kolektori a stol).

'Dfivodem je optimalizace navrhovych a posudkovych postupti na prutové konstrukce a jejich
vnitini sily.
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Obr. 2.3 Pribéh napéti na nosniku (oznaceno N) a na sténé.

Problém idealizujeme tak, ze predpokladame, Ze téleso je nekonecné dlouhé a po
celé délce stejné zatizené a podeprené. Pak je mozné tesit jednotkovou tloustku
tohoto télesa a pohlizet na né jako na dvojrozmérnou tlohu a pfi vypoctu posunuti
bodi télesa pracovat jen se posunutimi v roviné xy:

u={u,v}’. (2.4)

Lze predpokladat, ze studovand oblast jednotkové tloustky se ve sméru této
tloustky (tedy ve sméru osy z) nebude moci deformovat', a proto nenulové budou
pouze slozky deformace v roviné xy:

£ = {sx,sy,%y}T. (2.5)

V souladu s vysSe uvedenym predpokladem, ze je zabranéno deformacim ve sméru
osy z je nutné uvazovat s obecné nenulovym napétim o, a vektor napéti proto bude
mit ctyti slozky:

0= {04,040, Tuy}". (2.6)

2.4 Zakladni vztahy pro rovinny problém

2.4.1 Vztahy spolecné pro rovinnou napjatost i deformaci

Vztahy pro rovinny problém ziskame ze zakladnich vztaht teorie pruznosti, ze v nich
jako nenulové ponechame jen ty veliciny, které ptisobi v roviné xy.

1Useky pred a za studovanou oblasti maji nekone¢nou tloustku a tim i tuhost.
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Obr. 2.4 Rovinna deformace — fez télesem liniové stavby

2.4.1.1 Podminky rovnovahy v roviné

V roviné je mozné napsat nejvyse 2 nezavislé silové podminky rovnovdhy, naptiklad:

Y Fi=0, Y F,;=0. (2.7)

Po dosazeni vztaht (1.18) do rovnice (2.7) ziskame:

0o, OTyy
ox oy
0Ty Ooy,

—+Y =0
8$+8y+

+X =0 (2.8)

Pokud bychom chtéli pouzit treti podminky rovnovahy (% + 75—5 + % +7Z=0),
pak po dosazeni 7, = 0 a 7,, = 0 ziskdme rovnici:

Jdo,

0z

kde je ovsem Z = 0, protoze jednim v rovinném problému predpokladame, ze zatizeni

muze pusobit jen v roviné zy, a tedy aa"; =0.

0+0+

+Z=0, (2.9)

2.4.1.2 Geometricko—deformacni vztahy v roviné

Geometricko-deformacni vztahy pro rovinny problém ziskdme z rovnic pro pro-
stor (1.7) az (1.10) tak, Ze v nich ponechdme jen posunuti u, v, ktera jsou v roviné
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xy nenulova. Ziskdme tak vztahy pro e;, €, a Yz

Ou _Ov _ . _ou Ov
- y_aya ’V:Ey_%/x— ay 8$

(2.10)

Protoze predpokladame, ze ve stfednicové roviné resené oblasti je posunuti w
rovno nule, nemizeme pro vypocet €., které je v tloze rovinné napjatosti obecné
nenulové, pouzit rovnic (1.10).

2.4.2 Fyzikalni rovnice pro rovinny problém

V souladu se zavedenymi predpoklady budeme vychézet ze vztahu (1.22) pro linedrné
pruzny izotropni materidl. Budeme postupovat stejnym zptisobem jako u predcho-
zich vztaht, ale pro jednotlivé problémy ziskame odlisné vysledky.

2.4.2.1 Fyzikalni rovnice pro rovinnou napjatost

Ve vztazich (1.22) ponechame jen veli¢iny nenulové v tloze rovinné napjatosti (na-
péti 0., 0y, T4y a deformace €,,¢€y, €5, Vay). Tak ziskdme rovnice popisujici fyzikalni
vztahy pri rovinné napjatosti:

1
€ = 5 0, — Vo]
1
& = % o, — vo,] (2.11)
Tx
Yoy = 9 é

Vztah pro deformaci ,, ziskany z (1.22) mé tvar:

&= % (—vo, —voy). (2.12)

V praktickych tlohach (napriklad pfi pouziti metody kone¢nych prvki) jsou di-

vvvvvv

E
Oy = Ty (ex+ v gy),
FE
o0y = T3 (ey +V eg), (2.13)
B FE
e T 0ty T

'Postup je jednoduchy, obecné vyjadiime jednotlivd napéti, ale pomérné pracny, proto jej zde
neuvadime.
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2.4.2.2 Fyzikalni rovnice pro rovinnou deformaci

Fyzikdlni vztahy pro pripad rovinné deformace je mozné ziskat stejnym zpiso-
bem jako rovnice pro rovinnou deformaci. V tomto pripadé budou nenulova napéti
Oz, 0y, 0,Tgy a jen tii slozky vektoru deformace e, €, V3. Prakticky vyznam maji
predevsim vztahy pro vyjadieni napéti:

Or = (1—|—I/)(1—2V) [(1_V) 5m—|—y5y]7
o, = (l—l—y)?l—Qy) Ve, +(1—v) g, (2.14)
T = Groa-m) w2

Napéti o, ma v tloze rovinné deformace tvar:

o, =v (0, +0y). (2.15)

2.5 Sténova rovnice

2.5.0.3 Odvozeni sténové rovnice

V praktickych aplikacich teorie pruznosti se v minulosti pii feseni ¢asto vyuzivala
sténovd rovnice, kterd byla fesena ve specidlnich piipadech analyticky (¢asto v me-
chanice hornin nebo v hornické mechanice) nebo numericky. S rostoucim vyznamem
metody konec¢nych prvki se vSak takovych feseni vyuzivalo stdale méné.

P11 odvozeni sténové rovnice se vychazi z rovnice (1.23), coz je rovnice kompati-
bility pro rovinnou napjatost:

D*e, D%y _ 0* Yy

oy 022 Oxdy

(2.16)

Budeme pozadovat, aby vyslednd rovnice obsahovala jako neznamé jednotlivé
slozky vektoru napéti (o, 0, a 74y), a proto do (2.16) dosadime dfive odvozené
fyzikalni vztahy (2.12).

Po upraveé ziskame vztah ve tvaru:

0?0, — voy] N 9*loy —vo,]  2(1+ V)aQTxy‘

= 2.17
0y? 0x? 0x0y ( )
Upravou rovnice (2.17) ziskdme tvar:
2 2 2 2 9 92
a%_yaay_i_(?ay_yﬁaz_ 87@:0. (2.18)
E0y? Eoy?  E0x? Eox?  E0x0y
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Pro dalsi postup bude vhodné snizit pocet neznamych slozek vektoru napéti
v rovnici. Napéti 7, je mozné vyjadrit pomoci o, a o0, z podminek rovnovahy
v roviné (2.9). Pokud budeme predpokladat nulové objemové sily, pak mizeme rov-
nice (2.9) zapsat ve tvaru:

0Ty 0o,  OTyy 0o,

= — = — 2.19
Ox oy’ 0Oy Ox’ (2.19)
a dosadit je do rovnice (2.18).
Po dosazeni ziskame vztah:
loale; o, %0, et foale) 0o
Z — © (1 ° (1 Y =0 2.20
oy? v oy? * o2 0a? +(1+v) Ox? +(1+v) oy? ’ (2.20)
ktery je mozné déale upravovat do podoby Lévyho podminky:
Do,  Oor  Foy Doy (2.21)

0x? 0y? oy? 0x?

Rovnice 2.21 obsahuje dvé nezndmé o, a o,. Pro zjednoduseni feseni navrhl Airy'
funkci F' takovou, ze plati:

O*F
Or = —F 55
0y?
0’F
Uy = W’ (222)
P
Tz = Oxdy

Funkce vyhovujici vztahum (2.23) se oznacuje jako Airyho funkce.
Po dosazeni vztaht (2.23) do rovnice (2.21) ziskdme vztah pro F:
0F 0r I'F

2 =0. 2.2
ox4 * 0x20y? + oy* 0 (223)

Rovnice (2.23) se oznacuje jako rovnice stény nebo sténovd rovnice. Pro vybrané
jednoduché pripady (kruhovy ¢i elipticky otvor v nekonecné sténé) je mozné najit
analytické TeSeni, ¢ehoz se vyuziva napriklad i v nékterych tlohach lomové mecha-
niky. V ostatnich pripadech je potrebné stanovovat hodnoty funkce F' numericky,
naptiklad metodou siti.

LGeorge Biddell Airy (1801-1892), britsky matematik a astronom.
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Obr. 2.5 Geometrie stény v prikladu 2.2.

2.5.1 Pouziti sténové rovnice

Regeni praktickych tloh pomoci sténové rovnice (2.23) je do jisté miry kompliko-
vano obtiznosti volby okrajovych podminek. V nékterych pripadech je jejich stano-
veni pomérné primocaré (volny okraj, okraj zatizeny kolmo pusobicim zatiZzenim),
v jinych pripadech (vetknuti okraje) je to naopak obtizné. Proto se nékdy voli in-
verzni zpusoby feseni, kdy se vhodné zvoli Airyho funkce a hleda se, zda vyhovuje
zadanym podminkach. V pripadé, ze Airyho funkce je jiz znama, je mozné pomoci
vztah (2.23) stanovit funkce pro jednotlivd napéti a vypocitat a vykreslit jejich
hodnoty.

P1i urcovani okrajovych podminek miizeme vychazet z téchto zasad:

e normalové napéti kolmé k volnému, nezatizenému, okraji je rovno nule,
e smykové napéti na volném, nezatizeném, okraji je rovno nule,

e je-li okraj zatizen spojitym zatizenim o velikosti p, které je na néj kolmé, pak
pro normalové napéti o kolmé k tomuto okraji plati

o=p, (2.24)

e pusobi-li podél okraje sila o velikosti F', pak pro smykové napéti 7 podél tohoto
okraje plati

/Tdy =F. (2.25)
Priklad 2.2. Na obdélnikové sténé o rozmérech b a h je ddna Airyho funkce ve

tvaru F' = 223 4 42?y®. Vykreslete pribéhy napéti o, a o, na okrajich stény a ve
svislém Tezu uprostied.
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Obr. 2.6 Pribéhy napéti na sténé z prikladu 2.2.

Reseni. Pomoci vztahti (2.23) nejprve stanovime vyrazy pro jednotliva napéti:

0’F
Op = a_yQ =8 Z,
0’F
oy = 3= 122 + 847
0*F
Tz fr— — — —16 .
K 0xdy vy

Do ziskanych vztahti dosazujeme z = 0, x = g a x = b a hodnoty b od 0 do h.
Ziskané pribéhy jednotlivych napéti jsou vykresleny na obrazku 2.6.

A

Priklad 2.3. Stanovte tvar Airyho funkce na obdélnikové sténé o rozmérech L a h
vlevo vetknuté a vpravo zatizené silou podle obrazku 2.7. Tloustka stény je 1.

Resend. Zvolime Airyho funkeci ve tvaru:
F = ax’y + bxy?,

kde a, b jsou zatim nezndmé konstanty, které budou muset byt stanoveny z okrajo-
vych podminek.

Nejprve ovérime, ze zvolena funkce vyhovuje sténové rovnici

O'F O'F O'F

2 =0:
ox* + 0x20y? + oy*
N*F B N*F B NF B
ozt 7 0x20y2 T oyt
Vyjadiime jednotliva napéti pomoci zvolené funkce F':
O*F
oy = S5 =2bu,
dy
O*F
Oy = W =2a Y,
O*F
Ty = — =—2ax—2by
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Obr. 2.7 Sténa z prikladu 2.3 .

Nyni mtzeme stanovit a, b z okrajovych podminek:

e Pro pravy svisly okraj stény (z = L) je normdlové napéti o, = 0, a tedy:
200 =0=0=0.

e Pro pravy okraj stény (z = L) také musi platit, Ze vyslednice smykového
napéti je rovna zde pusobici sile P, tedy foh Toydy = P, a tedy:
foh(—2 ar—2by)dy =P,
tedy: a = —5
Po dosazeni stanovenych a a b do zvolené funkce F' ziskame vyslednou Airyho

funkci pro zadanou sténu:
P
F=——2%.
on" Y

2.5.2 Numerické reseni stén metodou siti

V praktickych tlohach se v 50.-80. letech minulého stoleti casto vyuzivalo numeric-
kého Feseni rovnice (2.23) pomoci diferencni metody, oznacované casto také jako me-
toda siti. Napriklad znaméa pomticka pro urcovani statickych veli¢in na sténéch a des-
kéch [11] byla z podstatné ¢asti sestavena na zakladé hodnot vypocitanych metodou
siti.
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t
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n - x
[ A A
X X X
i-1 i w1 X

Obr. 2.8 K vykladu principu metody siti.

Pro tucely dalsiho vykladu bude princip metody vysvétlen jen velmi strucné.
Vyjdeme ze definice derivace funkce F' = y(x):
/ Ay

F= A (2:20)

Pro inzenyrské potfeby muzeme predpokladat, ze bude-li Ax ve vztahu (2.26)
dostatecné malé, pak lze ptiblizné psat:
/ Ay  Fiy—F
Fa ror _y = L (227)
p Ax Tig1 — T4
Priblizné tak vyjadiime derivaci funkce f pomoci rozdilu funkénich hodnot.
Vhodnéjsim zapisem vsak bude tvar:
' Fian—Fi  Fyp—F

F = = 2.28
approx Tit1 — Tyt 2 Ar ) ( )

kde Az = Tiv1 — T3 = T3 — Tj—1.

Pokud budeme pohlizet na derivaci F’ jako na smérnici teény ¢ k funkci F', pak
muzeme pouzité vyrazy ilustrovat na obrazku 2.8. Te¢na t odpovida vyrazu podle
rovnice (2.26), zatimco tena tqpyro, 0dpovidd rovnici (2.28).

Podobné je mozné ziskat vztahy i pro funkce vice proménnych, napiiklad:

OF Fiy1;— Fio1j

O 2 Ax ’
oF _ Fijy— Fij
oy 2 Ay '

Pti odvozeni vztahii pro derivace vyssich radi je mozné postupovat tak, ze v rov-
nici 2.28 se ze jednotlivé funkéni hodnoty opét dosadi aproximace derivaci. Druhé
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derivace funkce F' pak nabudou tvaru:

OPF  Fij;—2Fj+ Fi_y

D2 Ax? ’

82_F  Fij —2F 4+ Fija (2.29)
Oy? Ay? 7 '
PF  OFi101 —Fiyjo— Fiojm+Fioja

ory 4 Ax Ay '

Pro Teseni rovnice stény (2.23) jsou potfebné aproximace ¢tvrtych derivaci. Ty
je mozné odvodit analogickym postupem. Uvedeme jen vysledny tvar:

I'F Fipoj—4 Fi1;+6 Fj—4F 1+ Fi o

OxA Ax?
64F . F:L'J‘Jrg —4 Fi,jJrl + 6 E,] - 4F’i,j71 + E,j*? 2.30
el Ay (2.30)
O'F _ AF,; =2 (Fay + Fynt P+ Fioy)
Ox? y? Az? y?
N Fiyijii+ Fipj1+ Fojo+ Fionga
Ax? 1?2

Pro dalsi vyklad oznac¢me:

o = <%)2, (2.31)

AF\®
# = (%)

Potom dosazenim vztaht (2.31) do sténové rovnice (2.23) a vyuzitim (2.32) zis-
kame vztah:

F,;(8+6 a*+6 3?)

Ax? Ay?
A (B + Fiog) A4 82) + (B + Fijr) (14 0?)] N
Az? Ay?
n 2(+Fipjm + Fjo + Fiojm + Fis o) n
Ax? Ay?
n 3% (Fiyay + Figy) +0® (Fijpa+ Fijo) _
Ax? Ay?
= 0, (2.32)

tedy sténovou rovnici aproximovanou pomoci funkénich hodnot Airyho funkce F'.
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2 —4(11+ o)) Oz

fi=1+1] liji+1] [i+1+1]
[32 i-Lj] 8+ 606 6 B2 [i+1,] Bz
S Do OO
[i-2,j] _4(1 + 382) [h;J] _4(1+ BZ) [i+2,j]

[i—l},j—]] [ij'—l] [i+lj,j—]]

Y a0t 2

fij-21 ¢ O

Obr. 2.9 Grafické znazornéni aproximace sténové rovnice (2.32).

Pokud vyneseme koeficienty rovnice (2.32) v kartézském systému soufadnic s vo-
dorovnou osou x a svislou y, a predpokladame, ze koeficienty i odpovidaji ose x
a koeficienty j odpovidaji ose y, pak ziskdme schéma uvedené na obrazku 2.9.!

Je patrné, ze namisto feseni jedné diferencidlni rovnice (2.23) bude nutné sestavit
a vyfesit soustavu rovnic (2.32), které budou sestavovany v fadé bodi fesené oblasti.
Ovsem protoze rovnice (2.32) obsahuji pouze funkéni hodnoty hledané Airyho funkce
F', ziskana soustava bude pouze soustavou linearnich rovnic. Vysledkem pak budou
funkéni hodnoty Airyho funkce ve zvolenych bodech konstrukce, které mohou byt
dale pouzity k pribliznému urceni slozek vektoru napéti v téchto bodech.

2.5.3 Okrajové podminky pri reseni stén metodou siti

K urceni okrajovych podminek, které jsou nezbytné k sestaveni soustavy rovnic,
muiZze byt pouzita napiiklad Hermiteova analogie.?

Hodnoty Airyho funkce na okrajich stény je mozné zapsat jako fukce vnitinich

sil nahradniho nosniku:
F=M, —=N 2.33
) 9 ) ( )

I Takové zobrazeni neni samotcelné. Pii sestavovani rovnic pro metodu siti se FeSend kosntrukce
v méritku vykreslila a pokryla se pravothlou siti s rozteéemi Az a Ay. Zobrazené schéma z ob-
razku 2.9 (vykreslené ve stejném méfitku na pruhledném materialu) se pak priklddalo na jednotlivé
body, kde se sestavovala rovnice, a pouzivalo se k odecitani koeficientu prislusnych jednotlivym bo-
2Charles Hermite (1822-1901), francouzsky matematik.
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Obr. 2.10 Vnitini sily na ndhradnim nosniku pro Hermiteovu analogii.

Fi,ext Fi
o (@) O
O O O

Obr. 2.11 Hodnoty v okoli okraje.

kde n je osa kolmé k okraji stény, M je ohybovy moment na nahradnim nosniku
a N je normalova sila na ndhradnim nosniku.

Pro vypocet mohou byt potfebné nejen hodnoty na okraji fesené oblasti, ale
i hodnoty mimo ni, které jsou na obrazku 2.11 oznaceny Fj ¢.¢. Pro ty je mozné psat:

oF
Fieni = F, + 20 —, 2.34
ext + ) ( )

kde A je vzdalenost bodu ve sméru kolmém k okraji (tedy Az nebo Ay).

Priklad 2.4. Urcete hodnoty Airyho funkce napéti stény podeprené a zatizené dle
obrazku 2.12, ktera ma rozméry x = 3m, y = 3m, t = 0.1m a vlastnosti £ = 20 GPa,
v = 0,2. Vysledky ve ¢tyrech bodech stény.

Reseni. Na obrazku 2.13 jsou vyznaceny body Fy az Fy, ve kterych se budou pocitat
funkéni hodnoty Airyho funkce. Hodnoty na okraji jsou vypocitany podle Hermite-
ovy analogie podle vztahu (2.33) a (2.34) z vnitinich sil ndhradniho nosniku podle
schématu na obrazku 2.14.

Pro jednotlivé body napiseme rovnice (2.32). Na pravou stranu budeme prevadét
¢leny neobsahujici zadnou nezndmou.!

IPovsimnéte si, e pro zapsani rovnic jsou potiebné i hodnoty v bodech mimo konstrukei.



2.5 Sténova rovnice

1 kN/m

3m

3m

Obr. 2.12 Zadani prikladu 2.4.
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Obr. 2.13 Vypocetni schéma stény v prikladu 2.4.
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Obr. 2.14 Hermieova analogie pro priklad 2.4.

Nejprve uré¢ime pomocné hodnoty potiebné pro sestaveni rovnic:

Axr = 1m,
Ay = 1m,

RO
- -

Fi(84+6+4+6)—4[(Fy+0)(1+ 1)+ (1000 + F3)(1 + 1)] +

Rovnice v bodé Fi:

+2(0 4 Fy + 1000 4 0) 4+ 1(0 + F) + 1(F;, — 3000 + 0) = 0,

po upravé a zjednoduseni dostaneme:

Rovnice v bodé Fy:
Fy(84+6+6) —4[(0+ Fy) + (1000 4+ Fy)] + 2(1000 + 0 + 0 + F3)

po uprave a zjednoduseni dostaneme:

Rovnice v bodé Fj3:
F384+6+6)—4[(F4+0)+ (F1+0)]+2(F2+0+0+0)

(1000 + F3) + (0 + F; — 3000) = 0,
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|| B || R PS |
221 4] -4 217 5000
41221 2| -4 5000
4 2122 -4 2000
2 4| -4 22| 2000

= w0 b = O

Tab. 2.1 Soustava linearnich rovnic pro priklad 2.4.

po upraveé a zjednoduseni dostaneme:

AP, + 2F, + 22F; — 4F, = 2000.

Rovnice v bodé Fy:
Fy(8+6+6)—4[(0+ F5)+ (F52+0)]+2(0+0+ F1 +0)

+(0+ F; — 3000) + (1000 + Fy) = 0,

po upraveé a zjednoduseni dostaneme:

28 — 4Fy — 4F3 4 22F; = 2000.

Sestavené rovnice je mozné prepsat do maticové podoby, ktera je uvedena v ta-
bulce 2.1.

Po vyfteseni soustavy 2.1 ziskdme vysledky:

Fy, = F,=293.75
Fy; = Fy=143.75

2.6 ResSeni stén Ritzovou metodou

Kromé vyse uvedenych metod je mozné pouzit k feSeni stén také napriklad Ritzovu

metodu [36, 37]. I v tomto ptipadé budeme hledat podobu Airyho funkce.
Podle [30] plati, Ze doprikova potencidlni energie konstrukce je minimalni:
IT* = min. (2.35)

Potom jeji variace musi byt rovna nule:

o1 (Fa)

g =0 (2.36)
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Obr. 2.15 Vypocetni schéma stény v prikladu 2.5.

V Ritzové metodé se nezndma hledana funkce nahrazuje aproximaci s neznamymi
koeficienty a; a rovnice (2.36) se vyuziva k vypoctu neznamych a;.

Pro vyjadreni IT* volime aproximaci Airiho funkce F, ve tvaru:
Fa = ZCLZ‘ ¢i7 (237)
kde a; jsou hledani neznamé koeficienty a 1); jsou vhodné zvolené aproxiaméni funkce.

Priklad 2.5. Pomoci Ritzovy metody stanovte rozlozeni napéti uvnitt stény na
obrazku 2.15. Zatizeni na okrajich je popsano rovnici:

2
Y

Reseni. Aproximaci Airyho funkce zvolime ve tvaru
F=1F,+ F17
kde ¢len F, bude prestavovat stav, kdy normaélové napéti ve sméru osy = bude

rovno napéti o, v koncovych fezech a kdy soucasné ostatni napéti budou nulova
(0y = Ty = 0). Zvolime tedy:

Miuzeme snadno ovérit, ze F, splnuje okrajové podminky, protoze plati:

0*F, a y2) 0*F, 0 0*F,
Oro = = - =), Oyo — =0, Tey.o — — =
’ oy? b b? v 0x? v 0xdy
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Druhy ¢len aproximace (F}) zvolime ve tvaru:
Fy=ay ¢(x,y) = ar (12— 2?)” (0° —y*)%

Aby byly splnény okrajové podminky, méla by Airyho funkce vyjadiena timto
¢lenem vyvolavat v krajnich fezech nulovd normélova napéti o,'. To je splnéno,

protoze:
Fl (37 = O) = O,
0.

S pouzitim zvolené aproximace muzeme pripravit vztahy pro jednotliva napéti:

>PF 2,4 z” 2 y?
>PF 214 z? yz 2
O'y = Wzélalb lp(_1+3l_2)(1_l_2> y
O*F x x? y?
wy = — = —16 a,I*b*p= (1 — =) (1 — Z).
Toy Bz dy 6 anl"bp7 (=)0 =)

Ziskand napéti dosadime do vztahu pro doplinkovou potenciani energii [36, 37]
I =11, = % fil f_bb(ag + 27'321 + Jj)dydz a vysledek variujeme podle a; a polozime
roven nule podle rovnice (2.36):

<64256b2 64 b2) p
1

749 R

ToE T e

Ze ziskané rovnice vypocitame hledanou konstantu a;:

— 764, 25662 | 6402\
(P +5% e +%%)

Nyni mtizeme a; dosadit do navrzené aproximace F' a ziskdme vztah pro Airyho
funkci na zadané sténé:

l2 - x2)2 (b2 o y2)2.
64 |, 256 64 b (
(F+2E+%%)

Tim je uloha vyTesena. Nalezenou aproximaci miuzeme pouzit ke stanoveni pri-
béhti a hodnot napéti v libovolném misté stény. Na obrazku 2.16 je pro ilustraci
vynesen priibéh normalového napéti o, uprostied stény pro pomeér é = 1.

A

IPiipominame, 7e podle rovnice (2.23) plati: o, = %ZI;
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y
0,34p
I/b=1,0 = o |
0.83p X oy
= b
1 1

Obr. 2.16 Napéti o, vynesené ve stredu stény v prikladu 2.5.

Priklady k procviceni
1. Je ddna Airyho funkce F = x3 — 6 y. Stanovte jednotlivé slozky vektoru napéti.
2. Zname-li napéti na sténé, jakym zptsobem uréime pomérné deformace?

3. Ve stiedu stény o rozmérech 64 m a o tloustce 0.12 m byla stanovena napéti:

oy = 32 MPa, (2.38)
oy =23 MPa, (2.39)
Ty = 2 M Pa. (2.40)

(2.41)

Stanovte velikost mérné sténové sily n,.

Kli¢ k prikladdm k procviceni
1.0, =0,0, =06 2,75y = —(3 2% —6).
2. Deformace ur¢ime z fyzikalnich rovnic (2.12).

3. ny =2,76 4N
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Kapitola 3

Desky

3.1 Zakladni vlastnosti desek

V technické praxi se ¢asto vyskytuji plosné konstrukce, které jsou prevazné zatézo-
vany ohybovymi tc¢inky (podobné jako ohybané nosniky). Jsou jimi napriklad stropni
desky a panely nebo mostovky. Jako desky poc¢itdme plosné nosné konstrukce, které
jsou zatizeny a podepreny vyhradné kolmo ke svoji stiednicové roviné.!

U desek je jeden rozmér (tloustka) podstatné (5 a vice krat) mensi nez rozméry
ostatni. Je-li tloustka 10 a vice krat mensi, pak desky oznacujeme jako tenké a mi-
zeme k jejich analyze pouzit Kirchhoffovy teorie pro tenké desky, v opacném pripadé

vvvvv

V dalsim vykladu se budeme vénovat prevazné Kirchhoffové teorii.

3.2 Kirchhoffova teorie ohybu tenkych desek

Teorie oznacovand jako Kirchhoffova® vychézi z podobnych predpokladii jako Ber-
noulliova — Navierova teorie ohybu nosniki. Tato teorie tedy nevznikla prostou tpra-
vou teorie pruznosti pro prostor, kterd byla vylozena v predchozim textu, a proto
postupné narazime na nékteré nesoulady.

'Deska miize byt samoziejmé podepfena i proti pootoceni, stejné jako nosnik. V tomto piipadé
je samozrejmé branéno pootoceni kolem pirimky lezici v roviné desky.

2Toto rozdéleni je jen orientaéni a obecnéjsi Mindlinovu teorii miizeme vyuzit i pro tenké desky.
Rada vypocetnich produkt@ na bazi metody koneénych prvki tak ¢ini bézné. Naopak pouziti
Kirchhoffovy teorie pro tlusté desky vede k méné vystiznym vysledktim, podobné jako aplikace
nosnikové teorie na stény.

3Jeji bézné pouzivanou, a v dalsim textu pouzitou, podobu zformuloval britsky matematik Au-
gustus Edward Hough Love(1863-1940), ktery vychdzel ze starsich praci némeckého fyzika Gustava
Kirchhoffa (1824-1887). Pivodni autorkou je vSak francouzskd matematicka Marie-Sophie Germain
(1776-1831).
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Obr. 3.1 Deska — predpoklad o normaléch.

Predpoklady je mozné shrnout do nékolika bod:

e jednotlivé vrstvy desky na sebe netlaci o, = 0,
e normalova napéti ve stfednicové roviné jsou nulova,
e body ve stfednicové roviné se mohou premistovat pouze ve sméru osy z,

e normaly stfednicové roviny zustavaji i po deformaci pfimé a kolmé k této
rovineé.

Predpoklad o kolmosti normal je ilustrovan na obrazku 3.1. Tento predpoklad
stejné jako u ohybanych nosnikl zptisobuje linedrni zménu normalovych pomérnych
deformaci € a normalovych napéti o po tloustce desky. Tedy prodlouzeni u (ve
druhém sméru pak v) linedrné roste se zvétsujici se vzdalenosti z od stfednicové
roviny.

3.2.1 Neznamé veliciny na desce

Jak vyplyva z predpokladii Kirchhoffovy teorie, body ve stfednicové roviné se mohou
pohybovat jen ve svislém sméru w (tedy sméru kolmém k nezdeformované stredni-
cové plose). Obdobné jako na nosnicich mizeme pracovat s pootocenimi ¢ zdefor-
mované sttednicové plochy:

_w
()027 - 8,ZU I
ow

@y—a—y-
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Obr. 3.2 Napéti a vnitini sily na desce.

Ve strednicové plose desky je nenulové pouze posunuti w ve sméru osy z systému
souradnic. Jak je ovSsem vidét na obrazku 3.1, mimo stfednicovou plochu jsou zby-
vajici dvé (vodorovnd) posunuti u a v obecné nenulovd. Budeme-li predpokladat, ze
priblizné plati tan(y) = ¢, pak mizeme v souladu s obrazkem 3.1 psét:

u:—zgow:—za—w, U:—zgoy:—zaa—?j. (3.2)

K ziskéni vyrazu pro pomérné deformace vyuzijeme geometricko-deformacnich
vztahtl teorie pruznosti (1.7) a dosadime do nich za u a v vyrazy podle rovnice (3.2):!

_u_ Pw
= T 5z 7 a2
ov 0w
Ey = a—y——z a—yQ, (33)
= @—F@——Qz O
Tay = oy Oz oy Oy’

Wztahy pro Vyz & Yzz zde neuvadime — vysledky, které bychom ziskali ze vztaht (1.7), totiz
nevyhovuji predpokladiim Kirchhoffovy teorie, a proto se pro vypocet s nimi svazanych napéti
pouziva odlisného postupu, uvedeného v odstavci o fyzikalnich vztazich.
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3.2.2 Fyzikalni rovnice na desce

Stejné jako u predchozich tloh budeme predpokladat, ze i deska se skladd z izot-
ropniho a homogenniho materialu s linearné pruznym chovanim, pro ktery plati Ho-
okeuv zékon. Muzeme tedy vyjit ze zakladnich vztaha (1.22) platnych pro pruzné
téleso a do nich dosadit vyrazy pro pomérné deformace podle rovnic (3.4):

E z E 0*w 0*w
= e = (gE e gE) G
E 2 E 2 [(J*w 0*w
O'y = m (€y + v 8x) = —m (8_y2 + v @) (35)
E 2
Ty = Gy=— Ow (3.6)

S tv) 27 owdy

Urcitym problémem je urceni vztahll pro 7,, = 7., a 7,, = 7,." Na nosnicich
obdélnikového prurezu, které jsou do jisté miry analogické desce, ma smykové napéti
parabolicky pribéh po vysce nosniku. Pokud bychom vyuzili podle (1.22) rovnice
Ter = 2 Voo G, pak ve zfejmém pripadé, ze ve stfednicové plose bude zkoseni ~,, = 0
nebude mozné vyhovét predpokladu o parabolickém pribéhu ~,., které musi mit
v uvedeném misté nenulovou velikost. Tato okolnost je jednim z rozport mezi pred-
poklady obecné teorie pruznosti a Kirchhoffovou teorii.

Napfiiklad podle [37] je mozné z podminek rovnovahy na elementu desky odvodit,
Ze plati:
B E h.o | OAw
T2 T 501 - 12) [(2) Z] oz (3.7)
B E hoy, 5] 0Aw
v = a2 B

kde Aw predstavuje zménu svislé deformace po vysce prurezu a h je tloustka desky,
ktera je znazornéna na obrazku 3.1.

Pribéhy jednotlivych slozek napéti jsou znazornény na obrazku 3.2. Z tohoto
obrazku je zfejmé, Ze napéti o, a o, odpovidaji ohybovym icinkim, zatimco napéti
Ty> & Ty, UCinkdm smykovym. Vsechna tato napéti maji svoje piimé ekvivalenty
u nosniki, samoziejmé s vyhradou, ze u nosniku jsou jen napéti o, a 7., zatimco
u desky jsou napéti i ve druhém smeéru.

Veli¢ina 7., = 7, odpovida krouticim wucinkim.

3.2.3 Vnitrni sily na desce

Pro praktické aplikace (posuzovani a dimenzovani deskovych konstrukei) neni vyja-
dreni vysledki ve formé jednotlivych slozek vektoru napéti zpravidla vhodné. Stejné

'T nadéle budeme pfedpoklddat platnost predpokladu o vzajemnosti smykovych napéti.
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jako u nosnikt by bylo vyhodnéjsi mit k dispozici integralni veli¢iny (u nosniku slo
o posouvajici sily a o ohybové a kroutici momenty).

Na desce ovSsem nebude mozné ziskat v kazdém fezu jednu hodnotu pfislusné
veli¢iny tak, jak tomu bylo u nosnikt, protoZe takové vysledky by byly piili§ hrubé.!
Je tedy nutné definovat vnitini sily (posouvajici sily a momenty) na jednotku sitky
fezu desky. Pujde tedy o meérné vnitrni sily a mérné posouvajici sily budou tedy mit
jednotku &. Mérné momenty (ohybové i kroutici) budou mit jednotky 2 (nékdy
se zapisuje i jen jako N).

Na zdkladé obrazku 3.2 miiZeme zapsat vztahy pro vypocet mérnych momentii:?

t/2 2 2
m, = / axzdz:—D(a—w—l—l/a—w),

—t/2 Ox? 0y?
t/2 Pw  *w
my = /;t/2 Oy 2 dz=—-D <V@ + a_yQ) y (38)
t/2 92w
Mgy = Toy 2dz=—D (1 —v) ———,
o= L U gy

kde D se oznacuje jako deskova tuhost:

E
e 3.9
12 (1 — v?) (39)
a ma jednotku [N m].
Stejnym zptisobem je mozné ziskat také mérné posouvajici sily:
t/2 Pw Pw
o= [ et =0 (5 + ) 210

t/2 03w w
= Zd == —D .
K /tm Tyt (03/3 T o ﬁy)

Poznamka 3.1. V souvislosti s uvedenymi vyslednymi vztahy (3.9) az (3.11) je
nutné mit na paméti, ze byly odvozeny za predpokladu linedrné pruzného a izotrop-
niho materialu.

V piipadé, Ze by materidl desky byl ortotropni (muze jit nékteré pripady Ze-
lezobetonovych desek, nebo desek z nékterych typt kompozitu), bylo by potiebné
znovu odvodit vztahy (3.6) az (3.11). V takovych pripadech nemd smysl definovat
ani deskovou tuhost.

U nosnikii jsme pfedpokladali, Ze vnitini sily se méni pouze ve sméru nejdelsiho rozméru
nosniku, zatimco u desky je tfeba pracovat jesté s druhym srovnatelnym rozmérem — Sitkou.
2Piedpokladdme, Ze deska mé tloustku ¢ a troveil z = 0 je v jeji stiednicové roviné.
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3.2.4 Hlavni a dimenzacni momenty

V praktickych tlohach navrhovani Zelezobetonovych desek se setkdvame s problé-
mem navrhovani vyztuze k preneseni krouticich u¢inkt. U nosniki se zpravidla na-
vrhuji tfminky. To je v zasadé mozné i u desky, nicméné realizace takové vyztuze
by narazila na problémy pfti realizaci. Moznosti TeSeni jsou v podstaté dvé.

Prvni moznosti je podobné jako v tlohdch rovinné napjatosti [13], kde byla defi-
novana hlavni normalové napéti, definovat hlavni ohybové momenty na desce, a be-
tonarskou vyztuz navrhovat ve sméru téchto momenti. Hlavni momenty mtizeme
definovat jako nejvétsi a nejmensi ohybové momenty, které je mozné urcit ve stu-
dovaném misté desky. Tyto momenty plisobi ve smérech os, které jsou od os x,y

pootoceny o tihel a. V souladu s [43] je mozné je stanovit:'
_ ! + 2+ 4m?2 3.11
mis = ¢ [ tmy) £y flme tm )2 amz, | (3.11)

My
a; = arctg | —2—
my —my

Hlavnich moment byl bylo mozné vyuzit k navrhu betonarské vyztuze. Tento
navrh by byl nejpfesnéjsi a z hlediska spotfeby materidlu vyztuze i teoreticky nej-
efektivnéjsi. Problémem je vsak fakt, ze sméry hlavnich momenti se budou po
plose desky zjevné ménit, a proto takto navrzena vyztuz by nemohla byt provedena
z primych pruti, coz je zasadnim problémem pfi realizaci takovychto konstrukei.

7 vyse uvedenych divodi se pri navrhu zelezobetonovych konstrukei vyuzivaji
dimenzacni momenty. Ty vychazeji z poznatku, ze pokud se pro ucely navrhu kon-
strukce zvétsi hodnota ohybvého momentu o celou hodnotu momentu krouticiho,
tak sice dojde k urcité nepfesnosti, ale na stranu bezpecnou (skuteéné namahani
konstrukce bude vzdy nizsi nebo nejvyse rovno takto vypoctené hodnoté):

My dim = Mg+ SGN(My) My (3.12)

My dim = My + sgn(my) [my,|.

Potom staci konstrukci nadimenzovat tak, jako by byla zatizena ohybovymi mo-
menty odpovidajicimi hodnotdm mg gim a My dim a neni tieba navrhovat dalsi spe-
cidlni vyztuz pro zachyceni krouticich u¢inkt na desce.

3.2.5 Deskova rovnice
V klasickych postupech pro urcovani vnitinich sil a deformaci desek se zpravidla

vychézi z teseni deskové rovnice. Je mozné ji ziskat z podminek rovnovahy na di-
ferencialnim elementu desky, pficemz musime mit stale na paméti, ze dale uvedeny
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Obr. 3.3 Vnitini sily na elementu desky.

vysledek bude platny jen pro desku z izotropniho a linedrné pruzného materialu.

7 desky vyhovujici vyse uvedenym predpokladiim vytknéme element o rozmérech
dx, dy a tloustce h podle obrazku 3.3. Na element ptsobi vnéjsi plosné spojité
zatizeni p a na jeho okrajich ptisobi mérné deskové sily.

Abychom mohli sestavit podminky rovnovahy na uvedeném elementu, musime

'Matematicka funkce sgn nabyva hodnoty 1, pokud je jeji argument kladnj a hodnoty —1,
pokud je zdporny. Tedy napiiklad sgn(—125) = —1 nebo sgn(666) = 1.
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ziskat vyslednice jednotlivych mérnych vnitinich sil:

Mxl = My dy,
M, = <m$ + 85’;&: dx) dy,
M, = m,dz,
om
My2 = (my + ayy dy) dl'v
Mgcyl = Mgy dSL’,
omy
My = <mxy + ayydx) dr,
Myz1 = my, dy, (3.13)
OMy
Myz2 = <myx+ (9; dy) dya
Qa:l = 4z dy,
04
Qr2 = <qx + d d:c) dy,
ox
Qa:l = (Qy d!L‘,

I4a

Podobné stanovime i vyslednici vnéjsiho zatizeni:
F=pdxdy (3.14)

Vviev

S =0
> My, =0 (3.15)
Pokud do rovnic (3.16) dosadime jednotlivé sily, ziskdme rovnice ve tvaru:

dx dx
Z Mi,z = Mrl - Mx2 + Mxyl - MmyQ + Qxl? + QrZ? -

d d
Z Mi,y = Myl - My2 + Myzl - MyzQ + le?y + Qy27y = 07

ZFi,z = le_Qx2+Qy1_Qy2_F:0.

0,

Déle budeme upravovat jen prvni podminku » | M; . = 0, postup u ostatnich je
obdobny.
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Do vztahu > M;, = 0 tedy muzeme dosadit vyrazy pro jednotlivé vyslednice
vnitinich sil podle (3.14):

mydy — | my, + %dx dy + myydr — | mgy + Oy dy | de +
ox dy
dx 04, dx
G ?dy+ <qx+ o dx) 7dy = 0. (3.16)
Vztah (3.16) miuzeme déale zjednodusit:
om om 0q, dx dy
— Tdedy — —Zdyd T L drdy =0 3.1
o Wy — =5 Fdyde + 5o+ g dudy (3.17)

Rovnici (3.17) muzeme déle zjednodusit vydélenim —dzdy. Déle je mozné pred-

pokladat, Ze ¢leu %dz—zdy bude v porovnani s ostatnimi ¢leny rovnice velmi maly,

a proto je mozné jej zanedbat. Tim se rovnice zjednodusi do tvaru:

Omy — Omy,
. 1
ox oy o (3.18)

Zbyvajici podminky rovnovahy je mozné upravit stejnym zptisobem. Tim ziskame
jejich podobu ve tvaru:

omy,  Omy,

oy e . (3.19)
0q, ~ Oqgy B
i i L (3.20)

Rovnice (3.17) a (3.20) muzeme dosadit do silové podminky rovnovahy (3.20):

0’°m, P?m,, 0*m
5oz 12 a;payy t 5z = P (3.21)

Rovnice (3.21) obsahuje t¥i nezndmé mérné momenty. Ty vsak nejsou vzajemné
nezavislé a vSechny jsou funkei prihybu w podle vztahi (3.9). Pokud dosadime
rovnice (3.9) do (3.21), ziskdme deskovou rovnici:'

Mw NMw  tw  p
+2 + =L
ox4 ox?y?  oy* D

(3.22)

L Pouzivd se také nazev rovnice desky.
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3.3 Metoda siti pri reseni deskové rovnice

Deskovou rovnici (3.22) je mozné vyfesit jen ve vybranych jednoduchych piipadech,
zejména pro desky jednoduchého tvaru (¢tvercové, obdélnikové) jednoduse zatizené
a podeprené.

vvvvvv

napiiklad metodu konecnich prvki nebo metodu siti* Zakladni princip tédo metody
byl vylozZen jiz u feseni stén metodou siti, proto v dalsim textu uvedeme jen nezbytné
podrobnosti.

Pro dalsi feseni budou potifebné aproximace derivaci funkce prihybu w:

O*w _ Wiy = 2Wi5 + Wi
0x? Ax? ’
821,0 _ w,;’j+1 — 2wi,j + wi,j_l
0y? Ay? ’
0*w _ OWit1j41 — Wig1,j—1 — Wi—1j+1 + Wi—1j—1
oz vy 4 Az Ay ’
8410 _ Wiy2,5 — 4 Wi+1,5 +6 Wy 5 — 4’[1)%'_1,]' + wi_g,j7 (323>
ozr?t Azt
O*w  Wijre — 4w + 6 wiy —dw; i1+ w2
oyt Ayt ’
8411) _ 4 Wi,; — 2 (wi+1,j + W; j+1 + W; j—1 + wi_Lj) i
072 12 Az? 2
" Wit1,j+1 T Wit1,j—1 T Wi—1 541 T Wi—1,5-1
Ag? 42 :
Pomoci vztaht (3.24) je mozné deskovou rovnici (3.22) piepsat do tvaru:
wi’j(8+6a2+662) .
Az? Ay?
A [(Wirrgrey,) L+ B2 + (Wigen +wi i) (1+?)] N
Ax? Ay?
" 2 (Wig1j41 + Wit1,j+1 + Wi1j—1 + Wim1j41 + Wi1,j-1) n
Ax? Ay?
n B2 (Wig2; + wia;) + a2 (wij42 + wij—2) _
Ax? Ay?
Pij Az Ay
= W=7 =J 3.24
o2y (3.24)

Pozorny étendf si jisté povsimnul napadné shody tvaru sténové rovnice (2.23) a deskové rovnice
(3.22).
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2 —4(1§+ o) 2

li-24 A(1 + Bz) [i,?] _ 4(1 + Bz) [i+2,]

li-1j-1] (-1 G-l

> —4(1 + of) )

-2 ¢ O

Obr. 3.4 Grafické zndzornéni koeficientti rovnice (3.24).

kde, podobné jako u stény, jsme oznacili:

o (i_;) 2 : (3.25)

2
52 — %
Ax )
Pottebovat budeme i vztah pro vyslednici rovnomérného spojitého zatizeni o ve-

likosti ¢ v bodé [i, j]:
P, ; =q Az Ay. (3.26)
Dalsi postup se od diive popsaného reseni stén metodou siti formélné lisi pouze

zpusobem zavedeni okrajovych podminek a tim, ze na pravé strané rovnic vystupuje
obecné nenulové zatizeni desky.

3.3.1 Okrajové podminky na desce v metodé siti

Pri teseni desek mizeme vyuzivat znalosti hodnot w a ¢ v mistech okrajovych
podminek (podpor) ziskanych pii feseni nosniku:
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Obr. 3.5 Hodnoty funkce w v okoli valcového kloubu.

e v pripadé vetknuti:

w = 0,
py, = 0.

e v pripadé valcového kloubu kolem osy x:

w = 0,
vy, = 0. (3.28)

e v pripadé valcového kloubu kolem osy y:

Pro potieby dalsiho vykladu se budeme zabyvat jen pripadem wvdlcového kloubu,
ktery je ilustrovan obrazkem 3.5. Pfimo v misté kloubu je hodnota w rovna nule, pro
bod mimo konstrukci budeme predpokladat, ze se chova tak, jako by byl umistén
také na desce. Z tého uvahy a z obrazku 3.5 je tedy zifejmé, Ze:

wm- = O,
Wi—1; = —Wit1,5- (330)
Diskusi k dalsim pfipadim je mozné najit v [14], napriklad pro vetknuti by bylo
mozné odvodit vztahy:
ww- = 07

Wi-1,5 = 3 Wit1,j — Wiy2,5- (331)
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3.3.2 Vypocet vnitrnich sil metodou siti

Vztahy pro mérné vnitini sily na desce je mozné ziskat po dosazeni vztahi pro
diference do rovnic (3.9) a (3.11):

_ *w 0w
Me = TP\ \a TV By
— _D Wit1,5 — 2 Wy 5 + Wi-1,j Ty Wi j+1 — 2 Wy 5 + W; j—1
= Ag;2 Ay2 )
0*w 0*w
m, = —-D|—=—%4+v—
) < y2 axQ)
_ _p | Wi 2w+ w1 4y Wity = 2 w;; +wi—y
- Ay? v Az? ’
0w
My, = —D((1—v 3.32
Y ( ) <8x8y) ( )
Wit j41 — Wit1,j—1 + Wi jp1 + Wi j—1
- -D(1-
( V) [ 4 AzxAy }
Pw OPw
4 (8303 8y8:v2)
_ (wi+2,j — 2 wi+17]’ + 2 wiij - wi*Z,j) _
2 Ax3
_ p Wirgn T Wi — 2 Wi+ 2 Wiy j + Wig1j—1 — Wi—1,j—1
2 Ay2Ax 7
Aw 3w
, = —D|[—=—=+ =
Ty <8x3 8yax2>
_ (Wijy2 =2 wijp1 +2 w51 — wij o) _
2 Ay3
- D Wit1,j4+41 — Wit1,j—-1 — 2 Wi jy1 + 2 Wij—1 + Wi—1j41 — Wi-1,j-1

2 Az?Ay
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Qo
-W P —W
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Obr. 3.6 Tvar a poloha bodi sité v prikladu 3.2.

Priklad 3.2. Urcete prihyb obdélnikové desky kloubové podepiené po vsech okra-
jich, ktera mé rozméry:

xr = 3m, (3.33)
= 3m, (3.34)
t = 0,1m (3.35)

Pouzity materidl ma vlastnosti: £ = 20G Pa, v = 0,2. Deska je zatizena rovnomeér-
nym spojitym zatizenim p = IOfn—]X po celé plose.

Stanovte priuhyb ve ¢tyrech bodech desky a dimenzacni momenty v jednom bodé
desky.
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Resend. Nejprve stanovime pomocné hodnoty potiebné pro vipocet:

E 20.10° 0,13

D = = = 1,736 M Pa.m®
12(1-12) 12(1-023) -

Ax = 1m,

Ay = 1m,

N RO
o @)

Nésledné muzeme sestavit rovnice (3.24) ve ¢tyrech sledovanych bodech, pfi jejich
sestavovani uvedeme na pravé strané ¢len odpovidajici zatizeni desky.

Sestaveni rovnice (3.24) v bodé wy:

w1(84+6+6) —4[(wa +0)(1+1)+ (04 ws)(1+1)] +2(0+ws +0+0)

10000 x 1 x 1

+1(0 4 (—wy)) + 1(—w; +0) = 63111

Po upravé ziskame:
18wy — 8wy — 8ws + 2w, = 0,00576

Sestaveni rovnice (3.24) v bodé w:
Wy (8 + 6 +6) — 4[(0 4+ wy) + (0 + wy)] +2(0 + 04 0 + w;)

+(—ws +0) + (—wy + 0) = 0,00576

Po upravé ziskame:

—8w; + 18w, + 2ws — 8w, = 0,00576

Sestaveni rovnice (3.24) v bodé ws:
w3(8+6+46) —4[(ws+0) + (w1 +0)] +2(wz + 0+ 0+ 0)

+(0 — ws) + (0 — ws) = 0,00576

Po upravé ziskame:

—8w1 + 271)2 -+ 18w3 — 811)4 = 0,00576

Sestaveni rovnice (3.24) v bodé wy:

wy(8 46 +6) —4[(0+ w3) + (w2 +0)] +2(04+ 0 + wy +0)
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C. le\wg‘wg‘wM\ P.S. ‘
1. 18 | -8 | -8 | 2 0,00576
2. -8 18] 2| -8 0,00576
3. -8 2] 18| -8 0,00576
4. 2| -8| -8 18 || 0,00576

Tab. 3.1 Soustava linearnich rovnic pro priklad 2.4.

+(—ws + 0) + (—w4 + 0) = 0,00576
Po tpravé ziskame:

2wy — 4wy — 4wz + 18w, = 0,00576

Sestavené rovnice pro prehlednost zapiseme do tabulky 3.1.

Vytesenim soustavy rovnice zapsané v tabulce 3.1 ziskdme:

wy = we = w3 = wy = 0,00173 m.

Rovnost prithybt desky w ve vsech sledovanych bodech je v tomto ptripadé v po-
radku. Je disledkem symetrie desky.

Vnitini sily vypocitame pouze pro bod w;:

me1 = —1736111[0,00173 — 2 0,00173 4+ 0+ 0,2 0 — 2 0,00173 + 0,00173]
= 6006,9 N

my1 = —1736111[0,00173 — 2 0,00173 + 0+ 0,2 0 — 2 0,00173 + 0,00173)
— 6006,9 N

0-0,00173-0+0
4

My dim = Mg+ sgn(my) my, = 6006,9 4+ 600,7 = 6607,6 N

My.dim = My + sgn(my) my, = 60060,9 + 600,7 = 6607,6 N

Mays = —1736111(1—0,2)

= 600,7 N

3.4 Rozdily mezi predpoklady Kirchhoffovy
a Mindlinovy teorie ohybu desek

Kirchoffova teorie poskytuje inzenyrsky prijatelné presné vysledky zejména pro velmi
tenké a tenké desky, tedy takové, jejichz tloustka je nejméné desetkrat mensi nez
zvyvajici rozméry. Ve stavebni praxi se vSak vyskytuji i desky tlusté, prikladem
mohou byt zakladové desky nebo mostovky u nékterych typt mosti. Dochézi zde
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Kirchhoff

Mindlin

Obr. 3.7 Rozdil mezi predpoklady Kirchhoffovy a Mindlinovy teorie.

k podobnym rozporum mezi vysledky a skutecnosti, jako tomu bylo pfi feSeni stén
pomoci nosnikové teorie. '

Mindlin? proto pfi odvozovani upravené teorie vysel z piedpokladu, Ze normaly
stfednicové plochy sice ziustanou po deformaci stale primé, avsak nemusi jiz byt
kolmé k této plose [15]. Tento rozdil je ilustrovan na obrazku 3.7. Pro teorii odvoze-
nou z Mindlina predpokladu se pouziva nazev Mindlinova teorie nebo Mindlinova —
Reissnerova teorie® [10].

V Mindlinové teorii se proto pracuje s pootocenimi ¢, a ¢, ve tvaru:

ow
¢x - % + P,
ow

kde ¢, a ¢, jsou definovany stejné jako v Kirchhoffové teorii pomoci vztahi (3.1).

Vztahy pro mérné momenty potom podle [15] ziskaji tvar:

_ 0p, 09,

my, = D < ax + Vg_y) y

0p, 0

my = — <1/ 8(/2; + ai;j/) , (3.37)
1—v 0¢, 09y

= — D .

My 2 ( dy * ax)

1Viz obréazek 2.3.
2Raymond David Mindlin (1906-1987), americky inZenyr a mechanik.
3Erich Reissner (1913-1996), némecko—americky inZenyr a matematik.
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3.4.1 Reseni tenkych desek Ritzovou metodou

Stejné jako v piipadé stén je mozné i desky Fesit Ritzovou metodou [36, 37]. Poten-
cidlni energie vnitinich sil tenké desky bude mé tvar:
1o Pw  OPw\’
I, = = D=+ —=| dzd 3.38
| [ oG ) (335

Potenciédlni energie vnéjsich sil mé tvar:
b pd
M= [ [ pl) wle 2)dsdy (339)

P1i feseni budeme postupovat stejnym zptisobem jako u stén:

1. Pro resSeni zvolime vhodnou aproximaci:

n m

wy(x,y) = Z Z a; ;i i(z, ) (3.40)

i=1 j=1

kde a; ; ... nezndmé konstanty, 1; . .. aproximacni funkce vyhovujici okrajovym
podminkam tlohy.

2. Vyjadiime IT pomoci w,(z, 2).
3. Sestavime a vyfeSime n rovnic pro n neznamych koeficientt a;:

o
Gai N

0. (3.41)

4. Dosadime vypoctené a; do rovnice (3.40). Tim ziskdme aproximaci prihybu
w, ze které mizeme ziskat vnitini sily.

Priklad 3.3. Stanovte rovnici priuhybové plochy desky po obvodé prosté podeprené
a rozmeérech a x b a tloustce t. Schéma tlohy je uvedeno na obrazku 3.8. Deska je
zatiZena zatiZzenim p(z,y) = p.

Regend. Nejprve zvolime aproximaci neznamé funkce prithybu w,(z,y):!

n m . .
Simx | jmy . Tr . Ty
wy(x,y) = E E a1 sin sin = sin — sin —=.
a b a b

i=1 j=1

IMeéli bychom také ovéfit, ze zvolené aproximacni funkce spliuji okrajové podminky, tedy, Ze
na okrajich desky nabyvaji hodnoty 0. To vSsak ponechavame k ovéreni laskavému ¢tenéri.
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Y, ]
b | l
\ |
\ !
a
Obr. 3.8 Schéma prikladu 3.3.
Dale si pripravime derivace zvolené aproximace:
ow s Tr . TY
— = ay1— Ccos —sin —=
Ox by a b
0w (7r)2 . mr Ty
— = —aj1(—)"sin —sin ==
0x? b a b
0w (7T)2 . mr Ty
— = —ay1(+)"sin —sin ==
oy? By a b
Nyni miizeme stanovit potencidlni energii vnitfnich a vnéjsich sil:
1 7 2 @ b T Y
II, = =D a2 — 4+ —= / / sin? — sin? —Zdzd
o L1 (a2 b2) o Jo a p Y
1 , [T m?
a b
He = _/ / p(x,y)wn(az, y)dl’dy (342)
o Jo

a b
T T
= —a1) p/ / sin — sin —ydxdy
o Jo a b

4ab

= —pai .
2

Z vyrazu pro II; a 11, ziskdme celkovou potencidlni energii:

1 72 7 4ab
H:—Dail <—2+—> ab—pal,l .
a T

8 bQ 2
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Budeme resit soustavu rovnic 8‘2131 =0:
1 w2 72 4ab
—a —+ =) ab- =0.
o (G ) ov -0t

Resenim zaskdme nezndmou konstantu a; ;:

32p 1
a = ——-—
1,1 7T2D a12 + (%2

Po dosazeni a;; do zvolené aproximace ziskdme hledanou aproximaci rovnice
pruhybové plochy:

32p . mr . Ty
s1n—sm7.

wy(z,y) = m a

Priklady k procviceni
1. Jakou jednotku mérny kroutici moment?

2. Stanovte velikost dimenza¢nich momentt jsou li:

my = 27N,
my = —7N,
m; = —15 N

3. Kolem které osy otac¢i mérny moment m,?

4. Normalové napéti o, nabyva na hornim okraji desky hodnoty 26 M Pa. Jakou hodnotu
maé na spodnim okraji (v témtéz misté desky) a jak velky mérny moment mu odpovida?
Deska mé tloustku 0,2 m.

Kli¢ k prikladiim k procviceni
1. % nebo N.
2. Mg dim = 42 N y My, dim = —22 N.
3. Osa y.

4. P1i spodnim okraji je o, = —26 M Pa. Moment m, = 187,7 kN.
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Kapitola 4

Skorepiny

4.1 Sténodesky a skorepiny

V tadé pripadi je plosna konstrukce zatizena v obecném sméru. Lze-li strednico-
vou plochou prolozit rovinu, pak je mozné zatizeni rozdélit na c¢ast pusobici kolmo
ke strednicové plose a na cast pusobici ve stfednicové plose a stejné tak rozdélit
odpovidajici okrajové podminky. Takovou konstrukci nazyvame sténodeska.

V takovém ptipadé je mozné samostatné vyresit konstrukci nejprve jako sténu
a poté jako desku a vypocitané vysledky secist. Je ovSem tieba dat pozor na okolnost,
ze napiiklad normalova napéti o, nebo o, ptsobi ve stejném sméru jak na sténé,
tak na desce a pri posuzovani vnitfich sil je tedy nutné zahrnout obé slozky:

Ogsd = Um,s+0m,d7

Oysd = Oys+0yd, (4.1)

kde index s znadi sténu a index d desku.!

V pripadé, ze konstrukce ma tvar zakrivené plochy, nazyva se skorepina. Ze
stavebné-mechanického hlediska hlavni prednosti skotepin je, ze diky vhodnému
tvaru je mozné pri pusobeni nékterych zatizeni dosahnout velmi malych hodnot
mérnych ohybovych momentt a posouvajicich sil.? Pokud se podaii docilit stavu,
kdy nenulové jsou pouze vnitini sily ptisobici v plose skofepiny (tedy sily n., ny,
n,y, které svym charakterem odpovidaji vnitinim sildm stény), nazyvame tento
stav membrdnovy nebo bezmomentovy. Cilem projektanta by mélo byt dosdhnout
na skorepiné membranového stavu, ktery obvykle umozni dosdhnout velmi malych
tlousték skofepin.® V blizkosti okrajti, otvorii, koncentrovanych zatiZzeni nebo prud-

ITaké je tieba mit na paméti, Ze normalové napéti je po tloustce stény konstantni, zatimco
na desce se ve stejném sméru méni linedrné.

2Jde o stejnou vlastnost, kterd byla zdfraziioviana u obloukt v zdkladnich kurzech stavenbi
mechaniky [42].

3Piikladem konstrukei na kterych je dosazeno membranového stavu, jsou pneumatické haly,
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Obr. 4.1 Membranovy stav skofepiny.

kych zmén tloustky zpravidla membranového stavu dosahnout nejde a nenulovych
hodnot nabyvaji i mérné momenty a posouvajici sily. Takova mista nazyvame poru-
chy membrdanového stavu.

Stav, kdy jsou ve skoreniné obecné nenulové slozky mérnych momentt a posou-
vajicich sil, je obvykle oznacuje jako ohybovy stav.

Ve vétsine tloh tedy se setkavame s tenkymi skorepinami, pro jejichz tloustku
plati stejné podminky jako pro desky poéitané pomoci Kirchhoffovy teorie.! P¥i vy-
poctu takovychto tenkych skorepin mtzeme vyuzivat vsech predpokladia Kirchhof-
fovy teorie pro desky.

Vzhledem k tomu, ze v praktickych tilohach stavebni praxe se vzhledem k obtiz-
konecénych prvki), zaméfime se v dalsim textu vyhradné na feseni skofepin rotacné
symetrickych, které lze i pro nékteré praktické problémy dostatecné postihnout ruc-
nim vypoctem.

Poznamka 4.1. Pri praktické realizaci skotepin se vliv poruch membranové napja-
tosti v blizkosti podpor zpravidla omezuje vlozenim nosniku do okraju skorepiny.

nebo i détské nafukovaci mice a balénky.
ITloustka mé byt nejvyse desetinou ostatnich rozmérd.
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Obr. 4.2 Ohybovy stav skofepiny (normalové sily n,, n,, n,, nejsou zobrazeny).

4.2 Rotacné symetrické skorepiny v membrano-
vém stavu

Rada praktickych konstrukef (zdsobniky, chladici véze, nékteré stiechy) ma rotacné
symetricky tvar. V pripadé, ze také okrajové podminky (tedy rozmisténi a tvar
podpor) i zatiZeni je mozné povazovat za rotacné symetrické, lze tyto konstrukce
pocitat zjednodusené jako rotacné symetrické.

Budeme-li predpokladat, ze konstrukce je ulozena tak, aby jeji podepreni nevy-
volavalo poruch membranového stavu napjatosti, pak mizeme pii feseni pracovat
jen s normalovymi silami. Z predpokladu o rota¢ni symetrii také vyplyva, ze smy-
kova slozka x,, musi byt rovna 0, a proto nenulové jsou jen vnitini sily n,, n,.
Jejich poloha viici skofepiné je spolu s ostatnimi potfebnymi oznacenimi uvedena
na obrazku 4.3.

Vyznacime-li na konstrukeci diverencialni element podle obrazku 4.4, mtzeme
napsat diferencialni podminky rovnovahy pro skotrepinu.

Podminka souctu sil ve sméru osy x bude mit tvar:

Zﬂ,x = 0:

dng
Ng + T +dr)de — ngrde — nyredadp cos a + prder,da = 0. (4.2
da Y

Podminka souctu sil ve sméru osy y bude mit tvar:

ZFi’y = 0:

ngr deda + nyrydadpsina + p.rderyda = 0. (4.3)
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Obr. 4.4 Diferencialni element rotacné symetrické skorepiny.

Upravou rovnic (4.2) a (4.3) je mozné ziskat vztahy:

dng,r
do NyTy COSa +pur 7, = 0
Ng N
—+ 2 +p, = 0, (4.4)
Ty Ty

kde ry, = ——

sina”
Pokud bychom zatiZeni zjednodusili na silu Q ve vrcholu (muze jit i o vyslednici
zatizeni), pak je mozno ziskané vztahy dale upravit.

Podminka ) F;, = 0 by pak nabyla tvaru:
2rrng sina+ Q =0 (4.5)

Z rovnice (4.5) a (4.4) je potom mozné ziskat vztahy pro jednotlivé vnitini sily:

O
v 2nrsina’
Q p.r
n, = — — (4.6)

2nrsin’a sina
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Obr. 4.5 Rotacné symetricka skotrepina se silou ve vrcholu.

Vyse uvedené reseni je mozné aplikovat na riuzné tvary rotacnch skorepin. V dal-
sim textu uvedeme vztahy pro konkrétni tvary a zatizeni nékterych skorepin.

4.2.1 Kulova ban

V pripadé kulové bané zatizené po celé plose konstantnim spojitym zatizenim na
prumét muzeme podle obrazku 4.6 psat:
f2 + b2
a =
2f

(4.7)

Vyslednice zatizeni ma v tomto pripadé tvar:

Q = qmr? = gna®sin® a (4.8)

Dosazenim (4.8) do vztahu (4.6) muzeme ziskat vyrazy pro vnitini sily:

gra’®sin®a 1
Ng = —————— = ——qa
2ma sin? 2%

2 o2
qma” sin® a 1 . 9
T rasina (5 - a> 1 (49)

V pripadé kulové bané zatizené po celé plose konstantnim spojitym zatiZzenim na
plochu bude mit vyslednice zatizeni velikost:

Q = ¢2ma*(1 — cos @) (4.10)
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Obr. 4.7 Kulova ban zatizena konstantnim zatiZzenim na plochu.

Podobné jako v predchozim piipadé muzeme dosazenim (4.10) do vztahu (4.6)
ziskat vyrazy pro vypocet vnitinich sil:

1
e T T T {cosal®
1
n, = :(m—cosa> qa. (4.11)

4.2.2 KuzZelova ban

Stejné jako v pripadé kulové bané muzeme i u kuzelové bané odvodit vyrazy pro
vnitini sily. V pripadé kuzelové bané zatizené konstantnim zatiZenim na pramét
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Obr. 4.8 Kuzelova ban zatizena konstantnim zatizenim na priameét.

muzeme poble obrazku 4.8 napsat vyraz pro vyslednici zatizeni:

Q = ¢2na’ (4.12)

Dosazenim (4.12) do vztaht (4.6) ziskdme opét vyrazy pro vypocet vnitinich sil:

1
Ng = = — a
* 2sina
ny, = = —qa cosacotga

Pro kuzelovou ban zatizenou konstantnim zatizenim na primeét uréime vyslednici

zatizeni ze vztahu:
T a
Q=1 (4.13)
CoS &

Dosazenim (4.13) do vztahu (4.6) ziskdme stejné jako v predchozich ptipadech
vyrazy pro vypocet vnitinich sil:

1

 2sin2a
n, = = —qa cotga

’]’Lx = =

4.2.3 Rotacni valec

Velmi ¢astou aplikaci skofepin ve stavebni praxi jsou rotaéni vélcove (sila, zasobniky,
nadrze). I v tomto pripadé by bylo mozné odvodit vztahy pro vnitini sily. Naptiklad
pro svisly valec o poloméru a naplnény po celé vysce kapalinou zatizeny vodnim
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Obr. 4.9 Kuzelova ban zatizena konstantnim zatizenim na plochu.

tlakem v je podle [37] mozné ziskat vyrazy:'
ng = 0,
n, = 7yacx. (4.14)

V praktickych tilohdch ovSem neni vhodné vztah (4.14) pouzivat, protoze na vélci
prakticky neni mozné dosdhnout stavu membranové napjatosti (podpory by musely
byt posuvné ve vodorovném sméru, coz prakticky nelze pripustit).

4.3 Rotacné symetrické skorepiny
v ohybovém stavu

4.3.1 Prehled nejdulezitéjsich vztahu

V pripadech, kdy obecné neni mozné dosahnout splnéni predpokladta pro dosazeni
membranového stavu napjatosti, je nutno zahrnout do vypoctl nejen sily ng, ny, ngy,
ale také ty vnitini sily, které odpovidaji ohybovému stavu (my, my, May, Guzs @yz)-

V dalsim textu uvedeme pouze strucny prehled potfebnych vztahi a v prikladu
upozornime na rozdily mezi vysledky vypoctu rotacné symetrické valcové skorepiny
fesené za predpokladu membranového a ohybového stavu. Podrobnéjsi odvozeni je
mozné najit naptiklad v publikaci [37].

Uvédomme si, ze x sméfuje podle obrazku 4.3 v piipadé valce svisle dolii.
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Podminky rovnovahy potom miizeme zapsat ve tvaru:
dn,
Z Fi, = 0: Ny + d—dx adyp — nzadp + pradpdr =0
x

dq
Z F, = 0: (qx + %dz) adyp — qzadyp + nydedr + p,adpdr = (4.15)

dm,
Z M, = 0: (mx + Z;; dx) ady — mzadp + qzadpdr = 0

Vztahy (4.16) je mozné zjednodusit na tvar:

dn,

gy TP = 0,

dg, —ny

Ty Y = 4.1
. + —a 0, (4.16)
dmy

dz T 0

Geometricko—deformacni vztahy mizeme v pripadé rotacné—symetrické s vyuzi-
tim vztaht (1.7) skofepiny zapsat ve tvaru:

du

€p = —

v dx
w
€y = ——
v a

Fyzikalni rovnice za predpokladu izotropniho linearné pruzného materialu budou
mit podobu:

E h Eh du w
Mo = 1—V2(&“/Jc—i_yéﬂy):1—1/2 <da:_yg)

E h Eh w du
M= m@y“%):m(ﬁ*%)

Je také mozné, podobné jako pro stény a pro desky, odvodit diferencialni rovnici
tlohy. Tato rovnice mé podle [37] tvar:

d*w  Eh

% + ﬁw = D: (4.17)

D

Rovnici (4.17) je mozné vyresit bud pfimo, nebo pouzit nékterou z numerickych
metod.!

vvvvvv

jeji pouziti méné snadné nez u stén a desek.
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Vztahy pro vnitini sily uvedeme jen s ohledem na pripad valcové skorepiny.
Protoze ve valcové skotepiné bude n, = 0, je mozné napsat vztah pro norméalovou
silu n, ve tvaru:

Eh

Vztahy pro mérné momenty maji podobu:
d*w

T da?
my = VM. (4.19)

m, =

4.3.2 Ukazka pouziti

Budeme hledat feseni rovnice (4.17) pro piipad rota¢niho vélce zatizeného vodnim
tlakem, jehoz spodni okraj je vetknuty.

Budeme predpoklddat, ze materidlem konstrukce je beton (v = 0,2) a rovnici

ulohy prevedeme podle [37] na tvar D‘é%’ + ;%w = b5 kde ¢ = 0,768V ah .

Partikularni feseni uvedené rovnice ma tvar:
2

a~p;
Eh

Wy =

Obecné Teseni uvedené rovnice nabyde tvaru:

wy = C1fi +Cofa + Csfs + Cufy

, kde jednotlivé cleny f; jsou:

_z X
fi = e <cos—
c
_z . X
fo = e esin—
c
_l—x l—[l?
f3 = e < cos
c
_l-z [—x
fi = e < cos
c

Konstanty C; je mozné uréit z okrajovych podminek. Okrajové podminky vychazi
ze stejnych zasad jako okrajové podminky nosnikii nebo desek:

e volny (nezatiZeny) okraj: m, =0, ¢, =0
e kloub: m, =0, w =0

e vetknuti: w =0, ‘fi—‘; =0
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Obr. 4.10 Srovnani vysledki pro predpoklad membranového a ohybového stavu.

Na obrazku 4.10 je uveden ilustrac¢ni priklad hodnot vypocitanych dle vyse uve-
denych vztahli. Pod oznac¢enim ,MEMB” jsou uvedeny vysledky pro vypocet za
predpokladu membranového stavu podle rovnice (4.14), vysledky oznacené ,OHYB*
jsou ziskany pro predpoklad ohybového stavu.

Priklady k procviceni

1. Pro valcovou skofepinu o poloméru » = 10 m a vysce h = 30 m spocitejte maximalni
hodnoty n, a n, vyvolané v = 9.81%. Zjednodusené predpokladejte membranovy stav
napjatosti.

2. Jaké vnitrni sily odpovidaji membranovému stavu napjatosti?

3. Jaké vnitini sily odpovidaji ohybovému stavu napjatosti?

Kli¢ k prikladdm k procviceni
1. n, = ()kWN, Ny = 2943%\[, maximalni hodnoty jsou u spodniho okraje skorepiny.
2. Mgy Ny, Ngy

3. ng, Toqyy Mgy Mgy Mgy Mgy ez 5 Qo2
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Kapitola 5

Modely podlozi

5.1 Prehled nejbéznéjsich modeld podlozi

Pti navrhu a posuzovani stavebni kostrukce hraje dilezitou tlohu také podlozi, na
kterém je umisténa, a interakce mezi konstrukei a timto podlozim. Proto byla vyvi-
nuta rada modelu podlozi.

Podlozi je mozné modelovat nékolika zptisoby. Nejprirozenéjsim z nich, nikoli
vsak nejsnaze pouzitelnym, je pruzny poloprostor. Ten muzeme chapat jako polo-
prostor z homogenniho a izotropniho materialu splnujicitho vsechny diive uvedené
vztahy teorie pruznosti, na jehoz povrchu je umisténa stavebni konstrukce.

Na zakladé homogenniho pruzného poloprostoru miizeme odvodit pruzny vrstev-
naty poloprostor. To je vSak tikol pomérné obtizny a prakticky se nepouziva (béznéjsi
je jeho nahrada vrstevnatym télesem konecnych rozmeériu, které je modelovano s po-

wzitim metody kone¢énych prvki).

Na jiném pristupu modelovani podlozi jsou zalozeny kontaktni modely. Ty kon-
centruji vlastnosti podlozi do kontaktni spdry mezi konstrukei a podlozim. Do této
skupiny patii model Winkleriv, Pastérnakiuv a modely z nich odvozené, napriklad
takzvany efektivni model podloZi profesora Kolére.

Obecnou nevyhodou vsech uvedenych modelu je, ze predpokladaji pruzné vlast-
nosti materialti podlozi. To u hornin a zejména zemin neni splnéno, a proto vysledky,
které s pouZitim téchto vypocetnich modelii ziskdme, mohou byt znacéné nepiesné.!
Jde zejména o vypocitané deformace podlozi, které jsou zpravidla podstatné vyssi
nez ve skutecnosti, zatimco vnitini sily, vypocitané v souvisejici konstrukei, jsou
zpravidla technicky pfijatelné piesné.”

'Normy pro posuzové ni zékladovych konstrukei s tim obvykle poéitaji, a proto zavadi réizné
opravy — viz napriklad strukturni pevnost zemin znaméa v geotechnice.

2Chyba do 30% je v piipadé modelovani podlozi, s ohledem na moZnosti ziskan{ vstupnich dat,
povazovana za akceptovatelnou.
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Obr. 5.1 Pruzny poloprostor zatizeny silou.

5.2 Pruzny poloprostor

Pruzny poloprostor je, jak jiz bylo uvedeno, poloprostor tvoreny homogenni izotropni
latkou, kterd splnuje vSechny zakladni rovnice teorie pruznosti. Muzeme jej tedy
popsat dvémi materidlovymi konstantami, modulem pruznosti E a poissonovym
soucinitelem v.

Na takto definovaném poloprostoru je mozné odvodit analytické vztahy pro vy-
pocet napéti a deformaci od jednoduchych pripadi zatizeni. Déle uvedeme zakladni
vztahy pro vypocet napéti v poloprostoru vyvolanych osameélou silou piisobici na
jeho povrchu a upozornime na nékteré jejich dusledky. Tuto tlohu poprvé vytesil
Boussinesq.! Pfi popisu vztahti budeme vyuzivat obrazku 5.1.

! Joseph Valentin Boussinesq (1842-1924), francouzsky matematik a fyzik.
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Pro sestaveni vztaht je tcelné zavést valcovy souradny systém (r, ¢, z):

z
) = — 5.1
cos() = =, (5.)
r
nd) = — 5.2
sin(f) = = (5.2
r? = 2% 4P (5.3)
R* = r*+ 2% (5.4)
R* = 22 +2+ 22 (5.5)
Pro jednotliva napéti je mozné ziskat vztahy:
2 P 23
, = —= = = 5.6
Pl1-2u 3z
= — — , 5.7
7 27r[R(R—I—Z) R } (5.7)
P z 1
= —(1-1 —_— 5.8
3PZr
T T o R (5.9)

Poznamka 5.1. Vsimnéme si zajimavého dusledku: pokud je R = 0, tedy pokud
pocitame napéti primo pod zatizenim, pak vyjde napriklad:

0, =00 (5.10)

a podobné mizeme vypocitat hodnoty ostatnich napéti. Nejde o chybu, ale o di-
sledek pouzitych zjednoduseni — sila je bodova, tedy ptisobi na plose A = 0. Svislé
napéti na kontaktu mezi silou a poloprostorem potom musi byt:

_F F

1=7 = (5.11)

P

Podobné jako pro napéti mizeme ziskat vztahy i pro vodorovny posun u a svisly
prihyb w pruzného poloprostoru:

w PS;;) {2(15 oy %} . (5.13)

S vyuwzitim vztahu (5.13) muzeme stanovit napiiklad prithyb na povrchu polo-
prostoru (tedy pro z = 0):
P (1-p)?
= —" 5.14
wpp T E R ( )
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Obr. 5.2 Pruzny poloprostor zatizeny na plose obdélnika.

Podobné je mozné odvodit i vztahy pro napéti od konstatntniho spojitého zati-
zeni na plose obdélnika [37].

Oznacime-li:

s = y/JL2+ L2

L = Vs?4 22, (5.15)

muzeme ziskat vzorce pro napéti ve svislém sméru o, a pro svisly prihyb w pod
libovolnym rohem obdélnika predstavujiciho zatizeni:

p Ly Ly =z 1 1 L,+ L,
o, = _ﬂ{ 7 <L§+22+L§+22 + arctan | ———z L

(1= pPp L,+s L,+s
w = — L, In I + L, In I, . (5.16)
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Obr. 5.3 Winklertiv model podlozi.

5.3 Kontaktni modely podlozi

5.3.1 Winklertv model podlozi

Nejjednodussim kontaktnim modelem podlozi je Winkleriv model. Byl autorem na-
vrzen pro feSeni problému zelezni¢nich staveb.

Princip modelu je jednoduchy, predpoklada se, ze zavislost mezi deformaci za-
kladové spary w a reakci podlozi ¢ je linearni:

q(x,y) = C w(z,y), (5.17)

kde C je konstanta imérnosti zvand soucinitel stlacitelnosti podkladu.'

Ptes slovo ,,soucinitel“ v nazvu nejde o bezrozmérnou veli¢inu, jednotka ma roz-
mer [%]2

Model tedy nahrazuje tc¢inek zemin a hornin v podlozi sadou pruznin s tuhosti
o velikosti C', které pusobi ve svilsmém sméru. Z toho plynou vyhody i nevyhody
tohoto modelu. K vyhodam pat¥i jeho relativni jednoduchost, diky které je vSeobecné
pouzivan.

Podstatnou nevyhodou je to, Ze nijak nerespektuje smykovou soudrznost mate-
riali podlozi — podlozi, které neni piimo ovlivnéno zatizenim, se nedeformuje, jak je
znézornéno na obrazku 5.3.° V diisledku toho nejen neni mozné pomoci tohoto mo-

'Pouzivaji se i dalsi nazvy jako napifklad soucinitel loZnosti, modul podloZi, Winklerova kon-
stanta.

2Hodnotu C miiZzeme interpretovat jako silu potfebnou k zatla¢eni plochy 1 m? do hloubky 1 m.

3Winkler jako Zelezni¢ar tento problém nepocitoval - spojitost deformaci v jeho tilohdch zajis-
tovala tuhost kolejnic, které byly na podlozi umistény.
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Obr. 5.4 Pastérnaktiv model podlozi.

delu urcovat vliv na okolni objekty (kolem konstrukce nevznikd poklesovd kotlina),
ale i vypocitané deformace podlozi jsou vétsi nez by ve skutecnosti mély byt.

Velkym problémem je samotnd podstata modelu, kdy vlastnosti podlozi jsou po-
psany jednou konstantou. Urc¢ovani konstanty C' je mozné provadét naptiklad pomoci
zkousky se zatézovaci deskou. Tato zkouska ovSem ur¢i jen odezvu vrstev podlozi
do relativné malé hloubky, zatimco skutecné stavba, které je obvykled podstatné
tézsi, ovlivni svymi ucinky i vrstvy lezici podstatné hloubéji, které mohou vykazo-
vat i podstatné jiné deformacni vlastnosti, kterym konstanta C' urcend zatézovaci
zkouskou vibec nemusi odpovidat.

5.3.2 Pastérnakilv model podlozi

Neékteré nedostatky Winklerova modelu, predevsim chybéjici smykové spoluptisobeni
materidlu podlozi, se snazi odstranovat Pastérnakiv model. Ten proto zavadi dalsi
konstantu Cy:!

0*w(x,y) 82w(x,y)> ‘ (5.18)

q@wzawmw—@( 507 e

Diky tomuto opatieni je mozné pomoci Pastérnakova modelu stanovit poklesovou
kotlinu v okoli studované konstrukce. Jistou nevyhodou je nutnost ziskavat dalsi
fyzikalni konstantu Cs.

I'Winklerovu konstantu C zde oznaéime Cj.
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Obr. 5.5 Element prutu na Winklerové podlozi.

Priklad 5.2. Sestavte rovnici pruhybové c¢ary nosniku na Winklerové podlozi.

Reseni. Vyjdeme ze znalosti ze zdkladniho kurzu stavebni mechaniky. Podle ob-
razku 5.5 mizeme napsat podminku rovnovihy na na elementu prutu doplnéného
o ucinek Winklerova podlozi:

V- (V+dV)—pdr+qdx=0,

po zjednoduseni ziskame:

av
V=—=q—np
dr q—7p
Podle Winklera plati:
p=K w.
Ze Schwedlerovy véty plyne:
_dM
do’

kombinaci predchozich vztaht ziskame:
d (dMY
dr \dz )~ 9170

d*M
dx?

a tedy:
=q—p.
Nyni zapisSme vztah mezi momentem a prithybem:

d*w
dx?’

M=-EI
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a dosadme do néj predchozi vztah:
d? (d*w
——|—=— | FEl=p—q,
dx? (dazz) b=
a po tpravé a uvazeni, ze p = C' w (5.3) ziskdme:
d*w
El— +C w =g,
dz? 1
coz je hledana rovnice ohybové cary nosniku na Winklerové podkladu.
A

Priklady k procviceni
1. Jakou jednotu ma Winklerova konstanta?

2. Deska o rozmérech 4 x 4 m je zatiZzena konstantnim zatizenim ¢ = 1000
stlacitelnosti podlozi je W = 1000000 %

% . Soucinitel

3. Jaké budou ohybové momenty na desce v predchozim ptikladu, pokud tloustka h = 0,4 m7|}

Kli¢ k prikladiim k procviceni

1. Jednotka je %

2. Deformace bude konstantni po celé plose desky. Budeme-li predpokladat, ze p = g,

_q _ 1000 __

3. Budou m; = m, =0 N.
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Kapitola 6

Nelinearni tlohy ve stavebni
mechanice

6.1 Typy nelinearnich problémi

Snahou projektanta je navrhnout stavebni konstrukci tak, aby se jeji chovani co
nejvice blizilo linedrné pruznému stavu. To je do jisté miry ztézovano skutecnosti,
ze mnohé obvyklé stavebni materidly (beton, zdivo, horniny a zeminy) se priblizné
linearné chovaji jen pfi velmi nizkych tdrovnich zatizeni.

Neékteré konstrukce navic mohou vykazovat deformace, které jiz nevyhovuji pred-
pokladu o malych deformacich, které byly zavedeny na zacatku. Dalsimi zdroji roz-
port s predpoklady o linearnim chovani jsou prvky a konstrukce, které vykazuji
rizné chovani pfi riiznych zptisobech namahani. Prikladem mohou byt lanové prvky
— lano méa vysokou tnosnost i tuhost, je-li namahano tahem. Ale v pripadé, ze je
namahdano tlakem, ma tuhost témér nulovou.

Ptipady nelinearniho chovani stavebnich konstrukci proto muzeme rozdélit na
nelinearitu:

o konstrukcni: vlastnosti konstrukénich prvkia nebo okrajovych podminek a za-
tizeni se méni v zavislosti na charakteru a trovni zatizeni a deformaci,

o fyzikdlni: vlastnosti materialt zavisi na trovni zatizeni a deformaci (neplati
Hookeuv zdkon),

e geometrickou, kterou je mozné dale rozdélit na:

— teorit 2. radu: charakter konstrukce nebo zatizeni vyzaduje, aby pti vy-
poctu byly splnény podminky rovnovahy i na deformované konstrukei,
prestoZe deformace jsou malé,’

1Reseni s vyuzitim teorie 2. fadu je nezbytné napiiklad v tilohach stability (vzpéru) pruti a je
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— velké deformace: deformace (posunuti, pootoceni, pomérné deformace,
ptipadné jen nékteré z nich) jsou tak velké, Ze je nutné pouzivat presnéjsi
(nelinedrn{) geometricko—deformadni vztahy.

Velmi casto se ovsem stava, ze se jednotlivé uvedené pripady nelinearniho cho-
vani vyskytuji soucasné. Fyzikalné nelinearni chovani zpravidla nastava pri vétsich
urovnich namahéani, které mohou byt vyvolany velkymi deformacemi konstrukce
a naopak disledkem fyzikalné nelinearniho chovani nékterého z pouzitych material
muze byt narust deformaci konstrukce do té miry, ze jeji deformace nebudou malé.

Vsechny uvedené okolnosti vedou k tomu, ze neni mozné vyuzivat vyhody linear-
niho TeSeni, zejména princip superpozice a princip imérnosti. Vypocet se také stava
nelinearnim a obvykle neni mozné pouzit primé feSeni, jak tomu bylo v linedrni
stavebni mechanice a v pruznosti.

Protoze Teseni nelinearnich diferencialnich rovnic je v praktickych tlohéch casto

neschiidné,! je potfebné nelinearni problém pievést na posloupnost linedrnich Feseni
a pri vypoctu postupovat itera¢nim nebo prirtistkovym postupem.

6.2 Konstrukcéni nelinearita

V nékterych tlohach stavebni praxe dochazi k pripadim, ze chovani nékterych
prvki, napriklad podporovych vazeb se za uréitych podminek méni. Takové cho-
vani nazyvame konstrukcni nelinearita.

Ve stavebni praxi se konstrukéni nelinearita vyskytuje v téchto pripadech:

e jednostranné vazby: vazba plisobi jen v urcitych situacich:

— prvky volné polozené na jinych (vazba pusobi jen v tlaku),
— zékladové konstrukce (pevnost zeminy v tahu je zanedbatelnd, vazba tedy
také pusobi jen v tlaku)

— vazby, které se aktivuji az po dosazeni urc¢ité deformace,

e prvky pusobici jen pfi ur¢itém zptisobu namahani, zejména prvky ptsobici jen
v tahu: lana, ztuzidla halovych systému.

Zejména priklad prvka aktivovanych az po dosazeni urcité deformace je velmi
¢asty a muZe byt zpusoben i nedmyslné (u rekonstrukei nebo adaptaci stévajicich
konstrukei) — naptiklad strop pod dosazeni urcité deformace ,,dosedne® na sténu nebo
pricku, zpravidla doplnénou dodatecné, které se ptivodné nedotykal. Tim mtize dojit

velmi dilezité pti vypoctech predpjatych zelezobetonovych prvki.
1U% u problémi linedrni pruznosti jsme ¢asto preferovali pfibliznd feseni pomoci numerickych
metod, naptiklad metodou siti.
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Obr. 6.1 Priklady konstrukéni nelinearity:.

ke zméneé statického schématu (naptiklad z prostého nosniku na spojity) s naslednym
prerozdélenim momentt a tim zejména u zelezobetonovych konstrukei i k mozné
poruse (v misté pricky dojde ke zméné znaménka ohybovych moment).

Nékteré mozné pripady konstrukéni nelinearity jsou uvedeny na obrazku 6.1

P1i TeSeni problému konstrukéni nelinearity je mozné v jednoduchych ptripadech
(v konstrukei je napriklad jen jeden prvek pisobici jen v tahu) postupovat iteracneé:
v prvnim kroku pocitame se vsemi prvky. Pokud na zakladé takto stanovenych vy-
sledku stanovime, Ze jednostranné puisobici prvek mé byt vyloucen (v nasem pripadé,
protoze je namahan tahem), vylou¢ime jej z feSeni a vypocet opakujeme.

Je-li v konstrukci obsazen vétsi pocet ¢asti zapric¢inujicich konstrukéné nelinedrni
chovani, pak je nutné pouzit vétsi pocet iteraci nebo kombinovat iteracni a prirtst-
kovy postup. Vhodné metody jsou popsany v dalsim textu.

6.3 Metody pro reseni nelinearnich tloh

Nelinearni problémy teorie pruznosti a plasticity zpravidla fesime tak, Ze je preve-
deme na posloupnost linearnich feseni. U vyse diskutované konstrukéni nelinearity
je charakter téchto linearnich reSeni zfejmy — jednotlivé vypocty se odlisuji tim, ze
v nich na zakladé urcitych kritérii vypoustime ty ¢asti, které piisobi jen pti urcitém
zpusobu namahani.
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Obr. 6.2 Priklad pouziti prosté iterace

Metody, které se pro reseni nelinearnich problému stavebni mechaniky pouzivaji
nejcastéji, mizeme rozdélit na:

e iteracni Teseni,
e piiristkova feseni (Eulerova metoda),

e piiristkové-iteracni metody (Newtonova-Raphsonova metoda).

6.3.1 Iteracni feSeni (prosta iterace)

Pouziti prosté iterace je vhodné predevsim v jednodussich ptipadech konstrukéni
nelinearity a v jednoduchych geometricky nelinearnich problémech. Naopak se viibec
nehodi pro Teseni fyzikalné nelinedrnich, zejména pruzno—plastickych tloh.

Postup iterac¢niho Teseni je mozné popsat témito kroky:

1. Linarni vypocet.

2. Provedeni zmén v zavislost na napétich a deformacich (vyfazeni tlac¢enych
prvki a podobné).

3. Linearni vypocet zménéné konstrukce.

4. Pokud jsou zmény (napéti, deformace) vétsi nez stanovend mez, proces se vraci
na krok 1, v opa¢ném ptipadé se vypocet ukondi.
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Obr. 6.3 Eulerova metoda

Na obrazku 6.2 je znédzornén pripad ptrihradové konstrukce se dvéma prvky pi-
sobicimi jen v tahu (¢ervené znazornéné diagondly). V prvnim kroku je proveden
linedrni vypocet, ze kterého vyplyne, ze diagonala oznacena znaménkem minus je
namahéna tlakovou silou, zatimco druhd diagondla je naméhana tahem.! V druhém
kroku je tlacend diagonala odstranéna z vypocetniho modelu a ve tretim kroku je
proveden kone¢ny vypocet na upraveném modelu.

Poznamka 6.1. Zpravidla neni vhodné ,vylouceny* prvek tuplné vytradit z kon-
strukce, protoze v dalsich iteracich by uz bylo obtizné stanovovat, zda by nemél byt
opétovné zarazen zpét do konstrukce. Vhodnéjsi je proto prvek v konstrukci pone-
chat, ale podstatné snizit jeho tuhost (u prutovych konstrukei zmensit 1000 nebo
vice krat modul pruznosti). Takovy prvek ovliviiuje vysledky feseni jen minimalné,
ale na zakladé jeho vnitinich sil je mozné rozhodovat o jeho ptipadném zpétném
nzatazeni® do vypoctu stejnym postupem jako v prvnim kroku vypoctu, tedy na
zékladé jeho vnitinich sil.

P1i vétsim poctu jednostranné plisobicich prvki miize byt itera¢ni proces pomaly,
potom je vhodnéjsi pouzit néktery prirtistkové—iteracni postup.

6.3.2 Prirustkové reseni — Eulerova metoda

Eulerova metoda neni vzhledem ke svému principu vhodna pro feseni vétsiny prak-
tickych tloh. Je vsak zdkladem pokrocilejsich metod prirtstkové—iteracnich, a proto
je vhodné ji zde uvést.

1Ctenaf, ktery absolvoval zakladni kurzy stavebni mechaniky, jisté stanovil tla¢enou diagonalu
i bez vypoctu.
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Princip Eulerovy metody je velmi jednoduchy. Zatizeni F' se rozdéli na n dil¢ich
prirtstkt zatizeni AF;, které jsou aplikovany postupné. Pro kazdy prirastek zati-
zeni se provede vypocet a vyhodnoceni zmén v konstrukci. V Eulerové metodé se
neprovadi zadné iterace.

Postup Eulerovy metody je tedy mozné shrnou do nasledujicich bodii:

1. Zatizeni konstrukce zatizenim AF;

Vyhodnoceni zmén v konstrukei (vylouceni pruti,...).
Zatizeni konstrukce zatizenim AF5

Pri¢teni vysledka od AF, k predchozim.
Vyhodnoceni zmén v konstrukei (vylouceni pruti,...).

Zatizeni konstrukce zatizenim AFj.

NS g W

Opakovani pro dalsi AF;.
8. Po dosazeni F' = ) AF; se vipocet ukondi.
i=1

Pokud bychom sestavili pracovni diagram (tedy zavislost mezi zadanym zatize-
nim a vypocitanou deformaci) pro jednorozmérny problém, ziskali bychom podobny
vysledek jako na obrazku 6.3 (kfivka oznacena ,Euler.).

Problémy prirtistkového feseni jsou zjevné. Protoze neni provadéno zadné iteracni
zpresnovani feseni, zavisi presnost dosazenych vysledkt na velikosti kroki, tedy na
velikosti prirustt zatizeni AF;. Na obrazku 6.3 je teoreticky presné feseni vyznaceno
modfe a oznaceno jako ,Real’.

V dalsim textu bude pti vykladu dalsich metod vyuzivan maticovy zapis vztaht.
Uvedeme jej tedy i pro Eulerovu metodu.

Resend tloha mize byt popsdna soustavou obecné nelinedrnich rovnic:!

K(u) xu=F, (6.1)

kde matice tuhosti K je funkci vektoru posunuti u, pripadné vektoru zatizeni F.
Jednotlivy krok vypoctu (vyse oznaceny jako 1, 3, 5) je potom mozné zapsat:

Ki(ui_1> X Aui = AFi, (62)

kde K;(u;_1) se stanovi na zakladé souctu deformaci od prvniho az do i — 1 kroku.
Celkova deformace od prvniho po i—1-ty krok, ktera je pottebné pro vyhodnoceni
zmén v konstrukei, se ziska:

i1
u= Z Au;. (6.3)
j=1

'Piedpoklddejme, Ze konstrukei fesime deformaéni metodou [12]. Totéz by platilo i pro metodu
kone¢nych prvki.
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Obr. 6.4 Jeden krok Newtonovy—Raphsonovy metody

6.3.3 Prirustkové—iteracni reSeni — Newtonova—Raphsonova
metoda
Metoda Newtonova—Raphsonova vychazi z Eulerovy metody, kterou vylepsuje o ite-
ra¢ni zpfestiovani FeSeni pomoci minimalizace vektoru nevyvdZengjch sil.*
Nevyvazené sily predstavuji rozdil mezi vypoctenymi hodnotami vnitinich nebo
uzlovych sil (ty se ziskaly na zdkladé K;(u;_1), tedy na zékladé predchozich vy-
sledkil) v konstrukei a hodnotami odpovidajicimi aktualné dosazené velikosti defor-
maci w.
Prakticky mtizeme g vypocitat naptiklad na zakladé vyhodnoceni podminek rov-

novahy ve styc¢nicich prutové konstrukee.
Postup Newtonovy-Raphsonovy metody je mozné popsat nasledujicimi kroky:

1. ZatiZeni konstrukce zatizenim AF;

Ki(u) X Aui = AFl

2. Vyhodnoceni zmén v konstrukei (vylouceni pruti,...)
3. Vypocet vektoru nevyvazenych sil g;
4. Vypocet zmén deformace od g;

Ki,j (11) X Allid' = gj

IPouzivé se i termin rezidudin{ sily.
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Obr. 6.5 Newtonova—Raphsonova metoda

Vyhodnoceni zmén v konstrukei (vylouceni pruti,...)
Vypocet vektoru nevyvazenych sil gj 1
Vypocet zmén deformace od gji1

Opakovani dokud gj;x neni dostatecné malé

© » N o o

Dalsi krok: zatizeni konstrukce zatizenim AF, . ..

Na obrazku 6.4 je zndzornéna prvni iterace Newtonovy-Raphsonovy metody, na
obrazku 6.5 je potom znézornéno vice iteraci v jednom kroku.

Konstrukei je kromé sil mozné zatézovat i predepsanymi deformacemi, postup
vypoctu je v zasadé shodny. Velikost krokti neni nijak omezena, nicméné muze uvliv-
nit rychlost konvergence a u nékterych typt problému i stability vypoctu. U tloh
stavebni mechaniky se zpravidla doporucuje rozdélit zatizeni na 40-100 kroki.

Ve fyzikalné nelinedrnich tlohach je mozné sestavit matici tuhosti konstrukce
jen na zacatku vypoctu a pouzivat ji béhem celého vypoctu. Tento postup se ozna-
¢uje jako modifikovand Newtonova—Raphsonova metoda (obrazek 6.6). Jeho vyho-
dou muze byt tspora Casu pri sestavovani matice K, tato vyhoda je ovSsem casto
znehodnocena nutnosti provedeni vétsitho poctu iteraci [1].

6.3.4 Kritéria konvergence

Ke stanoveni, zda bylo v Newtonové-Raphsonové metodé dosazeno dostatecné pres-
nosti, a je tedy mozné iterac¢ni proces ukoncit a prejit na dalsi krok, je potiebné mit
k dispozici vhodné kritérium konvergence.
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Obr. 6.6 Newtonova—Raphsonova metoda a modifikovand Newtonova—Raphsonova
metoda (vpravo)

K posouzeni konvergence je potrebné sledovat fesenou tilohu jako celek, nepostaci
sledovat vysledky jen ve vybraném bodé nebo vice bodech. Proto se zpravidla pracuje
s normami vektort.

Napriklad Euklidovska norma vektoru u, ktera se pro uvedeny tcel pouziva nej-
castéji, je definovana:

(6.4)

Nejobvyklejsim je kritérium velikosti vektoru nevyvazZengch sil, pomoci kterého
porovnavame velikost vektoru nevyvazenych sil ve vztahu k velikosti zatizeni v ak-
tudlnim kroku:

|Ig||
TAF] <e. (6.5)

Dalsi moznosti je kritérium prirustku deformaci v iteraci, ve kterém se porov-
nava velikost prirtstku deformace v aktualni iteraci s velikosti prirtistku deformace
v daném kroku:

Aui j
|dugll _
JACH]

Hodnota ¢ v uvedenych kritériich vyjadiuje pozadovanou presnost (¢asto se po-
uziva € = 0,00001).

P1i vypoctech je vhodné nepouzivat pouze jedno kritérium, ale obé vyse uvedena
kritéria kombinovat.
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Obr. 6.7 Metoda délky oblouku

6.3.5 Metoda délky oblouku

Metoda délky oblouku je prirustkové—iteracni metoda, kterd umoznuje vysetirovat
konstrukce po dosazeni jejich tinosnosti. Proto se vyuziva u nékterych geometricky
nelinedrnich problému nebo v problémech nelinedrni lomové mechaniky (napriklad
pii vySetfovani vyrazné porusenych betonovych konstrukei). Vypocet je fizen na
zékladé vztahu norem vektort zatizeni F a deformace u. Na metodu délky oblouku
je mozné pohlizet jako na vylepseni Newtonovy-Raphsonovy metody.

Podobné jako Newtonova—Raphsonova metoda se pouziva pro silové zatizeni F,
ale urcovani velikosti nésobitele zatizeni A (a tedy velikost prirustku zatizeni AF;)
je automatické v zavislosti na aktualni deformaci:

AF;=AxF (6.6)

Pokud se A automaticky zvysuje, je vypocet fizen prirtstky zatizeni, jde tedy
vlastné o Newtonovu—Raphsonovu metodu. Pak ovsem muze dojit k tomu, ze pri
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ur¢ité drovni zatizeni se hladina A\F neprotne se zatézovaci drahou.
Wempner a Riks [33, 38] navrhli {zeni vypoctu pomoci piirustku délky oblouku
zatézovaci dréhy s = [ ds. Diferencidl délky oblouku lze zapsat ve tvaru:

ds = \/dquu + d)\21b2FTF, (6.7)
kde 1) je parametr uréujici pomér vlivu vektoru deformaci u a vektoru zatiZeni F na
fizeni vypoctu.

Rovnici (6.7) je mozno prepsat do prirtstkového tvaru:

a = AuTAu+ ANPF F — A2 = 0. (6.8)

Oproti Newtonové-Raphsonové metodé je tfeba urc¢ovat navic jesté neznamou A.
Je tedy tfeba pouzit jak soustavy n rovnic (K u = A F), tak rovnice (6.8).
Vektor deformaci u 1ze rozvinout do Taylorovy rady:

og 9 r g
g = go—l-ﬁd)\—k (8_ug > ou
= go+F 6\ —K(ug)du=0. (6.9)
Stejné 1ze rozvinout do Taylorovy fady a:
@~ ag+ 2Aul5u + 2A\ SMLF F =0, (6.10)

pricemz hodnotu ag lze stanovit z (6.8) dosazenim Au = Aug a 0\ = dA¢:
ao = AulAug + AN2F F — A2, (6.11)

Spojenim rovnice (6.9) a (6.10) je mozné po upravé ziskat:

K -F ou 8o
e - _ 6.12
—2Au] —2A)*F'F } { ) } { ao } (6.12)

Matice soustavy vsak v uvedené podobé zjevné neni pasova a je i nesymetricka.
Proto se obvykle uvedeny vztah pro reseni nelinearnich tiloh metodou délky oblouku
nepouziva a radéji se pristupuje k riznym dalsim tpravam, které reseni soustav
rovnic (6.12) pfevedou na FeSeni soustav rovnic se symetrickou matici levych stran,

Obvyklym obratem je rozdéleni vektoru deformace du na ¢ast reprezentujici de-
formace vyvolané nevyvazenymi silami, a na deformace vyvolané vnitinimi silami
v konstrukci:

du=K g, +AK 'F = §u + 6\ ou;. (6.13)

Nésobitel zatizeni muze byt vyjadren z rovnice (6.14):

A=, + 0\ (6.14)
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Velikost zmény deformace béhem kroku vypoctu je mozné obdrzet (6.15):
Au = Aug + 0u + 0\duy. (6.15)
Neznama 6\ miize byt na zakladé predchozich vztahti stanovena:
a162% + as6\ + az = 0, (6.16)
kde:
T i
a, = ou (5ut + 'QDQF F7
4y = 26uy(Aug + 61) + 2F F, (6.17)
a3 = (Aug+ 6u)7(Aug + 1) — A2 + AN, F F.
Po ziskani dvou kotenti rovnice (6.16) je tfeba jesté vybrat spravny koten. Po-
drobnosti je mozné najit naptiklad v [4].
Uvedené vztahy popisuji sférickou metodu délky oblouku. Metoda neni v nékte-
rych dlohach stabilni [I 1], a proto se ¢asto pouziva [17] odlisnéd varianta, takzvana

linearizovand metoda délky oblouku.
Podle [10] se A\ stanovi:

% 4+ Au,’du
Augdug + A)\OQ/JQFTF.

S\ = (6.18)

Priklady k procviceni

1. Stavebni konstrukce je zatiZena popusténim podpor. Mé-li byt vySetfovana nelinearné,
kterou metodu je nejvhodnéjsi pouzit?

2. Vektor nevyvazenych sil ma tvar q = {10,20,—25}7". Vypoéitejte jeho Euklidovskou
normu.
Kli¢ k prikladdm k procviceni
1. Metodu Newtonovu—Raphsonovu.

2. |lq| = 33, 54.
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u

Obr. 6.8 Nelinearné pruzny material.

F

u

Obr. 6.9 Pruznoplasticky material.

6.4 Pruznoplastické chovani materialu

6.4.1 Fyzikalné nelinearni chovani materialu

Jako fyzikdlné nelinedrni chovani materialu mizeme nazvat jakékoli chovani, které
se neridi predpoklady a rovnicemi Hookeova zakona.

Do této oblasti patii jednak materidly nelinedrne pruzné, u kterych je vztah mezi
zatizenim a deformaci nelinearni, ale pritom nevykazuji nevratné deformace, tedy
odlehceni probihé po stejné dréze jako zatézovani, jak je znazornéno na obrazku 6.8.
Prikladem takového materidlu mize byt guma nebo nékteré plasty (vyuzivané na-
piiklad v elastomerovych mostnich loziscich).

Dalgim pfipadem mohou byt materidly pruinoplastické'. Takovy materidl se
chova nejprve pruzné (linedrné nebo nelinedrné), ale od urcité tirovné zatizeni zacne
pti odlehéeni vykazovat trvalé (plastické) deformace. Po odebréani zatizeni probiha
odlehéeni jinak, nez probihalo zatizeni (odleh¢eni je na obrazku 6.9 zndzornéno mod-
rou Carou se Sipkou).

Vyse popsané typy chovani materidlu byly casoveé nezdvislé. U tady béznych
stavebnich materidli (beton, dfevo) se vSak jejich chovani méni také v zavislosti na
case. Takové materialy pak popisujeme jako viskoelastické nebo viskoplastické.

IBézné se pouzivaji i ndzvy prusné-plastické, pruznéplastické a podobné.
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F

Obr. 6.10 Kfehky material.

PL EL

Obr. 6.11 Idealné pruznoplasticky materidl.

Ve stavebni praxi se setkavame i s dalsim typem chovani materiali — s kiehkym
porusenim (lomem). To nastdava nejen u skla, ale za urcitych nepfiznivych podmi-
nek napiiklad i u oceli.’ Typické chovani kiehkého materidlu (skla) je ilustrovano
na obrazku 6.10. Kfehkym porusovanim materidlti se zabyva védni obor lomovad
mechanika. Vzhledem ke slozitosti tématu se mu zde nebudeme hloubéji vénovat.

6.4.2 Idealné pruznoplasticky material

Pri sledovani dalsiho vykladu je potfebné mit stale na paméti, ze vsechny ilustrace
zavislosti mezi silou F' a deformaci u a uvedené vztahy plati pro pripad jednoose
namdhaného prvku (naptiklad tazeného prutu). V piipadé viceosé napjatosti budou
vztahy podstatné slozitéjsi, jak bude ukazano na prislusném misté dalsiho textu.
Materidl, ktery se az do urc¢ité irovné zatizeni (na obrazku 6.11 oznacené F)
chova linearné pruzné a po dosazeni této irovné u néj pri nezménéném zatizeni dale

!Samoziejmé i beton, malta nebo stavebni keramika se porusuje do jisté miry kiehce. Nicméné
chovani téchto materidli je velice slozité a nelze na né primo aplikovat klasické vztahy lomové
mechaniky. Proto je zpravidla vyhodnéjsi pro né pouzit pribliznéjsi feseni zalozené na predpokladu
pruznéplastického chovani materialu.
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PL EL

Obr. 6.12 Pruznoplasticky material se zpevnénim.

nartistaji deformace, se nazyva idediné pruinoplasticky.! Z hlediska vypocetniho to
znamend, ze v plastické fazi zatéZovani je modul pretvdrnosti’ materidlu roven nule.

V pripadé, ze plsobici zatizeni je odebrano, dochazi u materialu k linedrnimu
odlehcent, které je na obrazku 6.11 vyznaceno modrou ¢arou se Sipkou a 7idi se
stejnym zdkonem jako linedrni ¢dst chovani materidlu (tedy ¢ary na obrazku 6.11,
které zobrazuji linedrni zatézovani a odlehceni, jsou rovnobézné). Je zfejmé, Ze i po
odlehceni zistane material deformovan a tato deformace se oznacuje jako trvald nebo
plastickd. Ta deformace je na obrazku 6.11 oznacena jako PL, zatimco pruznd slozka
deformace, ktera pri iplném odlehc¢eni vymizi, je oznacena EL.

Maximalni hodnota napéti v materidlu, které muze material v pruzném stavu
prenést, ze obvykle oznacuje jako mez pruznosti, pozdéji také budeme pouzivat ter-
min podminka plasticity.

6.4.3 Pruznoplasticky material se zpevnénim

Idealné pruznoplasticky material je pomérné prisnou idealizaci skutec¢nosti, protoze
prakticky pouzivané materidly maji i v plastickém stavu nenulovou tuhost, tedy
jejich modul pretvarnosti je nenulovy. Nenulovy modul pretvarnosti je samoziejmé
vhodnéjsi i z hlediska vypocetniho.

Z uvedenych davodu se pri praktickych vypoctech (zejména metodou koneénych
prvkl) pouziva pruznoplasticky materidl se zpevnénim, ktery je ilustrovan na ob-
razku 6.12.°

Zpevnéni materidlu samoziejmé nemusi byt pouze linedrni. Mize byt popsano
libovolnou funkei (bézné je multilinedrni nebo kiivkové).

ITaké pruzny — idealné plasticky.

2Ze zjevnych divodl zde neni vhodné pouzivat nizev modul pruznosti, ktery se vyuziva pro
popis chovani pruzného materialu.

3 Oznafeni zpevnéni se vaze ke skutecénosti, Ze v tuhost (modul pfetvarnosti) je v plastické
oblasti nenulova, a material je tedy v plastickém stavu tuzsi nez material idedlné pruznoplasticky.
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Obr. 6.13 Tuhoplasticky materidl.
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Obr. 6.14 Postupna plastizace priurezu ohybaného nosniku.

6.4.4 Tuhoplasticky material

Pro nékteré starsi vypocetni postupy vyuzivajici takzvané platické klouby je po-
ttebné pouzit tuhoplasticky materidl. U néj predpokladame, ze se chova od poratku
zatézovani idedlné plasticky, jak je ukazano na obrazku 6.13.

6.4.5 Plasticky kloub

U skuteénych nosnikovych konstrukei zpravidla dochazi k tomu, ze plasticka oblast
vznikd na velmi kratké oblasti nosniku. Zjednodusené muzeme predpokladat, ze se
tak déje v jednom prurezu.

Budeme predpokladat, ze material je idedlné pruznoplasticky. Uvazujme ohybany
nosnik obdélnikového prurezu. Pribéh norméalovych napéti o je v takovém nosniku
linedrni. Ué¢inek vnéjsiho zatizeni budeme uvazovat ve formé ohybového momentu
pusobiciho v tomto prirezu.

Budeme-li zatiZeni tohoto nosniku postupné zvétsovat, dosahne napéti v krajnich
vlaknech meze pruznosti f,.

Napéti v krajnich vlaknech se u idealné pruznoplastického jiz nemtze dale zvét-
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Obr. 6.15 Plasticky kloub.

Sovat. Pokud se bude zatiZeni zv&tsovat i nadale,! bude se pribéh napéti o ménit
tak, Ze i v dalsich vlaknech nosniku je dosahovdno napéti na mezi pruznosti f,.

V okamziku, kdy je v celém prifezu dosazeno napéti odpovidajiciho f,, tento
prufez jiz neprenese dalsi zatizeni (to musi byt preneseno jinymi prufezy nosniku).
Pro dalsi zatizeni se zacne chovat jako prvek neprenasejici ohybové momenty — kloub.
Takové misto v konstrukci se proto oznacuje jako plasticky kloub.

Poznamka 6.2. Oznaceni plasticky kloub by mohlo svadét k dojmu, ze uvedené
misto neprendsi zadné ohybové momenty. Je ovSem nutné si uvédomit, ze ke vzniku
plastického kloubu muselo zatizeni vyvodit moment o velikosti M,;, ktery je v pri-
rezu stale pritomen.

Ohybovy moment, ktery je nezbytny ke vzniku plastického kloubu podle ob-
razku 6.15, je mozné urcit ze vztahu:

h
M, :/ o; ridy. (6.19)
0

Tento moment oznacujeme jako mezni plasticky moment. Pomér mezi meznim
plastickym momentem a maximalnim moznym momentem v pruzném stavu se na-
zyva plastickd rezerva prurezu.

Uvazujme nyni pripad, kdy dojde k tiplnému odleh¢eni plné zplastizovaného pri-
fezu. Predpokladame, ze odlehceni probiha linearné, ke stavajicimu pribéhu napéti
tedy miuzeme pricist linearni pribéh napéti v opac¢ném sméru . Na obrazku 6.16
odlehceni znézornéno graficky. Je zfejmé, ze i po iplném odlehceni v pritezu zi-
stanou zbytkovd napéti. VSimnéme si toho, Ze nejvétsi napéti ziistavaji v blizkosti
osy nosniku, tedy tam, kde pfi zatézovani jen v pruzné oblasti jsou napéti mala.
Muzeme tedy ocekavat, ze chovani nosniku tvaru I, U nebo T (které maji v okoli
osy mnohem mensi tloustku nez na okrajich) bude v plastickém stavu daleko méné
priznivé nez chovani nosnik obdélnikového prirezu.

ITento proces nazyvame plastizace prirezu.
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Obr. 6.16 Odlehceni.

Existence zbytkovych napéti po odlehéeni zduvodnuje jev nizkocyklové unavy
konstrukei. V pripadé, Ze je konstrukce opakované zatézovana az do plastické oblasti
a opét odlehcovana, dochézi postupné ke kumulaci zbytkovych napéti do té miry,
nez je unosnost nékteré ¢asti konstrukce zcela vycerpana.!

Naopak vysokocyklovd unava nastava v pripadé, kdy je v materidlu konstrukce
pritomen néjaky zdroj koncentrace napéti (trhlina, cizorodé téleso jinych mechanic-
kych vlastnosti, ostry roh). I kdyz je konstrukce jako celek zatézovana tak, aby v ni
nedochazelo k rozvoji plastickych oblasti, v misté zdroje koncentrace napéti miize
byt plastického chovani dosahovano. Pak probiha stejny déj jako u nizkocyklové
unavy, nicméné k vycerpani inosnosti je pottebny mnohem vétsi pocet zatézovacich
cyklt.

6.4.6 Pruznoplastické reseni nosnikti a ramu

K praktickému teseni ramu v pruznoplastickém stavu pouzijeme metodu postupné
plastizace. Napiiklad v [37] je mozné najit dalsi metody a teoreticky vyklad statické
metody, ze které dale popisovany postup vychazi.

Vyjdeme ze zjednodusujiciho predpokladu, ze material se chova tuhoplasticky.
Potom, je mozné predpokladat, ze plasticky kloub na rdmu vznikne ihned, jakmile
je v prufezu dosazeno mezniho plastického momentu M,y;. Toto misto se pro dalsi
prirtstky zatizeni chova jakou kloub a mutze dochazet ke vzniku dalsich plastickych
kloubti v jinych mistech ramu. Vypocet se ukonéi v okamziku, kdy je v konstrukci
jiz tolik kloubti, ze by zacala byt kinematicky nercita.

Postup pti vypocétu metodou postupné plastizace je mozné popsat takto:

e Provedeme linearni vypocet.

o Nejvetsi zjistény moment polozime roven M, a podle néj urc¢ime vnitini sily.

Iptikladem nizkocyklové inavy miiZe byt zlomeni dratu pfi jeho opakovaném ohybani na jednu
a na druhou stranu. Stavebni konstrukce musi byt navrhovany tak, aby k nizkocyklové iinavé pri
bézném provozu nemohlo dojit.
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Obr. 6.17 Priklad 6.3: vypocet metodou postupné plastizace.

e Pro pritizeni v dalsim kroku povazujeme pro vypocet misto s M, (plasticky
kloub) za misto kloubu (AM = 0).

e Urcime dalsi plasticky kloub a postup opakujeme dokud je konstrukce
s klouby staticky neurcita.

Priklad 6.3. Stanovte maximalni konstantni spojité zatizeni ¢ oboustranné vetknu-
tého nosniku.

Reseni. Postup vypoctu je ilustrovan na obrazku 6.17. V prvnim kroku vypocitame
ohybové momenty na nosniku. Je zfejmé, ze nejvétsi hodnota M je ve vetknutich:

Budeme ptredpokladat, ze v téchto mistech vzniknou plastické klouby. Polozme tedy
M, = M, a stanovme velikost ¢:

q 12 12Mpl
== .
2 1

M, = M,y

Pro dalsi zatiZzeni q; se plastické klouby chovaji jako bézné klouby. Statické
schéma pro nosnik zatizena ¢ se tedy zméni na prosty nosnik. Snadno zjistime,
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ze nejvetsi moment je uprostred rozpéti:

o2

I tento moment bude roven M,l, ovSem az po piipocteni velikosti momentu
v tomto misté z predchoziho kroku:

_ql’
R

Z uvedenych vztaht je mozné vypocitat, ze:

- (SMPZ_%QF)
q1 = 2 .

Protoze v dalsim kroku by uz nosnik nebyl staticky urcity, je mozné vypocet
ukoncit, a konstatovat, ze celkové zatizeni ¢ nosniku je:
12M,, . (8 My — 15 q 1?)

[? 12

Gtot =4+ q1 =

A

Priklad 6.4. Stanovte maximalni moznou velikost zatizeni zadaného ramu, pokud
M, = 20 ENm. Ram se slozen z prutt s konstantnim prufezem (¢tverec, b = 0.1m).
Rozméry jsou v metrech. Schéma rdamu je na obrazku 6.18.

Reseni. Budeme postupovat podobné jako v piedchozim piikladu. Protoze kon-
hodnoteé.

Nejprve provedeme vypocet pro zatizeni F' = 2kN. Ziskame pribéhy momenti,
které jsou vykresleny na obrazku 6.19.

Uréime hodnotu zatizeni z predpokladu, ze v misté maximalniho momentu bude
dosazena hodnota M, a vznikne tam plasticky kloub:

M 20000
Mo =My = Freq = o PRy = ZoRp X 2000 ~ 56.5 kN

Nyni mtizeme dopocitat ostatni momenty:

M,y 20000
M= P M, ="+ 15.6 ~ 8.91 kN
M, 20000
M} = M, ="——"x2683~758 kN
b= ar M= S X 268.3 % 758 KNm

V dalsim kroku konstrukci pritizime dalsim zatizenim ovelikosti F'2 = 2kN a bu-
deme predpokladat, ze pro toto zatizeni se uplati plasticky kloub, ktery jsme zavedli
v predchozim kroku.
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Obr. 6.18 Schéma prikladu 6.4.
Ma = 315.6 Mb = 268 3
= %
= =
= =
= Mmax = 708.1 g Q 1\‘
= 5 \_/
= :
= Mc= 473 ?

Obr. 6.19 Momenty vyvolané v konstrukci zatizenim F1.
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Obr. 6.20 Schema konstrukce se zatéZzenim F2.
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Obr. 6.21 Momenty vyvolané v konstrukeci zatizenim F2.
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Obr. 6.22 Konecény stav konstrukce.

Nyni vypocitdme momenty pro predpoklad M} + M? = M,;:

M? + M} = M,; = n x 954 + 8910 = 20000

20000 — 954
n=————+
8910
Je ziejmé, Ze plati M+ M? > M} + M, a proto plasticky kloub vznikne v misté
M,.
Velikost zatizeni tedy bude: F' = F1 +n x F2 =565+ 11.62 x 2 ="79.74kN
Je ziejmé, Ze konstrukee je jiz staticky urcitd, a proto ukon¢ime vypocet.!

~ 11.62 = M} + M? = 11.62 x 1045.8 + 7580 = 19.7kNm

6.4.7 Podminky plasticity

V jednorozmérném pripadé jsme bez dalsi diskuse predpokladali, Zze k prechodu
z pruzného do plastického stavu dojde po dosazeni predem dané hodnoty napéti na
mezi pruznosti o = f,. Tedy takzvanou podminkou plasticity bylo dosazeni urcité
hodnoty napéti.

V pripadé, ze uloha neni jednorozmérna a napéti ptsobi ve vice smérech, je si-
napjatosti) prechod do plastického stavu zrejmé zavisi na vzajemném vztahu jed-
notlivych slozek vektoru napéti.

Protoze napéti v roviné mtizeme vyjadrit pomoci dvojice hlavnich napéti o1, o9,
ziejmé muzeme i podminku plasticity definovat jako funkci téchto napéti. Pokud

1V piipadé nutnosti by bylo mozné provést jesté jeden krok vypocétu, ktery by byl obtiznéjsi.
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Obr. 6.23 Podminka plasticity v 1D a ve 2D.

takovy vzta zobrazime v roviné hlavnich napéti tak, jak je tomu na obrazku 6.23
vpravo, pak podminka plasticity bude mit podobu k¥ivky.!

V pripadé prostorové napjatosti bude situace podobna. Podminka plasticity muze
byt vyjadiena jako funkce hlavnich napéti o, 09, 03 a pri zobrazeni v prostoru hlav-
nich napéti bude mit tvar prostorové plochy.

vvvvv

mozné pouzit pro stavebni materialy.

6.4.7.1 Trescova podminka

Trescova podminka plasticity’ vychazi z predpokladu, Ze materidl piejde do plas-
tického stavu, kdyz maximélni smykové napéti dosahne hodnoty meze pruznosti ve
smyku:

Toas = % R —) (6.20)

kde 7, je mez pruznosti ve smyku.
Protoze maximalni smykové napéti je mozné vyjadrit pomoci hlavnich napéti, je

I'Na obrazku 6.23 je zobrazena uzaviens kiivka, coz je obvykly piipad, neni to véak podminkou —
lze sestavit i podminky, které budou mit podobu oteviené kiivky (tedy lze najit takovou kombinaci
napéti, pfi které materidl zistane v pruzném stavu).

2Henri Tresca (1814 — 1885), francouzsky strojn{ inZenyr.
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Obr. 6.24 Trescova podminka plasticity ve 2D.

mozné rovnici (6.20) prepsat do tvaru:

01— 03— Ome =0, (6.21)
za predpokladu, ze
(T = 21, (6.22)
2
a ze
Omd = Omt = [y (6.23)

Tato podminka dobfe vyhovuje materialim, kterém maji ptiblizné stejnou mez
pruznosti jak v tahu, tak v tlaku, tedy napiiklad oceli (konstruk¢ni i betonaiské)
a dalsim kovim.

6.4.7.2 Misesova podminka

Misesova podminka' byla nezavisle na sobé odvozena Misesem,” Huberem® a Henc-
kym* na zakladé mérné energie zmény tvaru a ma podobu:

(01 — 02)* + (09 — 03)* + (01 — 03)* = 202, (6.24)

LV literatufe se asto oznacuje jako von Misesova nebo podminka Mises Huber Hencky podle
autoru.

2Richard von Mises (1883-1954), rakousky védec a matematik.

3Maksymilian Tytus Huber (1872-1950), polsky védec a inzenyr.

4Heinrich Hencky (1885-1951), némecky stavebni inZenyr.
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Obr. 6.25 Misesova podminka plasticity (podminka Mises-Huber—Hencky) ve 2D.

kde
Omd = Omt = [y, (6.25)

coz je hodnota meze pruznosti materidlu v tahu i v tlaku.

Podminka je tedy opét vhodna predevsim pro ocel a jiné kovy. Jeji hlavni pred-
nosti je, ze je popsana hladkou funkci. To je vyznamné predevsim pri jeji algo-
ritmizaci v poéitacovych programech (pro vypocty pruznoplastického materidlu se
zpevnénim jsou potiebné také derivace podminky plasticity).

Poznamka 6.5. SpisSe ve strojni praxi se pocita takzvané ,von Misesovo napéti®.
Jde o levou stranu upravené podminky

\/(0'1 — 0'2)2 + (0'2 — 0'3)2 + ((71 — 0'3)2
2

é Omt (626>

Hodnotu takto spocitaného ,von Misesova napéti“ tedy mizeme primo porovné-
vat s mezi pruznosti o,,; = f, a tak zjistovat, zda se materidl nachazi nebo nenachézi
Vv pruzném stavu.

Tento postup je mozné ve stavebni praxi vyuzit spise vyjimecéné — je vhodnéjsi
pro prostorové modely (tedy télesa), které se pouzivaji jen ve vyjimecnych pripadech
(detailni analyzy komplikovanych ocelovych spoji a podobné).

6.4.7.3 Mohrova — Coulombova podminka

Rada béznych materiali, se kterymi se setkdvame ve stavebni praxi (beton, zdivo,
zeminy a horniny), ma vlastnosti podstatné odlisné od predpokladi, na kterych
jsou zalozeny vyse uvedené podminky plasticity. Jde zejména o predpoklad, Ze mez
pruznosti v tahu a v tlaku je stejna.
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Obr. 6.26 Mohrova — Coulombova podminka plasticity ve 2D.
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Obr. 6.27 Chen — Chenova podminka plasticity ve 2D.

Z téchto divodi byly odvozeny dalsi podminky. Pro zeminy se casto vyuziva Mo-
hrova — Coulombova podminka, kterou lze chapat jako zobecnéni Trescovy podminky

pro pripad, ze 0,,q # Omy:
Om
01— oy — o =0, (6.27)

Omd
kde o, = fy+ je mez pruznosti materidlu v tahu a kde 0,4 = fy,c je mez pruznosti
materialu v tlaku.

6.4.7.4 Chen — Chenova podminka

Vyse uvedenou Mohrovu — Coulombovu podminku je mozné vyuzit také pro beton
a zelezobeton. Zkousky betonovych vzorkiu provadéné napiiklad Kupferem*[17] vsak
ukazaly, ze pro tyto materialy by bylo vhodnéjsi pouzit podminky ponékud odlisného
tvaru. Na Kupferovy zkousky navazala fada autoru, kteri se pokusili sestavit rovnice
co nejlépe experimentalnim vysledktm.
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Uvedme jako piiklad Chen-Chenovu' podminku plasticity. Tato podminka je
popsana dvéma funkcemi.
Tvar podminky pro oblast tlak—tlak (o7 <0 a 0y <0, o3 < 0):

Aye
Jo+ L — 12 =0. (6.28)

3 ve
Podminka pro ostatni oblasti:

1 A

JQ—EI%—F?ytIl —TyQtZO, (629)
kde
11:O'1+(72+O'3, (630)
: 1
Jo = 3 (07 + 034 03). (6.31)
Vyznam ostatnich vyrazii v rovnicich je:
2b _ f£2
A . = yoc yc 7
Y nybc - fyc
7_2 _ fybnyC(zfyc — fybC)
v 3(2fybc - fyC) ’
Ay = D dw o) T (6.32)
2 . fycfyt
Tut = 6 )

kde f,+ je mez pruznosti materidlu v jednoosém tahu, f,. je mez pruznosti materialu
v jednoosém tlaku a fy. je mez pruznosti materidlu v dvojosém tlaku.

6.4.8 Zpevnéni a podminky poruseni materialu

U pruznoplastického materialu se zpevnénim je potiebné definovat jednak charak-
ter zpevnéni a obvykle také podminku, ktera proces zpeviovani ukonc¢i, podminku
poruseni materidlu.

Podminka poruseni materialu je ¢asto popsana stejnymi vztahy jako prislusna
podminka plasticity, namisto napéti na mezi plasticity se vsak do ni dosazuji napéti
odpovidajici pevnosti materialu.

Déle je potrebu zavést pojem ndasledné podminky plasticity: v jednorozmérném
problému jde o bod na pracovnim diagramu mezi napétim na mezi pruznosti a na-
pétim pri poruseni. Tomu ve 2D odpovida kiivka lezici mezi podminkou plasticity
a podminkou poruseni (ve 3D jde opét o plochu).

Potom mtizeme definovat tii zakladni typy zpevnéni:

INékdy se oznacuje jen jako Chenova podminka plasticity.
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Obr. 6.28 Zpevnéni a podminka poruseni v 1D a ve 2D.

o fLinematické: nasledné podminky plasticity méni polohu, ale jejich tvar a veli-
kost jsou shodné s (pocéatec¢ni) podminkou plasticity,

e izotropni: velikost naslednych podminek se proporcionalné zvétsuje, tyto na-
sledné podminky plasticity neméni svoji polohu,

e kombinované: nasledné podminky plasticity méni polohu a soucasné se pro-
porcionalné zvétsuji. Takové chovani nejvice odpovida skutec¢nym latkam.

Priklady k procviceni
1. Jakou z uvedenych podminek plasticity pouzijete pro beton?

2. Jak velky je moment v takzvaném plastickém kloubu?

3. Stanovte mezni plasticky moment obdélnikového prurezu o vysce 0.4 m, a Sitce 0.1 m,
je-li mez pruznosti f, = 10 M Pa. Pfedpoklddejte idedlné pruznoplasticky material.

4. Napiste vzorec pro hodnotu zpevnéni H tuhoplastického materialu.

5. Tazeny idealné pruznoplasticky prut dosdhl deformace ¢ = 0.01. Pro E = 1 GPa
a fy =1 M Pa stanovte velikost plastické deformace.
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S

S

Obr. 6.29 Kinematické (nahofe) a izotropni zpevnéni ve 2D.

NG

o1

Obr. 6.30 Kombinované zpevnéni ve 2D.
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6. Jaky typ nelinedrniho materialu se predpokladé pri vypoctu metodou postupné plasti-

zace?

7. U kterého stavebniho materidlu ma smysl pracovat s ,von Misesovym napétim*.

8. Jaky je rozdil mezi vysokocyklovou a nizkocyklovou tinavou.

Kli¢ k prikladiim k procviceni

1.

2.

Chen-Chenovu.

Odpovida velikosti mezniho plastického momentu pro dany prifez?
40 ENm.

H=0.

epr = 0.009 (pruznou deformaci vy¢islime z Hookeova zakona).
Tuhoplasticky materidl.

U oceli.

Pri nizkocyklové tinavé je materidl opakované zatézovan az do plastické oblasti. V di-
sledku rostoucich zbytkovych napéti dojde rychle k vycéerpani jeho tinosnosti. Pti vy-
sokocyklové inavé je materidl zatézovan jen v pruzné oblasti a k plastickému chovani
dochézi jen v okoli poruch (otvory, nehomogenity), k vycerpani inosnosti tedy dojde
mnohem pozdéji.
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6.5 Teorie druhého radu

6.5.1 Uvod

Ve vétsiné tloh stavebni mechaniky a pruznosti predpokladame, ze deformace kon-
strukel jsou malé, a proto obvykle stanovujeme napéti a vnitini sily na nezdeformo-
vané konstrukci. Ve vétsiné uloh je chyba vyvolana timto postupem zanedbatelna,
pritom zjednoduseni vypoctu je velmi podstatné.

V nékterych tlohach vSak tento postup vede (i pri malych deformacich konstrukee
nebo konstrukéniho prvku) k nespravnym vysledkim. Nejbéznéjsim piikladem je po-
suzovani stability tlacenych pruti, stejné tak se ovsem tyka naptiklad predepjatych
zelezobetonovych nosnikl zatizenych ohybem.

V takovych tlohadch musime pracovat i s ic¢inky, které vyvolaji zatizeni na zde-
formovaném tvaru konstrukce a zadat splnéni podminek rovnovahy na zdeformované
konstrukei.! Takovy postup se nazyva vijpocet podle teorie druhého rddu. Jako piiklad
pouziti teorie druhého radu vyuzijeme klasické Eulerovo feseni stability nosniku.

6.5.2 Eulerovo reseni stability nosniku

Z praxe je zndmo, ze tlacené nosniky (podle obréazku 6.31) kolabuji podstatné drive,
nez napéti v nich dosahne hodnoty pevnosti v tlaku:

F
~ <o, (6.33)

kde F' je zatizeni, A je plocha nosniku, o, je pevnost v tlaku.

Je také znamo, Ze nosniky obvykle pred poruchou vyboéi. Euler proto do tilohy
doplnil ohybovy moment, ktery vicéi bodim zdeformované strednice (osy) nosniku
vyvolava zatizeni F'.

Moment v bodé x nosniku tedy muzeme zapsat:

M =F w. (6.34)

Ze zakladnich kurzt stavebni pruznosti je znam vztah ohybové ¢ary a ohybového
momentu na nosniku:

" M Fw
W= = — e (6.35)
kde I je moment setrvacnosti a £ je modul pruznosti.
Po tpravé a oznaceni: .
2
milzeme napsat:
w' + a*w = 0. (6.37)

1Jak étenéfe jisté napadlo, v obecném piipadé to miize znamenat iteraéni vypocet. Bohuzel m4
pravdu.
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P

Obr. 6.31 Osovée zatizeny tlaceny nosnik.

Reseni rovnice (6.37) by mélo vést k nalezeni takového prithybu, pfi kterém je
konstrukce v rovnovaze.
Obecné Teseni rovnice (6.37) ma tvar:

w = Cysinaz + Cy cos ax. (6.38)
Uplatnime okrajové podminky. Pro 2 = 0 je w(z = 0) = 0 a tedy:
0=Cysina 0+ Cycosar 0 = Cy = 0. (6.39)
Prox = L je w(x = L) = 0 a tedy:
0=Cisina L+0=0=Cisina L (6.40)
Pro C} # 0 zfejmé musi byt sinaL = 0:
alL=Fkm, k=1,23,.. (6.41)

Po dosazeni okrajovych podminek ziskame vyraz pro prihyb w:

k
w = Cysin T x} (6.42)
L
ktery bohuzel zavisi na konstanté C}, kterou nejsme schopni stanovit.
Dosadme tedy za a? ze vztahu (6.36):
2 F 2
o' =——=F=a°FI, (6.43)

ET1
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dx

Obr. 6.32 Zkraceni prutu v disledku pootoceni.

a tedy pro k = 1:
alL=1m. (6.44)

Po upravé a oznaceni F,.. = F ziskame vztah:

EI
Fcf,« = 7T2ﬁ7 (645)
coz je znamy vyraz pro Eulerovu kritickou silu, tedy silu, pti které je konstrukce
ve stavu labilni rovnovahy (bude-li sila vétsi, bude se prihyb konstrukce zmensovat
az do nuly, bude-li vétsi, pak se priuhyb bude nekontrolovatelné zvétsovat).

6.5.3 ResSeni stability nosniku Ritzovou metodou

V tomto odstavci ukazeme, zZe ke vztahu (6.45) je mozné dojit také pomoci Ritzovy
metody.
Zvolme aproximaci prihybu v nasledujicim tvaru:

w = a; sin % (6.46)

Potencidlni energii mizeme rozdélit na dvé casti:

1. Iy = —F u, = —F %, kde u, je zkraceni prutu dle linearni teorie, které

nezavisi na w (a v dalsim vypoctu se neprojevi),

2. llyy = —Fuy, kde uy je zkrdceni v dusledku pootoceni prutu (podle ob-
razku 6.32).

Zkréaceni elementu prutu v disledku pootoceni prutu mizeme zapsat:

du = dx — dx cos (6.47)
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Pro prakticky vypocet bude vhodné pouzit rozvoj do Taylorovy rady:

1 1 1,
du =~ dr — dz(1 — 5902) = 5(,02dx R~ §(w )Vda. (6.48)

Pro cely prut mizeme napsat:

up = %/0 (w')?dx (6.49)

Derivujeme-li zvolenou aproximaci podle z, ziskame:

2
w = al% cos %, w' = —al% sinmaL. (6.50)

Ziskany vysledek dosadime do up = 3 fOL(w/)zdx:

2 2

L
™ o TX ™,
up = 5 a1/0 cos” dx e (6.51)

Vztah (6.51) muzeme dosadit do vyrazu pro potencidlni energii vnitinich sil
nosniku:

1 [t "o 1 S R T EI
Potencialni energie vnéjsich sil ma tvar:
2

m
I, = —F u = —EFaf (6.53)

Celkovou potencialni energie systému ziskdame souc¢tem potencidlni energie vnéj-
sich a vniténich sil:

2 T BT
D=1+, = ——F+ —— | ? ). 54
o ( 4L +4L3>a1 (1) (6:54)

7 vyrazu pro extrém potencialni energie XL = 0 ziskdme:
a1

II 2 T EI
(T Y94, =0, .
o < 1 + e > ap =0 (6.55)
Z predpokladu, ze a; # 0 mizeme napsat:

w2 T El
~ 1L + E =0 (6.56)

Z vyrazu (6.56) ziskdme vysledek, ktery je shodny s Eulerovym fesenim:

2 El

F = I

. (6.57)
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Obr. 6.33 Vyboceni sténodesky:.

6.5.4 Stabilita stén

Podobnym zptisobem jako u nosnikt je mozné hledat hodnotu kritického zatizeni
i ustén. Vzhledem k tomu, zZe sténa musi vybocit ze svoji roviny, jde vlastné o TeSeni
sténodesky, jak je patrné z obrazku. Pro sténodesky je ve vétsiné pripadi pomeérné
obtizné najit feseni analogické Eulerovée kritické sile, ukdzeme si proto feseni jen pro
jednoduchy pripad stény po vSech okrajich prosté ulozené.

Podle [1] m& rovnice tlohy tvar:

Htw  tw tw N, 0*w

ot Dx?y? * oyt~ D 02 (6.58)
Reseni rovnice (6.58) mé tvar:

w(x,y) = dsin 72 sin n%zy, m,n=1,2,3,... (6.59)

Po dosazeni rozméru podle obrazku 6.34 a po upravé dostaneme:
P= DZ? (7;—22 + 2—5)2 . (6.60)
Zbyva ur¢it vhodna m,n. Zvolime m = 1 podle doporuceni v [1]. Protoze P ma

byt minimalni, musi platit:

@a_j]\D[ =0, (6.61)

a tedy:

1 n 1 1
272 _
Db (na2 + b2> (_n2a2 + b2> = 0. (6.62)
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Obr. 6.34 Sténa po vsech okrajich prosté ulozena.
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Z rovnice (6.62) ziskame:

) (6.63)
a vyuzijeme ke stanoveni P:

ADr?  ERPr?
p="" = u (6.64)

a? 3(1 = v?)a?’

coZ je hodnota hledaného kritického zatiZeni.!

Priklady k procviceni

1. V jakych tlohach nejcastéji pouzivime teorii druhého rddu? Omezte se na prutové
konstrukce s malymi deformacemi.

2. Stanovte moment uprostied osové zatizeného nosniku o délce 4!m, je-li F = 20 kN,
w =10 mm.
Kli¢ k prikladim k procviceni
1. V tlohach stability tlacenych prutt a u predepnutych ohybanych nosnik.
2. M = 200N m.

I Podle vychozich predpoklad musi byt n celé éislo.
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