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Predmluva

Stézi bychom v priamyslu - a nejen tam - hledali odvétvi, které v néjaké mire nepro-
fituje z linedrni algebry. Naramkové hodinky, mobilni telefony, automobily, letadla
nebo obrovské mostové konstrukce, to jsou jen nékteré priklady vyrobku, které musi
projit patficnym procesem navrhu a testii. Pro designery a konstruktéry maji velky
vyznam realné experimenty. Ty béhem simulovanych podminek ukazi, jak se vy-
robek skuteéné zachovd, zda-li dostatecné odold vSem vliviim, nebo naopak neni-li
zbytecné predimenzovan a nedochazi tak k plytvani materialem. Mnohdy je vSak
experiment a jeho opakovani finan¢né prilis nakladné. Mohou nastat i pripady, kdy
experiment nelze provést viibec. Numerické simulace, za nimiz je linearni algebra
schovana, do jisté miry experiment nahrazuji, nebo blize specifikuji podminky, za
kterych by se mél provadét, ¢imz v obou pripadech snizuji s tim spojené naklady. Pro
predstavu vezméme napt. mostovou konstrukei, u které hledame maximalni mozny
prihyb. Bavime-li se o konstrukci s charakteristickymi rozméry blizkymi sta a vice
metrim, neni tézké si uvédomit, ze provadét nakladny experiment pro rizna za-
tizeni v riznych mistech, a podle toho upravovat rozméry, je nesmysl. Numerické
vypocty v porovnani s predeslym zptsobem jiz tak problematické nejsou. Provedou
se nékterym z komercénich programi, v nichz je linearni algebra ptitomna. Tak na-
priklad slozité parcialni diferencidlni rovnice popisujici deformace mostu jsou reseny
metodou konecnych proki (kapitola 18) nebo také metodou siti (kapitola 17), ¢imz
je puvodni problém preveden na soustavu linedrnich rovnic (kapitola 5)

Ax = b,

zde A je matice soustavy, b vektor pravé strany a x je (taktéz vektor) hledané reseni -
napiiklad pole posunuti. Matice A je tzv. ridkd (kapitola 6), tzn. pFevaznd ¢ast prvku
je nulova. Charakter rozloZeni nenulovijch pruki (kapitola 10) rozhoduje o narocnosti
vypoctu, nebot mé vliv na Gaussovu eliminaci, poptipadé, jsou-li pouzity, také na
maticové rozklady (Choleského a LDL pro symetrickou matici, LU pro obecnou
matici (podrobnosti v ¢asti 11)).

Tyto a dalsi néstroje linearni algebry jsou popsany v textu rozdéleného do tii
tématickych blokti. V prvni ¢asti se hovori o zdkladnich programovacich technikach
v programu Matlab, praci s daty a tvorbé uzivatelskych aplikaci. Druha cast je vé-
novana soustavam linedrnich rovnic a metodam, které se pouzivaji k jejich Teseni.
Posledni ¢ast je zamérena na diferencialni rovnice a numerické metody slouzici k je-
jich ptibliznému vypoctu. Projitim vsech kapitol ziskéd ctenar potirebné znalosti z li-
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nearni algebry a navic bude schopen psat své vlastni aplikace v prostiedi programu
Matlab.

Tento i ostatni v ramci projektu Matematika pro inZenyry 21. stoleti pripravované
vyukové materidly 1ze najit na strankach http://mi21 . vsb.cz/.

Vgechny ptipominky (vyhrady, komentaie a doporuceni) zasilejte na e-mailovou adresu:
tomas.kozubek@vsb.cz
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Kapitola 1
Uvod do Matlabu

1.1 Co je Matlab?

Matlab spole¢nosti The MathWorks™ je systém skladajici se z nékolika ingredienci:

e jazyk uzpusobeny zejména pro numerické vypocty, vyvoj numerickych algo-
ritmi, analyzu a vizualizaci dat;

e grafické prostiedi slouzici zejména pro interaktivni zadavani prikazi v jazyce
Matlab;

e rozsahla knihovna funkci v jazyce Matlab pro zakladni i pokroc¢ilou matema-
tiku, import a export dat, datovou analyzu, grafickou vizualizaci dat, tvorbu
uzivatelského rozhrani a rozhrani k externim aplikacim a jazyktm.

e Moznosti Matlabu lze dale rozsitrovat pomoci tzv. toolboxt, coz jsou specia-
lizované sady funkci rozsitujici zédkladni sadu, zamérené casto na specifickou
aplika¢ni oblast (napt. Image Processing Toolbox, Statistics Toolbox).

1.2 Matlab jako program

Prvni tvar Matlabu, se kterou se pravdépodobné setkate, je aplikace Matlab — inter-
aktivni prostfedi s grafickym uzivatelskym rozhranim (obr. 1.1). Je-li nainstalovan,
spustime jej jednim z téchto zptsobu:

e dvojklikem na jeho ikonu na plose nebo v nabidce Start (spiSe uzivatelé Win-
dows)

e zadanim prikazu matlab do piikazového fadku (spise uzivatelé Linux)

Prostredi Matlab se sklada z hlavni nabidky, kterou se nyni nemusime zaobirat,
a nékolika panelt1, které si dale predstavime. V prvé rade si vsak zapamatujme, Ze
Matlab md propracovanou ndpovédu, kterou lze vyvolat z nabidky Help / Product
Help.
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- MATLAB 7.10.0 (R2010a)
File Edit Debug Parallel Desktop Window Help
D& & @9 o) & of B | @ | curent Folder [/home/hap014/MATLAB &
Shortcuts 2] How 1o Add (2] What's Mew
Current Folder w02 X Workspace H0Oax
4 % B3 « hap014 » MATLAB ~ | 8- | Mew to MATLAB? Watch this Vidao, see Demos, or read Getting Started, | @ E E S ‘g‘atk ||§Q;E\E[‘ datato plot ~
|Name £ |Date Modified |15 ==1 Hame [vale
HelloWorld B8/18/11 4:05 PM
4] [»
Command Histary H0Oax
%-- 8/18/11 2:16 PM --%
HelloWorld (File Folder) v
Mo details available
4\ Start

Obrazek 1.1: Prostiredi Matlab

1.2.1 Command Window a zadavani prikazu

Zakladnim panelem je Command Window (prikazové okno). Tento panel obsahuje
prikazovou tadku pro interaktivni zadavani prikazii v jazyce Matlab. Mizeme ji
prirovnat k velmi chytré kalkulacce.

Zkuste kliknout do panelu Command Window, zadat 2 + 2 a potvrdit klavesou
Enter. Matlab vrati vysledek, méli byste vidét toto:

>> 2 + 2

ans =

4

To, co Matlab vratil, je vypis proménné ans. Tu Matlab automaticky pouzije, pokud
sami nespecifikujeme proménnou, do které chceme vysledek ulozit. Takto bychom
vysledek ulozili do proménné var:

>> var = 2 *x 3

var =

6

Lze také zadavat vice prikazu na jednom tadku. Specialitou Matlabu je, ze ptikaz
ukonceny zalomenim radku (Enter) nebo ¢arkou vypisuje vracené hodnoty. Pokud
chceme toto chovani potlacit, napiseme za prikaz strednik.



4 Uvod do Matlabu

>> var = 3 + 4;
>> varl = 1; var2 =7 / 2, var3 = 8 - 5
var2 =
3.5000
var3 =
3

Hodnotu proménné tedy mutizeme vypsat prostym zadanim jejiho nazvu bez stied-
niku:

>> var

var =

7

Poznamenejne, ze nazvy proménnych musi zac¢inat pismenem nasledovanym libo-
volnou kombinaci pismen, ¢islic a znaka _ (podtrzitko). Pismena mohou byt mala
i velka. Zkontrolovat, zda lze dany Tetézec pouzit jako ndzev proménné, muzeme
prikazem isvarname:

isvarname 1clovek

ans =

1.2.2 Workspace

V panelu Workspace (pracovni prostor) jsou pod sebou vypsany vSechny proménné
viditelné v daném kontextu s jejich nazvy i hodnotami. Dvojklikem na nazev pro-
ménné se otevie panel Variable Editor (editor proménnych), ktery slouzi k interak-
tivni editaci a ponékud pripomina Excel. Miizeme kliknout na hodnotu, zadat tieba
55 a potvrdit Enterem; zména se ihned projevi, o ¢emz se miizete presvédcit jak
pohledem na Variable Editor, tak vypsanim proménné v Command Window.

1.2.3 Command History

V panelu Command History (historie piikazii) jsou pod sebou vypsany vsSechny
prikazy, které jsme v minulosti zadali do Command Window. Dvojklikem se ptikaz
znovu provede. Standardnim zplisobem za pomoci kldves Ctrl a Shift lze vybrat
vice ptikazi, 1ze je kopirovat do schranky standardnimi klavesovymi zkratkami nebo
pres kontextové menu vyvolané pravym tlac¢itkem mysi. V historii ptikazu lze listovat
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také primo v Command Window klavesami ,Sipka nahoru“ a ,sSipka doli“. Hodi se
to hlavné tehdy, kdyz chceme vicekrat opakovat stejny prikaz.

1.2.4 Current Folder

Podobné lze pracovat i s panelem Current Folder (aktudlni adresar), kde vidime
obsah aktualniho adresare, nad kterym pracujeme. Pomoci pravého tlacitka mysi
navic mizeme provadét zakladni souborové operace. Za zminku stoji téz moznost
porovnani dvou soubortu (Compare Selected Files nebo Compare Against...) a moz-
nost pridavani nebo odstranovani adresari z ,,Path“, tedy seznamu adresar, jejichz
soubory jsou pro Matlab viditelné, i kdyz pracujeme nad jinym adresarem.

1.3 Matlab jako jazyk

Matlab pouziva jednotny jazyk pro interaktivni pouziti i zdrojové soubory programd.
Syntaxi se snazi byt co nejblizsi matematické notaci. Zakladnim datovym typem je
na rozdil od jinych jazykt matice. Jednoduchy priklad ptikazl v jazyce Matlab jsme
jiz videéli v sekci 1.2.1. Vice o jazyce Matlab se dozvite v kapitole 2.

1.4 Matlab jako knihovna

Systém Matlab zahrnuje také rozsdhlou sadu funkci v jazyce Matlab:

e zakladni i pokrocila matematika — napt. generovani a prace s hustymi a fidkymi
maticemi, linedrni algebra, polynomy, numerické a optimaliza¢ni metody

e import a export dat

e datova analyza — napr. konvoluce, interpolace, regrese, Fourierova transfor-
mace

e grafickd vizualizace dat — napt. 2D a 3D grafy funkci, zobrazeni obrazku
e tvorba uzivatelského rozhrani
e rozhrani k externim aplikacim a jazykium — napt. MS Excel, C/C++, Java.

Moznosti Matlabu lze dale rozsifovat pomoci tzv. toolboxt, coz jsou specializované
sady funkci rozsitujici zakladni sadu, zamétrené casto na specifickou aplikacni oblast
(napr. Image Processing Toolbox, Statistics Toolbox). Zjistit, které toolboxy mame
k dispozici, 1ze napt. zobrazenim népovédy (nabidka Help / Product Help) — kazdy
toolbox méa vlastni sadu manualovych stranek reprezentovanou ikonkou knizky.
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1.5 Volné dostupné alternativy Matlabu

Pro dplnost dodejme, Ze existuji také volné dostupné alternativy Matlabu. Z téch,
které jsou Matlabu velmi podobné a jsou s nim do zna¢né miry kompatibilni, jme-
nujme trojici GNU Octave, Freemat a Scilab. Nebudeme je zde podrobnéji popi-
sovat, zdjemce mizeme odkézat napr. na srovnani http://userpages.umbc.edu/
~gobbert/papers/SharmaGobbertTR2010. pdf.

K podobnym tucalim jako Matlab je také pouzivan skriptovaci jazyk Python
s rozsitenimi jako NumPy, SciPy a Matplotlib. Tento jazyk vynikd moznostmi pro-
pojeni s jinymi jazyky. Je stéle ¢astéji pouzivan zejména v ramci HPC (High Per-
formance Computing). Srovnani s Matlabem najdete napt. v http://web.bryant.
edu/~bblais/bryant/numerical computing/python matlab.pdf.


http://userpages.umbc.edu/~gobbert/papers/SharmaGobbertTR2010.pdf
http://userpages.umbc.edu/~gobbert/papers/SharmaGobbertTR2010.pdf
http://web.bryant.edu/~bblais/bryant/numerical_computing/python_matlab.pdf
http://web.bryant.edu/~bblais/bryant/numerical_computing/python_matlab.pdf

Kapitola 2

Zaklady programovani v jazyce
Matlab

V této kapitole se seznamite se zaklady jazyka Matlab. Doporucujeme zkouset si vse
rovnou v prostredi Matlabu. Matlab pouziva jednotny jazyk pro interaktivni zada-
vani prikaztit v . Command Window i pro psani programi, jehoz syntaxe pripomind
matematickou notaci. Jednd se o jazyk slabé typovy, to znamena, ze se nedeklaruje
typ proménné. Ve skutec¢nosti proménnou neni tfeba deklarovat viibec, inicializuje
se pri prvnim prirazeni hodnoty.

2.1 Matice, vektory, skalary

Zakladnim datovym typem je na rozdil od jinych jazykt matice; vektor a skalar jsou
pouze specialni pripady. Matice jsou standardné komplexni s plovouci desetinnou
carkou s dvojitou presnosti.

2.1.1 Zadavani matic

Zadavani matic v jazyce Matlab je snadné. Jak je obvyklé ve vSech jazycich, k oddé-
leni desetinnych mist slouzi tecka a zdporna cisla se oznacuji pomlckou pred ¢islem.
Prvky matice zadavame po radcich, jednotlivé prvky se oddéluji mezerou nebo ¢ar-
kou, fadky pak stfednikem nebo znakem zalomeni fadku (Enter). Tyto zpusoby lze
libovolné kombinovat. Napt. matici

>

I
SOt
SN

muzeme zadat
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> A = [1 2; 3.1 -4; 5 6]; / ale take
> A = [1,2;3.1,-4;5,6]; / nebo
> A = [1 2; 3.1 -4

5 6]; / nebo treba
>> A = [1 2

3.1, -4

5 61; 7/ atd. atd.

Komentare Znak % znac¢i komentar, text za timto znakem az do konce fadku je
Matlabem ignorovan:

>> ) pisu si, co chci, a nikoho to mnezajima
>>

Bilé znaky Mezera mezi dvéma hodnotami oddéluje sloupce matice. Zalomeni
radku oddéluje radky matice. Vsude jinde jsou tyto ,bilé znaky* ignorovany a mii-
zeme je pouzivat tfeba k prehlednéjsimu zapisu.

>> [ 1 + 2x%3 12
-8 2 1]
ans =
7 12
-8 2

Jak jsme si fekli, skalary a vektory jsou pouze zvlastni pripady matic. Skalar
je tedy matice rozméri 1 x 1; muzeme jej, ale nemusime, uzavirat do hranatych
zavorek:

>> skalar = 1; J je zcela to same jako
>> skalar = [1]
skalar =

1

Vektor se zadava prosté jako matice s jedinym radkem nebo sloupcem:

>> sloupcovyVektor = [1;2;3]
sloupcovyVektor =

1

2

3

>> radkovyVektor = [1 2 3]
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radkovyVektor =

1 2 3

Matlab zna také matice 0 x 0, které maji vyznam prazdné hodnoty®.

>> A = []

A =

(]

2.1.2 Zakladni operace

Jak jsme jiz vidéli, zakladni aritmetické operace se zadavaji podobné jako v jinych
jazycich operatory +, -, *, /. Mocnina se znac¢i symbolem ~ (to je ten znak na stejné
kldvese jako Sestka), napi. 23 zaddme jako 2°3. Tyto operatory vsak pracuji nejen
s cisly, ale také s maticemi podle pravidel linearni algebry:

>> [1 2; 3 4] = [-1 -2; -3 -4] J mnasobeni matice-matice
ans =

=7 -10
-15 -22

>> [-1 -2; -3 -4]"2 J mocnina matice
ans =

7 10
15 22

Chceme-li vynutit operaci po prvcich, vlozime pred operator tecku:

>> [1 2; 3 4] .x [-1 -2; -3 -4] J nasobeni po pruvcich
ans =

-1 -4
-9 -16

Pro transpozici matice pouzijeme apostrof:

>> A = [1 2; 3 4], A°

A =

1 2

Lodpovidé NULL v jazyce C++
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3 4
ans =

1 3

2 4

Pozor, u komplexnich matic se rozliuje ,oby¢ejna“ transpozice AT a hermitov-
skd transpozice A" (nékdy nazyvana matice konjugovand k A), kdy dochdzi nejen
k ,preklopeni® podél diagondly, ale kazdy prvek matice je navic nahrazen komplexné
sdruzenym ¢&islem. Pro transpozici AT je nutné apostrof opatiit teckou:

>> C = [2i;1+i]l; C¢’, C.” J C°H, C°T
ans =
0 - 2.00001 1.0000 - 1.00001
ans =
0 + 2.00001 1.0000 + 1.00001
Operatory porovnani == ~= < <= >= > a logické operatory | & ~ (disjunkce, kon-

junkce, negace) mohou operovat nad maticemi po prvcich; levy a pravy operand tedy
musi mit stejnou velikost a vysledkem je logicka matice (s hodnotami 0 a 1) stejné
velikosti. Lze také kombinovat skalar a matici, v tom pripadé je skalar aplikovan na
kazdy prvek matice.

> A = [3 1; 1 2] > 1

>> B = [5 6; 7 8] <= [7 8; 5 6]
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1 0
0
ans =
1
1 0

Operatory |1, resp. &&, (disjunkce, konjunkce) pracuji pouze se skaldry, pficemz
pravy operand se viibec nevyhodnocuje, pokud je levy operand vyhodnocen jako 1,
resp. 0.

2.1.3 Lomitkové operatory

Operator ’/’ pro maticové operandy slouzi k feseni maticové rovnice
XA =B,

pricemz pro vypocet neznamé matice X se pouziva notace
X = B/A.

Pro skalary A, B, X jde tedy o bézné déleni skalaru skaldarem. Jazyk Matlab prinasi
také operator '\’ . Zapis
X = A\B.

znamens reseni maticové rovnice
AX = B.

Mezi obéma lomitky tedy plati vztah (B/A)T = (AT\BT); v Matlabu se mnohem
Castéji pouziva zpétné lomitko '\’ Uvedené skutecnosti ilustruje nasledujici jedno-
duchy priklad:

>> A = [1 2; 3 4]; x = [1;2]; b = Axx;
>> A\b, (b’/A’)’ J v obou pripadech by melo wvyjit =

ans =

ans =
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Vsimnéte si, ze X = A\B matematicky odpovidd X = B'A! arovnéz B/A = BA™L.
Rozdil je v tom, ze v pripadé lomitek pii vypocétu neni explicitné vycislena inverze
a prikaz je obvykle mnohem rychlejsi a robustnéjsi. Matlab pouziva sofistikovany
algoritmus 2, ktery vnitiné vold rtizné linedrni fesi¢e podle toho, jaké vlastnosti ma
matice B. Pro symetrické matice je to Choleského rozklad, pro obecné ¢vercové LU
rozklad a specialné jsou osetfeny diagonalni, pasové, trojuhelnikové a ridké matice.
Pro obdélnikovou matici B je X = A\B feseni ve smyslu nejmensich ¢tvercu, tedy
feseni tzv. normalni rovnice

ATAX = ATB.

2.1.4 Vestavéné funkce pro generovani matic

Nasim prvnim sezndmenim s pouzivanim funkci v jazyce Matlab bude nékolik ve-
stavénych funkci pro generovani matic. U nasledujicich funkci jednim argumentem
specifikujeme velikost ¢tvercové matice, dvéma argumenty velikost obdélnikové ma-
tice:

> M = 3; N = 2;
>> 01 = zeros(M); 02 = zeros(M,N); % same nuly
>> Onesl = ones(M); Ones2 = ones(M,N); /7 same jednicky
>> R1 = rand(M); R2 = rand(M,N); /4 mahodna cisla
>> I1 = eye(M), I2 = eye(M,N) % jednicky na
/4 hlavni diagonale
% (jednotkowva
% pro M = N)
I1 =
1 0 0
1 0
0 0 1
I2 =
1 0
0 1
0

Jako testovaci matice nam dale poslouzi ,magicky ¢tverec“ generovany funkeci

magic:

>> A = magic(4)

tj. nésobeni inverzni matici zleva — v Matlabu X = inv(B)*A
2Pro podrobny popis algoritmu viz ndpovédu Matlabu, pifkaz doc mldivide, oddil Algorithm
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Matice je ,magicka* tim, ze ma stejné soucty vsech radki, sloupcii i obou diagonal.

Napovéda k funkci Vice informaci o volani funkce vypiSete zadanim ptikazu

help nazevFunkce.

>> help magic

MAGIC Magic square.
MAGIC(N) is an N-by-N matrix constructed from the integers
1 through N2 with equal row, column, and diagonal sums.
Produces valid magic squares for all N > O except N = 2.

Reference page in Help browser
doc magic

Jak vidime dole ve vypisu, podrobnou grafickou dokumentaci v samostatném okné
vyvolate prikazem doc nazevFunkce.

2.1.5 Dvojteckovy operator

V Matlabu se velmi ¢asto pouziva dvojteckovy operdtor - (colon operator) ktery
slouzi k vygenerovani vektoru po sobé jdoucich ¢isel. Syntaxe je start:konec pro
posloupnost s krokem 1, pTip. start:krok:konec, pokud chceme jiny krok nez 1. Krok
muze byt i ¢islo zdporné nebo s desetinnou teckou.

>> 1:4, 1:2:10, 10:2:1, 10:-2:1, 1:0.1:1.3

ans =
1 2 3 4
ans =
1 3 5 7 9
ans =

Empty matrix: 1-by-0

ans =

ans =

1.0000 1.1000 1.2000 1.3000
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2.1.6 Zjisténi velikosti matice

Velikost matice mizeme zjistit pomoci funkce size:

>> M = zeros(4,5);
>> size(M) / wract dvouslozkouvy wvektor
ans =
4 5
>> [m,n] = size(M) /% wraci dve cisla
m =
4
n =
5

Délku vektoru pohodlInéji ziskame funkci length:

>> length ([1 2 3]1)

ans =

2.1.7 Prace s prvky matice

Nyni si ukdzeme nékteré funkce pracujici s jednotlivymi prvky matice. Presvédcte
se, ze mate ve workspace magicky ¢tverec A z oddilu 2.1.4

>> A

A =
16 2 3 13
5 11 10 8
9 7 6 12
4 14 15 1

Prvek [A];; se vybird pomoci notace A4, j):

>> A(3,2)

ans =
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Muizeme vybrat také vice prvkl najednou — submatici. Specifikujeme pritom vektor
indexti fadkt a vektor indexi sloupcti, které chceme vybrat. Pro vybér urcitého
rozmezi se pouziva operator ’:’, ktery byl predstaven v kapitole 2.1.5. Specialné,
pokud zadadme pouze dvojtecku bez uvedeni rozsahu, vybereme cely radek nebo
sloupec. Klicové slovo end pak reprezentuje maximalni index bez toho, abychom
museli zjistovat velikost matice.

>> A(2,[1 31), A(2:3, 1:2), A(2,:), A(2:end, 3), A(end-1,end)
ans =

5 10
ans =

5 11

9 7
ans =

5 11 10 8
ans =

10

6

15
ans =

12

Pomoci funkce diag mizeme vybirat diagondly jako sloupcové vektory. Hlavni

diagonala ma ¢islo 0, smérem nahoru maji diagonaly ¢isla 1, 2, ..., smérem doli -1,
-2, ... . Neni-li ¢islo zadano, bere se 0-t4 diagonéla.
>> diag(A)’, diag(A,1)’, diag(A,-2)
ans =
16 11 6 1
ans =
2 10 12
ans =
9
14
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Funkce sum vraci fadkovy vektor, ktery obsahuje soucty prvki pres kazdy sloupec.
Specidlné sum(v), kde v je vektor, vraci sumu prvki vektoru v. Konecéné ptisel cas,
abychom se presvédcili, ze nase matice je skutecné magickym ¢tvercem:

>> sum(A), sum(A’), sum(diag(A)), sum(diag(rot90(A)))
ans =
34 34 34 34
ans =
34 34 34 34
ans =
34
ans =
34

Najdéte si sami pomoci help nebo doc, k ¢emu slouzi funkce rot90!

2.1.8 Mazani radkt a sloupcti, konkatanace

7 jiz sestavené matice lze mazat fadky nebo sloupce prifazenim prazdné matice
misto zadanych radki nebo sloupcii:

>> B = A; J zkopiruje A do B
>> B(:,1) = [1; 7/ smaze pruni sloupec B
>> B([1 3],:) = [1 % smaze 1. a 3. radek B

B =

11 10 8
14 15 1

Matlab umoznuje také blokové zadavani, kdy misto jednotlivych prvki zadavame
submatice. Jinak feceno slucujeme dvé nebo vice matic do jedné. Rikd se tomu
konkatanace:

>> C = [B B+10; B+10 B]

C =
11 10 8 21 20 18
14 15 1 24 25 11
21 20 18 11 10 8

24 25 11 14 15 1
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2.1.9 Elementarni funkce a matematické konstanty

Matlab ma zabudovanu celou fadu elementarnich matematickych funkei jako abso-
lutni hodnota (abs), odmocnina (sqrt), exponencidlni funkce (exp), sinus (sin) aj.
Uzitecny seznam téchto funkei, odkazujici na jednotlivé stranky napovédy, 1ze vypsat

zadanim help elfun (ndpovéda piimo v piikazové fadce) nebo doc elfun (manudlova
stranka)?.

>> help elfun

Neékolik specialnich funkci vraci dilezité konstanty:

pi /% Ludolfovo cislo 3.14159265. ..
i, j 4 imaginarni jednotka
eps % relativuni presnost realnych cisel

realmin J nejmensti podporovane kladne realne cislo
realmax J nejvetst podporovane realne cislo

Inf /% mekonecno, mnapr. 1/0

NaN /4 mnedefinovana hodnota, mnapr. 0/0

2.2 Retdzce

Retézce jsou specialni vektory, jejichZ prvky nejsou interpretovany jako ¢isla, ale
jako znaky. Kazdy znak méa totiz svij celociselny kod a fetézec je ve skutecnosti
vektor téchto kodi. Funkce jako size nebo pristup k prvkim funguji stejné jako
u vektort.

2.2.1 Konstrukce retézcu

Hodnota Tetézce se zapisuje jako text ohrani¢eny apostrofy:

>> str = ’ja jsem retezec’
str =

ja jsem retezec

Vice Tetézet lze spojit (konkatanovat) do jednoho dvéma zpusoby:

>> str = ’Dr. John Doe ’;
>> strl = strcat(str,’, ’,’1970°) % Ignoruje mezery
strl =

Dr. John Doe, 1970

1Jak bylo zminéno jiz v 2.1.4, help elfun vypise &isté textovou napovédu piimo v piikazové
radce, doc elfun zobrazi grafickou manualovou stranku v samostatném okné.
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>> str2 = [str,’, ’,°1970°] J Netgnoruje mezery
str2 =

Dr. John Doe, 1970

2.2.2 Formatované retézce

Funkce sprintf slouzi k zapisu formatovanych dat do fetézce. Prvni argument je for-
matovaci fetézec, do néjz jsou dosazovany dalsi argumenty na mista tzv. konverznich
specifikaci (conversion specifications). Konverzni specifikace je specidlni podietézec
zacCinajici znakem %. Neni v naSich moznostech zde uvést vSechny varianty, k tomu
necht Ctenari poslouzi napovéda k funkci sprintf; nejcastéji ale budete potrebovat
%d’ pro celd ¢isla a ’%8.4f pro realna cisla, kde 8, resp. 4, je max. pocet cifer
pred, resp. za, desetinnou teckou. Pro vlozeni znaku tabuldtoru, resp. nového radku,
vepiste *\t’, resp.’\n’.

>> T=1323.56; str = sprintf (’Teplota\nT=%10.4fK’>, T)
str =

Teplota
T= 1323.5600K

2.2.3 Porovnavani retézcu

Nésledujici funkce srovnavaji dva Tetézce a vraceji logickou hodnotu, 0 = neshoda,
1 = shoda.

strcmp(’hello’,’Hello”)

stroncmp(’hello’,’hell’ 4) 7 prunich n znaku retezcu
strcmpi(’hello’,’Hello’) /% merozlisuje mala a velka

strncmpi (’HELLO’, hell’ ,4) 7 prunich n znaku retezcu
% (nerozlisuje mala a velka)

2.2.4 Prohledavani retézcu

Funkce strrep slouzi k vyhledani vSech vyskyti daného podietézce a jejich na-
hrazeni jinym podretézcem. Funkce findstr vraci index prvniho vyskytu daného
podretézce. Pokud podretézec neni nalezen, vrati []. Funkce strtok oddéli prvni
slovo od zbytku retézce.

>> str = ’‘hura juchu hura’;
>> ) Najde wvsechny vyskyty ’hu’ a prepise na ’hoo’
str = strrep(str,’hu’,’hoo’)
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str =
hoora juchoo hoora
>> findstr(’cho’,str)

ans =

>> findstr(’hu’,str)
ans =
(]
>> ) V a budou vsechny znaky od zacatku az po prunt mezeru;

% v b bude zbytek wvety.
>> [a,b] = strtok(str)

juchoo hoora

>> J lze pouzit < jiny oddelovac nez mezeru
[a,b] = strtok(str,’r’)

ra juchoo hoora

2.2.5 Konverze retézcu

Casto potrebujeme prevést fetézce prevést na jiny datovy typ, prevést ¢islo v desit-
kové soustavé na jinou soustavu, ¢i prevést mald pismena v Fetézci na velka. A to
vse také v opacném smeéru. Nasleduje vycet nékterych funkci Matlabu, které k tomu

slouzi.

double (’0127) 4 retezec na vektor ctiselnych kodu
char ([72 105]) /% ciselne kody na retezec ’‘Hi’
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int2str ([72 105]) 4 cela cisla na retezec ’72 105°
num2str(pi, ’%10.5e’) J cisla na retezce
/% podle zadaneho formatu
A ?3.14159e+000"
mat2str ([3.85 2.91; 7.74 8.99]1) / matice na retezec
4 2[3.85 2.91; 7.74 8.99]°

str2num(’72 1057) s [72 105]
str2double (’72 1057) J NalN
str2num(’1 -2i7) s [1.0000 -2.00004]

str2double(’1 +2i’) % 1.0000 - 2.0000%,

dec2hex (255) /% decimalni cisla ma hexadecimalnti jako
retezec

dec2bin (12) % decimalni cisla ma binarni jako retezec

dec2base (100,5) / decimalni cisla ma cisla s lib. zakladem

Z a naopak
hex2dec ("FF’)
bin2dec (’11007)
base2dec (400’ ,5)

/ viz take mnum2hex, hexz2num

lower (str) % Velka pismena v retezci zmeni na mala
upper (str) % Mala pismena v rTetezci zmeni na velka

2.3 Pole bunék

Pole bunék (cell array) je kolekce ,,pamétovych bunék“, ve kterych mohou byt ulo-
zeny ruzné typy dat — razné velkych matic, Fetézcu aj., pricemz bunky jsou na sobé
nezavislé a kazda muze obsahovat data jiného typu a velikosti. Pole bunék mohou
byt jedno-, dvou- i vicerozmérna.

2.3.1 Konstrukce pole bunék

Pole bunék mizeme vytvorit postupnym pridavanim bunék, celé najednou nebo
kombinaci obého.

Konstrukce celého pole najednou Pole bunék se konstruuje podobné jako ma-
tice, jen misto hranatych zavorek pouzijeme slozené a misto ¢iselnych prvki matice
muzeme zadavat libovolny typ dat. Zde je priklad pole, které ma velikost 2x2 a ob-
sahuje smisena fetézcova a vektorova data:

>> woman={’Jonah Doe’,[90 60 91]; ’Anne Black’,[89 57 86]}%}
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woman =

>Jonah Doe”’ [1x3 double]
>’Anne Black’ [1x3 doublel]

Takto vytvorime prazdné pole:

>> {} % prazdne pole

ans =

{3}

Pomoci funkce cell mizeme vytvorit pole s prazdnymi bunkami:

>> C = cell(2,3)
C=

(] (] (]
(] (] (]

Postupné vkladani bunék Stejné pole také miizeme sestavit po jednotlivych
bunkach; mizeme téz vkladat vice bunék najednou jako vidime na druhém radku.
Pole je dynamicky realokovano, takze pti nastaveni obsahu neexistujici bunky je tato
buiika automaticky vytvorena. Buiky se indexuji kulatymi zdvorkami a konstruuji
slozenymi zavorkami:

>> clear woman
>> woman(1,1)={’Jonah Doe’};woman(1,2)={[90 60 91]1};
>> woman(2,1:2)={’Anne Black’, [89 57 86]}

woman =

>Jonah Doe”’ [1x3 double]
>Anne Black’ [1x3 double]

Postupné vkladani obsahti bunék Pole je dynamicky realokovano, takze pfti
nastaveni hodnoty neexistujici polozky je tato polozka automaticky vytvorena. M-
zeme také vkladat primo obsahy bunék, indexuji se slozenymi zavorkami:

>> clear woman
>> woman{1l,1}=’Jonah Doe’; woman{1,2}=[90 60 91];
>> woman{2,1}=’Anne Black’; woman{2,2}=[89 57 86]

woman =

>Jonah Doe”’ [1x3 doublel
>Anne Black’ [1x3 double]
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Napr. ptikaz woman{1,1}="Jonah Doe’ je tfeba chapat takto: vytvor bunku na pozici
(1,1) v poli woman a vloz do ni Fetézcovou hodnotu ’Jonah Doe’.

2.3.2 Pristup k prvkam pole

Nasledujici komentovany kod ukazuje nékolik zplisobt, jak lze pristupovat k jednot-
livym bunkam.

>> w=woman(1,1) 7 Vrati bunku, jejimz obsahem je jmeno zeny

W o=
>Jonah Doe”’

>> w{1l} % Vratt obsah bunky w - jmeno zeny (string)

ans =

Jonah Doe

>> w=woman{l,1} 7 Vrati obsah bunky se jmenem zeny (string)

Jonah Doe

>> woman{1,2}(2) % Vrati 2. prvek matice v bunce (1,2)
% (obvod pasu 1. zeny)

ans =

60

2.3.3 Vnorovani poli

Bunka miize obsahovat libovolna data véetné pole bunék. Pole bunék tedy do sebe
muzeme vnorovat. Matlab podporuje také vnorené indexovani, a to miize kombinovat
O i {3 pristup.

>> clear woman

>> woman={ ’Jonah Doe’, {’60kg’,[90 60 911}
’Anne Black’ ,{’56kg’,[89 57 861} }

% bunka (1,2) obsahuje pole bunek

woman =

>Jonah Doe”’ {1x2 cell}
>Anne Black’ {1x2 cell}
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>> woman{2,2}{1} 7 (vaha zeny 2)

ans =

56kg

>> woman{2,2}{2}(2) 7 obvod pasu 2. zeny
ans =

57

2.3.4 Vypis obsahti bunék

Zavolanim funkce celldisp mizeme vypsat obsahy vSech bunék pole najednou.

>> celldisp (woman)

woman{1,1}

Jonah Doe

woman{2,1}

Anne Black

woman{1,2}
90 60 91
woman{2,2} =

89 57 86

2.4 Struktury

Struktura se podoba poli bunék v tom, ze muze obsahovat libovolna smisend data.
Avsak k jejim polozkdm se nepristupuje pres ¢iselné indexy, ale prostrednictvim
nazvu polozek.

2.4.1 Konstrukce struktury

Strukturu muzeme vytvorit postupnym pridavanim polozek, celou najednou nebo
kombinaci obého.
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Postupné pridavani polozek Podobné jako pole bunék, je i struktura dyna-
micky realokovana, takze pri nastaveni hodnoty neexistujici polozky je tato polozka
automaticky vytvorena.

>> Jzajisti, aby odstranenti studenta, byl-17i jiz v pamett
>> clear student;

>> student.jmeno = ’John Doe’;
>> student.predmet = 'LANM’;
>> student.znamky = [1 2 1];

>> student
student =
jmeno: ’John Doe’

predmet: ’LAM’
znamky: [1 2 1]

Vytvoreni celé struktury najednou Pomoci funkce struct mizeme vytvorit
celou strukturu najednou. Stiidavé zadavame nazvy polozek a jejich hodnoty.

>> student = struct(’jmeno’,’John Doe’,
>predmet’,’LAM’,’znamky’,[1 2 1]1)

student =
jmeno: ’“John Doe’

predmet: ’LAM’
znamky: [1 2 1]

2.4.2 Pristup k polozkam struktury

Pro ziskdni hodnoty polozky struktury lze pouzit teckovou syntaxi nebo funkci
getfield. Ta umoznuje proménny nézev polozky. Pro vlozeni hodnoty muzeme
uzit teckovou syntaxi nebo funkci setfield.

>> sjmeno = student. jmeno 4 Vrati jmeno studenta, 1. zp.
sjmeno =

John Doe

>> sjmeno = getfield(student,’jmeno’) 7 2. zp.

sjmeno =

John Doe




2.4 Struktury 25

>> ) 2. zp. umoznuje pouzit nazev polozky ulozeny v promenne

field = ’jmeno’; sjmeno = getfield(student,field)
sjmeno =
John Doe
>> sznamka = student.znamky(2) J Vrati 2. znamku studenta
sznamka =
2

>> J Nastavi jmeno studenta, 1.2zp.

student. jmeno = ’Jimmy White’;

>> ) 2.2zp., umoznuje pouzit nazev polozky ulozeny v promenne
student = setfield(student,’ jmeno’,’Jimmy White’)

student =
jmeno: ’Jimmy White’

predmet: ’LAM’
znamky: [1 2 1]

2.4.3 Vnorovani struktur

Podobné jako bunka, miize téz polozka struktury obsahovat libovolna data vcetné
pole nebo struktury. Struktury mitizeme vnotrovat do sebe. Piistup do vnorené struk-
tury je jednoduchy, miizeme pouzit zretézenou teckovou syntaxi.

>> student=struct(’ jmeno’,’John Doe’,’predmet’,’LAM’ ,...
’znamky’,struct(’testl’,1,’test2’,2,’zkouska’,1));
>> student.znamky / Vypis obsahu wvnorenme struktury
ans =
testl: 1
test2: 2
zkouska: 1

>> student.znamky.testl J Pristup k polozce wnorene struktury

ans =

2.4.4 Test existence polozky

Jak zjistit, zda dana struktura obsahuje danou polozku?
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>> ) Test, zda polozka ’jmeno’ ezxzistuje ve strukture student
>> isfield(student,’ jmeno’)

ans =

>> ) Test, zda polozky ’jmeno’,’znament ’
4 existuji ve strukture student
>> isfield(student ,{’ jmeno’,’znameni’})

ans =

2.5 Skripty

Skripty slouzi k tomu, abychom jednim, nami definovanym piikazem spustili celou
posloupnost piikaz misto toho, abychom je pokazdé ruéné spoustéli jeden za dru-
hym. Funkce navic mohou prijimat vstupni argumenty ovliviiujici priabéh vypoctu
a vysledky vypocti mohou byt vraceny jako vystupni argumenty. Funkce probereme
v oddile 2.8.

Psani skriptt je velmi jednoduché. Prikazem edit se otevie novy panel Editor.
Lze to provést také jinymi zptisoby!:

e kliknuti na ikonku New Script v panelu nastroji

e klik pravym tlacitkem do panelu Current Folder a vybér New File > Script.
e vybér File > New > Script. v hlavnim menu

e stisknuti klavesové zkratky Ctrl+N

Do editoru nyni mtzeme vepsat libovolnou posloupnost ptikazi v jazyce Matlab
uplné stejné jako do Command Window. Zkusme napt. vepsat sérii prikazi z od-
dilu 2.1.82%, kterd vede k vytvofeni matice c:

A = magic(4);

B = A; / zkopiruje A do B

B(:,1) = [1; 7 smaze pruni sloupec B

B([1 3]1,:) = [1 % smaze pruni a treti radek B
C = [B B+10; B+10 B]

'Podobné jako v jinych programech s graf. uziv. rozhranim tedy existuje nékdy mnoho moznosti
jak provést tu samou akci, zdlezi jen na vaSich preferencich. Dalsi prikazy jiz takto podrobné
rozebirat nebudeme.

2nejjednoduseji copy&paste z panelu Command History
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Pak skript uloZime do souboru kliknutim na ikonku Save!. Pojmenujte jej napft.
generateC.m. Piipona .m je dilezitd; soubory s touto ptiponou jsou Matlabem
indexovény a lze je spustit. Rikame jim M-soubory (M-files). Pokud je skript ulozen
v aktudlnim adreséfi?, je od této chvile pro Matlab viditelny a rozsiiuje sadu pifkazi,
které lze spustit. Spustime jej tedy zadanim jeho nazvu v Command Window:

>> generateC

B =
11 10
14 15 1

Cc =
11 10 8 21 20 18
14 15 1 24 25 11
21 20 18 11 10 8
24 25 11 14 15 1

Neni prekvapenim, ze se vypsaly vracené hodnoty B a C, protoze prislusné prikazy
nejsou ukonceny strednikem.
Déle si viimnéte, Ze proménné ziistaly v pracovnim prostoru?:

>> who

Your variables are:

A B C

To je pro skripty typické: vsSechny promenné vytvorené za béhu skriptu zustdvaji
v pracovnim prostoru, dokud je nesmazZeme.

2.6 Textovy vystup do prikazové radky

Jiz jsme vidéli, ze Matlab vypisuje vracené hodnoty u prikazi, jez nejsou zakonceny
sttednikem. Nyni se podivejme na funkce Matlabu, které umoznuji sofistikovanéjsi
textovy vystup do prikazové radky. Funkce disp vypiSe pouze hodnotu proménné
a nic vic:

>> str = [’MiG-’ num2str(21)];
>> str

str =

MiG-21

Inebo File / Save nebo klavesovou zkratkou Ctrl+S.
2adreséf, ktery vidime v fadku Current Folder v panelu nastroji a v panelu Current Folder
3vizte také obsah panelu Workspace
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>> disp(str)
MiG-21

>> disp([1 22; 33 4]1);
1 22
33 4

Funkce fprintf (kapitola 3) umoznuje formatovany vystup. Je podobné funkci
sprintf (viz 2.2.2), ale vystup jde do piikazové fadky a ne do fetézce:

>> T=1323.56; fprintf(’Teplota\nT =710.4fK\n’, T)
Teplota
T = 1323.5600K

2.7 Rizeni toku programu

Nyni se sezndmime s prikazy, které ndam umozni psat skutecéné algoritmy. Redlné
kédy musi pti svém béhu reagovat na data, vétvit se na zdkladé logickych podminek
a iterovat, tj. opakovat stejnou sadu piikazt, dokud neni splnéna urcita podminka.
Byt 1ze toto ¢init i v prikazové radce, vyznam to méa zejména pro skripty a funkce,
o kterych bude nyni fec.

2.7.1 Podminkovy blok (if-elseif-else)

Zékladnim zptsobem vétveni programu je konstrukce if-elseif-else-end. Obecné
vypada takto:

if podminkal

/ prikazy, jez se provedou prt splmeni podminkal
elseif podminka2

/% prikazy, jez se provedou, pokud neni splnena

% podminkal a zaroven je splmena podminkaZ
else

/% prikazy, ktere se provedou v ostatnich pripadech
end J konec if

Jak vidime, ukoncuje se klicovym slovem end. A zde mame konkrétni priklad:

if n <= 0
% Je-1lt n zaporne mnebo nulove, zobraz zpravu.
disp(’Vstupni argument n musi byt kladny!’);

a = NalN;

elseif rem(n,2) == 0
% Je-1i n>0 a sude, podel ho 2.
a = n/2;

else

4 Je-1t n>0 a liche, zvetsi ho o 1 a podel 2.
a = (n+1)/2;
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end

Tento kousek kodu mtzeme ulozit jako ex1.m. Podivejme se, jak skript ex1 reaguje
na ruzné hodnoty n:

> n = -10; exl; a
Vstupni argument n musi byt kladny!

a =
NaN

> n = 10; exl; a
a =

5
> n = 7; exl; a
a =

4

Matlab podporuje i maticové podminky:

if A>=0
% pokud jsou vsechny prvky A>=0 ruzne od nuly
disp(sqrt(A));

else
disp(’A neni nezaporne’)

end

Po ulozeni do souboru ex2.m ménime A, monitorujeme logickou matici A>=0 a spous-
time skript ex2:

>> A=[1 4; -9 1]; A>=0, ex2

A neni nezaporne
>> A=[1 4; 9 1]; A>=0, ex2

ans =

w =
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2.7.2 Vyhybkovy blok (switch-case-otherwise)

Nékdy je vhodnéjsi pouzit ponékud specialnéjsi konstrukei switch-case-otherwise-
end, kdy béh programu pokracuje za navéstim case odpovidajicim hodnoté tidici
proménné a pred nasledujicim navéstim case vyskoc¢i ven z bloku switch az za end.
Kod za navéstim otherwise je pouzit tehdy, kdyz hodnoté tidici proménné neodpo-
vida zadné naveésti case.

switch var
case 1
disp(’var is 17)
case {2,3,4%}
disp(’var is 2 or 3 or 47)
case 5
disp(’var is 57)
otherwise
disp(’var is something else’)
end

Po uloZeni do souboru ex3.m ménime x a spoustime skript ex2:

>> x=1; ex3

x is 1

>> x=3; ex3

x is 2 or 3 or 4

>> x=5; ex3

x is b

>> x=9; ex3

X is something else

Tento priklad by se dal ekvivalentné, ale méné ¢itelné napsat pomoci if-elseif-else

—end:

if x==
disp(’x is
elseif x==2 ||
disp(’x is
elseif x==
disp(’x is 57)
else
disp(’x is something else’)

N M
o~
I~

w

(o]
R
o) —
(o]
R
o
.

end

2.7.3 Cyklus s podminkou (while)

Kdyz béh programu dorazi do bloku while-end, vyhodnoti podminku. Pokud neni
splnéna, skoci za end, jinak pokracuje dalsim radkem az po prislusny end, nacez skoci
zpét na while a pribéh se opakuje, a tak kod iteruje.

n = 1;
while prod(1:n) < 1el0
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end
disp(n-1);

Uvedeny koéd vypise 13. Proc?

2.7.4 Cyklus se znaAmym poctem iteraci (for)

Oproti while se cyklus for pouziva tehdy, kdyz je jiz pfed vstupem do smycky znam
pocet iteraci. Zpravidla se pouziva pro iterovani nad polem. Sleduje se hodnota
iteracni proménné, ktera se pti kazdém prichodu zvysuje nebo snizuje o konstantu
(zpravidla 1). Colon operator zde nevytvari novy vektor, ale uréuje, v jakém rozmezi
pujde iterac¢ni proménna.

x=zeros (1,6);

x(1)=1;

for i=2:length(x)
x(1)=2*x(i-1);

end

X

Uvedeny kéd vypise hodnoty 1 2 4 8 16 32.
Poznamejme, Ze cykly lze libovolné vnorovat jako zde:

A=[1;
m=3; n=2;
A=zeros (3,2);
for i=1:m
for j=1:n
A(i,j)=1i"j;
end
end

Také napt. v téle cyklu for mize byt cyklus while a naopak, mize zde byt libovolné
vétveni, zkratka libovolny kod...

2.7.5 Preruseni cyklu (break, continue)

Prikazy break a continue slouzi k Tizeni cyklu zevniti. Piikaz break iplné prerusuje
smycku a presméruje béh programu az za end ukoncujici cyklus. Piikaz continue
ukoncuje aktualni iteraci a presméruje béh programu zpét na while nebo for.

A=[0 1 23212345 1];

/4 Pokud je soucet prvku j-teho sloupce mensi nez 3,
/% pak se temto soucet nevytiskne
disp(’smycka 17);
for j=A
s=sum(j);
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% Je-1%i splmeno, preskoc nasledujici prikazy
% a jdi ma dalsi sloupec
if s<3; continue; end;

disp(s);
end

Tento kéd vypise:

smycka 1
3

3

2.8 Funkce

Funkee se odlisuji od skriptu tim, Ze akceptuji vstupni argumenty (Zadny, jeden nebo
vice) a vraceji vystupni argumenty (zadny, jeden nebo vice).

2.8.1 Zakladni struktura funkce

Otevieme okno editoru stejné jako v pripadé psani skriptu (viz 2.5) a mizeme do
néj vepsat tuto zakladni strukturu funkce:

function [vystupl, vystup2] = nazevFunkce(vstupl, vstup2)
ANAZEVFUNKCE strucny poptis (H1)
Podrobna napoveda k funkc?

SRR W W

See also jinaFunkcel, jinaFunkceZ,

end

Lze také pouzit nabidku File > New > Function, v tomto pripadé dostaneme pred-
pripravené télo funkce. Mtizeme ji ulozit do souboru nazevFunkce.m.

vvvvv

stanovujeme nazev funkce a jeji vstupni a vystupni argumenty. Nazev funkce musi




2.8 Funkce 33

byt stejny jako je nazev daného M-souboru. Do kulatych zavorek za nazev funkce
uvadime vstupni argumenty oddélené ¢arkami. Vystupni argumenty uvadime do hra-
natych zavorek pred znak rovnitka a nazev funkce. Pro jeden nebo zadny argument
muzeme pouzit zjednoduseny zapis deklarace:

function funkcel % zadne argumenty
function funkce2(vstup) /% pouze jeden vstupni argument
function vystup = funkce3 / pouze jeden wvystupni argument

Vratme se k prvnimu vypisu. Radky 2 aZ 6 jsou komentéfe, které ale Matlab in-
terpretuje specialné. Radek 2, takzvany H1, obsahuje nazev funkce (podle konvenci
velkymi pismeny) a jednoradkovy popis funkce. Tento Tadek je zobrazen, pokud vo-
ldme help nad celym adresafem ! nebo pfi pouziti funkce lookfor, kterd prohledava
viechny M-soubory v Matlabem sledovanych adresaiich?:

>> help(pwd) 7/ pwd vraci aktuani adresar
Contents of hapO14:

nazevFunkce - strucny popis (H1)

>> lookfor nazevFunkce
nazevFunkce - strucny popis (H1)

Rédky 3 az 6 obsahuji podrobny popis funkce, zpravidla se uvadi rtizné moznosti
volani funkce, ptiklady pouziti apod. Za vyrazem "See also" se uvadéji nazvy souvi-
sejicich funkci, Matlab je automaticky zobrazuje jako hypertextové odkazy, pokud
jsou to pro néj viditelné funkce. Dobrym prikladem podrobné napsané napovedy je
napf. help rand. V pripadé nasi prvni funkce uvidime toto:

>> help nazevFunkce
NAZEVFUNKCE strucny popis (H1)
Podrobna napoveda k funkci

See also jinaFunkcel, jinaFunkce2,

Réadky pod tivodnim komentadfem (7 a dale) tvoii télo funkce, v tuto chvili je
prazdné, takze nase funkce nic nedéla:

>> nazevFunkce (1,2)
>>

Kic¢ové slovo end na konci funkce neni povinné, pokud v daném M-souboru uvadime
pouze jednu funkeci.

I Misto pwd mtizeme pouzit libovolnou adresdfovu cestu, vypisi se funkce v daném adresafi
2tzn. aktualni adresat pwd a adresdfe, které vypisuje path, viz help path
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2.8.2 Volani funkce

Pojdme si nyni napsat trochu rozumnéjsi funkci, ktera spocita zakladni statistiky
souboru dat z ulozeného jako vektor. Mizeme pouzit predchozi funkci jako sablonu.

function [mean_x,min_x,max_x,mode_x,med_x] = statistics(x)
% STATISTICS zakladni statistiky wvstupniho wvektoru z

V4 [mean_xz ,min_z,maz_x,mode_x,med_x] = STATISTICS (z) wraci
VA zakladni statistiky spoctene 2z ctiselnych dat ulozenych
VA ve vstupnim vektoru x:

Y4 mean_T - stredni hodnota

V4 min_z - minimum

V4 mazT_zT - mazimum

V4 mode_z - modus

V4 med_zx - median

A

/ See also mean, std, war, min, maxz, mode, median

/% Spocti zakladnti statistiky
mean_x=mean (x) ;
min_x=min(x) ;

max_x=max (x) ;
mode_x=mode (x) ;
med_x=median (x) ;

Nyni zkusme funkci zavolat:

>> compute_statistics

7?7 Input argument "x"

is undefined.

Error in ==> compute_statistics at 19
mean_x=mean (x); std_x=std(x); var_x=var(x);

Matlab hlasi chybu, protoze jsme nespecifikovali vstupni argument x. Tak jej za-
dejme:

> x = [1 22 3 3 3];
>> compute_statistics (x)

ans =

2.3333

Nespecifikovali jsme vystupni argumenty, Matlab automaticky vratil hodnotu prv-
niho, tedy meanx, ulozenou ve specialni proménné ans. Pokud chceme ziskat hodnoty
vsSech vystupnich argumentii, musime si o to explicitné tici. Staci vykopirovat de-
klaraci bez klicového slova function:

>> [mean_x ,min_x ,max_x ,mode_x,med_x] = statistics(x)
mean_x =

2.3333
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med_x =

2.5000

Vsimnéme si, Ze hranaté zavorky v tomto pripadé neznamenaji vektor, ale seznam
samostatnych proménnych.
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Kapitola 3

Nacitani a ukladani dat v Matlabu

Matlab umi nacitat fadu formati. Af se uz jedna o soubory textové, bindrni, exce-
lovské, grafické, ¢i zvukové. Nejcastéji se nacitaji textové a binarni soubory. Nejjed-
nodussi cestou, jak do Matlabu nacist externi data z disku, je pouziti privodce pro
import. Privodce umozni uzivateli najit potfebna data a definovat proménné pro
pouziti v pracovnim prostoru Matlabu.

Privodce importem spustime nasledujicim postupem:

e pres hlavni menu File>Import Data
e dvojklikem na soubor v aktualni slozce v adresarovém stromu Matlabu
e volanim funkce uiimport

Pokud nechceme vyuzit pravodce pro import dat, mizeme pouzit funkci importdata.

3.1 Import/Export souboru MAT

Mat soubor je bindrnim souborem, ktery obsahuje data z pracovniho prostredi
Matlabu. Nacist soubor mtzeme pomoci piikazu load(’filename.mat’). Pokud
soubor obsahuje vice dat, mizeme nacist pouze nékolik proménnych. Pokud tedy
soubor obsahuje vice proménnych, a uzivatel chce nac¢ist naptiklad pouze proménnou
X, prikaz load se pouzije takto load (’filename.mat’,’X’). Pro vypis proménnych,
které dany soubor obsahuje bez jejich nac¢teni, mizeme pouzit prikaz whos -file
filename.mat . Vystup tohoto prikazu je potom nasledujici:

whos -file data.mat

Name Size Bytes Class Attributes
X 720x540x3 1166400 wuint8

a 1x1 8 double

b 1x4 32 double

info 1x1 1890 struct
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Pro export dat z pracovniho prostredi mtizeme vyuzit prikazu save. Jeho po-
uziti je obdobné jako u prikazu load. VSechny polozky vytvorené v Matlabu se
ulozi do souboru filename.mat. save (’filename.mat’) Pokud chceme ulozit pouze
nékolik polozek, je opét nutné prikaz modifikovat zapsanim jmen danych veli¢in.
save(’filename.mat’,’X’)

A =101234; 67 8 9];

v =[9 12 -6 3.4 -65.21];

I = eye(4);

0 = omnes(2);

Z = zeros (3);

z1l = ’matlab’;

z2 = ’program’;

z3 = ’je’;

z4 = ’Dnes je ctvrtek a spatne pocasi!’;

Zulozeni a nactent objektu v pracovnim prostoru

save moje.mat; % Ulozi vsechny objekty do souboru
save A.txt A -ASCII; / Teztowe

save A.mat A;
load moje.mat;
load A.txt;
load A.mat;

S

Binarne
Ulozi wsechny objekty do souboru
Textove

SRR A AW

Binarne

3.2 Import textovych soubort

Pro otevieni binarniho souboru nam slouzi funkce fopen, kterd mé jako para-
metr jméno souboru, ktery chceme oteviit a vraci identifikdtor, na ktery se déle
odkazujeme napiiklad pii ¢teni ze souboru nebo pri uzavirani souboru. (fid =
fopen(filename)) Pokud se nepodari soubor oteviit, identifikitor je roven -1. Pro
nacteni binarnich dat ze souboru se pouziva funkce fread. Této funkci davame jako
argument identifikator, ktery nam vratila funkce fopen. Nactena data se ukladaji
do matice (A = fread(fid)). Tento priklad by byl pro naéteni celého souboru do
matice A. V nékterych pripadech potirebujeme nacist jenom urcitou ¢ast a k tomu
pouzijeme dalsi parametr SIZE (A = fread(fid,size)), kde size mize byt ¢islo
N. Pro nacteni N polozek ze sloupcového vektoru, nebo inf pro c¢teni dat az do
konce souboru, nebo [M,N] pro nacteni matice polozek o rozmérech M x N. Pro
zapis do binarniho souboru se nejcasteji pouziva funkce fwrite, ktera ma dva para-
metry. Prvni je £id neboli identifikator na konkrétni soubor, ktery jsme si otevteli
a druhy parametr je to, co chceme do souboru zapsat. Tato funkce vraci pocet ele-
ment1, které byly uspésne zapsany do souboru. Funkce fprintf zapisuje data do
souboru ve zvoleném formétu. (COUNT = fprintf(fid,format,A,...)), kde fid je
opét identifikator otevieného souboru, format je zvoleny forméat, jakym se méa do
souboru zapisovat, A je proménna (matice), kterd se ma zapsat. Tii tecky rikaji, ze
muzeme soucasné zapsat vice proménnych. count je pocet tspésné zapsanych baitt.
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Kdyz se zapisi formatované data do souboru, musime je také zpét nacist. K tomu
slouzi funkce fscanf. ([A,COUNT] = fscan(fid,format,size)), fid je identifika-
tor souboru, format je formét v jakém se ma nacitat, size je stejné jako u funkce
fread parametr, ktery rika kolik toho chceme nacist. Vystupni parametr A je matice,
do které nacitame a COUNT je pocet elementti, které jsme nacetli. Funkce fgets cte
radek ze souboru a nechava v ném znak nového radku narozdil od funkce fgetl. Po-
kud nastala chyba pii praci se souborem, mtzeme si ji zjistit pomoci funkce ferror.
(MESSAGE = ferror(fid)), kde fid je identifikdtor souboru.

Pro praci s textovymi soubory nejvice pouzivime funkce dlmread, dlmwrite,
textscan. Funkce dlmread ¢te numericka data ze ASCII souboru. Parametrem je
pfimo jméno souboru. (napt. A = dlmread(’filename.txt’,",range)) Nacte ob-
sah souboru ’filename.txt’ s oddélova¢em nt (tabuldtor) do matice A v zadaném
rozsahu, kde v range zadavame levy horni a pravy dolni roh v datech. (napf. range
= [1 0 12 10]) Funkce dlmwrite zapisuje textovy soubor s definovanym oddélova-
¢em. (napf. A = dlmwrite(’filename.txt’,matice,’,’)) ZapiSe proménnou ma-
tice do sourboru filename.txt, ve kterém jsou jednotlivé prvky oddéleny carkou.
Funkce textscan ¢te formétované data nebo fetézec. C = textscan(fid,’format’)),
kde fid je identifikator otevieného souboru, format je format nacitaného souboru
a C je pole bunék. Pokud chceme nacitat a zapisovat ASCII data oddélenych ¢arkou,
muzeme pouzit funkce csvread a csvwrite.

fidl = fopen(’souborl.dat’,’w’);

if fidl == -1
message = ferror(fidl);
disp(message) ;

else
count = fwrite(fidl, A);
count = fwrite(fidl, v);

count = fwrite(fidl, z4);
fclose(fidl) ;
end
/nacteni bimarniho souboru
fid2 = fopen(’souborl.dat’, ’r’);
if fid2 == -1
message = ferror (£fid2);
disp(message)
else
AA = fread(fid2,[2,4]);
fclose(fid2) ;
end
Avytvoreni textoveho souboru
£fid3 = fopen(’soubor2.txt’,’wt’);
if £id3 == -1
message = ferror (£id3);
disp(message) ;
else
x = 0:.1:1;
y = [x5exp(x)]’;
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fprintf (£id3, Exponential Function\n\n’);
fprintf (£id3, %10.3f %10.5f\n’, y);
status = fclose(fid3);

end

Jnacteni textoveho souboru

fid4 = fopen(’soubor2.txt’,’rt’);

title = fgetl (fid4);

[table, count] = fscanf (fid4,’%f’,[11 2]1);

status = fclose(fid4) ;

Pro nacitani xls souboru z MS Excel se pouziva funkce xlsread. (napt. A =
xlsread(’filename.x1ls’,’1list2’,’A5:E5”)). Data se na¢tou v rozsahu bunék
A2 az Eb z listu2 ze souboru filename.x1s.

3.3 Import obrazki

Pri nacitani obrazku si mtuzeme zvolit z mnoha formatu. Matlab zpracovava tii typy
rastrovych obrazi:

e indexované (vztah mezi tdaji v matici obrazu - indexy a barevnou skalou).
Pokud je matice obrazu tridy double, odpovida prvni bod této matice prvnimu
radku barevné skaly. Jsou-li data tiidy wint8, nebo wint16, odpovida prvni bod
matice obrazu druhého radku skaly, druhy bod tretimu, atd. Je zde posunuti
ol

e ve skéle Sedi (intensity images) kazdy prvek datové matice odpovida jednomu
pixelu v obraze, data mohou byt ve tride double, wint8 a uint16.

e RGB (truecolor), barva 1 pixelu se skladé ze tii barev ¢ervené, zelené a modré.
Nejvyssi hodnota, jakou miizeme kazdé barvé nastavit, je 1 a nejnizsi 0 pti re-
prezentaci double a 0 az 255 pti reprezentaci wint§. Podle toho, jaké kombinace
hodnot u jednotlivych barev pouzijeme, dostaneme vyslednou barvu.

Pro ¢teni rastrovych obrazku vétSinou pouzivame tyto funkce: imread, image,
imfinfo. Jednou z moznosti nacteni obrazku je funkce imread, kterda ma parametry
FILENAME a FMT, kde FILENAME je jméno souboru v apostrofech a FMT je
text, ktery specifikuje format nacitaného souboru. Tato funkce nam vraci matici,
ktera ma rozmeéry podle obrazku a zvoleného formatu, napriklad

I-gb = 1mread(’fllenamejpg’ F) ;Jpg,) ;

Funkce imread podporuje tyto forméty obrazku: JPEG(Joint Photographic Ex-
perts Group), TIFF(Tagged Image File Format), GIF(Graphics Interchange For-
mat), BMP(Windows Bitmap), PNG(Portable Network Graphics), CUR(Cursor
File), HDF(Hierarchical Data Format) atd. viz. help Matlabu.

Pro ziskani informaci o grafickém souboru lze pouzit piikaz imfinfo. Tento pti-
kaz vraci strukturu obsahujici informace o obrazku, které jsou ulozeny v souboru na
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disku. Napriklad pro obrazek pejsek.jpg ziskame informace o tomto souboru zada-

nim info = imfinfo(’pejsek.jpg’). Potom struktura info obsahuje nasledujici
informace:
info =
Filename: ’pejsek.jpg’
FileModDate: ’16-8-2011 09:29:09’
FileSize: 130123
Format: ’jpg’
FormatVersion: ’’
Width: 540
Height: 720
BitDepth: 24
ColorType: ’truecolor’
FormatSignature: ’’
Number(QOfSamples: 3
CodingMethod: ’Huffman’
CodingProcess: ’Sequential’
Comment :

Pro nacteni tohoto obrazku mtizeme pouzit piikaz

pejsek = imread(’pejsek.jpg’,’jpg’)

V pracovnim prostoru Matlabu se nam objevi trojrozmérné pole pejsek. Pro
zobrazeni nacteného obrazku pouzijeme piikaz image (pejsek) (obr. (3.1)).
Spravné zobrazeni pomeéru stran zajistime pomoci prikazu axis equal.

3.4 Import zvukovych a video souborii

Matlab umi pracovat i s multimedialnimi soubory jako je video a audio signal. Audio
signal je v souboru reprezentovan jako série vzorka zachycujici amplitudu zvuku
v case. Vzorkovaci frekvence je pocet samostatnych vzorkl za vterinu v Hertzech.
Presnost vzorku je zavisla na bitové hloubce, to jest na poctu bitt na vzorek, coz
je dano dostupnym hardware. Funkce v Matlabu pouzivaji pro ¢teni a ukladani
mono signalu jeden sloupcovy vektor a pro stereo signal dva vektory ulozené v jedné
matici. Pro stereo signdl obsahuje prvni sloupec levy kandl a druhy sloupec pravy
kanal. Audio soubor mtizeme do Matlabu nacist pres menu File>Data Import, nebo
napiiklad pro nacteni souboru s koncovkou WAV muzeme pouzit piikaz wavread.
Tento prikaz ma jeden vstup FILENAME a dva vystupy Y, Fs, kde Y je signél a F's
je vzorkovaci frekvence. Priklad pouziti prikazu:
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Obrazek 3.1: Vystup piikazu image (pejsek)

[shortWave Fs] = wavread(’shortWave.wav’)

Pro prehrani zvukové stopy je potieba vytvorit objekt audioplayeru Matlabu a na-
sledné prehrat tento objekt prikazem play.

ShortWave_Object = audioplayer(ShortWave, Fs);
play(ShortWave_0Object)

08

Obrazek 3.2: Zobrazeni signalu Short Wave

Zvukovou stopu si muzete poslechnout zde:
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Stejné jako u obrazki, je i u audia a videa mozné zobrazit informace od daném
multimedialnim souboru.

info = mmfileinfo(’shortWave.wav’);

info
Filename: ’shortWave.wav’
Path: ’d:\LA\Audio\Radio’
Duration: 6.5976
Audio: [1x1 struct]
Video: [1x1 struct]

info.Audio =
Format: ’PCM’
NumberOfChannels: 1

Pro import videa ze souboru mtzeme opét vyuzit nac¢itani pres menu File>Data
Import, nebo pres prikazovou tadku, kde je nutné vytvorit multimedialni objekt
pomoci prikazu mmreader, a dale nacteni videa probéhne pomoci piikazu read.
Informace o videu lze vyvolat pomoci prikazu get s argumentem multimedialniho
objektu.

vidObject = mmreader(’video.avi’);
vidFrames = read(vidObject);
info = get(vidObject)

info =
Duration: 0.6250
Name: ’spring.avi’
Path: ’d:\LA\Video’
Tag: 7’
Type: ’mmreader’
UserData: []
BitsPerPixel: 24
FrameRate: 24.0000
Height: 688
NumberOfFrames: 15
VideoFormat: ’RGB24’
Width: 804

3.5 Cviceni

Textovy soubor mpdata.dat obsahuje dva materidlové modely. Prvni obsahuje ve-
liciny EX, PRXY, DENS a druhy obsahuje KXX,C. Prvni dvé konstanty prvniho
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materidlového modelu jsou definovany pro dvé odlisné teploty. Navrhnéte strukturu
MaterialModels a naplite ji z textového souboru.

Vypis Souboru mpdata.dat :

MPTEMP

MPTEMP, 1, 0.2000000E+02, 0.5000000E+03,

MPDATA,EX , 1, 1, 0.2100000E+06, 0.1900000E+06,
MPTEMP

MPTEMP, 1, 0.0000000E+00,

MPDATA,DENS, 1, 1, 0.7850000E-08,

MPTEMP

MPTEMP, 1, 0.2000000E+02, 0.5000000E+03,
MPDATA,PRXY, 1, 1, 0.3000000E+00, 0.3200000E+00,
MPTEMP

MPTEMP, 1, 0.0000000E+00,

MPDATA,KXX , 2, 1, 0.2000000E+02,

MPTEMP MPTEMP, 1, 0.0000000E+00,

MPDATA,C R 2, 1, 0.3000000E+03,
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Kapitola 4
GUI v Matlabu

GUI (graphical user interface) je grafické zobrazeni v jednom ¢i vice oknech obsa-
hujici komponenty pro interaktivni obsluhu a fizeni programu. GUI muize obsahovat
komponenty riznych typt, jako jsou menu, ikony, tlacitka, list boxy, editovatelné
texty nebo mohou umoznovat zobrazovani dat v podobé tabulek a obrazku. Nasle-
dujici obrazek ukazuje jednoduché GUI, které obsahuje komponenty:

e axes pro zobrazeni grafu
e pop-up menu, které umoznuje ménit prikazy matlabu
e staticky text pro popis pop-up menu

e tri tlacitka, kterd umoznuji zménu zobrazeni grafu

B A Simple GUI

Obréazek 4.1: Jednoduché GUI

Toto GUI funguje tak, ze uzivatel vybere prikaz z pop-up menu.

Kazda komponenta, i GUI samotné, méa jednu nebo vice rutin (spustitelnych
kéda Matlabu), kterym se 1ika tzv. callback funkce, které zadaji Matlab o provedeni
prislusné akce. Vyvolani definované callback funkce probéhne vzdy po urcité akci
provedené uzivatelem, napriklad stiskem tlacitka na obrazovce, zadanim fetézce,
nebo vybérem polozky z nabidky. GUI poté reaguje na uzivatelcké akce.
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4.1 Navrh GUI

P1i vytvareni grafického uzivatelského rozhrani je nejdulezitéjsi jeho navrh. Nez tedy
zacneme vytvaret GUI, je nutné rozhodnout

e kdo bude uzivatel GUI

e co od GUI ocekavame

e jak bude uzivatel s GUI pracovat

e jaké kompotenty bude GUI obsahovat pro splnéni funkénosti

Z tohoto vyétu je patrné, ze pri navrhu software musime nejdiive pochopit tucel
nového GUI a dale pochopit pozadavky pro uzivatelské ovladani aplikace.

Je dobré si nejdiive GUI rozvrhnout napriklad na papir, kde si miizeme radné
rozmyslet celkovy koncept a rozmisténi jednotlivych komponent. Tento postup velice
urychluje postup pfi nasledném vytvareni GUI.

Po zprovoznéni uzivatelského rozhrani je nutné jej otestovat pro ujisténi, ze se
chova v redlnych podminkach tak jak bylo zamysleno. Testovani je dobré svérit jiné
osobé nez je jeho tvurce, vzhledem ke snadnéjsimu odhaleni chyb (voli napiiklad
jiné cesty ovladani nez byly zamysleny tvircem).

4.2 Tvorba GUI

Matlab GUI je okno, které obsahuje ovladaci prvky, jejichz rozmisténi si miizeme
zvolit. Pomoci callback funkci muzete ovladat jednotlivé komponenty a ridit tak
chovani tzivatele pri pouzivani software.

GUI v Matlabu mtzeme vytvorit dvéma zptisoby:
e s pouzitim GUIDE (GUI Development Environment)
e vytvorenim souboru obsahujici kod tvorici GUI

Prvni pristup s pouzitim GUI Development Environment umoznuje uzivateli Matlabu
vytvorit graficky ndvrh GUI pomoci nastroje implementovaného v Matlabu.
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Obrézek 4.2: GUI Development Environment

GUIDE prii spusténi vytvori okno NameGUI.fig, ve kterém lze velice snadno
pomoci dostupnych ikon sestavit potiebny navrh GUI. Lze zde vkladat jednotlivé
komponenty a nastavovat jim pomoci okna Inspector jejich atributy. Lze jednoduse
serazovat, zarovnavat jednotliva tlacitka, vytvaret oddélené panely nebo vytvaret
menu. Po ulozeni navrhu GUI se vytvori dva soubory NameGUI fig a NameGUILm.
Prvni obsahuje okno s rozvrzenim polohy jednotlivych komponent, druhy je ridicim
kédem pro GUI. S pouzitim GUIDE lze poté snadno GUI ozivit ptidanim potfebnych
callback funkci.

GUTI lze ovSem vytvorit i pfimo pomoci primého naprogramovani. Lze tedy na-
psat pouze ridici kod GUI NameGUI.m, ktery bude obsahovat i vytvoteni jednotli-
vych komponent a pripadnou modifikaci jejich atributt.
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Priklad Vytvoreni jednoduchého GUI pro sé¢itani dvou cisel s vyuzitim GUIDE.
7§ moje_gui.fig — S=aE X

File Edit View Layout Tools Help
DEHE LR | 2B50d B% P>
@

Moje GUI

Ta.. Current Point: [183, 250] Position: [831, 969, 342, 261]

Obrazek 4.3: GUI pro soucet dvou ¢isel

Pro vytvoreni GUI podle obrazku potrebujeme tii zédkladni typy komponent a to:

e dvé editovatelna textova okna
e CtyTi staticka textova okna
e jedno tlacitko

Zadanim prikazu guide se spusti GUIDE quick start okno, kde zvolime Blank GUI
(Default). Poté se objevi nové GUI s moznosti pridani jednotlivych komponent.

= untitled1.fig e

File Edit View Layout Tools Help

DEd|smBoc (2R %P

&) :
— Stati

s Static

®

Static

Static

Edit Text Edit Text

=

4| I 3

Tag: figurel Current Point: [148, 314] Position: [831, 915, 437, 315]

Jednoduse tedy priddme do okna GUI vSechny potrebné komponenty, jak je vidét
na obrazku.

Déle mtzeme editovat jednotlivé vlastnosti komponent. Poklikanim na jednotlivé
komponenty se otevie Property Inspector, kde mizeme zménit jednotlivé atributy
prislusejici dané komponenté. Napiiklad pro nase GUI potfebujeme zménit parametr
String ze Static Text na +.
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B3 Inspector: uicontrol (tem.@lﬂu

String @ Static Text @ &
Style text &
‘ o=
| TooltipString L

Nastavime tedy jméno komponenty na Odpoved.

- u F=REi X
B4 Inspector: uicontrol (Od...

S
SelectionHighlight on |~

|+ SliderStep [0,0101]

| String o @
Style text d

I o
TooltipString 2=
UIContextMenu «<Nonex o -

Nyni by nas navrh gui mél vypadat nasledovné
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Dalsim krokem bude nastaveni atributi String a Tag pro editovatelné textové
pole. Jako jméno komponenty pro prvni cifru v souctu zvolime napt. cislo_1

a String nastavime na 0. Obdobné nastavime Tag pro druhé editovatelné pole na
cislo 2.

4 Inspector: uicontrol (cisl... lglﬂg

EREES
I Position 6125828135
SelectionHighlight on -
SliderStep [0,0101]
String 2o &
Style edit

TooltipString

Posledni komponentou pro editaci atributii je komponenta klikaciho tlacitka, kde
zménimé String napt. na Soucet.

B4 Inspector: wicontrol (pus... lg‘glg

Bu[ai] e =

# Position [1437/54212064.
SelectionHighlight on e

SliderStep [0,0101]
Sting ____[Hlfsouced 2
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|| TooltipString Ld 5

Po vhodném usporadani jednotlivych komponent by okno gui mélo vypadat jako
na nasledujicim obrazku.

. i) moje_gui.fig — -.El@ﬂ
File Edit View Layout Tools Help
NESH B9 | 2Bhd Y| P

]
Moje GUI

| < b
Ta.. CurrentPoint: [183,250]  Position: [831, 969, 342, 261]

Nyni mizeme GUI ulozit. Pii uklddani se vytvori dva soubory: moje_gui.fig
a moje_gui.m. Prvni ze souborti obsahuje okno pravé vytvoreného GUI a druhy
soubor obsahuje tidici kéd GUI, ktery je uveden nize.
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function varargout = moje_gui(varargin)
% MOJE_GUI M-file for moje_gui.fig

yA MOJE_GUI, by itself, creates a new MOJE_GUI or raises the existing

pA singletonx*.

b

yA H = MOJE_GUI returns the handle to a new MOJE_GUI or the handle to

pA the existing singletonx.

b

% MOJE_GUI(’CALLBACK’ ,hObject,eventData,handles,...) calls the local

pA function named CALLBACK in MOJE_GUI.M with the given input arguments.
b

pA MOJE _GUI(’Property’,’Value’,...) creates a new MOJE GUI or raises the
yA existing singleton*. Starting from the left, property value pairs are
yA applied to the GUI before moje_gui_OpeningFcn gets called. An

yA unrecognized property name or invalid value makes property application
pA stop. All inputs are passed to moje_gui_OpeningFcn via varargin.

b

yA *3ee GUI Options on GUIDE’s Tools menu. Choose "GUI allows only one
yA instance to run (singleton)".

b

% See also: GUIDE, GUIDATA, GUIHANDLES

% Edit the above text to modify the response to help moje_gui

% Last Modified by GUIDE v2.5 09-Sep-2011 00:50:36

% Begin initialization code - DO NOT EDIT

gui_Singleton = 1; gui_State = struct(’gui_Name’,mfilename,...
’gui_Singleton’, gui_Singleton,...
’gui OpeningFcn’, @moje_gui_ OpeningFcn, ...
’gui_OutputFcn’, O©@moje_gui_OutputFcn, ...
’gui_LayoutFen’, [1 , ...
‘gui_Callback’, [1);

if nargin && ischar(varargin{1})

gui_State.gui_Callback = str2func(varargin{1});
end

if nargout

[varargout{l:nargout}] = gui_mainfcn(gui_State, varargin{:});
else

gui_mainfcn(gui_State, varargin{:});

end
% End initialization code - DO NOT EDIT
% —-— Executes just before moje_gui is made visible.

function moje_gui_ OpeningFcn(hObject, eventdata, handles, varargin)
% This function has no output args, see OutputFcn.
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b
b
b
b
b

hObject handle to figure

eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
handles structure with handles and user data (see GUIDATA)
varargin  command line arguments to moje_gui (see VARARGIN)
Choose default command line output for moje_gui

handles.output = hObject;

T

Update handles structure

guidata(hObject, handles);

b
b
b

UIWAIT makes moje_gui wait for user response (see UIRESUME)
uiwait(handles.figurel);
—— Outputs from this function are returned to the command line.

function varargout = moje_gui_OutputFcn(hObject, eventdata, handles)

b
b
b
b
b

varargout cell array for returning output args (see VARARGOUT) ;
hObject handle to figure

eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
handles structure with handles and user data (see GUIDATA)

Get default command line output from handles structure

varargout{1} = handles.output;
function cislo_1_Callback(hObject, eventdata, handles)

h
b
b
b
b
h

hObject handle to cislo_1 (see GCBO)
eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
handles structure with handles and user data (see GUIDATA)
Hints: get(hObject,’String’) returns contents of cislo_1 as text
str2double(get (hObject,’String’)) returns contents of cislo_1 as a double
—-- Executes during object creation, after setting all properties.

function cislo_1 CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

b
b
o
b
b

hObject handle to cislo_1 (see GCBO)
eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
handles empty - handles not created until after all CreateFcns called
Hint: edit controls usually have a white background on Windows.

See ISPC and COMPUTER.

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’)
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set (hObject, ’BackgroundColor’, ’white’);

end

function cislo_2 Callback(hObject, eventdata, handles)

b
b
b
h
b
b

hObject handle to cislo_2 (see GCBO)
eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
handles structure with handles and user data (see GUIDATA)
Hints: get(hObject,’String’) returns contents of cislo_2 as text
str2double(get (hObject,’String’)) returns contents of cislo_2 as a double
-—- Executes during object creation, after setting all properties.



52 GUI v Matlabu

function cislo_2 CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to cislo_2 (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB

% handles empty - handles not created until after all CreateFcns called

% Hint: edit controls usually have a white background on Windows.
T See ISPC and COMPUTER.
if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’)
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))
set (hObject, ’BackgroundColor’,’white’);
end

% —— Executes on button press in pushbuttonl.

function pushbuttonl_Callback(hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to pushbuttonl (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles structure with handles and user data (see GUIDATA)

Nyni 1ze snadno editaci jednotlivych callback funkci vytvorit funkéni GUI. Jako
prvni pridame funkénost editovatelnym textovim polim. Takze do funkce:

function cislo_1_Callback(hObject, eventdata, handles)
% hObject handle to cislo_1 (see GCBO)
% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB

% handles structure with handles and user data (see GUIDATA)
% Hints: get(hObject,’String’) returns contents of cislo_1 as text
yA str2double(get (hObject,’String’)) returns contents of cislo_1 as a double

pridame néasledujici radky
vstup = str2num(get(hObject,’String’));

if (isempty(vstup))

set (hObject,’String’,’0’)
end
guidata(hObject, handles);

Tato cast kodu zajistuje spravnost zadaného vstupu. Je mozné zadavat pouze
¢iselné hodnoty. Posledni tadek aktualizuje ukazatele v GUI, neboli zachovava ak-
tualni ukazatele vzdy po volani callback funkce. Stejnou ¢ast kédu mizeme vlozit
i do funkce cislo_2_ Callback.

Nyni budeme editovat callback funkci pro tlacitko Soucet
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%» —-- Executes on button press in pushbuttonl.

function pushbuttonl_Callback(hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to pushbuttonl (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles structure with handles and user data (see GUIDATA)

pridanim kédu

a = get(handles.cislo_1,’String’);
b = get(handles.cislo_2,’String’);
SOUCET = str2num(a) + str2num(b);
¢ = num2str (SOUCET) ;

set (handles.0dpoved,’String’,c);
guidata(hObject, handles);

Prvni dva tadky po stisku tlacitka Soucet pritadi string v editovatelnych polich
do proménnych a, b, dale se provede soucet téchto dvou ¢isel a nastavi se vysledny
soucet do statického textu jako vystup pomoci prikazu set. Po ulozeni téchto zmén,
lze GUI spustit ptikazem moje_ GUI.
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Cast IT

Soustavy rovnic
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Kapitola 5

Obecné reseni soustav linearnich
rovinic

5.1 Preurcéena soustava rovnic
Zacnéme motivacnim prikladem.

u

A e zméfené hodnoty
e aproximace

nedeformovana

pruzina A, i
.................................................................... — p |
% TR
% = L7,
0 1

Obrazek 5.1: Pruzina.

Na obr. 5.1 je pruzina, u které chceme definovat zavislost mezi deformaci u a silou
f. Pokud roste tuhost s deformaci, obvykle se uvazuje kubicka zavislost

f(u) = kyu + kou®. (5.1)

Na obr. 5.1 je zakresleno nékolik pripadii zatizeni. Pruzina je nejprve nedoformovana,
v dalsich krocich se postupné zatézuje znamymi silami a vzniklé posuvy jsou méreny.
Vektor zmé&Fenych posunuti &t = (iy, @y, - -+ ,1,)7 je sparovan s vektorem znamych sil
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f= (fl, fg, e ,fn)T. Podle rovnice (5.1) muzeme pro nezname tuhostni paremetry
k1 a ko psat

Jil = kit + kol

fa = kills + kol
Fu = Kattn + kyti?,

nebo maticovou symbolikou A
f = Uk, (5.2)

4, 4 i, \

L By -

U:<a2 a2 ... @g> :
1 2

n

kde

Obecné nemusi existovat zadny vektor k = (k1, k2)”, pro ktery by rovnost v (5.2)
platila, coz lze jednoduse ukézat. Experimentator provede méreni pro silu 30 N,
nasledné pro 60 N a opét pro 30 N. Zjisti, zZe aby docilil v poslednim méteni stejné
deformace jako v méfeni prvnim, musi silu navysit o 0.05 N na 30.05 N. Rozdil sil
muze byt zpusoben napf. chybnym odec¢itanim z pouzitého méridla, nebo zménou
teploty, na ktera tuhost pruziny také zavisi. Nezavisle na pri¢iné jsme obdrzeli tii
rovnice:
méfent 1. £12.9 + £22.9% = 30
méfen{ IT. k5.6 + k25.6> = 60
méfent IIL. £12.9 + £22.9° = 30.05,

z nichz 1. a III. se lisi pouze pravou stranou. Proto pro vzniklou soustavu neexistuje
zadna dvojce kq, ko (resp. vektor k), pro kterou by byly rovnice 1. a III. splnény
soucasné (f ¢ ImU). Zavedme tzv. reziduum ve tvaru

r=1f—-Uk
a vektor k hledejme takovy, pro ktery bude ||r|| minimélni (konvexni funkce majici

pravé jedno minimum).

5.1.1 Reseni preurcenych soustav
Metoda nejmensich ¢tverci

Se znalosti vlastnosti ||r|| zavedme
ell? = (x, x) = (£ £) + (UK, Uk) -2 (£, UK), (5.3)

coz je hladké konvexni funkce majici jediné minimum (shodné s min (||r||)). Mini-
malizaci ||r||? obdrzime

k= (UTU) UL (5.4)
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Mooreova-Penroseova inverze

Stejné TeSeni dostaneme aplikaci U™ na vektor pravych stran, coz je tzv. Moore-
ova-Penroseova inverze a muzeme ji spocitat pomoci SVD rozkladu (kapitola 13).
Koeficienty tuhosti obdrzime z

k = U'f. (5.5)

QR rozklad

V Matlabu Ize tlohu vytesit dle k = U\f . Pro obdélnikovou matici se vzdy pouzije
QR rozklad. Chceme-li pracovat s maticemi primo, muzeme zapsat prikaz [Q,R]=
qr(U,0). Jelikoz U je obdélnikova, druhy argument ,0“ zajisti, Ze matice R bude
¢tvercova (R mé obecné shodny rozmér jako matice na vstupu) a hledany vektor
spocteme dle

k=R 'Q'f. (5.6)

Priklad 5.1.

Pruzina dole pevné uchycena je na druhém konci postupné zatézovana hodno-
tami sil 30, 60, 30.05 a 90 Newtonl a vychylky k tomu zmérené jsou 2.9, 5.6, 2.9
a 8.2 milimetri. Vypocitejte konstanty k; a ky v rovnici (5.1). Nejprve sestavime

A

potifebnou matici U a vektor f:

29 841 30

2.6 31.36 A 60
U= 2.9 841  I= 30.05

8.2 67.24 90

Nyni staci vybrat jeden z postupi (5.4), (5.5), (5.6) a vyfesenim obdrzime hledané
konstanty
k1 = 10.0489 a ko = 0.1138.

Zpétnym dosazenim znamych posuvu do (5.1) obdrzime aproximaci sil

30.0992
59.8434
30.0992
90.0545
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Nakolik je navrzena kubicka zdvislost (5.1) mezi posuvem a silou platnd, muzZeme
mérit velikosti normy rezidua vztazeného k velikosti normy ||f]|

100% = 0.1715%

tzv. relativni chybou.

5.2 Nedourcéena soustava rovnic

5.2.1 Ctvercova matice

Uvazujme pruzinu na obr. (5.2) vlevo s linearni charakteristikou
[ =kAu, (5.7)

kde k je tuhost pruziny (nezapornd), Au = u, — u, je zména délky pruziny (rozdil
posunuti) a f sila pfimo umérnd Awu . Oproti predeslému ptikladu k = ky a ky = 0.
V bodé a je pruzina uchycena (u, = 0) a v bodé b tazena silou f.

u u,
H = I

a b f o Tt

PANN= SANAAS

Obrézek 5.2: Reseni.

Rovnice rovnovahy pro jednu pruzinu v bodech a a b jsou

k(ug —up) = fo=—f
k(—ue+w)=fo=f

a maticové

Ku=f. (5.8)

Je-li pruzina tazena na pravém konci silou f, na levém bude plisobit stejné velka
sila s opanym znaménkem. Ukolem je spodist a vyjadFit vektor posuvi konct pru-
ziny. Pokud bychom chtéli soustavu vytesit pomoci inverze matice soustavy, zjistili
bychom, zZe to neni mozné, nebof jeji inverze neexistuje. Neexistujici inverzi nahra-
dime Mooreovou-Penroseovou inverzi.

Souc¢tem jeho partikuldrniho a homogenntho FeSeni rovnice (5.8) dostavame

u=u,+ u,. (5.9)
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Partikularni ¢ast spocitame z rovnice

u, = K'f, (5.10)
a homogenni z

u), = Ng. (5.11)
Linedrn{ obal sloupcti matice N tvoii celé jadro matice K (zde N = (1,1)T) a plati,
ze

KN = O. (5.12)
Zpétnym dosazenim feSeni u do rovnice (5.8) obdrzime

K (K*f + Ng) = KK*f.

Zde sou¢in KK™ je projektor na ImK (viz [1]) a jelikoz f € ImK, pak plati

KK*f =f.
Rovnice rovnovahy ma v zavislosti na g nekonecné mnoho feseni. Jsou-li zadany
okrajové podminky (v nasem pripadé je pruzina pevné uchycena v bodé a, tj.
u, = 0), potom se spo¢itd g tak, aby jim bylo vyhovéno a ze vSech moznych fe-
Seni splnujicich rovnici (5.8) vybirame pouze jediné, pro které je posuv levého konce
pruziny skutec¢né nulovy.

Priklad 5.2.

Spoctéte deformaci pruziny na obr. 5.2 s tuhosti £ = 1, ktera je na levém konci
drzena a na pravém konci zatizena silou f = 1. Rovnice rovnovahy je

(5 0) =0

K vypoctu partikuldrniho feseni dle (5.10) vy¢islime Mooreovou-Penroseovou inverzi

matice K a to
1 1 -1
+_ =
K _4(—1 1 )

—0.5
Y=\ 05 )¢
_ _ T
u, =Ng, N=(11)

s neznamou g € R" (jelikoz n = 1, potom g = ¢). Dosazenim do (5.9) (u, = 0)
piSeme

a obdrzime

Homogenni feseni je

0=-05+g
up, =0.5+g.

Z prvni rovnice spocitame, ze g = 0.5 a ze druhé hledanou deformaci u, = 1.
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5.2.2 Obdélnikova matice
V kapitole 16 je odvozena rovnice rovnovahy struny.
Priklad 5.3.

Pro strunu délky 1 m pevné uchycenou v krajnich bodech, s péti uzly (krok sité
h = 0.25), zatiZzenou jednotkovou hustotou sil pouzitim metody siti (kapitola 17)
obdrzime soustavu rovnic 5.8 rozepsanou

U
-1 2 -1 0 0 Us 1
0 -1 2 -1 0 us | =025%( 1 |,
o 0 -1 2 -1 Uy 1
Us

coz jsou tii rovnice rovnovahy ve vnitinich uzlech struny (vSechny uzly vyjma kraj-
nich). Matice soustavy je obdélnikova a k vypoctu partikuldrniho feseni dojdeme
rovnici (5.10)

up:(—0.0625 0.03125 0.0625 0.03125 —0.0625 )T.

Homogenni feseni
W _ (0025 05 075 1 s
"7\ 1 075 05 025 0 9
s libovolym vektorem g = (g1, g2)7 v souctu s feSenim partikuldrnim spliiuje pod-

minku rovnovahy (5.10). Abychom vyhovéli okrajovym podminkdm (u; = us = 0),
volime g; = g2 = 0.0625. Deformace struny ve vSech uzlech sité bude

u=(0, 009325 0125, 0.09325, 0)".

5.3 Priklady soustav se ¢tvercovou matici

V radé technickych problému se vyskytuji matice, které jsou ¢tvercové.

5.3.1 Regularni matice soustavy - jediné reseni

111 1 4
12 3 4 3
A=113 6 10]2P=] >
1 4 10 20 1

V vypoctu v Matlabu pouzijeme zpétné lomitko a potvrdime kldvesou Enter. V pri-
kazové tadce by se nam mélo objevit
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>> x=A\Db

K vypoctu byla pouzita Gaussova eliminace, ktera je napr. oproti zptusobu

>> x=inv (A) *b

vvvvvvv

na pamét. Pouzijeme-li zpétné lomitko, Matlab na pozadi vyhodnocuje vlastnosti
konkrétni matice soustavy a k feSeni pouzije optimélni metodu (Choleského, LU,
QR rozklad apod.).

5.3.2 Singularni matice soustavy - pripad s nekone¢né mnoho

reSenimi
1 2 3 1
A = 3 2 1 ab= 1
4 4 4 2

Je-li matice soustavy singularni (v této soustavé rovnic je teti rovna souctu prede-
slych dvou), zpétné lomitko vrati hodnotu NaN. Soustavu lze vyfesit pomoci Moo-
reovy-Penroseovy inverze zapisem

x=pinv (A) *b
X=
0.1667

0.1667
0.1667

Uvedeny zptisob minimalizje normy vektorit Ax — b a x.

5.3.3 Singularni matice soustavy - pripad, kdy zadné presné
reseni neexistuje

1 2 3 1
A=13 21 ab=11
4 4 4 3

Matice soustavy A je singularni (shodna s matici predeslého prikladu), ale pro prvky
vektoru b neplati by = by 4 b, tzn. posledni rovnice neni linedrni kombinaci prede-
slych dvou. K vypoctu opét pouzijeme Mooreovu-Penroseovu inverzi
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0.2222
0.2222
0.2222

Pro dalsi mozny zptisob vypoctu rozsitime soustavu o nulovy radek

ab=

O = W
O = NN
O = = W
S W = =

¢imz ,prinutime“ Matlab pouzit QR rozklad, ktery minimalizuje normu Ax — b.
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Kapitola 6

Ukladani a prace s ridkymi
maticemi

V mnoha pripadech pouziti numerické matematiky se pri sestaveni matic obsahuji-
cich riznorody typ dat stavd, ze matice obsahuje mnohem mensi pocet nenulovych
prvki nez je celkovy pocet prvka dané matice. Tyto matice maji tzv. malou hustotu
zaplnéni a mluvime o nich jako o fidkych maticich. Pti vypoctu s pouzitim ridkych
matic je efektivnéjsi ukladat pouze nenulové prvky dané matice. Existuje cela rada
zékladnich ptfedpisti pro ukladani fidkych matic, ale vétSina z nich je zalozena na
stejném principu. Zakladnim principem je ulozeni vSech nenulovych prvkt matice
do jednorozmérného pole, jez ma pristup k pomocnym polim, které popisuji polohu
umisténi nenulovych prvka v fidké matici. Zptsob vytvoreni pomocnych poli pak
odlisuje rizné pristupy ukladani ridkych matic.

Ukladani nenulovych prvka ridké matice do jednorozmérného pole se provadi
prichodem celé matice po jednotlivych fadcich (fadkova komprese) nebo po jed-
notlivych sloupcich (sloupcova komprese) a postupném ukladani nenulovych prvku
do jednorozmérného pole v poradi daném prichodem tidké matice. Pri ukladani
symetrickych matic je nutné ukladat pouze horni trojihelnikovou nebo dolni troj-
uhelnikovou c¢ast matice. TTi zakladni typy komprese ridkych matic jsou uvedeny
nize.

r}} g{{;&v'.
)’
: 5‘:‘?‘ Fits

ErealE
S N g

Obréazek 6.1: Husté vs. fidkd matice
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6.1 CSR Format

V tomto odstavci je detailné popsana struktura ukladani ridké matice zalozena na
radkové kompresi CSR (compressed sparse row format). CSR format je jeden ze
zékladnich typt komprese fidkych matic. Struktura formatu CSR je dana tremi
nebo ¢tyrmi poli:

1. [hodnoty, sloupce, indexy Radkul
2. [hodnoty, sloupce, ukazatel A, ukazatel B]

Nasledujici tabulka popisuje tato pole v zavislosti na prvcich fidké matice a jejich
poloze vzhledem k sloupctim a fadkim matice.

Varianta 1

hodnoty  Reélné nebo komplexni pole obsahujici nenulové prvky matice A. Jed-
notlivé prvky matice A jsou mapovany do pole hodnoty s pouzitim rad-
kové komprese.

sloupce I-ty prvek pole ¢isel typu integer sloupce obsahuje ¢islo sloupce v matici
A prislusejici I-tému prvku v poli hodnoty

indexyRadku J-ty prvek pole typu integer indexryRadku vraci index prvku v poli
hodnoty, ktery je prvni nenulovy prvek v J-tém radku matice A

Délka pole hodnoty a sloupce je dana poctem nenulovych prvka matice A. Vzhledem
k tomu, ze pole indexyRadku obsahuje polohu prvniho nenulového prvku v radku,
a nenulové prvky jsou ulozeny za sebou, je tedy pocet nenulovych prvka v I-tém
radku roven rozdilu indexy Radku (I + 1) —indexyRadku (I). Aby tento vztah platil
i pro posledni tadek matice, je nutné na konec pole indexyRadku pridat integer
jehoz hodnota je rovna celkovému poctu nenulovych prvki +1. Proto je délka pole
indexyRadku o jednicku vyssi nez je pocet radka v matici.

Varianta 2 Prvni dvé pole hodnoty, sloupce, jsou shodné s variantou 1. Pole
ukazatel A je shodné s polem indexyRadku, s tim rozdilem, Ze neobsahuje posledni
hodnotu tohoto pole.

ukazatel A J-ty prvek pole cisel typu integer ukazatel A vraci index prvku v poli
hodnoty ktery je prvni nenulovy prvek v J-tém radku matice A.

ukazatel B pole ¢isel typu integer obsahujici indexy fadki, a to tak, ze ukazatelB(J)-
-ukazatelA(1) je index prvku v poli hodnoty, ktery je poslednim nenulo-
vym prvkem v J-tém Tfadku matice A.



6.1 CSR Format 65

Priklad 6.1. M¢jme ¢tvercovou matici A:

2 =5 x =2 %
-5 3 *x % *
A= * x 2 4 *
-7 % % 8 *
* * 7 % =13

Prevedenim této matice do CSR formatu dostaneme jednorozmérna pole jedno-
znacné popisujici fidkou matici. Pole pro variantu 1 je uvedeno v tabulce 6.1, pole
pro variantu 2 v tabulce 6.2.

¢islovani od jednicky

hodnoty = ]2 5 -2 -5 3 2 4 -7 8 7 -13 ]
sloupce =[] 1 2 4 1 2 3 4 1 4 3 5]
indexy Radku = [ 1 4 6 8 10 12 |

¢islovani od nuly
hodnoty = ]2 5 -2 -5 3 2 4 -7 8 7 -13 ]
sloupce =701 3 0 1 2 3 0 3 2 4]
indexyRadku = [ 0 3 5 7 9 11 |

Tabulka 6.1: Pole pro ulozeni ridké matice ve formatu CSR Variantal

¢islovani od jednicky

hodnoty =[] 2 -5 -2 5 3 2 4 -7 8 7 -13 ]
sloupce = [ 1 2 4 1 2 3 4 1 43 5 ]
ukazatel A = [ 1 4 6 8 10 |

ukazatel B = [ 4 6 8 10 12 |

¢islovani od nuly

hodnoty — [ 2 5 2 5 3 2 4 7 8 7 13 ]
sloupce =[]0 1 3 0 1 23 0 3 2 4 |]
ukazatel A = [0 3 5 7 9 |

ukazatel B = [ 3 5 7 9 11 |

Tabulka 6.2: Pole pro ulozeni ridké matice ve formatu CSR Varianta2

Pouziti tohoto zptsobu ukladani matic mizeme demonstrovat na prikladu vy-
poctu nasobeni matice a vektoru. Nasobeni matice-vektor x = Ab lze pomoci CRS
forméatu vyjadrit jako:

mi= ) aib;,
j

Potom soucin matice A,,x,, a vektoru b je dan kodem:
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for i = 1I:m
x(i) = 0;
for J = indexyRadku(i):indexyRadku(i+1)-1
x(i) = x(i) + hodnoty(J)*b(sloupce(J));
end
end

6.2 CSC Format

CSC (compressed sparse column format) je obdobou predchozi fadkové komprese
rfidkych matic, s tim rozdilem, Ze pro kompresi se nepouzivaji radky ale sloupce.
Pokud bychom tedy pouzili format CSR na transponovanou matici A, obdrzime
sloupcovou kompresi matice A. Tedy

CSC(A) = CSR(AT).

Tato komprese je tedy obdobné jako v predchozim pripadé dana tremi nebo
¢tyrmi poli

1. [hodnoty, radky, indexySloupcu]
2. [hodnoty, radky, ukazatel A, ukazatel B]

Nasledujici tabulka popisuje tyto pole v zavislosti na prvcich idké matice a jejich
poloze vzhledem k sloupcim a fadktim matice.

Varianta 1

hodnoty  Reélné nebo komplexni pole obsahujici nenulové prvky matice A. Jed-
notlivé prvky matice A jsou mapovany do pole hodnoty s pouzitim sloup-
cové komprese.

radky I-ty prvek pole typu integer radky obsahuje ¢islo fadku v matici A
prislusejici I-tému prvku v poli hodnoty.

indexySloupcu J-ty prvek pole typu integer indexySloupcu vraci index prvku v poli
hodnoty, ktery je prvni nenulovy prvek v J-tém sloupci matice A.

Délka pole hodnoty a sloupce je opét dana poctem nenulovych prvka matice A. Jako
u CSR formatu, je nutné posledni pole ¢isel typu integer upravit podle stejného klice.
Pole indexySloupcu obsahuje polohu prvniho nenulového prvku ve sloupci, nenulové
prvky jsou ulozeny za sebou, pocet nenulovych prvka v I-tém sloupci je tedy roven
rozdilu indexySloupcu (I + 1) — indexySloupcu (I). Aby tento vztah platil i pro
posledni sloupce matice, je nutné na konec pole indexySloupcu pridat integer jehoz
hodnota je rovna poc¢tu nenulovych prvki +1. Proto je délka pole indexySloupcu
o jednicku vyssi nez je pocet sloupcii v matici.
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Varianta 2 Prvni dvé pole hodnoty, sloupce, jsou shodné s variantou 1. Pole
ukazatel A je shodné s polem indexySloupcu, s tim rozdilem, Ze neobsahuje po-
sledni hodnotu tohoto pole.

ukazatel A J-ty prvek pole typu integer ukazatel A vraci index prvku v poli hodnoty
ktery je prvni nenulovy prvek v J-tém sloupci matice A.

ukazatel B Pole typu integer obsahujici indexy sloupcu, a to tak, Ze ukazatelB(J)-
-ukazatelA(1) je index prvku v poli hodnoty, ktery je poslednim nenulo-
vym prvkem v J-tém sloupci matice A.

Priklad 6.2. Pro ¢tvercovou matici A z predchoziho ptikladu vytvotte pole popisu-
jici sloupcovou kompresi CSC. Prevedenim tidké matice do CSC forméatu dostaneme
jednorozmeérna pole popsand vyse. Pole pro variantu 1 je uvedeno v tabulce 6.3, pole
pro variantu 2 v tabulce 6.4.

¢islovani od jednicky

hodnoty = [ 2 -5 -7 5 3 2 7 -2 4 8 -13 |
radky =[] 1 2 4 1 2 3 5 1 3 4 5 ]
indexySloupcu = [ 1 4 6 8 11 12 |

¢islovani od nuly
hodnoty = [ 2 -5 -7 5 3 2 7 -2 4 8 -13 |
radky =[]0 1 3 0 1 2 4 0 2 3 4 ]
indexySloupcu =10 3 5 7 10 11 |

Tabulka 6.3: Pole pro ulozeni tidké matice ve formatu CSC' Variantal

¢islovani od jednicky

hodnoty =[] 2 5 -7 5 3 27 -2 48 -13 ]
radky = [ 1 2 4 1 3 5 1 3 4 5 ]
ukazatel A = [ 1 4 6 8 11 |

ukazatel B = [ 4 6 8 11 12 |

¢islovani od nuly

hodnoty = [ 2 -5 -7 5 3 2 7 -2 4 8 -13 |
radky =[]0 1 3 0 1 23 0 3 2 4 |
ukazatel A [ 0 3 5 7 10 ]

ukazatel B = [ 3 5 7 10 11 |

Tabulka 6.4: Pole pro ulozeni fidké matice ve formatu CSC Varianta2

6.3 Souradnicova komprese

Soutradnicovy typ ukladani ridkych matic je jednim z nejjednodussich postupt kom-
prese. Tento typ ukladani ridkych matic je také pouzit v Matlabu pii zadavani ridké
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matice. Systém ukladani matice je dan tremi poli, kde jsou ulozeny pouze nenulové
prvky matice a souradnice jednotlivych prvka. Méjme tedy t¥i pole hodnoty, sloupce,
radky, které obsahuji:

hodnoty  Reélné nebo komplexni pole obsahujici nenulové prvky matice A. Jed-
notlivé prvky matice A jsou mapovany do pole hodnoty s pouzitim sloup-
cové komprese.

radky I-ty prvek pole typu integer radky obsahuje ¢islo fadku v matici A
prislusejici I-tému prvku v poli hodnoty

sloupce I-ty prvek pole typu integer sloupce obsahuje ¢islo sloupce v matici A
prislusejici I-tému prvku v poli hodnoty

Priklad 6.3. Pro ¢tvercovou matici A z prikladu 1 vytvorte pole popisujici sloup-
cové orientovanou soufadnicovou kompresi (pole hodnoty vytvafeno postupné po
sloupcich, pole sloupce je neklesajici).

¢islovani od jednicky

hodnoty =[] 2 5 -7 5327 -2 4 8 -13 |

radky [ 1 2 4 1 2 3 5 1 3 4 5 ]

sloupce = [ 11 1 2 2 3 3 4 4 5 ]
¢islovani od nuly

hodnoty =[] 2 -5 -7 5327 -2 4 8 -13 ]

radky = [0 1 3 0 124 0 2 3 4 ]

sloupce =700 0 1 122 3 3 3 4]

Tabulka 6.5: Pole pro ulozeni fidké matice v soufadnicovém formétu (CSC komprese
prvki)

6.4 Prace s ridkymi maticemi v Matlabu

Matlab nikdy nevytvari ridké matice automaticky. Uzivatel musi vzdy nejdiive roz-
hodnout, zda se vyplati pouzit fidkou matici namisto matice plné. Zda pouzit plnou
nebo fidkou matici mizeme rozhodnout pomoci faktoru hustoty zaplnéni matice.
Matice s malou hustotou zaplnéni® je dobrym kandiddtem pro pouZiti zapisu ¥{d-
kého formatu. Hustota zaplnéni matice je dana jako podil poc¢tu nenulovych prvka
s celkovym poctem prvka v matici. V Matlabu se tedy hustota zaplnéni matice urci
jako:

'kazdy prvek matice je reprezentovan ve tiech polich, proto za ,,malou" hustotu zaplnéni mize
byt povazovana hodnota < 0,3
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hustota = nnz(A)/prod(size(d));

Pro sestaveni ridké matice v Matlabu je mozné pouzit nékolik zakladnich ptikazi.
Napftiklad jednotkovou matici vytvorime prikazem

I = speye(m,n);

kde m,n, je rozmér jednotkové matice. Diagonalni matici vytvorime prikazem

D = spdiags(B,d,m,n);

Ptikaz umisti j-ty sloupec z matice B(:,j) na j-tou diagonalu d (za nultou je
povazovana hlavni diagonala) v matici o rozmeérech m,n. Méjme matici

2 -1 0
A=| -1 2 -1
0 -1 2

Diagondlni fidkou matici vyskldddme pomoci nésledujiciho kédu:

3;

ones(n,1);

[-b 2%xb -b];
spdiags(B,-1:1,n,n);

O w o B
nn

Ridkou matici s ndhodnymi prvky s rovnomérnym rozlozenim vygenerujeme
prikazem sprand(m,n,dens), kde m,n je rozmér matice a dens je hustota zaplnéni
matice.

Existujici plnou matici mizeme prevést na ridkou prikazem sparse.

S = sparse(A);

Ridkou matici miizeme prevést na plnou pifkazem full.

A = full(S);
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Ridkou matici vSsak miizeme sestavit piimo s pouzitim soutradnicového zapisu ridké
matice. Méjme matici

2 -5 0 =2 0
-5 3 0 0 0
A=| 0 0 2 4 0
-7 0 0 8 0
0O o0 7 0 -13

Pouzitim prikazu sparse s 5 argumenty sparse(i,j,v,m,n), kde i,j,v jsou vek-
tory reprezentujici matici v soufadnicovém zéapisu (odstavec 6.3) v poradi radky,
sloupce, hodnoty a m,n je pocet fadku a sloupcti matice dostaneme fidkou matici S.

[12412351345];
=[11122334445];

[2 -5-7T-5327-248 -13];
5; n = b;

sparse(i,j,v,m,n);

wE < e
Il

Pro zjisténi poli i, j,v existujici matice lze pouzit prikaz find.

[i,j,v] = find(S);

Prikazy pro praci s fidkymi maticemi

issparse(S) urci, zda je vstupni argument Fidka matice.

nnz(s) vrati pocet nenulovych prvka matice

nonzeros (S) vrati nenulové prvky matice

nzmax (S) vrati mnozstvi paméti alokované pro nenulové prvky

spones (S) nahradi nenulové prvky matice jednickami

spfun(@sin,S) aplikuje zadanou funkci na nenulové prvky matice

spy (8) zobrazeni struktury ¥{dké matice (poloha nenulovych prvki)

0 20 40 60 80 0 1 2 3 4 5 6
nz = 1740 nz =11

Obrazek 6.2: Vystup prikazu spy, spy(S,’x’,8)
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Pokud pouzivame tidké matice, musime mit na paméti, ze ne vSechny piikazy
Matlabu jsou pouzitelné pro pocitani s fidkymi maticemi. Napiiklad pro vypocet
vlastnich ¢isel plné matice se pouzije prikaz eig, ale pro vypocet vlastnich ¢isel ridké
matice musime pouzit ekvivalentni prikaz pro ridké matice, tedy eigs.

6.5 Cviceni

1. Vyskladejte efektivné ridkou matici

wWw N O =
— O = O
[\l en RN an i \V)
SN OO
O O = O

2. Vyskladejte efektivné ridkou matici B tvorenou 6 x 8 bloky A.
3. Vyskladejte efektivné fidkou matici C tvorenou 8 bloky A na diagondle.

4. Napiste funkci, kterd sestavi fidkou 5 diagonalni matici D rozméru 10 x 10,
s prvky —1, -2, 3,2, 1 na diagondlach —2 : 2.
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Kapitola 7

Gaussova eliminace a LU rozklad

V této kapitole se budeme vénovat Gaussové eliminacni metodé, kterda se pouziva
k feSeni soustav linedrnich rovnic. V prvni ¢asti si metodu struéné popiseme a vysvet-
lime jeji princip na jednoduchém prikladé. Implementaci si pak prestavime v kapitole
spolecné s LU rozkladem, ktery muzeme chapat jako maticovy zapis Gaussovy eli-
minace.

Budeme se zabyvat fesenim soustavy

Ax =Db, (7.1)
kde A € R™" x € R" b € R™. Jedna se o soustavu m linearnich rovnic o n nezna-
mych zq, ..., x,, kterou mizeme zapsat ve tvaru

1121 + a12%2 + -+ apT, = b
2171 + A2To + -+ - + Aoy, = by
(7.2)
A1 1+ 2T + -+ ATy, = by,

kde ¢isla a;; nazyvame koeficienty soustavy, b; pravé strany.

Chceme-li tuto soustavu resit, budeme postupovat nasledovné. Nejprve pomoci
ekvivalentnich uprav prevedeme soustavu Ax = b na soustavu ekvivalenti Ux =y
s horni trojihelnikovou matici U. Této fazi fikdme doprednd redukce. V druhé ¢asti
tuto soustavu vytresime. Protoze budeme postupné napocitavat jednotlivé neznamé
od konce, fikame této fazi zpétnd substituce.

Definice 7.1. Ekvivalentnimi ipravami soustavy linearnich rovnic nazyvame na-
sledujici upravy:

(E1) Vzdjemnda vymeéna libovolnych dvou rovnic soustavy.

(E2) Nésobeni obou stran nékteré rovnice soustavy nenulovym ¢islem.

(E3) Pricteni nenulového nasobku nékteré rovnice soustavy k jiné rovnici.




7.1 Gaussova eliminace bez pivotizace 73

Lemma 7.2. Jestlize soustava Ax = b vznikla ze soustavy Ax =b pomoci ekviva-
lentnich dprav, pak jsou soustavy Ax =b a Ax = b ekvivalentni.

Bézné se setkame také se zapisem soustavy pomoci rozsirené matice soustavy

a;; @iz ... Qi | by
Az Gz ... Qg | by

(Alb) = : . (7.3)
Am1l Am2 --- Qmn bm

Kazd4 rovnice je tedy reprezentovand jednim fadkem v matici (A |b). Ekvivalentnim
upravam soustavy rovnic pak odpovidaji operace s radky rozsitrené matice soustavy,
které nazyvame elementarni (fadkové) operace.

Definice 7.3. Elementarni radkové operace rozsitené matice soustavy nazyvame
nasledujici operace:

(el) Vzdjemnd vyména libovolnych dvou radku.

(e2) Nasobeni nékterého fadku nenulovym ¢islem.

(e3) Pricteni nenulového nasobku nékterého radku k jinému fadku.

7.1 (Gaussova eliminace bez pivotizace

Sestavime rozsitenou matici soustavy, kterou budeme pomoci elementdrnich tiprav
prevadét na schodovy tvar. Matice je ve schodovém tvaru, jestlize prvni nenulové
prvky radka (vedouci prvky) jsou usporadany jako schody, klesajici zleva doprava.
Navic pozadujeme, aby vedouci prvky nebyly nad sebou a pfipadné nulové radky
byly dole. Schéma tohoto procesu je znazornéno na obrazku 7.1. Je-li matice A
singularni, a nebo obdélnikova, muze schodovy tvar vypadat jako na obrazku 7.2.

[eXelNeIN BN BN BN BN ]
OOC|leo®0® @0 0

Ol e 0000

OO O0OO0C|le®0® @

OO0 O0OO0O0C|le® @

OO0 O0OO0OO0OO0|e e

OO O0OO0OO0OO0OOo|e

OO O0OO0OO0OO0OOo|e
OO0OO0OO0OO0O0C|® e
OO O0OO0OO0C|e @@
OO0OO0OO0C|®eo e @0
e 0000 00
006000 00
e 0000 00

Obrazek 7.1: Dopredna redukce.

Matici A budeme béhem procesu eliminace zapisovat jako A ;, kde index j znaci,
ktery sloupec byl naposledy nulovan. Po (k—1)-tém kroku eliminace mizeme matici
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e0000o0o0 oo e0o0o000 0 oo o ole
CCleeeeeele mll:l:... o ole
0o0OC|leeeeele 0CoOCleeeeel|e o ole
0CoO0O|leeeele 0Coo0O|leeeel|e . ole
00000 O|e e|e oooooot‘oo . ole
000000 TO|ele 000000 O|e|e o ole
000000 O0O0|e 0cooo0o0O0O0O0 . ole
000000000 00000 O0O0O0|o

Obréazek 7.2: Schodovy tvar miuze vypadakt treba takto, je-li A singuldrni nebo
obdélnikova.

soustavy zapsat jako

k-1 k-1 k-1 k-1
agy Ay g1 Ay, A1p
k—1 k-1 k—1
A, — 0 o @i py Gy oo Gy,
k-1 = k—1 k—1
0 0 g ag,
k—1 k—1
0 0 a, . ar

Toto odpovida matici na obrazku 7.1 uprostred.

Pi#iklad 7.4. Reste soustavu linedrnich rovnic

2(E1 — To + 2.1'3 = -1
—3.T1 + 31’2 + 61’3 = 21
Resent.
2 -1 2|-1 — 2 -1 2 -1 —
(A|b) = 1 03| 4| ra—3rm | 0 1/2 2| 9/2

-3 3 6] 21 Tg—l-%?”l 0 3/2 9 39/2 7”3-37”2

(2 -12] -l
0 1/2 2]9/2 | = (Uly).
0 03| 6

Prepsali jsme si zadanou soustavu do rozsitené matice. V prvnim kroku eliminujeme

nezndmé v prvnim sloupci. Prvni fadek (r;) zustdvd nezménén. Do ry zapiSeme
1 , .. ’~ . 3 v
Ty — 371, aby na prvni pozici byla nula. Do r3 zapiseme soucet r3 + 571, opét aby

na prvni pozici byla nula. V dalsim kroku eliminujeme v druhém sloupci. Achychom
na pozici g ziskali nulu, musime do r3 zapsat vysledek operace r3 — 3ry. Ziskavame
matici ve schodovém tvaru. A
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Matici si mizeme prepsat opét jako soustavu

2!E1 — Tro + 2£L'3 = -1
333'3 = 6

V dalsi fazi postupné vycislime jednotlivé neznamé. Zac¢iname od konce. Z posledni
rovnice vidime, ze x3 = 2. Vysledek dosadime do rovnice predeslé, spocitame xs.
Jiz. znamé vysledky zase dosadime do predeslé rovnice, atd. Po dosazeni do prvni
rovnice ziskdme feseni

x = (-2,1,2)".

V nasledujici kapitole si ukazeme implementaci Gaussovy eliminace. Vyuzijeme
k tomu tzv. LU rozklad, ktery mtizeme chapat jako maticovy zapis Gaussovy elimi-
nace, pricemz L™ je matice transformace, kterd pfevede A na U, tj. L='A = U.

7.2 LU rozklad

Uvazujeme regularni ¢tvercovou matici A € R™", kterou chceme rozlozit na horni
trojuhelnikovou matici U a dolni trojihelnikovou matici L s jednickami na diagonale,
aby platilo

A =LU.

V predchozi kapitole jsme si ukazali, jak pomoci elementarnich radkovych tuprav
prevést matici A na horni trojihelnikovou matici U. Zbyva nam ukazat, jak ziskame
matici L.

Operace provadéné s tadky matice si budeme zapisovat do matic Li. Do k-tého
sloupce jednotkové matice zapiseme [¥ ndsobky fadki, kterymi vynulujeme odpovi-
dajici pozice v k-tém sloupci matice Ag_;. Témto prvkim tikdme multiplikdtory
a spocitdme je podle predpisu (7.7). Matici Ly [2] miZeme zapsat ve tvaru

1

1

Lk =1+ Zke;‘: = k )
lk+1 1

I 1

kde €8 = (0,...,0,0f,,...,IF)" a ey je k-ty vektor standardni baze R™. V k-tém
kroku tedy ziskavame

Ak — LkAkfl, AO - A (76)
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Pro odvozeni multiplikdtoru [2], uvazujme eliminaci prvku v k-tém sloupci ma-
tice A,_;
k-1
Ay ak,
k-1
a k
spet = | TR — U1 | = s,
a k
kk Qg
: 0
k-1 0
Ak

Ze vztahu (7.6) plyne, zZe tuto eliminaci mizeme zapsat také ve tvaru

A1 _ Ay
Lis, =s.".

7 této rovnosti ziskdvame

lfa£;1+a§"k_120, proj=k+1,...,n,

takze multiplikdtory
a

3 .
lf:—ﬁ, proj=k+1,....n, ap#0. (7.7)
Qg

k-1
J

Postupnym dosazovanim do (7.6) eliminujeme prvky v jednotlivych sloupcich
a muzeme psat
L, :...L,L;A =10,
kde L; nuluje prvky v prvnim sloupci, Ly ve druhém, atd. Pfenasobenim obou stran
rovnosti maticemi L,;l dostaneme

A=L"'L;y'... L' U = A=LU,
kde
L=L'Ly*.. . L. (7.8)
Snadno ovérime, ze chceme-li ziskat matici L,;l sta¢i mimodiagonalni prvky
v matici Lg prenasobit —1. Tedy

L' =1—t'] = —l},gﬂ )

—1k 1
Matici L mtzeme vyjadrit po jednoduchych tpravach taky jako

L = Li'... L1
= I—-2£).. . (I—etel

n—l)
- 79
~ 15 el i
k=1
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Priklad 7.5. Nasim tkolem je spocitat LU rozklad matice A z prikladu 7.4. Bu-
deme postupovat stejné jako drive, jenom zvolime jiny zptisob zapisu.
Reseni. Matice soustavy je
2 -1 2
A= 1 0 3
-3 3 6
Do matice L si zapiseme multiplikatory radkovych operaci, které nam vynuluji
prvky v prvnim sloupci matice A, takze

100 2 —1 2
L= -1/2 10|, Ai=L,A=|0 1/2 2
3/2 0 1 0 3/2 9

Déle sestavime stejnym zpusobem matici Ly, kterda ndm po prendsobeni vynuluje
druhy sloupec, ziskavame tedy

1 00 2 -1 2
L= 0 10|, A=IA;=|0 1/2 2 | =TU.
0 -3 1 0 0 3
Zbyva nam dopocitat matici L. Podle vztahu (7.9) mtuzeme psét
1 00 100 100
L=L"L'= 1/2 10 010 |= 1/2 10
~3/2 0 1 03 1 ~3/2 3 1

7.3 Zakladni algoritmus

V algoritmech 7.1 a 7.2 ukazeme zékladni verzi implementace, ve které sestavu-
jeme kazdou matici zvlast. V prvnim ptipadé postupné odecitame radky, ve druhém
sloupce. V algoritmu 7.3 pak ukdzeme, ze mizeme vsechny operace provadét primo
na matici A. Vysledna matice mé pod hlavni diagonalou prvky matice L a na hlavni
diagonale a nad ni prvky matice U. Format vysledné matice mizeme zapsat jako

U1 U2 e Uin
l21

A=
lnl o ln,n—l Unn

Pro sestaveni matice L, resp. U, pouzijeme ptikazy tril, resp. triu. Na hlavni
diagonalu matice L nesmime zapomenout pri¢ist jednotkovou matici.
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Poznamka 7.6. Symbolem I v algoritmech znacime jednotkovou matici, kterou
vytvorime v Matlabu néasledovné:

n =size(A,1); I =eye(n);

Algoritmus 7.1: LU rozklad: fadkova verze

L =1I; U-=A\;
for k=1:n-1
L(k+1l:n,k) = U(k+1:n,k)/U(k,k); Zmultiplikatory
for j = k+1l:n
U(j,k:n) = U(j,k:n)-L(j,k)*U(k,k:n); Jradky
end
end

Algoritmus 7.2: LU rozklad: sloupcova verze

L =1; U-=A;
for ¥k = 1:n-1
L(k+1l:n,k) = U(k+1:n,k)/U(k,k); /Jmultiplikatory
for j = k:n
U(k+1:n,j) = U(k+1l:n,j)-L(k+1:n,k)*U(k,j); Zsloupce
end
end

Algoritmus 7.3: LU rozklad: radkova verze: prepisujeme A

for k = 1:n-1
A(k+1:n,k) = A(k+1:n,k)/A(k,k); Zmultiplikatory
for j = k+1l:n
A(j,k+1:n) = A(j,k+1:n)-A(j,k)*xA(k,k+1:n); Jradky
end
end
L = tril(A,-1)+1;
U = triu(A);

7.4 Dalsi moznost implementace

Dalsi moznosti implementace je postupné dopocitavat prvky obou matic soucasné.
Ukéazeme si postup [3], jak dopoéitat k-té sloupce matic L a U, zndme-li k — 1
sloupct téchto matic. Tato situace je zachycena na obrazku 7.3.

Uvazujme rozklad A = LU zapsany blokové ve tvaru

All Alk‘ A13 Lll O O Ull Ulk,‘ U13
Ay Ap A | =| L Lz O O Uy U |, (7.10)
A31 A3k‘ A33 L31 L3k) L33 O O U33
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Obrazek 7.3: LU rozklad: vypocet k-tych sloupct matic L a U.

kde index k oznacuje prvky v k-tém radku ¢i sloupci, takze napt. blok Ax; mé jeden
radek a k — 1 sloupcii a blok Az3 ma n — k radkt i sloupci. Vyjadreme si nyni k-ty
sloupec matice A jako soustavu

Ay = LUy,
A = LUy + LUk (7.11)
L1 Uik + LaxUgs,

Z
H

ve které jsme podtrzenim zvyraznili neznamé. Poznamenejme, ze Ly, = 1. ReSenfm
prvni rovnice ziskdame neznamé Uy, které muzeme dosadit do dalsSich rovnic. Z druhé
rovnice dopocitame Uy, a dosadime do tfeti rovnice, ze které pak dopocteme Lg.

Ukazme si zpusob implementace tohoto vypoc¢tu podrobnéji. Soustavu (7.11) si
muzeme prepsat jako

A=t o (30 = (2 o) (o)
Z prvni rovnice dostavame Uj,. Z druhé si vyjadiime
(Vk):(Akk)_(Lkl >U1k:(kaUkk)'
Vs Asp Ls; L3 Ugg
Jelikoz Ly, = 1 staci dopocitat

L3k2V3/Vk a Ukk:Vk-

Tento postup vypoc¢tu LU rozkladu je zapsan v algoritmu 7.4.
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Algoritmus 7.4: LU rozklad

L=1I; U= 0;
for k = 1:n
if k == ,
v(k:n) = A(k:n,k);
else

z = L(1:k-1,1:k-1)\A(1:k-1,k);
U(1:k-1,k) = z;
v(k:n) = A(k:n,k)-L(k:n,1:k-1)x*z;
end
if k < n, L(k+1:n,k) = v(k+1:n)/v(k); end
U(k,k) = v(k);
end

7.5 Reseni soustav pomoci LU rozkladu
Uvazujme soustavu Ax = b. Muzeme-li zapsat A = LU, pak

L(Ux)=b = Lz=b, a Ux=z

7.6 Priklady

1. Nahradte tadek 4 v algoritmu 7.3 cyklem

for i=k+1:n
A(j,i)=A(j,i)-A(j,k)*xA(k,1i);
end

Na dostatecné velké matici porovnejte rychlost ptivodniho a upraveného algo-
ritmu. Ziskané vysledky vysvétlete.

2. Upravte algoritmus 7.2, tak aby se matice L a U zapisovaly primo do matice A.

3. Upravte vyse uvedené algoritmy pro pripad, ze A je singularni nebo obdélni-
kova matice.
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Kapitola 8

Pivotizace

Béhem odvozovani predchozich algoritmu jsme v (7.7) predpokladali, ze v k-tém
kroku je agr # 0. Nebude-li tento predpoklad splnén, muze dojit k déleni nulou
a algoritmus selze. Bez tohoto predpokladu se obejdeme, budeme-li mit moznost
nahradit prvek na pozici (k, k) v matici Ay, jinym vhodnym prvkem, tzv. pivotem.
Vybirat mtzeme podle riznych kritérii, zalezi na tom, ¢eho potfebujeme dosahnout.
Pro zlepseni numerické stability budeme vybirat pivot podle jeho velikosti. Mnozina,
ze které pivot vybirame, je

e sloupec Ay (k : n, k) u ¢astecné pivotizace,
e submatice Ag(k : n,k : n) u Gplné pivotizace.

Obé varianty jsou zakresleny na obrazku 8.1.

OO0 O0OO0OO0OO0OO0O0o
OO O OO0 O0O0o
OO0 OO0 O0OO0Oo
® ® 0006 O OO
OO0 OO0 O0OO0O0o
OO OO0 O0OO0O0o
OO0 OO0 O0OO0Oo
OO OO0 O0OO0OO0o
OO0OO0OO0OO0OO0OO0O0o
OO0 OO0 O0OO0O0
OO O0OO0OO0OO0OO0O0o
® ® 00606 OO O
e ® 000 O OO
® 00606 OO O
e ® 0006 O OO
® 00606 OO O

Obréazek 8.1: Mnozina potencialnich pivotii pro ¢asteénou a tplnou pivotizaci.

8.1 Castecna pivotizace

LU rozklad s cdstecnou pivotizaci muzeme chapat jako rozklad bez pivotizace pre-
permutované matice, tedy

PA = LU, (8.1)
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kde P je permutacni matice. Podivejme se, jak tento rozklad vznikne.
Chceme-li v matici Ay nahradit prvek na pozici (k, k) prvkem na pozici (p, k),
prohodime tadky k a p v dané matici. Tuto operaci budeme znacit

As(k,:) < Ax(p,:).

Index p urcime tak, aby
Alp. k)| = max {|aul}.

Pivot je tedy prvek, ktery je v absolutni hodnoté nejvétsi z prvka Ag(k : n, k).
Prohazovani radktt by mohlo byt ¢asové narocné, proto si provadéné operace
budeme pouze zaznamenavat do permutacni matice P, takze

{Ak(k;, ) e Ag(p, :)} O (8.2)
Néasledné provedeme eliminaci v k-tém sloupci, takze
L1 Pri1Ay = Agaq. (8.3)
Postupnym eliminovanim podle (8.3) ziskavame

L1P1A = Al
L2P2A1 = AQ

L, 1P, - LP.LiPiA = U
Zavedme znaceni []
L, =Ls, L,=P;L,P;! L|=P3;P,L,P,;'P;"
pro n = 4. Neni tézké ovérit, ze plati
L;P3L,P,L; Py = LiLLL P3Py Py
Obecné tedy miizeme psat
U= (L, ;L)L) (Pn_1---PsPy)A,

kde
L;C =P, ;- Pk-i—lLkP];_,l_l ..pt

n—1

a tedy
(L, - L) 'U=(P,,---P,P))A & LU=PA.

Zaclenéni pivotizace do algoritmu neni obtizné. Podivejme se podrobnéji jak
vlozit pivotizaci napt. do algorimu 7.4. Na pozici (k, k) zde umistujeme prvek v(k).
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eel0joo0o0oO0O
ewe(00o00O0O
' R e KeeNeNe
k>le ® @@ 0 0 0 O
<: 'K X 1ok CeReRe
P[0 @ @]o/o w o O
@@ 0000 w0
ee@e0(000O0

Obrazek 8.2: Prohazovani casti radkti v matici L pti ¢aste¢né pivotizaci.

V piipadé ¢astecné pivotizace, chceme na tuto pozici vybrat vhodny prvek z v(k : n).
Reknéme, Ze vhodny prvek, ktery chceme pfesunout, je na pozici p. Budeme tedy
prohazovat fadky k a p, jak je ukdzano na obrazku 8.2 [3]. Vidime taky, Ze se zména
netyka pouze vektrou v. Zaménovat tedy budeme

v(k) < v(p)

P(k,:) + P(p,:)
Ak,:) < Alp,:).

Implementace LU rozkladu s ¢asteénou pivotizaci je ukazana v algoritmu 8.1.

Algoritmus 8.1: LU rozklad s ¢astecnou pivotizaci

function [L,U,P] = my_lu_piv(A)
n = size(A,1); I = eye(n); 0 = zeros(n); L = I; U =20; P = I;
function change_rows (k,p)
x = P(k,:); P(k,:) = P(p,:); P(p,:) =
x = A(k,:); A(k,:) = A(p,:); A(p,:) = x;
X v(k); v(k) = v(p); v(p) =

X5
end
function change_L(k,p)

x = L(k,1:k-1); L(k,1:k-1) = L(p,1:k-1); L(p,1:k-1) = x;
end
for k = 1:n
if k == 1, v(k:n) = A(k:n,k);
else

z = L(1:k-1,1:k -1)\ A(1:k-1,k); U(1l:k-1,k) = z;
v(k:n) = A(k:n,k)-L(k:n,1:k-1)x*z;
end
if k<n
x = v(k:n); p = (k-1)+find(abs(x) == max(abs(x)));
change_rows (k,p);
L(k+1:n,k) = v(k+1:n)/v(k);
if k > 1, change_L(k,p); end
end
U(k,k) = v(k);
end
end
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Priklad 8.1. Pomoci LU rozkladu s ¢astecnou pivotizaci vyreste soustavu rovnic

Ax = Db, kde

1 1 1 1
A = -4 1 3 , b= 8
2 3 2 3
Resend.
1 1 1 — -4 1 3 —
A = -4 1 3 T <> T2 1 1 1 TQ“FiTl
2 32 2 3 2) ry+5n
— -4 1 3 — -4 1 3 — -4 1 3
5 7 707 77
0 % 1 0 3 3 0 I I]l=U
0 % % To <> T3 0 % ;—i 7“3—%7"2 0 0 %

P1i prohozeni fadk v matici L musime prohodit také odpovidajici sloupce.

~ 1 00 — 1 00 —
L= 010 T <> 19 010 7‘2—%7"1
0 0 1 S1 < S2 0 0 1 7“3—%7“1
— 1 00 — 1 00 — 1 0 0
—2 1 0] mers | -2 10 -1 1 0 |=L
—% 1 So <+ S3 —i 0 1 T3+%T‘2 _411 % 1
V matici P zaznamename vSechny zamény radku.
~ 1 00 — 010 — 010
(P): 010 T <> To 1 00 To <> T3 0 0 1 =P
0 0 1 0 01 1 00

Zbyva nadm vytesit samotnou soustavu. Z PA = LU si vyjddiime A = PTLU
a dostadime do Ax = b. Ziskavame PTLUx = b, po tpravé pak L(Ux) = Pb.
Budeme tedy tesit 2 soustavy s trojuhelnikovymi maticemi, Lz = Pb a nasledné
Ux = z. Priklad jiz zvladnete sami dopocitat. A

8.2 Upln4 pivotizace

LU rozklad s uplnou pivotizaci muzeme chapat jako rozklad bez pivotizace matice
s prepermutovanymi radky i sloupci, tedy

PAQ =LU, (8.4)
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kde P a Q jsou permutac¢ni matice. Podivejme se, jak tento rozklad vznikne.
Chceme-li v matici Ay nahradit prvek na pozici (k, k) prvkem na pozici (p,q)
prohodime tadky k a p a sloupce k a ¢ v dané matici. Tuto operaci budeme znacit

Ak<k', 3) e Ak(pa :)a

Ak(i, k) — Ak(i, q)
Urcéime indexy p a ¢ tak, aby

[A(p, @)l = max {|ai;|}.

j=k,...n

Pivot je tedy prvek, ktery je v absolutni hodnoté nejvétsi z prvka Ag(k : n, k : n).
Provadéné operace si budeme zaznamenavat do permutacnich matic, do P pre-
hazovani tadkt, do Q prohazovani sloupcti. Miizeme psat

Ay(k,:) < Ax(p, )
{ Av(o k) o Ax:,q) } = PriAiQu. (8.5)

Nasledné provedeme eliminaci v k-tém sloupci, takze

Ly 1PrriArQrir = Apgr. (8.6)
Podobnym zptisobem jako v predchozi kapitole odvodime vztah (8.4).

Poznamka 8.2. Vhodnou permutaci miizeme ovlivnit zaplnénost matice. Vice se
dozvime v kapitole 10.

Poznamka 8.3. Misto permutac¢nich matic P a Q muzeme vyuzit permutacni vek-
tory p a q a neprimé adresovani.

8.3 Funkce Matlabu

e [L,U] = lu(sparse(A),0) ... bez pivotizace ... LU = A
e [L,U,P] = 1u(A) ... s ¢astecnou pivotizaci ... LU = PA
e Y = 1u(A) ... alternativa predeslého, kde Y = U +L —1

e [L,U,P,Q] = lu(sparse(A)) ... s pivotizaci a fidkym preusporadanim ...
LU = PAQ

Vice podrobnosti najdete v [1].
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Kapitola 9

LDL! a Choleského rozklad

V numerickych metodach se snazime vyuzit specialni strukturu matic, kdykoliv je
to mozné. Je ziejmé, ze pii praci se symetrickymi maticemi staci v paméti uchovavat
pouze polovinu prvki. Je tedy prirozené se ptat, zda mizeme Tesit soustavu Ax = b
s vyuzitim symetrie matice A.

Uvazujme nejprve rozklad (obecné) ¢tvercové matice A € R™" ve tvaru

A = LDM7, (9.1)

kde U = DM”, R™" 5 D = diag(d) je diagonélni matice s prvky vektoru d na
diagonale, L € R™" a M € R™" jsou dolni trojuhelnikové matice s jednickami na
diagonale.

Odvodme nyni algoritmus pro vypocet tohoto rozkladu. Budeme postupovat po-
dobné jako v kapitole 7.4. Predpokladejme tedy, ze jiz zname k£ — 1 sloupcti matic
L,D a MT. Vyjadfeme si k-ty sloupec matice A z (7.10) ve tvaru

Ay L; O Vi Vi
= A;.=( L L , 9.2
(Akk) (Lkl ka)(%) . o ( o 3k><Vk> ( )

kde v. = DM (k,:). Z prvni soustavy vyc¢islime (vi,vi)T a miZeme dopocitat
Mgl =vi-/dizv, = D11Mgl, a jelikoz M{k = 1 dostavame d;, = v z v, = dkMzk,

Dale dosadime (vy,vy)T do druhé soustavy a dopocitdme Lsy = (Asy, — L3ivy) /vy

9.1 LDL! rozklad

Bude-li A € R™" matice symetrickda AT = A, pak bude M = L. € R™" a obdrzime
rozklad ve tvaru
A =LDL".

Vypocet je analogicky z predchozim postupem. Z prvni soustavy (9.2) ziskdme
(vi,vi)T a uréime dy = vj,. Z druhé soustavy pak dopocitdme L. Implementace
je uvedena jako algoritmus 9.1.
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Poznamka 9.1. Matici L mtizeme efektivné ukladat do dolni trojihelnikové c¢asti

matice A a slozky matice D na diagondle matice A.

Algoritmus 9.1: LDLT rozklad

L=1I; d= o;
for j = 1:n

if § o= 1,

d(j) = A(5,3);

L(j+1:n,j) = A(j+1:n,j)/d(j);
else

v = d(1:j-1) .*L(j,1:j-1)7;
d(j) = A(F,3)-L(j,1:j-1)%*v;
L(j+1:n,j) = (A(j+1:n,j)-L(j+1:n,1:j-1)*v)/d(j);
end
end

9.2 Choleského rozklad

Uvazujme rozklad symetrické a positivné definitni matice A € R™" ve tvaru

A =LL".

Dosazenim U = L do (7.10) dostdvdme relace (9.2) s vi = LT, a v = L.

Z prvni soustavy (9.2) pak dostavame Lgp = /Agp — Lg1vy. Z druhé soustavy

pak dopocitame Ls;. Postup vypoctu je zapsan jako algoritmus 9.2.

Poznamka 9.2. Choleského faktorizaci mizeme pouzit také ve spojeni s pivotizaci.

Zde mluvime o symetrické pivotizaci ve tvaru
PAP” = LL".
Do P miizeme zahrnout také optimalizaci zaplnéni.

Piiklad 9.3. Reste soustavu Ax = b, kde

2 -1 0 ... 0 1
-1 92 - :
A= 0 0], b= ,
2 —1
0 0 -1 2 —1

Choleského rozkladem.
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Resend. Vytvofime m-funkci s ndzvem choll.m s hlavickou
function L = choll(A)

a télem podle algoritmu 9.2.

Sestaveni matice soustavy a vektoru pravych stran:
n=5;

A=speye(ones(n,1)*[-1,2,1],[-1,0,-1] ,n,n);
b=-ones(n,1);

Vlastni reseni:
L=chol1(A);
y=L\b; x=L’\y; A

Algoritmus 9.2: Choleského rozklad

if j = 1
L(j,j) = sqrt(A(j,j));
L(j+1:n,j) = A(j+1:n,3)/L(5,3);
else
v =L(j,1:j-1)";
L(j,3) = sqrt(A(j,j)-L(j,1:3-1)*v);
L(j+1:n,j) = (A(j+1:n,j)-L(j+1:n,1:j-1)*v)/L(j,]);
end
end

9.3 Funkce Matlabu

e [L,D] = 1d1(full(A)) ... bez pivotizace ... LDLT = A

[L,D,P] = 1d1(A) ... s pivotizaci ... LDL” = PTAP

R = chol(A) ... pro pozitivné definitni A vraci horni trojuhelnikovou matici
R, Ze plati RTR = A, pracuje pouze s horni trojihelnikovou ¢asti matice A,
predpokladd, ze A = AT

L = chol(A,’lower’) ... pro pozitivné definitni A vraci dolni trojihelnikovou
matici L, Ze plati LLT = A, pracuje pouze s dolni trojihelnikovou ¢ast{ ma-
tice A

[L,p,s] = chol(A,’lower’,’vector’) ... pro p = 0 vraci dolni trojihel-
nikovou matici L a permutac¢ni vektor s takovy, ze A(s,s) = LL”

Vice podrobnosti najdete v [1].
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9.4 Piiklady

1. Implementujte algoritmus popsany v poznamce 9.1.
2. Naimplementujte algoritmus se symetrickou pivotizaci popsany v poznamce 9.2.
3. Vyuzitim Choleského rozkladu spocitejte

y = G'(GGT)'x,

kde G € R™" je libovolna matice takova, ze m > n a vektor x je libovolny
vektor vhodné dimenze.
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Kapitola 10
Preusporadavaci algoritmy

Informace této kapitoly jsou prevzaty z [1].

10.1 Zakladni preusporadani

Jak uz jsme se zminili v predchozi kapitole, vhodné preusporadani fadku/sloupct
matice A pomoci permutac¢nich matic P a Q (pfipadné permutacnich vektoru p
a q) muze ovlivnit fidkost jejich LU a QR faktora ¢i Choleského faktoru. Nejjedno-
dussi takové preusporadani je settidit sloupce podle poctu nenulovych prvki. Tento
postup miuze dobfe fungovat pro matice s velmi nepravidelnou strukturou, zvlaste
pokud jsou velké rozdily v po¢tu nenulovych prvka v radcich ¢i sloupcich.

Funkce p = colperm(A) pocita toto preusporadani. Soubor colperm.m ma pouze
jeden radek:

[~, p] = sort(sum(spones(4)));

Postupné se provadi tyto kroky:

1. Funkce spones vytvori fidkou matici s jednickami na pozicich vSech nenulo-
vych prvka v matici A.

2. Funkce sum secne sloupce této matice, takze vrati vektor s po¢etem nenulovych
prvkia v kazdém sloupci.

3. Funkce sort sefadi hodnoty ve vzestupném poradi. Druhy vystupni argument
je pozadovany permutacni vektor.

10.2 Preusporadani s redukci sitky pasu (RCM)

Reverzni Cuthill-McKee algoritmus slouzi k redukci sitky pasu matice. Neni zaru-
¢eno, ze algoritmus najde nejmensi sitku pasu, ale obvykle tomu tak byva. Funkce
symrcm(A) pracuje nad nenulovou strukturou symetrické matice A + AT,
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10.3 Preusporadani pomoci aproximace minimal-
niho stupné (AMD)

Stupen uzlu v grafu je dan poc¢tem hran, které do tohoto uzlu zasahuji. Je to stejny
pocet, jako pocet nediagonélnich nenulovych prvka v prislusném radku matice sou-
sednosti. Algoritmus AMD sleduje, jak se v prubéhu Gaussovy eliminace nebo Cho-
leského faktorizace méni tyto stupné. Na zakladé toho pak generuje preusporadani
s minimalnim stupném.

Jedna se o slozity a vykonny algoritmus, ktery obvykle vede k fidsim fakto-
rim nez vétsina jinych preusporadavacich algoritmi. Vzhledem k tomu, Ze sledovani
stupné kazdého uzlu je velmi ¢asové narocné, vyuziva se v algoritmu pouze priblizna
hodnota. V MATLABu tento algoritmus provadéji tyto funkce:

e symamd - pro symetrické matice,
e colamd - pro nesymetrické matice a symetrické matice tvaru AAT nebo ATA.

Riizné parametry algoritmu se daji nastavovat pomoci funkce spparms.

Vice podrobnosti najdete v [1].

Poznamka 10.1. Preusporadavaci algoritmy jsou zabudovany do algoritmu 1lu,
chol apod., ale aktivuji se pouze pri nékterych zptisobech volani.

Piiklad 10.2. Spustte nésledujici zdrojovy kéd [1] v Matlabu a prostudujte vyge-
nerované obrazky.

Algoritmus 10.1: Ukézka algoritmi symrcm a symamd

B = bucky+4*speye (60) ;
r = symrcm(B);

s = symamd(B);

R = B(r,r);

S = B(s,s);

figure

subplot(2,2,1), spy(R,4), title(’B(r,r)’)
subplot (2,2,2), spy(S,4), title(’B(s,s)’)
subplot (2,2,3), spy(chol(R) ,4), title(’chol(B(r,r))’)
subplot (2,2,4), spy(chol(S),4), title(’chol(B(s,s))’)
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Kapitola 11

QR rozklad

V této kapitole si ukdzeme, jak prakticky ortogonalizovat mnozinu linedrné nezavis-
Iych aritmetickych vektort tvoricich sloupce matice A, predstavime si QR rozklad
a popiseme si nékolik zpusobt, jak tento rozklad implementovat. Zacneme Gra-
movym-Schmidtovym algoritmem, pak predstavime matici rotace a s ni souvisejici
Givensovu transformaci a vse zakonc¢ime matici zrcadleni a Householderovou trans-
formaci.

S ortogondlnimi maticemi se casto setkavame v numerickych metodach, nebof
jejich inverzni matici lze ziskat transponovanim a nasobeni ortogonalnimi maticemi
nezesiluje zaokrouhlovaci chyby. Jak uvidime v kapitole 12, QR rozklad miizeme
vyuzit také napriklad k vypoctu spektralniho rozkladu.

Definice 11.1. Ctvercova matice Q, kterd spliuje
Q'Q=1

se nazyva ortogondlni matice. Ortogonalni matice ma tedy ortonormélni sloupce
a splnuje

Qfl —_ QT-

Sloupce matice Q tvofi ortonormalni mnozinu vektori, t.j.

1, i=j
: - ) = T s = ’
(q:,9;) = q; q; {Qi%j,

kde (-, ) znaci Euklidovsky skalarni souéin a q; oznacuje sloupec matice Q.
Necht A € R™" je libovolna matice, pak existuje ortogonalni matice Q € R™™
a horni trojuhelnikova matice R € R™" takové, ze plati

A =QR.
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UvaZzujme, nejprve ze m = n. RozepiSme si rozklad A = QR,, jako v [2], ve tvaru
i Tiz o Tin
a|lay|...|a, B qi |92 | --- | dn 722 Ton
/r'ﬂ/fL

Jednotlivé sloupce matice A mizeme zapsat jako linedrni kombinaci sloupcti matice
Q, takze ziskavame [2]

ar = 719,

az = 71241 + 72249, (11.1)
a, = T + 7202 + -+ Tunln-

11.1 Gramutv-Schmidtav proces

Nasim tkolem je sestavit QR faktorizaci matice A, tedy ke zndmym sloupcim
ai,...,a, matice A chceme dopocitat sloupce qi,...,q, matice Q a prvky horni
trojuhelnikové matice R.

Proces ortonormalizace zac¢indme volbou

Vi
Vi=a, q1 = m; = HV1H

Predpokladejme nyni, ze jiz zname vektory

di, -, 9j-1-
Vektor a; si mizeme vyjadrit jako linedrni kombinaci vektort qy, ..., q; ve tvaru
aj = ripdy + o TG oA+ 7554 (11.2)
Oznacme si nyni
vV =145 (11.3)

Pro pomocny vektor v; mizeme z (11.2) psat
V= aj — rqul — ... — Tijqi — ... — Tj—l,jqj—l-

Pozadujeme, aby vektor v; byl ortogondlni k jiz zndmym vektorim qi,...,q;_;.
Proto pro k =1,...,7 — 1 musi platit

0= (Qk; Vj) = (Qk,aj —rydr — ... — .. — ijl,jqul)-



94 QR rozklad

JelikoZ (qg,q;) = 0 pro k # i dostavame
(qi;aj - Tij(h‘) = (Qmaj) — Ty (95, 9:) =0 = Tij = (qiaaj)-
——
=1
Normovanim ziskdvame hledany ortonormalni vektor q;, tedy
V; podle (11.3) V;
G =77 = — = ri=|vl
T vl T o !
Je-li m > n mizeme QR rozklad uvazovat ve dvou verzich

e vplné A =QR

o0 000 0000000 00000
o0 000 00060600606 O00o0o0o0
o0 000 000606060606 OOCo0o0o0
® 00006 _ (0006060606060 OOOCeeo
0000 (00000000 CO0OOCE
o0 000 ® 00000060 OOOOO
0o 000 ® 00006000 OOOOO
o0 000 000600006 OOOOO

Obrézek 11.1: Uplny QR rozklad.

e v redukované A = QR
[ B BN BN BN J o0 000 o 0000
0o 000 0000 (OB BN I N )
o 0000 [ B BN BN BN ] OO0 e e e
o000 0 __ o0 000 OO0 0O e e
....._ 0000 OO0 OO0 e
0000 0000
o 0000 0 000
o 0000 o0 000

Obrézek 11.2: Redukovany QR rozklad.

Implementace pro m = n je uvedena jako algoritmus 11.1. Implementaci pro m > n
ponechavame na samostatné procviceni.

Algoritmus 11.1: Gramtv-Schmidtiiv proces

Q=zeros(n,n); R=zeros(n,n);
for j=1:n
v=A(:,3);
for i=1:j-1
R(1i,j)=QC:,1i)’*A(:,]3);
v=v-R(1i,j)*Q(:,1);
end
R(j,j)=norm(v);
QC:,3)=v/R(j,]3);

end
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11.2 Givensova transformace

Givensova transformace vyuziva v procesu ortogonalizace matici rotace, nazyvanou
také Givensova matice. Zacnéme tedy odvozenim této matice.

11.2.1 Odvozeni matice rotace

Uvazujme dva souradné systémy xy a x'y’, které sviraji thel «, jak je zndzornéno
na obrazku 11.3. Bod A ma routadnice A = (a,b), resp. A = (a/,1'). Nasim tko-
lem bude vyjadrit jeho souradnice v ¢arkovanych souradnicich vyuzitim souradnic
necarkovanych.

Obrazek 11.3: Odvozeni matice rotace.

K odvozeni budeme pottebovat defini¢ni vztahy goniometrickych funkei sin a cos.
Uvazujme pravouhly trojihelnik jako na obrazku 11.4 s odvésnami u,v a prepo-
nou w. Oznacme thel svirany stranami v, w jako ¢. Mizeme tedy psat

. u v
sinp=— a cosp=—.

w w

Uzitim téchto vztahti z obrazku 11.5 odvodime, ze

a = acosa+bsina (11.4)

b = —asina -+ bcosa.

Prvni rovnice vznikne souctem cervené znazornénych tsecek, druha rovnice pak
rozdilem zelenych tisecek z obrazku 11.5. Tuto soustavu pak muzeme zapsat maticové

a’\ cosa sina a
v )  \ —sina cosa b
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Va

Obrazek 11.4: Definice finkef sin a cos.
y

Obrazek 11.5: Odvozeni matice rovinné rotace.

Matici

—sina  cos o

G— < COsS«y SImd« ) (115)

pak nazyvame matici rovinné rotace, ktera vektor (a,b)’ otodf o tthel —a. V dalsim
textu pouzivame znaceni ¢ = cosa a s = sin a.

11.2.2 Nulovani prvku

Matici rotace muzeme vyuzit k nulovani prvka ve vektoru. Uvazujme [3], Ze
e c —s a va?+b?
G’ X = = .
s c b 0
Neni tézké dopocitat, ze

a/ -_—
C= —F/7—— a S .
Va? + b2 a2 + b2
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Tento postup muzeme zobecnit také pro vektory délky n. Zavedme matici rotace
v roviné ij [3] ve tvaru

1

Jedna se tedy o jednotkovou matici, do které umistime na odpovidajici pozice
v i-tém a j-tém radku a i-tém a j-tém sloupci matici rovinné rotace (11.5).
Podivejme se na operaci
y = Gg;-x.

Jednotlivé slozky vektoru y budou definovany jako [3]
cx; — sxj, k=1,

Yy =« sz +cx;, k=7,
Tk, k#@,]

Pro vynulovani prvku v j-tém fadku vektoru x pak

ZT; —T;
(= ————, s§=——2—.
/2 2 /2 2
e x; + 23

Poznamka 11.2. Matice Gy; je ortogonalni a soucin ortogonalnich matic je opét
ortogonalni matice.

11.2.3 Givensova QR metoda

Pro vynulovani prvku v ¢-tém radku sestavime matici rotace ve tvaru

Ti—1 —Z;

G(i—1,i), kde c=——t 5=

2 2 2 2"
T+ T VA R R i

Budeme tedy upravovat matici A. Postup vypoctu vypada takto

¥ ok % T ¥k % T
A= * k% G(2,3) ¥k ok G(1,2)
—
¥ k% 0
* T *
0 * G(2,3) 0 = = R.
—

]
*

@]
]
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Postupnou aplikaci jednotlivych rotacnich matic jsme ziskali matici R. Mizeme tedy
psat
{Gg...G{A:R o QTA:R}

I
A=QR, Q=G;...G,

Implementace je znazornéna v algoritmu 11.2.

Priklad 11.3. Pomoci Givensovy QR metody spocitejte QR rozklad matice

-1 4 -1
A= -2 -1 -11
2 10 2

Resend. Pro vynulovani prvku A(3,1) potfebujeme sestavit matici rotace G(2,3)7.
Urcéime hodnoty

—2 —V2 -2 V2
/(=222 2

a ziskavame

1
V2/2 —V2/2
dale pak
—1 4 —1
A =G(2,3)TA =] 2v2 11v2/2 13v2/2
0 —9v2/2 9v2/2
Déle budeme nulovat prvek A;(2,1) pomoci Go(1,2). Ziskdvame ¢ = —1/3,
s =—2v2/3
—1/3 —2v2/3
Go(1,2) = [ 2v2/3 -1/3
1
3 6 9

Ay, =Go(1,2)"A = 0 —9v2/2 —3V?2/2
0 —9v2/2  9v?2/2
Dalsi prvek, ktery budeme nulovat je Ay(3,2). Sestavovat budeme G3(2, 3), tedy

c=—2/2, 5= —\/§/2 a pak

G3(2,3) = —V/2/2  V/2)2
—V2/2 =22
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Naslené muzeme psat

36 9
As;=G3(2,3)"A,=1 0 9 -3 | =R.
00 —6
Matici Q ziskame ve tvaru
-1/3 2/3 —2/3
2/3 2/3 1/3
Snadno ovérime, ze opravdu plati QR = A. A

Algoritmus 11.2: Givensova QR metoda

Q=eye(m); R=A;
for j=1:n
for i=m:(-1):j+1
x=R(:,3);
if norm([x(i-1),x(i)])>0
c=x(i-1)/norm([x(i-1),x(i)]);
s=-x(i)/norm ([x(i-1),x(i)]1);
G=eye (m) ;
G([i-1,4i],[i-1,i])=[c,s;-s,c];
R=G’*R;
Q=Q*G;
end
end

end

11.3 Householderova transformace

Zacnémé popisem obrazku 11.6. K zadanému vektoru x umime sestrojit jeho projekci
Px do osy x stejné délky [2]. Muzeme tedy psat

1 x|
) 0

x=| 3 2y Px=| 0 | =|x|e.
T 0

kde e; = (1,0,0,...,0)T je prvni vektor standardni béze. Vektor Px m4 tedy ne-
nulovou pouze prvni slozku, ostatni se diky projekci vynuluji. Chceme, aby Px byl
stejné délky jako x, tedy ||Px|| = [Px]; = ||x]|.
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Obrazek 11.6: Zrcadleni.

Na vektor Px miizeme pohlizet také jako na zrcadlovy obraz vektoru x s osou
soumeérnosti H. Tato osa prochéazi poc¢atkem a je kolma k vektoru

v=Px —x=|]x]e; — x. (11.6)

V nésledujicim odstavci si ukazeme, jak vypada matice zrcadleni P.

11.3.1 Odvozeni matice zrcadleni

Z obrazku 11.7 je zfejmé, ze muzeme Px vyjadrit ve tvaru
Px = x — 2x,, (11.7)

kde xy je slozka vektoru —x zobrazeného do sméru vektoru v. Tuto slozku mizeme
vyjadrit ve tvaru

Xy = V,||x|| cos a, (11.8)
kde
v
V= —
vl

udava smér a ||x|| cos a urcuje velikost.
V dalsim kroku dosadime do (11.8) za v, rozsifime ||v|| a vyuzijeme definici
skalarniho soucinu

vlix = ||v||||x]| cos a.

Muzeme tedy psat

Xy = V||| cosa = L||x|| cos o = LHV”“X“ cosa = —vTx
v vl [vif? [[vif?
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Px = ||x||e1

Obrazek 11.7: Zrcadleni.

Dosazenim do (11.7) ziskdvame

T

T
PX:X—QXV:X—Q%X:(I—QVV2>X.
vl vl

Matice zrcadleni (nebo také Householderova matice) méa tedy tvar

VVT VVT

=1-—

P—1-2 —
[vil? viv

1

d \
Obrazek 11.8: Zrcadleni.

Vs8imnéme si, ze obraz vektoru x neni definovany jednoznacné [2]. Muze byt
zobrazen do libovolného vektoru z||x||e1, kde |z| = 1. V oboru redlnych ¢isel mame
tedy dvé moznosti, jak je vidét z obrazku 11.8.
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Aby tato metoda nebyla citliva na zaokrouhlovaci chyby, budeme pozadovat, aby
projekce z||x||e; nebyla prili§ blizko x. Budeme tedy volit z = —sign(x1), kde z; je
prvni soufadnice vektoru x. Definujme sign(0) = 1. Vektor v pak bude mit tvar

v = —sign(z;)||x||e; — x. (11.9)

Poznamka 11.4. Pokud by osa zrcadleni HT svirala s osou x velmi maly thel [2],
pak by vektor x lezel blizko svému obrazu. Vektor v by byl mnohem kratsi nez x
a v disledku odc¢itani dvou velmi blizkych hodnot ve vektoru v, by pak vznikaly
zaokrouhlovaci chyby. Tomuto predejdeme, budeme-li vektor v pocitat podle pred-
pisu (11.9).

Poznamka 11.5. Snadno ovérime, ze projekce P je symetricka ortogonalni matice.
A pripomenme, ze soucin ortogonalnich matic je opét ortogonalni matice.

11.3.2 Householderova QR metoda

Postup popsany v predchozi kapitole muzeme vyuzit k vypoctu QR rozkladu [2].
Budeme sestavovat projekce P;, které nam postupné vynuluji prvky v jednotlivych
sloupcich. Schématicky tento proces muzeme znazornit takto:

* % % * k% X k% x % %
x k% P, 0 % = P, 0 % = P; 0 = %
Xk ok — 0 * = — 0 0 = — 0 0 =
x k% 0 % = 0 0 = 0 00

Postupnym nulovanim néam vznikla trojuhelnikova matice R. Maticové pak mitizeme
psat

P, --P,PA=Q'A=R = A=QR, Q=P,...P,, (11.10)

kde n je pocet sloupcti matice A.
Implementaci tohoto postupu uvadime v algoritmu 11.3.

Priklad 11.6. Pomoci Householderovy QR metody spocitejte QR rozklad matice

-1 4 -1
A=| -2 -1 -11
2 10 2

Reseni. V prvnim kroku budeme pracovat s prvnim sloupcem a tedy
x=(-1,-2,2)", |x||=v1+4+4=3, sign(z;)=—1.

Pro vektor v muzeme podle vztahu (11.9) psat

v = —sign(z;)||x|le1 —x=|x|les, —x=| 0 | - | -2 | = 2
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Prvni projekéni matice pak mé tvar

v -1/3 —=2/3 2/3
vV 2/3  1/3 2/3
a jeji aplikaci pak ziskavame
36 9
Ri=P/A=| 0 0 -6
09 -3

V dalsi kroku budeme pracovat s druhym sloupcem této matice a tedy

X = (0,9)T, x|l =9, sign(zq) = 1.

7 vektoru
-9 0 -9
v=—|x|es —x= o) Lo )=1 _g

pak ziskdvame

r B 1| 0 0
N LA S e R e
vive A -0 0]-1 0
a tedy
3 69
R2:P2P1A: 0—93
0 06

Matici Q pak podle (11.10) ziskavame ve tvaru

~1/3 —2/3 23
Q=P P,=| -2/3 -1/3 -2/3
2/3 —2/3 —1/3

Algoritmus 11.3: Householderova QR metoda

Q=eye(m); R=A;
for j=1:n
x=R(j:m,j);
v=-sign(x(1))*norm(x)*eye(m-j+1,1)-x;
if norm(v) >0,
v=v/norm(v) ;
P=I; P(j:m,j:m)=P(j:m,j:m)-2%vxv’;
R=Px*R;
Q=Q*P;
end
end
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11.4 Funkce Matlabu
e [Q,R]

qr(A) ... plné verze

e [Q,R] = qr(A,0) ... redukovana verze. Pokud m < n, funkce funguje stejné
jako [Q,R] = QR(A).

Dalsi moznosti a vice podrobnosti najdete v [1].

11.5 Piiklady

1. Implementujte Gramtv-Schmidtiv proces pro m > n. Plnou i redukovanou
variantu.



105

Kapitola 12

Vlastni cisla a spektralni rozklad

Problém vlastnich ¢isel a vektori se vyskytuje v mnoha fyzikalnich a inzenyrskych
aplikacich. Jako priklad mizeme zminit analyzu stability systémi nebo treba fyziku
rotujicich téles.

V této kapitole si predstavime vlastni cisla matice, s nimi souvisejici spektralni
rozklad a nékolik algoritmti pro vypocet tohoto rozkladu. Jak uvidime, vyuzijeme
k tomu s vyhodou nam jiz znamy QR rozklad.

Uvazujme c¢tvercovou matici A fadu n. Nenulovy vektor v nazyvame vlastnim
vektorem matice A a A prislusné vlastni c¢islo matice A, plati-li

Av = \v. (12.1)
Tento vztah mizeme prepsat ve tvaru
(A = X)v =o.
Jelikoz v # o, musi byt matice A — Al singularni a tedy
det(A — A\I) = 0. (12.2)

Vlasni ¢isla matice A jsou pak kofeny rovnice (12.2), kterd se nazyva charakteristickd
rovnice. Jelikoz hledani kotfent takovéto rovnice patii mezi tzv. np tézké problémy
(jejich néro¢nost roste s p-tou mocninou n), hleddme jiné cesty k urceni vlastnich
¢isel.

12.1 Spektralni rozklad
Rovnici (12.1) mizeme zapsat také maticové ve tvaru

AV = VA, (12.3)
kde
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Vidime tedy, Ze jestlize v; je j-ty sloupec matice V a A; je j-ty diagondlni prvek
matice A, pak Av; = A\;v;.

Necht je dana realnd symetricka matice A tadu n. Pak existuji ortogonalni
matice Q a diagonalni matice D takové, ze
A = QDQT. (12.4)

Diagonalni prvky matice D jsou vlastni ¢isla matice A a sloupce matice Q jsou or-
tonormalni vlastni vektory matice A. Mnozinu vlastnich ¢isel A nazyvame spektrem
matice A.

12.2 Vypocet spektralniho rozkladu pomoci QR
algoritmu
Pro nalezeni spektralniho rozkladu A = QDQ? se piimo nabizf vyuzit QR rozkladu

a to tak [2], Ze po kazdém vynulovani ¢asti sloupce pod diagondlnim prvkem bychom
se pokusili vynulovat stejnou transformaci i ¢ast radku za diagonalnim prvkem, tedy

¥k ok %
0 * *x =
A=QRi=QA=Ri=| o . | (12.5)
0 * * =
avsak
* 0 0 0
* ok k%
QIAQ; =R,Q; = . 5 x (12.6)
% %k ok ok

7 predchoziho je tedy patrné, ze aplikaci stejné ortogonalni transformace na sloupce
se prvky vynulované ve sloupci mohou opét zménit na nenulové [2]. Nicméné lze
dokazat, ze postup

Ay = A
QR = Ay
A, = RiQp

konverguje ke spektralnimu rozkladu. Postupné ziskavame

Al = Q{AQD
A, = QYAIQ:=QIQTAQQ.,

Ar = QALQ=Q...QIQTAQIQ....Q,

Qf Qi
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a tedy . .
A = QrALQ;.
Pro k — co miizeme psat
Q. —Q a Ay —D,
takze
A =QDQT.
Tento postup je zapsan v algoritmu 12.1.
Algoritmus 12.1: QDQ7 rozklad pomoci QR metody
D =A; Q=1

while norm(D-diag(diag(D))) >= eps
[Qk,Rk] = qr(D);

D = Rkx*Qk;
Q = Q*Qk;
end

Poznamka 12.1. V podmince cyklu while 1ze pouzit jakoukoli normu.

12.3 Modifikovana QR metoda

Mozné modifikace [2] v algoritmu 12.1:

1. Pied zapocetim iteraci je mozno redukovat obecnou symetrickou matici na
tridiagonalni tvar pomoci konec¢ného poctu symetrickych QR transformaci.

2. Misto matice Ax_; rozkladdame matici s posunutym spektrem
Ap1 — ppal,

kde g1 je odhad nékterého z vlastnich ¢isel, napt. pr_1 = Ag_1(n,n).

Redukce na tridiagonalni tvar

Na nasledujicim ptikladé si ukdzeme postup redukce libovolné symetrické matice po-
moci Householderovych transformaci na t¥idiagondlni tvar [2]. Postupnymi dpravami
ziskavame

* ok %k % * *x 0 O
TA * ok ok ok T - * %k ok %
QIA - 0 % *x = ) Ql AQl - 0 % % 5
0 * *x =% 0 * *x =%
* x 0 0 * x 0 0
T ~T I T T T | o+ x % 0
Qz Q1 AQl - 0 * % s ) QZ Q1 AQlQQ - 0 * % x*
0 0 % =% 0 0 % =%
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Zvyraznény jsou ty prvky, které jsou v daném kroku modifikovany. Je tedy patrné,
ze jednou vynulované prvky se jiz znovu nemohou stat nenulovymi. Mozny zptisob
implementace tohoto vypoc¢tu ukazujeme v algoritmu 12.2.

Algoritmus 12.2: Redukce na tiidiagonalni tvar

j = 1:n-2

A(j+1:n,3);

sign(x (1)) *norm(x)*eye(n-j,1)-x;
if norm(v)>0,

H
o
R
I H

<
1]

v = v/norm(v);
P =1I; P(j+l:n,j+l:n) = P(j+l:n,j+l:n)-2%v*v’;
A = PxAx%xP;
Q@ = Q*P;
end
end

V algoritmu (12.3) ukazujeme modifikovany algoritmus.

Algoritmus 12.3: QDQ” rozklad: modifikovand QR metoda
Q=1
j = 1:n-2
D(j+1:n,j);
sign(x(1))*norm(x)*eye(n-j,1)-x;
if norm(v) > O,

H
o
H
e =

<
1]

v = v/norm(v);
P =1I; P(j+l:n,j+l:n) = P(j+l:n,j+l:n)-2%v*v’;
D = P*Dx*P;
Q = Q*P;
end
end

while norm(D-diag(diag(D))) >= eps
mu = D(n,n);
[Qk,Rk] = gqr(D-mux*eye(n));

D = Rk*Qk+muxeye(n);
Q = Q*Qk;
end

12.4 Funkce Matlabu
e pro plné matice

— lambda = eig(A) ... vraci vektor vlasnich c¢isel

— [Q,D] = eig(A) ... vraci matice spektralniho rozkladu, plati AQ = QD.
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e pro ridké matice

— D = eigs(A) ... vraci vektor Sesti nejvétsich vlasnich ¢isel

— [V,D] = eigs(A) ... vraci na diagondle matice D Sest nejvétsich vlas-
nich ¢isel, ve sloupcich matice V odpovidajici vlasni vektory.

Matice, jejiz vlastni cisla chceme spocitat, nemusi byt sestavena explicitné. Funkce
eigs nabizi moznost volani pomoci odkazu na funkci implementujici akei matice na
vektor. Vice podrobnosti najdete v [1].
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Kapitola 13

Singularni rozklad

Necht je ddna matice A € R"™". Pak existuji ortogondlni matice U € R™™ 'V ¢ R™"
a diagonalni matice S € R™" tak, ze plati

A =USVT. (13.1)

Diagonalni prvky matice S jsou nezaporné, usporadané sestupné a nazyvaji se sin-
guldrni c¢isla matice A.

13.1 Vyuziti spektralniho rozkladu A”A

Hleddme rozklad A = USVT, kde A € R™". Pak
ATA =VSTUTUSVT = VSsTsvT.
Pokud m = n a
ATA = QDQ" = diag(S) = \/diag(D),
V = Q a U je takova ortogonalni matice, ktera resi soustavu US = AV .

Poznamka 13.1. Zde vyuzivame toho, Ze matice ATA je symetrickd pozitivné
semidefinitni.

Singularni rozklad tedy mtzeme ziskat napt. nasledovneé:
1. Sestavime matici ATA.

2. Nalezneme spektralni rozklad této matice ATA = VDV se sou¢asnym se-
stupnym usporadanim prvka na diagonale matice D, viz poznamka 13.2.

3. Z odmocnin diagonélnich prvk matice D sestavime matici S typu m,n.

4. Resime soustavu US = AV pro neznamou U (lze vyuzit napt. QR rozklad).

Podrobné se podivejme na feseni US = AV.
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1. Je-li m = n a mé-li matice A v8echna singuldrni ¢isla nenulovd, jsou vSechny

sloupce matice AV ortogonalni nebot musi byt rovna matici US. Sloupce ma-
tice US jsou totiz sloupce matice U vynasobené diagonalnimi prvky matice S
a tudiz jsou ortogonalni. Pokud tedy provedeme QR rozklad matice AV, obdr-
7ime ortogonalni matici Q a matici R, ktera bude diagonalni. Pak U = QR®,
kde

R® = diag(R11/S11, - s Run/Sun, 1, ..., 1)

je diagonalni ¢tvercova matice radu m.

. Je-li m 2 n a ma-li matice A alespon jedno singularni ¢islo nulové, pak i né-

které sloupce matice AV budou nulové, nebot musi byt rovna matici US.
Pokud tedy budeme provadét QR rozklad matice AV, je vhodné provadét
tento rozklad pouze na nenulovych sloupcich. U takto ziskané matice Q je
pak potfeba zajistit pripadnou permutaci sloupciu, ke které mohlo dojit diky
vynechani radki.

Je-li m < n, pak mizeme doplnit matici A na matici ¢tvercovou pridanim nu-
lovych radki nebo ji nejdiive transponovat. Timto prevedeme tlohu na typ
uvedeny v bodé (1) nebo (2). Na zavér pak v prvnim pripadé odebereme
z matice S prislusné pridané nulové radky a obdobné matici U redukujeme
o pridané radky a jim prislusné sloupce.

13.2 Dalsi moznost vyuziti spektralniho rozkladu

V této kapitolce si ukdzeme alternativni moznost, jak vyuzit spektralni rozklad pro
vypocet rozkladu singularniho.

V dalsim odvozovani se nam bude hodit singularni rozklad matice transponované.
Podle (13.1) mtzeme psat

AT = (Usvh! = vsTu” = vsu”. (13.2)

Uvazujme nyni matici H definovanou vztahem

H:(X ‘ST). (13.3)

Spektralni rozklad této matice pak muzeme zapsat ve tvaru

H = QDQ",

- Y) (5 8)
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Miizeme tedy psat

1/V 'V S O vl Ut
_ T _ —
H=0QDbQ _Q(U —U)(O —S)(VT —UT)'
Roznéasobenim ziskavame matici
ol O 2vVsSu"\ [0 AT
~2\2U0svl’ O “\A O /-

Vyuzitim rovnic (13.1) a (13.2) jsme dostali predpis pro matici H definovanou ve
vztahu (13.3).

Vidime tedy, ze singularni rozklad ¢tvercové matice A je mozné ziskat pomoci
spektralniho rozkladu matice H. Priklad vypocétu uvadime v algoritmu 13.1, kde
funkce

[Q,D] = gqreigm(H)

je modifikovana QR metoda pro vypocet spektralniho rozkladu, uvedend v algoritmu
12.3.

Singularni rozklad tedy miizeme ziskat napt. nasledovné:

1. Sestavime matici H.

nym usporadanim prvk matice D, viz poznamka 13.2.
3. Z poloviny diagonalnich prvki matice D sestavime matici S.

4. 7 prvnich n sloupctt matice Q vybereme matice V a U.

2. Nalezneme spektralni rozklad této matice H = QDQ? se sou¢asnym sestup-

Poznamka 13.2. Problémy muze zptisobit symetrickd permutace radkua a sloupct
matice D reprezentovana permutacni matici P. Matici P, ktera ma tvar

HQ =QD, D =PDP”
vyuzivame pro sestupné usporadani singularnich ¢isel. Odtud pak

HQP:QDP:Q&@_{DP:QPB = Q=QP.
I
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Algoritmus 13.1: Singularni rozklad

A= rand(n);

0= zeros(n);
H=[0,A;A,0];

[Q,D]= qreigm (H);
[ds,pl= sort(diag(D),1,’descend’);
Dp=D(p,p);

Qp= sqrt(2)*Q(:,p);
U=Qp(n +1:2*%n,1:n)
V=Qp (1:n,1:n)

S=Dp (1:mn,1:n)

norm (A-UxS*V?’)

13.3 Mooreova-Penroseova inverze

Lze ukézat, Ze ke kazdé matici A € R™*" existuje tzv. zobecnénd inverze A%, pro
niz plati rovnost

AA#A = A, (13.4)

Pomoci SVD rozkladu (13.1) matice A sestavime specialni pripad zobecnéné inverze,
tzv. Mooreovu-Penroseovu inverzi

AT =VStUT,

kde matice ST je diagonalni a jeji prvky jsou dany predpisem

pro s; ; >0

i

s;; =0 pros;; =0.

Skutecné lze ukédzat, 7e po dosazeni AT za A# bude vztah (13.4) stéle platit, coz je
mimo jiné prvni ze CtyT tzv. Mooreovych-Penroseovych podminek. Tato a zbylé tti
Mooreovy-Penroseovy podminky jsou

1. AATA = A
2. ATAAT =  Af
3. ATA = (ATA)
4. AAt = (AAN)T.

13.4 Piiklady

1. Pomoci singularniho rozkladu spocitejte inverzni matici matice

A=

— W O
(G2 BN )

1
2
2
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Poznamka: Inverzni matici matice diagonani snadno spocteme jako prevrace-
nou hodnotu prvki na diagonéle.

2. Pomoci singularniho rozkladu spoditejte tzv. pseudoinverzi A* (Mooreova-

-Penroseova inverze)) matice

Ovérte, ze plati vztah AATA = A.
Poznamka: Reseni je pouhou modifikaci predchoziho prikladu.

13.5 Funkce Matlabu

e pro plné matice

— [U,S,V] = svd(A) ... vraci matice SVD rozkladu, kde S je stejné veli-
kosti jako A

— 8 = svd(A) ... vraci vektor singularnich ¢isel

— [U,S,V] = svd(A,0) ... redukovana verze rozkladu
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e pro ridké matice

-5
-8

svds(A) ... vraci 6 nejvétsich singularnich ¢isel

svds(A,k) ... vraci k nejvetsich singularnich ¢isel

Dalsi moznosti a vice podrobnosti najdete v [1].
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Kapitola 14

Lanczosova metoda

14.1 Motivace

Vypocet vlastnich ¢isel je spojeny s mnoha inzenyrskymi problémy. Lanczosova me-
toda je vhodna pro situace, kdy je predmétem zajmu vypocet dominantnich vlastnich
¢isel. Prakticky to znamend, Ze pro aproximaci se ptivodni matice transformuje do
tridiagonalniho tvaru a navic je mozné redukovat jeji fad. Proto Lanczosova metoda
neni nastrojem k vypoctu vlastnich ¢isel, poskytuje vsak podklady pro algoritmy
(napf. mocinnd metoda), které by pro puvodni matici byly nepouzitelné (problémy
s velkymi fady). Podrobnéjsi popis metody naleznete napr. v [5].

14.2 Definice

Méjme symetrickou pozitivné definitni matici A € R™". Pomoci podobnostni trans-
formace prevedeme matici A na tridiagonalni tvar

a; by 0 0 e 0
bl (05} b2 0 R 0
T=] : -~ 0 . (14.1)
0 0 bn,Q Ap—1 bn,1
0 0 0 bu1 ay
podle vztahu
T = QTAQ, (14.2)

kde Q € R™" je matice ortonormalni.
Pti odvozeni uvazujme, ze matice Q je znadma. ZapiSme hledanou matici T
v obecném tvaru a prepisme rovnost (14.2) do tvaru

QT = AQ.
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Za predpokladu, ze Q = (q',q%,- -+ ,q"), lze predeslou rovnost napsat

aq bl 0 0 te 0
b1 a9 bQ 0 ce 0
<q1’q2’.__7qn) :A(q17q2a7qn)
0 0 bn—2 Ap—1 bn—l
0 0 0 b1 ayp
a vyjadrit k-tou rovnici
bk,lqkfl + aqu + bqu+1 = Aqk, (143)

pro jejiz obecnost se s ohledem na dalsi tpravy definujme by = 0, q° = 0.

Vypocet koeficientti

Piendsobme rovnici (14.3) vektorem g* a diky ortonormalité vektorit obdrZime
a, = (Aq",q").

Stejnou rovnici nyni pfendsobme g**! a obdrzime
be = (Aqk, q*1) .

Upravme rovnici (14.3) do tvaru

A — I k _ _ k—1
k

coz lze povazovat za predpis ortonormalizacniho procesu. Oznacme
k k k—1
r'=(A-al)q" —b._1q

a koeficient
b = [Ir*]],
potom vektor nasledujici z matice Q je dan predpisem

qk+1 _ r”
"]
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14.3 Algoritmus Lanczosovy metody

Vsechny pottebné vztahy pro vypocet jsou odvozeny a vypocet matice T se sestavi
v n krocich. V priibéhu vypoctu se generuji vektory q° a miZeme ovérit rovnost
(14.2).

Algoritmus 14.1 Lanczosova metoda.

A € R™" ystupni matice

T € R™" nulova matice, prvek matice ¢; ; = 0
q" € R” nulovy vektor

r! € R" libovolny jednotkovy vektor

bl = 1
for j=1,...n
q’ =17 /b,
a; = (Ad’, )
v = (A D)@l b
bjp1 = [l
ljj = aj
if j <n then
tjt1s = bj
tij+1 =0;
end if
end for

Je-1li Lanzsosova metoda pouzita pro vypocet vlastnich ¢isel A, ¢asto se algoritmus
ukoncuje diive, nez jsou spoc¢teny kompletni matice. Z vlastnosti matice T se miize
vypocet A s ohledem na zadanou presnost kontrolovat dvéma parametry. Stanovi
se pocet hledanych vlastnich ¢isel ny a pocet potiebnych iteraci k v relaci ny < k.
Také plati omezeni k < n. Prakticky to znamenad, ze odhad dominantnich vlastnich
¢isel je pocitan z matice, kterd mtze mit vyrazné mensi rad, nez ptuvodni.
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Algoritmus 14.2 Pouziti Lanczosovy metody k vypoctu vlastnich cisel.

A € R™" ystupni matice

Te R** nulovd matice, prvek matice ti; =0
q° € R” nulovy vektor

r! € R” libovolny jednotkovy vektor

by =1
for j=1,... )k
q’ =17 /b
a; = (Ad’, ¢’)
't = (A —-qI)q’ — b’
bj+1 = ||I'j+1H
tjj = a;
if j < k then
tiv1 = b
tjj+1 = b;
end if
end for

Vypocet ny vlastnich ¢isel tridiagonalni matice T

Kod matlabu

Algoritmus 14.1: Lanzosova metoda

function [lambda,T,Ql=lanczos(A,n_lambda,n_it)

7 A ... vstupnt matice

A om_at ... maz. pocet iteract

% n_lambda ... pocet pocitanych wvlastnich cisel

n=size(A,1);

if n_it>=n || n_lambda >= n_it || nargin~=3
error (’Chyba v zadani!’)

end

Q=zeros(n,n_it);

s=zeros(n,1);

r=rand(n,1) ;r=r/norm(r) ;b=1;
Alpha=zeros(n_it,1);Beta =zeros(n_it-1,1);

for j=1:n_it
s_bef = s;
s = r/b;
Qc:,3) = s;
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a = dot(s,A*s);

Alpha(j) = a;

r = (A-axeye(n))*s-bx*s_bef;
b = norm(r);

if j<n_it ,Beta(j)=b;end
end

T=spdiags ([[Beta;0] ,Alpha,[0;Betal]l,[-1 0 1],n_it,n_it);
lambda = eigs(T,n_lambda);

Piiklad 14.1. Spoctéte piiblizné nejvétsi vlastni ¢islo Apg, téidiagonalni matice
A € R™™ n =50, pro kterou plati

a;; =2 pro i1=7j
a,;j =1 pro |[i—j|=1
a;; =0 pro |i—j|>1

redukei na matici fadu 5, 10 a 15 pouzitim Lanczosovy metody.

V Matlabu sestrojime matici prikazem A=spdiags([-I, 2*I,-I],[-1 0 1],n,n), kde
jen = 50 a I je vektor jednicek tadu n. Vypsanim prikazu lambda=lanczos(A,1,5)
se nejprve sestavi redukovana ttidiagonalni matice A, rozméru 5 x 5, spoctou se
vlastni &sla, z nichZ nejvétst je Mngr = 3.893 (Matlabem spoé¢tena hodnota nejvét-
stho vlastniho ¢isla matice A je Apax = 3.996). Relativni chyba je 2.595%. Tato
a dalsi dvé varianty jsou vypsany v tabulce pod textem.

’ varianta ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘
rad matice A, 5 10 15
Amaz (Ar) 3.893 | 3.979 | 3.995
Amaz (A) 3.996
e [%] 2.595 | 0.437 | 0.040
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Kapitola 15

Metoda sdruzenych gradientt

15.1 Motivace

Inzenyrské problémy fesené metodou konecnych prvka ¢i metodou siti prevadi pi-
vodné formulovany fyzikalni problém na soustavu linearnich rovnic tvaru

A% =D, (15.1)

kde x € R"™ je hledané teseni a A € R™", b € R". Rovnici lze Tesit napr. diive
popsanou Gaussovou eliminaci, pro kterou plati pracnost O (n?). Metoda sdruzenych
gradienti ma v nejnepriznivéjsim pripadé (plnd a Spatné podminénd matice, ...)
také pracnost O (n?), ale pro matice generované metodou kone¢nych prvki (resp.
siti), které jsou ridké, je pracnost vyrazné mensi. Hlubsi teoreticky rozbor naleznete

v [1, 5]

Obrazek 15.1: Funkcionél
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15.2 Definice

Reseni rovnice (15.1) je ekvivalentni tiloze nalezeni minima funkcionalu

F(x) = %(X,AX) — (x,b). (15.2)
Pro dvé proménné si funkcional mizeme prestavit jako graf paraboloidu nad rovinou
x1T9, ktery pritazuje kazdému vektoru x = (x1,25) jedinetné ¢islo odpovidajici
souradnici kolmé na z1x5. Existuje x := X, pro které je hodnota fukciondlu miniméalni
a které je feSenim rovnice (15.1). Pro ptipad na obr. 15.1 obdrzime feSeni po dvou
iteracich. Prvné se spo¢te minimum v zdporném sméru gradientu r! = Ax! — b,
druhym vektorem v? jiz dojdeme k vysledku. Pfedpoklddejme, Ze piesné feSeni %
muzeme napsat ve tvaru

x=x'+ Z v, (15.3)
nebo také
% =x'+ Ve, (15.4)
kde V = (vl,v? ..., v") je A-ortogonélni béze , pro kterou plati
(Vi,Av/) =0 proi #j , (15.5)
(v, Av?) £ 0 proi = j (15.6)

aa = (ay,qs,...,a,)T je vektor koeficientt. Dosadime-li (15.3) do energetického
funkcionalu (15.2), obdrzime

Fx)=-(x'+Va,A(x' + Va)) - (x' + Va,b) , (15.7)

N[ —

a po uprave

F(x)=F(a)=- (a,V'AVa) — (a, V" (b— Ax')) + C, (15.8)

N | =

kde )
C == 1 A 1\ 1 b
L (x, AxT) - (x1.1)
je konstanta bez vlivu na minimum funkciondlu. Nyni s argumentem o« lze diky

specialnim vlastnostem baze (souc¢in VZ'AV vede na diagonalni matici) zapsat ve
tvaru

Flo) = 105 (v', Av!) + 103 (V2 Av?) + ..+ a2 (V" Av") —
—ay (v, —r') —ay (v, —r') — .. —a, (v", -1 + C.
Nyni staci funkcional derivovat postupné podle vsech ay
OF ()
aOék

=0=o; (Vk, Avk) — (vk, —rl)
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a hledané koeficienty spocitat z

(v".r')

VAV (15.9)

ap — —

Pokud by byla baze V k dispozici, tloha je vyTesena, nebot koeficienty ay se do-
pocitaji velice jednoduse. V nésledujici ¢asti budou podrobné rozebrany zakladni
skalarni souciny potiebné k odvozeni dil¢ich ¢asti metody sdruzenych gradientii.

15.3 Analyza

Zavedme predpoklad, Ze se k Teseni blizime (obr. 15.1) pomoci vztahu
XM = x4 VP, (15.10)

kazdé nésledujici piiblizeni hledaného feseni lze vyjadiit kombinaci piedeslého x*
s tzv. sdruZenym smérem v*. Zobecnénim rovnice (15.10) mtizeme psat difve zaved-
nou (15.3). Je-li mez pro séitani k < n, pro x* miizeme také psat

k—1
xF=x" 4+ v, (15.11)
=1

V k-tém kroce je reziduum déno vztahem
r* = Ax" —b (15.12)
a v kroce nasledujicim pomoci
rft = Ax*T — b =" + a, AVF (15.13)

Kombinace (15.11) a (15.12) dava

k—1
=1l ) AV (15.14)
i=1
Predpokladejme, ze k-ty vektor A-ortonormalni baze je spoc¢ten Gramm-Schmidto-
vym ortogonaliza¢nim procesem z baze rezidui dle

k—1
vE=1h 43 " B ve. (15.15)

i=1

15.4 Definovani skalarnich soucdinu

V dalsi ¢asti textu budou odvozeny vsechny potiebné skalarni souciny, které se
v popisu dicich ¢asti metody objevuji.
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Soucin (rk, Vj>
PouZijme obecny vektor v/ a relaci (15.14).

e Proj =k

=

-1
(1 vi) = (' v) + Yo (A V) = (e v) |

i=1

nebo také
(rj,vj) = (rj_l,vj) = (rj_z,vj) = (rl,vj).

e Pro j < k s vyuzitim (15.9) a predeslého vztahu (15.16)
(r%,v)) = (', v7) + a; (AV?,v7)

— (v vi) — ) (A Vi) = 0.

Vyuzitim obou zavislosti odvodime dalsi uzitecnou rovnost

k—1

(rk,vk) = (rk,rk) + Zﬂm (Vi,rk) = (rk,rk) = ||Ic* 1.

i=1
Soucin (rk, Avj)
Upravme rovnici (15.15) do tvaru
k—1
rf=vF— Zﬁk,ivi.
i=1
e Proj >k
k-1
) = (- i) <o
i=1
e Proj=k
(rk,Avk) = (Vk,Avk) )
e Proj <k

(I‘k,AVj) = — [k, (Vj,Avj) ,
z ¢ehoz odvodime
(r*, Av7)

= A

(15.16)

(15.17)

(15.18)

(15.19)

(15.20)

(15.21)

(15.22)

(15.23)
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Soucin (rk, rj)
e Proj=1ak=1{23,..,n} plati
k-1 '
(r%,r') = (rl + > aiAvl,rl)
i=1

_ (r17r1)+’§aiA (v, 1)) (15.24)
= ( .

r',r) + o (Av!r!).
V posledni tpravé je suma soucinu pro i = {2,...,k — 1} dle (15.20) nulova,
zlstava pouze ¢len pro i = 1. S platnosti v! = r! a dosazenim za a; obdrzime
1

(rk,rl) = (rl,rl) — % (Arl,rl) =0

a plati, ze pocatecni reziduum je kolmé ke vSem nasledujicim.

e Proj=k—1
(F, 05 1) = (2P 4 gy AvE k!
— (k-1 k-1 k—1 L k—1
= (") +04(1«;1_1(§j’1) ). (15.25)
= (rkil’rkil) - (V:—171:‘vk—1) (Akal’kal) :
Opét je vyuzito difve odvozenych relaci. S platnosti (vF=1, r*=1) = |12

jsou po dalsich upravach dvé po sobé jdouci rezidua vzajemné ortogonalni.
e Obecné pro k > j

(rk,rj) = (r* ' 4+ oy AVFL 1J

= (r" 1, 1r7) + oy (AVFT 1) (15.26)

Zde druhy ¢len je pro j < k — 1 nulovy v dusledku (15.20) a ztstava
(rk,rj) = (rkfl,rj).
Rovnost je mozné zobecnit postupné
(.19) = (11,00) = (15, 0) = o= (9, )
a protoze jako posledni ¢len v fadé rovnosti jsou dvé po sobé jdouci rezidua,

jejichz skalarni soucin je nulovy, souc¢in rezidui s indexy k > j je taktéz roven
nule.
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15.5 Algoritmus sdruzenych gradienti

Pro -ty sdruzeny vektor patfici do postupné vytvarené A-ortogonalni baze plati
rovnice (15.15). Koeficienty (. ; se spocitaji ze vztahu (15.23), kde v ¢itateli za clen
Av’ dosadime substituci odvozenou z (15.13)

() (o)
Prj = _(Vk,AVk) - (vFE, AvF)

Indexy j nabyvaji postupné hodnot {k—1,k—2,...,1}. S pfihlédnutim k vlastnostem
ortogonality reziduji vyjma 7 = k — 1 budou vSechny ostatni koeficienty rovny nule
a predpis pro sdruzeny smér se zjednodusi na

vi=1F g vETh (15.27)

Vsechny potfebné vztahy pro vypocet jsou odvozeny. Ptipomenme jesté, ze se spo-
kojime s pribliznym fesenim. Pro tyto ucely je zavedena konstanta € a vypocet
ukonéime napi. pii |[x**! — x*|| < e.

Algoritmus 15.1 Algoritmus sdruzenych gradientu.

e>0, xt k=1
1 1 1 .1 _ e 2 _ o1 1
r=Ax"—b, v =T, 0= Ty, XD =X + a1 v

while ||x*! —x*|| =

k=Fk+1

r¥ =rh 1 4oy AVETL
rk Avk—1

Br-1 = —W

v =1k 4 B Vi

()

Ak = — (Avk,vk)
xFH = xF 4+ qvh
end while

Césti kédu lze dale upravit.

Koeficient «
Plati-li ortogonalita, mtzeme psat souc¢in dvou po sobé nasledujicich reziduji

(r" L rk) = (1" + apAVE r¥) = (2%, 1%) + ap (AVE 1) =0, (15.28)
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ktery je roven nule a nové pro a4, plati

= —%. (15.29)

Koeficient

Vyuzijme ortogonality rezidui pro upravu koeficientu S ze soucinu
(Vk’rkfl) _ (rk _i_ﬁk_lkal,rkfl) _ (rkjrkfl) t By (qu’rkq) _ (15.30)

Soucin (Vk,rkfl) je roven (Vk,I‘j), kde 7 = {1,2,...,k}. VyuZitim dalsi rovnosti
(15.19) se vztah prepise

ko k k=1 k-1
(I‘ T ) = 6/671 (I' T )
a konec¢ny vyraz pro koeficient se zjednodusi na

(e, )

L) (15.31)

Br—1 =

V algoritmu je zavedena pomocnd proménnd w' = Av® a za kazdou iteraci se v op-
timalizované verzi koédu provede pouze jedno nasobeni matici A. Jako ukoncovaci
kritérium vézméme normu rezidua.

Algoritmus 15.2 Optimalizovany algoritmus sdruzenych gradienti.

e>0, xl, k=1

r'!=Ax' —b, vl =r!, w! = AV, oy = —(U;l,uf), x? =x! + av?
while |[t¥|| = ¢

k=k+1

b= ph=1 4 g whl

Brer = e [°/ {47

vE =k 4 B Al

wh = AvF

o =~ [P (.

xFH = xF 4 qpvF

end while
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Algoritmus 15.1: Metoda sdruzenych gradienti

function x=cg(A,b,x)
/4 metoda sdruzenych gradientu

4 A ... matice soustavy
4 b ... vektor prave strany
%# z ... pocatecni odhad

n=length(b);

if nargin<3,x=1*ones(n,1) ;end

epsO=1le-4xnorm(b) ;

k=1;

r=A*x-b;norm_r=norm(r) ;

v=r;

w=A*xv;

alph=-norm_r~2/dot(w,v);

x=x+alphx*v;

while norm_r>epsO0 k<=n
r=r+alphx*w;
norm_r_next=norm(r) ;
if norm_r_next<epsO;break,end
beta=(norm_r_next/norm_r) ~2;
v=r+betax*xv; W=Ax*xv;
alph=-norm_r_next~2/dot (w,v);
x=x+alphx*v;
norm_r=norm_r_next;
k=k+1;

end

fprintf (’|[r||=%3.3e, iter= %i\n’,norm_r_next ,k);
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Cast III

Numerické reseni diferencialnich
rovinic
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Kapitola 16

Diferencialni rovnice - motivacni
priklady

16.1 Struna

Struna je vlakno napnuté mezi dvéma body slouzici jako zdroj zvuku u strunnych na-
stroju jako je kytara, housle (viz obr. 16.1), loutna, buzuki, basa, ale také napriklad
klavir.

1

N 17
P S/

S—==

Obrazek 16.1: Strunné néstroje.

Predpoklddejme, ze struna je objekt, u kterého lze vyjadrit charakteristiky (pru-
fezové, materialové, geometrické apod.) podélné pomoci jedné nezavisle proménné.
Na obr. 16.2 vlevo je struna na levém konci uchycena, na pravém tazena tzv. pre-
depinaci silou T (= konst.) a po celé své délce je vertikdlné zatizena hustotou sil f.
Ackoliv je ohybova tuhost struny témér nulova, proti pricnym vychylkam wu ptsobi

predepinaci sila
AL
T=FA—
L Y

kde E tzv. je Youngiiv modul pruznosti (Fyee; = 2.1 - 10° MPa) charakterizujici
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Obrazek 16.2: Struna

materidlové vlastnosti, A je plocha prifezu, L je puvodni délky struny a AL je zména
délky v dusledku sily 7. Funkce u tedy popisuje prihyb struny. Jsou-li dodrzeny
predpoklady malych deformaci, lze povazovat zmény velikosti predepinaci sily T’
za zanedbatelné. Napriklad pro kytarovou strunu E; délky 628 mm je pTi pricném
vychyleni bodu o 5 mm v poloviné délky zména ptivodni predepinaci sily mensi nez
0.7 %.

Diferencidlni rovnici odvodime z rovnice rovnovahy na casti struny, kterou do-
staneme dvéma Fezy ve vzdédlenosti x a x 4+ h (obr. 16.2 vpravo), u¢inky odejmutych
casti jsou nahrazeny silami 7. Predpoklada se, ze predepinaci sila je neménna po
celé délce struny. V y-ovém sméru pak plati rovnice rovnovahy

z+h
ZFZ-y =0=—T sin(a(z)) + T sin (a(z + h)) +/ f(&)d¢. (16.1)

Pro spojitou primitivni funkci f(§) na intervalu & € (z, = + h) z véty o stredni
hodnoté integralniho poctu plati rovnost

lim - / " Heyde = ().

h—0h

Déle vyuzijeme priblizné vztahy pro malé ihly. Je-li @ dostatecné malé, pak sin (o) ~ «
du(z)

a také tg(a) ~ a, resp. sin(a) ~ tg(a). Jelikoz v'(r) = == = tg(a(zr)), kde

tg (a(z)) je smérnice teény funkce v bodé z, rovnice (16.1) prejde po tpravé do
tvaru

(T b) - Tl () = / T ey,

Rovnici rovnovahy v bodé z ziskdme limitnim prechodem pro h — 0

h—0 h h—0

/ h) — o z+h
lim — 7@ 1) “@):hm%/z f()de,

ktery vede na
— T = . (16.2)
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Odvozeni diferencialni rovnice druhého radu popisuje vztah hustoty sil f a predepi-
naci sily 7" k priahybu struny u(z). Chovani v krajnich bodech struny popisuji tzv.
okrajové podminky. Je-li na obou koncich struna uchycena (u(0) = ug, u(L) = uy,),
jednd se o tzv. Dirichletovu podminku. Je-li na nékterém konci zadana sila, jedna
se o tzv. Neumannovu podminku (napt. =7 (L) = g).

16.2 Membrana

Popisme tlohu prihybu membrany, u které rovnice rovnovahy v libovolném bodé
télesa vede na tzv. Poissonovu rovnici. Pfes korpus bubnu je natazena membrana
(umeéld nebo kozend bléna), kterd je vyrazné predepnuta. Zavedme souradnicovy
systém, jehoz osy = a y lezi v roviné membrany. V obecném misté je vyjmut obdél-
nikovy element o stranach h, a h, (obr. 16.3), na jehoz hranéch je i¢inek odejmutych
¢asti nahrazen silami (AT).

Obrazek 16.3: Membrana.

Rovnice rovnovahy pro z-ovy smér je

ZFM:O

ATy sin (ay.(z,y + h)) — AT,.sin (o (7, y)) +

FAT? sin (g (z + h,y)) — AT,.sin (aq.(z,y)) + (16.3)
T R ¢dedc
Z véty o stfedni hodnoté dostavame
1 at+hs  pythy
Jim i o | / F(€ Q)dedc = £(€,€) (16.4)

Bez vnéjsiho zatizeni je v membrané pritomno napéti

o(z,y) = (0u(x,y), oy(z,y)" = (v, 7",
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které souvisi s poc¢atecnim predpétim a predpoklada se, ze je konstantni. Hustotou
sil f je membrana deformovana ve vertikdlnim sméru, pricemz vzniklé posuvy ve
sméru osy z neovlivni pole napéti v roviné xy (teorie malych deformaci). Sila AT,

a AT, je rovna integralu

y+hy
AT, = AT, =~ / d¢ = hyy. (16.5)
v
Obdobné pro smér kolmy
z+hg
AT,. = AT, =~ / dé = h,y. (16.6)
Pro malé thly je sin (q.(2,y)) = tg (ag.(z,y)) = 2422 S pravou a substitucemi

piSeme rovnici rovnovahy ve tvaru

e du(z + hyyy)  Oulz,y) h u(z,y +hy)  Ou(z,y)
hohy |7 0 ox ‘ dy dy

= [ reqazac (16.7)

a limitnim prechodem

(lim 1 (au(x;— heyy) 8u(m,y)) i L <8u(x,ayy+ h,) aug;, y)))

T ox hy—0 h,
= lim lim ! //f(ﬁ,g‘)dgd( (16.8)

he—0 hy—0 f hy

dostévame rovnici rovnovdhy v bodé [z,y] ve zndmém tvaru Poissonovy rovnice

ve 2D o ( ) o ( ) .
u(x,y u(x,y
fat = St = f (16.9)

Chovani na okraji membrany stejné jako pro strunu popisuji tzv. okrajové podminky.
Je-li membrana na okrajich uchycena (u = wg, pro x,y € I'), jednd se o tzv. Di-
richletovu podminku . Je-li na ¢asti hranice zadana sila, jedna se o tzv. Neumannovu
podminku (napi. =T (L) = g).
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Kapitola 17

Metoda siti

Metoda siti (také metoda kone¢nych diferenci) je numericky zptsob feSeni diferen-
cidlnich rovnic. Oblast pokryjeme pravidelnou (ve 2D obdélnikovou) siti a objekty
v diferencialni rovnici nahradime jejich hodnotami v uzlech sité. Pivodni problém
tak prevedeme na soustavu linearnich rovnic, jejiz feseni odpovidd hodnotam ne-
zname veli¢iny v uzlech sité.

17.1 Metoda siti v 1D

V mechanice se metoda siti v 1D pouziva napriklad k feSeni nosnikl ¢i rovnice pro
drive odvozenou strunu. Formalné shodnou rovnici je popsédno stacionarni vedeni
tepla nebo Sifeni koncentrace.

Analyza problému

Uvazujme rovnici rovnovahy struny délky L v diferencialnim tvaru odvozenou v sekci
16 s jednotkovou predepinaci silou

—u' = f (17.1)

a upevnénou na obou koncich u(0) = w(L) = 0. Priblizny vztah pro aproximaci
druhé derivace teSeni lze odvodit z Taylorova rozvoje funkce u v okoli bodu .
Hodnota funkce u pro bod x + h je poté

uw(x + h) = u(z) + u’(x)% + u”(x)g—? + C1(h?), (17.2)

kde Cy(h?) je ¢len, ktery pro dostatetné malé h lze zanedbat. Obdobné pro x — h je
h h?

u(x —h) = u(z) — u'(m)i + u"(a:)g + Cy(h?). (17.3)
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Obrazek 17.1: Rozlozeni uzla sité.

Odectenim obou vyrazi a zanedbanim ¢lent vyssich fadt ziskame aproximaci prvni
derivace funkce u ve tvaru
u(x 4+ h) —u(z — h)

u'(z) ~ oh (17.4)

a sectenim aproximaci druhé derivace

o () ~ u(z —h) — 222(2@ +u(z + h). (17.5)

Nyni strunu délky L rozdéleme pravidelné na n dilka (viz obr. 17.1). s krokem
diskretizace h. Hodnoty Teseni v uzlech x; ozna¢me wu; a necht f; = f(x;). Uzitim
tohoto znaceni a dosazenim (17.5) do (17.1) pro uzly i = 1,2,...,n — 1 dostavame
soustavu linearnich rovnic

— (UO — 2U1 + Ug) = h2f1
— (Ul — 2U2 + Ug) = h2f2

— (Wi — 2u; + uiy1) = W2 f; (17.6)
— (un,Q — 2Uyp_1 + un) — thnfl

sneznamymiu;, i = 1,...,n = 1 a zadanymi prihyby v krajnich bodech u(0) = u(L) = 0.
Prevedenim posunuti na pravou stranu dostavame soustavu linedrnich rovnic

2 -1 0 - 0
] Uy h?f1 + o
-1 2 -1 0 : Us h? f,
0 -1 2 -1 " us | h*fs
0 —1 0 1 25
9 znfz hQJiL fnju
O O -1 2 n—1 n—1 n

Tuto soustavu ozna¢ime Au = f. K vypocétu lze pouzit z primych fesSi¢i napft.
Gaussovu eliminaci (viz kapitola 7), nebo nékterou z itera¢nich metod jako metoda
sdruzenych gradientu (viz kapitola 15) nebo metoda nejvétsiho spadu apod.
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Piiklad 17.1. Urcete prohnuti struny délky L = 1 [m] uchycené na obou koncich
a zatizené silou o hustoté f(z) = sin(x) [N/m].

Prislusna okrajova tloha:

—u” =sin(z), z € (0,L).
u(0)=wu(l)=0

Algoritmus 17.1: Metoda siti

function strunalD_sit (L,N)
A% popis ulohy

A L % delka struny

A N % pocet pruku site
n = N+1; % pocet wuzlu

h = L/N; % krok site

x = (0:h:L)’; /4 souradnice uzlu
V4 -u’’= f, u(0)=0, w(L)=0; /4 rounice struny
V4 Tz z <0,L> / interval

4 f = sin(z) 4 zatizenit

4% Sestaveni ridke matice A

e = ones(n-2,1);

A = spdiags([-e 2*xe -e], [-1 0 1], n-2, n-2);

A% vektor prave strany

b = eval(’h 2*sin(x(2:end-1))7);

A% mumericke Tesend

u=A \b;

u=[0;u;0];

A% analyticke resent

u_analytic=@(x) (sin(x)-sin(L)*x/L);

A% vykresleni

figure (1) ,plot(x,u,’r.’),hold on,ezplot(u_analytic,[0,L]);hold
off

figure (2) ,plot(x,abs(u-u_analytic(x)),’.-’),xlabel(’x’)

fprintf (’Chyba reseni 73.2e\n’,norm(u-u_analytic(x)));

Analytické a numerické feseni prikladu pro N = 10 je na obr. 17.2, chyba v normé
2 je na obr. 17.3.
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x10
5
0.06
0.05 4
0.04 3
0.03
0.02 2
0.01 —— analytické reseni 1 1
@ metoda siti
0
0
0 0.5 1 0 0.5 1
X X

Obréazek 17.2: Numerické a analy-  Obréazek 17.3: Chyba reseni
tické Teseni

17.2 Metoda siti ve 2D

Metoda siti ve 2D je vhodna napi. pro feseni Poissonovy rovnice, kterda v mechanice
popisuje rovnovahu sil v libovolném bodé membrany, nebo také vedeni tepla v roviné
atd. Ackoliv poskytuje pouze priblizné numerické reseni, v mnoha pripadech jde pro
slozitost tlohy o jediné mozné, které lze ziskat. Metoda siti je silné omezena tvarem
oblasti, na které se uloha resi.

Analyza problému

Uvazujme tlohu napindni membrény na ¢tverci o strané délky L (viz obr. 17.4)

{_Au = f pro¥(z,y) € Q= (0,L) x (0,L) (17.7)

u(z,y) = 0 pro ¥(z,y) € 99,
ve které podminka u(x,y) = 0 pro V(z,y) € 9Q zohlednuje uchyceni na korpusu

bubnu (hranici oblasti). Parcidlni derivaci u podle z a y odvodime pomoci Taylorova
rozvoje. Hodnota funkce u pro bod (z + h,y) je

(o + hyy) = () + Sulw, )+ e o)
u\x 7y _ux7y 8xu ‘r7y 1| aIQU x’@/ 2' 1 )l
apI'O(SC—h,y)

0 h 02 h?
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il L -
<
Y ‘ ‘ hi I
ynfl -
Y+
Y b i f L
Yi-1
Y1
Yo y
Xo X4 Xi_1 Xi Xy Xoo1 X

Obrazek 17.4: Sit ve 2D.

Se¢tenim vyrazii a zanedbanim clent vyssich fadt (Cy(h?), Cy(h?)) obdrzime pri-
blizny vztah druhé derivace u podle x ve tvaru

0’ u(r = h,y) — 2u(z, y) + u(z + h,y)
Ox? h?

Druhé derivace u podle y pak bude obdobné
02 w(z,y —h) — 2u(z,y) +u(r,y + h)
a_ygu('r7 y) ~ ( 2 ( .

Nyni rozdélme ¢tverec o strané délky L na mensi ¢tverce s krokem diskretizace h.
Hodnoty feseni v uzlech (z;,y,) = (xo + th,yo + jh) oznacme u; ; a necht f; ; = f (2, ;).
Priblizné vztahy pro druhé derivace u v okoli bodu (z;,y;) se pfepisi do tvaru

82 Uz_1—2UZ+Uz 1.9

@u (xia yj) ~ = hg’] —

0? Ui i1 — 2 5 + Ui

WU (xia y]) ~ : hg,] AR : (178>
Y

Membrana je na krajich pevné uchycena a tedy uro = uor = Upn = Upi = 0 pro
k = 0,1,...,n. Dfive odvozenou rovnici rovnovahy v libovolném uzlu sité mtzeme
psat ve tvaru

2
= Uio1j = Uigo1 AUy = Uipry = Uig = D fi (17.9)
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Podle obr. 17.4 zavddime indexové mnoziny I = {2,..,n — 2} a dostdvame tyto
rovnice:

a) dup — Uz — U = h2f1,1 + Ug1 + U1

b) —U1 -1 + 4U17]’ — Ul j+1 — U2 = hzfl,j + U, ] c j
c) —Uy o+ AU o1 — Ugpo1 = PP [ 4 U1 + Uty

d) —Ui—1 + AU — Uiprn — U2 = W2 fin + wig iel
e) —Up—21 — Up—12 + 4Up_11 = P*fr11 4+ Un—1,0 + Un1

f) —Up—2j — Un—1,j—1 + 4Un_1; — Up—1j4+1 = hzfn—l,j + Upj J € I
q9) — Ui -1 — Uin—2 + W1 — Uip101 = P2 fino1 + Ui, iel
h) —Up—1,n—2 — Up—2n—1 + 4unfl,nfl = thnfl,nfl + Un—1,n + Un,n—1

[ —Uj—1,j = Wij—1 + AU — Uip1,; — Wij1 = W fij h,j el

Jednotlivé rovnice v uzlech zapiSeme maticové a to tak, ze uzly sité jsou prochazeny
postupné po sloupcich tvorenych uzly {(zm,v1), (Tm,y2), -, (Tm, Yn_1)}. Hodnoty
priuhybt v uzlech jsou pak razeny stejnym zptisobem

u = ((Ul,h U215 -y unfl,l) ) (U1,2, U2,2, -+, un71,2) IR (ul,nfla U2n—15 - unfl,nfl))T )

cemuz také odpovida razeni prvki v matici A z predeslé soustavy rovnic a muzeme
ji psat ve tvaru

Ul,1:n—1 U2,1:n—1 Un—1,1:n—1

4 1 0o -1 0 0 0 0 0 0
1 4 0 -1 0 0

1 0 0 0

0 1 4 0 0 -1 0 -~ 0 0

1 0 0 0 4 -1 0 0 0 0
0 -1 1 4 0 0

A= _

0 : -1 0 0

0 0 -1 0 1 4 0 -« 0 0

0 0 0 0 0 0 4 -1 0
0 0 0 0 1 4

0 0 0 0 : 1

0 0 0 0 0 0 0 1 4
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Konecné vektor pravé strany téze soustavy vypada nasledovné

h2f1,1 + up,1 + U1p
h2f1,2 + o2

2
h? fin—1 + Uo -1 + Uy

h2f2,1 + U2
B2 foz

2
he fon—1+ uap

2
he 11 4 Up—1,0 + Un
2
h fn—l,2 + Unp,2

2
h fnfl,nfl + un,nfl + unfl,n

nebo po dosazeni

Jia
f1,2
fl,n—l

fan
fo2

f2,n—1

fn—l,l
fn—1,2

fn—l,n—l
Priklad 17.2. Urcete prihyb mebrany uchycené na ¢tvercovém ramecku o strané
délky L =1 [m] a zatiZzené silou o hustoté f(z) = —1 [N/m?].
Prislusna okrajova tloha:
—Au(z,y) = —1V(z,y) € 2= (0,1) x (0,1).
u(z,y) = 0 pro V(z,y) € 99



17.2 Metoda siti ve 2D 141

Obrézek 17.5: ReSeni.

Algoritmus 17.2: Algoritmus metody siti - membrana

function membrana2D_sit (N)

4 N ... pocet elementu mna hranu oblasti jednotkoveho ctverce
A% Rounice

4 —(d"2/dx "2+d"2/dy 2)u=f, f = -1; Lz=Ly=1; u=0 na hranicsi
A% Pomocne konstanty

n=N-1; % pocet wnitrnich uzlu mna hranu (bez u_gamma)
np=n_2; % pocet wsech wvnitrnich uzlu

h=1/N; 4 krok site

A% Efektivunt sestaveni ridke matice 4

e0 = 4*xones(np,1);

e2 = -ones(np,1);

elh = -ones(np,1);elh((n+1):n:end)=0;
eld = -ones(np,1);eld(n:n:end)=0;

A = spdiags([e2,eld,e0,elh,e2],[-n,-1,0,1,n],np,np);
A% Vektor prave strany

f = -ones(np,1)*h~2;

A% Vypocet u (vunitrni uzly)

u=A\f;

%% wvizualizace

x=0:h:1; y=0:h:1; /4 souradnice

[X,Y]=meshgrid(x,y);

U=[zeros(1,N+1) ;...
zeros(n,1),...
reshape(u,n,[]1),...
zeros(n,1) ;zeros (1,N+1)1];

surf (X,Y,U, FaceColor’,’interp’)

Vysledky prikladu pro N = 25 vidime na obr. 17.5.
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Kapitola 18

Metoda konec¢nych prvki

Metoda konecnych prvku (MKP) je nejrozsitenéjsi numerickou metodou uréenou
k ptibliznému feseni diferencialnich rovnic. Obdobné jako metoda siti i MKP prevadi
puvodni eliptickou okrajovou tlohu na soustavu linearnich rovnic, jejimz fesenim
ziskame priblizné reSeni zadané tlohy. Existuje pouze mala skupina inzenyrskych
problémt popsanych parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi, u kterych je zndmo ana-
lytické Teseni. Spole¢nym jmenovatelem v téchto pripadech je vhodny tvar oblasti,
na které se reseni hleda (plati pro zakladni geometrické tvary jako ¢tverec, kruh,
krychle, koule, vilec apod.), ale také vhodna prava strana a okrajové podminky. Ve
vsech ostatnich pripadech je nutné uzit numerické feseni. Hlavni myslenka MKP
je rozdeélit puvodni oblast na mensi tzv. konecné prvky, kterymi je mozné pokryt
v podstaté libovolny tvar, coz uprednostiuje tento pristup nad metodu siti.

18.1 Metoda kone¢nych prvka v 1D

Na rozdil od metody siti se v MKP nediskretizuje pfimo ptivodni okrajova tiloha
dané rovnici rovnovahy, ale jeji tzv. slaba formulace.

Odvozeni slabé formulace

Resme rovnici struny uchycené na obou koncich, tj. tlohu
—u"(x) = f(x) pro Vz € (0,1)
u(0) = u(1) =0,

kde pro jednoduchost uvazujeme u € C*((0,1)) a f € C((0,1)) s jednotkovou
predepinaci silou T = 1. Zavedme prostor testovacich funkci

V={ve C'((0,1)) |v(0) = v(1) = 0}.
Vynasobenim direrencidlni rovnice s testovaci funkci obdrzime rovnost

—u"(z)v(x) = f(x)v(x) pro Vo € (0,1), Yv € V.
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Obrazek 18.1: Diskretizace.

Vyraz na levé i pravé strané dale integrujeme pres zadanou oblast a k integraci
pouzijeme metodu per partes

— fol u’(x)v(x)de = fo (x)dz, Yo e V
a aplikujeme metodu per partes
— [ (z)v(2)], + fol u'(x)v (x)dx = fo (x)dx, Yv € V.

Z vlastnosti funkce v je ¢len [u/ (x)v(x)]é pro obé meze nulovy. Vysledna formulace
vypada nasledovné:

najdi u € V takové, ze
! (18.1)
a(u,v) =b(v) Yv €'V,
kde
fo z)dx a bv fo
jsou symetricka poz1t1vne deﬁmtm blhneérm forma a hnearm funkcionél.
Diskretizace
Oznac¢me posunuti v krajnich bodech struny
u (o) = ug, u(xy) = uy,
a mnozinu uzla sité
Sp=Axo,...,x,}, Ti=x0+1ih, i=0,...,n. (18.2)
Vypocetni oblast (v 1D interval) je pokryta ny = n koneénymi prvky tvoric
TLT—l
= Umn 7= (xi viy1) - (18.3)
i=0

Pri ekvidistantnim kroku jsou délky vsech kone¢nych prvka rovny h. Aproximace
prihybu u(x) je realizovana spojitou po ¢astech linedarni funkci

(7% (CIZ) = ;T + bi, Vx € Tis UZ(JZ') =0Vx ¢ Ti 1= 0, 1, e — 1. (184)
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Obrazek 18.2: Konecny prvek.

Pro i-ty prvek obdrzime posuvy v uzlech dosazenim prislusnych souradnic (viz obr.
18.2)

Uip1r = Wi (Tig1) = @i + b

a ze dvou rovnic o dvou nezndmych spocteme konstanty
o — 1 (u N b= —1 (o Yy
a; = h Uj41 — Uz) y Vi — T (xzuz—i-l - xz—l—luz) .
Zpétnym dosazenim dostavame

ui(x) = 711 (Uip1 — us) 75 — % (Titip1 — Tig1;) -

Lokalni matice tuhosti

Pro dalsi popis vyuzijeme ekvivalence slabé formulace s tzv. energetickou formulaci
(diikaz naleznete napt. v [0]). Ukol zni nésledovné:

1
najdiu € V: a(u,v) =b(v), Yo € V <= min§a(u, u) — b(u). (18.5)

ueV

Diskretizaci bilinearni formy dostavame

alu, u) = / (u’(x)fdxzz / (W (2))? da ~
> [ ) = [ @) dr = ol )

kde up,(x) Vo € 7; je po ¢astech linedrni funkce aproximace feseni u. Derivace funkce
posuvi uy, pro i-ty prvek je
u,
-1, 1 ‘
( ) ( Wit+1 )

SRS

1
u;(x) = (aix + bz‘), =a; = 7 (—Uz' + Ui+1) =
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a pro krajni elementy

Nyni si vyjadifme ¢len (u/(x))* ve tvaru

e e =t (1) (1)

a integrujeme nad ¢-tym prvkem

Tit1 Tit1
Tit1 ] [ dz — [ dx
o) ) de = gz e | w23 ()
b — [ de [ dx wH

Tit1
Prvky matice jsou rovny integrdlu [ dz, mimodiagondlni ¢leny jsou zdporné. Jeli-
z

koz plati, ze

Tit+1
dx = h,
po upraveé obdrzime
Tit1
o) o = (s A ).
Ui41
kde .
1 -1

je tzv. lokalni matice tuhosti.

Globalni matice tuhosti

Globalni matice tuhosti se sestavuje postupné z prispévku vSech prvkiu sité, tj.

O --- 0 -+ 0 --- 0
nr i nTl o --- 1 e —1 - 0
=1 =1 g --- —1 --- 1 - 0

0 0 0 0
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kde A je rozsifeni A; nulami na velikost (n + 1) x (n + 1) globalni matice. Pro
strunu s krokem sité h ma globalni matice tvar

1 -1 0
-1 2 -1

0o -1 2
(18.8)

SRS

2 -1
-1 1
Tato matice je pozitivné semidefinitni a lze ji regularizovat zohlednénim okrajovych
podminek.

Lokalni vektor zatiZzeni

Vektor zatizeni obdrzime rozepsanim clenu linearniho funkcionalu

Tit1 Tit1

b(u) = /1 (@) f(z)dw :g / (@) f(z)dw zg: / wi() f(@)dz = bluy).

0
Funkei w;(x) zapiSeme ve tvaru

() = L (g, — . Ui
ui(z) = 5 (Tig1 — 2, T — 1) ( Uiy )
a pronasobime s f(z). Intgraci pfes 7; dostaneme
Tit+1
Tit1 ., 1 f f(l’) (J}H_l — ZE) dx
ui(z)" f(z)dr = + (wi, wi1) | %5, ;

h [ @) (@ — ) da

kde

Li41

[ fl@) (wig — ) dx
f—-| = (18.9)

Ti41

f f(x) (x — x;) dw

je tzv. lokalni vektor zatizeni i-tého prvku.

V radé pripadt si vystac¢ime s pribliznym vypoctem integralu nékterou z nume-
rickych metod. Napf. pro tzv. obdélnikové pravidlo je prvni ¢len lokalniho vektoru
zatizeni

Tit1
h2

[ 1@ @i =2y de b f (o) (s = ) = 51 (w)

T

Vviev
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Globalni vektor zatizeni

Globalni vektor zatizeni f se sestavuje obdobné jako globalni matice tuhosti . Za
i-ty prvek se na pozice i a i + 1 pricte lokalni piispévek f; = (f, f;)T, tj.

T (@) (@1 — ) de

i
L

=3 g= b ]I @) det ) i —a)do

T @) @ - 2o da

Poznamka 18.1. Zadané Dirichletovy podminky «(0) = u(1) = 0 ptredepisuji pru-
hyb v koncovych uzlech.

Priklad 18.2. Resme piiklad 17.1 pro N = 10 pomoci MKP.

Algoritmus 18.1: MKP - struna

function strunalD_MKP (L,N)
A% popis ulohy

A N % pocet pruku site
A L % delka struny

n = N+1; % pocet uzlu

h = L/N; /4 krok site

x = (0:h:L)’; /4 souradnice uzlu
A -u’’= f, w(0)=0, u(L)=0; % rTounice struny
V4 z z <0,L> J interwval

f = @(x) sin(x); % hustota sil

A% Sestavent plne matice 4

A = zeros(n);b=zeros(n,1);

A _local=[1 -1;-1 1]/h; / lokalni matice tuhost?t

% integral v b_local pocitan lichobeznikovym pravidlem

for i = 1 : N J cyklus pres pruvky site
AC[i,i+1],[i,i+11)=A(C[i,i+1],[i,i+1])+A _local;
x_s8=0.5*%(x(i)+x(i+1)); / souradnice teziste
b_local = 0.5xh*xf(x_s)x*[1;1];
b([i,i+1]1)=b([i,i+1])+b_local;

end

A% zohledneni okrajovych podminek v matici A a vektoru b

AC[1,n],:)=0; A(C:,[1,n])=0;A(1,1)=1;A(n,n)=1;

b(1)=0;b(n)=0;

A% mumericke resent

u=A\b;

A% analyticke resent

u_analytic=0(x) sin(x)-sin(L)*x/L;

A% vykreslent
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figure (1) ,plot(x,u,’r.’),hold on,ezplot(u_analytic,[0,L]);hold
off

figure (2) ,plot(x,abs(u-u_analytic(x)),’.-’),xlabel(’x’)

fprintf (’Chyba reseni 73.2e\n’,norm(u-u_analytic(x)));

Numerické a analytické Teseni je na obr. 18.3 a chyba MKP od presného teSeni
v uzlech sité v normé 2 je na obr. 18.4.

x 10
2.5
0.06
0.05 2
0.04 15
0.03
0.02 !
0.01 —— analytické reseni 1 0.5
@ mkp
0
0 L
0 0.5 1 0 0.5 1
X X

Obrazek 18.3: Numerické a analy-  Obrazek 18.4: Chyba feseni
tické reseni

18.2 Metoda konecnych prvkia ve 2D

Stejné jako v 1D se diskretizuje slaba formulace tlohy.

Odvozeni slabé formulace

Resme nésledujici problém:

—Au = f proV(x,y) € Q

u(z,y) =0 pro V(z,y) € 09, (18.10)

kde

Fec(Q), ue C¥Q).

Zavedme prostor testovacich funkeci

V={vel (Q)|v=0na o0}
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= N
=
=
—_

A=

Py |

Obréazek 18.5: Konec¢ny prvek.

a vynasobme rovnici rovnovahy sil membréany s funkei v

9r2 " Oy?

v=fonaQ, YvoeV.

Pravou a levou stranu integrujeme na oblasti (2

0*u 0%*u
_/Q(@Ha_yzv)dgz:/ﬂfudg,vvev

Pomoci Greenovy formule upravime rovnici

Ooudv  Ouodv ou ou
2oz Tavan) O L\ o - = o :
/Q (89: ox + dy ay) d /BQ (awnm‘v + aynyv) ds /va Yo eV

Oudv  Oudv ou ou
a(u,v) = /Q (%% + B_y@_y) dQ, b(v) = /va dQ + /ag (anajv + a—ynyv) ds.

Trianglulace oblasti

Uvazujme ¢tvercovou oblast (viz obr. 18.6) rozlozenou na trojihelniky. Oznac¢me
uzly sité

Sy, =A{P,..., P} (18.11)
Triangulizaci rozumime rozdéleni oblasti T}, na konecné prvky ¢; o tfech vrcholech.
Jsou-li obé strany ¢tvercové oblasti rozdéleny na n uzli, pro koneéné prvky plati

nr

Th = U tk, tk = APk1,Pk2,Pk37 nr = 2(’/1, — 1)2, (1812)
k=1

kde t je k-ty prvek s vrcholy Pyi, Pia, Pz a np je pocet vSech prvki. Soucet plosek
vSech prvku ptiblizné odpovida obsahu ptvodni plochy
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120 121

—

12 |13

L

L

I 2 3

o

0 11

Obrazek 18.6: Triangularizace.

T, ~ Q. (18.13)

Konkrétné pro zvolenou ¢tvercovou oblast plati v predeslé relaci rovnost. Prihyb
k-tého uzlu je znacen

up ~ u(Py) = u(zk, yp) prok =1,...,n. (18.14)

Interpolace reseni

Zavedmeé aproximaci funkce posuvi na k-tém prvku (obr. 18.5) pomoci linedrni

funkce
ug(x,y) = apx + bpy + ¢k, V(x,y) € ty

18.15
Rovnici muzeme prepsat do tvaru
uk(xa y) = ‘10(:[7 y)ak = [fE, Y, 1][0’167 blm Ck]Ta (1816)

kde ¢ je matice aproximacniho polynomu a a; je vektor konstant. Postupnym do-
sazovanim souradnic pro vrcholy prvku pisme

arTy + bpyr + ¢ = uy,
apTo + bkyQ +cp = Uy (1817)
apr3 + bpys + cp = Uy,

. T . .
a s oznacenim uy = ( Up, Uky Uk ) relaci mezi vektorem konstant a vektorem
zobecnélych posuvia
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Vyjadreni konstant pres zobecnélé posuvy u, mé zasadni vyznam pro algoritmizaci.
Zde matice

Tk Yk 1
Lky  Yks 1
je regularni, a proto plati
a, = D; 'uy. (18.20)

Nyni staci v rovnici (18.16) za a; dosadit (18.20)
u(z,y) = p(r,y)D; 'u = Nyu. (18.21)

Zde N = (z,y)D; ! je tzv. matice bazovych funkei (k-tého prvku).

Lokalni matice tuhosti

Pro sestaveni lokalni matice tuhosti pouzijeme vztah
alug, ug) = / Vg, (V)" dQ. (18.22)
Q

Gradient pole posuvi je zapsan ve tvaru

T 3uk/3x . —1 .
(Vug) = ( D) Dy ) = Vep(z,y) D, up = Grug, (18.23)
pricemz parcilalni derivace podle x a y se projevi pouze na matici aproximacniho po-
lynomu. Zde Gy = V (¢(r,y)) D; ' je transformaén{ matice (tzv. derivace bazovych
funkei). Dosazenim (18.23) do (18.22) dostéavame

/ Vg, (V)" dQ = ul / G} GrdQ uy, = uj Aguy. (18.24)
Q

tg

Jelikoz je voleny aproximacni polynom ¢ prvniho stupné, gradient pole posunuti
je na koneéném prvku konstantni a mezi jednotlivymi prkvy obecné nespojity. Ve
vyrazu ftk GI'GrdQ se integruje pouze pies konstanty, stac{ provést souciny ma-
tic a vysledek prendsobit plochou konecného prvku. Plati, Ze plocha trojihelniku
Sp = 1 |det (Dy)|, potom

1
Ay = G}{G.k5 |det (Dy)] . (18.25)

je lokalni matici tuhosti .
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Globalni matice tuhosti
Funkcional energie systému je popsan rovnici
1 — (1 .
U= §a(uh, Uh) - b(uh) = Z éuk Akuk — u, fk (1826)
k=1
a je vysledkem souctu potencidlni energie vnitinich a vnéjsich sil (U; + Ug) vSech
prvk tlohy. Potencidlni energie vnitinich sil je
1 1
U[ = §a(uh, uh) = Z éuk Akuk. (1827)
k=1

Globalni matici A lze sestavit s vyuzitim predeslého vzorce

k k k
ay; Qo Q13

nr
A:§ Ay, kde Ay = | a5, a5, abs |. (18.28)
k k k
k=1 31 Q3o Agzg

Oznacme globalni cisla uzlt k-tého prvku ki, ko, k3 a prispévek lokalni matice Ay
v matici A je ag, r; = ag, x; + aﬁj pro i,7 = 1,2,3. Obecné lze globalni matici zapsat
ve tvaru

0 0 0 0 0

0 a]f,1 alfg alf,?, 0
nr :

A = 0 a3 a3 az3 0
k=1 : :

0 as a5, a33 0

0 0 0 0 0

Lokalni vektor zatizeni
Vektor uzlovych sil je rozdélen na prispévek od hustoty sil
/ ul fdQ = ug/ N7 fdQ = uif,
tk tr
a prispévek liniového zatizeni

f

u'TdS =ug |, jf Ni| o TdS = up |y Ty, T = Py, Py, I, 1T € {1,2,3}.
T Fl’% T T

k
T
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Globalni vektor zatizeni

Do globalniho vektort pravé strany se postupné nascéitavaji prispévky vsech prvki

nrt nFT nrt nFT
/ qudQJrj{ WITdS = Z/ qudQJij{ uWI'Tds = Zuffwrz ug | Th
Q I'r k=1 Y & k=1 Fl”} k=1 k=1 g

nrt nr
fur = (fimtos fvn =Y fo=> (0 -+ ff - f}
k=1 k=1
nrp nrp
Ty = (t1)iz1, 2, fr = ZTk = Z( 0 - tF - th
k=1 =1

Predepsani okrajovych podminek
Predpoklddejme, Ze na hranici je predepsano posunuti g(z,y)
u(z,y) = g(z,y) Y(z,y) € 0N
Q) ~ Bh = {Pz = (Il,y,L) S Sh}P@ S 89}
Iz ={i€ N|P, € B}

i — té rovnice, i € Ip: u; = g; = g(P)

n

n
i — ta rovnice, i ¢ Ip : 5 a;u; = fi = 5 a; ju; = fi —
j=1

=1 Jj=
J Ji¢lp
fi—= 22 an,g
ay1 0 a1n J€lB
A=| o 1 o |, f= gi
Qn,1 0 Qn,n fn - Z Qn,j9j
Jj€lpB

Algoritmus 18.2: MKP - membréna

n

Z @i,595

J€lp

1, Vi € Ip

function membrana2D_MKP (N)

4 N ... pocet elementu na hranu z a Yy

A% Rountice

A -(d"2/dx "2+d "2/dy "2) *u=f, f = 1;

A% Volitelne hodnoty (wvelikost, pocet pruvku)

Lx = 1; /4 delka hrany wve smeru osy T
Ly = 1; /4 delka hrany ve smeru osy Yy
const = -1; 4 fakor sily
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A% sit
[elements,coordinates]=mesh_rectangle(N,N,Lx,Ly);
A% pomocne konstanty
Nx=N;Ny=N;nx=Nx+1; ny=Ny+1; n=nx*ny;
A% matice tuhosti a wvektor prave strany
A = zeros(n,n);f=zeros(n,1);
Psi = [1 0 0;0 1 0];
for i=1:2%Nxx*Ny
x=coordinates (elements(i,:) ,1);
y=coordinates (elements(i,:) ,2);
D=[x y ones(3,1)]; detD=abs(det(D)); G=Psi/D;
A _local = G’*GxdetD*0.5;
f_local = const*0.5*xdetD*x[1;1;1]/3;
A(elements(i,:) ,elements(i,:))=...
A(elements(i,:),elements(i,:))+A_local;
f(elements(i,:))=f(elements(i,:))+f_local;
end
A% indezy uzlu na hranici (u_{\Gamma}=0)
i_u0=[1:nx, (nx+1):nx:(nx*ny-2%nx+1),...
2*nx:nx: (nx*(ny-1)), nx*ny-nx+1:nx*ny];
A% regularizace matice tuhosti a uprava vektoru prave strany
A(i_u0,:)=0;A(:,i_u0)=0;
A(i_u0,i_u0)=A(i_u0,i_u0)+eye(length(i_u0));£f(i_u0)=0;
4% Resent
u=A\f;
trisurf (elements,coordinates(:,1),coordinates (:,2),u,...
’Facecolor’,’interp’);
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A

adresar
odstranéni, 5
vytvoreni, 5

AMD, 91

apostrof, 9, 17

B
base2dec, 19
béze
A-ortogonalni, 122, 126
A-ortonormalni, 123
bazové funkce, 151
bin2dec, 19
blok
podminkovy, 28
vyhybkovy, 30
break, 31
bunky
obsah, 21
prazdna, 21

C
case, 30
cell, 21
celldisp, 23
char, 19
colamd, 91
Command History, 4
Command Window, 3
continue, 31
Current Folder, 5
cyklus, 30, 31
preruseni, 31
s podminkou, 30
se znamym poctem iteraci, 31

D

dec2base, 19

dec2bin, 19

dec2hex, 19

diag, 15

diferencialni rovnice, 131, 134
druhého tadu, 132
parcialni, 142

doc, 13

double, 19

E
¢iselnd soustava, 19
¢islo
singuldrni, 110
vlastni, 105
elfun, 17
else, 28
elseif, 28
end, 15, 28, 30, 31, 33
eye, 12

F

findstr, 18

for, 31

Freemat, 6

funkce, 26, 32
dokumentace, 13
isvarname, 4
matematické elementarni, 17

seznam, 17

napovéda, 13
pro generovani matic, 12
signatura, 32
struktura, 32
volani, 34



156

Rejstrik

zakladni operace, 9

G

getfield, 24

H

H1 radek, 33

help, 13, 33

hex2dec, 19

hodnota
prazdna, 9

I

if, 28

int2str, 19

inverze, 58, 61
Mooreova-Penroseova, 57-59, 61, 113,
114
zobecnéna, 113

K
komentare, 8, 33
See also, 33
konec¢né prvky, 142, 143, 149, 151
konstanty, 17
konverzni specifikace, 18

L
length, 14
lookfor, 33
lower, 19

M

magic, 12

mat2str, 19

matice, 5, 7
diagonala, 15
c¢tvercova, 57, 60
Householderova, 101
inverzni, 12
jednotkova, 12
konjugovand, 10
konkatanace, 16
magicky Ctverec, 12
nahodna, 12

nulova, 12
radky

mazani, 16
obdélnikova, 57, 60
ortogonalni, 92
ortonormalni, 116
pod-, 15
prazdna, 9
prvky, 14

end, 15

mazani, 16

vybér, 14
rotace, 95
rovinné rotace, 96
samych jednicek, 12
sloupce

mazani, 16
soustavy

rozsitena, 73
spojovani, 16
sub-, 15
symetricka, 86
transponovana, 9
tuhosti, 145, 147, 151
velikost, 14
zadavani, 7
zrcadleni, 101

Matlab
funkce, 5
jazyk, 5, 7
knihovna funkci, 5
napovéda, 2, 5
program, 2
prosttedi, 3
spusténi, 2
toolbox, 2, 5
volné dostupné alternativy, 6
vymezeni, 2
metoda

Gaussova eliminacni, 72
Givensova QR,, 97
Householderova QR,, 102
kone¢nych prvkua, 121, 142
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Lanczosova, 116
modifikovand QR.,, 107
nejmensich ¢tverctl, H6
sdruzenych gradientt, 121, 123
siti, 121, 134, 137, 142
M-soubory, 27
multiplikatory, 75

N

num2str, 19

@)
Octave, 6
oddélovac
desetinny, 7
reseni
soustav linedrnich rovnic, 11

ve smyslu nejmensich ¢tvercu, 12

fetézce, 17
délka, 17
formatované, 18
konkatanace, 17
konverze, 19
porovnavani, 18
prohledavani, 18
spojeni, 17
okno
aktualniho adresare, 5
Editor, 26
prikazi, 3
pracovniho prostoru, 4
okrajové podminky, 133, 142, 153
Dirichletovy, 132, 133, 146, 147
Neumannovy, 132, 133
ones, 12
operace
déleni, 9
dvojtecka, 13, 15
elementarni radkové, 73
inverze, 12
logickéa, 10
disjunkce, 10
konjunkce, 10
negace, 10

lomitko, 11
mocnina, 9
nasobeni, 9
odcitani, 9
po prvcich, 9
porovnani, 10
s teckou, 9
séitani, 9
transpozice, 9
hermitovska, 10
zakladni, 9
zpétné lomitko, 11
algoritmus, 12
otherwise, 30

P

pivot, 81, 82, 85

pivotizace
castecna, 81
uplna, 84

podminka, 28

preusporadani, 90

podle poc¢tu nenulovych prvki, 90
pomoci aproximace minimélniho stupné

(AMD), 91

s redukei §itky pasu (RCM), 90
prikazy, 3

bez stredniku, 3

historie, 4

opakovani, 5

se sttednikem, 3

zadavani, 3
Poissonova rovnice, 133, 137
pole bunék, 20

konstrukce, 20

prazdné, 21

prvky, 22

vnorena, 22

vypis obsahti vSech bunék, 23
porovnani dvou souborii, 5
pracovni prostor, 4, 27
proces

Gramuv-Schmidttav, 93
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programy
fizeni toku, 28
vétveni, 28
proménné
ans, 3
editace, 4
kontrola nazvu, 4
nazev, 4
fetézcové, 17
textové, 17
vytvoreni, 3
pseudoinverze, 114
Python, 6

R
rand, 12
RCM, 90
redukce
dopredna, 72
reziduum, 56, 58, 123
rot90, 16
rovnice
normalni, 12
rozklad
Choleského, 87
LDL”, 86
LDM”, 86
LU, 75
QR, 92
singularni, 110
spektralni, 105

S

Scilab, 6
setfield, 24
size, 14, 17
skalar, 7

zadani, 8

skalarni soucin, 123, 125

skripty, 26
vytvoreni, 26

soustava linearnich rovnic, 134, 135, 139,

142
spektrem, 106

sprintf, 18
Spustime, 27
str2double, 19
str2num, 19
strcmp, 18
strcmpi, 18
strncmp, 18
strncmpi, 18
strrep, 18
strtok, 18
struktury, 23
konstrukce, 23
polozky
existence, 25
pridéni, 24
pristup, 24
vlozeni, 24
vnorené, 25
substituce
zpétna, 72
sum, 16
switch, 30
symamd, 91

T

textovy vystup, 27

transformace
Givensova, 95

Householderova, 99

tvar
schodovy, 73

U
upper, 19
upravy
ekvivalentni, 72
vV
Variable Editor, 4
vektor, 7
délka, 14
vlastni, 105
vektory
zadani, 8
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vlastni cisla, 116, 118

\)\%
while, 30
Workspace, 4

Z

zeros, 12

znak, 17

znaky
bilé, 8
nového radku, 18
tabulatoru, 18



160

Literatura

[1] Z. Dostél: Optimal quadratic programming algorithms: with applicati-
ons to variational inequalities, Springer

[2] L. N. Trefethen a D. Bau, Numerical Linear Algebra, SIAM, 1997,
ISBN:0-89871-361-7

[3] Stewart, G. W., Matrix algorithms, STAM, 2001, ISBN:0-89871-503-2

[4] MATLAB Documentation, MathWorks, R2011a,
http://www.mathworks.com/

[5] V. Vondrék a L. Pospisil, Numerické metody I., Matematika pro inze-
nyry 21. stoleti.

[6] R. Blaheta, Numerické modelovani a metoda konecnych prvki., Mate-
matika pro inzenyry 21. stoleti.



	Předmluva
	Obsah
	I Matlab
	Úvod do Matlabu
	Co je Matlab?
	Matlab jako program
	Command Window a zadávání příkazů
	Workspace
	Command History
	Current Folder

	Matlab jako jazyk
	Matlab jako knihovna
	Volně dostupné alternativy Matlabu

	Základy programování v jazyce Matlab 
	Matice, vektory, skaláry
	Zadávání matic
	Základní operace
	Lomítkové operátory
	Vestavěné funkce pro generování matic
	Dvojtečkový operátor
	Zjištění velikosti matice
	Práce s prvky matice
	Mazání řádků a sloupců, konkatanace
	Elementární funkce a matematické konstanty

	Řetězce
	Konstrukce řetězců
	Formátované řetězce
	Porovnávání řetězců
	Prohledávání řetězců
	Konverze řetězců

	Pole buněk
	Konstrukce pole buněk
	Přístup k prvkům pole
	Vnořování polí
	Výpis obsahů buněk

	Struktury
	Konstrukce struktury
	Přístup k položkám struktury
	Vnořování struktur
	Test existence položky

	Skripty
	Textový výstup do příkazové řádky
	Řízení toku programu
	Podmínkový blok (if-elseif-else)
	Výhybkový blok (switch-case-otherwise)
	Cyklus  =  s podmínkou (while)
	Cyklus se známým počtem iterací (for)
	Přerušení cyklu (break, continue)

	Funkce
	Základní struktura funkce
	Volání funkce


	Načítaní a ukládání dat v Matlabu
	Import/Export souboru MAT
	Import textových souborů
	Import obrázků
	Import zvukových a video souborů
	Cvičení

	GUI v Matlabu
	Návrh GUI
	Tvorba GUI


	II Soustavy rovnic
	Obecné řešení soustav lineárních rovnic
	Přeurčená soustava rovnic
	Řešení přeurčených soustav

	Nedourčená soustava rovnic
	Čtvercová matice
	Obdélníková matice

	Příklady soustav se čtvercovou maticí 
	Regulární matice soustavy - jediné řešení 
	Singularní matice soustavy - případ =  s nekonečně mnoho rešeními
	Singularní matice soustavy - případ, kdy žádné přesné řešení neexistuje 


	Ukládání a práce s řídkými maticemi
	CSR Formát
	CSC Formát
	Souřadnicová komprese
	Práce s řídkými maticemi v Matlabu
	Cvičení

	Gaussova eliminace a LU rozklad
	Gaussova eliminace bez pivotizace
	LU rozklad
	Základní algoritmus
	Další možnost implementace
	Řešení soustav pomocí LU rozkladu
	Příklady

	Pivotizace 
	Částečná pivotizace
	Úplná pivotizace
	Funkce Matlabu

	LDLT  =  a Choleského rozklad
	LDLT rozklad
	 Choleského rozklad
	Funkce Matlabu
	Příklady

	Přeuspořádávací algoritmy
	Základní přeuspořádání
	Přeuspořádání  =  s redukcí šířky pásu (RCM)
	Přeuspořádání pomocí aproximace minimálního stupně (AMD)

	QR rozklad
	Gramův-Schmidtův proces
	Givensova transformace
	Odvození matice rotace
	Nulování prvků
	Givensova QR metoda

	Householderova transformace
	Odvození matice zrcadlení
	Householderova QR metoda

	Funkce Matlabu
	Příklady

	Vlastní čísla a spektrální rozklad
	Spektrální rozklad
	Výpočet spektrálního rozkladu pomocí QR algoritmu
	Modifikovaná QR metoda
	Funkce Matlabu

	Singulární rozklad
	Využití spektrálního rozkladu ATA
	Další možnost využití spektrálního rozkladu
	Mooreova-Penroseova inverze
	Příklady
	Funkce Matlabu

	Lanczosova metoda
	Motivace 
	Definice
	Algoritmus Lanczosovy metody

	Metoda sdružených gradientů 
	Motivace 
	Definice 
	Analýza
	Definování skalárních součinů 
	Algoritmus sdružených gradientů


	III Numerické řešení diferenciálních rovnic
	Diferenciální rovnice - motivační příklady
	Struna
	Membrána

	Metoda sítí 
	Metoda sítí v 1D
	Metoda sítí ve 2D

	Metoda konečných prvků 
	Metoda konečných prvků v 1D
	Metoda konečných prvků ve 2D


	Rejstřík
	Rejstřík
	Literatura

