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Motivace

JPEG komprese Leny

p̊uvodńı bitmapa 1% komprese Fourierovou báźı
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JPEG komprese Leny

p̊uvodńı bitmapa 10% komprese Fourierovou báźı



Motivace

JPEG komprese Leny

p̊uvodńı bitmapa 15% komprese Fourierovou báźı



Motivace

JPEG komprese Leny

p̊uvodńı bitmapa 20% komprese Fourierovou báźı



Motivace

JPEG: Fourierova L2–ortogonálńı báze fjk(x, y) := eıω(jx+ky)
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Ortogonalita (v L2 skalárńım součinu) =⇒ rychlá komprese



Motivace

Lena — ,,prvńı dáma internetu”

Lena Sjööblom, playmate 1972 Lena Söderberg, 1997



Ortogonalita = kolmost

Pythagorova věta: x,y ∈ R
2 : x⊥y ⇔ ‖x‖2 + ‖y‖2 = ‖x + y‖2

‖x‖

‖y‖

‖x + y‖

‖x + y‖2 = (x + y) · (x + y) = x · x + y · y + 2x · y= ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2x · y

Vektory x a y jsou ortogonálńı (kolmé), pokud

x · y = 0.



Ortogonalita = kolmost

Eukleidovský skalárńı součin, norma, ortogonalita, ortonormalita

Bilineárńı forma (., .) : R
n × R

n → R definovaná

(x,y) := x · y
se nazývá Eukleidovský skalárńı součin. Ten indukuje Eukleidovskou normu

‖x‖ :=
√

(x,x).

Vektory x,y ∈ R
n \ {0} jsou ortogonálńı (v Eukl. skalárńım součinu), pokud

(x,y) = 0,

a jsou ortonormálńı (v Eukl. skalárńım součinu), pokud nav́ıc

‖x‖ = ‖y‖ = 1.

Úhel mezi vektory x,y ∈ R
n zobecńıme takto

cos α =
(x,y)

‖x‖ ‖y‖



Ortogonalita = kolmost

Př́ıklad: Najděte x⊥(1, 2).

Hledáme x := (x1, x2) ∈ R
2:

(x1, x2) · (1, 2) = 1x1 + 2x2 = 0.

Řešeńım je x2 := t ∈ R, x1 = −2t, tj. vektory na př́ımce se směrnićı (−2, 1)

x ∈ 〈(−2, 1)〉.

Př́ıklad: Najděte x⊥(1, 2, 3).

Hledáme x := (x1, x2, x3) ∈ R
3:

(x1, x2, x3) · (1, 2, 3) = 1x1 + 2x2 + 3x3 = 0.

Řešeńım je x3 := t ∈ R, x2 := s ∈ R, x1 = −2s − 3t, tj. vektory v rovině

x ∈{(−2s − 3t, s, t) : s, t ∈ R} = {s(−2, 1, 0) + t(−3, 0, 1) : s, t ∈ R} =

〈(−2, 1, 0), (−3, 0, 1)〉.



Ortogonalita = kolmost

Př́ıklad: Najděte x: x⊥(1, 2, 3) a x⊥(1, 1, 1).

Hledáme x := (x1, x2, x3) ∈ R
3:

(x1, x2, x3)·(1, 2, 3) = 1x1+2x2+3x3 = 0 a (x1, x2, x3)·(1, 1, 1) = 1x1+1x2+1x3 = 0,
(

1 2 3 0
1 1 1 0

)
r2:=r2−r1−−−−−→

(
1 2 3 0
0 −1 −2 0

)

=⇒ x3 := t ∈ R, x2 = −2t, x1 = −5t.



Ortogonálńı systémy

Ortogonálńı/ortonormálńı systém

Vektory v1, . . . ,vm ∈ Rn \ {0} tvoř́ı ortogonálńı systém (bázi pro n = m),
pokud

(vi,vj) = 0 pro i 6= j.

Pokud nav́ıc ‖vi‖ = 1, pak se jedná o ortonormálńı systém (bázi).

Př́ıklad: Kanonická báze R
2 tvoř́ı ortonormálńı systém.

Uvažujme kanonickou bázi prostoru R
2

E := (e1 := (1, 0), e2 := (0, 1)) .

Pak

(e1, e2) = 1 · 0 + 0 · 1 = 0 = (e2, e1), ‖e1‖ =
√

12 + 02 = 1, ‖e2‖ =
√

02 + 12 = 1.



Ortogonálńı systémy

Př́ıklad: Kanonická báze R
n tvoř́ı ortonormálńı systém.

Uvažujme kanonickou bázi prostoru R
n

E := (e1 := (1, 0, . . . , 0), e2 := (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , en := (0, . . . , 0, 1)) .

Pak pro libovolné i, j ∈ {1, . . . , n} plat́ı, že

‖ei‖ =
√

02 + · · · + 02 + 12 + 02 + · · · + 02 = 1, a pokud i 6= j, pak (ei, ej) = ei·ej = 0.

Př́ıklad: Najděte ortogonálńı systém prostoru 〈(1, 1, 0), (−1, 0, 1)〉.
Vektory u1 := (1, 1, 0), u2 := (−1, 0, 1) tvoř́ı bázi, ne však ortonormálńı, nebot’

(u1,u2) = (1, 1, 0) · (−1, 0, 1) = −1.

Ortogonálńı bázi vytvoř́ıme např. takto: v1 := u1 a v2 := u2 + αv1 tak, že v2⊥v1, tj.

0 = (v2,v1) = (u2 + αv1,v1)= u2 · v1 + αv1 · v1,

α = −u2 · v1

v1 · v1
= −−1 · 1 + 0 · 1 + 1 · 0

1 · 1 + 1 · 1 + 0 · 0 =
1

2
, v2 = (−1, 0, 1)+

1

2
(1, 1, 0)= (−1/2, 1/2, 1).



Ortogonálńı systémy

,,Ortogonalizujte” bázi E := (e1 := (1, 1, 1), e2 := (1,−1, 1), e3 := (−1, 1, 1)).

Termı́n ,,ortogonalizujte” znamená nalézt ortogonálńı bázi F := (f1, f2, f3) tak, že

1. f1 ∈ 〈e1〉, 2. f2 ∈ 〈e1, e2〉, 3. f3 ∈ 〈e1, e2, e3〉.
Ad 1. f1 := e1= (1, 1, 1).

Ad 2. f2 := e2 + αf1: f2⊥f1, tj.

0 = (f2, f1)= e2 · f1 + αf1 · f1 =⇒ α = −e2 · f1
f1 · f1

= −(1,−1, 1) · (1, 1, 1)

(1, 1, 1) · (1, 1, 1)
= −1

3
,

a tedy f2 = (1,−1, 1) − 1
3(1, 1, 1)=

(
2
3,−4

3,
2
3

)
.

Ad 3. f3 := e3 + βf1 + γf2: f3⊥f1 a f3⊥f2, tj.

0 = (f3, f1)= e3 · f1 + βf1 · f1 =⇒ β = −e3 · f1
f1 · f1

= −(−1, 1, 1) · (1, 1, 1)

(1, 1, 1) · (1, 1, 1)
= −1

3
,

0 = (f3, f2)= e3 · f2 + γf2 · f2 =⇒ γ = −e3 · f2
f2 · f2

= − (−1, 1, 1) ·
(

2
3,−4

3,
2
3

)

(
2
3,−4

3,
2
3

)
·
(

2
3,−4

3,
2
3

) =
1

2
,

a tedy f3 = (−1, 1, 1) − 1
3
(1, 1, 1) + 1

2

(
2
3
,−4

3
, 2

3

)
= (−1, 0, 1).



Ortogonálńı systémy

Gram–Schmidt̊uv ortogonalizačńı/ortonormalizačńı algoritmus

Mějme bázi E := (e1, . . . , en) prostoru R
n. Ortogonalizujme/ortonormalizujme ji.

f1 := e1, q1 :=
1

‖f1‖
f1,

fi := ei +
i−1∑

j=1

αijfj, kde αij = −(ei, fj)

‖fj‖2
, qi :=

1

‖fi‖
fi, pro i ∈ {2, . . . , n}.

Výsledkem je ortog. báze F := (f1, . . . , fn), resp. ortonorm. báze Q := (q1, . . . ,qn).

Př́ıklad: Ortonormalizujte E := (e1 := (1, 2), e2 := (1, 1)).

f1 := e1 = (1, 2), q1 =
1

‖(1, 2)‖(1, 2) =
1√

12 + 22
(1, 2)=

1√
5
(1, 2),

α21 = −(e2, f1)

‖f1‖2
= −(1, 1) · (1, 2)

5
= −3

5
, f2 := e2+α21f1 = (1, 1)−3

5
(1, 2) =

1

5
(2,−1),

q2 :=
1

1
5‖(2,−1)‖(2,−1)=

1√
5
(2,−1).



Ortogonálńı transformace

Ortogonálńı matice

Čtvercová matice Q ∈ R
n×n, která splňuje

QT · Q = I, a tedy Q−1 = QT ,

se nazývá ortogonálńı. Jej́ı sloupce tvoř́ı ortonormálńı systém.

Př́ıklad: Ověřte, že matice Q := (q1,q2) z předchoźıho př́ıkladu je orto-
gonálńı.

QT · Q =
1√
5

(
1 2
2 −1

)

· 1√
5

(
1 2
2 −1

)

=
1

5

(
5 0
0 5

)

= I.



Ortogonálńı transformace

Soustavy s ortogonálńı matićı

Soustava s ortogonálńı matici Q ∈ R
n×n a pravou stranu b ∈ R

n je snadno řešitelná

Q · x = b ⇐⇒ x = QT · b.

Př́ıklad: Vypočtěte souřadnice v := (1, 1) v ortonormálńı bázi Q :=
(q1,q2), kde q1 := 1√

5
(1, 2), q2 := 1√

5
(2,−1).

Hledáme α := (α1, α2) ∈ R
2:

α1q1 + α2q2 = v ⇐⇒ Q · α = v, kde Q :=
1√
5

(
1 2
2 −1

)

je ortogonálńı matice. Řešeńım je

α = QT · v, t.j. α1 = q1 · v=
3√
5
, α2 = q2 · v=

1√
5
.

Fourierova (JPEG) báze je ortonormálńı ⇒ rychlý výpočet souřadnic (komprese).



Ortogonálńı transformace

Ortogonálńı transformace zachovává velikosti vektor̊u i úhly

Uvažujme lineárńı zobrazeńı s ortogonálńı matićı Q ∈ R
n×n. Pro lib. x,y ∈ R

n plat́ı:

• normy (velikosti) vektor̊u jsou zachovány

‖Q · x‖ =
√

xT · QT · Q · x =
√

xT · x= ‖x‖,

• hodnota skalárńıho součinu vektor̊u je zachována

(Q · x,Q · y) = xT · QT · Q · y= (x,y).

Připomeňme, že úhel α mezi vektory x,y jsme definovali pomoćı cos α = (x,y)
‖x‖ ‖y‖, tedy

ortogonálńı transformace zachovává úhly mezi vektory.

Důsledek: ,,Ortogonálńı transformace = rotace + zrcadleńı”

Každou ortogonálńı matici lze rozložit na konečný součin

Q = Qn · · ·Q1,

kde jednotlivé faktory jsou bud’ matice rovinné rotace, nebo matice zrcadleńı.



Ortogonálńı transformace

Př́ıklad: Matice rovinné rotace je ortogonálńı.
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y := Q ·x :=

(
cos α sin α
− sin α cos α

)

·x

QT ·Q =

(
cos α − sin α
sin α cos α

)

·
(

cos α sin α
− sin α cos α

)

=

(
cos2 α + sin2 α 0

0 sin2 α + cos2 α

)

= I.



Ortogonálńı transformace

Př́ıklad: Matice zrcadleńı podle př́ımky (roviny) je ortogonálńı.
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y := Q · x :=

(

I − 2
n · nT

‖n‖2

)

· x,

kde n je normála k př́ımce (rovině).

QT · Q =

(

I − 2
n · nT

‖n‖2

)T

·
(

I − 2
n · nT

‖n‖2

)

= I − 4
n · nT

‖n‖2
+ 4

n ·
‖n‖2

︷ ︸︸ ︷

(nT · n) ·nT

‖n‖4
= I.



Ortogonálńı transformace

,,Exploze” zaokrouhlovaćı chyby v Gaussově eliminaci

Proved’me Gaussovu eliminaci (LU rozklad) na následuj́ıćı matici

(A|I) :=









1 −1 0 0 0 1 0 0 0 0
−1 2 −1 0 0 0 1 0 0 0
0 −1 2 −1 0 0 0 1 0 0
0 0 −1 2 1 0 0 0 1 0
0 0 0 −1 2 0 0 0 0 1









→









1 −1 0 0 0 1 0 0 0 0
0 1 −1 0 0 1 1 0 0 0
0 0 1 −1 0 1 1 1 0 0
0 0 0 1 −1 1 1 1 1 0
0 0 0 0 1 1 1 1 1 1









.

Nyńı zaved’me chybu 0.1 do prvku A11. Chyba se při eliminaci takto zvětšuje:








1.1 −1 0 0 0 1 0 0 0 0
−1 2 −1 0 0 0 1 0 0 0
0 −1 2 −1 0 0 0 1 0 0
0 0 −1 2 1 0 0 0 1 0
0 0 0 −1 2 0 0 0 0 1









→









1.1 −1 0 0 0 1 0 0 0 0
0 1.2 −1.1 0 0 1 1.1 0 0 0
0 0 1.3 −1.2 0 1 1.1 1.2 0 0
0 0 0 1.4 −1.3 1 1.1 1.2 1.3 0
0 0 0 0 1.5 1 1.1 1.2 1.3 1.4









.



Ortogonálńı transformace

Householder̊uv eliminačńı krok

Pro vektor (část pivotovaného sloupce) v ∈ R
n hledáme matici zrcadleńı Qv tak, že

Qv · v =







‖v‖
0
...
0







⇒ např. nv :=







v1 − ‖v‖
v2
...
vn







, Qv := I − 2
nv · nT

v

‖nv‖2
.

Stabilńı Gauss–Householderova eliminace

Mı́sto Gaussových eliminačńıch krok̊u, které (bez permutaćı) vedou na dolńı
trojúhelńıkovou matici, provád́ıme Householderovy zrcadleńı




2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 2




Qv−−−−−−−→

v:=(2,−1,0)T





2.24 −1.79 0.45
0 −1.34 0.89
0 −1 2




Qv−−−−−−−−−→

v:=(−1.34,−1)T





2.24 −1.79 0.45
0 1.67 −1.91
0 0 1.07



 .

Dostáváme výpočetně náročněǰśı, avšak stabilńı variantu Gaussovy eliminace.



Ortogonálńı transformace

Zaokrouhlovaćı chyba v Gauss–Householderově eliminaci ,,neexploduje”.

Proved’me Gauss–Householderovu eliminaci (QU rozklad) na následuj́ıćı matici

A :=









1 −1 0 0 0
−1 2 −1 0 0
0 −1 2 −1 0
0 0 −1 2 1
0 0 0 −1 2









→









1.41 −2.12 0.71 0 0
0 1.22 −2.04 0.82 0
0 0 1.15 −2.02 0.87
0 0 0 1.12 −2.01
0 0 0 0 0.45









.

Nyńı zaved’me chybu 0.1 do prvku A11. Chyba se při eliminaci nezvětšuje:








1.1 −1 0 0 0
−1 2 −1 0 0
0 −1 2 −1 0
0 0 −1 2 1
0 0 0 −1 2









→









1.49 −2.09 0.67 0 0
0 1.29 −2.02 0.78 0
0 0 1.21 −2.01 0.83
0 0 0 1.17 −2.00
0 0 0 0 0.56









.


