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FEI VŠB–Technická univerzita Ostrava

email: dalibor.lukas@vsb.cz

http://www.am.vsb.cz/lukas/LA1
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Motivace: Kvadratické formy popisuj́ı potenciálńı energii

Rozložeńı hustoty náboj̊u

Mějme elektrodu nabitou jednotkovým nábojem. Hledáme (po trojúhelńıćıch kon-
stantńı) hustotu povrchového náboje q ∈ R

n, která minimalizuje potenciálńı energii

min
{
E(q) := qT · A · q

}
vzhledem k

n∑

i=1

qi =
1

,,Obsah △”
,

kde (A)i,j := 1/(4πε0)
∫

Ti

∫
Tj

1
‖xi−xj‖

dV (xj) dV (xi) vycháźı z Coulombovské śıly mezi

nabitými trojúhelńıky Ti a Tj. A je symetrická matice.
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Motivace: Kvadratické formy popisuj́ı potenciálńı energii

Rozložeńı proudové hustoty ve vodiči

Mějme vodič protékaný jednotkovým proudem. Hledáme (po trojúhelńıćıch konstantńı)
proudovou hustotu j ∈ R

n, která minimalizuje potenciálńı energii

min
{
E(j) := jT · A · j

}
vzhledem k

n∑

i=1

ji =
1

,,Obsah △”
,

kde (A)i,k := µ0/(4π)
∫

Ti

∫
Tk

1
‖xi−xk‖

dV (xk) dV (xi) vycháźı z Lorentzovy magnetické

śıly mezi proudovodiči s trojúhelńıkovými profily Ti a Tk. A je symetrická matice.
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Lineárńı zobrazeńı

Princip superpozice

v1 = 1

A(v1)

v2 = 2

A(v2)

v1 + v2

A(v1) + A(v2)

2v2

2A(v2)

Lineárńı zobrazeńı

Mějme vektorové prostory V , U . Zobrazeńı A : V → U je lineárńı, pokud

1. ∀v1,v2 ∈ V : A(v1 + v2) = A(v1) + A(v2),

2. ∀α ∈ R ∀v ∈ V : A(αv) = αA(v).



Lineárńı zobrazeńı = matice

Každou matici lze chápat jako lineárńı zobrazeńı.

Mějme matici A ∈ R
m×n, pak následuj́ıćı zobrazeńı A : R

n → R
m je lineárńı

A(x) := A · x.

Matice lineárńıho zobrazeńı

Mějme lineárńı zobrazeńı A : V → U , bázi E := (e1, . . . , en) prostoru V a bázi F :=
(f1, . . . , fm) prostoru U . Vezměme v ∈ V a jeho souřadnice [v]E = (α1, . . . , αn) ∈ R

n

v bázi E, tj.
v = α1e1 + · · · + αnen.

Vyjádřeme obraz A(v) ∈ U v bázi F

[A(v)]F = [A(α1e1 + · · · + αnen)]F = [α1A(e1) + · · · + αnA(en)]F
= ([A(e1)]F , . . . , [A(en)]F )︸ ︷︷ ︸

=:AE,F

·[v]E,

kde AE,F ∈ R
m×n je matice lineárńıho zobrazeńı vzhledem k báźım E a F .



Lineárńı formy

Definice

Mějme vektorové prostory V a U . Lineárńı zobrazeńı A : V → U je lineárńı forma,
pokud U = R.

Př́ıklad: A(x) := a · x = a1x1 + a2x2 je lineárńı forma na R
2.
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Lineárńı formy = aritmetické vektory

Každý aritmetický vektor lze chápat jako lineárńı formu.

Mějme vektor a ∈ R
n, pak následuj́ıćı zobrazeńı A : R

n → R je lineárńı

A(x) := a · x =
n∑

i=1

aixi.

Vektor lineárńı formy

Mějme lineárńı formu A : V → R a bázi E := (e1, . . . , en) prostoru V . Vezměme
v ∈ V a jeho souřadnice [v]E = (α1, . . . , αn) ∈ R

n v bázi E, tj.

v = α1e1 + · · · + αnen.

Vyjádřeme obraz A(v) ∈ R

A(v) = A(α1e1 + · · · + αnen) = α1A(e1) + · · · + αnA(en)

= (A(e1), . . . , A(en))︸ ︷︷ ︸
=:aE

·[v]E,

kde aE ∈ R
n je vektor lineárńı formy vzhledem k bázi E.



Bilineárńı formy

Definice

Mějme vektorový prostor V . Zobrazeńı B : V ×V → R je bilineárńı forma, pokud
pro libovolné a ∈ V

1. B1(v) := B(v, a) je lineárńı forma na V a

2. B2(v) := B(a,v) je lineárńı forma na V .

Př́ıklad: B(x, y) := xy je bilineárńı forma na R.
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Bilineárńı formy = čtvercové matice

Každou čtvercovou matici lze chápat jako bilineárńı formu.

Mějme matici B ∈ R
n×n, pak následuj́ıćı zobrazeńı B : R

n × R
n → R je bilin. forma

B(u,v) := uT · B · v =
n∑

i=1

ui

n∑

j=1

(B)ij vj.

Matice bilineárńı formy

Mějme bilineárńı formu B : V×V → R a bázi E := (e1, . . . , en) prostoru V . Vezměme
u,v ∈ V a jejich souřadnice [u]E = (α1, . . . , αn) ∈ R

n, [v]E = (β1, . . . , βn) ∈ R
n, tj.

u = α1e1 + · · · + αnen, v = β1e1 + · · · + βnen.

B(u,v) = B(α1e1 + · · · + αnen,v)
1.
= α1B(e1,v) + · · · + αnB(en,v)

2.
=

n∑

i=1

αi

n∑

j=1

βjB(ei, ej)= [u]TE ·




B(e1, e1) . . . B(e1, en)
... . . . ...

B(en, e1) . . . B(en, en)




︸ ︷︷ ︸
=:BE

·[v]E,

kde BE ∈ R
n×n je matice bilineárńı formy vzhledem k bázi E.



Kvadratické formy

Definice

Mějme vektorový prostor V a bilineeárńı formu B : V×V → R. Zobrazeńı Q : V → R

je kvadratická forma, pokud

Q(v) := B(v,v).

Př́ıklady kvadratických forem na R

Q(x) := x2
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Kvadratické formy

Př́ıklady kvadratických forem na R
2

Q(x) := (x1)
2 + (x2)

2 Q(x) := (x1)
2

Q(x) := (x1)
2 − (x2)

2

Př́ıklad: Q(x) := xT · Q · x, kde Q ∈ R
n×n je kvadratická forma,

nebot’ Q(x) = B(x,x), kde B(x,y) := xT · Q · y je bilineárńı forma.

Jsou kvadratické formy libovolné čtvercové matice?



Kvadratické formy = symetrické matice

Antisymetrická bilineárńı forma dává nulovou kvadratickou formu.

Mějme vektorový prostor V a antisymetrickou bilineárńı formu BA : V ×V → R, pak

∀v ∈ V : BA(v,v) = −BA(v,v),

a tedy
BA(v,v) = 0.

Matice kvadratické formy je vždy symetrická.

Mějme bilineárńı formu B : V × V → R, pak př́ıslušná kvadratická forma je určena
pouze symetrickou část́ı

Q(v) := B(v,v) = BS(v,v) + BA(v,v)︸ ︷︷ ︸
=0

= BS(v,v).

Mějme dále bázi E := (e1, . . . , en) prostoru V a vektor v ∈ V , pak

Q(v) = [v]TE · BE · [v]E = [v]TE ·
(
BS

E + BA
E

)
· [v]E =

= [v]TE · BS
E︸︷︷︸

=:QE

·[v]E + [v]TE · BA
E · [v]E︸ ︷︷ ︸

=0

.



Kvadratické formy = symetrické matice

Matice kvadratické formy

Mějme bilineárńı formu B : V ×V → R, k ńı př́ıslušej́ıćı kvadratickou formu Q(v) :=
B(v,v) = BS(v,v) a bázi E := (e1, . . . , en) prostoru V . Pak pro každý v ∈ V plat́ı:

Q(v) = [v]TE · QE · [v]E, kde QE := BS
E =

1

2

(
BE + BT

E

)

je matice kvadratické formy v bázi E.

Př́ıklad: Najděte matici kvadratické formy Q(x) := (x1)
2 − x1x2 − 2(x2)

2

na R
2 v kanonické bázi.

Př́ıslušná bilineárńı forma je např. B(x,y) := x1y1 − x1y2 − 2x2y2, jej́ı matice v
kanonické bázi E := ((1, 0), (0, 1)) je

BE =

(
1 −1
0 −2

)

a matice kvadratické formy tedy je

QE =
1

2

(
BE + BT

E

)
=

(
1 −1+0

2
0−1
2 −2

)
=

(
1 −1

2
−1

2 −2

)



Kvadratické formy = symetrické matice

Př́ıklad: Najděte matici kvadratické formy Q(x) := (x1)
2 − x1x3 − (x2)

2 +
x2x3 + (x3)

2 na R
3 v kanonické bázi.

Př́ıslušná bilineárńı forma je např. B(x,y) := x1y1 − x1y3 − x2y2 + x2y3 + x3y3, jej́ı
matice v kanonické bázi E := ((1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)) je

BE =




1 0 −1
0 −1 1
0 0 1




a matice kvadratické formy tedy je

QE =
1

2

(
BE + BT

E

)
=




1 0+0
2

−1+0
2

0+0
2

−1 1+0
2

0−1
2

0+1
2 1


 =




1 0 −1
2

0 −1 1
2

−1
2

1
2 1






Kvadratické formy = symetrické matice

Př́ıklad: Najděte matici kvadratické formy Q(p(x)) :=
∫ 1

0 (p(x))2 dx na P1

v kanonické bázi E := (1, x).

Př́ıslušná bilineárńı forma je např. B(p(x), q(x)) :=
∫ 1

0 p(x)q(x) dx. Napoč́ıtejme si
jej́ı matici v kanonické bázi E := (1, x):

B(1, 1) =

∫ 1

0

1 · 1 dx = 1, B(1, x) =

∫ 1

0

1 · x dx =
1

2

B(x, 1) =

∫ 1

0

x · 1 dx =
1

2
, B(x, x) =

∫ 1

0

x · x dx =
1

3
,

a tedy

BE =

(
1 1

2
1
2

1
3

)
= QE,

což je zároveň i matice kvadratické formy.



Klasifikace kvadratických forem

Kladné, záporné, neurčité formy

Q(x) := (x1)
2 + (x2)

2

pozitivně definitńı
∀x 6= 0 : Q(x) > 0

Q(x) := −(x1)
2 − (x2)

2

negativně definitńı
∀x 6= 0 : Q(x) < 0

Q(x) := (x1)
2 − (x2)

2

indefinitńı
∃x : Q(x) > 0,

∃y : Q(y) < 0



Klasifikace kvadratických forem

Nezáporné, nekladné formy

Q(x) := (x1)
2

pozitivně semidefinitńı
∀x : Q(x) ≥ 0,

∃y 6= 0 : Q(y) = 0

Q(x) := −(x1)
2

negativně semidefinitńı
∀x : Q(x) ≤ 0,

∃y 6= 0 : Q(y) = 0



Klasifikace kvadratických forem

Definice

Mějme vekt. prostor V . Řekneme, že kvadratická forma Q : V → R je

• pozitivně definitńı, pokud

∀v ∈ V \ {0} : Q(v) > 0,

• negativně definitńı, pokud

∀v ∈ V \ {0} : Q(v) < 0,

• indefinitńı, pokud

∃v ∈ V : Q(v) > 0 a ∃w ∈ V : Q(w) < 0

• pozitivně semidefinitńı, pokud

∀v ∈ V : Q(v) ≥ 0 a ∃w ∈ V \ {0} : Q(w) = 0,

• negativně semidefinitńı, pokud

∀v ∈ V : Q(v) ≤ 0 a ∃w ∈ V \ {0} : Q(w) = 0.



Klasifikace kvadratických forem

Klasifikace kvadratických forem = klasifikace symetrických matic

Mějme vektorový prostor V o dimenzi n, bázi E prostoru V a kvadratickou formu
Q : V → R. Pro v ∈ V označme α := [v]E ∈ R

n, pak plat́ı

Q(v) = αT · QE · α =: Q̃(α)

a klasifikace kvadratické formy Q : V → R je shodná s klasifikaćı kvadratické formy
Q̃, tedy s klasifikaćı matice QE. Řekneme, že symetrická matice QE je

• pozitivně (negativně) definitńı, pokud

∀α ∈ R
n \ {0} : αT · QE · α

>

(<)
0,

• indefinitńı, pokud

∃α ∈ R
n : αT · QE · α > 0 a ∃β ∈ R

n : βT · QE · β < 0,

• pozitivně (negativně) semidefinitńı, pokud

∀α ∈ R
n : αT · QE · α

≥

(≤)
0 a ∃β ∈ R

n \ {0} : βT · QE · β = 0.



Klasifikace kvadratických forem = klasifikace symetrických matic

Klasifikace diagonálńıch matic

Má-li kvadratická forma v nějaké bázi E diagonálńı matici, tj.

QE = D =




d11 0 . . . 0
0 d22 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . dnn


 ,

pak pro libovolný v ∈ V , resp. pro jeho souřadnice [v]E =: (α1, . . . , αn) ∈ R
n plat́ı

Q(v) = [v]TE · D · [v]E =
n∑

i=1

dii(αi)
2

a znaménko Q(v) je určeno znaménky diagonálńıch prvk̊u. I := {1, 2, . . . , n}. D je

• pozitivně (negativně) definitńı, pokud ∀i ∈ I : dii
>

(<)0,

• indefinitńı, pokud ∃i, j ∈ I : dii > 0, djj < 0,

• pozitivně (negativně) semidefinitńı, pokud ∀i ∈ I : dii
≥

(≤)0 a ∃j ∈ I : djj = 0,



Klasifikace kvadratických forem = klasifikace symetrických matic

Př́ıklady: Klasifikujte následuj́ıćı diagonálńı matice (kvadrat. forem)

a)

D :=




1 0 0
0 −1 0
0 0 0




je indefinitńı (neurčitá), nebot’ d11 = 1 > 0 a d22 = −1 < 0.

b)

D :=




−2 0 0
0 −1 0
0 0 0




je negativně semidefinitńı (nekladná), nebot’ d11, d22 ≤ 0, ale d33 = 0.

c)

D :=




2 0 0
0 1 0
0 0 3




je pozitivně definitńı (kladná), nebot’ d11, d22, d33 > 0.



Klasifikace kvadratických forem = klasifikace symetrických matic

Kongruentńı matice

Mějme vektorový prostor V a jeho báze E := (e1, . . . , en) a F := (f1, . . . , fn).
Uvažujme identické zobrazeńı I : V → V a jeho matici vzhledem k báźım E a F
označme T := IE,F . Ta realizuje přechod mezi bázemi

∀v ∈ V : [v]F = T · [v]E.

Mějme dále kvadratickou formu Q : V → R. Matice QE a QF jsou kongruentńı:

Q(v) = [v]TF · QF · [v]F = (T · [v]E)T · QF · (T · [v]E) = [v]TE ·
(
TT · QF · T

)
︸ ︷︷ ︸

=QE

· [v]E.

Klasifikace ostatńıch symetrických matic — kongruenćı na diagonálńı

Mějme kvadratickou formu Q : V → R. Hledáme bázi E prostoru V tak, aby v ńı byla
matice kvadratické formy diagonálńı, tj.

Q(v) = [v]TE · QE · [v]E, kde QE je diagonálńı matice.



Klasifikace kvadratických forem = klasifikace symetrických matic

Algoritmus: Gaussova eliminace + kongruentńı transformace

1. Začneme s matićı kvadratické formy QF v libovolné bázi F a provedeme Gaussovu
eliminaci bez záměny řádk̊u

(QF |I)
Gauss bez záměn řádk̊u
−−−−−−−−−−−−→ (U|TT ) ⇔ TT · QF = U,

kde U je horńı trojúhelńıková a TT dolńı trojúhelńıková.

2. Následuj́ıćı kongruentńı transformace nám dá diagoná́lńı matici

D := QE := TT · QF · T= U · T.

Oba kroky lze sjednotit. Rozepǐsme Gaussovu eliminaci TT = Tn · · ·T2 · T1, pak

QE = Tn · · ·


T2 ·

(
T1 · QF · TT

1

)
︸ ︷︷ ︸

kongruence 1

·TT
2




︸ ︷︷ ︸
kongruence 2

· · ·TT
n

︸ ︷︷ ︸
kongruence n

.



Klasifikace kvadratických forem = klasifikace symetrických matic

Př́ıklad: Klasifikujte

(
1 2
2 −1

)
.

Ad 1. (
1 2 1 0
2 −1 0 1

)
−−−−−−→
r2:=r2−2r1

(
1 2 1 0
0 −5 −2 1

)
=: (U|L̃),

Ad 2.

D := U · L̃T =

(
1 2
0 −5

)
·

(
1 −2
0 1

)
=

(
1 0
0 −5

)
,

a jelikož d11 > 0, d22 < 0, matice je indefinitńı.

Oba kroky lze sjednotit takto:
(

1 2
2 −1

)
−−−−−−→
r2:=r2−2r1

(
1 2
0 −5

)
−−−−−−→
s2:=s2−2s1

(
1 0
0 −5

)

︸ ︷︷ ︸
kongruence 1

.



Klasifikace kvadratických forem = klasifikace symetrických matic

Př́ıklad: Klasifikujte




4 2 1
2 3 0
1 0 2


.




4 2 1
2 3 0
1 0 2


 r2:=2r2−r1−−−−−−→

r3:=4r3−r1




4 2 1
0 4 −1
0 −2 7


 s2:=2s2−s1−−−−−−→

s3:=4s3−s1




4 0 0
0 8 −4
0 −4 28




︸ ︷︷ ︸
kongruence 1

−−−−−−→
r3:=2r3+r2

−−−−−−→
r3:=2r3+r2




4 0 0
0 8 −4
0 0 52


 −−−−−−→

s3:=2s3+s2




4 0 0
0 8 0
0 0 104




︸ ︷︷ ︸
kongruence 2

,

a jelikož d11, d22, d33 > 0, matice je pozitivně definitńı.



Klasifikace kvadratických forem = klasifikace symetrických matic

Př́ıklad: Klasifikujte




0 2 1
2 3 0
1 0 2


.




0 2 1
2 3 0
1 0 2


 r1:=−r1+r2−−−−−−−→

výroba pivota




2 1 −1
2 3 0
1 0 2


 s1:=−s1+s2−−−−−−→




−1 1 −1
1 3 0
−1 0 2




︸ ︷︷ ︸
kongruence 1

r2:=r2+r1−−−−−→
r3:=r3−r1

r2:=r2+r1−−−−−→
r3:=r3−r1




−1 1 −1
0 4 −1
0 −1 3


 s2:=s2+s1−−−−−→

s3:=s3−s1



−1 0 0
0 4 −1
0 −1 3




︸ ︷︷ ︸
kongruence 2

r3:=4r3+r1−−−−−−→

−−−−−−→
r3:=4r3+r1



−1 0 0
0 4 −1
0 0 11


 −−−−−−→

s3:=4s3+s1




−1 0 0
0 4 0
0 0 44




︸ ︷︷ ︸
kongruence 3

,

a jelikož d11 < 0 a d22 > 0, matice je indefinitńı.



Gaussova eliminace pro symetrické matice

Choleského (LDLT) rozklad

Uvažujme soustavu se symetrickou matici

A · x = b.

Po kongruentńıch transformaćıch dostáváme ekvivalentńı soustavu s diagonálńı matićı
D = TT · A · T:

=TT︷ ︸︸ ︷
Tn · · ·T2 · T1 ·A︸ ︷︷ ︸

=U

·

=T︷ ︸︸ ︷
TT

1 · TT
2 · · ·T

T
n ·y︸ ︷︷ ︸

=x

= Tn · · ·T2 · T1 · b︸ ︷︷ ︸
=:c

.

Odtud vid́ıme, že řešeńı soustavy lze provést v následuj́ıćıch kroćıch:

1. (A|b|I)
Gauss bez záměn řádk̊u
−−−−−−−−−−−−→ (U|c|TT ), D := U · T

2. D · y = c y,

3. x := T · y.



Gaussova eliminace pro symetrické matice

Př́ıklad: Řešte soustavu Choleského (LDLT) rozkladem.

(
1 2 1
2 −1 2

)
−−−−−−→
r2:=r2−2r1

(
1 2 1
0 −5 0

)
−−−−−−→
s2:=s2−2s1

(
1 0 1
0 −5 0

)
, y1 = 1, y2 = 0,

TT =

(
1 0
−2 1

)
, T =

(
1 −2
0 1

)
, x1 = 1y1 − 2y2= 1, x2 = y2= 0.



Gaussova eliminace pro symetrické matice

Př́ıklad: Řešte soustavu Choleského (LDLT) rozkladem.




1 −1 1 1
−1 2 0 2
1 0 1 3


 r2:=r2+r1−−−−−→

r3:=r3−r1




1 −1 1 1
0 1 1 3
0 1 0 2


 s2:=s2+s1−−−−−→

s3:=s3−s1




1 0 0 1
0 1 1 3
0 1 0 2


 , y1 = 1,




1 0 0 1
0 1 1 3
0 1 0 2


 −−−−−→

r3:=r3−r2




1 0 0 1
0 1 1 3
0 0 −1 −1


 −−−−−→

s3:=s3−s2




1 0 0 1
0 1 0 3
0 0 −1 −1


 ,

y2 = 3
y3 = 1

TT =




1 0 0
0 1 0
0 −1 1


 ·




1 0 0
1 1 0
−1 0 1


 , T =




1 1 −1
0 1 0
0 0 1


 ·




1 0 0
0 1 −1
0 0 1




x̃1 := y1 = 1, x1 := x̃1 + x̃2 − x̃3= 2,

x̃2 := y2 − y3 = 2, x2 := x̃2= 2

x̃3 := y3 = 1, x3 := x̃3= 1.


