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Princip superpozice

Stejnosmérny obvod

Ohmuv a Kirchhoffovy zakony

uy—Vi . ue—Ve o uz—Vz3 . us—uz . up—u
lg = 13 = by = ts =

Ry Ry Ry Ry Ry

uzel A: iy —15=0, wuzel B: —1; —i9—144 =0, uzel C: 19+ i3+ 15=0.
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Princip superpozice

Stejnosmérny obvod — soustava linearnich rovnic
Ri=---=R;=1
wm—=V1 _ uw—u _
T o =0 2u; — U =V
ui—wvi u3—Vvo ug—uz __ S
—R‘}—R&—RAI =0 & —u — 2uy +uz3 = -V =1V,
Yo ¥ 4 U3 V3 4 Mot — ) —up + 2us + uz = Vo + 14
Ry R Rs

a) Vi=1,Va=V3=0; b)lo=1,Vi=V=0; ¢)Va=1V=V=0

2] —10/1 0 0 o 2 —10/1 0 0
1 =2 1|—1 —1 0 | B2 0 055 21—=1 —2 0

1 2 1|0 11 r3:=ri+2rs 0 3 21 9 9 r3:=3ro+5rs

2101 0 0 5/8 1/4
—— 0 -5 2|—1 20 |—-u=[1/4] v =]1/2], u=
BN\ g 0 160 2 4 10 1/8 1/4
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Princip superpozice

Stejnosmérny obvod — soustava linearnich rovnic
Ri=---=R;=1
u1— V] U9 —1u
1R11 _ 2R51 — 0 QU — s
_Ulfg‘}‘/l B bl “2};4“3 =0 < —u; — 2us + ug
wely ol g mpn = —uy + 2us + us
—10| 1 o 2 —1 0| 1
—1 =21 -3 | 2= 0 [=5] 2 -5
—1 2 1| 5 r3:=r1+2r3 0 3 211 r3:=3r9+0r3
3/2
—ul=1 2

5/2

= V-V,
= Vot Vs

2 =10
0 —5 2
0 0 16

40



Princip superpozice

Stejnosmérny obvod — soustava linearnich rovnic
Ri=---=R;=1
wm—=V1 _ uw—u _
VRl VR5 =0 2U1 — U2 — ‘/1
ui—wvi u3—Vvo ug—uz __ S
—R‘}—R&—RAI =0 & —u — 2uy +uz3 = -V =1V,
P e e = () —up + 2up + uz = Vo + V3
Ry R Rs

a) Vi=1,Vo=Vz=0; b)h=1V=1=0 «c) h=1V=V=0,
d)mzla‘/Q:QaVé:S

5/8 1/4 1/8 3/2
w= |14, v =112, u=[1/4], u'=]| 2
1/8 1/4 5/8 5/2

Princip superpozice
5/8 1/4 1/8 3/2

lut+2u” +3u=1(1/4 ) +2( 12| +3[1/4] = 2 | =u’.
1/8 1/4 5/8 5/2



Princip superpozice = linearni zobrazeni

Princip superpozice

2Aw)
Alu) + Alwg) |
Alw)
Alw) |
u;y =1 Uy = 2 U + U 219

Linearni zobrazeni
Méjme vektorové prostory U, V. Zobrazeni A : U — V je linearni, pokud

1.Vuj,us €U : A(u; +uy) = A(uy) + A(uy),
2.Va e RVueld: Alau) = aA(u).



Linearni zobrazeni

Priklad: A : R* — R, A(x) := 21 — 22 je linearni zobrazeni.
Ad 1. Vezméme libovolné x,y € R?, pak
A(x+y) = A(x14y1, Totys) = (z1+y1)—(Taty2) = (1 — T2)+(y1 — v2) = A(X)+A(y).
Ad 2. Vezméme libovolné o € R a x € R?, pak

Alax) = Alaxy, axs) = axy — axy = a(r] — x9) = aA(X).

Piiklad: A: R — R, A(x) := x + 1 neni linedrni zobrazeni.
Ad 1. Vezméme libovolné x, y € R, pak
Alzt+y)=(+y +1l=(+1)+y=Alz)+y # Alx) + Aly).

Priklad: A: Py, — Py, Ala+ bz) = d(adsz) = b je linedrni zobrazeni.

Ad 1. A(p+q) = A((a+c)+(b+d)x) = b+d = A(a+ bx)+A(c+ dx) = A(p)+A(q).
Ad 2. A(ap) = Alaa + abz) = ab = aA(a + bx) = aA(p).




Linearni zobrazeni

Priklad: A:R" — R™, A(x) := A -x, kde A € R™*", je linearni zobrazeni.
Ad 1. Vezméme libovolné x,y € R", pak
Ax+y)=A-(x+y)=A-x+A - y=Ax)+ Aly).
Ad 2. Vezméme libovolné o € R a x € R", pak
Alax) = A - (ax) = a (A - x) = aA(x).

Kazdou matici Ize chapat jako linearni zobrazeni.

Kazdou soustavu rovnic lze chapat jako linearni tlohu

Pro A € R™" b € R™ lze soustavu
A-x=D
chapat jako ulohu: Hledame x € R™
Hledame x € R":  A(x) = b,
kde A(x) := A - x je linearni zobrazeni A : R" — R™.



Linearni zobrazeni

Princip superpozice

Méjme linearni zobrazeni A : U — V), vektory by, by € V a feSeni x1,x9 € U
linearnich uloh

A<X1> = bl, A(Xg) = b2.

Vezmeéme linearni kombinaci pravych stran s aq, as € R, pak

X = 1X] + aXg  je Tesenim tlohy  A(x) = aib; + asbs.

Priklad: Stejnosmérny obvod

Ri=-=Rs=1
ui—Vi _ ug—uy _
TSI e _ 8 & Zl _ 2?;2 + u _ ‘—/11/ —V
“2112‘}2 + “3—R‘;3 4 “2—}241 — 0 —ui + 2uz =+ ui — V>j-‘/3 2
Ry R R; .
2 =10 1 0 0
Alu):=A-u, kdeA=|-1 =21, b=V -1]+V|-1]+V]|0

-1 2 1 0 1 1



Linearni zobrazeni

Nenulové posunuti neni linearni zobrazeni

AR SR y=Ax)=x+p, p#0

151

051

-0.51
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Linearni zobrazeni

Projekce na primku prochazejici pocatkem je linearni zobrazeni

AR SR yi=Ax) = HaH (HaH -X) ., a je smeérnice primky
a a
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Linearni zobrazeni

Rotace podle pocatku je linearni zobrazeni

—sin @ CoS &

A:R* - R yi= A(x) ::<COSQ Sina)-x

1.8

16
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Linearni zobrazeni

Zrcadleni podle primky prochazejici pocatkem je linearni zobrazeni

H'HT

[

AR SR yi=Ax) = (I — 2 ) X, 1 jenormala k piimce
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Linearni zobrazeni

Vlastnosti
Je-li AU — V linearni zobrazeni, pak plati

A(0) =0, A(—u)
Ditkaz: A(0) = A(0u) Z 04(u) =0, A(—u)

—A(u).
(=1)A(u) = —A(u).

|

Ekvivalentni definice linearniho zobrazeni
Méjme vektorové prostory U a V. Zobrazeni A : U — V je linearni, pravé kdyz obraz
linearni kombinace je linearni kombinace obrazu, t;.

Vai,...,a, € RVYuy,...,u, e : |Alcyu; + -+ a,u,) = ajA(ay) + -+ + o, A(ay,) |

1. 1.2

Dukaz: A(aquy + - - - + a,uy,) 2 a1A(ug) + Alagug + - - - + auy,) =




Linearni zobrazeni

Linearni zobrazeni je urceno obrazy bazovych vektoru

Me¢jme vektorové prostory U, V, necht E := (eq,...,e,) je baze U a necht linedrni
zobrazeni A : U4 — V je zadano obrazy bazovych vektoru, tj. zname f;,....f, € V:
f1 = A(el), Cee fn = A(en)

Vezméme libovolny u € U, pak
u=oe; +---+ o,e,,

kde [u]g = (aq, ..., a,) € R" jsou soutadnice u v bazi E. Obraz této linearni kombi-
nace je linearni kombinace znamych obrazu

A(U.) = A(oqel + -+ oznen) = 041A<61> I oznA(en): ok + -+ a,f,.



Linearni zobrazeni

Priklad: Je dano A(1,1) =1, A(1,—1) = 0. Spoctéte A(2,3).

Vektor u = (2,3) vyjadiime v bazi £ = (e; := (1,1),e9 := (1,—1)), tj. hledame
a1, g € R:

041(1, 1) -+ 042(1, —1> = (2, 3)
([

2 \112_”1__1 a_§
1113 ) mmrer, L0 —2/1 2T Ty

Obraz A(u) je linearni kombinace obrazu bazovych vektort

A(u) = ajA(er) + asA(ey) = g(l) _ %(o): g




Priklad: Je ddno A(1—z+2?%) =
(

Linearni zobrazeni

0,1). Spoctéte A(1).

Funkci p(x) = 1 vyjadiime v bézi E =
hledame a1, ag, az € R:

Ve € R: aq(1—0+27) + ap(lto—27) + az(—1 otz

I —1/1
-1 1 10
I =1 110

ro:=ro+rq

r3:=rs—ri

I 1 —1

0 2] 0
0 -2 2

1
1
—1

(1,1), A(l+z—a%) =

r3:=rs+ro

Obraz A(1) je linearni kombinace obrazu bazovych funkei

Al) = Al — 2+ 2°) + Al + 2 — 2°) + asA(—1 + 2 + 2%) =
1
+5(1,0) +00,1) =

1

- _<171>

2

= (1,1/2).

(1,0), A(—1—|—ZC+562) -

2

) =
1
0
0

o o] —

+02+0z2

—1
0
2

1
1

(l—x—l—x 1+ —a? —1—|—£E—|—£L‘) t].

— =

1/2
1/2



Linearni zobrazeni

Priklad: A(1,1) =1, A(1,—1) = —1. Najdéte vSechna x € R?: A(x) = 1.

Najdéme vsechny linedrni kombinace v1 (= 1 a vy := —1, které davaji v = 1, tj.
hledame a1, ay € R:

0411—|—042(—1):1—>041:1—|—t, @ta, t e R.

Vzorem x : A(x) = v jsou stejné linearni kombinace vzortu bazovych vektoru (1,1) a
<17 _1>
x=ao1(1,1) +a(l,—1)=1+¢)(1,1)+¢1,—-1)=(1,1) +t(2,0), teR.

Vysledky tvoif pifmku v R?.



Linearni zobrazeni
Priklad: Je dano A(1—z+2%) = (1,1), A(1+z—2*) = (1,0), A(=14+z+2%) =
(0,1). Najdéte vsechny p(x) € Po: A(p) = (0,0).

Najdéme vsechny linearni kombinace (1,1), (1,0) a (0,1), které davaji (0,0), t
hledame o, as, a3 € R:

041(1, 1) + O@(l, ()) + &3(0, 1) = <O, 0)
1 00 1 1 0l0
10 110 ) mmrgr; VO =11

0

Vzorem p(x) : (p(a:)) (0,0) jsou Stejné linearn{ kombinace vzoru bazovych funkei
l—z+a* 1+ —a*a—1+a+2°

)—>043:t, ar=1t, ap = —t, t € R.

pr)=a(l—z+=x >—|—042<1—|—£U—562>—|—043(—1—|—£C—|—562>:
= —t(l—a+a)+tl+o—a) +t(-1+z+2?) =
= t(—1+3x—27), t €R.



Linearni zobrazeni

Méjme linearni zobrazeni A - U — V.

Nulovy prostor

N(A) ={ueld: Alu) =0}
je podprostor .
Obor hodnot
H(A) ={A(un)eV:uel}.
je podprostor V.

,,Z.zakon zachovani dimenze”

dim NV(A) +dim H(A) = dim U,
=:ZZ?A) zzﬁEA)
kde d(A) se nazyva defekt a h(A) se nazyva hodnost zobrazeni A.




Linearni zobrazeni

Méjme matici A € R™*" které definuje zobrazeni A : R” — R™ kde A(x) := A - x.

Nulovy prostor matice = nulovy prostor linearniho zobrazeni

NA) ={xeR": A-x=0}={xeR": A(x)=0} =N(A)
ad(A) :=d(A) =dimN(A) nazyvame také defekt matice.

Sloupcovy prostor matice = obor hodnot linearniho zobrazeni

S(A)={A - xeR": xeR"} ={A(x) e R": x € R"} =H(A)
a h(A) = h(A) = dim H(A) jsme minule definovali jako hodnost matice.

,,Z.akon zachovani dimenze” pro matice

d(A)+ h(A) =n.



Linearni zobrazeni

Piiklad: Je dano lin. zobr. A(1,1,—-1) = (1,1), A(1,—1,0) = (—2,0), A(1,1,1) =
(0,1). Vypoctéte N (A), d(A), H(A), h(A).

Pro vypocet nulového prostoru vyjadreme (0,0) jako lin. kombinaci obrazu béze, tj.
hledame o, as, a3 € R:

041(1, 1) + &2(—2, ()) + &3(0, 1) = (0, O),
—2 00 I =2 010
O ) ro=ry-r; \ 0 2 1

I 0 1 0

Nulovy prostor obsahuje stejné linearni kombinace vzoru

1
N(A) = {—t(l, 1,—1) — 575(1, —1,0)+t(1,1,1): t e R} = <(—§, 5,2>> , d(A) = 1.
Ze zakona zachovani dimenze vime, Ze

h(A)=n—d(A) =dimR® - d(A4) =3 — 1= 2.

1
)—>043:t, 052:_§t, Odlz—t,tER.

Zéaroveti je obor hodnot podprostorem R?, musi tedy platit

H(A) = R*.



Linearni zobrazeni

Priklad: Je ddno lin. zobr. A : P; — R’ obrazy baze A(1 —z) = (1,—1,1),
A(1+ 1) = (0,1,2). Vypoctete N(A), d(A), H(A), h(A).

Pro vypocet nulového prostoru vyjadieme (0, 0,0) jako lin. kombinaci obrazu béaze, t;.
hledame a1, ay € R:

ar(1, —1,1) + as(0, 1,2) = (0,0,0),

0|0 B 1 0|0 1 0|0
10 | 2L 010 | ——— [ 010 | mar=ar=0.
1 200 r3:=rg3—ri 0 210 r3:=r3—2rq 00lo

Nulovy prostor obsahuje stejné linearni kombinace vzoru
N(A)={0(1 —z)+0(1 +x) € P} = {0}.
Ze zakona zachovani dimenze vime, Ze
h(A)=n—d(A) =dimP; —d(A) =2 — 0= 2.
Zaroven je obor hodnot prostorem ((1,—1,1),(0,1,2)), a mame tedy i bazi H(A):
F = ((1,-1,1),(0,1,2)).



Linearni zobrazeni

Kazdou matici lze chapat jako linearni zobrazeni.

Méjme matici A € R™*" pak nasledujici zobrazeni A : R" — R™ je linearni

Ax) = A -x.
Matice linearniho zobrazeni
Méjme linearni zobrazeni A : U — V, bazi E := (ey,...,e,) prostoru U a béazi F =
(f1,...,f,) prostoru V. Vezméme u € U a jeho souradnice [ulg = (aq,...,q,) € R”

v bazi F, t].
u=—qoe|+ -+ a,e,.

Vyjadieme obraz A(u) € V v béazi F

A(u)|p = [A(arer + -+ -+ apey)|r = a1 Aler) + - - + a, Ale,)] F
= ([Ale)]p, ..., [Ale))]r) -[ulp,

~
::AE,F

kde Ag p € R™" je matice linearniho zobrazeni vzhledem k bazim F a I



Matice linearniho zobrazeni

Kazdou matici lze chapat jako linearni zobrazeni.
Méjme matici A € R™*" pak nasledujici zobrazeni A : R" — R™ je linearni

A(x) = A - x.

Kazdé linearni zobrazeni lze vyjadrit matici

Méjme linearni zobrazeni A : U4 — V, bazi E := (eq,...,e,) prostoru U a bazi I’ =
(f1,...,f,) prostoru V. Vezméme u € U a jeho souradnice [ulp = (a1, ..., q,) € R”
v bazi E. Obraz A(u) € V v bazi F je

A(u)|r = Apr - [ulg,

kde Apr = ([A(e1)]r,...,[A(e,)]r) € R™" je matice linearniho zobrazeni
vzhledem k bazim F a F.



Matice linearniho zobrazeni

Piiklad: Je dano linearni zobrazeni obrazy baze E: A(1,—1,1) = (1,2),
Al 1,-1) =(1,-1), A(—1,1,1) = (0,1). Vypoctéte Apr v bazich F a ka-
nonické bazi F'.

E:=(e:=(1,-1,1),e0:=(1,1,—1),e3:= (—1,1,1)), F :=(f:=(1,0),f5:=(0,1)).

Souradnice obrazu v bazi F' uz vlastné mame

atele = ()t = (). et (1)

a tedy 1 matici linearniho zobrazeni

Algr = (; _11 (1))



Matice linearniho zobrazeni

Piiklad: Je dano linearni zobrazeni obrazy baze A(1,—1,1) = (1,2),
Al 1,-1) = (1,-1), A(—1,1,1) = (0,1). Vypoctéte Apr v kanonickych
bazich F a F.

E = (e :=(1,0,0), e := (0,1,0),e3 := (0,0,1)), F:=(f :=(1,0),f :=(0,1)).

Spoctéme souradnice bazovych vektoru E v bazi, v niz je zadano A,

1 1 =1/100 B 11 —1/'1 00 11 -1/1
-1 1 1010 | =2 o2 01 10 02 0|1
1 —1 1]001) ™™ 0—22 ~101 ) 00 [2]0
._2 22 0/211 210 01101 . é()%
Tl oRIo o 2=l 02000110 Tl Lo
002011 0 02011 05 2
Matice linearniho zobrazeni v bazich E, F' je pak tato
1l
1 1 0\ (%, 133
Apr = ([Ale)]r, [Ale)lr, [Ales)lF) = {5 ;1) 22 0]=(1(3)
Ol)% 2 2

~ = = O

— O O



Matice linearniho zobrazeni

Podobné matice

Méjme linearni zobrazeni A : V — V), tzv. linearni transformace, a baze E. I

prostoru V. Pak
Arp=T"' Apgp- T,

kde T je matice piechodu od baze £ do baze F'a Ag g, Apr se nazyvajl podobné
matice.

Matice slozeného zobrazeni

Méjme linearni zobrazeni A : U — V, B 'V — W a baze E, F', (G, respektive,
vektorovych prostoru U, ¥V, W. Definujme slozené zobrazeni C' : U — W, C(u) =
B(A(u)). Pak C' je opét linearni a

Cec=Brg-Agr.



