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Katedra aplikované matematiky
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Princip superpozice

Stejnosměrný obvod

Ohmův a Kirchhoffovy zákony

i1 =
u1 − V1

R1
, i2 =

u2 − V2

R2
, i3 =

u3 − V3

R3
, i4 =

u2 − u3

R4
, i5 =

u2 − u1

R5
,

uzel A: i1 − i5 = 0, uzel B: − i1 − i2 − i4 = 0, uzel C: i2 + i3 + i5 = 0.



Princip superpozice

Stejnosměrný obvod — soustava lineárńıch rovnic

R1 = · · · = R5 = 1

u1−V1
R1

− u2−u1
R5

= 0

−u1−V1
R1

− u2−V2
R2

− u2−u3
R4

= 0
u2−V2

R2
+ u3−V3

R3
+ u2−u1

R5
= 0

⇔
2u1 − u2 = V1

−u1 − 2u2 + u3 = −V1 − V2

−u1 + 2u2 + u3 = V2 + V3

a) V1 = 1, V2 = V3 = 0; b) V2 = 1, V1 = V3 = 0; c) V3 = 1, V1 = V2 = 0




2 −1 0 1 0 0
−1 −2 1 −1 −1 0
−1 2 1 0 1 1




r2:=r1+2r2−−−−−−→
r3:=r1+2r3





2 −1 0 1 0 0
0 −5 2 −1 −2 0
0 3 2 1 2 2



 −−−−−−−→
r3:=3r2+5r3

−−−−−−−→
r3:=3r2+5r3





2 −1 0 1 0 0
0 −5 2 −1 −2 0
0 0 16 2 4 10



 −→ ua =





5/8
1/4
1/8



, ub =





1/4
1/2
1/4



, uc =





1/8
1/4
5/8



.



Princip superpozice

Stejnosměrný obvod — soustava lineárńıch rovnic

R1 = · · · = R5 = 1

u1−V1
R1

− u2−u1
R5

= 0

−u1−V1
R1

− u2−V2
R2

− u2−u3
R4

= 0
u2−V2

R2
+ u3−V3

R3
+ u2−u1

R5
= 0

⇔
2u1 − u2 = V1

−u1 − 2u2 + u3 = −V1 − V2

−u1 + 2u2 + u3 = V2 + V3

d) V1 = 1, V2 = 2, V3 = 3





2 −1 0 1
−1 −2 1 −3
−1 2 1 5




r2:=r1+2r2−−−−−−→
r3:=r1+2r3





2 −1 0 1
0 −5 2 −5
0 3 2 11



 −−−−−−−→
r3:=3r2+5r3





2 −1 0 1
0 −5 2 −5
0 0 16 40



 −→

−→ ud =





3/2
2

5/2



.



Princip superpozice

Stejnosměrný obvod — soustava lineárńıch rovnic

R1 = · · · = R5 = 1

u1−V1
R1

− u2−u1
R5

= 0

−u1−V1
R1

− u2−V2
R2

− u2−u3
R4

= 0
u2−V2

R2
+ u3−V3

R3
+ u2−u1

R5
= 0

⇔
2u1 − u2 = V1

−u1 − 2u2 + u3 = −V1 − V2

−u1 + 2u2 + u3 = V2 + V3

a) V1 = 1, V2 = V3 = 0; b) V2 = 1, V1 = V3 = 0; c) V3 = 1, V1 = V2 = 0,
d) V1 = 1, V2 = 2, V3 = 3

ua =





5/8
1/4
1/8



, ub =





1/4
1/2
1/4



, uc =





1/8
1/4
5/8



, ud =





3/2
2

5/2



.

Princip superpozice

1ua + 2ub + 3uc = 1





5/8
1/4
1/8



 + 2





1/4
1/2
1/4



 + 3





1/8
1/4
5/8



 =





3/2
2

5/2



 = ud.



Princip superpozice = lineárńı zobrazeńı

Princip superpozice

u1 = 1

A(u1)

u2 = 2

A(u2)

u1 + u2

A(u1) + A(u2)

2u2

2A(u2)

Lineárńı zobrazeńı

Mějme vektorové prostory U , V . Zobrazeńı A : U → V je lineárńı, pokud

1. ∀u1,u2 ∈ U : A(u1 + u2) = A(u1) + A(u2),

2. ∀α ∈ R ∀u ∈ U : A(αu) = αA(u).



Lineárńı zobrazeńı

Př́ıklad: A : R
2 → R, A(x) := x1 − x2 je lineárńı zobrazeńı.

Ad 1. Vezměme libovolné x,y ∈ R
2, pak

A(x+y) = A(x1+y1, x2+y2) = (x1+y1)−(x2+y2) = (x1 − x2)+(y1 − y2) = A(x)+A(y).

Ad 2. Vezměme libovolné α ∈ R a x ∈ R
2, pak

A(αx) = A(αx1, αx2) = αx1 − αx2 = α(x1 − x2) = αA(x).

Př́ıklad: A : R → R, A(x) := x + 1 neńı lineárńı zobrazeńı.

Ad 1. Vezměme libovolné x, y ∈ R, pak

A(x + y) = (x + y) + 1 = (x + 1) + y = A(x) + y 6= A(x) + A(y).

Př́ıklad: A : P1 → P0, A(a + bx) := d(a+bx)
dx = b je lineárńı zobrazeńı.

Ad 1. A(p+q) = A((a+c)+(b+d)x) = b+d = A(a + bx)+A(c + dx) = A(p)+A(q).
Ad 2. A(αp) = A(αa + αbx) = αb = αA(a + bx) = αA(p).



Lineárńı zobrazeńı

Př́ıklad: A : R
n → R

m, A(x) := A · x, kde A ∈ R
m×n, je lineárńı zobrazeńı.

Ad 1. Vezměme libovolné x,y ∈ R
n, pak

A(x + y) = A · (x + y) = A · x + A · y = A(x) + A(y).

Ad 2. Vezměme libovolné α ∈ R a x ∈ R
n, pak

A(αx) = A · (αx) = α (A · x) = αA(x).

Každou matici lze chápat jako lineárńı zobrazeńı.

Každou soustavu rovnic lze chápat jako lineárńı úlohu

Pro A ∈ R
m×n, b ∈ R

m lze soustavu

A · x = b

chápat jako úlohu: Hledáme x ∈ R
m

Hledáme x ∈ R
n : A(x) = b,

kde A(x) := A · x je lineárńı zobrazeńı A : R
n → R

m.



Lineárńı zobrazeńı

Princip superpozice

Mějme lineárńı zobrazeńı A : U → V , vektory b1,b2 ∈ V a řešeńı x1,x2 ∈ U
lineárńıch úloh

A(x1) = b1, A(x2) = b2.

Vezměme lineárńı kombinaci pravých stran s α1, α2 ∈ R, pak

x = α1x1 + α2x2 je řešeńım úlohy A(x) = α1b1 + α2b2.

Př́ıklad: Stejnosměrný obvod

R1 = · · · = R5 = 1
u1−V1

R1
− u2−u1

R5
= 0

−u1−V1
R1

− u2−V2
R2

− u2−u3
R4

= 0
u2−V2

R2
+ u3−V3

R3
+ u2−u1

R5
= 0

⇔
2u1 − u2 = V1

−u1 − 2u2 + u3 = −V1 − V2

−u1 + 2u2 + u3 = V2 + V3

A(u) := A · u, kde A :=





2 −1 0
−1 −2 1
−1 2 1



 , b := V1





1
−1
0



 + V2





0
−1
1



 + V3





0
0
1



 .



Lineárńı zobrazeńı

Nenulové posunut́ı neńı lineárńı zobrazeńı

A : R
2 → R

2, y := A(x) := x + p, p 6= 0

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2
−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2



Lineárńı zobrazeńı

Projekce na př́ımku procházej́ıćı počátkem je lineárńı zobrazeńı

A : R
2 → R

2, y := A(x) :=
a

‖a‖

(
a

‖a‖
· x

)

, a je směrnice př́ımky

0 0.5 1 1.5 2
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Lineárńı zobrazeńı

Rotace podle počátku je lineárńı zobrazeńı

A : R
2 → R

2, y := A(x) :=

(
cos α sin α
− sin α cos α

)

· x
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Lineárńı zobrazeńı

Zrcadleńı podle př́ımky procházej́ıćı počátkem je lineárńı zobrazeńı

A : R
2 → R

2, y := A(x) :=

(

I − 2
n · nT

‖n‖2

)

· x, n je normála k př́ımce
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Lineárńı zobrazeńı

Vlastnosti

Je-li A : U → V lineárńı zobrazeńı, pak plat́ı

A(0) = 0, A(−u) = −A(u).

Důkaz: A(0) = A(0u)
2.
= 0A(u) = 0, A(−u)

2.
= (−1)A(u) = −A(u).

Ekvivalentńı definice lineárńıho zobrazeńı

Mějme vektorové prostory U a V . Zobrazeńı A : U → V je lineárńı, právě když obraz
lineárńı kombinace je lineárńı kombinace obraz̊u, tj.

∀α1, . . . , αn ∈ R ∀u1, . . . ,un ∈ U : A(α1u1 + · · · + αnun) = α1A(u1) + · · · + αnA(un) .

Důkaz: A(α1u1 + · · · + αnun)
1.,2.
= α1A(u1) + A(α2u2 + · · · + αnun)

1.,2.
= . . . .



Lineárńı zobrazeńı

Lineárńı zobrazeńı je určeno obrazy bázových vektor̊u

Mějme vektorové prostory U , V , necht’ E := (e1, . . . , en) je báze U a necht’ lineárńı
zobrazeńı A : U → V je zadáno obrazy bázových vektor̊u, tj. známe f1, . . . , fn ∈ V :

f1 = A(e1), . . . , fn = A(en).

Vezměme libovolný u ∈ U , pak

u = α1e1 + · · · + αnen,

kde [u]E = (α1, . . . , αn) ∈ R
n jsou souřadnice u v bázi E. Obraz této lineárńı kombi-

nace je lineárńı kombinace známých obraz̊u

A(u) = A(α1e1 + · · · + αnen) = α1A(e1) + · · · + αnA(en)= α1f1 + · · · + αnfn.



Lineárńı zobrazeńı

Př́ıklad: Je dáno A(1, 1) = 1, A(1,−1) = 0. Spočtěte A(2, 3).

Vektor u := (2, 3) vyjádř́ıme v bázi E := (e1 := (1, 1), e2 := (1,−1)), tj. hledáme
α1, α2 ∈ R:

α1(1, 1) + α2(1,−1) = (2, 3)
(

1 1 2
1 −1 3

)

−−−−−→
r2:=r2−r1

(
1 1 2
0 −2 1

)

−→ α2 = −
1

2
, α1 =

5

2
.

Obraz A(u) je lineárńı kombinace obraz̊u bázových vektor̊u

A(u) = α1A(e1) + α2A(e2) =
5

2
(1) −

1

2
(0)=

5

2



Lineárńı zobrazeńı

Př́ıklad: Je dáno A(1−x+x2) = (1, 1), A(1+x−x2) = (1, 0), A(−1+x+x2) =
(0, 1). Spočtěte A(1).

Funkci p(x) := 1 vyjádř́ıme v bázi E :=
(
1 − x + x2, 1 + x − x2,−1 + x + x2

)
, tj.

hledáme α1, α2, α3 ∈ R:

∀x ∈ R : α1(1−x+x2) + α2(1+x−x2) + α3(−1+x+x2) = 1+0x+0x2





1 1 −1 1
−1 1 1 0
1 −1 1 0




r2:=r2+r1−−−−−→
r3:=r3−r1





1 1 −1 1
0 2 0 1
0 −2 2 −1



 −−−−−→
r3:=r3+r2





1 1 −1 1
0 2 0 1
0 0 2 0



 −→ α =





1/2
1/2
0





Obraz A(1) je lineárńı kombinace obraz̊u bázových funkćı

A(1) = α1A(1 − x + x2) + α2A(1 + x − x2) + α3A(−1 + x + x2) =

=
1

2
(1, 1) +

1

2
(1, 0) + 0(0, 1) =

= (1, 1/2).



Lineárńı zobrazeńı

Př́ıklad: A(1, 1) = 1, A(1,−1) = −1. Najděte všechna x ∈ R
2: A(x) = 1.

Najděme všechny lineárńı kombinace v1 := 1 a v2 := −1, které dávaj́ı v := 1, tj.
hledáme α1, α2 ∈ R:

α11 + α2(−1) = 1 −→ α1 = 1 + t, α2 = t, t ∈ R.

Vzorem x : A(x) = v jsou stejné lineárńı kombinace vzor̊u bázových vektor̊u (1, 1) a
(1,−1)

x = α1(1, 1) + α2(1,−1) = (1 + t)(1, 1) + t(1,−1)= (1, 1) + t(2, 0), t ∈ R.

Výsledky tvoř́ı př́ımku v R
2.



Lineárńı zobrazeńı

Př́ıklad: Je dáno A(1−x+x2) = (1, 1), A(1+x−x2) = (1, 0), A(−1+x+x2) =
(0, 1). Najděte všechny p(x) ∈ P2: A(p) = (0, 0).

Najděme všechny lineárńı kombinace (1, 1), (1, 0) a (0, 1), které dávaj́ı (0, 0), tj.
hledáme α1, α2, α3 ∈ R:

α1(1, 1) + α2(1, 0) + α3(0, 1) = (0, 0)
(

1 1 0 0
1 0 1 0

)

−−−−−→
r2:=r2−r1

(
1 1 0 0
0 −1 1 0

)

−→ α3 = t, α2 = t, α1 = −t, t ∈ R.

Vzorem p(x) : A(p(x)) = (0, 0) jsou stejné lineárńı kombinace vzor̊u bázových funkćı
1 − x + x2, 1 + x − x2 a −1 + x + x2

p(x) = α1(1 − x + x2) + α2(1 + x − x2) + α3(−1 + x + x2) =

= −t(1 − x + x2) + t(1 + x − x2) + t(−1 + x + x2) =

= t(−1 + 3x − x2), t ∈ R.



Lineárńı zobrazeńı

Mějme lineárńı zobrazeńı A : U → V .

Nulový prostor

N (A) := {u ∈ U : A(u) = 0}

je podprostor U .

Obor hodnot

H(A) := {A(u) ∈ V : u ∈ U} .

je podprostor V .

,,Zákon zachováńı dimenze”

dimN (A)
︸ ︷︷ ︸

=:d(A)

+ dimH(A)
︸ ︷︷ ︸

=:h(A)

= dim U ,

kde d(A) se nazývá defekt a h(A) se nazývá hodnost zobrazeńı A.



Lineárńı zobrazeńı

Mějme matici A ∈ Rm×n, které definuje zobrazeńı A : R
n → R

m, kde A(x) := A · x.

Nulový prostor matice = nulový prostor lineárńıho zobrazeńı

N (A) = {x ∈ R
n : A · x = 0} = {x ∈ R

n : A(x) = 0} = N (A)

a d(A) := d(A) = dimN (A) nazýváme také defekt matice.

Sloupcový prostor matice = obor hodnot lineárńıho zobrazeńı

S(A) = {A · x ∈ R
m : x ∈ R

n} = {A(x) ∈ R
m : x ∈ R

n} = H(A)

a h(A) = h(A) = dimH(A) jsme minule definovali jako hodnost matice.

,,Zákon zachováńı dimenze” pro matice

d(A) + h(A) = n.



Lineárńı zobrazeńı

Př́ıklad: Je dáno lin. zobr. A(1, 1,−1) = (1, 1), A(1,−1, 0) = (−2, 0), A(1, 1, 1) =
(0, 1). Vypočtěte N (A), d(A), H(A), h(A).

Pro výpočet nulového prostoru vyjádřeme (0, 0) jako lin. kombinaci obraz̊u báze, tj.
hledáme α1, α2, α3 ∈ R:

α1(1, 1) + α2(−2, 0) + α3(0, 1) = (0, 0),
(

1 −2 0 0
1 0 1 0

)

−−−−−→
r2:=r2−r1

(
1 −2 0 0
0 2 1 0

)

−→ α3 = t, α2 = −
1

2
t, α1 = −t, t ∈ R.

Nulový prostor obsahuje stejné lineárńı kombinace vzor̊u

N (A) =

{

−t(1, 1,−1) −
1

2
t(1,−1, 0) + t(1, 1, 1) : t ∈ R

}

=

〈(

−
1

2
,
1

2
, 2

)〉

, d(A) = 1.

Ze zákona zachováńı dimenze v́ıme, že

h(A) = n − d(A) = dim R
3 − d(A) = 3 − 1= 2.

Zároveň je obor hodnot podprostorem R
2, muśı tedy platit

H(A) = R
2.



Lineárńı zobrazeńı

Př́ıklad: Je dáno lin. zobr. A : P1 → R
3 obrazy báze A(1 − x) = (1,−1, 1),

A(1 + x) = (0, 1, 2). Vypočtěte N (A), d(A), H(A), h(A).

Pro výpočet nulového prostoru vyjádřeme (0, 0, 0) jako lin. kombinaci obraz̊u báze, tj.
hledáme α1, α2 ∈ R:

α1(1,−1, 1) + α2(0, 1, 2) = (0, 0, 0),




1 0 0
−1 1 0
1 2 0




r2:=r2+r1−−−−−→
r3:=r3−r1





1 0 0
0 1 0
0 2 0



 −−−−−−→
r3:=r3−2r1





1 0 0
0 1 0
0 0 0



 −→ α1 = α2 = 0.

Nulový prostor obsahuje stejné lineárńı kombinace vzor̊u

N (A) = {0(1 − x) + 0(1 + x) ∈ P1}= {0}.

Ze zákona zachováńı dimenze v́ıme, že

h(A) = n − d(A) = dimP1 − d(A) = 2 − 0= 2.

Zároveň je obor hodnot prostorem 〈(1,−1, 1), (0, 1, 2)〉, a máme tedy i bázi H(A):

F := ((1,−1, 1), (0, 1, 2)).



Lineárńı zobrazeńı

Každou matici lze chápat jako lineárńı zobrazeńı.

Mějme matici A ∈ R
m×n, pak následuj́ıćı zobrazeńı A : R

n → R
m je lineárńı

A(x) := A · x.

Matice lineárńıho zobrazeńı

Mějme lineárńı zobrazeńı A : U → V , bázi E := (e1, . . . , en) prostoru U a bázi F :=
(f1, . . . , fm) prostoru V . Vezměme u ∈ U a jeho souřadnice [u]E = (α1, . . . , αn) ∈ R

n

v bázi E, tj.
u = α1e1 + · · · + αnen.

Vyjádřeme obraz A(u) ∈ V v bázi F

[A(u)]F = [A(α1e1 + · · · + αnen)]F = [α1A(e1) + · · · + αnA(en)]F
= ([A(e1)]F , . . . , [A(en)]F )

︸ ︷︷ ︸
=:AE,F

·[u]E,

kde AE,F ∈ R
m×n je matice lineárńıho zobrazeńı vzhledem k báźım E a F .



Matice lineárńıho zobrazeńı

Každou matici lze chápat jako lineárńı zobrazeńı.

Mějme matici A ∈ R
m×n, pak následuj́ıćı zobrazeńı A : R

n → R
m je lineárńı

A(x) := A · x.

Každé lineárńı zobrazeńı lze vyjádřit matićı

Mějme lineárńı zobrazeńı A : U → V , bázi E := (e1, . . . , en) prostoru U a bázi F :=
(f1, . . . , fm) prostoru V . Vezměme u ∈ U a jeho souřadnice [u]E = (α1, . . . , αn) ∈ R

n

v bázi E. Obraz A(u) ∈ V v bázi F je

[A(u)]F = AE,F · [u]E,

kde AE,F := ([A(e1)]F , . . . , [A(en)]F ) ∈ R
m×n je matice lineárńıho zobrazeńı

vzhledem k báźım E a F .



Matice lineárńıho zobrazeńı

Př́ıklad: Je dáno lineárńı zobrazeńı obrazy báze E: A(1,−1, 1) = (1, 2),
A(1, 1,−1) = (1,−1), A(−1, 1, 1) = (0, 1). Vypočtěte AE,F v báźıch E a ka-
nonické bázi F .

E := (e1 := (1,−1, 1), e2 := (1, 1,−1), e3 := (−1, 1, 1)) , F := (f1 := (1, 0), f2 := (0, 1)) .

Souřadnice obraz̊u v bázi F už vlastně máme

[A(e1)]F =

(
1
2

)

, [A(e2)]F =

(
1
−1

)

, [A(e3)]F =

(
0
1

)

,

a tedy i matici lineárńıho zobrazeńı

[A]E,F =

(
1 1 0
2 −1 1

)

.



Matice lineárńıho zobrazeńı

Př́ıklad: Je dáno lineárńı zobrazeńı obrazy báze A(1,−1, 1) = (1, 2),
A(1, 1,−1) = (1,−1), A(−1, 1, 1) = (0, 1). Vypočtěte AE,F v kanonických
báźıch E a F .

E := (e1 := (1, 0, 0), e2 := (0, 1, 0), e3 := (0, 0, 1)) , F := (f1 := (1, 0), f2 := (0, 1)) .

Spočtěme souřadnice bázových vektor̊u E v bázi, v ńıž je zadáno A,




1 1 −1 1 0 0
−1 1 1 0 1 0
1 −1 1 0 0 1




r2:=r2+r1−−−−−→
r3:=r3−r1





1 1 −1 1 0 0
0 2 0 1 1 0
0 −2 2 −1 0 1



 −−−−−→
r3:=r3+r2





1 1 −1 1 0 0
0 2 0 1 1 0
0 0 2 0 1 1





r1:=2r1+r3−−−−−−→





2 2 0 2 1 1
0 2 0 1 1 0
0 0 2 0 1 1




r1:=r1−r2−−−−−→





2 0 0 1 0 1
0 2 0 1 1 0
0 0 2 0 1 1




ri:=(1/2)ri−−−−−−→





1
2 0 1

2
I 1

2
1
2

0
0 1

2
1
2





Matice lineárńıho zobrazeńı v báźıch E, F je pak tato

AE,F = ([A(e1)]F , [A(e2)]F , [A(e3)]F ) =

(
1 1 0
2 −1 1

)




1
2 0 1

2
1
2

1
2

0
0 1

2
1
2



 =

(
1 1

2
1
2

1
2 0 3

2

)

.



Matice lineárńıho zobrazeńı

Podobné matice

Mějme lineárńı zobrazeńı A : V → V , tzv. lineárńı transformace, a báze E, F
prostoru V . Pak

AF,F = T−1 · AE,E · T,

kde T je matice přechodu od báze E do báze F a AE,E, AF,F se nazývaj́ı podobné
matice.

Matice složeného zobrazeńı

Mějme lineárńı zobrazeńı A : U → V , B : V → W a báze E, F , G, respektive,
vektorových prostor̊u U , V , W . Definujme složené zobrazeńı C : U → W , C(u) :=
B(A(u)). Pak C je opět lineárńı a

CE,G = BF,G · AE,F .


