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Báze vektorového prostoru

Báze

je uspořádaná množina vektor̊u generuj́ıćı jednoznačně celý prostor.
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• e1, e2 tvoř́ı bázi R
2, a tedy generuj́ı R

2 jedno-
značně:

∀x := (x1, x2) ∈ R
2 : x = x1e1 + x2e2.

• f1, f2 netvoř́ı bázi R
2, nesplňuj́ı 2. ani 3.

• e1, e2, f2 netvoř́ı bázi R
2, nejsou lin. nezávislé:

∀x := (x1, x2) ∈ R
2 : x = x1e1+x2e2 = (x1−x2)e1+x2f2.

• e1, f2 tvoř́ı bázi R
2, a tedy generuj́ı R

2 jedno-
značně:

∀x := (x1, x2) ∈ R
2 : x = (x1 − x2)e1 + x2f2.



Báze vektorového prostoru

Báze

Mějme vektorový prostor V . Uspořádaná množina nenulových vektor̊u F :=
(f1, f2, . . . , fn) tvoř́ı bázi vektorového prostoru V , pokud

1. F ⊂ V ,

2. f1, f2, . . . , fn jsou lineárně nezávislé,

3. libovolný vektor v ∈ V je lineárńı kombinaćı f1, f2, . . . , fn, tj.

α1f1 + α2f2 + . . . αnfn = v.

Souřadnice vektoru v bázi, dimenze

Plat́ı, že lineárńı kombinace je pro bázi vždy jednoznačná. Výsledné koeficienty
α1, . . . , αn nazýváme souřadnice vektoru v v bázi F a znač́ıme [v]F :=
(α1, . . . , αn).

Plat́ı, že počet bázových vektor̊u n vektorového prostoru V je vždy stejný, ř́ıkáme mu
dimenze V a znač́ıme dimV := n.



Báze vektorového prostoru

Jednoznačnost souřadnic

Mějme bázi F := (f1, . . . , fn) vektorového prostoru V a bud’ v ∈ V . Souřadnicový
vektor [v]F ∈ R

n je jednoznačný.

Důkaz sporem

Předpodkládejme, že existuj́ı dva r̊uzné souřadnicové vektory α 6= β, tedy dvě r̊uzné
lineárńı kombinace

α1f1 + · · · + αnfn = v,

β1f1 + · · · + βnfn = v

Odečteńım rovnic dostáváme

(α1 − β1)f1 + · · · + (αn − βn)fn = 0.

Jelikož vektory báze jsou lineárně nezávislé, posledńı rovnice má pouze triviálńı řešeńı

α1 − β1 = 0, . . . , αn − βn = 0,

což je spor s předpokladem, tud́ıž souřadnice jsou jednoznačné.



Báze vektorového prostoru

Dimenze je jednoznačná

Mějme báze E := (e1, . . . , en) a F := (f1, . . . , fm) vektorového prostoru V . Pak m = n.

Důkaz, jak jinak než sporem

Předpokládejme, že m > n (př́ıpad n > m se vyvrát́ı analogicky). Jelikož E je báze,
máme jednoznačné souřadnicové vektory [fi]E tak, že např.

α1
1e1 + . . . + α1

nen = f1,
...

αn
1e1 + . . . + αn

nen = fn,
αn+1

1 e1 + . . . + αn+1
n en = fn+1.

Ukážeme, že fn+1 je lineárńı kombinaćı f1, . . . , fn, tj. že existuj́ı β1, . . . , βn:

β1f1 + · · · + βnfn = fn+1.



Báze vektorového prostoru

Dimenze je jednoznačná

Mějme báze E := (e1, . . . , en) a F := (f1, . . . , fm) vektorového prostoru V . Pak m = n.

Pokračováńı d̊ukazu

Rozeṕı̌seme-li levou i pravou stranu pomoćı souřadnic v bázi E, dostáváme
n∑

i=1

βi

n∑

j=1

αi
jej =

n∑

j=1

αn+1
j ej,

což d́ıky lineárńı nezávislosti e1, . . . , en vede na následuj́ıćı soustavu lineárńıch rovnic:



α1
1 . . . αn

1
... . . . ...

α1
n . . . αn

n


 ·




β1
...

βn


 =




αn+1
1
...

αn+1
n


 .

Matice soustavy je regulárńı, jinak by sloupce αi byly lineárně závislé, ale pak by byly
lineárně závislé i vektory f1, . . . , fn. Soustava tedy má jednoznačné řešeńı a fn+1 je
lineárně kombinaćı f1, . . . , fn, tud́ıž F neńı báze. Předpoklad m > n byl mylný.



Báze vektorového prostoru

Př́ıklad: Najděte bázi U := {x ∈ R
2 : x1 + x2 = 0}.

Hledáme parametrické vyjádřeńı prostoru U . Řeš́ıme ,,soustavu”

x1 + x2 = 0.

Pro vyjádřeńı nekonečně mnoha řešeńı, zavedeme parametr

x2 := t ∈ R

a dopočteme
x1 = −x2 = −t.

Zjistili jsme, že

U = {x = (−t, t) : t ∈ R} = {x = t(−1, 1) : t ∈ R} ,

a tedy libovolný vektor x ∈ U je lineárńı kombinaćı jediného bázového vektoru

F := (f1 := (−1, 1)).

Dimenze U je 1. U je př́ımka v R
2 procházej́ıćı počátkem.



Báze vektorového prostoru

Př́ıklad: Najděte bázi U := {x ∈ R
3 : x1 + x2 + x3 = 0}.

Řeš́ıme soustavu
x1 + x2 + x3 = 0.

Zavedeme parametry
x3 := t ∈ R, x2 := s ∈ R

a dosad́ıme
x1 = −x2 − x3 = −s − t.

Dostáváme parametrické vyjádřeńı prostoru

U := {x = (−s − t, s, t) : s, t ∈ R} = {x = s(−1, 1, 0) + t(−1, 0, 1) : s, t ∈ R} ,

a tedy libovolný vektor x ∈ U je lineárńı kombinaćı dvou bázových vektor̊u

F := (f1 := (−1, 1, 0), f2 := (−1, 0, 1)}.

Dimenze U je 2. Jedná se o rovinu v R
3 procházej́ıćı počátkem.



Báze vektorového prostoru

Př́ıklad: Najděte bázi U := {p(x) :=
∑2

i=0 aix
i : a0 +a1 = 0, a0−a1 +a2 = 0}.

Řeš́ıme soustavu (nulovou pravou stranu neopisujeme)

a0 + a1 = 0,
a0 − a1 + a2 = 0,

(
1 1 0
1 −1 1

)
−−−−−→
r2:=r2−r1

(
1 1 0
0 −2 1

)
.

Zavedeme parametr
a2 := t ∈ R

a dosad́ıme

a1 =
1

2
a2 =

1

2
t, a0 = −a1 = −

1

2
t.

Dostáváme parametrické vyjádřeńı prostoru

U :=

{
p(x) = −

1

2
t +

1

2
tx + tx2 : t ∈ R

}
=

{
p(x) = t

(
−

1

2
+

1

2
x + x2

)
: t ∈ R

}
,

a tedy

F :=

(
f1(x) := −

1

2
+

1

2
x + x2

)
, dimU = 1.



Báze vektorového prostoru

Př́ıklad: Vypočtěte souřadnice [(1, 2)]F v bázi F := ((1, 1), (1,−1)).

Hledáme koeficienty α1, α2 ∈ R lineárńı kombinace

α1(1, 1) + α2(1,−1) = (1, 2).

Řeš́ıme tedy soustavu
(

1 1 1
1 −1 2

)
−−−−−→
r2:=r2−r1

(
1 1 1
0 −2 1

)
.

Řešeńı je

α2 = −
1

2
, α1 = 1 − α2 =

3

2
,

a tedy

[(1, 2)]F =

(
3

2
,−

1

2

)
.



Báze vektorového prostoru

Př́ıklad: Vypočtěte souřadnice [1− x + x2]F v bázi F := (1− x− x2, 1 + x−
x2,−1 + x + 2x2).

Hledáme koeficienty α1, α2, α3 ∈ R lineárńı kombinace

∀x ∈ R : α1(1 − x − x2) + α2(1 + x − x2) + α3(−1 + x + 2x2) = 1 − x + x2,

tj.

∀x ∈ R : 1(α1 + α2 − α3)+x(−α1 + α2 + α3)+x2(−α1 − α2 + 2α3) = 1+(−1)x+1x2.

Dı́ky lineárńı nezávislosti funkćı 1, x, x2 stač́ı porovnat koeficienty u těchto funkćı



1 1 −1 1
−1 1 1 −1
−1 −1 2 1


 r2:=r2+r1−−−−−→

r3:=r3+r1




1 1 −1 1
0 2 0 0
0 0 1 2


 .

Řešeńı je

α3 = 2, α2 = 0, α1 = 1 − α2 + α3 = 3, a tedy [1 − x + x2]F = (3, 0, 2).

Zkouška: 3(1 − x − x2) + 0(1 + x − x2) + 2(−1 + x + 2x2) = 1 − x + x2.



Báze vektorového prostoru

Báze a souřadnice převáděj́ı úlohy do R
n

Lineárńı úloha ve V
báze V, souřadnice
−−−−−−−−−−→ lineárńı úloha v R

n.

Př́ıklad: Jsou 1 − x − x2, 1 + x + x2 a 1 − x + x2 lineárně nezávislé?

Vezměme kanonickou bázi E := (1, x, x2) prostoru P2. Př́ıslušné souřadnicové vektory
jsou tyto

[1−x−x2]E = (1,−1,−1), [1+x+x2]E = (1, 1, 1), [1−x+x2]E = (1,−1, 1) ∈ R
3.

Řeš́ıme ekvivalentńı úlohu v R
3: Jsou (1,−1,−1), (1, 1, 1) a (1,−1, 1) lin. nezávislé?

α1(1,−1,−1) + α2(1, 1, 1) + α3(1,−1, 1) = (0, 0, 0),



1 1 1
−1 1 −1
−1 1 1


 r2:=r2+r1−−−−−→

r3:=r3+r1




1 1 1
0 2 0
0 2 2


 −−−−−→

r3:=r3−r2




1 1 1
0 2 0
0 0 2


 .

Jediné řešeńı je α1 = α2 = α3 = 0, odpověd’ na obě úlohy (v R
3 i v P2) tedy je

Ano, jsou lineárně nezávislé.



Báze vektorového prostoru

Lineárńı obal

Mějme vektorový prostor V . Lineárńı obal vektor̊u v1, . . . ,vn ∈ V je množina
všech jejich lineárńıch kombinaćı, znač́ıme

〈v1, . . . ,vn〉 := {α1v1 + · · · + αnvn : α1, . . . , αn ∈ R} .

Lineárńı obal tvoř́ı podprostor V .

Ekvivalentńı definice báze

Mějme vektorový prostor V . Uspořádaná množina nenulových vektor̊u F :=
(f1, f2, . . . , fn) tvoř́ı bázi vektorového prostoru V , pokud

1. f1, f2, . . . , fn jsou lineárně nezávislé,

2. 〈fl, f2, . . . , fn〉 = V .



Báze a řešitelnost soustav lineárńıch rovnic

Sloupcový prostor matice S(A)

je lineárńı obal sloupc̊u matice A = (as
1, . . . , a

s
n) ∈ R

m×n, tj.

S(A) := {α1a
s
1 + α2a

s
2 + · · · + αna

s
n : α1, α2, . . . , αn ∈ R} .

To nám umožňuje zkráceně zapsat podmı́nku řešitelnosti soustavy lin. rovnic

∃x ∈ R
n : A · x = b ⇔ b ∈ S(A).

Hodnost matice

je dimenze sloupcového prostoru matice A, znač́ıme h(A) := dimS(A).



Báze a řešitelnost soustav lineárńıch rovnic

Př́ıklad: Najděte bázi S(A),

kde

A :=




1 −1 1 2
2 −2 0 1
1 −1 −1 −1


 .

Stač́ı zjistit, které ze sloupc̊u jsou lineárně závislé na ostatńıch. Řeš́ıme

α1




1
2
1


 + α2



−1
−2
−1


 + α3




1
0
−1


 + α4




2
1
−1


 =




0
0
0


 ,




1 −1 1 2
2 −2 0 1
1 −1 −1 −1


 r2:=r2−2r1−−−−−−→

r3:=r3−r1




1 −1 1 2
0 0 −2 −3
0 0 −2 −3


 −−−−−→

r3:=r3−r2




1 −1 1 2
0 0 −2 −3
0 0 0 0


 .

α2 a α4 jsou tzv. volné neznámé, báze S(A) sestává z pivotovaných sloupc̊u

F :=







1
2
1


 ,




1
0
−1





 , h(A) = 2.



Báze a řešitelnost soustav lineárńıch rovnic

Řádková hodnost = sloupcová hodnost

Řádková hodnost je dimenze lineárńıho obalu řádk̊u matice, tj. počet lineárně
nezávislých řádk̊u, a plat́ı, že je rovna sloupcové hodnosti. Tedy

h(A) = h(AT ).

Př́ıklad: Vypočtěte řádkovou hodnost A,

kde

A :=




1 −1 1 2
2 −2 0 1
1 −1 −1 −1


 .

Řeš́ıme soustavu


1 2 1
−1 −2 −1
1 0 −1
2 1 −1




r2:=r2+r1−−−−−−−−−−−−→
r3:=r3−r1,r4=r4−2r1




1 2 1
0 0 0
0 −2 −2
0 −3 −3


 −−−−−−−→

r4:=2r4−3r3




1 2 1
0 0 0
0 −2 −2
0 0 0


 , h(AT ) = 2.



Báze a řešitelnost soustav lineárńıch rovnic

Nulový prostor (jádro) matice A

N (A) := {x : A · x = 0} .

Obecné řešeńı soustavy lineárńıch rovnic

Uvažujme A ∈ R
m×n, b ∈ Rm a soustavu

A · x = b.

Máme-li libovolné tzv. partikulárńı řešeńı xP této soustavy, pak obecné řešeńı se bude
lǐsit od partikulárńıho právě o vektory z jádra matice A, tj.

∀xH ∈ N (A) : A · (xH + xP) = b, kde A · xP = b.

Vektor̊um xH ∈ N (A) ř́ıkáme homogenńı řešeńı, nebot’ řeš́ı homogenńı (s nulovou
pravou stranou) soustavu

A · xH = 0.



Báze a řešitelnost soustav lineárńıch rovnic

Výpočet báze jádra matice — Gaussova eliminace s parametrizaćı

Najděme nějakou bázi N (A), kde

A :=




1 2 2 2
2 4 6 8
3 6 8 10


 r2:=r2−2r1−−−−−−→

r3:=r3−3r1




1 2 2 2
0 0 2 4
0 0 2 4


 −−−−−→

r3:=r3−r2




1 2 2 2
0 0 2 4
0 0 0 0




Za nepivotované proměnné zavedeme parametry

α4 = t ∈ R, α2 = s ∈ R,

zpětně dosad́ıme a dostáváme

α3 = −2α4 = −2t, α1 = −2α2 − 2α3 − 2α4 = −6t − 2s.

Nulový prostor má tedy tvar

N (A) = {x = (−6t − 2s, s,−2t, t) : t, s ∈ R} = 〈(−6, 0,−2, 1), (−2, 1, 0, 0)〉

a jeho báze je
N := (n1 := (−6, 0,−2, 1),n2 := (−2, 1, 0, 0)).

Lineárńı nezávislost N bychom ještě raději měli ověřit z definice.



Báze a řešitelnost soustav lineárńıch rovnic

Výpočet báze N (A) — Gauss–Jordanova metoda s ,,nulovými pivoty”

Najděme nějakou bázi N (A), kde

A :=




1 2 2 2
2 4 6 8
3 6 8 10


 r2:=r2−2r1−−−−−−→

r3:=r3−3r1




1 2 2 2
0 0 2 4
0 0 2 4


 −−−−−→

r3:=r3−r2




1 2 2 2
0 0 2 4
0 0 0 0




Pokračujeme dále Jordanovou metodou pro pivotované sloupce 1 a 3



1 2 2 2
0 0 2 4
0 0 0 0


 r1:=r1−r2−−−−−→




1 2 0 −2
0 0 2 4
0 0 0 0


 r2:=(1/2)r2

−−−−−−→




1 2 0 −2
0 0 1 2
0 0 0 0


 =:

(
R
0

)
,

což je redukovaná matice soustavy s pivot. sloupci 1 a 3 a volnými sloupci 2 a 4.



Báze a řešitelnost soustav lineárńıch rovnic

Výpočet báze N (A) — Gauss–Jordanova metoda s ,,nulovými pivoty”

Máme redukovanou matici soustavy s pivot. sloupci 1 a 3 a volnými sloupci 2 a 4

R :=

(
1 2 0 −2
0 0 1 2

)
=:

(
FI
)
.

Permutujme sloupce

R̃ :=
(
I F

)
:=

(
1 0 2 −2
0 1 0 2

)
.

Nyńı najdeme bázi N (A) pomoćı matice Ñ:

R̃·Ñ = 0 ⇔ Ñ =

(
−F
I

)
=




−2 2
0 −2
1 0
0 1


 a po zpětné permutaci N :=




−2 2
1 0
0 −2
0 1


 .

Báze N (A) je ((−2, 1, 0, 0), (2, 0,−2, 1)). Zkouška: A · N = 0.



Báze a řešitelnost soustav lineárńıch rovnic

Podmı́nka řešitelnosti

∃x ∈ R
n : A · x = b ⇔ b ∈ S(A).

Obecné řešeńı soustavy lineárńıch rovnic

Uvažujme A ∈ R
m×n, b ∈ Rm. Označme hodnost matice

h := h(A).

Pak máme r pivotovaných sloupc̊u/neznámých a n− h volných sloupc̊u/proměnných.
Za volné proměnné dosazujeme n − h parametr̊u.



Báze a řešitelnost soustav lineárńıch rovnic

Obecná Gauss–Jordanova metoda pro 0, 1 i ∞ řešeńı

1. (A|b)
Gaussova (dopředná) eliminace
−−−−−−−−−−−−−−−−→ (U|c)

2. Pokud c 6∈ S(U) soustava nemá řešeńı, jinak

(U|c)
Jordanova (zpětná) eliminace
−−−−−−−−−−−−−−−→

(
R xP

0 0

)
.

3. Pokud R = I, pak xP je jediným řešeńım, jinak

R
záměna sloupc̊u
−−−−−−−−→ R̃ =

(
I F

)
, Ñ =

(
−F
I

)
záměna řádk̊u
−−−−−−−→ N.

4. Soustava má ∞ řešeńı ve tvaru

x := xP + N · t︸︷︷︸
=xH

,

kde t ∈ R
n−h je vektor parametr̊u.



Báze a řešitelnost soustav lineárńıch rovnic

Frobeniova věta

Uvažujme soustavu lin. rovnic
A · x = b,

kde A ∈ R
m×n, b ∈ Rm. Označme hodnost matice h := h(A).

• Pokud b 6∈ S(A), pak soustava nemá řešeńı.

• Pokud b ∈ S(A) a h = n ≤ m pak redukovaná matice soustavy

R = I

a soustava má právě jedno řešeńı.

• Pokud b ∈ S(A) a h ≤ m a h < n, pak

R̃ =
(
I F

)

a soustava má ∞ řešeńı, zavád́ıme n − h parametr̊u.


