Linearni algebra — 5. prednaska: Baze a resitelnost soustav

Dalibor Lukas S 2

} ‘ Katedra aplikované matematiky Ll!]

b . . . “ OsrppNd 7
FEI VSB-Technicka univerzita Ostrava

email: dalibor.lukas@vsb.cz

http: //www.am.vsb.cz/lukas/LA1

Text byl vytvoten v rdamci realizace projektu Matematika pro inZengry 21. stoleti (reg.¢. CZ.1.07/2.2.00/07.0332),
na kterém se spolecné podilela Vysoka skola banska — Technickd univerzita Ostrava a Zapadoceska univerzita v Plzni

N [ J

* ﬁ

** ** ..
. * * ° s
evropsky X i ‘h 3

socialni , MINISTERSTVO SKOLSTVI, OP Vzdélavani
fondvCR EVROPSKA UNIE MLADEZE A TELOVYCHOVY pro konkurenceschopnost

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI




Baze vektorového prostoru

Baze
je usporadana mnozina vektoru generujici jednoznacné cely prostor.

e e, ey tvoif bazi R?, a tedy generuji R? jedno-
7Znacne:

Vx = ([lﬁl, ZlZQ) c R?: x = Tr1€e] + Toes.
o f|, 5 netvoif bazi R?, nespliuji 2. ani 3.

e e, ey, f, netvoif bazi R?, nejsou lin. nezévislé:

VX = ([lﬁl, 5132> c R?: x = Tr1€1+Io9ey = (331—562>el—|—562f2.

> o e, £, tvoif bazi R?, a tedy generuji R? jedno-
r1” " ' znacné:

Vx = (SCl,SC2> c R?: x = <561 — 5132>el + xof5.



Baze vektorového prostoru

Baze
Méjme vektorovy prostor V. Usporadana mnozina nenulovych vektoru F =
(f1, f5, ..., £,) tvori bazi vektorového prostoru V, pokud
1. FCV,
2. 11, £, ... 1, jsou linearné nezavislé,
3. libovolny vektor v € V je linearni kombinaci fi, f5, ..., f,, tj.

oty + ooty + ..., = V.

Souradnice vektoru v bazi, dimenze

Plati, Ze linearni kombinace je pro bazi vzdy jednoznacna. Vysledné koeficienty

aq,...,q, nazyvame soufadnice vektoru v v bazi F' a znacime [v]p =
<Oél, ce ,Ozn>.

Plati, Ze pocet bazovych vektoru n vektorového prostoru V je vzdy stejny, rikame mu
dimenze V a znacime dim ) ;= n.



Baze vektorového prostoru

Jednoznacnost souradnic

M¢jme bézi F = (f},...,f,) vektorového prostoru V a bud v € V. Souradnicovy
vektor [v|p € R" je jednoznacny.

Dukaz sporem

Predpodkladejme, ze existuji dva ruzné souradnicové vektory e # 3, tedy dvé ruzné
linearni kombinace

afi + -+ af, = v,
Bifi+ -+ s = v

Odec¢tenim rovnic dostavame

(041 — 51>f1 + - F (Oén — 6n>fn = 0.

Jelikoz vektory baze jsou linearné nezavislé, posledni rovnice ma pouze trivialni reseni

041_61207 I an_ﬁnzov

coz je spor s predpokladem, tudiz souradnice jsou jednoznacné.



Baze vektorového prostoru

Dimenze je jednoznacna

Méjme baze E = (eq,...,e,) a ' := (fi,..., f,) vektorového prostoru V. Pak m = n.

Dukaz, jak jinak nez sporem

Predpokladejme, ze m > n (ptipad n > m se vyvrati analogicky). Jelikoz E je béze,
mame jednoznacné souradnicové vektory [f;|g tak, ze napr.

o&el + ... + oqu,ben = fl,
ate;, + ... + ale, = f,,
n+1 +1 _
a; e + ... 4+ are, = f4.
Ukéazeme, ze f,,1 je linearni kombinaci f1, ..., f,, tj. Ze existuji 51, ..., Gu:

Gty + -+ Bt = 1.



Baze vektorového prostoru

Dimenze je jednoznacna

Méjme baze E = (eq,...,e,) a ' := (fi,..., f,) vektorového prostoru V. Pak m = n.

Pokracovani dukazu
Rozepiseme-li levou i pravou stranu pomoci souradnic v bazi E, dostavame

n n n
5 ey 5 Vot 2 : n+1_
i=1 =1 j=1

coz diky linearni nezavislosti eq, . .., e, vede na nasledujici soustavu linearnich rovnic:
1 n n+1
oy ... of B3 o
1 n n+1
o, ... Q B o)

Matice soustavy je regularni, jinak by sloupce o byly linedrné zavislé, ale pak by byly
linearne zavislé 1 vektory fy, ..., f,. Soustava tedy ma jednoznacné reseni a f, 1 je
linearné kombinaci fy, ..., f,, tudiz F' neni baze. Predpoklad m > n byl mylny.



Baze vektorového prostoru

Priklad: Najdéte bazi U := {x € R*: z; + x5 = 0}.
Hleddme parametrické vyjadieni prostoru . Resime ,,soustavu”
r1+ 29 = 0.
Pro vyjadreni nekonetné mnoha feseni, zavedeme parametr
ro =t €ER

a dopocteme
X1 = —T9 = —t.

Zjistili jsme, Ze
U={x=(-tt): teR}={x=1t(-1,1): t e R},
a tedy libovolny vektor x € U je linearni kombinaci jediného bazového vektoru
F.=(fi = (-1,1)).

Dimenze U je 1. U je piimka v R? prochazejici poc¢étkem.



Baze vektorového prostoru

Priklad: Najdéte bazi U .= {x € R’ : z1 + x5+ 23 = 0}.
Resime soustavu
r1+ 19+ 13 =0.

Zavedeme parametry
$3I:t€R, I‘QI:SER

a dosadime
T = —T9 — T3 = —8 — L.

Dostavame parametrické vyjadreni prostoru

U ={x=(-s—tst): s,t e R} ={x=5(—1,1,0)+¢(—1,0,1): s,t € R},

a tedy libovolny vektor x € U je linearni kombinaci dvou bazovych vektoru
F .= (f:=(-1,1,0),f, .= (=1,0,1)}.

Dimenze U je 2. Jednd se o rovinu v R® prochézejici pocatkem.



Baze vektorového prostoru

Piiklad: Najdéte bazi U .= {p(z) := Z?:o a;r': ag+a; =0, ag—a;+as =0},

Resime soustavu (nulovou pravou stranu neopisujeme)

ay + a — 0, 11 0 (110
a —CL1—|—CL2:0, 1—11 1‘2:21‘2—1‘1/ 0—21 .

Zavedeme parametr

ars =1t €eR
a dosadime
1 175 ,
a1 = —Qo = — an = —aA1 = ——1.
1 9 2 9 ) 0 1 9

Dostavame parametrické vyjadreni prostoru

1 1 I 1
U= {p(az):—§t+§tx+tx2:t€R} :{p(:v):t <—§+§x+x2) ; tGR},

I 1



Baze vektorového prostoru

Piiklad: Vypoctéte souradnice [(1,2)|p v bazi F = ((1,1),(1,—1)).
Hleddme koeficienty aq, ay € R linearni kombinace

&1(1, 1) + &2(1, —1> = <1, 2)

1 111 (1 111
1 —112 ) ro=rp—r; \ 0 —=2]1 /"

3
9’

Resime tedy soustavu

Reseni je

042:—5, 041:1—042:

(1,2)] = (; —i)

a tedy



Baze vektorového prostoru
Priklad: Vypoctéte soufadnice [1 —x+2%p v bazi F .= (1—2 —2* 1+2 —
4 —1+x + 227).
Hledame koeficienty aq, as, ag € R linearni kombinace
VieR: ol —o—2°)+ax(l4+2—2°)+az(—1+z+20%) =1—x+ 2%
£,
Ve eR: 1(a;+ay — a3)+z(—a; + as + az)+2*(—a; — ag + 2a3) = 1+(—1)z+12°.

Diky linedrni nezavislosti funkef 1, z, 22 staci porovnat koeficienty u téchto funkef

1 1 —1]1 - 11 —1]1
1 EEEE o2 00
=1 2|1 ) WM Ao 12

Resenf je
a3=2, ay=0 aj=1—-ay+a3=3, atedy [1—x2+2p=(3,0,2).
Zkougka: 3(1 —xz —2*) +0(1+z — 2*) + 2(-1+ 2+ 22°) =1 — 2 + 2°.



Baze vektorového prostoru

Baze a souradnice prevadéji ulohy do R”

) L, baze V, souradnice ) L,
Linearni uloha ve V > linearni uloha v R".

Piiklad: Jsou 1 —z — 2%, 1 +z + 2% a 1 — x + 22 linedrné nezavislé?

Vezmeéme kanonickou bézi B = (1, z, x%) prostoru P,. Piislusné soufadnicové vektory
jsou tyto

1—2—2%p=(1,-1,-1), [4a+2?p=(1,1,1), [1—z+2’r=(1,-1,1) € R’
Resfme ekvivalentni tlohu v R3: Jsou (1, =1, —1), (1,1,1) a (1, —1, 1) lin. nezévislé?
@1<17_17_1>+Q2<17171>+@3<17_171> ( )>7

1

11 1 B 111
11 —1 rQ.—rQ-l—rl> 0 0
0 2 2

a

rs:=rs—ro

1 11
- 020
1] 1) T 2 00 2
Jediné feseni je o = ap = a3 = 0, odpovéd na obé tilohy (v R? i v Py) tedy je

Ano, jsou linearné nezavisleé.



Baze vektorového prostoru

Linearni obal

Méjme vektorovy prostor V. Linearni obal vektoru vi,...,v, € V je mnozina
vsech jejich linearnich kombinaci, znac¢ime

(Vi,.o 0, V) ={aqvi+ -+, vy ag,...,a, € R}.

Linearni obal tvori podprostor V.

Ekvivalentni definice baze

Méjme vektorovy prostor V. Usporadana mnozina nenulovych vektoru F =
(f1, fa, ..., £,) tvori bazi vektorového prostoru V, pokud

1. f1,1f5,...,f, jsou linearné nezavisle,

2. (f, ... £)=V.



Baze a resitelnost soustav linearnich rovnic

Sloupcovy prostor matice S(A)
je linearni obal sloupcti matice A = (aj,...,a}) € R™" tj.
S(A) ={a] + awal+ -+ a,a . aj,ag,...,q, € R}.
To nam umoznuje zkracené zapsat podminku fesitelnosti soustavy lin. rovnic

xeR": A-x=b < beSA).

Hodnost matice

je dimenze sloupcového prostoru matice A, znaéime h(A) .= dim S(A).



Baze a resitelnost soustav linearnich rovnic

Priklad: Najdéte bazi S(A),

kde
1 -1 1 2
A=12-2 0 1
1 -1 —1 —1
Stadi zjistit, které ze sloupct jsou linedrné zavislé na ostatnich. Resime
1 —1 1 2 0
a1 | 2] +as | -2 +as| O | +a4| 1 =101,
1 —1 —1 —1 0
1 -1 1 2 o 1 -1 1 2 1 -1 1 2
2 =2 0 1 | =510 0 [-2] -3] — 0 0 —2-3
I —1-1-1/ 7" \00 -2 -3/ 72 \00 0 0
(y a ay jsou tzv. volné neznamé, baze S(A) sestava z pivotovanych sloupct
1 1
F = 21,1 0 , h(A)=2.

1 —1



Baze a resitelnost soustav linearnich rovnic

R4dkova hodnost = sloupcova hodnost

Réadkova hodnost je dimenze linedrntho obalu fadki matice, tj. pocet linedrné
nezavislych radku, a plati, ze je rovna sloupcové hodnosti. Tedy

h(A) = h(A").

Priklad: Vypoctéte radkovou hodnost A,

kde
1 —1 1 2
A=12-2 0 1
1 —1 —1 —1

Resime soustavu

1 2 1

1 1

—1 =2 —1 ro:=ro—+rq . 0 . 0
1 0 —1 r3::r3—r1,r4:r4—2r1/ 0—2 =2 r4::2r4—3r3/ 0 -2 =21’

2 1 -1 0 0




Baze a resitelnost soustav linearnich rovnic

Nulovy prostor (jadro) matice A

N(A) ={x: A-x=0}.

Obecné reseni soustavy linearnich rovnic
Uvazujme A € R™" b € R a soustavu
A -x=Db.

Mame-li libovolné tzv. partikuldrni feseni x' této soustavy, pak obecné fesenf se bude
lisit od partikularniho pravé o vektory z jadra matice A, tj.

vx"eNA): A -x"+x")=b, kdeA-x" =b.

o ~/1_ 7 /o~ v / ) v/ /
Vektorim x! € N(A) ifkdme homogenn{ feSeni, nebot fesi homogenn{ (s nulovou

pravou stranou) soustavu
A-x'=o0.



Baze a resitelnost soustav linearnich rovnic

Vypocet baze jadra matice — Gaussova eliminace s parametrizaci
Najdéme néjakou bazi N (A), kde
1122 2 o 122 2 1222
A=(2468) 5 00[24] — 0024
36810/ T \oo 24/ T \0o000

Za nepivotované promeénné zavedeme parametry
as=teR, ay=s¢€R,
zpétné dosadime a dostavame
a3 = —20y4 = —2t, «ap = —209 — 203 — 204 = —6 — 2s.
Nulovy prostor ma tedy tvar
N(A) ={x= (-6t —2s,s,=2t,t) : t,s € R} = ((—6,0,—2,1),(—2,1,0,0))

a jeho baze je
N :=(n;:=(—6,0,—2,1),ny :=(—2,1,0,0)).

Linearni nezavislost N bychom jesté radéji meli overit z definice.



Baze a resitelnost soustav linearnich rovnic

Vypocet baze N(A) — Gauss—Jordanova metoda s ,,nulovymi pivoty”
Najdéme néjakou bazi N (A), kde
1122 2 o 1222 1222
A=(24068) =5 00[24] — 0024
36810/ T \oo 24/ T \0o000
Pokracujeme dale Jordanovou metodou pro pivotované sloupce 1 a 3
1222 B 120 =2 —y2) 120 —2 R
00 A L= Ty 00 A ro:i= 1“2> 001 9 _. (0)7
0000 000 O 000 0

coz je redukovana matice soustavy s pivot. sloupci 1 a 3 a volnymi sloupci 2 a 4.



Baze a resitelnost soustav linearnich rovnic

Vypocet baze N(A) — Gauss—Jordanova metoda s ,,nulovymi pivoty”

Mame redukovanou matici soustavy s pivot. sloupci 1 a 3 a volnymi sloupci 2 a 4

R= (00 )= m

Permutujme sloupce

~ 102 =2
R (I F)._(O - 2).
Nynf najdeme bézi AN (A) pomoci matice N:
—2 2 —2 2
. - [-F 0 —2 o o 1o
RN=0 <& N= ( I ) =11 0 a po zpétné permutaci N = 0 _9
0 1 0 1

Baze N(A) je ((—2,1,0,0),(2,0,—2,1)). Zkouska: A - N = 0.



Baze a resitelnost soustav linearnich rovnic

Podminka resitelnosti

xeR": A-x=b < beSA).

Obecné reseni soustavy linearnich rovnic
Uvazujme A € R"™" b € R™. Oznacme hodnost matice
h:= h(A).

Pak mame r pivotovanych sloupcti/neznamych a n — A volnych sloupcu/promennych.
Za volné proménné dosazujeme 7 — h parametril.



Baze a resitelnost soustav linearnich rovnic

Obecna Gauss—Jordanova metoda pro 0, 1 i co reSeni

Gaussova (doprednd) eliminace

1. (A|b) > (Ulc)

2. Pokud ¢ € S(U) soustava nemé teseni, jinak

(Ulc

> Jordanova (zpétnd) eliminace ( R
\ 0

P
0o |-
3. Pokud R =1, pak x" je jedinym feSenim, jinak

zameéna sloupcu < ~ —F zdmeéna radku
R >R:(IF), NZ(I) > N.

4. Soustava ma oo reseni ve tvaru
X =% +N - t,

kde t € R"" je vektor parametri.



Baze a resitelnost soustav linearnich rovnic

Frobeniova véta

Uvazujme soustavu lin. rovnic

A -x=Db,
kde A € R™" b € R™. Oznacme hodnost matice h := h(A).
e Pokud b € S(A), pak soustava nema tesent.
e Pokud b € S(A) a h = n < m pak redukovana matice soustavy
R=1
a soustava ma prave jedno reseni.

e Pokud b € S(A)ah <mah <n, pak

~

R=(IF)

a soustava ma oo reseni, zavadime n — h parametru.



