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Komplexni ¢isla v analyze obvodu

Stridavy elektricky obvod

U1<t> ="
u(t) = U cos(wt) l @ L us(t) ="

Kirchhoffovy zakony, Ohmuv a Faradayuv zakon

ur(t) + wue(t) = Ucos(wt), wui(t) = Riy(t) = RI cos(wt + ),

VteR: i(t) — islt) = 0, us(t) = Lib(t) = wL I (—sin(wt + @)



Komplexni ¢isla v analyze obvodu

Reseni bez komplexnich ¢isel

Vte R:
u1(t) + us(t) = U cos(wt)

RI cos(wt 4+ ¢) — wLI sin(wt + ) = U cos(wt)
RI cos(wt + @) — wLI cos(wt + ¢ — 7/2) = U cos(wt)
RI (cos(wt) cos(p) — sin(wt) sin(p)) — wLI (sin(wt) cos(p) + cos(wt) sin(p)) = U cos(wt)
Definujme kosinovou a sinovou slozku proudu
I°:=1 cos(p), I°:=1sin(p),

pak zbyva vytesit dvé linearni rovnice o dvou neznamych, nebo jednu komplexni:

RI°—wLl*=U — |[(R+wl){["+°)=U

—RIP—wLI*=0 /- (—1) _7

Néasobeni komplexnim ¢islem ¢ realizuje rotaci o /2.



Komplexni ¢isla v analyze obvodu

Stridavy elektricky obvod

W(t) +(t) = Ue™,  y(t) = Riy(t) = RI e,

VieR: =~ 5
[1 ezwt . [2 ezwt — 0 a2<t> — LZ’2<t> — wwl [ezwt



Komplexni ¢isla v analyze obvodu

Reseni s komplexnimi ¢isly

VieR:
Uy (t) + u(t) = Ue™

RI et 4y LT et = [

(R+wL)I=U

Nasobeni komplexnim ¢islem realizuje nasobeni modult a rotaci

c=A-B7
a+

All B



Gaussova eliminace

Soustava 2x2: stredoskolské reseni

Vyjadiime prvni promeénnou z prvni rovnice a dosadime do druhé.

r1 + 19 = 1 T = 1 — a9 T = 1— 2
KT — X9 — 0 (1-[132) — T = 0 —2562 = —1

Soustava 2x2: vysokoskolské reseni

Odecteme prvni rovnici od druhé; rikejme tomu Gaussova eliminace.

r1 + 19 = 1 X1 —+ X9 = 1 r1+ Ty =

—

r1 — X9 = 0 (l’l —(E1> -+ (—$2—(E2) = (O— 1) —2x9 =

v P~

Soustava 2x2: jesté vysokoskolstéjsi reseni

Gaussovu eliminaci provadime pouze na rozsirené matici soustavy.

G—Hé) S <(1i1) (—11—1)(0i1)) N ((1)—12—11>




Gaussova eliminace

Krok 1. Gaussova eliminace

(1—112)) B ((1i1) (—11—1)(oi1)) - (552—11)

Krok 2. Zpétné dosazovani

Z, druhé rovnice vypocteme

zpétné dosadime do prvni rovnice a dopocteme

1
$1:1—1’2:1—§:

()

1
5
Vektor Teseni je



Gaussova eliminace

Soustava 3x3: stredoskolské reseni

1.1. Eliminace x1: Vyjadiime x1 z prvni rovnice a dosadime do druhé a treti.

r1 + o + x3 =1 T = 1 —x9 — 23
Ty — Ty + 2x3 = —1 <~ — 29 + 13 = —2
r1 + 209 — x3 = 0 Ty — 2x3 = —1

1.2. Eliminace x9: Vyjadiime x5 z druhé rovnice a dosadime do treti.

I :1—5132—563

o = (=2 —x3)/(—2)
— <3/2>[l§3 = —2

2. Zpétné dosazovani: Vypocteme xg ze treti rovnice, dosadime . . .

4 10 5 5 4
vy=g, wp=(=2=19)/(<2) = —7/(-2) =5, @ =l-m—ay=1l-z—2 =2



Krok 1. Gaussova eliminace

Gaussova

X1
X1
X1

_|_

X2
X2

+ 21’2

eliminace

+ X3 =
+ 2563

Ekvivalentnimi upravami rozsirené matice

1
I -1
I 2

1
2
—1

1
—1
0

ro:=ro—rq

rs:=rs—rq

1
0
0

1

L] 1

—2

[ | =2

1

—2|—1

dostavame jednodussi soustavu rovnic, ktera ma stejné reseni jako ta puvodni.

Prvky 1] a

—2

nazyvame pivoty. Pomoci pivotu nulujeme sloupec pod nimi.

T +
— 2r9 + T3 =

)

+ T3 =

—3.%‘3:

1
—2
—4



Gaussova eliminace

Krok 2. Zpétné dosazovani

r1 + X9 + w3 =1
— 2$2 -+ r3 — —32
— 3.%‘3 = —4
Vypocteme x3 ze tireti rovnice
4
r3 = —.
P73
Dosadime x3 do druhé rovnice a vypocéteme x5
—2-—ax3 —2—-3 5
Ty =—— = = —.
—2 —2 3
Dosadime x5 a x3 do prvni rovnice a vypocteme xq
1 1 o 2
ry=1—29—23=1—-—=-= -2
1 2 3 5 3

Vektor feseni je x = (—2,5/3,4/3).



Algoritmus

Gaussova eliminace

1. Eliminace prvniho sloupce pomoci prviniho pivota

(><><

X X

X X

KXX

X X
X X

X
X X

ro:=an| ra+521 1y, ...\

I'p:=0p1 n+0,1 11

2. Eliminace druhého sloupce pomoci druhého pivota

(><><

0 | X

X X
X X

r3:=a3or3+pG3219, ...,

r'p:=Qporn+06,11r1

~ (n — 1)? nasobenf

~ (n — 2)* nasoben{



Gaussova eliminace

Algoritmus

(n — 1). Eliminace predposledniho sloupce pomoci predposledniho pivota

/>< X ... X X x\
0 X ... X X|X
0 : .. : r"::a”’"_lr”+5”’"_1r"_l> ~ 12 ndsobenf
x| x| x

\00:::><><><)

Ekvivalentni rozsirena matice soustavy v hornim trojuhelnikovém tvaru:

X X ... X X|X
(Ox ><><><\

00 . x x|x
\ 00 ... 0 x|x/

Celkovy pocet aritmetickych operaci (nésobenf) &= S0 1i% ~ IR "t dr = O(n?)



Gaussova eliminace

Elementarni radkové upravy

e Prenasobeni radku nenulovym cislem,
e pricteni jednoho radku k jinému,

e zamcna (permutace) dvou radku.

(Gaussova eliminace se zaménou radku

ro + x3 =1
r1 — To + 2x3 = —1
Tr1 + 2$2 — I3 = 0
01 111 1] -1 2 |-1 B
1 -1 2 /=1 | 220 1 11 LT

1 2 =110 I 2 —=1]0

o O =
wH}L

— DD




Gaussova eliminace — lze Sipku nahradit rovnitkem?

Minule: matice krat sloupec = sloupec

ai1 1.2 a1 n X1 X1
A -x= a’?’l a?’Q an” 7 = (aﬁ as ... a;) P =
A, 1 Q2 Amn I In
1.1 1.2 a1.n
= I &?’1 + X9 a?’Q + -+ x, a%’"
N Am,1 A2 Amy,n P

TV
linearni kombinace sloupcu

To lze spocitat i pomoci skaldrniho soucinu vektoru w-v := > " w;v;



Gaussova eliminace — lze Sipku nahradit rovnitkem?

Podobné: radek krat matice = radek

(&171 aro ... CLLn) ali
(0,2 1 29 ... a9 ) as
V-A:(U1 vg...vm)- ’ - " :(v1 vg...vm)- 2
r
(am’]_ a/m72 o o o am’n) am
= (al,l a2 ... al,n) + V2 (az,l a2 .. az,n) T T Uy (CLm,1 Am2 - am,n)

VO
linearni kombinace radku

To 1ze spocitat pomoci skalarniho soucinu vektoru takto:

v-A=(v-aj, v-a}, ... v-a)



Gaussova eliminace — lze Sipku nahradit rovnitkem?

Soustava 2x2

Ty + 19 = 1
561—5132:0

111 ner, (1 1]1
1 =110 ) m=mrn \0 =2 -1

Zapis elementarnich uprav do vektoru a matice

r1::1r1+0r2: (1 0)(1 L1

L 0):1(1 L[1)+0 (1 =1]0) = (1 1|1)
ro=—lr;+1ry: (-1 1)-<1 _115):—1(1 1[1)+1 (1 =1]0) = (0 =2|—1)

Es = (_11 ?) ... Nuluje prvek as;.



Gaussova eliminace — lze Sipku nahradit rovnitkem?

Soustava 2x2

r1 + 19 = 1
561—5132:0

(11 e (111
(Afb) "(1 —10) — (0—2—1)_' (Ule)

Ano, lze pomoci nasobeni matic.

B, — <_11 g’) . By - (Alb) = (Ulc)

Nasobeni matic:

s () (1 08) - (IR ) - () -



Gaussova eliminace

Gaussova eliminace pomoci nasobeni matic

r1 + X9 + w3 =1
r1 — To + 2x3 = —1
$1—|—2$2— X3 = 0
11 111 ) 11 111 : 11 1
1 —1 2 |—1 | 22 g2 1 |—2 | BE™ (g2 1
1 2 —1/0 IR 1 =21 0 —-3
1 00 1 00 100
Ey=|(-110], Ey=|0 10], Ep=]{010
0 01 ~101 012
i 1 1 111 \] 1 11
Esp-{Es - |Eyy- | 1 =1 2 =1 — 10 1 |—2
] 1 2 —1]0 /| 0 —3|—4




Gaussova eliminace

Nasobeni matic je asociativni — nezalezi na uzavorkovani

Ess - {Es1 - [E2; - (A|b)]} = (Ulc)

-(Alb) = (Ulc)

=)

{Es - [Es1 - Eoy]

>

kde

o O
o —H O
111
|
N—
I —
A O O AN
O o 7 .
s . O O AN

o — O
— ™
— =
1_0
)(
( L
— —
TN O D S/
o O -~ e O I~/
O O — = —H
— ~— — — - - -
= OOO+OOO
101|_||_| — o —

—
e — O O O
~— — O - - —~
E 01|_|111
I + + — o —
—~ — O
~ 225 Ll.l.
] ~ -~ — —
o O -
s
5 =5 o5%
£a ~ o oo
. — — —
N—— —— ~—
& & — O O
N—
= =



Gaussova eliminace

(Gaussova eliminace = LU rozklad

Ekvivalentni upravy

Ize zapsat do matice L tak, ze

\XX..

(Alb)

L-(Alb) =

0 0
OO\

...><O

<)

(U

— (Ulc)

(

c) .

Pokud jsme béhem Gaussovy eliminace neprovadéli zameénu radku, pak

(>< 0 ...
X X ...

0

X

e

X X

00 ...
\o 0 ... 0 x)

jsou dolni (lower), resp. horni (upper) trojihelnikova matice.



Gaussova eliminace

0 reSeni

|
—

r1 + To9 + T3 =
r1 + 19 + 13 = —1

Tr1 + 2$2 — T3 = 0
11 111 B 11
11 1|1 ] =500
1210 ) 2 \o1

Soustava nema Teseni, viz druha rovnice:

Ox14+0x9 +0x3 = —2.

O =




Gaussova eliminace

o0 reseni
r1 + To + XT3z =
r1 — Ty + 23 =
r1 + 3T =
11 1] 1 B 11 111
1 —12/-1 | 25 (0-21]|-=2
1 303 ) ™\ 2 —1]2

.”L‘1-|—.”E2 —|-(E3:
— 2x9 + X3 =

Soustava ma nekone¢né mnoho reseni.




Gaussova eliminace

oo TfeSeni: parametrizace, zpétné dosazovani

r1 + w9 + w3 =1
—2$2—|-(133:—2

Za prebytecné neznameé zavedeme parametry
r3=:t€R
a provedeme zpétné dosazovani
1 3
X9 :(—2 —$3>/<—2> =1 +§t, I =1 — X9 — X3 = 1 — (1 —|—t/2> — 1= —ét.

Vektor Teseni je

0 ~3/2
x=\(1])+¢t| 1/2 |, teR
0 1

Jednd se o (parametrickou) rovnici pifmky v R?.



Gaussova eliminace

2x2 soustava s komplexnimi cisly

11y — (I+21)xy = 1—1

rx1 — 1Ty =1
Krok 1. Gaussova eliminace
<z , —1 —1 1—@) ry:=iro—T| (z , —1—1] 1 —1 )
I, — 7 / , 241 | =241
kde

(=) —(—1—¢)=1+142=2412 11—(1—1)=—-1—-1421=—-2+1.

Krok 2. Zpétné dosazovani

— 2491 2—1 —A+14+0+2N 3+4
p— . p— - —— _/[/
241 2—1 4 4+1 5 5
1—z+(1+z) —3/5+(4/5)z) _5—5z+(—3—4—32+4z) B —2 — 4y Z——4+22

7 H H 7 5 D

X9

T1—



