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Motivace: Vinovody

Optické kabely propaguji pouze nékteré svételné mody
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Motivace: Vinovody

VInovod: Laplaceova uloha vlastnich ¢isel

Uvazujme kruhovy profil vlnovodu €2, jeho hranici (kruznici) I'. Predpokladejme
E(x;t) = (0,0, E(x1, z2) cos(w(t 4+ z3/c))), pak

hledame w > 0 a E(x1,x2) # 0:

—* AE(x1,29) = W E(x1,22) pro (z1,22) € €,
E(x1,29) =0 pro (x1,xz9) € T,

kde ¢ je rychlost svétla. Triangulujeme €2 a predpokladame spojité po trojuhelnicich
linedrni (presnéji afinni) bazové funkce B := (bi(x1,22),...,bu(x1, 22)) takové, ze
bi(x1,x2) = 0 na 91, dostdavame algebraickou ulohu hledani vlastnich cisel a vektoru:

hledame w > 0 ae € R" e # 0:
(02 A) e = we,

kde e ;== [E(x1,x9)|p a A - e = [—AFE(x1,x9)|p jsou souradnicové vektory.



Motivace: Vinovody

Vlastni médy E(x1,x2) valcového vinovodu




Motivace: Casové prubéhy veli¢in v linearnich obvodech

Prechodové jevy v RLC obvodu

Prubéh proudu () a ndboje ¢(t) po pripojeni stejnosmérného zdroje k sériovému RLC
obvodu lze popsat nasledujici soustavou obycejnych diferencialnic rovnic prvniho radu:

)
Ri(t)+ Li'(t) + = Uprot >0,

= ¢'(t) prot > 0,




Motivace: Casové prubéhy veli¢in v linearnich obvodech

Prechodové jevy v RLC obvodu

Predpokladame feseni ve tvaru x(t) := (Z<t>) = Re {cMe; + e ey} + ( V ) :

CU
(2 8) -
x(0)= 0.

Tato tloha se redukuje na hledan{ vlastnich ¢isel A, Ay € C a vl. vektort e;, ey € C*:

R 1
- - T N 0
L ILC )| .o — \.e. 1 —
( | 0 ) e, = \;e; s podminkou e; + ey ( CU) :

ProR=L=C=U =1:




Vlastni cisla a vektory

Definice

Méjme ctvercovou matici A € C"". Vlastni ¢islo A € C a jemu odpovidajici
vlastni vektor e € C" \ {0} splnuji nésledujici (nelinedrni) rovnici:

A.-e=)e.

Mnozina vsech vlastnich ¢isel 0(A) C C se nazyva spektrum matice.




Vlastni cisla a vektory

Priklad: Vlastni ¢isla a vektory jednotkové matice.

Hledejme A € C a e € C" tak, ze

I-e=)\e.

=e

Regenim je jediné vlastni ¢islo A := 1, jemuz odpovidé lib. vektor e € C"\ {0}.

Priklad: Vlastni ¢isla a vektory diagonalni matice.

Pro diag. matici plati: D - e; = d;; e;, kde e; € R" je -ty sloupec jednotk. matice.
=\

Nulovému prostoru odpovida nulové vlastni cislo.

Méjme A € C**", pak
ec NA)\{0} & A-e=0=0e, e #0.



Vlastni cisla a vektory

Priklad: Vlastni ¢isla a vektory ortogonalniho projektoru.
Bud P € R"™" ortogonalni projektor na H(A), kde A € R"™. Pak
Vec H(A): P-e=ce,
a tedy A := 1 je vlastni ¢islo, k némuz nélezi lib. vl. vektor e € H(A) \ {0}.
Vime, ze N(AT)LH(A) a
vne N(A)' - P-n=0=0n,
a tedy \ := 0 je vlastni ¢islo prislusejici vl vektorim n € A(AT)\ {0}.

Priklad: Vlastni ¢isla a vektory permutacéni matice.

Uvazujme P = vl Regenim rovnice (2] =P-e=Xe = A ! je vlastni
10 €1 €2

¢islo Ay ;== 1se; :=1(1,1), t #0, a vlastni ¢islo Ay ;== —1 s ey :=s(—1,1), s # 0.



Vlastni cisla a vektory

Priklad: Rozhodnéte, které z u, v jsou vlastni vektory matice A,

3 0 —10 2 —1
0 =2 0 0 0 0
kde A = 10 sole=1vE]
0 0 0 2 2 0
5
0 0 C e ,
A-u=\u: | =\ ;| nema reseni, u nen vl. vektor A,
4 2
—2 —1
0 0 f e .
A-v=Av: 9| = A 1| ma feseni A =2,v je vl. vektor A.

0 0



Vlastni cisla a vektory

Vypocet vlastnich cisel

Bud A € C™" hleddme X\ € C tak, Ze
A-e=Xe, e#0.
Po prevedeni na levou stranu dostavame
(A—XI)-e=0, e#0.

Tato rovnice ma netrivialni feseni, prave kdyz A — A1 je singularni. Vlastni cisla jsou
tedy Tesenim nasledujici charakteristické (polynomidlni) rovnice:

det (A — AI) =0,

Vypocet vlastnich vektoru

Mame-li vlastni cislo A € C matice A € C"*", pak A — Al je singularni a odpovidajici
vlastni vektory jsou z N (A — M) \ {0}, tedy Tesime homogenni soustavu lin. rovnic

(A —)XI)-e=0.




Vlastni cisla a vektory

Priklad: Vypoctéte vlastni c¢isla a vektory matice A = (Zf ;))

Vyjadreme determinant |A — M|

(31 10 _3—)\1__2__2_
aan= | a ()< oo

a reSme charakteristickou rovnici

A2 —6A+8=0.

~~

=(A=4)(A=2)

Resenim jsou vlastni ¢isla Ay ;=4 a Ay := 2. Prislusné vlastni vektory jsou nenulova
reseni nasledujicich homogennich soustav lin. rovnic se singularnimi maticemi A — A\ I

3—4 1 —1 1 1
(A—)\ll)'91:0. ( 1 3_4>:<1 _1> :>61.:t<1),t7é0,

(A—)\Q:[)'EQIOZ (3123i2):(1 1) =>GQI:S(_11>,S§£O.



Vlastni cisla a vektory

Pozorovani

Vsimneéme si, ze vysledek predchoziho prikladu

AI(?;) = )\1:4,81Z:t<1>,t7&0; )\QIQ,EQZ:S(_11>,S7EO

je velmi podobny vysledku prikladu s permutacéni matici

01 1 —1
AI(lO) = A1:1,612:t<1),t7§0; )\2:—1,62228<1),87A0.

Neni to nahoda.

Posuv spektra

Spektrum matice A + ol vznikne prictenim o € C ke spektru matice A, pricemz
vlastni vektory e zustavaji nezménény, viz

(A+al)-e=A-e+ae=Xe+ae=(\+a)e,
kde A € C je vlastni cislo A.



Vlastni cisla a vektory

Priklad: Vypoctéte vlastni c¢isla a vektory matice A = ( ! 1).

Vyjadreme determinant |A — M|

/01 1ON| |-Xx 1] o
a5 g) - (o) =[5 e

a resSme charakteristickou rovnici
MN+1l=0 < A\ i=1, A= —1

Prislusné vlastni vektory jsou nenulova reseni nasledujicich homogennich soustav lin.
rovnic se singularnimi maticemi A — A I:

(A—)\ll)~e1:O: (:i _12> :>612:t(1>,t§£0,

(A._)\Q:[)'eQ:O: <_Z1 1) :>62Z:S<_11),S§£0.

Vsimnéme si, ze vlastni ¢isla 1 vektory jsou komplexné sdruzené.



Vlastni cisla a vektory

Realné matice maji komplexné sdruzena vlastni ¢isla i vektory

Necht A € Cae € C"\ {0} jsou si odpovidajici vlastn{ ¢islo a vektor A € R tj.
A-e=MXe, e#0.

Aplikujme na rovnici komplexni sdruzeni (zména znaménka imaginarnich ¢ésti)

(A - e);'k = (A-e"),
(Ae); = (A"e"),

a tedy A\* a e* jsou také odpovidajici si vlastni cislo a vektor A.

} = A-e"=\¢e",



Vlastni cisla a vektory

Soucet a soucin vlastnich cisel

Méjme A € C"". Levou stranu charakteristické rovnice, tzv. charakteristicky
polynom muzeme (podle zakladni vety algebry) prepsat na soucin korenovych ¢initelu

pr(A) = [A = AT = (A1 = A)- (A2 = A) - (A = N),
v niz vystupuji vsechna vlastni ¢isla A\; € C matice A. Dosadime-li A := 0, mame
det(A) = A1 - Ao+ Ay

Odtud vidime, ze singularni matice ma nulové vlastni ¢islo. Porovnanim koeficientu u
clenu A

A—-X|=(-N"+-—(an+an+ +a,) A\+det(A) =
=M =A== (A=A =(=N"+ =M+ X+ FXN) A+ A - X Ny

dostavame vztah pro stopu matice

S
S



Vlastni cisla a vektory

121
Priklad: Vypoctéte soucin a soucet vlastnich cisel A .= [ 2 1 2
123

Mdods = [A|=3+4+4—1—4—12= 6,
)\1+)\2+)\3:tI<A>:1—|—1—|—3:5.



Vlastni cisla a vektory

Lokalizace vlastnich ¢isel

Méjme matici A € C™ " a libovolnou par vl. éfsla a vektoru A, e. Necht pro index
i € {1,...,n} je |e;| nejvétsislozka, tj. |e;| > |e;j|. Podivejme se na ity radek rovnice:

(A-e), =ajie; + - +a;i—1€i-1 + Qjie; + Qj 116 + - - + Qinep = ey

Prevedme diagondln{ ¢len k ¢lenu s A a odhadnéme absolutni hodnotu
A —aiil e = > aes| < agl les] < el Y ]
J#i J#i J#i

Tim jsme dokazali nasledujici GerSgorinovu vétu:

O'(A) CUKZ', kde Kz = oceC: ‘O'—CL7;7;| SZ‘CLZA
1=1 JjF#1

Spektrum matice se nachazi v n kruzich K; komplexni roviny.



Vlastni cisla a vektory

1 —1
-, .. , vy . 4 —1
Priklad: Lokalizujte vlastni ¢isla matice A = |

o BN e IN = )
SN = O

0
—1 3
Kruh K stred v ayy = 2, polomeér |ayo| + |ai| + |aws| = 1] + 0] + | — 1| = 2,
kruh Ky stied v agg = 4, polomeér |ag| + |ags| + |a2s| = 1] + 1] + | — 1| = 3,
kruh Kj: stred v ags = 2, polomér |asy| + |aga| + |ass] = |0] + 1| + 0] = 1,
kruh Ky: stted v aqq = 3, polomér |aq1| + |asa| + |asg| = |0 + | — 1| +]0] = 1.




Vlastni ¢isla a vektory diagonalizuji matici linearniho zobrazeni

Diagonalizace
Méjme A € C™*", oznacme vlastni ¢isla A1, ..., A\, € C a predpokladejme, ze prislusné
vlastni vektory ey, ..., e, € C"\ {0} jsou lin. nezavislé. Pak
A 0 ... 0
A-(e,...,e,)=(Nep,...., \e,) = (er,...,e,)- O )\2 O :
=1 A0 0 - A, ’

~"

a tedy 1
U -A-U=D.

Na levé strané rovnosti je podobnostni transformace matice A, tj. vyjadieni linearniho
zobrazeni A : C" — C" v bazi vlastnich vektoru. Mame novou faktorizaci

A=U.-D.-U L



Vlastni ¢isla a vektory diagonalizuji matici linearniho zobrazeni

Diagonalizace realnych symetrickych matic
Redalna symetricka matice A € R™*" ma realna vlastni ¢isla, viz
Mlel? = (e - (A-e)=e" - AT -e" =e" - (A-e)" = Xe|,
a tedy A € R.
Vlastni vektory prislusejici ruznym vlastnim c¢islum jsou ortogonalni, viz
)\Z-eT-eZ-:eJT-(A-eZ-):e-T Al ej=e - (A-e)=\e] -ej,

] i
T

a jelikoz \; # Aj, plati, ze e; - e; = 0.

Dtsledek: Spektralni rozklad

Redalnou symetrickou matici A € R"*" lze rozlozit na soucin
A=U.D. .U,

kde D = diag(Aq,..., \,) je diagonalni matice obsahujici vlastni cisla A a U =
(eq,...,e,) obsahuje ortonormalni bazi vlastnich vektoru.



Vlastni ¢isla a vektory diagonalizuji matici linearniho zobrazeni

Priklad: Vypoctéte spektralni rozklad matice A = @ ?)

Spocteéme vlastni cisla

I—A 2
2 1—=A

)\1 = 3,

[A—A| = Ay = —1.

| = (1-N)?—4=XN-2-3=A-3)(A+1)=0=

Teém odpovidaji vlastni vektory

1—-3 2 —2 2 1
(A—)\ll)-elzo. ( 9 1_3):<2 _2) :>e1.:t(1),t7é0,

(A=XI)-e,=0: (“é‘” 1_2(_1>) = @ 3) = e ::S(—11>7 s # 0.

Zvolime t := s 1= 1/+/2 a dostavame spektralni rozklad

e1)al) o) sn)

N A\
Ve

—A _U -D _UT




Vlastni cisla a vektory diagonalizuji matici linearniho zobrazeni

Realné symetrické matice zobrazuji jednotkové koule na elipsoidy.

L2

Nasledujici obrazek ilustruje spektralni rozklad A = (2 )

) z. predchoziho prikladu.

o
[6)]
T

|
o
(62}
T




