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Ortogonalita = kolmost

Pythagorova věta: x,y ∈ R
2 : x⊥y ⇔ ‖x‖2 + ‖y‖2 = ‖x + y‖2

‖x‖

‖y‖

‖x + y‖

‖x + y‖2 = (x + y) · (x + y) = x · x + y · y + 2x · y= ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2x · y

Vektory x a y jsou ortogonálńı (kolmé), pokud

x · y = 0.



Projekce na podprostor

1D

a

b

p

e

Projekce b na poprostor 〈a〉

Najdi p := xa : (b − p)⊥a

2D

Projekce b na poprostor 〈a1, a2〉

Najdi p := x1a1 + x2a2 : (b − p)⊥a1 a (b − p)⊥a2



Motivace

JPEG komprese je projekce na podprostor

p̊uvodńı bitmapa 10% komprese Fourierovou báźı



Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u = projekce na podprostor

Př́ıklad: Opakovaným měřeńım pulzu jsme naměřili hodnoty: 72, 75,
69, 73. Kolik je správná hodnota?

Chceme naj́ıt x̂, které nejv́ıce vyhovuje soustavě následuj́ıćıch 4 rovnic o 1 neznámé:

(1, 1, 1, 1)T︸ ︷︷ ︸
=:A

x = (72, 75, 69, 73)T︸ ︷︷ ︸
=:b

.

Řešeńım je x̂, které minimalizuje následuj́ıćı eukleidovskou normu chyby řešeńı

‖A x̂ − b‖2 = (x̂ − 72)2 + (x̂ − 75)2 + (x̂ − 69)2 + (x̂ − 73)2.

Ukáže se, že výsledek splňuje normálovou rovnici

AT · A · x̂ = AT · b

a v tomto př́ıpadě se jedná o aritmetický pr̊uměr (ve statistice ,,středńı hodnota”)

x̂ =
1

4
(72 + 75 + 69 + 73) = 72, 25.



Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u = projekce na podprostor

Př́ıklad: Proložte body (1, 1), (2, 3) a (3, 4) nejlepš́ı př́ımkou.

Hledáme parametry a, b ∈ R př́ımky P :=
{
(x, y) ∈ R

2 : y(x) := ax + b
}

tak, že
následuj́ıćı chyba je minimalizována (ve statistice ,,lineárńı regrese”)

‖(y(1), y(2), y(3)) − (1, 3, 4)‖2 = (a · 1 + b − 1)2 + (a · 2 + b − 3)2 + (a · 3 + b − 4)2.
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Ukáže se, že výsledek y(x) := (3/2)x − 1/3 splňuje
normálovou rovnici

AT ·A·

(
â

b̂

)
= AT ·b, kde A :=




1 1
2 1
3 1



 , b :=




1
3
4



 .

V tomto př́ıpadě řešeńı minimalizuje obsahy čtverc̊u,
odtud název metody.



Ortogonálńı podprostory

Definice

Podprostory U a V prostoru R
n jsou ortogonálńı, pokud

∀u ∈ U ∀v ∈ V : u · v = 0.

U
V

0
U

V

0



Ortogonálńı podprostory

N (A)⊥R(A)

Mějme matici A ∈ R
m×n. Připomeňme si jej́ı nulový prostor

N (A) := {x ∈ R
n : A · x = 0} = {x ∈ R

n : ∀i ∈ {1, . . . , m} : ar
i · x = 0} .

Vid́ıme, že vektory x z nulového prostoru jsou kolmé na všechny řádky matice A, tedy
i na jejich libovolnou lin. kombinaci, což jsou prvky z řádkového prostoru

R(A) := {α1a
r
1 + · · · + αmar

m : α1, . . . , αm ∈ R} = H(AT ).

Analogicky: N (AT )⊥H(A)

nebot’ H(A) = R(AT ).



Ortogonálńı projektory

1D

a

b

p

e
Mějme a,b ∈ R

m. Projekćı vek-
toru b na podprostor 〈a〉 se rozumı́
úloha

Najdi p := xa : (b − p)︸ ︷︷ ︸
=e

⊥a.

Uvažujme nyńı a,b ∈ R
m×1 jako sloupcové vektory. Z definice ortogonality dostáváme

x =
bT · a

aT · a
, p =

(
bT · a

aT · a

)
a =

1

aT · a

(
a · aT

)

︸ ︷︷ ︸
=:P

· b

Matice P ∈ R
m×m se nazývá ortogonálńı projektor.



Ortogonálńı projektory

Ortogonálńı projekce na lineárńı obal vektor̊u

Mějme a1, . . . ,an ∈ R
m. Ortogonálńı projekćı vektoru b ∈ R

m na poprostor
〈a1, . . . , an〉 se rozumı́ úloha

Najdi p := x1a1 + · · · + xnan︸ ︷︷ ︸
=A·x

: (b − p)︸ ︷︷ ︸
=e

⊥ai pro každé i ∈ {1, . . . , n},

kde A := (a1, . . . ,am) ∈ R
m×n. Podmı́nka ortogonality

0 = eT · A = (b − A · x)T · A

vede na normálovou rovnici

AT · A · x = AT · b,

která má jednoznačné řešeńı, jsou-li vektory a1, . . . , an lin. nezávislé. Výsledný vektor

p =
(
A · (AT · A)−1 · AT

)
︸ ︷︷ ︸

=:P

· b,

kde P ∈ R
m×m je ortogonálńı projektor.



Ortogonálńı projektory

Vlastnosti

Uvažujme lineárně nezávislé sloupce matice A := (a1, . . . ,an) ∈ R
m×n. Ortogonálńı

projektor na H(A) je matice (lin. zobrazeńı)

P = A ·
(
AT · A

)−1
· AT

a má tyto vlastnosti

• P je symetrická, tj. PT = P (plyne ze symetrie AT · A),

• P je idempotentńı (stač́ı aplikovat jednou), tj.

P · P =
(
A ·
(
AT · A

)−1
· AT

)
·
(
A ·
(
AT · A

)−1
· AT

)
=

= A ·
(
AT · A

)−1
·
(
AT · A

)
︸ ︷︷ ︸

=I

·
(
AT · A

)−1
· AT= P.

Doplňkový projektor

Matice I−P je ortog. projektor na ortogonálńı doplněk N (AT ). Plat́ı: N (AT )⊥H(A).



Ortogonálńı projektory

N (AT ) ⊕H(A) = R
n

Mějme matici A ∈ R
m×n s lin. nezávislými sloupci. Už v́ıme, že

N (AT )⊥H(A).

Z Frobeniovy věty plyne, že

dimN (AT ) + dimH(A) = n,

a tedy existuje rozklad libovolného vektoru x = y + z, kde y ∈ N (AT ) a z ∈ H(A).
Tento rozklad je jednoznačný

x = (I − P) · x︸ ︷︷ ︸
∈N (AT )

+ P · x︸ ︷︷ ︸
∈H(A)

,

kde P je ortogonálńı projektor na H(A) a I − P je jeho ortogonálńı doplněk.



Ortogonálńı projektory

Normálová rovnice

Mějme matici A := (a1, . . . , an) ∈ R
m×n s lin. nezávislými sloupci a b ∈ R

m. Pokud
b 6∈ H(A), pak soustava

A · x = b

nemá řešeńı. Přesto může mı́t smysl řešit následuj́ıćı soustavu:

A · x̂ = P · b,

kde P := A ·
(
AT · A

)−1
· AT je ortogonálńı projektor na H(A). Jelikož A má lin.

nezávislé sloupce, soustava je ekvivalentńı normálové rovnici

AT · A · x̂ = AT · b.

Pokud b ∈ H(A), pak P ·b = b a normálová rovnice je ekvivalentńı s p̊uvodńı. Pokud
je nav́ıc A (čtvercová) regulárńı, pak

P = A · (AT · A)−1 · AT =
(
A · A−1

)
·
(
(AT )−1 · AT

)
= I.



Ortogonálńı projektory

Př́ıklad: Opakovaným měřeńım pulzu jsme naměřili hodnoty: 72, 75,
69, 73. Kolik je správná hodnota?

Chceme naj́ıt x̂, které ,,nejv́ıce” vyhovuje soustavě následuj́ıćıch 4 rovnic o 1 neznámé:




1
1
1
1





︸ ︷︷ ︸
=:A

·x =





72
75
69
73





︸ ︷︷ ︸
=:b

.

Ortogonálńı projekce pravé strany na H(A) vede na normálovou rovnici

(1, 1, 1, 1) ·





1
1
1
1



 · x̂ = (1, 1, 1, 1) ·





72
75
69
73



 ,

což dává řešeńı jako aritmetický pr̊uměr naměřených hodnot

x̂ =
1

4
(72 + 75 + 69 + 73)= 72, 25.



Ortogonálńı projektory

Př́ıklad: Proložte body (1, 1), (2, 3) a (3, 4) nejlepš́ı př́ımkou.

Hledáme parametry a, b ∈ R př́ımky P :=
{
(x, y) ∈ R

2 : y(x) := ax + b
}

, tj. chceme
řešit soustavu rovnic 


1 1
2 1
3 1





︸ ︷︷ ︸
=:A

·

(
a
b

)
=




1
3
4





︸ ︷︷ ︸
=:b

.

Ortogonálńı projekce pravé strany na H(A) vede na normálovou rovnici

(
1 2 3
1 1 1

)
·




1 1
2 1
3 1



 ·

(
â

b̂

)
=

(
1 2 3
1 1 1

)
·




1
3
4



 ,

jehož řešeńı je
â = 3/2, b̂ = −1/3.



Ortogonálńı projektory

Gram–Schmidt̊uv ortogonalizačńı/ortonormalizačńı algoritmus

Mějme bázi E := (e1, . . . , en) prostoru R
n. Ortogonalizujme/ortonormalizujme ji.

f1 := e1, q1 :=
1

‖f1‖
f1,

fi := ei +
i−1∑

j=1

αijfj, kde αij = −
ei · fj
fj · fj

, qi :=
1

‖fi‖
fi, pro i ∈ {2, . . . , n}.

Výsledkem je ortog. báze F := (f1, . . . , fn), resp. ortonorm. báze Q := (q1, . . . ,qn).

Gram–Schmidt̊uv algoritmus pomoćı ortogonálńıch projektor̊u

Uvažujme všechny vektory jako sloupcové, pak pro i ∈ {2, . . . , n}

fi = ei −
i−1∑

j=1

eT
i · fj

fT
j · fj

· fj = ei −
i−1∑

j=1

1

fT
j · fj

(
fj · f

T
j

)

︸ ︷︷ ︸
=:Pj

·ei=



I −
i−1∑

j=1

Pj



 · ei.



Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u = ortogonálńı projekce pravé strany

,,Nejlepš́ı” kandidát na řešeńı minimalizuje normu chyby.

Mějme matici A ∈ R
m×n a b ∈ R

m. Pokud b 6∈ H(A), pak soustava

A · x = b

nemá řešeńı. ,,Nejlepš́ı” kandidát x̂ ∈ R
n na řešeńı minimalizuje normu chyby, tj.

∀y ∈ R
n : ‖A · x̂ − b‖2 ≤ ‖A · (x̂ + y) − b‖2.

Nerovnici lze přepsat takto:

0 ≤ yT · AT · A · y︸ ︷︷ ︸
=‖A·y‖2

+2yT · AT · A · x̂ − 2yT · AT · b.

Vezměme lib. vektor z kanonické báze ei ∈ R
n, ε > 0 a zvolme dvě y := ±εei, pak

0 ≤ ε‖A · v‖2 ± 2(AT · A · x̂ − AT · b)i.

Jelikož obě nerovnosti plat́ı pro lib. malé ε > 0 a libovolný index i ∈ {1, . . . , n}, pak

AT · A · x̂ = AT · b,

tedy opět řeš́ıme normálovou rovnici.



Skalárńı součin

Zobecněńı pojmů

Mějme vektorový prostor V a symetrickou bilineárńı formu B : V × V → R, jej́ıž
př́ıslušná kvadratická forma Q(v) := B(v,v) je pozitivně definitńı.

• B je skalárńı součin na V .

• Nenulové vektory u,v ∈ V jsou ortogonálńı vzhledem k B, pokud

(u,v)B := B(u,v) = 0.

• B indukuje normu vektoru v ∈ V

‖v‖B :=
√

B(u,u).

Př́ıklad: B(x,y) := 2x1y1 − x1y2 − x2y1 + 2x2y2 je skalárńı souč́ın na R
2.

B je zjevně symetrická bilineárńı forma. Př́ıslušná kvadr. forma

Q(x) := B(x,x) = 2(x1)
2 − 2x1x2 + 2(x2)

2 = (x1)
2 + (x2)

2 + (x1 − x2)
2 > 0

pro x 6= 0, tedy Q je pozitivně definitńı.



Skalárńı součin

B(p, q) :=
∫ 1

0 p(x) q(x) dx je (L2) skalárńı součin na P1.

Zvolme kanonickou bázi E := (1, x) prostoru P1. Matice bilineárńı formy je

BE :=

(
B(1, 1) B(1, x)
B(x, 1) B(x, x)

)
=

(∫ 1

0 1 dx
∫ 1

0 x dx∫ 1

0 x dx
∫ 1

0 x2 dx

)

=

(
1 1

2
1
2

1
3

)
.

Bilineárńı forma je tedy symetrická. Klasifikujme jej́ı matici kongruencemi

(
1 1

2
1
2

1
3

)
r2:=−r1+2r2−−−−−−−→

(
1 1

2
0 1

6

)
s2:=−s1+2s2−−−−−−−→




1 0

0
1

3



 ,

a jelikož 1, 1
3

> 0, kvadratická forma je pozitivně definitńı.

Fourierova báze, viz jpeg, je ortonormálńı v tomto skalárńım součinu.


