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Po Upravach dostavame
F(p) — P(p) (5)

X(p) = Qap)

kde Q(p) = p" + a1p" ' +--- + a,_1p + an je charakteristicky
polynom rovnice (1) a stupen polynomu P je nejvySe (n — 1).
Nyni staci najit k funkci X pfedmét x.

Takovyto pfedmeét je pak podle jednoznaénosti zpétné Laplaceovy
transformace feSenim diferencialni rovnice (1) na intervalu (0, oo).
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Poznamka 1
1. VysSe popsany postup se nazyva operatorova metoda.
2. Rovnice (4) se nazyva operatorova.
3. Vyhodou operatorové metody je jednoduchost operaci pfi feseni.
4

. Resenim dostavame rovnou partikularni feseni (pokud nejsou
pocatecni podminky znamy, dostavame feSeni obecné).
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Ptiklad 1
Resme diferencialni rovnici
X" —2x"+x =4,
x(04) =0, x'(04) = 1.

Budeme postupovat vyse popsanou operatorovou metodou.
Tedy polozme L(x(t)) = X(p),pak

L(X'(1)) = pX(p),

L(x"(1)) = p*X(p) — 1.
Déle £(4) = 4/p,Re p > 0. Odpovidajici operatorova rovnice ma tvar

p*X(p) — 1 —2pX(p) + X(p) = 4/p.
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Zpétnou Laplaceovou transformaci ziskame pro t > 0 feSeni

X(p)

x(t) = 4 — 4e' + 5te'.
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EFikIad 2
Resme diferencialni rovnici

x" 4+ 4x = 2cos(2t),
x(04) =0, x'(04) = 4.

Budeme postupovat vyse popsanou operatorovou metodou.
Tedy polozme L(x(t)) = X(p), pak
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L(X"(t)) = p*X(p) — 4.
Dale £(2cos(2t)) = 2p/(p? + 4).
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Priklad 2
Odpovidajici operatorova rovnice ma tvar

2 4 2p
(P +HX(p) —4= g
Vyjadfime X(p):

4 2p

X(p) = :
() pZrd (2t 4y

Zpétnou Laplaceovou transformaci dostavame feseni

x(t) = 1/2 (4 + t)sin(21).
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Priklad 3
Nespojita prava strana I.
Resme diferencialni rovnici

X"+ x = (1),

x(04) =1, x(04) = -1,

1, pro 0<t<1
f(t) =
0, pro t>1.
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Priklad 3
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Postupujme podobneé jako u pfedchozich pfikladd.
Polozme L(x(t)) = X(p), pak

L(X'(1)) = pX(p) -1,

L(X"(t)) = p*X(p) —p+1.
Dale L(f(t)) je moZno pocitat pfimo z definice:
[e%S) 1
L(f(t)) = / f(t)e*/"’dt:/ e Pdt= 23(1 — e P). (10)
0 0

Nebo si staci vs§imnout, Ze f(t) = n(t) — n(t — 1) a podle viastnosti
posunuti Véty 3 opét dostavame (10).
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Priklad 3
Nespoijita prava strana I.
Odpovidajici operatorova rovnice ma tvar

(B2 + 1)X(p) —p+1= 1p(1 e ).

Vyjadfime X(p).
Po rozkladu na parcialni zlomky

1 1 1 p
Xp)==-—+——~<—|=-— e P
(p) p(PP+1) (p p2+1>
Zpétnou Laplaceovou transformaci dostavame feseni

x(t) = (1 —sin(t))n(t) — (1 —cos(t))n(t —1).
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Nespoijita prava strana I.
Nebo bez uZiti n(t)

(1) = 1 —sin(t), te[0,1),

cos(t) —sin(t), t>1.
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Resme diferencialni rovnici

X"+ x = f(t),

x(0+)=1,x(04+)=0,

1, pro 0<t<3
f(t) =
2, pro t> 3.
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Priklad 4

Nespojita prava strana Il.

Postupujme analogicky jako u predchoziho prikladu.
PoloZme L(x(t)) = X(p), pak

L(x"(t)) = pP*X(p) - p.

Dale si staci vsimnout, Ze f(t) = n(t) + n(t — 3).
Podle viastnosti posunuti Véty 3 dostavame

L(f(t)) = %(1 +e7%). (13)
Odpovidajici operatorova rovnice ma tvar

(PPX(p) — p) + X(p) = %(1 Le®)
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Priklad 4

Nespojita prava strana Il.
Vyjadiime X(p):

P 1 -3
1 P).
CESVRN- ) U

X(p) =
(
Zpétnou Laplaceovou transformaci dostavame feseni

x(t) =14 (1 —cos(t—3))n(t—3).
Nebo bez uzZiti n(t)

X(1) = 1, t€]0,3),

2—cos(t—3), t>3.
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Priklad 5
Posunuté pocatecni podminky
Resme diferencialni rovnici

X" +3x" +2x = €',

x(14) =1, x'(14)=1.

(14)

Pocatecni podminky nejsou dany v bodé ty = 0. Proto musime
provést substitucit =7+ 1 ax(t) = x(r — 1) = y(r).
Nova rovnice ma tvar

y'+3y +2y=et,

y(04)=1,y'(04)=1.

(15)
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Priklad 5
Posunuté pocate¢ni podminky
Polozme L(y(t)) = Y(p), pak

L(y'(m)) = pY(p) -1,

L(y"(t)) =p*Y(p)—p—1.

Dale
1

p—1
Vyjadfime Y (p) po rozkladu na parcialni zlomky

L) =eL(e)=e

Y(p) = e/6 +Sfe/2 e/3-2

p—1 p+1 p+2°
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Priklad 5
Posunuté pocate¢ni podminky
Zpétnou Laplaceovou transformaci dostavame pro = > 0 feSeni

y(r)=e/6e" +(3—e/2)e " +(e/3-2)e 7.

Zpétnou substituci T =t —1 a y(r) = x(t) dostavame pro t > 1
feseni

x()=e/6e™" +(3—e/2)e' !+ (e/3 —2)e® 2.
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Resme soustavu diferenciglnich rovnic

X —x+y=2,
x—y —y=é, (16)

x(04) =1, x’(04) =1.

Y(p).

PoloZme L(x(t))
= pY(p) — 1.

= X(p) a L(y(1))
Pak L(x'(t)) = pX(p) —

taL(y'(1))
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Pfiklad 6

Resme soustavu diferenciglnich rovnic
X' —x+y=2,
xX—y —y=¢l, (16)
x(04) =1, x’(04) =1.

Polozme L(x(t)) = X(p) a L(y(t)) = Y(p).

Pak L(x'(t)) = pX(p) —1a L(y'(t)) = pY(p) -
Odpovidajici operatorovy systém ma tvar

(p=1)X(p) + Y(p) = ——,

5 (17)
X(p) = (p+ 1Y) =~ P
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X(Pp)= =+ =+ ——,
VP =5 - o+
P pop
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Priklad 6
Po dprave a rozkladu na parcialni zlomky

2 1 1

X(P)= =+ — + —,
() p® P2 p-1 (18)
Vo) = 5 -

PP pop

Zpétnou Laplaceovou transformaci dostavame rfeseni

x(t) =t +t+ €,
(19)
y(t)y=1 —t+1.



Aplikace Laplaceovy transformace



Aplikace Laplaceovy transformace
Ulohy z elektrotechniky



Aplikace Laplaceovy transformace
Ulohy z elektrotechniky
Uvazujme nejprve jednoduchy oscilaéni obvod znazornény



Aplikace Laplaceovy transformace
Ulohy z elektrotechniky

Uvazujme nejprve jednoduchy oscilaéni obvod znazornény

R

1
||

u(t) () % L




Aplikace Laplaceovy transformace
Ulohy z elektrotechniky

Uvazujme nejprve jednoduchy oscilaéni obvod znazornény

R

1
||

u(t) () % L

Tento okruh je popsany integro-diferencialni rovnici



Aplikace Laplaceovy transformace
Ulohy z elektrotechniky

Uvazujme nejprve jednoduchy oscilaéni obvod znazornény

R

1
||

u(t) () % L

Tento okruh je popsany integro-diferencialni rovnici

d/(
gt T A c/ )



Aplikace Laplaceovy transformace
Ulohy z elektrotechniky

Uvazujme nejprve jednoduchy oscilaéni obvod znazornény

R

1
||

u(t) () % L
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Tento okruh je popsany integro-diferencialni rovnici
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Far TR0t g / ) (20)

kde L, R, C jsou po fadé konstanty indukce, odporu a kapacity.
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Ulohy z elektrotechniky

Uvazujme nejprve jednoduchy oscilaéni obvod znazornény

R

1
||

u(t) () % L

C
Tento okruh je popsany integro-diferencialni rovnici
d i(t)
Far TR0t g / ) (20)

kde L, R, C jsou po fadé konstanty indukce, odporu a kapacity.
Dale u je elektomotorické napéti a i je proud.
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Bez Gjmy na obecnosti miizeme predpokladat, Zze celym obvodem na
pocatku neprochazi proud.

Tato pocate¢ni podminka odpovida situaci zapinani.

Tedy obvodem neprochazi proud a i(0,) = 0.

Dale posledni ¢len levé strany (20) pfedstavuje napéti na deskach
kondenzatoru, na pocatku je nulové.

Ozna¢me L(i(t)) = I(p) a L(u(t)) = U(p).



Aplikace Laplaceovy transformace

Bez Gjmy na obecnosti miizeme predpokladat, Zze celym obvodem na
pocatku neprochazi proud.

Tato pocate¢ni podminka odpovida situaci zapinani.

Tedy obvodem neprochazi proud a i(0,) = 0.

Dale posledni ¢len levé strany (20) pfedstavuje napéti na deskach
kondenzatoru, na pocatku je nulové.

Ozna¢me L(i(t)) = I(p) a L(u(t)) = U(p).

Funkce I(p) a U(p) se nazyvaji operatorovy proud resp. operatorové
napéti.



Aplikace Laplaceovy transformace

Bez Gjmy na obecnosti miizeme predpokladat, Zze celym obvodem na
pocatku neprochazi proud.

Tato pocate¢ni podminka odpovida situaci zapinani.

Tedy obvodem neprochazi proud a i(0,) = 0.

Dale posledni ¢len levé strany (20) pfedstavuje napéti na deskach
kondenzatoru, na pocatku je nulové.

Ozna¢me L(i(t)) = I(p) a L(u(t)) = U(p).

Funkce I(p) a U(p) se nazyvaji operatorovy proud resp. operatorové
napéti.

Potom z vlastnosti derivovani predmétu mame



Aplikace Laplaceovy transformace

Bez Gjmy na obecnosti miizeme predpokladat, Zze celym obvodem na
pocatku neprochazi proud.

Tato pocate¢ni podminka odpovida situaci zapinani.

Tedy obvodem neprochazi proud a i(0,) = 0.

Dale posledni ¢len levé strany (20) pfedstavuje napéti na deskach
kondenzatoru, na pocatku je nulové.

Ozna¢me L(i(t)) = I(p) a L(u(t)) = U(p).

Funkce I(p) a U(p) se nazyvaji operatorovy proud resp. operatorové
napéti.

Potom z vlastnosti derivovani predmétu mame

c(547) = pto)



Aplikace Laplaceovy transformace

Bez Gjmy na obecnosti miizeme predpokladat, Zze celym obvodem na
pocatku neprochazi proud.

Tato pocate¢ni podminka odpovida situaci zapinani.

Tedy obvodem neprochazi proud a i(0,) = 0.

Dale posledni ¢len levé strany (20) pfedstavuje napéti na deskach
kondenzatoru, na pocatku je nulové.

Ozna¢me L(i(t)) = I(p) a L(u(t)) = U(p).

Funkce I(p) a U(p) se nazyvaji operatorovy proud resp. operatorové
napéti.

Potom z vlastnosti derivovani predmétu mame

£ (547) = pto)

Z vlastnosti integrovani predmétu mame



Aplikace Laplaceovy transformace

Bez Gjmy na obecnosti miizeme predpokladat, Zze celym obvodem na
pocatku neprochazi proud.

Tato pocate¢ni podminka odpovida situaci zapinani.

Tedy obvodem neprochazi proud a i(0,) = 0.

Dale posledni ¢len levé strany (20) pfedstavuje napéti na deskach
kondenzatoru, na pocatku je nulové.

Ozna¢me L(i(t)) = I(p) a L(u(t)) = U(p).

Funkce I(p) a U(p) se nazyvaji operatorovy proud resp. operatorové
napéti.

Potom z vlastnosti derivovani predmétu mame

£ (547) = pto)

Z vlastnosti integrovani predmétu mame

t. _@
E(/O I(T)d7>_ b



Aplikace Laplaceovy transformace



Aplikace Laplaceovy transformace
Pfepiseme rovnici (20) do operatorového tvaru



Aplikace Laplaceovy transformace
Pfepiseme rovnici (20) do operatorového tvaru

Lpl(p) + Ri(p) + ’(C’f,) — U(p)



Aplikace Laplaceovy transformace
Pfepiseme rovnici (20) do operatorového tvaru

Lpl(p) + Ri(p) + ’(C’f,) — U(p)

Po Upravée



Aplikace Laplaceovy transformace
Pfepiseme rovnici (20) do operatorového tvaru

Lpl(p) + Ri(p) + ’(C’f,) — U(p)

Po Upravée
I(p) =



Aplikace Laplaceovy transformace
Pfepiseme rovnici (20) do operatorového tvaru

Lpl(p) + Ri(p) + ’(C’f,) — U(p)

Po Upravée
Up)

1
Lp+R+Ci,D

I(p) =



Aplikace Laplaceovy transformace
Pfepiseme rovnici (20) do operatorového tvaru

Lpl(p) + Ri(p) + ’(C’f,) — U(p)

Po Upravée




Aplikace Laplaceovy transformace
Pfepiseme rovnici (20) do operatorového tvaru

Lpl(p) + Ri(p) + ’(C’f,) — U(p)

Po Upravée

I(p) = Up) _ Ulp) (21)

1 Zp)y
Lo+ R+ Co

kde Z(p) je operatorova impedance okruhu.




Aplikace Laplaceovy transformace
Pfepiseme rovnici (20) do operatorového tvaru

Lpl(p) + Ri(p) + ’(C’;’,) — U(p)

Po Upravée

I(p) = Up) _ Ulp) (21)

1 Zp)y
Lo+ R+ Co

kde Z(p) je operatorova impedance okruhu.
Vzorec (21) nazyvame operatorovy tvar Ohmova zakona.




Aplikace Laplaceovy transformace
Pfepiseme rovnici (20) do operatorového tvaru

Lpl(p) + Ri(p) + ’(C’f,) — U(p)

Po Upravée

I(p) = Up) _ Ulp) (21)

1 Zp)y
Lo+ R+ Co

kde Z(p) je operatorova impedance okruhu.
Vzorec (21) nazyvame operatorovy tvar Ohmova zakona.
Zpétnou Laplaceovou transformaci pak z (21) ur¢ime proud okruhu J.




Aplikace Laplaceovy transformace



Aplikace Laplaceovy transformace
Priklad 7



Aplikace Laplaceovy transformace

Priklad 7
Naleznéme operatorovou impedanci a operatorovy proud protékajici
siti znazornéné na obrazku



Aplikace Laplaceovy transformace

Priklad 7
Naleznéme operatorovou impedanci a operatorovy proud protékajici
siti znazornéné na obrazku

R 1 C1
—L
=0 *l]
L

Obréazek: Oscila¢ni okruh



Aplikace Laplaceovy transformace
Priklad 7



Aplikace Laplaceovy transformace

Priklad 7
Nejprve, pro operatorové impedance plati:



Aplikace Laplaceovy transformace

Priklad 7
Nejprve, pro operatorové impedance plati:
1

vétev l. se sklada z odporu Ry a kapacity Cy, a plati Z; = Ry + Cip
)



Aplikace Laplaceovy transformace

Priklad 7

Nejprve, pro operatorové impedance plati:

vétev l. se sklada z odporu Ry a kapacity Cy, a plati Z; = Ry + CLp
)

vétev Il. se sklada z odporu R, a indukcnosti L, a plati Z, = R. + Lp,



Aplikace Laplaceovy transformace

Priklad 7
Nejprve, pro operatorové impedance plati:

vétev . se sklada z odporu Ry a kapacity Cy, a plati Z; = Ry + CLp
)

vétev ll. se sklada z odporu Ry a indukénosti L, a plati Z> = R, + Lp,
vétev lll. se sklada z kapacity C», a plati Zs = CLp
2



Aplikace Laplaceovy transformace

Priklad 7
Nejprve, pro operatorové impedance plati:

vétev l. se sklada z odporu Ry a kapacity Cy, a plati Z; = Ry + CLp
)
vétev Il. se sklada z odporu R, a indukcnosti L, a plati Z, = R, + Lp,
vétev lll. se skldda z kapacity C», a plati Zs = CLp
2
Vétve Il a lll jsou zapojeny paralelné, tedy jejich vysledna impedance
ma tvar



Aplikace Laplaceovy transformace

Priklad 7
Nejprve, pro operatorové impedance plati:

vétev l. se sklada z odporu Ry a kapacity Cy, a plati Z; = Ry + CLp
)
vétev Il. se sklada z odporu R, a indukcnosti L, a plati Z, = R, + Lp,
vétev lll. se skldda z kapacity C», a plati Zs = CLp
2
Vétve Il a lll jsou zapojeny paralelné, tedy jejich vysledna impedance

ma tvar
1 1 1

Z %'z



Aplikace Laplaceovy transformace
Priklad 7



Aplikace Laplaceovy transformace

Priklad 7
Dale mizeme uvaZovat obvod jako sériove zapojené operatorové
impedance Z; a Z4.



Aplikace Laplaceovy transformace

Priklad 7

Dale mizeme uvaZovat obvod jako sériove zapojené operatorové
impedance Z; a Z4.

Tedy



Aplikace Laplaceovy transformace

Priklad 7

Dale mizeme uvaZovat obvod jako sériove zapojené operatorové
impedance Z; a Z4.

Tedy

Z:



Aplikace Laplaceovy transformace

Priklad 7

Dale mizeme uvaZovat obvod jako sériove zapojené operatorové
impedance Z; a Z4.

Tedy

Z2=21+24



Aplikace Laplaceovy transformace

Priklad 7
Dale mizeme uvaZovat obvod jako sériove zapojené operatorové
impedance Z; a Z4.
Tedy
2223
Zo+ 23

Z=21+24=24+



Aplikace Laplaceovy transformace

Priklad 7
Dale mizeme uvaZovat obvod jako sérioveé zapojené operatoroveé

impedance Z; a Z4.

Tedy
Z>23

Zo+ 23
Po dosazeni a uZiti druhého Kirchhofova zdkona U(p) = E/p
dostavame

Z=1+24=24+




Aplikace Laplaceovy transformace

Priklad 7
Dale mizeme uvaZovat obvod jako sérioveé zapojené operatoroveé

impedance Z; a Z4.

Tedy
Z>23

Zo+ 23
Po dosazeni a uZiti druhého Kirchhofova zdkona U(p) = E/p
dostavame

Z=1+24=24+

I(p) =



Aplikace Laplaceovy transformace

Priklad 7
Dale mizeme uvaZovat obvod jako sérioveé zapojené operatoroveé

impedance Z; a Z4.
Tedy

223
=L +2=17. .
155 <4 (s Zo+ 23
Po dosazeni a uZiti druhého Kirchhofova zdkona U(p) = E/p
dostavame



Aplikace Laplaceovy transformace

Priklad 7
Dale mizeme uvaZovat obvod jako sérioveé zapojené operatoroveé

impedance Z; a Z4.
Tedy

223
=L +2=17. .
155 <4 (s Zo+ 23
Po dosazeni a uZiti druhého Kirchhofova zdkona U(p) = E/p
dostavame
1
Ro+Lp+ —
oy =40 _E TP G
Z(p) p

1 1 1
Ri+ =) (Re+Lp+ =)+ (Ro+Lp)~—
( 1 C1P)( 2P Czp> (Fe p)Czp



Aplikace Laplaceovy transformace

Priklad 7
Dale mizeme uvaZovat obvod jako sérioveé zapojené operatoroveé
impedance Z; a Z4.

Tedy
223
=L +2=17. .
155 <4 (s Zo+ 23
Po dosazeni a uZiti druhého Kirchhofova zdkona U(p) = E/p
dostavame
1
Ro+Lp+ —
Z(p) p

1 1 1
Ri+ =) |Re+Lp+—=—)+(Ro+Lp)~—
(7 p) (e tor ) 1 e o1

Zde v uvaZovaném oscilacnim okruhu uvaZujeme zapojené
konstantni elektromotorické napéti u = E.
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éerna

vstup—— skifka| — vystup

Vlastnosti regula¢niho systému Ize popsat pomoci reakci vystupl na
vstupni signaly.

Dynamické vlastnosti regula¢nich systém( jsou uréeny vztahy mezi
vystupnimi a vstupnimi veli¢inami.
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