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Budeme uvazovat komplexni funkce f realné proménné t € (—oo, o),
tj. f : R — C, a komplexni proménnou p = x +iy € C.
Pfedpokladejme, Ze nevlastni integral

/OC f(he Pdt (1)
0

existuje a ma koneénou hodnotu pro alespon jedno p.
Pak integral (1) nazyvame Laplacelv integral funkce f.
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Priklad 1
Spoctéme Laplaceuv integral funkce f(t) = 1.

Podle (1) mame

/ f(t)ef”’dt:/ e Pdt= lim / e Pldt= lim (11e/"°‘).
0 0 a—oo [q a—oco \ P p

JelikoZ a € R, pro p = x + iy plati |eP*| = e~ *«.

Tedy pro Re p > 0 platilim,_,., e P* = 0.

Laplaceuv integral funkce f(t) = 1 pro Re p > 0 konverguje a je roven
funkci1/p.
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Spoctéme Laplaceuv integral funkce f(t) = 1.

Podle (1) mame

/ f(t)ef”’dt:/ e Pdt= lim / e Pldt= lim (11e/"°‘).
0 0 a—oo [q a—oco \ P p

JelikoZ a € R, pro p = x + iy plati |eP*| = e~ *«.

Tedy pro Re p > 0 platilim,_,., e P* = 0.

Laplaceuv integral funkce f(t) = 1 pro Re p > 0 konverguje a je roven
funkci1/p.

Pro Re p < 0 Laplaceuv integral neexistuje.
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Spoctéme Laplacetv integral funkce f(t) = e®, kde a € C.
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0
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proRe(p — a) > 0.
Tedy Laplacelv integral funkce f(t) = e konverguje pro Re p > Re a
k funkci1/(p — a). V ostatnich pripadech diverguje.
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Definice 1

Bud'’ f komplexni funkce realné promeénné t € (—oo, 00).
Bud’M c C mnoZina vsech p, pro neZ je Laplaceliv integral (1)
konvergentni.

Pak komplexni funkci F definovanou vztahem

Fio) = [ T HtePdt (pem)

nazyvame Laplacelv obraz funkce f.

Dané zobrazeni, které pfifazuje funkci f jeji Laplaceliv obraz F,
nazyvame Laplaceova transformace.
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Definice 2
Funkci f nazyvame pfedmeét (nékdy také vzor, original), jsou-li
splnény nasledujici podminky:

1. f je na|0,c0) po Castech spojita,

2. f(t) =0 pro kaZzdét < 0,

3. existuje reainé Cislo M > 0 a o takové, Ze pro kaZzdé t € [0, o)
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Definice 3
Bud' ap = inf{la € R : «a vyhovuje (3)}.
Cislo oy nazyvame index rustu pfedmétu f.
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Véta 1 (o existenci Laplaceova obrazu)
Bud f pfedmét s indexem rustu «g.Pak Laplaceuv integral

F(p) = /OOO f(he Pdt

konverguje v poloroviné Re p > « absolutné a definuje Laplacelv
obraz L(f(t)) = F(p), ktery je v té poloroviné analytickou funkci.

Dusledek 1
Bud L(f(t)) = F(p) a x = Rep. Paklimy_,., F(p) = 0.
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& W Rep > ag
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Priklad 3
Nalezneéme funkci f(t) tak, aby jeji Laplacelv obraz byl roven funkci

J/P.

Prvnélimy_, . /X +1y # 0.
Tedy podle predchoziho Disledku 1 funkce \/p nemiZe byt

Laplaceovym obrazem Zadné funkce f(t).

Véta 2 (prvni limitni)
Bud' f pfedmeét s indexem ristu ag a o > «p.
Pak pro Laplaceuv obraz F funkce f plati

lim F(p) =0.

p — 00

Rep>a
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Necht f jsou pfedmeéty, L(f(t)) = Fk(p) ack e Cprok =1,2,...n.

Pak
I. linearita

L (1)) =Y exFi(p),
k=1 k=1

Il. podobnost

Ill. substituce v obrazu

L(e*f(t)) = F(p- a),
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IV. derivace podle parametru

Of(t,\) _ OF(p,N)
D))

» kde L(f(t,A)) = F(p, M),

V. posunuti
L(f(t —7)n(t—7)) =€ PF(p),

VI. derivace pfedmeétu

L) = pF(p) = p"1(0,) — .~ 0700,

kde f a jeji derivace aZ do fadu n — 1 jsou spojité a
F0(0.) = limy_o, FO(2).
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£(f(tt)) :/pC>C F(z)dz:ReI‘iqnloc/qu(z)dz,

kde f(t)/t je pfedmét s indexem ristu «g, [ p°° F(z)dz existuje




Vlastnosti Laplaceovy transformace
Véta 3

VIl. derivace obrazu

L(—t()) = F'(p),
VIIl. integrace pfedmétu

IX. integrace obrazu

£(f(tt)) :/pC>C F(z)dz:ReI‘iqnloc/qu(z)dz,

kde f(t)/t je pfedmét s indexem ristu «g, [ p°° F(z)d z existuje a graf
integracni kfivky [ F(z)dz leZivRep > ao.
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Priklad 4
Najdéte Laplaceulv obraz funkce f(t) = sin(wt).
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Vlastnosti Laplaceovy transformace

Priklad 4
Najdéte Laplaceulv obraz funkce f(t) = sin(wt).

Podle Eulerovych vzorct plati
eiwl‘ _ e—iwt

sin(wt) = o



Vlastnosti Laplaceovy transformace

Priklad 4
Najdéte Laplaceulv obraz funkce f(t) = sin(wt).
Podle Eulerovych vzorct plati
) eiwl‘ _ e—iwt
sin(wt) = —

Polozime-li v pfedchozim pfikladu parametr a = +iw a navic uZijeme
linearity Véty 3,
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Priklad 4
Najdéte Laplaceulv obraz funkce f(t) = sin(wt).
Podle Eulerovych vzorct plati
) eiwl‘ _ e—iwt
sin(wt) = —

Polozime-li v pfedchozim pfikladu parametr a = +iw a navic uZijeme
linearity Véty 3, pak pro Re p > Re(+iw) = | Imw| dostavame



Vlastnosti Laplaceovy transformace

Priklad 4
Najdéte Laplaceulv obraz funkce f(t) = sin(wt).
Podle Eulerovych vzorct plati
) eiwl‘ _ e—iwt
sin(wt) = —

Polozime-li v pfedchozim pfikladu parametr a = +iw a navic uZijeme
linearity Véty 3, pak pro Re p > Re(+iw) = | Imw| dostavame

L(sin(wt)) =



Vlastnosti Laplaceovy transformace

Priklad 4
Najdéte Laplaceulv obraz funkce f(t) = sin(wt).
Podle Eulerovych vzorct plati
) eiwl‘ _ e—iwt
sin(wt) = —

Polozime-li v pfedchozim pfikladu parametr a = +iw a navic uZijeme
linearity Véty 3, pak pro Re p > Re(+iw) = | Imw| dostavame

L(sin(wt)) = % (p—1iw - p—:iw)
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Priklad 4
Najdéte Laplaceulv obraz funkce f(t) = sin(wt).

Podle Eulerovych vzorct plati
) eiwl‘ _ e—iwt
sin(wt) = —
Polozime-li v pfedchozim pfikladu parametr a = +iw a navic uZijeme
linearity Véty 3, pak pro Re p > Re(+iw) = | Imw| dostavame

w

. 1 1 1
L(sin(wt)) = o (p—iw — p+iw) = 2
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Najdéte Laplacetiv obraz funkce f(t) = e sin(wt).

K vypoctu pouzijeme vysledku pfedchoziho pfikladu a viastnosti
substituce v obrazu Véty 3.
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Najdéte Laplacetiv obraz funkce f(t) = e sin(wt).

K vypoctu pouzijeme vysledku pfedchoziho pfikladu a viastnosti
substituce v obrazu Véty 3.
Tedy proRep > Rea+ | Imw| mame



Vlastnosti Laplaceovy transformace
Pfiklad 5

Najdéte Laplacetiv obraz funkce f(t) = e sin(wt).

K vypoctu pouzijeme vysledku pfedchoziho pfikladu a viastnosti
substituce v obrazu Véty 3.
Tedy proRep > Rea+ | Imw| mame

L(e¥sin(wt)) =



Vlastnosti Laplaceovy transformace
Pfiklad 5

Najdéte Laplacetiv obraz funkce f(t) = e sin(wt).

K vypoctu pouzijeme vysledku pfedchoziho pfikladu a viastnosti
substituce v obrazu Véty 3.
Tedy proRep > Rea+ | Imw| mame

W

L(e¥sin(wt)) = e
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Vlastnosti Laplaceovy transformace
Pfiklad 6

Najdéte Laplacetiv obraz funkce f(t) = t"e?.

Z Prikladu 2 vime, Ze ;

aty __
L(e )*T—a’
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Priklad 6
Najdéte Laplacetiv obraz funkce f(t) = t"e?.

Z Prikladu 2 vime, Ze

1
aty __
L(e )*p—a’

Derivujme levou i pravou stranu podle parametru a



Vlastnosti Laplaceovy transformace

Priklad 6
Najdéte Laplacetiv obraz funkce f(t) = t"e?.

Z Prikladu 2 vime, Ze

1
aty __
L(e )*p—a’

Derivujme levou i pravou stranu podle parametru a

L(te™) =
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Priklad 6
Najdéte Laplacetiv obraz funkce f(t) = t"e?.

Z Prikladu 2 vime, Ze

1
aty __
L(e )*p—a’

Derivujme levou i pravou stranu podle parametru a

1

L(te®) = b ap
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Priklad 6
Najdéte Laplacetiv obraz funkce f(t) = t"e?.

Z Prikladu 2 vime, Ze

1
aty __
L£(e*) = b a
Derivujme levou i pravou stranu podle parametru a
Lltet) = —
(p— a)?

Dalsi derivace maji tvar



Vlastnosti Laplaceovy transformace

Priklad 6
Najdéte Laplacetiv obraz funkce f(t) = t"e?.

Z Prikladu 2 vime, Ze

1
aty __

L(e?) = b a

Derivujme levou i pravou stranu podle parametru a

£(tefly = (p_1a)2‘

Dalsi derivace maji tvar

L(te?) =
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Priklad 6
Najdéte Laplacetiv obraz funkce f(t) = t"e?.

Z Prikladu 2 vime, Ze

1
aty __
L£(e*) = b a
Derivujme levou i pravou stranu podle parametru a
Lltet) = —
(p— a)?

Dalsi derivace maji tvar

HEe = o= ap
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Priklad 6
Najdéte Laplacetiv obraz funkce f(t) = t"e?.

Z Prikladu 2 vime, Ze

1
aty __
L£(e*) = b a
Derivujme levou i pravou stranu podle parametru a
Lltet) = —
(p— a)?

Dalsi derivace maji tvar

HEe = o= ap

L(te?) =
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Priklad 6
Najdéte Laplacetiv obraz funkce f(t) = t"e?.

Z Prikladu 2 vime, Ze

1
aty __
L£(e*) = b a
Derivujme levou i pravou stranu podle parametru a
Lltet) = —
(p— a)?

Dalsi derivace maji tvar

HEe = o= ap

L(fPe™) = (p 3!3)4’
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Priklad 6
Najdéte Laplacetiv obraz funkce f(t) = t"e?.

Z Prikladu 2 vime, Ze

1
aty __
L£(e*) = b a
Derivujme levou i pravou stranu podle parametru a
Lltet) = —
(p— a)?

Dalsi derivace maji tvar

HEe = o= ap

L(fPe™) = (p 3!3)4’

L(t"e) =
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Priklad 6
Najdéte Laplacetiv obraz funkce f(t) = t"e?.

Z Prikladu 2 vime, Ze ]

aty __
L£(e*) = b a
Derivujme levou i pravou stranu podle parametru a
Lltet) = —
(p— a)?
Dalsi derivace maji tvar
L(te?) = :
() (p—a)®
3!
L(te?) = :
(= o —ay
|
L(tne) = —
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Priklad 7
Najdéte Laplaceliv obraz funkce f(t) = n(t — 7).

Poznamenejme, Ze funkce f je posunuta Heavisideova funkce o ,
tedy
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Priklad 7
Najdéte Laplaceliv obraz funkce f(t) = n(t — 7).

Poznamenejme, Ze funkce f je posunuta Heavisideova funkce o ,
tedy

0, pro t<r,
n(t—r7)=

1, pro t>rT.



Vlastnosti Laplaceovy transformace

Priklad 7
Najdéte Laplaceliv obraz funkce f(t) = n(t — 7).

Poznamenejme, Ze funkce f je posunuta Heavisideova funkce o ,
tedy

0, pro t<r,
n(t—r) =
1, pro t>r.

)

Z Prikladu 1 vime, Ze
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Priklad 7
Najdéte Laplaceliv obraz funkce f(t) = n(t — 7).

Poznamenejme, Ze funkce f je posunuta Heavisideova funkce o ,
tedy

0, pro t<r,
n(t—r) =
1, pro t>r.

Z Prikladu 1 vime, Ze L(n(t)) = 1/p.
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Priklad 7
Najdéte Laplaceliv obraz funkce f(t) = n(t — 7).

Poznamenejme, Ze funkce f je posunuta Heavisideova funkce o ,
tedy
0, pro t<r,
n(t—r7)=
1, pro t>r.

Z Prikladu 1 vime, Ze L(n(t)) = 1/p.
Nyni z vlastnosti posunuti Véty 3 plyne
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Priklad 7
Najdéte Laplaceliv obraz funkce f(t) = n(t — 7).

Poznamenejme, Ze funkce f je posunuta Heavisideova funkce o ,
tedy

0, pro t<r,
n(t—r) =
1, pro t>r.

Z Prikladu 1 vime, Ze L(n(t)) = 1/p.
Nyni z vlastnosti posunuti Véty 3 plyne

L(n(t—7)) =
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Priklad 7
Najdéte Laplaceliv obraz funkce f(t) = n(t — 7).

Poznamenejme, Ze funkce f je posunuta Heavisideova funkce o ,
tedy

0, pro t<r,
n(t—r) =
1, pro t>r.

Z Prikladu 1 vime, Ze L(n(t)) = 1/p.
Nyni z vlastnosti posunuti Véty 3 plyne

e P

L(n(t—7)) =
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Priklad 8
Najdéte Laplaceliv obraz funkce f(t) = sin(wt — ¢)n(wt — ¢), kde
¢ >0 aw > 0. Zvlastnosti podobnosti Vety 3 plati



Vlastnosti Laplaceovy transformace

Priklad 8
Najdéte Laplaceliv obraz funkce f(t) = sin(wt — ¢)n(wt — ¢), kde
¢ >0 aw > 0. Zvlastnosti podobnosti Vety 3 plati

L(sin(wt — p)n(wt = ¢)) =
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Priklad 8
Najdéte Laplaceliv obraz funkce f(t) = sin(wt — ¢)n(wt — ¢), kde
¢ >0 aw > 0. Zvlastnosti podobnosti Vety 3 plati

L(sinut — et — o) = LF(P).
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Priklad 8
Najdéte Laplaceliv obraz funkce f(t) = sin(wt — ¢)n(wt — ¢), kde
¢ >0 aw > 0. Zvlastnosti podobnosti Vety 3 plati

Clsinwt — (et~ ¢)) = LF ().

kde L(sin(t — )n(t — ¢)) = F(p).
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Priklad 8
Najdéte Laplaceliv obraz funkce f(t) = sin(wt — ¢)n(wt — ¢), kde

¢ >0 aw > 0. Zvlastnosti podobnosti Vety 3 plati

Llsinwt — (et~ ¢)) = LF ().

w

kde L(sin(t — o)n(t — ¢)) = F(p).
Z Prikladu 4 vime, Ze
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Priklad 8
Najdéte Laplaceliv obraz funkce f(t) = sin(wt — ¢)n(wt — ¢), kde

¢ >0 aw > 0. Zvlastnosti podobnosti Vety 3 plati

Llsinwt — (et~ ¢)) = LF ().

w
kde L(sin(t — o)n(t — ¢)) = F(p).
Z Prikladu 4 vime, Ze
1

L(sin(t)) = 2T
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Priklad 8
Najdéte Laplaceliv obraz funkce f(t) = sin(wt — ¢)n(wt — ¢), kde
¢ >0 aw > 0. Zvlastnosti podobnosti Vety 3 plati

Llsinwt — (et~ ¢)) = LF ().

w
kde L(sin(t — o)n(t — ¢)) = F(p).
Z Prikladu 4 vime, Ze

1

L(sin(t)) = 2T

Z vlastnosti posunuti Véty 3 dostavame
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Priklad 8
Najdéte Laplaceliv obraz funkce f(t) = sin(wt — ¢)n(wt — ¢), kde
¢ >0 aw > 0. Zvlastnosti podobnosti Vety 3 plati

Llsinwt — (et~ ¢)) = LF ().

w
kde L(sin(t — o)n(t — ¢)) = F(p).
Z Prikladu 4 vime, Ze

1

L(sin(t)) = 2T

Z vlastnosti posunuti Véty 3 dostavame

F(p) =



Vlastnosti Laplaceovy transformace

Priklad 8
Najdéte Laplacetv obraz funkce f(t) = sin(wt — p)n(wt — ¢), kde

¢ >0 aw > 0. Zvlastnosti podobnosti Vety 3 plati

Llsinwt — (et~ ¢)) = LF ().

w

kde L(sin(t — o)n(t — ¢)) = F(p).
Z Prikladu 4 vime, ze
L(sin(t)) = 1
PPt
Z vlastnosti posunuti Véty 3 dostavame

F(p) = L(sin(t — @)n(t — ¢))
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Priklad 8
Najdéte Laplaceliv obraz funkce f(t) = sin(wt — ¢)n(wt — ¢), kde
¢ >0 aw > 0. Zvlastnosti podobnosti Vety 3 plati

Llsinwt — (et~ ¢)) = LF ().

w
kde L(sin(t — o)n(t — ¢)) = F(p).
Z Prikladu 4 vime, Ze

. 1
L(sin(t)) = 2T
Z vlastnosti posunuti Véty 3 dostavame

—op.

F(p) = L(sin(t — ¢)n(t — ¢)) =

p? + 1
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Priklad 8
Najdéte Laplaceliv obraz funkce f(t) = sin(wt — ¢)n(wt — ¢), kde
¢ >0 aw > 0. Zvlastnosti podobnosti Vety 3 plati

Llsinwt — (et~ ¢)) = LF ().

w
kde L(sin(t — o)n(t — ¢)) = F(p).
Z Prikladu 4 vime, Ze

. 1
L(sin(t)) = 2T
Z vlastnosti posunuti Véty 3 dostavame

—op.

F(p) = L(sin(t — ¢)n(t — ¢)) =

p? +1

Celkové tedy
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Priklad 8
Najdéte Laplaceliv obraz funkce f(t) = sin(wt — ¢)n(wt — ¢), kde
¢ >0 aw > 0. Zvlastnosti podobnosti Vety 3 plati

Llsinwt — (et~ ¢)) = LF ().

w
kde L(sin(t — o)n(t — ¢)) = F(p).
Z Prikladu 4 vime, Ze

. 1
L(sin(t)) = 2T
Z vlastnosti posunuti Véty 3 dostavame

—op.

F(p) = L(sin(t — ¢)n(t — ¢)) =

p? +1

Celkové tedy

L(sin(wt — p)n(wt — ¢)) =
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Priklad 8
Najdéte Laplaceliv obraz funkce f(t) = sin(wt — ¢)n(wt — ¢), kde
¢ >0 aw > 0. Zvlastnosti podobnosti Vety 3 plati

Llsinwt — (et~ ¢)) = LF ().

w
kde L(sin(t — o)n(t — ¢)) = F(p).
Z Prikladu 4 vime, Ze

. 1
L(sin(t)) = 2T
Z vlastnosti posunuti Véty 3 dostavame

—op.

F(p) = L(sin(t — ¢)n(t — ¢)) =

p? +1
Celkové tedy

1 1

- _ —pp/w
wip/w)2 +1

L(sin(wt — p)n(wt — ¢))
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Priklad 8
Najdéte Laplaceliv obraz funkce f(t) = sin(wt — ¢)n(wt — ¢), kde
¢ >0 aw > 0. Zvlastnosti podobnosti Vety 3 plati

Llsinwt — (et~ ¢)) = LF ().

w
kde L(sin(t — o)n(t — ¢)) = F(p).
Z Prikladu 4 vime, Ze

. 1
L(sin(t)) = 2T
Z vlastnosti posunuti Véty 3 dostavame

—op.

F(p) = L(sin(t — ¢)n(t — ¢)) =

p? +1
Celkové tedy

we*WP/w

1 1 —pp/w _

YT Y i 2t w2

L(sin(wt — p)n(wt — ¢))
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Najdéte Laplacetiv obraz funkce f(t) = sin(t).
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Pfiklad 9

Najdéte Laplacetiv obraz funkce f(t) = sin(t).

Nejprve oznaéme L(sin®(t)) = F(p).



Vlastnosti Laplaceovy transformace

Priklad 9
Najdéte Laplacetiv obraz funkce f(t) = sin(t).

Nejprve oznaéme L(sin(t)) = F(p).
Dale



Vlastnosti Laplaceovy transformace

Priklad 9
Najdéte Laplacetiv obraz funkce f(t) = sin(t).

Nejprve oznaéme L(sin(t)) = F(p).
Dale
(sin’(1)) =



Vlastnosti Laplaceovy transformace

Priklad 9
Najdéte Laplacetiv obraz funkce f(t) = sin(t).

Nejprve oznaéme L(sin(t)) = F(p).
Dale
(sin®())" = 3sin?(t) cos(t)



Vlastnosti Laplaceovy transformace
Pfiklad 9

Najdéte Laplacetiv obraz funkce f(t) = sin(t).
Nejprve oznaéme L(sin(t)) = F(p).
Dale

(sin®())’ = 3sin?(t) cos(t)



Vlastnosti Laplaceovy transformace
Pfiklad 9

Najdéte Laplacetiv obraz funkce f(t) = sin(t).
Nejprve oznaéme L(sin(t)) = F(p).
Dale

(sin®())’ = 3sin?(t) cos(t)

(sin®(1))" =



Vlastnosti Laplaceovy transformace
Pfiklad 9

Najdéte Laplacetiv obraz funkce f(t) = sin(t).
Nejprve oznaéme L(sin(t)) = F(p).
Dale

(sin®())’ = 3sin?(t) cos(t)

(sin®(t))"” = 65sin(t) cos?(t) — 3sin’(t) =



Vlastnosti Laplaceovy transformace
Pfiklad 9

Najdéte Laplacetiv obraz funkce f(t) = sin(t).

Nejprve oznaéme L(sin(t)) = F(p).
Dale
(sin®())’ = 3sin?(t) cos(t)

(sin®(t))"” = 65sin(t) cos?(t) — 3sin(t) = 6sin(t) — 9sin®(t).



Vlastnosti Laplaceovy transformace

Priklad 9
Najdéte Laplacetiv obraz funkce f(t) = sin(t).

Nejprve oznaéme L(sin(t)) = F(p).
Dale
(sin®())’ = 3sin?(t) cos(t)

(sin®(t))"” = 6sin(t) cos?(t) — 3sin(t) = 6sin(t) — 9sin®(t).

Podle Prikladu 4 mame



Vlastnosti Laplaceovy transformace

Priklad 9
Najdéte Laplacetiv obraz funkce f(t) = sin(t).

Nejprve oznaéme L(sin(t)) = F(p).

Dale
(sin®(t))’ = 3sin?(t) cos(t)
a
(sin®(t))"” = 6sin(t) cos?(t) — 3sin(t) = 6sin(t) — 9sin®(t).
Podle Pfikladu 4 mame

L((sin’(t))") =



Vlastnosti Laplaceovy transformace
Pfiklad 9

Najdéte Laplacetiv obraz funkce f(t) = sin(t).

Nejprve oznaéme L(sin(t)) = F(p).

Dale
(sin®(t))’ = 3sin?(t) cos(t)
a
(sin®(t))"” = 6sin(t) cos?(t) — 3sin(t) = 6sin(t) — 9sin®(t).
Podle Pfikladu 4 mame

L((sin®(t))") = 6 9 £(sin®(t))

_ﬁ_
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Priklad 9
Najdéte Laplacetiv obraz funkce f(t) = sin(t).

Nejprve oznaéme L(sin(t)) = F(p).

Dale
(sin®())’ = 3sin?(t) cos(t)
a
(sin®(t))"” = 6sin(t) cos?(t) — 3sin(t) = 6sin(t) — 9sin®(t).
Podle Prikladu 4 mame
£((SiP()") = o ~ 9L () = o —9F(p). (9
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Priklad 9
Navic
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Priklad 9
Navic

(sin®(t))]=0, =
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Priklad 9
Navic

(sin®(t)le=o, = (sin®(£))'l¢=o.



Vlastnosti Laplaceovy transformace

Priklad 9
Navic

(sin®(t))]=o, = (sI*(1)) |10, =0



Vlastnosti Laplaceovy transformace
Pfiklad 9

Navic
(sin(t))]—o0, = (sin°(1))']1=0, = O

a podle vlastnosti derivace pfedmétu Véty 3 mame



Vlastnosti Laplaceovy transformace
Pfiklad 9

Navic
(sin(t))]i=o, = (sin(t))'|—0, =0

a podle vlastnosti derivace pfedmétu Véty 3 mame

£(sin®(1))") =



Vlastnosti Laplaceovy transformace
Pfiklad 9

Navic
(Sins(f))h:o+ = (sins(t))’|t=0+ =0
a podle vlastnosti derivace pfedmétu Véty 3 mame

L(sin’(1))") = p°F(p) —p-0 -0



Vlastnosti Laplaceovy transformace
Pfiklad 9

Navic
(Sins(f))h:o+ = (sins(t))’|t=0+ =0
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L(g(1)) = G(p)-
Pak g = max{af, aJ} je index rustu funkce h = f « g.
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Najdéte predmeét k Laplaceovu obrazu

1

Z Pfikladu 4 vime, Ze
L(sin(t)) = 21
+1
PoloZme ;
Fp) = Glp) =

Nyni pouZijeme Vétu 7:

1

@i - FPIG)= £lsin() = sin()

_ /tsin(r) sin(t — 7)d 7= 1/2 sin(t) — 1/2 t cos(t).
0
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Bud'te f a g pfedméty s indexy rustu oy a ag, ag = max{af,ad},
L(f(t)) = F(p) a £(9(t)) = G(p).
Pak .
" Fe d
£HD9(0) = 5 [ F@)G(p-2)dz
kdepe C,Rep>a+apaag < a.
Symbolem [Z*'> rozumime limitu

a+ioco a+ib
/ = lim / :
a—ioco b—oo J4_ip

v integralu [ atib integrujeme po integraéni kfivce

a—ib
z=a+it,

te[-b,bl,zde 0 < beR;
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Bud'te f a g pfedméty s indexy rustu oy a ag, ag = max{af,ad},
L(f(t)) = F(p) a £(9(t)) = G(p).
Pak ,
" Fe d
£HD9(0) = 5 [ F@)G(p-2)dz
kdepe C,Rep>a+apaag < a.
Symbolem [Z*'> rozumime limitu

a+ioco a+ib
/ = lim / :
a—ioco b—oo J4_ip

v integralu | atib integrujeme po integraéni kfivce

a—ib
z=a+it,

t € [-b,b], zde 0 < b € R; koeficient a € R volime tak, aby ay < a.
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Priklad 14
Pomoci Véty 8 najdéte Laplaceuv obraz funkce €' sin(t).
Z pfikladi 4 a 2 vime, Ze

— r(e') =
£(g(t) = £(e) = 5=
Navic afy = 0, aj =1 aag = max{0,1} = 1.
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Priklad 14
Pomoci Véty 8 najdéte Laplaceuv obraz funkce €' sin(t).
Z pfikladi 4 a 2 vime, Ze

— r(e') =
£(g(t) = £(e) = 5=
Navic afy = 0, aj =1 aag = max{0,1} = 1.
Pak dle Véty 8

, , 1 patic 4 1
Lein®e) =55 Zrip-7-19%

kdea>1aRep>a+1.
Pak dle zakladni véty o reziduich integral dopocitame
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Priklad 14
Pomoci Véty 8 najdéte Laplaceuv obraz funkce €' sin(t).
Z pfikladi 4 a 2 vime, Ze

— r(e') =
£(g(t) = £(e) = 5=
Navic afy = 0, aj =1 aag = max{0,1} = 1.
Pak dle Véty 8

, , 1 patic 4 1
Lein®e) =55 Zrip-7-19%

kdea>1aRep>a+1.
Pak dle zakladni véty o reziduich integral dopocitame

, 1 1 1
() = ~Res| 2y r| = e
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Laplaceova transformace je definovana jako zobrazeni
L:P— 0O,

které pfifadi predmétu mnoziny P jeho obraz mnoziny O.
Zkoumejme nyni inverzni zobrazeni zpétnou Laplaceovu transformaci

L7 0—= P
Tato operace pfifadi dané komplexni funkci komplexni proménné F
predmét f, pro ktery plati L(f(t)) = F(p).
K tomu je zapotfebi zodpovédét otazky:
OT1: existence zpétné Laplaceovy transformace,
OT2: identifikovat definiéni obor £~
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Véta 9 (Lerch)

Bud'te L(f(t)) = F(p) a L(g(t)) = F(p). Pak f = g aZ na izolované
body, v nichz alespori jedna z funkci neni spojita.
Poznamenejme, ze podminka na izolované body z Lerchovy véty
neni nikterak omezuijici, v praxi nam na hodnotach v izolovanych
bodech nezalezi.
K feSeni otazky OT2 je zfejmé, ze F musi splfiovat nutné podminky
Laplaceova obrazu F predmétu f.
Tj.
1. existuje ag € R takové, Ze F je v poloroviné Re p > ag analyticka,
2. v libovoIné polorovingé Re p > o > aq plati limp_, o F(p) = 0.
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Véta 10
Bud' F analyticka v C s vyjimkou kone¢ného poctu singularnich bodu
aieC (i=1,2,...n). Necht pro kazdé a € R takové, Ze
a> max—12,. . n{lail}, plati:
1. existuje posloupnost kruZnic k; se stfedem v 0 a poloméry R;, pro
které plati|a] < Ry < --- < Ry < ... alimp o Ry = oo tak, Ze

I|m max{|F(p)|} =0
—+00 peky

a+1oo

2. integral [, " |F(p)|d p ma kone¢nou hodnotu.
Pak naR ex:stu;e spojity pfedmeét f, ktery je uréen predpisem

" Res[F(p)ef!|,—a prot>0,
| S ReslF(RI s p -
0 pro t < 0.
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Poznamka 1
Poznamenejme, Ze se rezidua ve vzorci (7) pocitaji v singularitach
funkce F(p)e.
Funkce eP! je vsak analyticka v C, tedy rozhodujici jsou pro vypocet
rezidua funkce F(p).
Pokud je napfiklad a; jednoduchy pdl, pak podle pravidel pro poéitani
rezidui je

Res[F(p)e”']p—q, = 6™ Res[F(p)]pa-

Pokud je a; pdl nasobnosti 2, dostavame

ReslF(p)eo-a = Jm [P~ a)2F(p)e!

= Res[F(p)lp-a€™ + Jim [(p — ai)*F(p)]te".
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VS8imli jsme si, ze podstatnou roli hraji obrazy F, jez maji racionalni

tvar.
Zabyvejme se tedy nyni zpétnou Laplaceovou transformaci funkci
tvaru P(p)
p
F(p) = =—, 8
(p) Qlp) (8)
kde P(p) a Q(p) jsou polynomy nad oborem komplexnich &isel.
Véta 11
Funkce P(D)
p
F(p) = =—,
(P) Q)

je Laplacetv obraz néjakého predmeétu pravé tehdy, pokud
st(P(p)) < st(Q(p))-
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Véta 12 (druha véta o rozkladu)

Laplaceuv obraz F funkce f je racionalni funkce pravé tehdy, kdyz
pro t > 0 muZeme predpis f vyjadfit jako linearni kombinaci funkci
tvarut"e®, kdene Ny aac C.

Priklad 15

Urcete prfedmét funkce F(p) = %
Funkce F ma dva jednoduché pdly 0 a 1.

Méame tedy
Res[F(p)e”]p—o = —1, Res[F(p)e]p—1 = 2¢".
Pak podle vzorce (7) Véty 10 mame pro t > 0

f(t) = —1 + 26,
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22 -6t +5
— €.

f(ty=—-1/16e"'+1/8€e"'—1/8e7 "+ 5
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Tabulka 1: Laplaceovy transformace nékterych funkci

Predmét Obraz
1 ;
p 1
p—a
sin(wt) 2 iwz
cos(wt) ]ﬁ
sinh(wt) 7 iwz
cosh(wt) P f 2
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Tabulka 1: Laplaceovy transformace nékterych funkci

Predmét Obraz
. w
e sin(wt) P
p—a
ea" cos(wt) m
"neN !
'n
pn+1
the, n e N o
’ (p—a)"t!
. 2pw
t sin(wt) ERwE
2 2
, P —w
t cos(wt) o




