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Kapitola 1

Vektorové funkce

1.1. Vektorové funkce a operace s vektorovymi
funkcemi
Pripomenme si, ze symbolem R” rozumime normovany vektorovy prostor, jehoz prvky jsou

usporddané n—tice redlnych cisel (obvykle piSeme x = (21,22, ....%n), ¥ = (Y1,%2, -, Yn)s
...) a (eukleidovska) norma je definovina predpisem

lz]| == /2% + ... + 22 .
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Vektorové funkce 7

Navic budeme (pro e € RT) pouzivat néasledujici oznadent:

U(z,e) :=={y € R": [z —y| <e} ... e—okoli bodu z,
P(z,e) :=U(z,e) \ {z} ... prstencové e—okoli bodu x

(nebude-li ndm zélezet na velikosti okoli e, budeme psat kratce U(z) a P(z)).

Déle si pripomenme, jak je definovana a co plati pro konvergenci posloupnosti v R™:

def.
ar = (ag1y -y Qkn) = a = (a1, ..., ap) & llax —a|| = 0 &
& [Vi €{l,..,n}: ag; — a; pro k — oo].

1.1 Priklad. Rozhodnéte, zda posloupnost (ar) v R™ konverguje, a urcete jeji pfipadnou
limitu, je-li

(K -k 342k N
8) n =2 aki= | Gy gReT 4Rl )
2k (=1)k 2’@)

b)n=47ak::(k2—_’_17 ]{72 ) 7k

Resend. Ulohu lze redukovat na vipocet limit jednotlivych slozek.

i (F =k 32 N K-k 30428 N
a) 1 2]{;3+1’3k+1+2k+1 - 1m2k3+1’ 1m3k+1_|_2k+1 -

C1-L 14 @) 11\ . 11
= llm 2 kL’ llm (32) % = (5, g)a tJ Qg — (5, g) o
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Vektorové funkce 8 3 5 S

AZIRIN
2k:
b) Jelikoz (a to si rozmyslete podrobné) lim 7 =% ¢ R, je (ay) divergentni. A <24
A ’*I"ﬁ u\\\“‘&
1.2 Cviéeni. Rozhodnéte, zda posloupnost (a;) v R® konverguje, a urcete jeji pifpadnou
L k+2\* o~ sink k41 5 > T
limitu, je-li a := =) Vk, ) ,(=1) (\/E —Vvk+1)|. v pLzN
k k 4k2 +1

1.3 Definice. Vektorovou funkei z R™ do R™ (nebo podrobnéji: redlnou

m-rozmérnou vektorovou funkei n redlnych proménnych) rozumime kazdé zobrazeni z R
do R™.

Je-li f vektorovou funkei z R™ do R™ (pisme f: R™ — R™), je kazdému

x = (x1,...,2zy) €EDf CR"
prirazena pravé jedna hodnota
f(z) = (fi(x),..., fm(z)) e Hf CR™

(Df ... defini¢ni obor f, Hf ... obor hodnot f).

Funkce f1,..., fm : R™ — R nazyvame slozkami vektorové funkce f a piSeme

f = (fla afm)

1.4 Poznamka. Je-lim = n (a nejéastéji = 2 nebo = 3), fikdme nékdy, ze f je vektorové pole;
je-li m = 1, nazyvame f skaldrni pole.
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1.5 Umluva. Zadame-li vektorovou funkci f : R" — R™ pouze piedpisem, tzn. kdyz ‘_ 5
neuvedeme explicitné jeji defini¢ni obor (napiiklad f(u,v,w) := (sinu,vy/w)), rozumime ’5% 4
jejim definiénim oborem mnozinu vSech € R™, pro néz ma dany predpis smysl (v nasem

pitkladé: Df = {(u,v,w) € R3: w = 0}). D

ZAPADOCESKA

1.6 Poznamka. Vsimnéme si, je-li f = (f1,...,fm) : R"™ — R™ zaddna pouze svym P umvenama

predpisem, je

V PLZNI

Df=DfinDfsn...0Dfy,.

1.7 Definice. Bud c € R a bud f,g: R® — R™.
Definujme vektorové funkce f +g¢g, f —g, c- f: R" — R™ predpisy:

(f £9)(@) = f(z) £9(z); (c- f)):=c- f(2).

1.2. Limita vektorové funkce

1.8 Definice. Bud f : R” — R™, zy € R", a € R™. Rekneme, 7e f ma v zg limitu a
(a piseme li_)m f(z) = a), plati-li pro kazdou posloupnost (zx) v R"™ implikace
T—x0

o # 2 — xo = f(z) — a.




Vektorové funkce 10

1.9 Véta. Necht f: R — R™, xo € R", a € R™. Potom plati

lim f(z) =a<= (VU(a)) (3P(x0)) (Vx € P(xg)): f(x) € U(a).

T—T0

(Neprehlédnéme, ze U(a) je podmnozinou R™ a P(xg) podmnozinou R™.)
1.10 Pozorovéani (a dukaz nasledujici véty). Bud f = (f1,..., fm) : R = R™, 29 € R"
aa=(ay,..,ay) € R™. Pak

lim f(z) =a <
T—TQ

& [x0 # zp = 0 = f(ar) = (fr(@r), -, fm(@k)) = @ = (a1,...,am)] &
& [iL’o #xr — xo=>Vie{l,..,m}: fi(xx) = a; pro k — oo].

1.11 Véta. Necht f = (fi,..., fm): R* = R™ x9 € R", a = (a1,...,an) € R™. Potom
plati
lim f(z) =a<= [Vie{l,...,m}: lim f;(z)=a.

T—x0 T—T0

Jinak receno

lim (fi(z),..., fm(z)) = ( lim fi(z),... ,xlingo fm(2)),

Tr—TQ Tr—T0

md-li alespon jedna strana rovnosti smysl.

1.12 Cviceni. Rozhodnéte, zda dand limita existuje, a pokud ano, spoctéte ji:

a)  lim
(z,y)—(0,0)

( Yy (1'+y)2 )
x2 + y2’ sin(z* +46)”’
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1.3. Spojitost vektorové funkce

C lim
) (z,y)—(0,0) (

1.13 Definice. Bud f: R" — R™ a zg € R™.
Rekneme, 7e f je spojitéd v bodé xg, plati-li li_)m f(z) = f(=zo).
T—x0

1.14 Véta. Necht f: R" — R™, xg € R"N Df. Potom plati

f je spojitd v bodé xy <= [z, — x0 = f(zx) = f(x0)] <=

= (VU(f(20))) BU(20)) (V& € U(zo)) = f(x) € U(f(x0))-

1.15 Definice. Bud f: R® — R™, M C R™. Rekneme, ze

e f jespojitd v bodé g € M vzhledem k mnoziné M, plati-li pro kazdou posloupnost
(zx) v R™ implikace

M >z — xo = f(zg) = f(z0);

e f je spojitd na mnoziné M, je-li spojita vzhledem k M v kazdém bodé xg € M;

e f je spojitd, je-li spojita na Df.




1.16 Véta. Necht f = (f1,..., fm): R" = R™ xo€ M C R". Pak f je spojitd v xo (resp. . 7

spojitd v xg vzhledem k M, resp. spojitda na M ) prdvé tehdy, kdyz pro kazdéi € {1,...,m}
D o

Vektorové funkce

je fi spojitd v xo (resp. spojitd v xo vzhledem k M, resp. spojitd na M ).

1.17 Priklad. Dilezitym pfipadem spojitych vektorovych funkci jsou linedrni
zobrazeni, tj. vektorové funkce A : R"™ — R™ dané predpisem

A(z) == (Az")",

kde
aii, ai2, ) Aln
azi, az2, ey a2n
A =
ml, Am2, --- , Gmn

je redlnd matice typu (m x n).
Dokazme, 7e vyse definované zobrazeni A je skutecné spojité. Predné si vSimnéme, Ze

DA = R"™. Bud nyni g € R" libovolny bod a (zj) takova posloupnost v R™, Ze

T = (Tp1y ooy Thn) = T = (L1, ey Tny)-
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RN
Potom pro vSechna i € {1,..,n} je xp; — x; (pro k — 0), a proto I!,!I
‘- IstRne 7
N
T /05'4' ““\‘\"'
aii, a2, sy A1n
as, a2, ..., Q2 Tkl
T Tg2 ZAPADOCESKA
A(J,‘k) = (Al%‘) =] : = D sn:’llvzsunlzm
LTkn
aml, Am2, ... , Amn
= (@4 AP 27 0 F @iy oos o ChpildBil 2F © 2 AF i) =
™7T
= (a11%1 + - + QnZn, -+ 5 AMITL+ -+ GmaZn) = (Azg ) = A(zo).

A to jsme méli dokdzat (viz definici 1.15).

1.18 Cviceni. Pokud to lze, dodefinujte vektorovou funkci f v bodé ¢ tak, aby byla v bodé
c spojita, je-li

a) f(z):= (M,az2+6, %), c=;

b) fla) = (L% 2 (D) —6),

2
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1.4. Diferencial vektorové funkce

1.19 Definice. Bud f: R” — R" a ¢ € R". Existuje-li linedrni zobrazeni
A: R™ — R™ takové, ze pro vektorovou funkci w: R™ — R™ definovanou predpisem

w(h) == f(c+h) = f(c) = A(h)

plati
w(h)
im ——=(0,...,0
h—(0,...,0) |7l (0,.-,0),
fikame, ze vektorova funkce f je v bodé ¢ diferencovatelna. Linedrni zobrazeni A pak ozna-
cujeme df. a nazyvame diferencidlem vektorové funkce f v bodé c.

1.20 Tlustrace nasledujici v8ty. Méjme f = (f1, f2, f3) : R? — R3, kde f1, fo, f3 jsou
diferencovatelné v bodé ¢ = (¢, c2) € R%. Pak pro ,mala“ h = (hy, hy) € R? mdme

file+h) = fi(c) d(f1).(h)

(fle+h) = f(@)" = | fale+h) = falo) | = [ d(f2)e(R) | =
fa(c+h) — f3(c) d(f3).(h)

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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15

(fle+h) = f(e)T

1.21 Véta. Je-li vektorova funkce f = (f1,..., fm) :

Bom+ Hom) (O, By
8 o)y + 22(0hs | = | L0, %0 (h;)—
08 (hy + Lk \%(0), L(0)

R™ — R™ diferencovatelnd v bodé

c € R™, existuji proni parcidlni derivace vsech funkci fi, ..., fm v bodé c podle vsech pro-

menngch a plati

kde 5
58(e),
fe) =
S (c),
#.

(dfe(h))" = f'(0)h",

0, 0
L@, ..., 3@
...... . tzv. Jacobiova matice,
Nfm Ifm
e, ) (o)

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI




Vektorové funkce 16

1.22 Véta. Vektorovd funkce f = (f1,..., fm) : R" — R™ je diferencovatelnd v bodé ¢ € R™
tehdy a jen tehdy, je-li pro kazdé i € {1,...,m} funkce f; : R™ — R diferencovatelnd v bodé

ceR™.
1.23 Priklad. Urcéeme df,., je-li

f: R? = R3 f(u,v) = (cosu,sinu,v), Df = (O,g> x (0,2); ¢ = (%71).

Reseni. Vsimnéme si, ze

—sinu, 0
f'((u,0)) =" f'(u,0) = cosu, 0

0, 1)
a proto ( )

dfe: h=(h1,h2) — (f'(c)h")T =

V2, V2

=(- 7h1,7h1,h2) =hi(—

Zjistili jsme, ze pro body (u,v) ,blizké“ bodu ¢ =" (c1, ¢2) je

flu,v) = f(e1,c2) + dfe(u—c1,v — o) =
Q,Q,l) +(u—2)(—- \/g,g,o) + (v —1)(0,0,1).

:(2 2 4

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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1849
Rovina
A <k
N S

= {(I,y,Z) eR3: (z,y,2) :(

+ (U = 1)(0, 0, 1), (IL, U) S R2} D ZAPADOCESKA

[

’ UNIVERZITA

V PLZNI

se nazyva tecnd rovina k ,plose“ f(Df) sestrojend v bodé f(c) = (%57, %%, 1). A

1.24 Cviceni. Rozhodnéte, zda je vektorova funkce f diferencovatelna v bodé ¢, a pokud
ano, vypoctéte f'(c) a df.(h), je-li

a‘) f(x,y, Z) = ($3y2z7 ‘T;y> , €= (17273)7 h = (h17h27h3);

b) f(x) := (coszx,sinx), c= 2’ h=—/2;
¢) f(z,y,2) = (zy,sin(zy),arcsinz), ¢ = (1,1,6), h = (hy, ha, h3).

1.25 Cviceni. Bud
f=f1yemfm): R*>R™a g=(g1,...,95) : R™ - R*
takové vektorové funkce, ze pro kazdé i € {1,...,m} a pro kazdé j € {1,...,k} je
fi € C*R™) a g; € C*(R™).
Dokazte, ze potom pro kazdé ¢ € R™ plati

(go f)(c) =4g'(f(c)) f'(c).
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18 P oS

1.26 Priklad. Vypoctéte f'(c), ¢'(f(c)) a (go f)'(¢), je-li c = (1,1),

f(z,y) = (1‘2 +y2,lnx+lny,£> , g(u,v,w) == (uv+ 1L,u?— v’ +w,w —u).
Yy

Resend.
of af
B 6—; 2z,
0 0
f/(xa y) = %7 ai; = %7
ofs  Ofs 1
oz’ Oy Y
/U’
fle)=1(2,0,1), ¢ (u,v,w) = 2u,
—1,
a proto
2,
(go f)(c)=4g(f(c) f'(c) = 9,
—1,

2,
= flle)=1 1,
1
0
1| =4(f(c)
1

&
S

R
57

S
<

‘ e 94 »
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Kapitola 2

Krivky v R

2.1 Definice. Kiivkou v R™ rozumime kazdou spojitou vektorovou funkci

MnozZinu

@: I - R™ kde I =Dy CR je interval.

(¢) =) ={pt): te I} cR™

pak nazyviame geometrickym obrazem ktivky . Je-li M

parametrizaci mnoziny M.

&
S

57

S
<

‘ e 94 »
) STRAN
% v
0k4- ““\‘\

-

2,
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(p), Tikdme, Ze ¢ je
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VRN
Krivku ¢ nazyvame: I!!I
“ IsTRaVS, 7
. - , 4
e jednoduchou, je-li ¢ prosté; xS

e uzavienou, je-li I = (a,b) (a,b € R; a < b) a navic p(a) = p(b);

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

e jednoduchou uzavienou, je-li ¢ uzavrena a plati
Vi1, 12 € (a,b) : [0 <[t1 —t2] <b—a= @(t1) # o(t2)].

L

Je-lli I = (a,b), nazyvame bod ¢(a) (resp. ¢(b)) pocateénim (resp. koncovym)
bodem ktivky .

Krivkou opacné orientovanou ke krivee ¢ : I — R™ rozumime krivku

—p: Jo>R™ kdeJ={teR: —tel}a(—p)(t):=ep(-t).

2.2 Priklad. Krivkou opacné orientovanou ke kiivce

w: (=1,3) > R?, o(t) == (t,1+1),

je ktivka
—p: (=3,1) = R%, (—p)(t) := (=t,1 —1).
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VIRV
2.3 Definice. Krivku ¢ = (¢1, ..., om) : (a,b) — R™ nazyvame hladkym obloukem v R™, v 57
plati-li soucasné: %,* 4
/05';1' ““\Qﬁ

i) ¢ je prosté zobrazeni (tzn. Ze ¢ je jednoduchd kiivka);

ii) ¢ je tifdy C! na (a,b) (tzn. Ze pro kazdé i € {1,...,m} je funkce ; spojité diferen- D APADOEESK

covatelné na <a, b>), P univerzima

V PLZNI

iii) ¢'(t) = (@) (), ..., i (1)) # (0, ..., 0) pro kazdé t € (a,b), *
¢'(a) := ((p1)’(a), ., (pm)y (@) # (0, ..., 0),
¢'(0) == ((#1)2 (D), s (pm) 2 (b)) # (0, ..., 0).

“PiSeme nepresné
¢' (1) = (P1(1), -, @i (2))
misto spravného
@@ = (P1(1); s P ()

2.4 Poznamka (ke geometrickému vyznamu ¢/'(t)).
Necht je kiivka ¢ : (a,b) — R™ hladkym obloukem. Pak

(1) = (}JL% @1(t+h) — sol(t)7 o Jim Om(t + h}z _ (pm(t))

= lim
h—0

(BEED=0)  oaltt = onld) _, pltsH) =)
o h B0 h '
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Primku o l 7.
{e(t) +he'(t) - h e R} N7

2y
nazyvame tecnou kiivky ¢ v bodé ¢; vektor ¢'(t) nazyvejme teénym vektorem kiivky ¢
v bodeé t.

&
S

=

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L

Obr. 2.1: ke geometrickému vyznamu ¢’(t)
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2 PR
2.5 Definice. Rikdme, Ze kiivka ¢ : (a,b) — R™ je po Gastech hladk4, existuje-li déleni ‘. 57
«}:’4'/0 - "3"&
D:a=ty<t1 <..<t,=b A U
intervalu (a, b) takové, ze pro kazdé i € {1,...,n} je kiivka APADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
w’i = go|<t7;,1,ti>

(tzn. Dep; = (tio1,ta), i(t) == o(t))
hladkym obloukem.

2.6 Priklad. Nakreslete geometrické obrazy danych kiivek a rozhodnéte, které z nich jsou
e jednoduchymi krivkami;
e uzavienymi kiivkami;

e jednoduchymi uzavienymi kiivkami;

e hladkymi oblouky;

e po castech hladkymi kiivkami:

a) pq(t) := (3+2cost,2+ 2sint), D, = (0,2m);
b) @p(t) :== (3 4+ 2cos(2t),2 + 2sin(2t)), Dy, = (0, 27);
_ 2000 2000t
0) olt) = (225, 2L, D, =R; B
d) @a(t) == (& [t]), Dyy =(-2,2) [t chasentajonne |




Krivky v R™ 24 Py S 0 S

2 TR
Resent. .
"7
%‘“ ““\“&
AY
8 D b
3_ V PLZNI
2-
1.
Obr. 2.2: (p,) z pr. 2.6a) Obr. 2.3: (pp) z pf. 2.6b)

Neni tézké si rozmyslet (a pritom nadm pomohou i geometrické obrazy danych kiivek
znézornéné na obrézcich 2.2-2.5), ze

e jednoduchymi kiivkami jsou ¢, a @g;

e uzavienymi kiivkami jsou ¢, a @p;

e jednoduchou uzavienou kiivkou je pouze kiivka ¢,;
e hladkym obloukem neni zadnd z danych krivek;

e po castech hladkymi kiivkami jsou ¢g, ©p a @q4.
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A4

K Ve
2000 =
a t=-5 2 -1 t=0 1
|
Obr. 2.4: (p.) z pr. 2.6¢) Obr. 2.5: (pq) z pt. 2.6d)

2.7 Neékolik poznamek (k prikladu 2.6).

e pro kiivku ¢(t) := (3 +2cost,2+ 2sint), D, = (0,3m), plati (¢) = (pa) = (), ale ¢
neni uzavrenou krivkou;

e neexistuje hladky oblouk, ktery by byl parametrizaci (pg4);

e pro kiivku p(t) = (3,]t3]), t € (—/2,2), plati (¢) = (pg), ale ¢ neni po Eastech
hladkou ktivkou.
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2.8 Cviceni. Nakreslete geometricky obraz dané kiivky ¢ definované na intervalu I a roz-
hodnéte, zda se jedna o jednoduchou kfivku, uzavrenou krivku, hladky oblouk a po ¢astech
hladkou krivku:

a) (t) := (cost, 2 + arcsin(cost)), I = (—m,m);

o
~—
©
—

~
~—
Il
—
[\)
wn
=15
B
[N
s+
W
Q
(@)
wn
[\
~
~—
~
Il
—~
=

~ N

~

2.9 Priklad. Parametrizujte mnozinu €2, je-li

a) Q={(z,y) eR?: 3z+2y=1 A z € (L,3)};
.’D2 2 .
b) Q= {(z,y) eR*: T +% =1}
C) Q:{(I,y,Z)ER3Z $2+y2+2’2:9 /\ 2{E—|—y—3z:0}’
d) Q={(z,y,2) eR®: 2+ 92 +22=4 A 2 +y? =2z A 220}

a) Q= {(z,y) e R?: yz% A x€(1,3)} = (p), kde

o(t) == (t, %) , te(1,3).

b) Dand mnozina je elipsou s poloosami 2 a 3. Pri jeji parametrizaci ndm dobfe poslouzi

ZAPADOCESKA
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tzv. zobecnéné polarni souradnice:

(2r cost)? n (3rsint)?
4 9

= {(2cost,3sint) : t € (0,27)},

Q= {(2rcost,3rsint) : =1ATr20At€(0,2m)} =

a proto
Q= (p), kde ¢(t) := (2cost,3sint), t € (0, 2m).

¢) Mnozina Q je zfejmé kruznici v prostoru (se stfedem v bodé s = (0,0,0), polomérem
r = 3 a lezici v roviné 2z + y — 3z = 0). V prikladu 2.6a) jsme si ukdzali, Ze mnozina

{(z,y) € R? : (x,y) = (3+ 2cost, 2+ 2sint) =
= (3,2) + 2cost (1,0) + 2sint (0,1), ¢ € (0,2)}

je kruznici (v R?) se stiedem v bodé (3,2) a polomérem 2. Podobné Ize ovéiit (a rozmys-
leme si to podrobné), ze mnozina

{(:L‘aya Z) € RS : (.’L‘,y, Z) = (81352733) +7"COSt(’U,1,’U,2,’U,3) +TSint(U1a’U2a’U3)a
t€(0,2m)}

je kruznici (v R?) se stiedem v bodé s = (s1, 52, 53) a polomérem r, kterd ,lezi“ v roving,
jejimiz jednotkovymi navzdjem kolmymi smérovymi vektory jsou

u = (u1,us,us3) a v = (v1,v2,v3).

Nyni se vratme k nasemu tdkolu. Stfed s a polomér r uz zndme. Stacéi najit (libovolné)
dva vektory u a v vyse uvedenych kvalit. K tomu staci zvolit v roviné 2z +y — 3z =0

ZAPADOCESKA
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VIR
dva (libovolné) linedrné nezdvislé vektory, napt. @ = (1,—-2,0) a 0 = (3,0, 2) a zortonor-
malizovat je: V

- 1 - (,, ) "'n \n\\‘“
a 0—(0-u)u

U= =—72(1,-20), v=—0o (6,3,5),
all /5 6= G- wul — v70

ZAPADOCESKA
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L

|
kde - u = (3,0,2) - (\[ \_/g, 0) = f je skaldrnim sou¢inem vektoru v a u.

Maéme i jinou moznost, jak najit vektory u a v: zvolime libovolny jednotkovy vektor lezici
v roviné 2z +y—3z = 0, napiiklad u = ﬁ = \/ig(l, —2,0), a vypocteme v jako vektorovy
soucin vektoru u a jednotkového normalového vektoru roviny 2x +y — 3z = 0, tj. vektoru

_ 1

Zavér — jednou (z nekone¢né mnoha) parametrizaci mnoziny 2 je kiivka
L(1 -2,0) + 3sintL
Vs \/ﬁ
3 18 6
(%cost—i—msmt, \/_cost—i—\/_ \/_smt)
d) Ukazme si dvé z moznosti, jak lze postupovat. Prvni, vyuzivajici cylindrickych soutadnic,
vede k vyjadieni

@(t) :== (0,0,0) + 3cost (6,3,5) =

t € (0,2m).

Q:{(rcost,rsint,z)eR3; rP24+22=4ANr?=2rcost A z=0 A
Ar20Ate (-, >}:

= {(rcost,rsint,2) €R®: z=v4—-12 Ar=2cost A\T2Z0AtE(—T,m)}=
={( (2cos®t,sin(2t),2|sint]) € R : t € (—g,g)} _
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a k parametrizaci .

“ 9 7
2 &

STRAVY,
0"4' ““\‘\‘

-

1(t) := (2cos® t,sin(2t), 2| sint]), Depy = <—g, g>.
Druhy pristup je zaloZen na pozorovani, ze

Q={(z,y,2) €ER3: (z-1)2+¢y>=1A z=V4-2z} =
= {(cost + 1,sint, /4 —2(cost + 1)) e R*: t € (0,2m)},

ZAPADOCESKA
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L

a proto Q = (p2), kde

t
@a(t) := (cost +1,sint, V2 — 2cost) = (cost + 1,sint, 2 sin 5), D9 = (0, 27).

2.10 Cviceni. Parametrizujte mnozinu {2, je-li

r,y) ER?: 22—y =1 A 220}
T,y ER?: y2 =12 A x < 2);

z,y,2) ER3: 22+ 2 +22=9 A 22+942-22=0 A 220}
T,y,2) ER3: z=22—9% A 22 +y? =6);

o
D0 20 D 2
Il
—~ /’-‘: —

={

z,y,2) ER3: y2 =12 A 22 =y}
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Kapitola 3
Krivkovy integral

3.1. Krivkovy integral 1. druhu

3.1 Motivace. Bud ¢ : (a,b) — R? hladky oblouk a bud funkce f : R? — R kladna
a spojitd na (p). Zadejme si kol spocitat ,,obsah plochy“

7={(z,y,2) €R®: (z,9) € (p) A 0L 2 £ f(z,y)}

Uvazujme déleni
D:a=ty<ti1 <---<th,=b
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intervalu (a, b). Je pfirozené aproximovat pocitany obsah ¢islem

n—1 n—1
Do) - lle(tren) — o)l = Y Flpr) - 19 () - (e — )]l =
k=0 k=0

n—1 b
=" Flo(r) - I’ @)l - (trer — ti) %/ Fle@®) - le' @)l dt.
k=0 @

3.2 Poznamka. Nyni bychom mohli postupovat podobné jako v definici Riemannova in-
tegralu, tzn. uvazovat funkci f : R? — R (pouze) omezenou na (), definovat pro kazdé
déleni intervalu (a,b) horni a dolni soucet pfislusny tomuto déleni, ... .

Usnadnime si prici: budeme definovat krivkovy integral 1. druhu pouze pro funkce spo-
jité.

3.3 Definice. Bud ¢ : (a,b) — R™ hladky oblouk a bud funkce f: R"™ — R spojitd na
(p) = p({a,b)). Krivkovy integrdl 1. druhu funkce f podél krivky ¢ definujeme rovnosti

b
/ f(z)ds = / Fe®) - I/ @)l dt. (3.1)

Je-li ¢: (a,b) — R™ po ¢astech hladka kfivka (tzn., ze existuje déleni
D:a=ty<t1 <..<t,=0b

intervalu (a, b) takové, ze pro kazdé i € {1,...,n} je kiivka

ZAPADOCESKA
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i 1= S0|<ti71»ti> Y7
NI

hladkym obloukem) a funkce f: R™ — R je spojitd na (p), definujeme

/ fayds:=>" [ f(z)ds. (3.2) D g
SD 1/:1 1/12 V PLZNI

3.4 Poznamka. Je-li kiivka ¢ = (¢1,...,0m) : (a,b) — R™ hladkym obloukem a je-li
funkce f: R™ — R spojitd na (p), je funkce

te fle(®) - L' @I = fle(t)) - \/(Sf)’l(t))2 + o+ (em(®)? R

vyskytujici se v (3.1) spojitd, a proto integrovatelna na (a, b).

3.5 Poznamka. D4 se ukazat, ze definice f@ f(z)ds (viz (3.2)) neni zavisld na konkrétnim
yrozkladu® po ¢aslech hladké krivky ¢ na hladké oblouky ;.

Vlastnosti kfivkového integrélu (linearita, aditivita, ...) plynou z vlastnosti ur¢itého (Rie-
mannova) integrélu.

3.6 Priklad. Vypoctéte
a) f(p(m2 +y*)ds, kde ¢ : (0,2m) — R?, ©(t) := (cos(2t),sin(2t));
b) fw(mZ + y* + 2%)ds, kde ¢ : (0,27) = R3, ¢(t) := (2cost,2sint, t);

c) J, (22 — /a? +y?)ds, kde ¢ : (0,2m) — R3, o(t) := (tcost,tsint,t).
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VIRV
Resent. ||
, > 27 ) 9 ] 27 AL D) srand® 7
a) (® +y“)ds = [ (cos*(2t) +sin*(2t)) - ||(—2sin(2t),2cos(2t))||dt = [ 2dt =4x. gy
© 0 0

ZAPADOCESKA
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2w
b) /(332 + 92 4+ 22)ds = / (4cos®t + 4sin®t +t2) - ||(—2sint, 2cost, 1)|| dt =
© 0

L

- /0%(4+t2)\/5dt = \/5<87r + 8%)

27
c) /f(m,y,z)ds=/(2t—\/t_2)-||(cost—tsint,sint+tcost,1)||dt=
%)

24472

/t”2 2 g /“du‘é[z 0 = 22 (1ot o1).

3"

((s1) : uzili jsme substituci 2 4+ 2 = u).

3.7 Cviceni. Vypoctéte
a) / V1+432ds, kde ¢ : (—1,2) = R?, o(t) := (¢,1?);
%)

2
z Q
®) / s ds, kde ¢ (0,2m) — BY, {t) = (cost sint, ).
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VIR
3.8 Priklad. Vypoctéte
" 3 3 Y7
/w yds, / x°yds, oS
® —p
je-li
@: (—1,3) > R?,  o(t) :=(t,1+1). [‘ > gﬁ:"iv‘:é:ﬁf.ii“
Resent.
3 ° 3 3 3 4 344
Pyds= [ A+, D)dt= [ (& +¢)v2di= = V2
© —1 -1

/_ww%ds:/l(_t)?'(l—t)'H(—L—l)Hdt=/_13(164—t3)\/§dt=% 2.

-3

3.9 Véta (o nezavislosti na parametrizaci). Necht ¢ a ¢ jsou jednoduché nebo
jednoduché uzaviené po ddstech hladké krivky v R™, necht (©) = (¢) a necht funkce
f: R™ = R je spojitd na (p). Pak plati

/(pf(w)ds:/wf(x)ds.
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3.10 Umluva. Vsimnéme si, 7e za situace z véty 3.9 je hodnota f(p f(z)ds jednoznacné
urc¢ena pouze funkci f, mnozinou (p) a informaci, ze ¢ je jednoduchd (nebo jednoduchd
uzaviend) po Castech hladké kiivka.

Budeme-li nékdy pséat (ve shodé s praxi)

/f(m) ds, kde k C R™,
k

a mluvit o kfivkovém integralu 1. druhu funkce f podél ,kiivky“ k, budeme tim rozumét,
ze k = (p) pro n&jakou jednoduchou (nebo jednoduchou uzavienou) po ¢astech hladkou

kiivku ¢ a ze
/f(:c)ds :=/f(x)ds.
k @

Pokud kfivka ¢ pozadovanych vlastnosti neexistuje, nema symbol fk f(z)ds zadny
smysl!

3.11 Priklad. Vypoctéme
a) [, V&2 +y?ds, kde k = {(z,y) € R?*: 2® +y? =6z };
b) [.(x +y)ds, kde k C R? je obvod trojuhelniku s vrcholy (0,0), (1,0), (0,1);

¢) [, a%yds, kde k je hranici kruhové vysede ohrani¢ené kruzmici 22 + y* = R* (R > 0),
kladnou ¢dsti osy x a polopfimkou y = z, z = 0;

d) f<¢> y?ds, ¢(t) := (2(t — sint), 2(1 — cost)), Dy = (0, 2m).

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI




Krivkovy integral 36 P S oS

RN
Resen. ||
“ 9STRAVY, 7
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Y ¥4 %/"H \n\“"&
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ZAPADOCESKA
1 Ve
&
0 3 6
&
= 0 1
Obr. 3.1: k z prikladu 3.11a) Obr. 3.2: k z ptikladu 3.11b)

a) Nejprve je tfeba najit kiivku ¢ pozadovanych vlastnosti. Jelikoz
k={(z,y) €R?: (z-3)2+4% =32},

je mnozina k kruznici znédzornénou na obrazku 3.1 a k jeji parametrizaci lze pouzit (mimo
jiné) ,posunutych® polarnich souradnic, tj. k = (¢), kde

©:(0,21) = R%,  o(t) := (3cost + 3, 3sint).
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Y
Al (2)
r"—— o S
// \‘\
, “\
/ Wt =21 —¢
(pr)ft=c¢ {p3) T
2 47

Obr. 3.3: k= (p1) U(p2) Ulps)  Obr.3.4: (p) = (1) U {p2) U {ps)
z piikladu 3.11c) z prikladu 3.11d)

Pak

/\/xz—i-y ds—/\/ 3cost+3 (SSlnt H( 3sint, SCost)Hdt

27
=9v2 \/1+cos dt—9\/_/\/2cos2 dt

=18/|cos—|dt—36/cos—dt—72

m

2\ IsTRAvY,
G 'S \}
o TRA Q

%
Y, 5
70, i v “\Q‘v

L
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b) Zadany trojuhelnik je na obrazku 3.2. Zvolme
(t,0), t€(0,1),
o(t) =< (2—-t,t—1), te(1,2),
(0,3 —1), t e (2,3).

Pak (viz vyse uvedenou tmluvu):

/k(x+y)ds=/(p(x+y)ds:
1 2 3
=/ t-||(1,o>||dt+/ 1‘||<—1,1>||dt+/<3—t>-||<o,—1)||dt=1+¢§.
0 1 2

Lze vsak postupovat i Sikovnéji; rozdélime k na jednotlivé tsecky, a ty pak parametrizu-

jeme:

/k(:r—ky)ds:/(x+y)ds+/(m+y)ds+/(x—i—y)ds,

k1 ko ks
kde
kl = <901>§ ng(t) = (ta 0)7 te <O7 1>;
ko = <902>§ @2(t) = (ta 1- t)v te <07 1>;
ks = <<P3>; @3(t) = (O7t)7 te <O7 1>'

Timto zptisobem ziskdme

/k(x—l—y)ds:/o t-||(1,0)||dt+/0 1-|y(1,—1)||dt+/0 £ 10(0,1)]| dt = 1+ V3.

(Ctenaii se vyplati, rozmysli-li si korektnost tohoto postupu podrobné.)
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R
c) Ziejmé .
2 _ 2 2 2 “ N 57
z7yds = r yds + x yds + x yds, (3.3)
k ©1 w2 ®3

D S
Y1 = (t, 0), t e <O,R>7

&
S

-

STRAVY,
0"4- ““\‘\*’
kde
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@2 := (Rcost, Rsint), t € (0,%),

p3:= (t,t), t € <07%>,

(viz obrazek 3.3). Nyni sta¢i spocitat jednotlivé integraly:

R
/ :c2yds:/ t2.0-1dt =0,
p1 0

%
/ zPyds = / R3cos?t sint \/R2 (sin?t + cos?t) dt =
2 0

V2 4 4
D [T = e S L )
1

(pouzili jsme substituci (s1): cost = u),

R 4. R
2 V2 3 vz 2 41 _ V2,
ds = Bv2dt =v2|= | = YIpi- = YR
/mxys/O V2 \/_[4}0 44 16
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VIRV
a dosadit do (3.3):

(8:3) T7

‘:’4'/ - é"»\

16 — v2 x>
/w2yds:/ x2yds+/ w2yds+/ 2yds = —\/_R4. .
k ©1 [72))) ©3 48—

’ ZAPADOCESKA

d) Obrazek cykloidy (¢) je zndzornén v 3.4. Mechanickym vypoctem dostaneme v RLZNI

2w
/ y*ds = / 4(1 — cost)? \/(2(1 - cost))2 + (2sint)? dt =
() 0

2m 2m
:4/ (1 —cost)? /8 —8cost dt:8\/§/ (1—cost)g dt =
0 0

2T 5 27 T
t\ 3 t
=8\/§/ <ZSin2 —)2 dt=64/ Sin5—dt:128/ (1—(:os2u)2 sinu du =
0 2 0 2 0
-1 2048
= 128/ (1-22)°(-1) dz= 2=
) 15

Rozmysleme si, Ze tento vypocet (byt vede ke spravnému vysledku) neni korektni. Ne-
korektnost spociva v tom, ze v krajnich bodech je

¥'(0) = ¢'(2m) = (0,0),

coz znamend, ze o neni po ¢astech hladkou kiivkou. Zustava otdzkou, zda vubec lze ()
parametrizovat néjakou po castech hladkou krivkou, protoze v opacném pripadé by bylo
nekorektni i samotné zadani prikladu.
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»Rozdélme* (pro néjaké e € (0,7)') kiivku ¢ na tii ¢asti: v 57
) S
NS,

— - o o
PL=Pliogr P27 Plean—e @ P37 Plan—com s
Pak ¢y je ziejmé hladkym obloukem a obrézek 3.4 spravné napovidd, ze mnoziny (p1) R
a (p3) jsou grafy hladkych funkci g a h proménné vy, 2 tj. > ez

(p1) ={(9(y),y) € R?*: y € (0,2(1 — cose))},

(p3) = {(h(y),y) eR?: ye (0,2(1 — cos(2m — 8)) )}
—_——

=Ccos¢

To néas vede k hladkym parametrizacim (p1) = (1) a (p3) = (¥3), kde
P1(t) == (g(t),t), t € (0,2(1 — cose)),
Y3(t) == (h(t),t), t € (0,2(1 — cose)),

a jistoté, ze (p) lze parametrizovat po ¢astech hladkou kiivkou.
Piipadné ztracenou divéru ve spravnost vyse ziskaného vysledku lze snadno znovu na-
1ézt, rozmyslime-li si, ze

/ y2ds:/ y2ds~|—/ y2d3+/ y2ds
() 1 ©2 Y3

1Obrazek 3.4 odpovids volbé ¢ = 1.
2Ctenar se miize pokusit vyuzit svou znalost cyklometrickych funkei a nalézt explicitni vyjadieni predpisi

funkci g a h.
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1849

a ze pro € — 0+ plati .
P P v"'r
‘:’4'/ - "8‘”\
/ y?ds — 0, / y*>ds — 0, s
1 3

2m—¢ 2r 204
/y2ds:/ ...dt—)/ oar = 208
©2 € 0 A
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3.2. Aplikace krivkového integralu 1. druhu

a) Délka krivky.

Je-1i ¢ po castech hladka kiivka, rozumime jeji délkou Cislo

I(p) == /@ 1ds.

b) Obsah vélcové plochy.

Bud dana ,plocha“!

7i={(2,9,2) €R®: (z,9) € {p) A0S 2 < fz,9)},

1Uvozovky zde maji zvyjraznit skuteénost, ze pojem plocha neni v tuto chvili definovan. P¥i interpretaci
je nutno se opfit o intuici a geometrickou predstavu.
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2 RS
kde ¢ : (a,b) — R? je po éastech hladké jednoduchd (nebo jednoducha uzaviens) kiivka v 57
a funkce f : R? — R je spojitd a nezdpornd na (). Obsah ..plochy“ 7 definujme rovnosti *::,* '3«5
/0"4- ““\‘\
o(r)i= [ fo.p)ds.
¢ D i

c) Bud k = (¢), kde ¢ je jednoducha (nebo jednoduchd uzaviend) po éastech hladka kiivka
v R?) a necht (délkovd) hustota ,kiivky“ k je popsdna funkci h : R? — R, kterd je
spojitéd a nezdpornd na k. Pak je rozumné uzivat (definovat) vztahy:

m(k) = / h(z,y)ds ... hmotnost ,kiivky* k,
%)

Sz(k) = / yh(z,y)ds ... staticky moment k vzhledem k ose z,

©
Sy(k) = / zh(x,y)ds ... staticky moment k vzhledem k ose y,
©

y?h(x,y)ds ... moment setrvaénosti k vzhledem k ose z,

z?h(z,y)ds ... moment setrvacénosti k vzhledem k ose y.

(Analogické vztahy lze napsat i pro prostorovou kfivku.)
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3.12 Cviceni. Vypoctéte
a) délku kiivky (jednoho zavitu sroubovice) ¢(t) := (cost,sint, 2t), t € (0, 27);
b) obsah valcové plochy

T:={(:p,y,z)€R3: x2+y2=1/\0§z§acy/\x20/\y§0};

c) soufadnice t&zisté étvrtiny kruznice z2 + y? = 4 lezici v druhém kvadrantu, jejiz délkova
hustota v kazdém jejim bodé je rovna kvadratu vzdalenosti tohoto bodu od bodu (2, 0).

3.3. Krivkovy integral 2. druhu

3.13 Motivace.

1) Bud (k) = (o; B) orientovand tsecka v R? (tzn. Ze je urcen jeji pocatecni bod o € R?
a koncovy bod 3 € R?) a bud f: R? — R? konstantni vektorové pole (tzn. ze f(x,y) :=
= fo € R?). Z fyziky je zndmo, Ze prdce vektorového pole f podél orientované tsecky (k)
je dédna skaldrnim soucinem

fo- (B—a).

2) Bud ¢ : {(a,b) — R? hladky oblouk a bud f : R? — R? spojité vektorové pole definované
na (p). Zadejme si ukol spocitat praci vektorového pole f podél ,orientované kiivky“
(p). Uvazujme déleni D : a = tg < t; < ... < t, = b intervalu (a,b). Nahradime-li
yorientované kiivky* ¢((tg,tg+1)) orientovanymi tseckami (p(tx); ¢(tx+1)) a na kazdé
z nich vektorové pole f konstantnim vektorovym polem s hodnotou f(p(tx)), ziskdme

ZAPADOCESKA
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tuto aproximaci poc¢itané prace:

n—1 n—1
> Fle(t) - (ltnrn) = @tr) = D flp(tr)) - (¢ (t) (trar — 1) =
k=0 k=0

b
~ [ o)

3.14 Definice. Bud ¢ : (a,b) — R™ hladky oblouk a f: R™ — R™ vektorové pole
spojité na (¢) = ¢((a,b)). Krivkovy integral 2. druhu vektorového pole f podél kiivky ¢
definujeme rovnosti

b
ﬂmm:/fmmwmw. (3.4)
(¥) a

Je-li p: (a,b) — R™ po castech hladka kfivka a vektorové pole f : R™ — R™ je spojité
na (), definujeme

x)ds = x)ds, 3.5
f@as=) | @) (35)

()

kde hladké oblouky t; vzniknou ,rozkladem* kiivky ¢ (viz definici 2.5 po ¢dstech hladké
kiivky).

ol
&7

S
<

( e 94 »
) STRAN
% D
0"4' ““\‘\

&
S

-

2,
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3.15 Poznamka (podobna 3.4). Maji-li hladky oblouk ¢ = (1, ..., o) a vektorové pole
f=1(f1,..., fm) predpoklddané vlastnosti, je

[ 1@ s [ fi@det ... + (o) dom =
(¥) ()

b
— [ A0 AO+ -+ Flol®) - it
pricemz funkce
te fi(e®) - @1(t) + ... + fm(0() - m(t) €R
je spojité (a proto integrovatelnd) na (a,b).

3.16 Poznamka (podobna 3.5). Da se i zde ukézat, ze definice f(go) f(z)ds (viz (3.5))
je nezavisla na konkrétnim rozkladu po ¢aslech hladké kiivky ¢ na hladké oblouky ;.

3.17 Priklad. Vypoctéme

a) I = [, f(z,y)ds, kde f(z,y) == (y — 1,2), ¢(t) := (3cost,2sint), t € (0, 7);
b) I = f(w)(x2 +y?)dz + (2% — y?) dy, kde ¢(t) := (t,1 — |1 —¢]), ¢t € (0,2);

c) I = f(so) rdz +ydy + (zz — y) dz, kde ¢(t) := (¢2,2t,4t%), t € (0,1).

ZAPADOCESKA
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v en

Obr. 3.5: (p) z piikladu 3.17a)

&
S

“ 2 7
%,

»
'STRAN §
Q
Zxg ynis

=
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(1) M (P2)

Obr. 3.6: (¢) = (1) U (p2) z prikladu 3.17Db)
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Resend. I!!I
“ IsTRANS, 7

%

Y, 5
70, i v “\Q‘v
a‘)

2s1nt —1)(—3sint) + (3cost)(2cost) dt =

0

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

A4

/2 sin?t + 3sint + 6 cos? tdt-/600s(2t)+33intdt:
0 0

= 3[sin(2t) — cost]

[=ICIE}

=3.

(Geometricky obraz kiivky ¢, tj. ¢tvrtina elipsy 22/9 + y?/4 = 1 lezici v prvnim kvad-
rantu, je zndzornén na obrazku 3.5.)
b) Zvolme (viz obrazek 3.6)

¢1 = 30|<0’1>7 ¢2 = Q0|<1’2>'
Pak (viz definici 3.14)

I:/ (:E2+y2)da:+(932—y2)dy—l-/ (a:2—|-y2)daz+(:v2—y2)dy:
(1) (v2)

=/1(t2—|—t2)-1+0-1dt+/2(t2+(2—t)2)-1+(t2—(2—t)2)(—1)dt=
0 1

=[5l PO =50 S5
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49 P oS
c)

R

“ 2 7
%,

»
STRAN (.\}
4,
70, i v “\"v

&
S

I

=

1 9 5 2d t4 t2 tS t4 1
= t* -2t +2t-2 4¢° — 2t) - 12t° dt = [2— 4— + 48— — 24—
/0 + + ) 1 Ty Ty 410

Mot en

3.18 Priklad. Bud

ZAPADOCESKA
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A4

flx,y) = (2 +y,2y);

o) : (=1,3) = R?, ©(t) := (¢, 1+1).

Potom

/(w)f(w,y)cb:/

3
(a:2+y)dw+2ydy:/ 2+ (1+1),201+ 1) - (1,1)dt =
) -1
3
:/ (t2+3t+3)dt:%,
1 2

/(_w)f(w,y)ds=/1

(—t)2+ (1 —1),2(1 — 1)) - (-1, 1) dt =
3

1
1
_/ (—t2+3t—3)dt_—ﬂ.
=8
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3.19 Véta (o nezavislosti na parametrizaci). Necht ¢ (a,b) — R™
a ¥ (¢,d) - R™ jsou jednoduché nebo jednoduché uzaviené po castech hladké krivky
v R™, necht (¢) = () a necht vektorové pole f: R™ — R™ je spojité na (p). Pak plati

ds = ds,
(w)f(w) ’ /w) A

jsou-li krivky ¢ a1 souhlasné orientované (tzn. Ze existuji redlnd ¢isla t € (a,b), t* € (c,d)
a &> 0 takovd, Ze p(t) = Y(t*) a Ze ¢'(t) = ¢Y'(t*)).

Jsou-li krivky ¢ a 1 nesouhlasné orientované (tzn. Ze existuji redlnd cisla t € (a,b),
t* € (¢,d) a & <0 takovd, Ze p(t) = Y(t*) a Ze ©'(t) = ¢YP'(t*)), je

z)ds = — x)ds.
1) /(w) 0

3.20 Umluva (podobna 3.10). Je-li (k) C R™ takovad mnozina, Ze existuje néjakéd jed-
noduchd (nebo jednoduché uzaviend) po ¢dstech hladkd kiivka ¢, pro niz je (p) = (k),
budeme obcas psit f(k) f(x)ds misto spravného f(@) f(z)ds. Ma-li byt tato amluva ko-
rektni, je tfeba pridat ke ,kiivee“ (k) jesté jeji ,orientaci“ (tj. ,smér probihdni*) a kiivku
i vyse uvedenych vlastnosti zvolit ,,souhlasné orientovanou®. Vse se vyjasni prikladem.

3.21 Priklad. Vypoctéme
a) I = f(k)(ex +y)dr +xy? dy, kde (k) = {(z,y) € R?: y?> =2 A x < 3} a ,orientace” (k)
je urcena pofadim bodi (3, —v/3), (3,v/3);

@:
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b) f(k) f(z,y)ds, je-li f(z,y) :== (v + 2y,y) a (k) C R? je orientovany obvod trojihelniku - ! 5
«%’ <

O
%, <

s vrcholy (0,0), (1,0), (0,1), jehoz orientace je ddna uvedenym poradim vrcholi; :’"“‘;
DY

c) f(k) f(z,y,2)ds, kde

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

f(x’yv Z) = (y2 - 22,2,’2 - 1'2,132 - y2)a

(k):{(:c,y,z)eR3: :c2+y2—|—z2:1/\xiO/\yiO/\ziO/\xyzzO}

L

a orientace (k) je ddna poradim bodu: (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1).

2 Y Y
V3
1
€T
0 3
z
W 0 i
Obr. 3.7: (k) z prikladu 3.21 a) Obr. 3.8: (k) z piikladu 3.21b)
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(k1)

Obr. 3.9: (k) = (k1) U (ko) U (k3) z prikladu 3.21 ¢)

Resend.
a) Ziejme lze psat (viz obrazek 3.7)

(k) = {(t%,t) : t e (—V3,V3)},

a proto
& 23 t51Vv3 38v/3
I=/ (6t2+t)2t-|—t4dt:[et2+—+_] :_\/_,
-3 3 51-v3 5

R

m @

‘ e 94 »
) STRAN S
2 <
Ckj ““\‘\

&
S

=
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b) Zvolme
(t,0), t€(0,1),
pt):=<(2—-tt—1), te(l,2),
(0,3 —1t), t € (2,3),

a vsimnéme si, ze pri této parametrizaci ,orientace souhlasi“. Je proto

1 2
fmy)ds—/o(t—i—o 0) - (1, O)dt—i—/(2—t+2(t—1)t—l)-(—l,l)dt—i—

+/Z(0+2(3—t)73 ) (0,~1)dt = /tdt—i—/ dt+/ 34 f)dt =1

Vypoctéme dany integral jesté jednou, sikovnéji (detailni rozmysleni ponechme svédomi-
tému Ctendri):

/f(x,y)dsz Fogide= | fmg)de= | A
(k) (1) (02) (3)

kde

p1(t) := (¢,0), t € (0,1);
pa(t) == (t,1 1), t €(0,1);
w3(t) :=(0,t), t € (0,1);

m

2\ IsTRAvY,
S Q\I5TRAY
TRA Q

%
Y, 5
70, i v “\Q‘v

L
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a proto .
“ 2 7

! ! %n“\“"@
| fewnas= [0 @od- [@-t1-0-0,-a- :
(k) 0 0

ZAPADOCESKA
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—/1(2t,t)-(0,1)dt:—_1.
0

c) ,Krivka“ (k) je zfejmé sjednocenim ¢tvrtkruznic (kq), (ko) a (k3) (viz obrazek 3.9). Tyto
¢tvrtkruznice muzeme parametrizovat (napriklad) takto:

T = cost, z =0, T = sint,
(k1): y = sint, (k2): y = cost, (k3): y=0,
z=0, z = sint, z = cost,
t€(0,3); t€(0,3); t € (0,3);
orientace orientace orientace
souhlasi, souhlasi, souhlasi,
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a proto .
‘- 2 7
%,

3 .2 q 2 L ““\ﬁ"@
fds= [ (sin“t)(—sint)+ (— cos”t)(cost)dt+
(k)

0

: in?¢)(— sin — cos? t)(cos
+/O (sin®)(= sint) + (= cos® ¢) (cos t) di+

s

’ — cos® t)(cos sint)(— sin =
+ [ (= cost t)cost) + (sin® )(—sine)

ZAPADOCESKA
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s,

=/2 —3sin®t — 3cos®tdt = —4.
0

3.22 Cviceni. Vypoctéte

a)

1 1
/ ——  dz+———dy,
) 1z + |yl || + |y]

je-li (k) orientovany obvod ¢tverce o vrcholech (1,0), (0,1), (—=1,0) a (0,—1), jehoz ori-
entace je ddna uvedenym potradim vrcholi;

b) [y ¥? dz + 2° dy + 2® dz kde orientace ,kiivky*
(k) ={(z,y,2) eR3: 224+ 2 +22=9 A 224+ =3z A 220}

je déna poradim bodu: (0,0, 3), (%, %, \%), (3,0,0).
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3.4. Greenova véta
t 7
NI

3.23 Definice. Mnozinu 2 C R™ nazyvame oblasti, je-li soucasné:

e () oteviend (tzn. (Vo € Q)(3U(x)): =z € U(z) C Q); D p ZArmoncescs

V PLZNI

e () souvisld (tzn. ze kazdé dva body Q lze spojit kiivkou v Q; presnéji: pro kazdé
dva body «, f € Q existuje kiivka ¢ : (a,b) — Q C R™ takovd, ze p(a) = «
a ¢(b) = B).

3.24 Véta (Jordanova). Necht ¢ je jednoduchd uzaviend kirivka v R2. Pak existuji
oblasti Qy, Qs C R? takové, Ze

OR2\<(,0>291UQ2,
° leQQ=®,
o an =8Qg = (gD),

e 1 je omezend a Qy je neomezend (v R?).

0z ozn

(Oblast Q; =" int ¢ nazyvejme vnittkem kiivky @,oblast Qo “Z ext ¢ se nazjva vnéjsek
krivky ¢.)
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3.25 Definice. Bud ¢ : (a,b) — R? jednoduchd uzaviens po ¢astech hladka kiivka a bud ‘. =
t € (a,b) takové redlné &islo, Ze existuje (nenulovy) teény vektor ¢/(t) € R2, N A
Nenulovy vektor n(t) € R? nazveme vnéjsim normalovym vektorem kiivky ¢ v bodé ¢,
pokud soucasné plati:

ZAPADOCESKA
O n(t) . Sol(t) - 07 D ’ SI:LVZE"RIZITA
o (30 > 0)(Yh € (0,8)) : o(t) + hn(t) € ext .

Rekneme, 7e kiivka ¢ je kladné orientovand, je-li usporddana dvojice [n(t), ¢’ (t)] oriento-
vand stejné jako usporadand dvojice [e1, ea];* Feeno presnéji, je-li

ny, N2

>0,
T, T2

kde
(n1,n2) :=n(t), (11,72) = ¢'(t).

(,Prfi probihdni kladné orientované kiivky ¢ mame int ¢ po levé ruce*.)

Je-li
ng, N2
’ <0,
T, T2
iikdme, Ze kiivka ¢ je zdporné orientovand.
“e1:=(1,0), e2:=(0,1).
b Uvédomme si, ze &islo
71, T2

urcuje tret{ soufadnici vektorového sou¢inu (n1,nz,0) X (71, 72,0).
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3.26 Poznamka. Vyse uvedend definice kladné (resp. zdporné) orientované kiivky je ko-
rektni; je totiz nezavisld na blizsi volbé bodu ¢ € (a,b) takového, Ze existuje ¢'(t).

3.27 Priklady orientovanych krivek.
a) Krivka ¢q(t) := (cost,sint), t € (0, 2m), je kladné orientovana.
b) Krivka a(t) := (sint,cost), t € (0,2m7), je zdporné orientovana.

3.28 Véta (Greenova). Necht ¢ je jednoduchd uzavrend kladné orientovand a po édstech
hladkd krivka v R?, necht f = (f1, f2) : R? — R? a necht funkce fi1, fa, %—J;l, %i; : R”Z R
jsou spojité na € := int o U (p).

Potom plati

Of2 of1 _ _
4 [ (Goten - o )asty= [ fi e+ pienan= [ souis

Drikaz. Vétu dokazeme pouze pro specidlni pripad, kdy €2 je obdélnik, tj.

Q= (a,b) x (c,d)
(a,bye,d € R; a<b, c<d).

Nejdiive upravme (pomoci Fubiniovy véty) dvojny integral na levé strané dokazované
rovnosti:

@:
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// (%(@y)_%—?(%y)) dxdy://%(m,y)dzvdy—//%—J;(m,y)dxdy:
0 A g

- [ ([ Benar) = [ ([ Gee ) as-
= /cd[fz(a:,y)]fc:a dy — Lb[f1($,y)13=cdx =

d b
=/ (fQ(bvy)_fQ(a7y))dy_/ (fl(xvd)_fl(mvc))dmv

a potom (pomoci parametrizaci jednotlivych stran obdélniku ) kiivkovy integrél na pravé
strané rovnosti:

b d
/ f(fc,y)dszf(fl(t,C)-1+f2(t,C)-O)dt+/ (fulb,t) -0+ folb,t) - 1) di
) a c
b d
—/ (fl(t,d)-1+f2(t,d)‘0)dt—/ (Fulast) -0+ fala,t) - 1) dt =

b d
- / (it ) — fult, d)) dt + / (falb,t) — fola,1)) dr.

K dokonceni dukazu si stac¢i vSimnout, ze podtrzend Cisla jsou stejna.

ZAPADOCESKA
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R
3.29 Priklad. Vypoctéte pomoci Greenovy véty " . 7
2\ 5
a) R

&
S

-

2y
/ (z+y)dz+ (y — z)dy,
(k)

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA

kde (k) je ,kladné orientovana“ elipsa e

L

{(z,y) € R?: %+—:1} (a,b > 0);

1 2
/ — arctg Y dx + — arctg z dy,
(k) L Yy Y

kde (k) je ,kladné orientovand* hranice oblasti

Q={(z,9) eR?: (1<’ +1? <4 A(z<y<zV3)}

/ yz? dz + zy dy,
(k)

kde (k) je obvod ¢tverce o vrcholech (0,0), (0,1), (1,1), (1,0), jehoz orientace je déna
uvedenym potradim vrcholi;

d) obsah kruhu (o poloméru r > 0)

Q={(z,y) eR?: 22 +¢? <%}




Krivkovy integral 61

Resend. I!!I

( OspaN™ 7
«é. 'STRA {s

i Y= V3z %/"n' ““\‘,3.”
y= D
ZAPADOCESKA
Q
(k)
&
1 2
Obr. 3.10: Tlustrace k prikladu 3.29a) Obr. 3.11: Tlustrace k prikladu 3.29b)

a) Integral vypoctéme pomoci Greenovy véty

(kdeQ:{(x,y) ER?: +b—js 1})

substituce do zobecnénych polarnich souradnic
(x =arcost, y=brsint; J(r,t)=abr)

a Fubiniovy véty:

/(k)(x—i-y)dw—i-(y—ﬂc)dy:é/(—l—l)dxdyZ/o%(/Ol(—Qabr)dr) dt = —2mab.
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57
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‘ e 94 »
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=

8

Obr. 3.12: Ilustrace k piikladu 3.29c¢) Obr. 3.13: Tlustrace k prikladu 3.29d)

b) Oblast Qi ,kiivka* (k) jsou znédzornény na obrazku 3.11. Jelikoz

2 a8 2 1 1 2
%(g arctg—)=§1+z_§§ $2+y27
1 1 1 1
o0z ) ST e T g

je
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1 2 1
/ —arctgg der—arctgE dy://ﬁd:cdyé
k) % 7 Y Y ety

Q
2 51 T m 5 0T
=/1 (/ZLr T—zrdgo) dr=(§—z)[lnr]lzﬁln2

(v upravé (x) je uzito polarnich souradnic s Jacobidnem r a Fubiniovy véty).

c) Jelikoz (k) je ,zédporné orientovana* hranice oblasti Q = (0, 1) x (0,1) (viz obrazek 3.12),

je
/ yr? dz + zydy = — // (g(xy) — 2(y:EZ)) drdy =
(k) /. ox oy
Q

1 1 1 1
=—/ (/y—m2dm>dy——/y—
0 0 0

@: (0,2m) = R%, (t) := (rcost,rsint).
Potom pro obsah kruhu € (pfesnéji: pro miru mnoziny 2) plati

Q) = /1dwdy:1/ (—y)dz +zdy =
2 Jip)
2m

Q
1

5 /0 ((—rsint)(—rsint) + (rcost)(rcost)) dt = mr?.

(Doufejme, Ze ¢tenar prijal vysledek bez prekvapeni.)

d) Bud
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VIR
3.5. Nezavislost krivkového integralu 2. druhu na cesté v o
3.30 Pozorovani. Bud Q C R? oblast, bud ¢ = (1, 92) : (a,b) — Q hladky oblouk a bud LS
f = (f1, f2) : R? = R? spojité vektorové pole. Piedpokladejme, ze existuje funkce (za chvili
potencial) V : R% — R tifdy C! na Q takova, Ze pro kazdé (z,y) € Q je D p ZArmoncescs

grad V(z,y) = (avg;, y), Wéz’ y)) = (fi(z,y), f2(=,y)).

Uvazujme funkci F': R — R danou predpisem

Protoze
F(0) = S (e1(8),02(0) #1(0) + 5 (o1(0), 92(0) h(8) =
= f1(p1(8), p2(t)) @1 (t) + f2(p1(t), p2(t)) @5 (1),
plati

b
[ﬁ@w®=/h@ﬁhﬂ%%@+ﬁ%@wﬂﬂ%®&=
© a

= [F(t)]5 = V(#(0) - V(e(a).
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VIR
Je-li ¢ po ¢astech hladka kiivka, je' . I!!I o7
n n {'."4'/0“ ““\"3&\
| fends=3 | feds =3 (Vielt) - Viet) =
® k=
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3.31 Definice. Bud f : R™ — R™ spojité na oblasti  C R™. Rikdme, Ze vektorové pole
f je potencidlni na oblasti 2, existuje-li funkce V' : R™ — R (tzv. potencidl) takovd, ze

grad V(z) = f(x) pro kazdé z € Q.

Uvazujeme stejny ,rozklad“ kiivky ¢ na hladké oblouky jako v definici 2.5 po ¢astech hladké kiivky.
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3.32 Véta (o nezavislosti na cesté). Necht vektorové pole f: R™ — R™ je spojité na
oblasti Q C R™. Pak ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:

(1) f je potencidlni na 2,
(2) pro kazdou uzavrenou po cdstech hladkou krivku ¢ : (a,b) — Q plati

f(z)ds =0,
(¥)

(3) krivkovy integrdl 2. druhu vektorového pole f nezavisi v oblasti ) na cesté; tzn., jsou-li
o1 (a,b) = Q apa: (c,d) — Q takové po castech hladké krivky, Ze

p1(a) = pa2(c), ¢1(b) = p2(d),
je

(x)ds = f(z)ds.
(1) (p2)

Navic plati: je-li V' potencidlem f na 2, je

/ f(z)ds = V(o(b)) - V(io(a)) 2 / f(z) ds
(¥) ©

pro kaZdou po castech hladkou krivku ¢ : (a,b) — Q.°

/ * fa)as,

kde o, B € R™ a f: R™ — R™, musi byt bud f potencidlni na celém R™, nebo musi byt z kontextu jasné,
Ze integrujeme pres kiivku (s pocdteénim bodem « a s koncovym bodem ) lezici v oblasti §2, na niz je
vektorové pole f potencialni.

“Pouzivame-li symbolu

@:
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Na misté je otazka:
Jak zjistit, Ze dané vektorové pole je potencidlni?
Céstecnou odpovéd skryvaji nasledujici dvé poznamky.

3.33 Poznamka. Uvazujme na chvili, ze f = (f1, f2) : R? = R? je tifdy C! a potencidlni
(s potencidlem V') na oblasti 2 C R2. Pak (viz vétu o zdménnosti parcialnich derivaci) pro
kazdé (z,y) € Q plati

%(1’ )_Qa_V(I )_82_V(I )_62_‘/@ )_ia_v(x )_%(I )
oy ’y_(?yam ’y_(?ya:v ’y_aaz@y ’y_amay Y= g DY

Nagli jsme nutnou podminku existence potencialu. D4 se ukazat, ze v piipadé, kdy Q C R?
je jednoduse souvisld oblast (tj. takova oblast €, ze pro kazdou jednoduchou uzavienou
kiivku ¢ : {(a,b) — Q C R? je int ¢ C Q), je (pro vektorovou funkci f = (f1, fo) : R? — R?
ttidy C! na Q) rovnost

of, . Of

8_y(x7y) - ox (‘Tay)

pro existenci potencidlu i podminkou postadujici.

3.34 Poznamka. Je-li f = (f1, f2, f3) : R? — R3 tiidy C! na oblasti Q C R3, Ize podobné
dospét k témto nutnym podminkam existence potencidlu:

of _oh On _op o _oh
oy Oz’ 0z Oz’ 0z Oy )

ZAPADOCESKA
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VIR
1849
I zde plati, ze v piipadé jednoduse souvislé oblasti' Q C R? se jednd i o podminku posta-
e ix < A\ <l
Eujici. ) 4
/05'4' ““\Qﬁ

Zptusob nalezeni potencialu a jeho vyuziti pii vypoctu kiivkového integralu
2. druhu si ukazme na prikladech. D

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA

V PLZNI

3.35 Priklad. Vypoctéme
/ ydz + zdy, je-li p(t) := (cost,sint), t € (0, %>
(%)

Resend. Protoze R? je jednoduse souvisld oblast, v niz plati

oy |- Ox
oy Oz’
je vektorové pole f(z,y) := (y,z) potencidlni v R2.
Najdéme potencial f, tj. takovou funkci V : R? — R, pro niz (v R?) plati

W iey=5 » Do) =
81‘ 7y _y 8y 7y_ °©

Integraci rovnosti

ov

g By =Y
zjistime, ze

V(z,y) = zy + ¢¥(y)

!Ptesnd definice jednoduse souvislé oblasti v R® by pro nés v tuto chvili byla pili§ pracnd, vystacime
s intuitivni predstavou, Ze to je oblast ,bez dér“.
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69
o
pro n&jakou (dosud neznamou) funkci ¢ : R — R a kazdé (x,y) € R2. Po dosazeni do druhé v -
podminky (%—V(m,y) = z) dostaneme SN &
Y LS
0 /
z =g (2y +9(y)) =2+ 9 (y),
v D i
a proto ¢/(y) = 0. Odtud plyne, ze 1)(y) = ¢ pro néjaké ¢ € R. Rozmysleme si podrobné (!), e
ze funkce definované predpisy

V(z,y) :==zy+c, kdeceR,
tvoii pravé viechny potencidly f na R2.

K vypoctu daného integralu lze pouzit kteréhokoliv z nich (viz vétu 3.32). Zvolime-li
pro jednoduchost ¢ = 0, je
T
/ ydz + zdy = V(¢
(%)

7)) - Vip(0) = V(L ) - V(1,0 =

hot =

3.36 Priklad. Vypoctéme

(_1v_2)

a) I = [ (92%y + 242y® + 6 + 5y) do + (32 + 2422y + 8 + 5x) dy;
(2,1)

12

b) I =

(07 %

[ (2zy — ysin(zy)) dz + (22 + 2 — x sin(zy)) dy;
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2\ TR S
(2,-1,3) ..
ol= 2zyde + (22 — 2)dy + (1 — y) dz; T I;,‘n“;l 7
(10.0) T
(1,0,0)
d)I= [ (2z+3y+ sin(z?)) dz + (2z) dy + (222 cos(22)) dz. D
(07070) 3'\:’|LVZE"RIZITA
Resend.

a) V(z,y) = 323y + 1222y? + 6z + 52y + 8y = [ =V (-1,-2) — V(2,1) = —=60.

2

b) V(z,y) = 2%y + cos(zy) + 2y = U=V (52 =703 =% = F 3.

R

c¢) Uvédomme si, ze piiklad je korektné zadan, protoze vektorové pole

f(xayaz> = (2xy7x2 —Z, 1- y)

je potencidlni na (jednoduse souvislé oblasti) R?

(3(2961/) _ 5, O@—2) 0z 9(-y)

oy Ox 0z or '’

o2 =)y _20=v))

Najdéme potencial V:

oV
%(l‘,y,Z) = 233y = V(Qj,y’ Z) = :1:2y + d’(y,z),
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2 7ORS
pro né&jakou — zatim nezndmou — funkci ¢ : R? — R; " I!,!I 7
oV 9 9 s
B @19 = =2 = o (@Y $(,2) =2+ 5o, ) =
oY i
= a_y(y7 Z) =—z= w(y7 Z) =—zy+ 6(2)? v PLZNI

pro néjakou — zatim neznamou — funkci £ : R — R;

a—V(fﬁ,y,@ =l-y= %(fﬁQy —2y+£&(2) =-y+£&(2) >

0z
=282 =1=£(2)=z+c,

pro néjaké ¢ € R. Volime-li opét ¢ = 0, je

V(‘Taya Z) = $2y — 2y + =z,

a proto

(2,—1,3)
/ 2zydz + (22 — 2)dy + (1 —y)dz = V(2,-1,3) — V(1,0,0) = 2.
(1,0,0)

d) Zadany integral nem4 smysl, protoze

0

0 (2z + 3y +sin(2?)) =3 #£2 = %(

— 2
x z),

a tudiZ integrované vektorové pole neni potencidlni. (Pfec¢téte si pozndmku pod carou ve
véteé 3.32.)

A
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3.37 Cviceni. Vypoctéte I, kdyz
(2,0)

a) I = [ (32%y+ycos(zy))dz + (23 + 1 + z cos(zy)) dy;
(1)

(1,1)
b) I= [ (2ye™ + 2z + 2y?) dz + (2xe™ + 4y + 2y) dy;

(2,0)
(0,1,2)
o) I= [ 32%y?2da+ (223yz — 2%) dy + (23y? — 2yz + 322) dz;
(—-1,3,0)
(1,1,1)
d) I= [ (y?2%2+2z2)de + (2zyz? + 2y) dy + (22y°z + 22 + 1) d=.
(0,0,1)

3.38 Cviceni. Dokazte, ze vektorové pole

S x
fan = (-t )

neni na oblasti R? \ {(0,0)} potenciélni, a to piesto, ze v R? \ {(0,0)} plati

oO( _y \_90 ([ x
oy \ x2+y*) Ox\a2+y?/)’

(Neprehlédnéme souvislost s pozndmkou 3.33.)
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3.6. Aplikace krivkového integralu 2. druhu

a) Prace vektorového pole podél orientované krivky.
Bud vektorové pole f : R™ — R™ spojité na ,orientované kiivce“ (k) C R™, kde
(k) = (¢) pro néjakou jednoduchou (nebo jednoduchou uzavienou) po ¢astech hladkou
kiivku ¢.
Praci vektorového pole f podél ,orientované kiivky“ (k) rozumime ¢islo

A(k) ::/()f(x) ds
©

(samoziejmé predpokldddme, ze (k) je ,orientovana souhlasné“ s kiivkou ¢).

b) Obsah (presnéji mira) rovinych Gtvara.
Bud Q = int pU(p), kde ¢ je jednoduchd uzaviena kladné orientovand po ¢astech hladka
kiivka v R2. Potom plati (viz Greenovu vétu 3.28)

A(Q)zl/ (—y)d:L“—i—xdy:/ $dy:—/ ydx.
2 J i) () ()
3.39 Cviceni.

a) Vypoctéte praci vektorového pole f(x,y,z) = —(0,0,mg) podél péti zavitu Sroubovice
¢(t) == (rcost,rsint, —it), t € (0,107).
107

(Takovou energii ziskate, mate-li hmotnost m > 0 a sjedete pét zaviti toboganu, ktery
mé vysku A > 0 a polomér zatacky r > 0; konstanta g > 0 je tthové zrychleni.)

@:
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b) Pro a,b > 0 urcete obsah (miru) elipsy
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Kapitola 4

Kontrolni testy




Kontrolni testy

N

Test 1. Sestavte pravdivé vyroky.

1. Posloupnost a; := (1 =+

1
maé limitu (1, §,7r).
ma limitu (1,0, 7).

je divergentni.

11

k> 3k’

g

~1F B2 +k+1

2. Posloupnost aj := <( k‘

ma limitu (0, co).
1

3)'

ma limitu (oo, 00).

ma limitu (0,

je divergentni.

1\ *
3. Posloupnost aj, := (\IC/E, (1 + E) ,\/E —Vk+ 1)

ma limitu (0,e,—1).
m4é limitu (1,e, —1).
je konvergentni.

je divergentni.

)

3k

)

&
S
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™ en

k
4. Posloupnost ay := <<3k2ﬁ 1) ) ;2;31]2,
ma limitu (0, e,1).
ma limitu (1,0,1).
ma limitu <0, 0, %)
je divergentni.
5. Posloupnost aj := (%, ( + %)Sk, <1 +

ma limitu (0,65,0).
ma limitu (0, e,0).
ma limitu (0,65, e).

je divergentni.

Spravné zodpovézené otazky:

Ziskané body:

Procento tispésnosti:

1

k

k+\/E—\/E)

)

&
S
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Y

Test 2. Sestavte pravdivé vyroky.

1. Necht f(z,y,z) = (x?’yzz, T y) ac=(1,2,3). Pak
z

1
36, =
)
1
b = 12. =
f(c) ;3
g, 1
9
36, 12, 4
fOo=11 1 1
3’ 3 9
36, 12, 4
flloo=1 1 1 1
3 3 9

f neni v bodé ¢ diferencovatelna.

&
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N

2. Necht f(x,y,z) := (zy,arcsinx). Pak

'(0,1) = %
f(v)_ 0’
'0,1) = .
f1(0,1) = 1
'(0,1,3) = .
f(??)_ 1’

0,

fl(17073> = (

)

f neni v bodé ¢ = (0,0, 3) diferencovatelna.

Spravné zodpovézené otazky:

Ziskané body:

Procento tispésnosti:

O =

o O

).
).

=
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o

R
57

Test 3. Sestavte pravdivé vyroky. ..
9

‘ e 94 »
) STRAN
% v
0k4- ““\‘\

&
S

-

2,

1. Kiivka (t) == (£ — 2t + 3,#* — 2t + 1), D, = (1,0), je

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

jednoducha.

L

jednoduchéa uzavrena.
hladky oblouk.
po castech hladka.

uzavrena.
2. Kfivka @(t) := (2sin2t,4cos2t), Dy, = (0, g), je

jednoducha.
jednoduchéd uzavrena.
hladky oblouk.

po castech hladka.

uzavrena.

3. Kiivka ¢(t) := (2sin®t,4 cos’t), D, = <é_l’ 5), je

jednoduchd uzavrena.
hladky oblouk.

uzaviena.
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4. Kiivka ¢(t) := (2sin®t,4cos?t), D, = (—

jednoducha.

jednoducha uzavrena.

hladky oblouk.
po castech hladka.

uzaviena.

kiivka, jejimZ geometrickym obrazem je tsecka v R2.

kiivka, jejimz geometrickym obrazem je kruznice.

Spravné zodpovézené otazky:

Ziskané body:

Procento tspésnosti:

1849
v7
@ &
2 <
Ckj ““\‘\
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1849

Test 4. Dopliite spravné vysledky. " 7
’é}. Isranst IS

1. Necht ¢(t) := (tcost,tsint,t), D, = (0,1). Pak
/ lds =
%)

2. Necht ¢(t) := (2sint,2cost,t), D, = (—1,0). Pak

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

L

/($2+y2+22)ds:
%)

1 1
3. Necht ¢(t) := —=cost-(0,1,—-1) + —sint - (-2,1,1), D, = (0,27). Pak

V2 V6
/p$2d8:

! Zlomek »7  piste jako ,a/b“, nasobeni ,ab“ jako ,a*b“, mocninu »a’¢ jako ,a"b“, odmocninu ,,/a“
jako ,sqrt(a)“, logaritmus ,Ina“ jako ,1n(a)“, ¢islo ,7“ jako ,pi“, apod. Napi. vyraz ,,"—82 -(3In*7— é)“
napiSeme jako , (pi)”2/8*(3*(1n(7)) 3-sqrt(5)/2) “.
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&
S

4. Necht ¢(t) := (sint,cost,t), D, = (0, 2m). Pak
2
/ ey ds =
pT°FY

5. Necht ¢(t) := (1 + cost,sint), D, = (0,27). Pak

/\/x2+y2ds:
%)

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:

“ 2 7
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Test 5. Dopliite spravné vysledky.'

1. Necht k = {(z,y) € R*: 2? +y* = 6y}. Pak

/\/a:Q—I—y?ds:
k

2. Necht’k:z{(%y,z)eR?’: P2y +22 =422 +y% =22 A z 2 0}. Pak

/\/y2+22ds:
k

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tispésnosti:

! Zlomek »  piste jako ,a/b“, nasobeni ,ab“ jako ,a¥b“, mocninu La’¢ jako ,,a”b“, odmocninu Aak

jako ,sqrt(a)“, logaritmus ,lna* jako ,1ln(a)“, ¢islo ,7* jako ,pi“, apod. Napt. vyraz ,,"—82 -(3 In®7— é)“
napiSeme jako ,,(pi)"2/8*(3*(1n(7)) " 3-sqrt(5)/2)“.
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Test 6. Dopliite spravné vysledky.!

1. Necht ¢(t) := (2cos®t,sin(2t), 2|sint|), D, = (—z z). Pak

2’2
/ (yz,zz,xz) ds =
(¥)

2. Necht (k) je obvod ¢tverce o vrcholech (1,0), (0,1), (—1,0) a (0,—1), jehoz ,orientace*
je déna uvedenym poradim vrcholi. Pak

1 1
/ dx + dy =
®) 17| + 1yl lz| + [yl

3. Necht (k) je obvod trojihelniku o vrcholech (0,0), (1,1) a (0,2), jehoz ,orientace® je
dana uvedenym poradim vrchola. Pak

/(@(x _y)Pde+ (2 — P dy =

! Zlomek »7 * piste jako ,a/b“, nasobeni ,ab“ jako ,a¥b“, mocninu »a’“ jako ,a"b“, odmocninu ,/a“
jako ,sqrt(a)“, logaritmus ,Ina“ jako ,1n(a)“, ¢islo ,7“ jako ,pi“, apod. Napi. vyraz ,,L: -(3In*7— é)“
napiSeme jako , (pi)”2/8*(3*(1n(7)) 3-sqrt(5)/2) “.
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VIRV
4. Necht ¢(t) := (2t — 2sint,2 — 2cost), D, = (0, 2m) a necht orientace mnoziny ((p)) je v I!V!I 5
déna poradim bodu ¢(0), p(27). Pak ";o,,/ G
/01(4' ““\Qﬁ
/ 3dx +2dy =
({e)) ZAPADOCESKA

L

UNIVERZITA
V PLZNI

5. Necht ¢1(t) := (cost,sint), D,, = (0, g) a necht po(t) := (sint,cost), Dy, = (0, ).
Pak

/ m2dx+y2dy+/ 2?dz + ¢ dy =
(¢1) (2)

Spravné zodpovézené otazky:

Ziskané body:

Procento tspésnosti:
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Test 7. Dopliite spravné vysledky.!

(2,1)
1. / (5y+24zy? +6+922y) dz + (5o + 242’y +8+323) dy =
(_17_2)

(1,1)
2. / (2ye™ + 2z + 2y?) dx + (2ze™ + day + 2y) dy =
(2,0)

(1)
3. / (3x2y + ycos(my)) dx + (:v3 +1+ a:cos(xy)) dy =
(2,0)

(07172)
4. / 322y z dx + (223yz — 22) dy + (23y® — 2yz + 322) dz =
(_17370)

! Zlomek »  piste jako ,a/b“, nasobenf ,ab“ jako ,a*b“, mocninu La’¢ jako ,,a”b“, odmocninu Aak
jako ,sqrt(a)“, logaritmus ,lna* jako ,1ln(a)“, ¢islo ,7* jako ,pi“, apod. Napt. vyraz ,,"—82 -(3 In37— é)“
napiSeme jako ,,(pi)"2/8*(3*(1n(7)) " 3-sqrt(5)/2)“.
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z R

LLD 5 4 2 2 l
5./ (y°2°4+22) dz+ (2zyz“+2y) dy+ (2zy“z+2x+1)dz = . A\ - <
( %,

&
S

=

07071) 4, @

STRANS,
TS
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(0,0,0)
6./ 2zydz + (22 + 6y)dy + 1dz =
(1,1,1)

(£7£7 )
7./2 ’ (coszsiny —sinz cosy) dz+ (sinz cosy —coszsiny) dy+0dz =
(0,0,5)

INE

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tispésnosti:
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Kapitola 5

Plochy

5.1 Definice. Plochou (v R3) rozumime kazdou spojitou vektorovou funkci

¥: G—R3,

pro niz existuje neprazdné oblast Q C R? takova, ze Q C G = Dy C Q.
Mnozinu
(@) == 9(G) = {¥(u,v) : (u,v) € G} CR3
pak nazyvime geometrickym obrazem plochy . Je-li M = (¢), fikdme, ze ¢ je
parametrizaci mnoziny M.
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5.2 Cviceni. Parametrizujte mnozinu M, je-li
a) M ={(z,y,2) €R®: 2?2+ 32 +22 =100 A -8 £ z S 6};

b) M= {(z,y,2) eR3: 22 +12+22=4 N2 +y2< 22 A 220}

Podobné jako tomu bylo v pripadé krivek, je tato definice prilis obecnd. Doplnime ji
proto jesté jistymi ,diferencidlnimi“ podminkami.

5.3 Definice. Omezenou oblast 2 C R? nazveme regularni oblasti, existuje-li jednoduché
uzaviend po ¢astech hladka kiivka (v R?) ¢ takova, ze = int ¢.

5.4 Definice. Plochu v = (¢1,%2,7%3) : Q — R3 kde Q C R? je regularni oblast,
nazyvame hladkym listem, plati-li:

i) ¢ je prosté zobrazeni;

ii) existuje vektorova funkce h = (hi, ho,h3) : R? — R3, kterd je tiidy C' na néjaké
oteviené mnoziné M D ), ¢ a pro niz plati: ¢ = h|g;

“Tzn. zZe vSechny parcialni derivace prvniho fadu funkei hy, he a hs jsou spojité na M.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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iii) pro kazdé (u,v) € Q jsou vektory

00 0y (1 ) D2, O
%(U,'U) E (au ('LL,’U), = (U,’U), = ('LL,’U)) )

0 oh oh oh
S w0) = (Gt 2w, G o)

linearné nezavislé.®

Mnozinu
Oy :=(0Q) = {¢Y(u,v) : (u,v) € IN}

nazyvame okrajem hladkého listu .

“Neprehlédnéme, ze pro (u,v) € Q je

2w = (G2, G2 ), G )

ou ou u
0 0 0 0
2 ) = (G ). 22w H2 )

5.5 Priklady hladkych lista.
® 11 (u,v) := (cosu,sinu,v), Dy = (0,F) x (0,2).

e ty(u,v) := (cosucosw,sinucosv,sinv), Dy = (0, F) x (0, 7).

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI




Plochy 2 m

1849

5.6 Poznamka (ke geometrickému vyznamu vektori g—ﬁ(u,v), g—f(u,v)). ‘_7
Vimnéme si (a pozorny ctendf vi, ze tak udinime jiz podruhé — viz pitklad 1.23), 7e
/0[(4- ““\‘\
8—w(u v) a a—¢(u v)
au ’ av ’ ZAPADOCESKA

L

> UNIVERZITA
V PLZNI

jsou smérové vektory telné roviny sestrojené k ,ploe" (¢) v bodé ¢(u,v).
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Kapitola 6

Plosny integral

6.1. Plosny integral 1. druhu pres hladky list

6.1 Motivace. Bud o = (11,%9,¢3) : Q — R? hladky list. Zadejme si tikol spocitat
y2hmotnost plochy“ (¢), je-li na () (plo$né) hustota popsana spojitou a nezadpornou funkei
f: RR =R

Vezméme dvojrozmérny interval (a,b) x (c,d) takovy, ze Q C (a,b) x {(c, d), a uvazujme
jeho déleni D = (D, D,), tj. systém dvojrozmérnych intervala

Tt = (Uk, Up41) X (U, Vi41) -

Je jisté pfirozené aproximovat pocitanou hmotnost m({y)) souc¢tem »_ m(¢(Jx)),

kde s¢itame pres ta k a [, pro néz je Jy; C Q. kil

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI




Plosny integral 94 P S 0

AZIRNA
Protoze ..
Y IsTRavY 7
U —u r %"% m\\‘“@
¢(uk+17 'Ul) - ¢(Uk, ,Ul) = dw(uk,vl)(uk—i-l — Uk, 0) = <¢/(Uk, Ul) : ( k+10 k)) =
T ZAPADOCESK.
%% (Uk, ’Ul), %% (Uk, ’Ul) D u:nvs:zc;r: g
uk _ uk 8 V PLZNI
= %(Ulmvl)a %(Ulmvz) ( +10 ) = (Up41 — ug) 8—(%7’01)
O3 3 (

ou (Uk;, ’Ul), v
a (postupujeme-li analogicky)

Do 141) = (ks ) = (gr = 1) o (v 1),

je jisté prirozené aproximovat ,obsah plosky“ t(.Jy;) &islem !

(U1 — uk)g—i(uk, vy) X (Vi1 — Ul)g_f(ukavl)

= Hg_z(ukavl) X g—f(uk,vz)

(Uk41 — ug) (Vi1 — 7).

1Z4pisem u X v, kde u = (u1,us,us),v = (vi,v2,v3) € R, rozumime vektorovy soucin vektori u a v
” ) b ) b ) ) ) )
tzn.
u X v = (U203 — U3V2, U3V1 — ULV3, U1V2 — U2V1).
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Ziskdme tak — nahradime-li hustotu f na kazdém 1(Jy;) konstantou f(v(ux,v;)) — tuto v 57
aproximaci po¢itané hmotnosti: %,* 4

Sy
P Gnvenaa
0 0 D v PLZNI
= Zf ¥ (ug, vr) H Q[)(uk,vl) w(uk,vz) (U1 — ug) (vt — i) &
ou ov
du dwv.

e B e

(Jisté se vyplati si v§imnout, ze pii f = 1 pocitame vlastné ,,obsah plochy“ (i).)

6.2 Definice. Bud ¢ : Q — R3 hladky list a bud f : R3 — R spojitd na mnoziné
(¥) = (). Plosny integral 1. druhu funkce f ptes hladky list ¥ definujeme rovnosti

[ v = ff s [ G

6.3 Poznamka (k definici 6.2). Za vySe uvedenych predpokladi je funkce
H 1/1 o

du dw.

(u,v) = f(

) X —(u,v)

ov

spojitd na uzaviené méritelné mnoziné (), a proto integrovatelnd na €.
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6.4 Priklad. Vypoctéme [ f(z,y,z)do, je-li
¥

a) f(z,y,2) =z +y+z ) :=1,uv), Q=Dyp=/{01)x(01);

b) f(z,y,2) = zv/22 + 42, (u,v) := (cosucos v, sinu cosv,sinv),
0= sz = <o,5> x (0, %).

Resend.
0 0
2) % ) = (0,1,0), T(w,v) = (0,0,1),
0 0 0 0
%(u,v) X 8—1’5(%1}) (1,0,0), H 71) ) X a—:f(u,v) =1
a proto

1 1 1
//f(:c,y,z)da:/ (/ l—i—u—{—vdu)dv:/ 1+ 2 ~|—vdv—g
s o ‘Jo 0

T7

- OspaN™ N
‘?‘-’ STRAY $
2, <S>
Sk g\

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L
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VIRV
b) Protoze pro (u,v) € Q plati: ||
“ IsTRANS, 7
0 %, &
a_w(u, v) = (—sinu cosv, cosu cos v, 0), >
u
aw . . . ZAPADOCESKA
—(u,v) = (— cosusinv, — sinusin v, cos v), uNIVERZITA
ov V PLZNI
3} 0
8—¢(u,v) X a—¢(u,v) = (cos? v cos u, cos® vsin u, sin v cos v),
u v
0 0
Ha—w(u,v) X 8—w(u,v) = Vcos?v = |cosv| = cosv,
u v

je

2

I
//z\/:c2+y2da://sinvcosvcosv dudv = z/ cos?vsinvdy =
0
() Q

N

ol

/1 —dew=%(4—\/§).

6.5 Poznamka. Vypocet ¢isla |la x b|, kde a,b € R3, Ize nékdy zrychlit uzitim vztahu

la x bl = /llall?[b]? — (a - )2,

jehoz diikaz ponechme ¢tenari.
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6.2. Plosny integral 1. druhu pres po c¢astech
hladkou plochu

@:

V praxi potfebujeme pracovat i se slozitéjsimi plochami, nez jsou hladké listy; napriklad
s parametrizacemi povrchu kvadru, koule, jehlanu, ... . Jedna se o tzv. ,po ¢astech hladké
plochy*“. Je jisté rozumné ocekavat, ze definice takovychto ploch bude analogickd definici
po castech hladké kiivky. Pro nase pohodli vSak v néasledujici definici budeme postupovat
jinak: po ¢astech hladkou plochou budeme rozumét mnoZinu bodu jistych vlastnosti.

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

6.6 Definice. Mnozinu S C R3 nazveme po &stech hladkou plochou, existuji-li hladké
listy 11, 1o, ..., 1, takové, ze plati:

i)

Obsah

S = Jwi) = Wa) U @) U ... U )
=1

98. strana ze 159

[=]
[£]
=]
[=]

ii) §# 5= (i) N (P;) T O N OY;

a bud (¢;) N (¥;) lze parametrizovat jednoduchou nebo jednoduchou uzavienou po
castech hladkou krivkou (pak v; a 1; nazyvame prilehlymi listy), nebo je (¢;) N ()
mnozina jednobodova nebo prazdna;

d
i

ili) i # j # k #i= (i) N (Y;) N (Yg) je mnozina jednobodova nebo prazdna;
iv) i # 1 = list ¢; je prilehly k nékterému z lista 1,12, ..., Pi—1.

(Za vyse uvedené situace nazyvame hladké listy 1,...,1, rozkladem po ¢dstech
hladké plochy S na hladké listy.)

Zavrit dokument

I Cels obrazovka/Okno
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RN
6.7 Definice. Jednoduchou kiivku ¢ : (a,b) — R? nazveme Césti okraje S, existuje-li \ 7
rozklad S na hladké listy 1, ¥, ..., ¥, a pravé jedno i € {1,...,n} takové, ze ‘“‘:»,,/0 “5
KA oW

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

0 # w(a,b) N (i) C OY; .

6.8 Definice. Okraj plochy S definujeme rovnosti

0s:= |J (.
© je Casti
okraje S

Je-li OS = 0, tzn. neexistuje-li kiivka ¢, kterd je ¢dsti okraje S, nazyvdme plochu S
uzavirenou.

6.9 Definice. Bod p € S, pro néjz existuje takovy rozklad S na hladké listy 1, ¥9, ...
Yy a Cislo i € {1,....,n}, ze p € (¢;) \ O, nazyvame reguldrnim bodem S.

6.10 Pozorovani. Vsimnéme si, ze v regularnim bodé p = ¢;(u,v) existuje teénd rovina
k plose S s jednotkovym normalovym vektorem

n(p) =
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VIRV
6.11 Definice. Bud v, 19, . .., ¢, rozkladem po ¢astech hladké plochy S C R3 na hladké ‘. 5
listy a bud funkce f: R3 — R spojitd na S. N @5
Chg ywy

Plo$ny integral 1. druhu funkce f pres po castech hladkou plochu S definujeme rovnosti
" Al CESKA
// f($7y,Z) do = Z// f(x,y, Z) do. D > sl:lLvZE"nlzm\
S =1y,

6.12 Poznamka (k definici 6.11). D4 se ukazat, ze tato definice je nezavisla na konkrét-
nim rozkladu po ¢astech hladké plochy S na hladké listy ;.
Specidlné: jsou-li 17 a b dva hladké listy takové, Ze (11) = (1)2), a je-li funkce f : R® — R

spojitd na (11), je
//f(a:,y,z)da = //f(m,y,z) do.
1 2

(Porovnejte toto tvrzeni s vétou 3.9.)

6.13 Priklad. Vypoctéme [[ f(z,y, z)do, kde
S

a) f(z,y,2) = m a S je povrchem ¢tyfsténu s vrcholy (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0),
(0,0,1);

b) f(z,y,2) := 2%+ y? a S je hranici télesa
{(z,y,2) ER3: a2 +92 <252 A 221}

c) f(z,y,2) = 2%, S ={(z,y,2) ER®: z=ay A z® +y> S 1};
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VIRV
d) f(z,y,2) =2y, S={(z,9,2) €ER3: 22+ 92 =42 A220Ay=20A 2= 1}; I!,!I 5
e) f(wayaz) =z %"'k,iu“\“"'&

S={(z,y,2) ER3: 22+ +22=9A220Ay20A220Ax+y=<3}

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

Resent.
a) Ctyistén S rozlozime na hladké listy S = (11) U (1) U (3)3) U (3)4), kde

A4

¥1(2,y) == (2,9,0), (z,9) € 2 ={(u,v) €R*: ue(0,1) Ave(0,1-u},
Ya(z, 2) = (2,0,2), (x,2) €

¥3(y,2) == (0,9, 2), (y,2) €

Ya(z,y) = (z,y,1 — 2 —y), (w,y) € Q.

Pak!
o1 _ 5’¢1 31/14 B 31/14 _ B

a kazdy ctendf si jisté prepocita, ze

152 x S22 = |52 x G2 = |52 x 2 =1

8:6 ox ’
3¢ oV
152 x5, 1= l@1.Dl = V3 o]

'Budeme zkrécené psit — a to i v dalsim textu — ,,% =...* misto spravného ,, az L(z,y) = « _
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Odtud plyne (viz definice 6.11 a 6.2)

//fda—// 1+:c—|—y 1dxdy+// oy Ldwdat
// 1+y 1dydz+// 1+ o V3dedy =
:/Q/(1+\/§)(1+$+y>2+2(1+1$)2da:dy:

LT 148 2
=/0 (/0 (1+Z+y)2+(1+x)2dy>d$=

mE

OsTRANY
TRA Q

%
4, 5
70, i v “\Q‘v

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

A4

3

N |

1 2 1—x
:/0 m(l v) - (1+\/_)[1+x+y]y od
:/0 (1+x)2_(1+\/§)<§_ m)dw=(x/§—1)ln2—7+
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b) Protoze I!!I
S

= (¥1) U () U (us), “7

Y1(r,t) := (rcost,rsint,r), (r,t) € (1,2) x (0, 27),
Yo(r,t) := (rcost,rsint, 1), (r,t) € (0,1) x (0, 2m),
Ps(r,t) := (rcost,rsint,2), (r,t) € (0,2) x (0,2m),

kde

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L

a navic (jak lze snadno ovéfit) plati

L R

o geol- oo el

je

//(w2+y2)do=//(a:2+y2>do—+//(a:2+y2)do—+//(x2+y2)da:
S 1 P2 3

_ /027r (/12(7«2\/57«) dr) dt+/02ﬁ (/Ol(r%«) dr) dt-+
+ /0277 (/02(r27“) dr) dt = 5(15x/§+ 17).
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2 TORS
Pozorny ¢tenar je v tuto chvili nutné otresen, vyse uvedeny vypocet neni korektni: plochy . =
1, 2 a Y3 nejsou hladkymi listy. Situace je podobné jako pfi vypoctu dvojnych inte- ?::,/ ;55
gralu substituci: k poruSe (prostoty zobrazeni v; a linedrni nezavislosti vektoru %ﬁi (r,t), >
i

52 (1, 1)) dochézi na mnoziné nulové miry (v R?), mnoziné z hlediska dvojného integrélu

Z ZAPADOCESKA
,,zanedbatelne . D P univerzima

V PLZNI

Doporu¢me ¢tenari vyborné a uklidnujici cviceni:
vypoctete dany integrdl korekine;
tak si lze nejlépe rozmyslet, ze (a pro¢) vyse predvedeny zpusob vypoctu nevede k chybé.
c) Ziejmé S = (1), kde

Y(r,t) == (rcost,rsint,r’sintcost), (r,t) € (0,1) x (0, 27).

Plati
0 0
8—2{}(7“, t) = (cost,sint, 2rsintcost), 8—1’5(7“,15) = (—rsint,rcost,r* cos 2t),
0 0
”8_w X a—fH = H(r2 sint cos 2t — 12 cos t sin 2t, —12 cos t cos 2t — 2 sin t sin 2t,r)|| =
-

sin? ¢ cos? 2t + cos? t sin? 2t + cos? t cos? 2t + sin? t sin? 2t) + 12 =

Vri
\/r4(0052 2t +sin?2t) + 12 = ry/1+ 12,
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a proto
P v7
2 >

2m 1,4 RS
//f(x,;%z)da:/ (/ Zsin2(2t)7"\/1+r2dr>dt= —
S 0 0
21 2 ZAPADOCESKA
1— 4t 1 P> univerzima
:(/ & / \/1—|—r2rdr):—/(w—1)2\/a§dw: D vpLzw
0

1

11v2 2 )

s

2
:_/ wg—2w§+w5dw:7r(
1

8 210 105

Uvedme jesté jiny zpisob, jak zadany plosny integral spocitat. Definujme
P(u,v) := (u,v,w), kde (u,v) € Q= {(u,v) € R?: v* +0* <1}

Pak S = (¢) (S je vlastné grafem funkce dvou proménnych (u,v) — uv),

Wowow, Loonm |2 <o) = VIEE R,
a proto

/fda:/ uw?v? 14+ w2 +02dude =
s Q

27 1
:/ (/r4sin2tcos2t 1+r2rdr) dt =
0 0
2 1,4
11+/2 2
:/ < 74—51112(215) \/1+r2rdr> dt=7r<—\/_——>.
0 0

4 210 105
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X

&
S

-

(Ve vypoctu dvojného integralu jsme pouzili substituci do polarnich souradnic .

“ 9 7
2 &

STRAVY,
0"4' ““\‘\‘

Q= {(rcost,rsint) e R*: r € (0,1) A t € (0,27)}

a Fubiniovy véty. Ziskany dvojnasobny integral vypocetli jiz dfive.) onbotesk
UNIVERZITA
V PLZNI

L

d) Zrejme

2
S = {(rcost,rsint, %) ER3: r€(0,00) Ate(0,2m)A

7,2

/\costiO/\sintZO/\Z§1}=<¢>7

kde
2

Y(r,t) = (rcost,rsint, %)7 (r,t) € (0,2) x (0, g>

Odtud plyne

W
or

oY o r? r2 \/r4 ) \/ 72
HWXEH_H<_5COSt7_ESIHt7T>H_ Z—i—r =r 1+Z'

= (cost,sint, Z), %—f

5 :(—rsint,rcost,O),




Plosny integral

107
A ted uz mame vse pripraveno k dokonceni vypoctu

P 1523\
L]
z 2
é/fdaz/o2 </0 r2costsint\/1+zrdr>dt
1

: IsTRAVS :

2 u“\“"é\
= </ udu></24(v— 1)\/1_)2dv>
0 1

03 w312 16
- 4[? _ ?} -

2 2
(V upravé jsme vyuzili substituci sint =ual+ % =v )

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

5l
L
+
5

\—4

) Parametrizujeme-li

S =

{(LIJ y,v9—$2—y2)€R3: $§O/\y>0/\w+y<3}
kde

¢(x7y) = (x7y’ 9— $2

_y2)7
(z,y) € @ = {(z,y) €R*:

je
8_7/}:(10 7 ) 8_11):(01_—?4)
Ox ”m, Jy V9 — 22— 27
I3 = gyl =1 Y 1)) = ——
—y? /9-
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a proto

//fda://m\/ﬁﬂdxdy:w(g):
s Q

(Otézka ¢tendfi: Proc¢ je predvedeny vypocet nekorektni a proc presto vede ke spravnému
vysledku?)

(SIS

A
6.14 Cviceni. Vypoctéme [[ f(z,y,z)do, kde
S
a) f(z,y,2) =ay+yz+z2z, 8 ={(x,y,2) ER3: 2= /a2 + 42 A 22+ y% < 22};
b) f(z,y,2) :=xyz, S = {(z,9,2) ER3: 22 + 2 =22 A2 20Ay=20A0Z2Z1)
c) f(z,y,2) := 2% +y*+ 2 a S je hranici mnoziny

{(z,y,2) €R3: 2 + 42 + 22 <4 A 220}

6.3. Aplikace plosného integralu 1. druhu

a) Obsah plochy.
Je-li P C R? po ¢astech hladka plocha, rozumime jejim obsahem éislo

o(P) :z//lda.
P

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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RN
b) Necht P C R3 je po &astech hladk4 plocha, jejiz (plo$nd) hustota je popsdna funkcf v -
h : R3 — R, kterd je spojitd a nezdpornd na P. Pak je rozumné uzivat (definovat) %&/ 4
vztahy: s>

m(P) := // h(z,y,z)do ... hmotnost plochy P, D p ZhraoocEsch
P

S,.(P) i= //:L‘h(a:,y,z) o
P

. staticky moment P vzhledem k roviné z = 0,

Saw(P) == // yh(z,y,2)do
P

. staticky moment P vzhledem k roviné y = 0,

S,y(P) = //zh(;v,y, 2)do
P

. staticky moment P vzhledem k roviné z = 0,

_ (Syz(P) S:u(P) Suy(P)
T(P) = ( i) Tnll) Sull

) ... tézisté P.

(Analogicky lze definovat momenty setrvacnosti plochy P vzhledem k soufadnicovym
osam.)
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6.15 Priklad. Vypoctéte pomoci plosného integralu obsah plochy S, je-li

a) S={(z,y,2) €R3: (x—8)% 4+ (y—T7)?+ (6 —2)> =25};

b) S = {(z.y,2) €R®: 2=} +y?) Aa?+y? 1}

Resend.

a) Kulovou plochu S parametrizujme pomoci

Y(u,v) := (8,7,6) + (5cosucosv,5sinucosv, 5sinv), (u,v) € (0,2m) x (

T3y
Pro zvolenou parametrizaci plati
2—15 = 5(—sinu cos v, cos u cos v, 0), g—f = 5(— cosusinv, — sin usin v, cos v),
Hg—:ﬁ X g—f“ = H25(cosucos2 v, sin u cos?

v, sinv cosv)|| = 25| cosv| = 25 cosv
(jelikoz v € (=%, %)). Obsah plochy S je tedy

2w z jus
a(S) ://1da:/ (/2 25 cosvdv) du =25 - 27 - [sinv] ?
0 —

= 100x

r WAV
2

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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b) Plochu S, kterd je éasti rota¢niho paraboloidu, parametrizujme pomoci vektorové funkce
2
Y(r,t) = (r cost,rsint, 5), (r,t) € (0,1) x (0, 2m),
pro niz plati

g—f = (cost,sint,r), 8_1# = (—rsint,rcost,0),

ot

”% X %—f“ = ||(=r® cost, —r*sint,r)|| = Vrt +r2 =r/r2 +1.

Obsahem zadané plochy je ¢islo

2_271'

1 2m 2 1 9 4
O'(S):/ < r\/1+r2dt>dr=27r/ \/ﬂ—duzﬂ[_ui] —(V8-1).
0 0 1 2 3 11 3
(Ve vypoctu jsme uzili substituci v = 1 +r2.)

Vvev

a) S = {(z,y,2) e R¥: 2?2 +y*+22 =36 A 2z 2 0}, je-li jeji (plosnd) hustota popsana
funkel h(x,y, 2) := /22 + y?;

b) S = {(a:,y,z) ER3: 22=224+9y2AN1Z2< 2} , je-li jeji (plosnd) hustota v kazdém
jejim bodé rovna vzdalenosti tohoto bodu od osy z.
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6.4. Plosny integral 2. druhu pres hladky list

6.17 Motivace.

1) Méjme rovinnou plochu 7, ptes kterou protéka — ve sméru jejtho normélového vektoru n —
nestlacitelnd kapalina konstantni rychlosti (nezévislou na ¢ase a poloze) danou vektorem
fo € R3. Mnozstvi kapaliny, které za jednotku ¢asu ,,protece® plochou 7 o obsahu

(= mite) \(7), odpovidé ¢islu
n
fo 0 —) A(T).
(o) 20

2) Bud ¢ : Q — R3 hladky list a bud f : R?® — R3 spojité vektorové pole na (1)) (opét: f
uddva — na case nezavislou — rychlost proudéni nestlacitelné kapaliny). Pocitejme, kolik
kapaliny protece (za jednotku ¢asu) plochou () ve sméru uréeném normalovymi vektory
e} 0
%(u,v) X a—’f(u,v).

Postupujeme-li podobné, jako na zac¢atku kapitoly 6.1, ziskdme tyto odhady' poéitaného
objemu

'V uvedengch odhadech vyuzivame téchto rovnosti:

o o
(f (W, 1)) - gl(wc,m) X By (Uk,m;H> Hg%(uk’vl) o %(uk,w)

’ D (uk,vr) X %(Uk,vz

= f (Y(uk,v1)) - (%(uk,vz) X g%(uk,vl)>
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T7

e 2; Y IN
) STRAN $
g ) <S>
IC J k[ DY
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L

= ; (f(#’(’%mz ( (ug,vr) Qf(ukavl))) (upt1 = ur) (Vg1 —w) =
o
ou

~ [[ 1o (G x G dud.
Q

6.18 Definice. Bud ¢ : Q — R? hladky list a bud vektorové pole f: R? — R3
spojité na (¢) = ¥(£2). Plosny integral 2. druhu vektorového pole f pres hladky list 1
definujeme rovnosti

//fa:y, )do —//f (u,v) (%(u,v)xg—f(u,v)) du dw.

6.19 Poznamka. Je-li f = (f1, f2, f3), piSe se nékdy

//f((l),y,Z)dO' = //fl(a:,y,z)dy/\ dZ+f2({l?,y,Z) dz A dﬂi‘—|—f3(5€,y,2’)d$/\ dy
@)
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6.20 Priklad. Vypocétéme [[ f(z,y,z)do, je-li
()
a) f($7ya Z) = (0,0,$2 +y2)? ¢(7‘,t> = (TCOSt7TSint?O)a Dd) = <172> X <_ga %)7
b)f(.%’y, ) (m—yy z—x—}—l),z/)(u,v):Z(u,v,l—u—v),
Dy = Q = {(u, v)€R2. u+vS1 Auz0 A v=0}
Resend.
a) Protoze plati
o ) oY . o 81/}
A t 2 — (=
5 (cost,sint,0), 5t (—rsint,rcost,0), o <o = (0,0,7),
je
2 & 459 5
— 2 o —t J— — —
/ f(:L‘,y,z)da—/1 (/_3(0,0,7“) (0,0,r)dt>d 7T|: ]1 1

()
b) Postupujeme podobné jako v predchozim prikladu
P o),

o o
ou = (1,0,-1), v =(0.1,-1), 6u v

a proto
/fxy, da—//u—vu+2v—1 —2u—v+2)-(1,1,1)dudv =

)
1—u
:/O (/0 1dv>d _i

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI




Plosny integral 115 P S 0

VIRV
6.21 Cvieni. Vypoctéte [[ f(z,y, z)do, je-li " 7
() 2 S
%‘“ ““\“&
f(x7 Y, Z) = (_1227 Y, 21'y) )
¥(u,v) := (cosucosv,2sinucosv,sinv), Dy = (0, g> x (0, g) ) D p Ziranocesua

6.5. Plosny integral 2. druhu pres po c¢astech
hladkou plochu

Nasledujici definici ponechme nepiesnou (jeji presna formulace je pracnd; je podobnéa definici
kladné orientované kiivky).

6.22 ,,Definice*. Bud 1 hladky list a bud kiivka ¢ ¢asti okraje (1)). Rekneme, 7e ¢ a @
jsou souhlasné orientované, jestlize ,,pri pohybu po (p) ve sméru orientace ¢ a s hlavou ve

smeru vektorového pole g—ﬁ X g—f mame plochu () po levé ruce“.
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6.23 Definice. Bud v; a 1o prilehlé listy a bud ¢ takova jednoducha kiivka, ze

(@) C (Y1) N (12).

Rekneme, Ze 11 a 12 jsou souhlasné orientované, plati-li

11 a ¢ jsou souhlasné orientované < 19 a (—¢) jsou souhlasné orientované.

Rekneme, 7e po ¢astech hladks plocha S je orientovatelnd (nebo dvoustrannd), existuje-li
jeji rozklad na hladké listy 11,12, ..., ¢, takovy, Ze kazdé dva piilehlé listy 1); a 1; tohoto
rozkladu jsou souhlasné orientované (mluvime pak o orientovaném rozkladu 5).

Orientovat orientovatelnou plochu S znamena zadat jednotkovy normalovy vektor
n(p) € R? k ploge S v kazdém jejim regularnim bodé p tak, aby pro kazdy orientovany
rozklad 11,19, ..., 1, plochy S platila pravé jedna z implikaci:

i(u,v) = p € () \ O; = n(p) = H o

Yi(u,v) = p € (i) \ OYi = n(p) = — ng

6.24 Poznamka (k definici 6.23).

i) Je-li plocha S C R? orientovatelnd, existuji pravé dvé riizné vektorové funkce n a n*
uréujici orientaci S (protoze zfejmé plati n = —n*, mluvime o opacnych orientacich S);

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI




Plosny integral

ur e

Obr. 6.1: Mobiuv list
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2 TR
k orientaci S sta¢i proto uréit jednotkovy normalovy vektor n(p) v jediném (libovolném) % -
reguldrnim bodé p € S. *% 4
/05'4' ““\Qﬁ
ii) Existuji neorientovatelné (zvané téz jednostranné) po ¢astech hladké plochy. Piikladem
takovéto plochy je Mobiuv list (viz obrézek 6.1): exateet
> UNIVERZITA
V PLZNI

{(cosv + ucos(g) cos v, sinv + ucos(g) sin v, usin(g)) eR3:

mmeanxm%%.

iii) Kazda uzaviend po ¢astech hladké plocha je orientovatelna.

6.25 Definice. Bud S C R? po ¢astech hladka plocha orientovand svym orientovanjm
rozkladem 11,9, . ..,%,.> a bud vektorové pole f: R? — R? spojité na S.

Plosny integral 2. druhu vektorového pole f pres orientovanou po ¢astech
hladkou plochu S ? definujeme rovnosti

uﬁﬁw%@mn:ivyﬂmyaw.

(s) =1y

“Tim myslime, Ze vektorové pole n : R® — R® uréujici orientaci S je v kazdém reguldrnim bodé
p = v¥i(u,v) definovidno rovnosti
o, v,
o (u, v) X Fot(u, v)

9, 9 :
3 (u, ) x G (u,0)|

n(p) :=
H

"Mluvime nékdy téz o toku vektorového pole f orientovanou plochou S.
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6.26 Poznamka. D4 se ukdzat, ze vyse uvedena definice je korektni; je totiz nezavisla na
konkrétnim — v souladu s orientaci S zvoleném — orientovaném rozkladu S.

Navic plati: jsou-li ¢1,...,9¥, a ¥7],..., 9, takové orientované rozklady S, ze zadavaji
opacnou orientaci S, je

5 o5 [

()

6.27 Priklad. Vypoc¢téme plosny integral druhého druhu [/ f(z,y, z) do, je-li
(5)

a) f(z,y,2) = (2%,9%2%) a S je ,vnéjsimi“ normalovymi vektory orientovany povrch
krychle (0, 6) x (0,6) x (0,6);

b) f(x,y,z):= (2y — 2,62 — 2x,3x — y) a plocha
S={(z,y,2) ER®: 22+y+2:=6A220Ay=0A 220}
je orientovand vektorovym polem n(zx,y, z) := %(2, 1,2);
c) f(z,y,2) := (x,y,zyz) a plocha
S ={(z,y,2) eR3: z=ay A 2?4942 < 5}

je orientovand pomoci normalovych vektoru ,svirajicich“ s vektorem (0,0, 1) ostry thel.
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Resend.

a) Nejdiive parametrizujme jednotlivé stény dané krychle:

Y1(u,v) = (u,v,0), (u,v) € (0,6) x (0,6),
Yo (u,v) = (u,v,6), (u,v) € (0,6) x (0,6),
Y3(u,v) == (u,0,v), (u,v) € (0,6) x (0,6),
Ya(u,v) = (u,6,v), (u,v)€ (0,6) x (0,6),
7/15(%1)) = (O,U,’U), (ua U) € <07 6> X <076>a
1/}6(11'77)) = (G,U,’U), (ua U) € <07 6> X (0,6>,
a vypoctéme odpovidajici norméalové vektory:

0 0

D u,0) x P w,0) = (0,0,1),

0 0

%(u,v) X %(u,v) = (0,0,1),

ZAPADOCESKA
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Nyni si vsimnéme (!!!), ze zadand orientace stény (0,6) x (0,6) x {0} je opaéna nez
orientace zvolené parametrizace 11 a ze orientace 19 a odpovidajici stény (0, 6) x (0, 6) x

x {6} jsou stejné. Vyuzijeme-li jesté symetrie vektorového pole

f(@,y,2) = (2%,4%,2°)
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AZIRINA

a plochy S, plyne odtud, zZe ..
Y y o, ply y ‘; I;:‘;I 7
4,,/0“ “Ny

//fmy, :—3//fmy, ydo+3 [[ 1.0

(w2)
6 6
- —3/ (/ (u2,v2,0)-(0,0,1)du) du+
0 0

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

A4

6 6
+3/ </ (u2,v2,36)'(0,0,1)du> dv = 3888.
0 0 —_—
b) Ziejmé
S={@y3-2-L)eR: 220Ay2073-2-L 20} = (),
kde
Y(u,v) == (u?,U’g_u_g)’ Dy = {(u,v) €R?: u € (0,3) Ave(0,6—2u)}
Navic plati
oY oy 19y 9y 1
au (1 0 ) %_(0517 2)7 au X = 81] (1a271)
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(tedy orientace souhlasi), a proto

//f(x,y,z)daz

(S)

c¢) Jednou z parametrizaci S = (¢) je naptiklad

%
Y(r,t) = (rcost,rsint,r2 costsint) = (rcost,rsint, T—sin(Zt)),

Dy = {(r,t) e R?: r € (0,V5) At € (—m,7)},

pro niz plati

or
W W _
or ot

(—3+u+5§,18—8u—3v,3u—v)-(1,%,1)dv>du=

3
=/ 6(6 —2u)du =54.
0

= (cos t,sint, rsin(2t)) , ( — rsint,rcost, r? cos(2t)) ,

(7‘2(cos2 t —sin®t) sint — 2r? cos® tsin t,

— r%(cos®t — sin®t) cost — 2r? costsin’ t, 1)

o

R

“ 2 7
%,

»
STRAN (.\}
4,
70, i v “\"v

&
S

-
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VIRV
(orientace souhlasi!), a muzeme proto dokoncit vypocet zadaného integralu . 5
\/5 s «}:’4'/‘.“ . “\‘k?"&
// f(z,y,2z)do = / (/ —2r3(cos® tsint + sin® t cost) + r° cos® tsin? dt) dr =
0 —T
()

1B (17 Lty 125 o s
-(FDG ) e - 2

6o 4 ) 2 24"

(Ve vypoctu jsme vyuzili skuteénosti, Ze funkce cos® tsint a sin®tcost jsou liché.)

6.6. Gaussova — Ostrogradského véta

6.28 Definice. Bud vektorové pole f = (f1, fo, f3) : R3 — R3 tifdy C' na oteviené
mnoziné M C R3.% Divergenc{ vektorového pole f (na M) rozumime funkei definovanou
(na M) predpisem

. 0 0 0
v (@,3,2) i= Ge1,2) + G2(00,2) + (20, 2).

“To znamend, Ze f1, f2, fs € C*(M).

6.29 Definice. Omezenou oblast Q C R3 nazveme regularni oblasti, je-li jeji hranice 9
uzavrenou po castech hladkou plochou.
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6.30 Véta (Gaussova — Ostrogradského).

Necht vektorové pole f = (f1, f2, f3) : R3 = R3 je tridy C* na oteviené mnoZine M C R3,
necht Q C R3 je requldrni oblast takovd, e

NCQ=QUINC M,

a necht O je orientovand ,vnéjsimi“ normdlovymi vektory (mluvime o tzv. kladné
orientaci 0S2). Potom plati

//f(w,y,z)da = ///divf(m,y,z)dmdydz.
Q

(69)

Diikaz. Vétu dokézeme pouze pro specidlni pifpad, kdy Q je kvadr, tzn.
0 = (a,8) x (e, d) x (e, 9)-

(Vsimnéme si analogie s dukazem Greenovy véty 3.28 na obdélniku.)
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Podobné jako v prikladu 6.27 po ,sladéni orientaci ziskdme rovnosti

//fxy, //fmy da-|—//f:py, d0+//fxy, )6l

(69) (1)

//fwy, da—//fxy, da+//fxy, )do =

(va) (¢s5)
:—//f(wl(u,v))~(1,0,0)dudv+//f(¢2(u,v))~(1,0,O)dudv+
(e (e (e (e

// (fl(bauav)—fl(a,u,v))dudv-i- e
(c,d) x{e,g)

T7

- O57paNN N
«é:’ STRAY $
2, <S>
Sk g\
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Nyni (pomoci Fubiniovy véty) upravme integral na pravé strané dokazované rovnosti v =
< S
‘:’4'/0 - ‘é"»\
/// div f(z,y, z)dzdydz = AT
Q

= [ff (Gt Gt Getena) v - Ju» s
— // 3f1 (x,y,2 )dx) dydz+ ... = // [fl(%yaz)]l;;:a dydz+ ...

(e, d)x(e.g)
// (fi(b,y,2) — fila,y,2))dydz + ... .

Ctenar, ktery si vsSimnul, Ze se podtrzend ¢isla rovnaji, jisté povazuje dikaz za ukonceny.
O

6.31 Poznamka (k fyzikalni interpretaci Gaussovy — Ostrogradského véty).
Interpretujeme-li f jako (staciondrni) rychlostni pole nestlacitelné kapaliny, uréuje

/ f(z,y,2)

(99)

mnozstvi kapaliny, ktera protece plochou 92 ve sméru vnéj$i normély za jednotku casu.
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J[ f@vza0 =0

(09)

Je-li

je mnozstvi vteklé a vyteklé kapaliny do € stejné.

Je-li
J[ f@vza0 20

(69)

musi v Q existovat body, které maji ziidlovy charakter; tj. body, v nichz kapalina vznika
(tzv. zdroje) nebo zaniké (tzv. nory).
D4 se ukazat, ze pro p € ( je

I f(z,y,2)do
. . (0U(p:e))
d =1

vie) = i S ey
kde OU (p,e) znac¢i kladné orientovany povrch koule se stfedem v bodé p a polomérem e.
Cislo div f(p) tedy popisuje vydatnost z¥idla kapaliny v bodé p (divf(p) >0 ... v p
je zdroj; div f(p) < 0 ... v p je nor). Je-li divf nulovd funkce (na M), nazyva se pole f
nezridlové (nebo solenoidélni) (na M).

6.32 Priklad. Vypoctéte pomoci Gaussovy — Ostrogradského véty

J[ f@v.z) a0

(8)
je-li
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a) f(x,y,2) = (22,9% 2%) a S je kladné orientovany povrch koule
Q={(z,9,2) eR3: (z-12+y-1)2+(z-1)2 <1}
b) f(z,y,2):=(x—y+z,y—2z+x,z—y+x)asS jezdporné orientovany povrch osmisténu
Q={(z,y,2) €R®: |a| +Jy| + 2] = 3}.

Resend.

a) Diky Gaussové — Ostrogradského vété a nasledné substituci
r =pcosucosv+1, y=psinucosv+1, z=psinv+1,

kde -
0€(0,1), ue(0,2m), v € <_§7§>,

plati !

//f(w,y,Z)daz///(2x+2y+2z)dxdydz:
Q

(S)

2 [ ([,

(ocosucosv + psinucosv + gsinv + 3) ,92 cosvdv) du) do =

vl

%

'Nezapomeneme na Jacobian!

ol
&7

S
<

( e 94 »
) STRAN
% D
0"4' ““\‘\

&
S

-

2,
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b) Uzitim Gaussovy — Ostrogradského véty (pozor na zadpornou orientaci S) ziskdme v I!!I 5
’é}. Isranst IS

/ flx,y, = /// (14+1+1)dedyds = ( 3N(Q) = ) NG
== </j‘””</j"%> oz o1 ['( [ 5o vi) -

:—24/03(3—:v)2—de:—m[w]z:MO—Q?):ﬁ.

L

V PLZNI
2

6.33 Cviceni. Vypoctéte pomoci Gaussovy — Ostrogradského véty

//(333 —yz,y° —22,2° — ay) do,
(9)

kde S je kladné orientovany povrch koule

Q={(z,y,2) eR3: 22 +¢y2 + 22 <182}
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6.7. Stokesova véta

6.34 Definice. Bud vektorové pole f = (f1, f2, f3) : R3 — R3 tifdy C' na oteviené
mnoziné M C R3. Rotaci vektorového pole f (na M) rozumime vektorové pole definované
(na M) predpisem

rot f(xa Y, z) =
%—% (x,y, 2) %—% (z,y, 2) %—% (z,y, 2)
oy 0z ¥ Eh\ Bz T Bz 20\ Bz Oy &% i

6.35 Poznamka. P¥i vypocétu rot f ndam dobie poslouzi tato (formalni) rovnost!

“

€1, €2, €3

dotf =&, &, &
f17 f27 f3

6.36 ,,Definice®“. Bud S C R3 takova orientovand po ¢astech hladka plocha, Ze jeji okraj
OS je geometrickym obrazem jednoduché uzaviené po ¢astech hladké kiivky. Rekneme,
ze S a OFS jsou souhlasné orientované, jestlize ,,pri pohybu po OS ve smeéru orientace OS
a s hlavou ve sméru vektorového pole n, jimz je definovand orientace S, mdme plochu S
po levé ruce.

Le1, e2 a ez znadl ,soufadnicové® vektory (1,0,0), (0,1,0) a (0,0,1).
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(Porovnejte tuto ,,definici“ s 6.22.)

6.37 Véta (Stokesova). Necht vektorové pole f : R3 — R3 je tridy C' na oteviené
mnoziné M C R3, necht S C M je po cdstech hladkd plocha orientovand souhlasné se
svym okrajem OS. Potom plati

/(85) f@y,2)ds = //TOtf(l‘ay,z) do.
(5)

6.38 Poznamka (k fyzikalni interpretaci rot f(z,y, 2)).

Interpretujme opét vektorové pole f jako rychlostni pole stacionarné proudici nestlacitelné

kapaliny. Lze ukézat, ze rot f(z,y, z) je (zhruba feceno) smérovym vektorem primky, kterd

prochézi bodem (z,y,z) a kolem které se kapalina v ,malém* okoli bodu (x,y, z) otaci.

Velikost vektoru rot f(z,y, z) odpovidd (v jistém smyslu) thlové rychlosti tohoto otéceni.
Je-li rot f nulova vektorova funkce (na M), nazyva se pole f nevirové (na M).

6.39 Priklad. Vypoctéte pomoci Stokesovy véty f(k) f(z,y, z)ds, je-li

a) f(z,y,2) = (y2, 2%, 2%) a (k) je orientovanym obvodem trojihelniku o vrcholech (3,0, 0),
(0,0,3) a (0,3,0), jehoz orientace je dana uvedenym pofadim vrcholu;

b) f<x7 y7z) = (Z7x7y)7

(k) ={(z,9,2) €R®: e® +2 =4 A Z +-=1

;T3 U
a orientace (k) je ddna poradim vrcholu (2,0,0), (0,2,3) a (—2,0,6);

@:
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RIS
c) f(z,y,z) :=(—y,z,0) a (k) je popsdna (véetné orientace) parametrizaci v || 5
e\ G AN
% 5
o(t) := (sint, cost,0), De = (0,2m). o o
Re§em/. ZAPADOCESKA
a) Zvolme Ve

Y(u,v) == (u,v,3 —u—v),
D¢=Q={(u,v)€R2: u+v<3 Auz=0 A 1120}.

Potom, protoze

0
20 o) % 9 (w,0) = (1,1,1),

je (viz Stokesovu vétu)

/ v de + 22 dy + 2% dz = —//rot(yz,zz,x2)da:
® (%)

// —2z,—2x,—2y)do = —(— // —u—wv,u,v)-(1,1,1)dudv =
3 3—u 3 o
_2/0 (/0 3dv)du—6/0 3—udu=6[3u— <)) =21.

Otédzka Ctendri:

Proc je pred vyse uvedengm plosngm integrdlem znaménko , — “?
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b) Jelikoz rot (z,z,y) = (1,1,1), je (diky Stokesové vété) v .
,

faw2)ds = [[@,11d0
k
(k) s)

ZAPADOCESKA
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napriklad pro plochu
z

S = R¥: a2 +92<4n 24221
{(m,y,z)e zt+y* = 2+3 }

souhlasné orientovanou s (k). Parametrizujme S = (v), kde
¥ (u,v) == (u,v,3(1 — g)), Dy = K = {(u,v) €R?: u? 402 <4},

Pak
0 _ (g 3 % _ o ov_ 3
B =05 Gr =010, x5 =Go

(tedy orientace souhlasi), a proto

f(w,y,z)ds://(l,l,n : (§,0,1) dudv = §A(K) _ 2 r.4=10r.
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VIRV
c¢) Vypoctéme dany integral dvémi zpusoby. Nejdiive kfivkovy integral nahradime plosnym . =
integralem druhého druhu pres kruh K = (), kde "*:,»,* ‘&5’
/0"‘ ““\‘\

Y(r,t) := (rcost,rsint,0), Dy = {(r,t) €ER?: re(0,1) Ate (0,277)}.
Pak D b
8 8 8 8 V PLZNI
%% = (cost,sint,0), 8_15 = (—rsint,rcost,0), 9% X % = (0,0,7),

or or 0t
rot (_y? xz, 0) = (07 07 2)7

a proto (pozor na ,nesouhlasnou orientaci“ ¥ a )

/(k)f(m’y’z)d‘*:_/02”(/01(070,2)'(O,O,T)dr)dt=_=27r_

Nyni ukazme, jak lze dany integral prevést na integral pres ,horni polosféru“ S = (zﬁ),
kde

Y (u,v) := (cosucosv,sinucosv,sinv), D = (0,2r) x (0, g>

Pro parametrizaci ¢ plati:

6—1/; = (—sinu cosv, cos ucos v, 0) 8—1/; = (— cosusinv, — sin usin v, cos v)
ou - ’ ) ~’ ) ov - 3 9 9
oy oY .
0 % By = (...,...,sinvcosv).
Vsimnéme si, ze
o son 1 =
ou” o)A Tl | et obracouka/ Ok |
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a proto i tentokrat dostdvame ,nesouhlasnou orientaci® ¢ a ¢. A dal je to snadné

o z, cos(2v)1%
/(k)f(:c,y,z)dé’——/o </0 2smvcosvdv>du_—27r[— . ]O__QW,

6.40 Cviceni. Vypoctéte pomoci Stokesovy véty
/ zdz+ (z+y)dy + (z +y + 2) dz,
(¥)

kde ¢(t) := (3cost,3sint, 3(cost + sint)), Do = (0, 27).

6.41 Poznamka. Definice tzv. diferencidlnich operdtoru prvniho fddu (tj. gradientu,
divergence a rotace) se dobfe pamatuji pomoci ,operatoru“ nabla

o 0 0
‘7 — (:z;a;, 2;2;, E;;{)

a formalnich rovnosti

,grad f =Vf © (f: R® > R),
LSdivf=V-f « (f : R = R3),
L,rotf=Vxf “  (f: R® =R,

6.42 Cviceni. Bud vektorové pole f = (f1, fo, f3) : R? — R3 tiidy C! a potencialni na
oblasti M C R3. Dokaizte, ze potom je f na M nevirové.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI




Plosny integral 137

6.8. Aplikace plosného integralu 2. druhu

a) Tok vektorového pole orientovanou plochou.
Bud vektorové pole f : R? — R3 spojité na orientované po ¢astech hladké plose S.
Tokem vektorového pole f orientovanou plochou S rozumime, jak jiz bylo dfive Feceno,

¢islo
()= [[ #9200
()

b) Objem télesa (presnéji mira mnoziny).
Bud 2 C R3 reguldrni oblast. Potom plati (viz Gaussovu — Ostrogradského vétu)®

)\(ﬁ):%//(x,y,z)da://(w,0,0)da:...
(

(99) Q)

6.43 Piiklad. Vypoctéte tok vektorového pole f(z,y, 2) := (22,9, 22) kladné
orientovanou kulovou plochou se stfedem v bodé (1,1,1) a polomérem 1.

Reseni. Oznacme

S ={(z,y,2) eR3: ($—1)2+(y—1)2+(z—1)2:1},
Q={(z,y,2) ER’: (z -1+ (y—1)>+(z—1)*<1}.

!Samoziejmé predpoklidime, Ze uzaviend po ¢astech hladka plocha 09 je kladné orientovana.
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Pak pfimo z Gaussovy — Ostrogradského véty plyne (S je kladné orientovand)
7(8) = //(xQ,yQ,zZ) do = ///21"—1—21/—{— 2zdrdydz =
(%) Q
27 & 1
= 2/ (/ (/(3+rcosucosv + rsinucosv 4 rsinv) r cosvdr) du) dv =
0 -z 7 Jo
1 ) o 1
:6-277(/ 7 dr)(/ cosvdv) =127 =-2=28m.
0 _z 3 =
(Ve vypoctu jsme pouzili substituci
T =7Ccosucosv, Y =rsinucosv, 2z =rsinv,
re(0,1), we(0,2m), ve <—g,g>, J=r2cosv,
a ziejmych rovnosti
27 27 &
/ cosudu=/ sinudu = 0, / sinvcosvdsz.)
0 0 -z
A

6.44 Cviceni. Necht a > b > 0 jsou redlnd ¢isla. Vypoctéte objem télesa Q (anuloidu)

ohrani¢eného plochou ), je-li
Y(u,v) = ((a + bcosv) cosu, (a + bcosv) sinu, bsin v),
Dy = (0,27) x (0, 2m).
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Test 8. Sestavte pravdivy vyrok. .
“ 2. 7
%,

O
%) <

STRAVY,
0k4- ““\‘\*’

-

1. Jednou z parametrizaci mnoziny
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M={(z,y,2) €R®: z* + 9> +2=1A 220}

je plocha

(a) ¥(u,v) := (Vuy/|cosv],usinv,1 —u?), Dy = (0,1) x <—g, g>

(b) ¥(u,v) :== (vVuy/| cosv|sgn(cosv),usinv,1 —u?), Dy = (0,1) x (—, 7).

(¢) ¥(u,v) := (u? cos® v,usinv, 1 — u?sin®v — u' sin? v), Dy, = (0,1) x (0, 2).

(d) ¥(u,v) := (Vuy/|sinv|,ucosv,1 — u2), Dy = (0,1) x <—g, g>

1
(e) ¥(u,v) = ( 2 cos®> v, usinv, 1 — u?sin® v — u* sin* v), Dy = (0, §> x (0, 27).
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2. Necht ¢(u,v) := (cosusinv,uv2,1 — V), Dy = (—1,1) x (0,1). Pak v . 5
RO Y

2y
(a) plocha v je hladky list.

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

(b) plocha 1/1|E, kde E = (—1,1) x (0.1,1), je hladky list.

L

(c¢) () je uzaviend po ¢astech hladké plocha.

3. Jednou z parametrizaci mnoziny — trojihelniku v R?® zndzornéného na obrazku —
y ]

je plocha
(a) Y(u,v) :== (u,v,1 —u—v), Dy = (0,1) x (0,1).
(b) ¥(u,v) := (1 —u—v,u,v+1), Dy = (0,1) x (=1, —u).

(¢) ¥(u,v) == (u,1 —u—1v,v), Dy = {(u,v) €R*: we(0,1) Ave(0,1-u)}.
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4. Mnozina znazornénd na obrazku (trojihelnfk v R?) .

“ IsTRavY, 7
&, O
%, &
Ck, i ““\‘\

ZAPADOCESKA
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(a) je po ¢astech hladkou plochou.

(b) je geometrickym obrazem hladkého listu, jehoz okrajem je geometricky obraz hlad-
kého oblouku.

(¢) neni geometrickym obrazem zadného hladkého listu.

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tispésnosti:
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Test 9. Rozhodnéte, zda nasledujici tvrzeni jsou pravdiva.

1. MnozZina

{(z,y,2) eR®: 322 + 9> + 52 =1 A 2 20}

je po castech hladkou plochou.

(a) ANO

2. Mnozina

(b) NE

1
R3: 2?4522 =1 < ——
{(z,y,2) € 3% +y“ + 52 Az < 2012}

je po castech hladkou plochou.

(a) ANO

(b) NE

3. Mnozina S je definovana jako povrch kuzele

{(«T,y,Z)ERg’: x? 4942 <22 A0Sz 1}

je po castech hladkou plochou.

(a) ANO

(b) NE

&
S

R
57

S
<

‘ e 94 »
) STRAN
% v
Ckj ““\‘\

-

2,
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4. Mnozina S definovand jako hranice télesa .

“ 9 7
2 &

STRAVY,
0[(4- ““\‘\*’

{(z,y,2) eR?: —1<2<2A2Zy<3A-6Z25 -7}

je po castech hladkou plochou.
(a) ANO (b) NE

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI
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5. Mnozina S definovand jako hranice télesa
{(z,y,2) eR®: -1Z2<2A2Zy<3 A 6Z25 -2}

je po castech hladkou plochou.
(a) ANO (b) NE

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tispésnosti:
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Test 10. Dopliite spravné vysledky.!

1. Necht

Y(u,v) := (cosucosv,sinucosv,1 +sinv), Dy = (0,2m) x (—g,()).
Pak
//z(a:2 +92)do =
(¥)

2. Necht
S={(m,y,z)€R3: z=uxy /\x2+y2§1}.

Pak
//1da=
S

! Zlomek »7 * piste jako ,a/b“, nasobeni ,ab“ jako ,a*b“, mocninu »a’¢ jako ,a"b“, odmocninu ,\/a“

jako ,sqrt(a)“, logaritmus ,Ina“ jako ,1n(a)“, ¢islo ,7“ jako ,pi“, apod. Napi. vyraz ,,"—82 -(3In*7— é)“
napiSeme jako ,,(pi)"2/8%(3*(1n(7)) " 3-sqrt(5)/2)“.
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ARV
3. Necht " I!V!I
S = {(IL‘,y, ER3 /33‘2+y A T +y2 <2.’L‘} ’;é% ﬂsmm:%g
Crg g\
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//(wy+yz+zx)da:
S

4. Necht

S:{(a:,y,z)eR3: 1‘2+y2:z2/\1‘§0/\y20/\0§z§1}.

ak
//:cyzda =
S

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tispésnosti:
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Test 11. Dopliite spravné vysledky.!

1. Necht S je hranici mnoziny
{(z,9,2) eR®*: 22 + 92 +22 <4 A 220}

Pak

//(w2+y2+z)d0:

S

2. Obsahem plochy
S={(z,y,2) eR®: 22 +y* +2* =100 A -8 £ 2 < 6}

je ¢islo

! Zlomek »7 " piste jako ,a/b“, nasobeni ,ab“ jako ,a*b“, mocninu La’¢ jako ,,a”b“, odmocninu Aak

jako ,sqrt(a)“, logaritmus ,lna* jako ,1ln(a)“, ¢islo ,7* jako ,pi“, apod. Napf. vyraz ,,"—82 -(3 In®7— é)“
napiSeme jako ,,(pi)"2/8*(3*(1n(7)) 3-sqrt(5)/2)“.
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3. Obsahem plochy l.
“ 94 7

»
'STRAN §
Q
Zxg ynis

&
S

=

S={(z,4,2) €R®: P2+ +22=4 N2’ +y* <2z A 220}

Je ¢islo ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L

4. Obsahem plochy
S={(z,y,2) € R3: 2+ 42 +2% = 16}

je ¢islo

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:
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Test 12. Dopliite spravné vysledky.!

1. Necht (plosna) hustota plochy
S={(z,y,2) €R¥: 22+ 9y +2>=36 A 2 20}

je popsana funkeci

M, y,2) = Va? +y>.

Pak hmotnosti plochy S je ¢islo

a tézisté plochy S ma souradnice ( , , )

! Zlomek »7 " piste jako ,a/b“, ndsobeni ,ab“ jako ,a*b“, mocninu La’¢ jako ,,a”b“, odmocninu Aak

jako ,sqrt(a)“, logaritmus ,lna* jako ,1ln(a)“, ¢islo ,7* jako ,pi“, apod. Napt. vyraz ,,"—82 -(3 In37— é)“
napiSeme jako ,,(pi)"2/8*(3*(1n(7)) " 3-sqrt(5)/2)“.
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2. Necht (plosnd) hustota plochy

S={(x,y,z)€R3: 22=x2+y2/\0§z§1}

je v kazdém jejim bodé rovna vzdalenosti tohoto bodu od osy z.

Pak hmotnost plochy S je rovna ¢islu

Vvev

Spravné zodpovézené otazky:

Ziskané body:

Procento tispésnosti:
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Test 13. Dopliite spravné vysledky.!

1. Necht - -
Y(u,v) := (cosucosv,2sinucosv,sinv), Dy = (0, 5) x (0, §>

Pak //(—x2z,y, 2zy)do =
()

2. Necht
Y(r,t) ;= (rsint,rcost,2012), Duy = (1,2) x (5m,6m).

Pak //(o,o,ac2 +9?)do =
®)

3. Necht
Y(r,t) := (rsint,rcost,2012), Dy = (1,2) x (5m,6m) .

Pak //(0,:1:2 +92,0)do =
(®)

1 Zlomek » * piste jako ,a/b“, nasobeni ,ab“ jako ,a¥b“, mocninu La’¢ jako ,,a”b“, odmocninu Aak
jako ,sqrt(a)“, loga}"\itmus Sna* jakoA,,ln(a) «, ¢islo ,m“ jako ,pi“, apod. Napf. vyraz ,,"—82 -(3 In37— é)“
napiSeme jako ,,(pi)”"2/8*(3*(1n(7)) 3-sqrt(5)/2) “.

ol
&7

S
<

( e 94 »
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&
S
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IR
4. Necht po ¢astech hladka plocha . || 7
‘}:’ IsTRANS g
S={(a:,y,z)e]R3; x2+y2+22=6/\z§0} x>

je orientovand pomoci normalovych vektori ,svirajicich® s vektorem (0,0, 1) ostry thel.

Pak //(0,0,x2y2z) do =
(S)

5. Necht pro kazdé € € (0,1) je Se zdporné orientovanym povrchem télesa

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
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L

{(ﬂfayaz)€R31 I2+y2§z2/\e§z§1}.

Pak hrn //xy, =

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tispésnosti:
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Test 14. Dopliite spravné vysledky.!

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
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1. Necht S je kladné orientovany povrch koule
{(x,y,z)€R3: x2+y2+z2§18z}. D

Pak //(w3 —yz,y° — 2z, 25 — zy)do =
(S)

2. Objemem télesa € (anuloidu) ohrani¢eného plochou

¥(u,v) := ((2+ cosv) cosu, (2 + cosv) sinu, sinv),
Dy = (0,27) x (0, 27).

je cislo

1 Zlomek »% " piste jako ,a/b“, ndsoben{ ,ab“ jako ,a*b“, mocninu La”“ jako ,,a”b“, odmocninu Aak
jako ,sqrt(a)“, logaritmus ,Ina“ jako ,1n(a)“, ¢islo ,7“ jako ,pi“, apod. Napi. vyraz ,,’T—: -(3In*7— %)“
napiSeme jako ,,(pi)”2/8+*(3*(1n(7)) 3-sqrt(5)/2)“.
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3. Objemem télesa Q (anuloidu) ohrani¢eného plochou

Y(u,v) := ((3 + 2cosv) cosu, (3 + 2cosv) sinu, 2sinv),
Dy = (0, 27) x (0, 27).

je &slo!

4. Necht
p(t) = (3 cost,3sint,3(cost + sint)), Dy = (0, 27).

Pak? / zdz+(z+y)dy+(z+y+2)dz =
(¥)

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tispésnosti:

'Napovéda: pouzijte Gaussovu — Ostrogradského vétu.
2Integral vypoctéte pomoci Stokesovy véty.
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Rejstrik

L

B krivka, 19, 115
bod délka, 42
krivky geometricky obraz, 19
pocatecni, koncovy, 20 hladky oblouk, 21
nor, 128 hmotnost, 43
zdroj, 128 jednoducha, 20
ziidlo, 128 jednoduchd uzaviena, 20

moment setrvacnosti, 43
opacné orientovana, 20
orientovana usecka, 44
po c¢astech hladka, 23

D
diferencial, 14
divergence vektorového pole, 123

F souhlasna, nesouhlasna orientace, 50
funkce staticky moment, 43
vektorova, 6, 8 teCna, 22
diferencovatelna, 14 téziste, 43

uzaviena, 20

K kladné, zaporné orientovand, 57

konvergence posloupnosti, 7




Rejstrik

vnéjsi norméalovy vektor, 57
vnittek, vnéjsek, 56
krivkovy integral

1. druhu, 31
obsah valcové plochy, 42

2. druhu, 45
nezavisly na cesté, 66
obsah rovinného utvaru, 73
prace podél orient. kiivky, 73

L
limita
vektorové funkce, 9

M
matice
Jacobiova, 15
mnozina
oteviena, 56
souvisla, 56
moment
setrvacnosti, 109
staticky, 109

N
norma
eukleidovska, 6

W e

0
objem télesa, 137 Y7

oblast, 56 Ly
regularni, 90, 123

obsah rovinného utvaru, 73 D p ZhraoocEsch

okoli bodu, 7 V PLZNI

prstencové, 7

operator
diferencialni prvniho Fadu, 136
nabla, 136

P
parametrizace mnoziny, 19, 89
plocha, 89
geometricky obraz, 89
hladky list, 90, 115
okraj, 91
hmotnost, 109
Moébitv list, 118
neorientovatelna (jednostrannd), 118
obsah, 108
orientace, 116
kladné, 124
souhlasna s okrajem, 131
orientovany rozklad, 116
orientovatelna (dvoustrannda), 116




Rejstrik

po ¢astech hladka, 98
c¢ast okraje, 99
okraj, 99
regularni bod, 99
rozklad, 98
uzavrend, 99
staticky moment, 109
tézisté, 109
plosny integral
1. druhu
pres hladky list, 95
pres po castech hl. plochu, 100
2. druhu
pres hladky list, 113
pres po castech hl. plochu, 118
pole
skalérni, 8
vektorové, 8
divergence, 123
konstantni, 44
nevirové, 132
neziidlové (solenoidarni), 128
potencialni na oblasti, 65
rotace, 131
tok orientovanou plochou, 137

potencial v o
podminky existence, 67 ‘*:;,* 4

prostor R™, 6
prilehlé listy, 116
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rotace vektorového pole, 131
rozklad
po c¢astech hladké kiivky, 45
po c¢astech hladké plochy, 98

S
slozky vektorové funkce, 8
soucin

vektorovy, 28, 57, 94
souhlasna orientace, 115, 116
spojitost funkce, 11

na mnoziné, 11

v bodé, 11

vzhledem k mnoziné, 11

T
tecna krivky, 22
tecnd rovina, 17
tecny vektor krivky, 22
téleso
anuloid, 138




Rejstrik 159
! o
objem, 137 " l!,!l C/
tok vektorového pole, 137 ":?',,,/ G
Zxg ynis
Vv
Véta’ ZAPADOCESKA
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Gaussova — Ostrogradského, 124

Greenova, 58
Jordanova, 56
o nezavislosti na cesté, 66

o nezavislosti na parametrizaci, 34, 50

Stokesova, 132
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