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Kapitola 1

Vektorové funkce

1.1 Vektorové funkce a operace s vektorovymi

funkcemi
Pripomenme si, ze symbolem R"™ rozumime normovany vektorovy prostor, jehoz
prvky jsou usporadané n-tice redlnych cisel (obvykle piSeme x = (xy, 29, ..., T,),
¥ = (Yy1,Y2, -, Yn), - .. ) a (eukleidovskd) norma je definovana predpisem

x| == /22 + ... + 22

Navic budeme (pro e € R™) pouzivat néasledujici oznadeni:

Ulx,e) :={y e R": |Jx —y| <e} ... e—okoli bodu z,
P(z,e) :=U(x,e) \ {z} ... prstencové e-okoli bodu x

(nebude-li ndm zélezet na velikosti okoli e, budeme psat kratce U(z) a P(x)).

Dale si pripomenme, jak je definovand a co plati pro konvergenci posloupnosti v R™:

def.
ag = (g1, .y Q) — a = (a1, ...,a,) & |lax, —a|| - 0 <
& [Vie{l,...,n}: ay — a; pro k — oo].
1.1 Priklad. Rozhodnéte, zda posloupnost (a;) v R™ konverguje, a urcete jeji pii-
padnou limitu, je-li
K-k 32k
a) n =2, a = k3 + 1’ 3k+1 4+ ok+1 )

2k (—1)k ok
b) n:4, Qp = (M—H,T,O,? .

Resenid. Ulohu lze redukovat na vypocet limit jednotlivych slozek.
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h (F =k 3420 N Kok 3542 N
a) 1 k3 + 17 3k+1 4 9k+1 - 1m2k3_|_1’ 1m3k+1+2k+1 -

1-% 11 11
= | lim kl,lim (3 —( ) tj. ak—>(—,—).
2+ 3_|_2(2) 2’3 2°3

k

b) Jelikoz (a to si rozmyslete podrobné) lim 7 = ¢ R, je (ay) divergentni.

A

1.2 Cviceni. Rozhodnéte, zda posloupnost (a;) v R® konverguje, a urcete jeji pii-

E42\F o~ sink k+1 —
d limit 7"1. = 7 7\/E7 ) ’ _1k\/E_ k+1
padnou limitu, je-11 ag <( Lk ) L 4,1{}2 1 ( ) ( )

1.3 Definice. Vektorovou funkci z R” do R™ (nebo podrobnéji: redlnou
m-rozmérnou vektorovou funkei n redlnych proménnych) rozumime kazdé zobra-
zeni z R™ do R™.

Je-li f vektorovou funkei z R™ do R™ (pisme f: R™ — R™), je kazdému

r=(21,...,2,) EDf CR"
pritazena pravé jedna hodnota
f(@) = (fi(@), ... fm(x)) € Hf CR™
(Df ... definiéni obor f, Hf ... obor hodnot f).

Funkce fi,..., f,n : R™ — R nazyvame slozkami vektorové funkce f a piSeme

f = (fla >fm)

1.4 Poznamka. Je-li m = n (a nejcastéji = 2 nebo = 3), fikdme nékdy, ze f je
vektorové pole; je-li m = 1, nazyvame f skalarni pole.

1.5 Umluva. Zaddme-li vektorovou funkei f : R™ — R™ pouze pfedpisem, tzn.
kdyZ neuvedeme explicitné jeji definicni obor (napiiklad f(u,v,w) := (sinu, vy/w)),
rozumime jejim definicnim oborem mnozinu vsech x € R™, pro néz ma dany predpis
smysl (v nasem prikladé: Df = {(u,v,w) € R®: w = 0}).

1.6 Poznamka. Vsimnéme si, je-li f = (fi,..., fm) : R® — R™ zadéna pouze
svym predpisem, je
Df=DfinDfsn...NDf,.
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1.7 Definice. Bud c€ Rabud f,g: R — R™.
Definujme vektorové funkce f+g, f —g, c¢- f: R — R™ predpisy:

(f £9)(x) = flx) £ g(x); (c-f)x):=c- f(x).

1.2 Limita vektorové funkce

1.8 Definice. Bud f : R" — R™, 2, € R", a € R™. Rekneme, 7e f ma v x
limitu @ (a piSeme lim f(z) = a), plati-li pro kazdou posloupnost (zx) v R”
T—T0

implikace
Ty # x)p — T9 = f(x)) — a.

1.9 Véta. Necht f: R* — R™, xqg € R", a € R™. Potom plati

lim f(z) =a <= (YU(a)) (IP(x0)) (Vx € P(x0)) : f(z) € U(a).

T—T0

(Neprehlédnéme, ze U(a) je podmnozinou R™ a P(zy) podmnozinou R™.)

1.10 Pozorovani (a dikaz nasledujici véty). Bud f = (fi,..., f) : R" — R™,
g €R"aa=(ay,...,a,) € R™. Pak

lim f(z) =a <

<~ [930 # xp — xo = [(xr) = (fi(zr), s fm(2r)) = a = (a, ---7amﬂ =
& [330 #xp — xo=>Vie{l,...m}: fi(vyg) — a; pro k — oo}.

1.11 Véta. Necht f = (f1,..., fm): R* > R™ 20 € R", a=(a,...,a,) € R™.
Potom plati

lim f(z) =a<= [Vie{l,...,m}: lim fi(z) = a;].

T—T0 T—T0

Jinak receno

lim (fi(z), ..., fr(x)) = (Ji_}rgo fi(z), ... ’a:h—g:lo fm()),

T—rT0

ma-li alespon jedna strana rovnosti smysl.

1.12 Cviceni. Rozhodnéte, zda dana limita existuje, a pokud ano, spoctéte ji:
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a)

( Ty (x + y)2 )
22+ y?  sin(zt + yb)’’

V5— V5T

im
(2,y)—(0,0)

) x ,
b) }:%(tgx’ " )i
V5 — /54
o) lim (S, ),
(z,y)—(0,0) ‘tgx Y

1.3 Spojitost vektorové funkce

1.13 Definice. Bud f: R" — R™ a 2y € R™.
Rekneme, Ze f je spojitd v bodé zg, plati-li lim f(x) = f(z).

Tr—xTQ

1.14 Véta. Necht f: R" — R™, xo € R" N Df. Potom plati
f je spojitd v bodé xy <= [z, — xo = f(zx) — f(20)] <=

> (VU(f(20))) BU(20)) (Va € U(wo)) = f(x) € U(f(x0)),

1.15 Definice. Bud f: R* — R™, M C R". Rekneme, 7e

e f je spojitd v bodé xq € M vzhledem k mnoziné M, plati-li pro kazdou
posloupnost (zx) v R™ implikace

M >z, — x9 = f(o) — f(xo);

e [ je spojitd na mnoziné M, je-li spojita vzhledem k M v kazdém bodé
T € M;

e f je spojitd, je-li spojitda na Df.

1.16 Véta. Necht f = (f1,..., fm): R* = R™ x5 € M C R™. Pak f je spojitd
v xo (resp. spojitd v xy vzhledem k M, resp. spojitd na M ) prdve tehdy, kdyz pro
kazdé i € {1,...,m} je f; spojitd v xy (resp. spojitda v xoy vzhledem k M, resp.
spojitd na M ).

1.17 Priklad. Diulezitym pripadem spojitych vektorovych funkei jsou linedrni
zobrageni, tj. vektorové funkce A : R™ — R™ dané predpisem

A(z) = (AzT) T,
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kde
ai, Qi2, ) A1n
a21, G22, ) Q2n,
A =
Am1, QAm2, ) Amn

je redlnd matice typu (m X n).

Dokazme, ze vyse definované zobrazeni A je skutecné spojité. Predné si vSim-
néme, ze DA = R". Bud nyni 25 € R" libovolny bod a (zj) takovd posloupnost
v R, Ze

Ty = (l’kl, ,l‘kn) — Ty = (.1'1, ,$n)

Potom pro vSechna i € {1,..,n} je xy; — x; (pro k — o0), a proto

T

ai, Qi2, ..., A1n

a1, Qz2, ..., 2, Tk1
Tk2

T T
A(zy) = (Axk) = =

Lkn

Am1, Am2, ey Amn

= (an®r1 + -+ GnThn, - 1Tt + 7 F Qe Thn) —
T T
— (allxl R ol /3 P S H S e i amnxn) - (A%) = A(l’o)

A to jsme méli dokézat (viz definici 1.15).

1.18 Cviceni. Pokud to Ize, dodefinujte vektorovou funkci f v bodé ¢ tak, aby byla
v bodé ¢ spojita, je-li

a) f(x):= (—tg(m_ﬂ),f +6,Si%>, c=T;

rT—m
1

1—cos(2z) 1, . sin x
T,E(Sln(;)—fi), T ),CZO.

b) fla) = (
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1.4 Diferencial vektorové funkce

1.19 Definice. Bud f: R" — R™ a ¢ € R". Existuje-li linedrni zobrazeni

A R" — R™ takové, ze pro vektorovou funkci w : R™ — R™ definovanou
predpisem

w(h) := fle+h) = f(c) — A(h)
plati

im =
h—(0,..,0) || 2|

fikame, ze vektorova funkce f je v bodé ¢ diferencovatelné. Linedrni zobrazeni A
pak oznacujeme df, a nazyvame diferencidlem vektorové funkce f v bodé c.

1.20 Ilustrace nasledujici véty. Mé&jme f = (fi1, f2, f3) : R? = R3, kde f1, fo, f3
jsou diferencovatelné v bodé ¢ = (c1,cz) € R?. Pak pro ,mald“ h = (hy, hy) € R?
mame

file+h) = fi(e) d(f1).(h)
(fle+h) = f(e)' = | fale+ D) = folc) | = | d(fo).(P) | =
fale + 1) = fs(e) d(f3).(h)
() + G ()hs ), G0
— | Z(h+ 2 (@b | = | 22(0), %(0) (Z;) _
() + )by %L(e), (o)

1.21 Véta. Je-li vektorovd funkce f = (fi,..., fm) : R"™ — R™ diferencovatelnd
v bodé ¢ € R™, existuji proni parcidlni derivace vsech funkci fy, ..., f,n v bodé ¢ podle
vsech proménnych a plati

(dfe(h)" = f'(e)n,

kde
) 9 9
a0, g0, ., gt
ffey=4{ . . tzv. Jacobiova matice,
Ofm Ofm Ofm
G(0), (o), . g (o)
1.

dfe(h) = (d(f1)c(R), .- d(fm).(h))-
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1.22 Véta. Vektorovd funkce f = (fi,..., fm) : R"™ — R™ je diferencovatelnd
v bodé ¢ € R™ tehdy a jen tehdy, je-li pro kazdé i € {1,...,m} funkce f; : R* - R
diferencovatelnd v bode ¢ € R™.

1.23 Priklad. Urceme df,, je-li

f: R? =R f(u,v) = (cosu,sinu,v), Df = (0, g) x (0,2); ¢ = (%, 1).

Resent. Vsimnéme si, ze

—sinu, 0 —\/757 0
F((wo) 2 fluo)= | cosu, 0 ), floo=| 2 0|,
0, 1 0, 1
a proto _V2 T
2 h
dfe: h= (b, he) = (f'()h")" = 0 (}é) -
0, 1
2 2 2 V2
= ( — \/7—]11, ghl, hg) = hl( - %7 §70) + h2(0707 1)

Rovina

S
S

D)+ (=)= 550+

2727 4
+ (v—1)(0,0,1), (u,v) € R?
se nazyvd tend rovina k .plose® f(Df) sestrojend v bodé f(c) = (%, %, 1)

1.24 Cviceni. Rozhodnéte, zda je vektorova funkce f diferencovatelnd v bodé c,
a pokud ano, vypoctéte f'(c) a df.(h), je-li

a) f(xvya Z) = (I'?)yQZ, g) , C= (1a273)7 h = (hlah27h3);

b) f(x) := (cosz,sinz), ¢ = %, h=—V2;

c) f(z,y,2) = (zy,sin(xy),arcsinx) , ¢ = (1,1,6), h = (hq, ha, h3).
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1.25 Cviceni. Bud
f=,fm): R"2R™a g=(qg1,...,q5) : R™ — R"
takové vektorové funkce, ze pro kazdé i € {1,...,m} a pro kazdé j € {1,....k} je
fie CUR™ a g € CHR™).
Dokazte, ze potom pro kazdé ¢ € R™ plati

(go f)(c) =g (f(c) f'(c).

1.26 Priklad. Vypoctéte f'(c), ¢'(f(c)) a (go f)'(c), je-li ¢ = (1,1),

flx,y) = <m2+y2,1nx+lny, z) , g(u,v,w) = (uv—I— 1w — v+ w,w —u) .
Yy

Resent.
ofi  Of
8_1‘1’ 8_y1 21‘, 2y 2, 2
f,<‘ruy) = %i;? 83_1;2 = %7 i = f/(C) = ]_, 1 ,
ofs  Ofs 1 _=z ;o —1
Ox’ Oy y? 2
v, u, 0 0, 2,
f(e)=1(2,0,1), ¢'(u,v,w) = 2u, —2v, 1 = g'(f(c)) = 4, 0, 1],
-1, 0, 1 -1, 0,
a proto
2, 2
(go f)(c)=g'(f() f'le)=| 9 7| A



Kapitola 2

Krivky v R

2.1 Definice. Krivkou v R™ rozumime kazdou spojitou vektorovou funkci
¢: I —R™ kde I =Dy C R je interval.

Mnozinu
() =) ={p): tel} CR"

pak nazyvame geometrickym obrazem kiivky . Je-li M = (yp), fikdme, ze ¢ je
parametrizaci mnoziny M.

Ktivku ¢ nazyvame:
e jednoduchou, je-li ¢ prosté;
e uzavienou, je-li I = (a,b) (a,b € R; a < b) a navic p(a) = ¢(b);

e jednoduchou uzavienou, je-li ¢ uzaviena a plati
th,tg S (a,b) : [O < |t1 — t2| <b—a= @(tl) 7é gD(tQ)]

Je-li I = (a,b), nazyvame bod ¢(a) (resp. (b)) pocatecnim (resp. koncovym)
bodem krivky ¢.

Ktivkou opacné orientovanou ke kiivce ¢ : I — R™ rozumime kiivku

—p: J=o>R" kde J={teR: —te€l}a(—p)(t):=p(-t).

2.2 Priklad. Krivkou opac¢né orientovanou ke ktivce
2 <_173> — RQ; SO(t) = (tJ 1 + t)a

je krivka
—p: (=3,1) = R, (—)(t) := (—t,1 —1).
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2.3 Definice. Kriivku ¢ = (¢1,...,0m) : (a,b) — R™ nazyvame hladkym
obloukem v R™, plati-li soucasné:

i) ¢ je prosté zobrazeni (tzn. Ze ¢ je jednoduchd kiivka);
ii) ¢ je tridy C' na {(a,b) (tzn. Ze pro kazdé i € {1,...,m} je funkce ¢; spojité
diferencovatelna na (a, b));
i) /(1) = ($(1), - (1)) # (0, ., 0) pro kaidé ¢ € (a,8), ©

' (a) = (1), (a), ... (em)' (@) # (0, ..., 0),
¢'(0) = ((p1)2(0), ., () (0)) # (0, .., 0),

“PiSeme nepresné

misto spravného

2.4 Poznamka (ke geometrickému vyznamu ¢'(t)).
Necht je krivka ¢ : (a,b) — R™ hladkym obloukem. Pak

Om(t+h) — Qom(t))
h

h—0 h h—0

o'(t) = (lim Pt +h) - gol(t), .., lim

. (mw Wilt)  pwltth) - gom<t>> N G R0}
h—0 h h h—0
Primku

{p(t) + h¢'(t): heR}

nazyvame tecnou kiivky ¢ v bodé ¢; vektor ¢'(t) nazyvejme tecnym vektorem kiivky
@ v bodé t.

Obr. 2.1: ke geometrickému vyznamu ¢'(t)
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2.5 Definice. Rikime, Ze kiivka ¢ : (a,b) — R™ je po &astech hladka, existuje-li
déleni

D:a=ty<ti1 <..<t,=0b

intervalu (a, b) takové, ze pro kazdé i € {1,...,n} je kiivka
wi = SD <ti717ti>
(tzn. Doy = (i1, ta), ¥i(t) == (1))

hladkym obloukem.

2.6 Priklad. Nakreslete geometrické obrazy danych kfivek a rozhodnéte, které
z nich jsou

e jednoduchymi kiivkami;

e uzavienymi kiivkami;

e jednoduchymi uzavienymi kiivkami;
e hladkymi oblouky;

e po castech hladkymi krivkami:

a) @q(t) := (34 2cost,2+ 2sint), D,, = (0,2m);
b) @u(t) := (34 2cos(2t),2 + 2sin(2t)), D,, = (0, 27);
) elt) = (3, 28). Dy, =
d) de(t) = (t’ ‘t|)’ D‘Pd = <_272>
Resent
AY N

4 44

31 31

2 2

14 14

Obr. 2.2: (p,) z pt. 2.6a) Obr. 2.3: (pp) z pt. 2.6b)

Neni tézké si rozmyslet (a pfitom nadm pomohou i geometrické obrazy danych
kiivek zndzornéné na obrazcich 2.2-2.5), ze



12 Krivky v R™

S

B 1,00 1 2

Obr. 2.4: (p.) z pt. 2.6¢) Obr. 2.5: (pg) z pt. 2.6d)

e jednoduchymi ktivkami jsou ¢, a ¢g;

e uzavienymi kfivkami jsou ¢, a ¢p;

e jednoduchou uzavienou ktivkou je pouze kiivka ¢g;
e hladkym obloukem neni zadna z danych kiivek;

e po c¢astech hladkymi kiivkami jsou ¢, @b a @q4.

2.7 Nékolik poznadmek (k prikladu 2.6).

e pro kiivku ¢(t) := (3 +2cost,2 + 2sint), D, = (0,3m), plati (¢) = (va) = (@),
ale ¢ neni uzavienou ktivkou;

e neexistuje hladky oblouk, ktery by byl parametrizaci (pq);

e pro kiivku o(t) = (t3, [t3]), t € (—v/2,3/2), plati () = (pa), ale p neni po Eastech
hladkou krivkou.

2.8 Cviceni. Nakreslete geometricky obraz dané kiivky ¢ definované na intervalu I
a rozhodnéte, zda se jedna o jednoduchou krivku, uzavienou kiivku, hladky oblouk
a po castech hladkou krivku:

a) p(t) := (cost,2 + arcsin(cost)), I = (—m,m);
b) p(t) := (2sin®t,4cos?t), I =(0,Z)

' 505
c) pt):==(t* =2t +3,t> =2t +1), I = (1,+00).

2.9 Priklad. Parametrizujte mnozinu §2, je-li
a) Q={(z,y) eR?: 3x+2y=1 A z € (1,3)};
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b) Q={(z,y) eR*: & + 1 =1}

C)Q:{(xay7Z)ER3: $2+y2+22:9 A 2$+y_3220}7

) Q={(z,y,2) ER®: 2+ 9>+ 22 =4 A 2?2 +y* =2z A 220}
Reseni

a) Q={(z,y) eR?: y=122 A z€(1,3)} = (p), kde

o(t) = (t, ! _23t>, te (1,3).

b) Dand mnozina je elipsou s poloosami 2 a 3. PTi jeji parametrizaci ndim dobie
poslouzi tzv. zobecnéné polarni souradnice:

(27 cost)? N (3rsint)?
4 9
= {(2cost,3sint) : t € (0,2m)},

Q= {(2rcost,3rsint) :

=1A7r20Ate(0,2m} =

a proto
Q= (p), kde ¢(t) := (2cost,3sint), t € (0,2m).

¢) Mnozina € je zfejmé kruznici v prostoru (se stifedem v bodé s = (0,0,0), polo-
mérem r = 3 a lezici v roviné 2z + y — 3z = 0). V prikladu 2.6a) jsme si ukazali,
Ze mnozina
{(z,y) eR*: (z,y) = (34 2cost,2+ 2sint) =
= (3,2) +2cost(1,0) + 2sin¢ (0,1), ¢ € (0,2m)}

je kruznici (v R?) se stfedem v bodé (3,2) a polomérem 2. Podobné lze ovérit
(a rozmysleme si to podrobné), Ze mnozina

{(l’,y72’) € R?) : (x7y72) = (81782733) +TCOSt(u1,u27U3) +TSint(U17U2’U3)7
t € (0,2m)}

je kruznici (v R3) se stfedem v bodé s = (sy, 89, 53) a polomérem r, kterd ,lezi*
v roviné, jejimiz jednotkovymi navzajem kolmymi smérovymi vektory jsou

u = (u1,uz,u3) a v = (vi,va,03).

Nyni se vratme k nasemu tkolu. Stied s a polomér r uz zname. Staci najit
(libovolné) dva vektory u a v vyse uvedenych kvalit. K tomu staci zvolit v roviné
20 +y — 3z = 0 dva (libovolné) linedrné nezavislé vektory, napt. @ = (1, —2,0)
a v = (3,0,2) a zortonormalizovat je:

0 — (- uw)u _ 1

[0 = (0 -wul V70

(1,-2,0), wv= (6,3,5),
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kde - u = (3,0,2) - (\f \_/27 0) = f je skaldrnim souc¢inem vektort v a u.

Mame i jinou moznost, jak najit vektory u a v: zvolime libovolny jednotkovy vek-
tor lezici v roviné 2z +y — 3z = 0, napriklad v = —2,0), a vypocteme
v jako vektorovy soucin vektoru u a Jednotkove o normaloveho vektoru roviny
2x +y — 3z = 0, tj. vektoru n = %4(2, 1,-3).

Zavér — jednou (z nekoneéné mnoha) parametrizaci mnoziny 2 je kiivka

1
—(1,-2,0) + 3sint

@(t) :=(0,0,0) 4+ 3cost 7

1
—(6,3,5) =
70( )
18 6
cost + —=sint cost + sint, sint |, t € (0,2m).

(ﬁ NS \/_ \/_

d) Ukazme si dvé z moznosti, jak lze postupovat. Prvni, vyuzivajici cylindrickych
souradnic, vede k vyjadieni

Q= {(rcost,rsint,z) eR>: r* +2*> =4 A r? =2rcost A 2 =20 A
ANr=20Ate (—m, )}:

= {(rcost,rsint,z) eR*: z=vV4—12 Ar=2cost ArZ0Ate(—mm}=
= {(2cos’t,sin(2t),2|sint|) e R*: t € <—g,g>}

a k parametrizaci

¢1(t) == (2cos’t,sin(2t),2[sint|), Dy = <_g g>

Druhy ptistup je zaloZen na pozorovani, ze

Q={(z,y,2) eR’: (z—1)°+y"=1Az=+4-2z}=
= {(cost+ 1,sint, /4 —2(cost + 1)) e R*: t € (0,2m)},

a proto Q = (), kde

t
po(t) == (cost—l— 1,sint, v/2 — 2cost) = (cost—i— 1,Sint,281n§), Dy = (0, 2m).

A



15

2.10 Cviceni. Parametrizujte mnozinu €2, je-li

a) Q={(z,y) eR?: 22 —y? =1 A 2 = 0};

b) Q={(z,y) eR*: y’=a A z =2}

) Q={(z,y,2) ER®: 22+ y*+22=9 A 2 +y?—22=0 A 220}
d) Q={(z,y,2) eR®: z=a2—y? A 22+ ¢y =6};

e) Q={(z,y,2) eR*: y* =z A 2*=y}.
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Kapitola 3

Krivkovy integral

3.1 Krivkovy integral 1. druhu

3.1 Motivace. Bud ¢ : (a,b) — R? hladky oblouk a bud funkce f : R? — R
kladné a spojitd na (¢). Zadejme si kol spocitat ,obsah plochy“

7={(z,y,2) €R®: (z,y) € () A 0< 2z < f(z,y)}.

Uvazujme déleni

D:a=ty<t; <---<t,=0b

intervalu (a, b). Je prirozené aproximovat pocitany obsah ¢islem

S Ft) - loltner) — pll = 3 Fot)) - 16 (8 - (brer — )]l =

[y

n—

b
= f(@(tk))-llw’(tk)ﬂ'(tk+1—tk)%/ fle@®) - [l (D)l dt.

0

B
Il

3.2 Poznamka. Nyni bychom mohli postupovat podobné jako v definici Rieman-
nova integrdlu, tzn. uvazovat funkci f : R? — R (pouze) omezenou na (), definovat
pro kazdé déleni intervalu (a,b) horni a dolni soucet prislusny tomuto déleni, ... .

Usnadnime si praci: budeme definovat kiivkovy integral 1. druhu pouze pro
funkce spojité.
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3.3 Definice. Bud ¢ : (a,b) — R™ hladky oblouk a bud funkce f: R™ — R
spojitd na (p) = ¢({a,b)). Kiivkovy integral 1. druhu funkce f podél kiivky ¢
definujeme rovnosti

b
/ f(x)ds = / Fe®) - (1) dt (3.1)

Je-li ¢ (a,b) = R™ po ¢astech hladka kiivka (tzn., Ze existuje déleni
D:a=tog<ty<..<t,=0b
intervalu (a, b) takové, ze pro kazdé i € {1,...,n} je kiivka
P = 90|(ti_1,ti)

hladkym obloukem) a funkce f: R™ — R je spojitd na (p), definujeme

/f(x)ds = [ 1was. (3.2)

3.4 Poznamka. Je-li kiivka ¢ = (¢1,...,0m) : (a,b) — R™ hladkym obloukem
a je-li funkce f: R™ — R spojitd na (p), je funkce

te fle®) - IO = fle®) - V()2 + . +(on(t)? €R

vyskytujici se v (3.1) spojitd, a proto integrovatelnd na (a, b).

3.5 Poznamka. D4 se ukazat, ze definice fso f(x)ds (viz (3.2)) neni zavisld na
konkrétnim ,rozkladu® po c¢aslech hladké kiivky ¢ na hladké oblouky ;.

Vlastnosti kiivkového integrélu (linearita, aditivita, ...) plynou z vlastnosti urcitého
(Riemannova) integrélu.

3.6 Priklad. Vypoctéte

a) f(p(xQ +y?)ds, kde ¢ : (0,2m) — R?, (t) := (cos(2t),sin(2t));

b) [, (2% +y? +2%)ds, kde p: (0,27) = R?, p(t) == (2cost,2sint, t);
c) f(p(?z — V22 4 y?)ds, kde ¢ = (0,27) — R3, o(t) := (tcost,tsint,t).
Resend.

a) /(m2+y2)ds = /0 7(rcos2(2t)+sin2(2t))-||(—2sin(?t),2(:08(2t))||dt = /0 7T-th = 4.
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2m
b) /(332 +y* 4+ 2%)ds = / (4cos®t +4sin®t +t%) - ||(—2sint, 2cost, 1)|| dt =
© 0

_ /Ozﬂ(4+t2)\/3dt — V5 (87 + 8%)

2m
c) /f(a:,y,z)dSZ/(2t—\/15_2)~||(cost—tsint,sint—i—tcost,l)”dt:
%)

sy 12T 172 5724 2
/t\/t2 dt(” fdu_§[§ 3} \3/_((1+27r )2 —1).
((s1) : uzili jsme substituci t* + 2 = u).
A
3.7 Cviceni. Vypoctéte
a) /\/1 + 422 ds, kde ¢ : (—1,2) — R?, o(t) == (¢,%);
©

52
b) /:1:2 e ds, kde ¢ : (0,2m) — R3, o(t) := (cost,sint, t).
3.8 Priklad. Vypoctéte

/:U3y ds, / 23y ds,
¢ —
je-li
0: (—1,3) = R%  ©(t) = (t,1 +1).
Reseni.
5 . s 344
Byds= [ (1 +1)-[|(1,1)]dt = (t +tV2dt = —V2;
© —1 -1 R —
3 ' 3 ! 344
Pyds= [ (=)0 —0)- (-1, -Dfdt = [ (' —¢*)V2dt = 5
—p -3 -3 A
A

3.9 Véta (o nezavislosti na parametrizaci). Necht ¢ a ¢ jsou jednoduché
nebo jednoduché uzaviené po cdstech hladké krivky v R™, necht () = () a necht
funkce f: R™ — R je spojitd na (p). Pak plati

/Sof(x)ds:/wf(x)ds
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3.10 Umluva. Viimnéme si, Ze za situace z véty 3.9 je hodnota f(p f(z)ds jedno-
znacné urcena pouze funkci f, mnozinou (p) a informaci, ze ¢ je jednoduché (nebo
jednoduchd uzaviend) po ¢astech hladka kiivka.

Budeme-li nékdy psét (ve shodé s praxi)

/f(m) ds, kde k£ C R™,
k

a mluvit o kfivkovém integralu 1. druhu funkce f podél  krivky“ k, budeme tim
rozumét, ze k = (p) pro né&jakou jednoduchou (nebo jednoduchou uzavienou) po
castech hladkou krivku ¢ a ze

/k f(z)ds = / f(z)ds.

Pokud kiivka ¢ pozadovanych vlastnosti neexistuje, nemé symbol [, f(x)ds
zadny smysl!

3.11 Priklad. Vypoctéme
a) [ Va2 +y?ds, kde k= {(z,y) € R?: 2?4+ y* =6z };
b) [.(x +y)ds, kde k C R? je obvod trojihelniku s vrcholy (0,0), (1,0), (0,1);

¢) [, #*yds, kde k je hranici kruhové vysece ohranifené kruznici z* + y*> = R?
(R > 0), kladnou ¢&sti osy x a polopiimkou y =z, x = 0;

d) f@> y2ds, ¢(t) := (2(t —sint),2(1 — cost)), Dy = (0, 2).

Resend.
AY NG
3<
1

K4

0 3 6
K
-3 0 1 "

Obr. 3.1: k z ptikladu 3.11a) Obr. 3.2: k z prikladu 3.11b)
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Y
A (2)
"," ‘s\\\
U4
2 .
4 Wi =2m —¢
(pn)ft=c¢ T
T —>
‘ 2 47

Obr. 3.3: k = (p1) U (p2) U (p3) Obr. 3.4 : (¢) = (p1) U (ps) U (p3) z prikladu
z piikladu 3.11c¢) 3.11d)

a) Nejprve je tfeba najit krivku ¢ pozadovanych vlastnosti. Jelikoz
k={(z,y) eR*: (z—3)*+y* =3},

je mnozina k kruznici znazornénou na obrazku 3.1 a k jeji parametrizaci 1ze pouzit
(mimo jiné) ,posunutych* polarnich souradnic, tj. k = (¢), kde

©:(0,21) = R?,  o(t) = (3008t+3,381nt).
Pak

21
/\/I2+y2d3—/\/(3COSt+3)2+(3811175)2”(—?)Sint,?)COSt)Hdt—

—9\/_/\/1—1—003 d75—9\/_/\/2cos2 dt
—18/\cos—|dt—36/cos§dt—72

b) Zadany trojihelnik je na obrazku 3.2. Zvolme

(¢,0), € (0,1),
p(t) =q2—tt—1), te(l,2),
(0,3 —1), € (2,3).

Pak (viz vySe uvedenou tmluvu):

/k(x—l—y)ds—/(x—i-y)ds—
:/O t~||(1,0)|]dt+/1 1-||(—1,1)Hdt+/2 (B—1)- [[(0, 1) dt = 1 + 3.
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Lze vsak postupovat i Sikovnéji; rozdélime k na jednotlivé tsecky, a ty pak para-
metrizujeme:

/k(x+y)ds:/(:c+y)ds+/(x+y)ds+/(x+y)ds,

k1 ko ks
kde

ki = <901>3 ¥1 (t) (t, 0) <O’ 1>;
ko= (p2); wo(t) :=(t, 1 —t), t €(0,1);
k3 = <§03>; 903(t) = (O7t)7 te <07 1>'

Timto zptsobem ziskame

/k(x+y)ds:/0 t-||(1,0)||dt+/O 1-||(1,—1)||dt+/0 t-]1(0, )|l dt = 1 + V2.

(Ctenaii se vyplati, rozmysli-li si korektnost tohoto postupu podrobné.)

/x2yds:/ a:2yds+/ xzyds—i—/ z?yds, (3.3)
k ©1 ®2 ®3

p1 = (t,O), te (0,R),
@2 := (Rcost, Rsint), t € <0,%),

c) Zrejmé

kde

g3 = (t,1), t € <0,%>,

(viz obrazek 3.3). Nyni staci spocitat jednotlivé integraly:

R
/ x2yds:/ t2-0-1dt =0,
®1 0

/ x2yds:/ R? cos® tsmt\/R2 (sin®t + cos?t) dt =
Y2
(s1) El _R' 52 R V2
9 [P B o 2

(pouzili jsme substituci (s1): cost = u),

R

vz th 75 2 41 2
/x2yds:/ﬂt3\/§dt:\/_[—}f £R4_:£R4’
©3 0

4 4 4 16
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a dosadit do (3.3):

16 — v2
/x2yds:/ x2yd5+/ x2yd8+/ nyds:—\/—R4.
g o1 o2 o3 48

d) Obrézek cykloidy (p) je zndzornén v 3.4. Mechanickym vypoctem dostaneme

2
/ y*ds = / 4(1 — cost)? \/(2(1 - cost))2 + (2sint)? dt =
() 0

2T 2T
:4/ (1—cost)2\/8—8003tdt:8\/§/ (1—cost)? dt =
0 0
27
0

2 t\ 3 t i
= 8\/5/ <2 sin? 5) dt = 64/ sin® 3 dt = 128/ (1 — cos? u)2 sinu du =
0 0

-1 2048
=128 1—22)%(=1)de = == .
[ a-#ena-38

Rozmysleme si, Ze tento vypocet (byt vede ke spravnému vysledku) neni korektni.
Nekorektnost spociva v tom, ze v krajnich bodech je

#'(0) = ¢'(2m) = (0,0),

coz znamena, ze ¢ neni po ¢astech hladkou krivkou. Zustava otazkou, zda vibec
lze (p) parametrizovat néjakou po ¢astech hladkou kiivkou, protoze v opa¢ném
pripadé by bylo nekorektni i samotné zadani prikladu.

,Rozdélme* (pro n&jaké ¢ € (0,7)') k¥ivku o na tii ¢asti:

Y1 = 90'(0,5)’ Y2 = (p|<£,27r—8> a s = (‘0|<2W—8727T>'

Pak @5 je zfejmé hladkym obloukem a obrazek 3.4 spravné napovida, ze mnoziny
(p1) a (p3) jsou grafy hladkych funkei g a h proménné y, * tj.

(e1) ={(9(y),y) € R*: y € (0,2(1 — cose))},
(p3) = {(h(y),y) eR?: y € (0,2(1 — cos(2m — 5)) )}
———

=cos¢

To nas vede k hladkym parametrizacim (¢1) = (¢1) a (ps) = (¥3), kde
Py (t) := (g(t),t), t € (0,2(1 — cose)),
P3(t) == (h(t),t), t € (0,2(1 — cose) ),

LObrézek 3.4 odpovida volbé € = 1.
2Ctenaf se miize pokusit vyuzit svou znalost cyklometrickych funkei a nalézt explicitni vyjadieni
predpisu funkci g a h.
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a jistoté, ze (p) lze parametrizovat po ¢astech hladkou kiivkou.
Pripadné ztracenou duvéru ve spravnost vyse ziskaného vysledku lze snadno
znovu nalézt, rozmyslime-li si, ze

/ y2ds:/ y2d3+/ y2d3+/ y*ds
(@) 1 2 3

a ze pro € — 0+ plati

/y2d5—>0 /y2d5—>0
1

_ 204
/des:/ dt—)/ 08.
09 - _15

3.2 Aplikace krivkového integralu 1. druhu

a) Délka kiivky.

Je-li ¢ po ¢astech hladké kfivka, rozumime jeji délkou cislo

() == /@ 1ds.

b) Obsah valcové plochy.

«l

Bud déana ,plocha

7i={(z,y,2) ER®: (z,y) € () A 0=z < f(z,y)},

kde ¢ : {(a,b) — R? je po ¢astech hladkd jednoduchd (nebo jednoduché uzaviend)
kiivka a funkce f : R? — R je spojitd a nezdpornd na (p). Obsah .plochy“ 7

definujme rovnosti
= / f@,y)ds
©

¢) Bud k = (p), kde ¢ je jednoduchd (nebo jednoduché uzaviend) po ¢astech hladka
kiivka v R?) a necht (délkovd) hustota ,k¥ivky“ k je popséna funkeci h: R? — R,

1Uvozovky zde maji zvyraznit skuteénost, Ze pojem plocha neni v tuto chvili definovan. Pii
interpretaci je nutno se oprit o intuici a geometrickou predstavu.
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kterd je spojitd a nezdpornd na k. Pak je rozumné uzivat (definovat) vztahy:

m(k) = / h(z,y)ds ... hmotnost ,kiivky“ k,
)

Sx(k) = /yh(z,y) ds ... staticky moment %k vzhledem k ose =,
%)

Sy(k) = [ xh(z,y)ds ... staticky moment k vzhledem k ose v,

. tEFISE K,

I.(k) = [ y*h(x,y)ds ... moment setrvaénosti k vzhledem k ose ,

©
I,(k) = /th(x, y)ds ... moment setrvacnosti & vzhledem k ose y.
©

(Analogické vztahy lze napsat i pro prostorovou kiivku.)
3.12 Cviceni. Vypoctéte
a) délku kiivky (jednoho zavitu Sroubovice) p(t) := (cost,sint, 2t), t € (0, 27);
b) obsah véalcové plochy
Ti={(r,y,2) €ER®: 2+ =1 A0Z2Zay Az 20Ay=0}

c) soufadnice té7isté ¢tvrtiny kruznice z2 + y* = 4 lezici v druhém kvadrantu, jejiz
délkova hustota v kazdém jejim bodé je rovna kvadratu vzdalenosti tohoto bodu

od bodu (2,0).

3.3 Krivkovy integral 2. druhu

3.13 Motivace.

1) Bud (k) = {(a; ) orientovand tisecka v R? (tzn. ze je urcen jeji pocatecni bod
a € R? a koncovy bod 3 € R?) a bud f : R?* — R? konstantni vektorové pole
(tzn. Ze f(z,y) = fo € R?). Z fyziky je zndmo, Ze prace vektorového pole f
podél orientované tisecky (k) je dédna skaldrnim soucinem

Jo- (B —a).

2) Bud ¢ : {(a,b) — R? hladky oblouk a bud f : R? — R? spojité vektorové
pole definované na (). Zadejme si tikol spocitat praci vektorového pole f podél
worientované krivky“ (¢). Uvazujme déleni D : a =ty < t; < ... < t, = b
intervalu (a,b). Nahradime-li ,orientované krivky“ ¢((tx,tx+1)) orientovanymi
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tseckami (p(tx); p(tkr1)) a na kazdé z nich vektorové pole f konstantnim vekto-
rovym polem s hodnotou f(p(tx)), ziskdme tuto aproximaci poc¢itané prace:

[y

Fle(tr) - (p(terr) —o(tn)) = Y Fle(te) - (' () (trar — tr)) =

~ [ fen) - o

3.14 Definice. Bud ¢ : (a,b) — R™ hladky oblouk a f: R™ — R™ vektorové
pole spojité na (p) = ¢((a,b)). Kiivkovy integrdl 2. druhu vektorového pole f
podél kiivky ¢ definujeme rovnosti

—
3

n—

il

0

i

b
f(x)ds = / Fo(®) - (8 dt. (3.4)
() a

Je-li ¢ : (a,b) — R™ po ¢astech hladké kiivka a vektorové pole f: R™ — R™ je
spojité na (), definujeme

r)ds = x)ds, 3.5
/@)f( asi=3 [ s (3.5)

kde hladké oblouky %; vzniknou ,rozkladem* kiivky ¢ (viz definici 2.5 po ¢astech
hladké kiivky).

3.15 Poznamka ((podobna 3.4)). Maji-li hladky oblouk ¢ = (¢1, ..., o) a vek-
torové pole f = (f1,..., fm) predpoklddané vlastnosti, je

1@ / (@) das + .. + fonl) dm =

= [ B0 A0+ 4 el) -,
pricemz funkce
te filed) i) + ..+ fulo®) - on(t) €R
je spojita (a proto integrovatelnd) na (a,b).

3.16 Poznamka ((podobna 3.5)). D4 se i zde ukézat, ze definice f x)ds (viz

(3.5)) je nezavisla na konkrétnim rozkladu po ¢éslech hladké krlvky gp na hladké
oblouky ;.

3.17 Priklad. Vypoctéme
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53
~—

~

Il

f(@) f(xay) dS, kde f(‘r)y) = (y - 171;)7 QD(t) = <3COSt,2Sint), t e <O, %>7
b) I = f(w)(la +y?) dz + (22 — y?) dy, kde o(t) == (¢,1 — [1 —¢t]), t € (0,2);
c) I = f(cp)xdx—f-ydy—l— (xz —y)dz, kde p(t) := (t2,2t,4t3), t€(0,1).

2 Y
2y

Obr. 3.5: (¢) z piikladu 3.17a)  Obr. 3.6: (¢) = (Y1) U (¢») z prikladu
3.17b)
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Resent.

a)

(2sint — 1)(—3sint) 4+ (3cost)(2cost) dt =

™

- [
)

6 sin? t+3sint + 6cos’ t dt = /26COS(2t)+3Sintdt:
0

3[sin(2t) — cost]

O vy

=3.

(Geometricky obraz kiivky ¢, tj. ¢tvrtina elipsy 2%/9 + y*/4 = 1 leZici v prvnim
kvadrantu, je zndzornén na obrazku 3.5.)

b) Zvolme (viz obrazek 3.6)

¢1 = 90’<071>7 Qp? = @‘<1y2>

Pak (viz definici 3.14)

(2 + ) dz + (2° — y*) dy =

I:/ (x2+y2)da:+(x2—y2)dy—|—/
(1) (2)

:/1(t2+t2)-1+O-1dt+/2(t2+(2—t)2).1+(t2—(2—t)2)(—1)dt

R e R A Nt

L, s 2y tt 12 8 tt1 5
T= [ 22t +2t-2+ (4° —2t) - 126°dt = |2— +4— + 48— — 24— .
/0 i o ) 1 i TR 410 2

3.18 Priklad. Bud

[l y) = (2® +y,2y);
ot): (=1,3) = R? o(t) = (t,1+1).
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Potom

/ f(x,y)ds:/ (x2—|—y)dx+2ydy:/3(t2+(1+t),2(1+t))-(1,1)dt:
(¥) (%)

-1
100

3

3
:/ (t* + 3t + 3) dt =
-1

/ flz,y)ds = /1 (=) + (1 —1),2(1 = 1)) - (1, ~1)dt =
(=) -

3

1
1
z/ (—t2—|—3t—3)dt:—ﬂ.
3 _3

3.19 Véta (o nezavislosti na parametrizaci). Necht ¢ : (a,b) — R™
a ¥ : (c,d) = R™ jsou jednoduché nebo jednoduché uzav¥ené po cdstech hladké
krivky v R™, necht (¢) = (1) a necht vektorové pole f: R™ — R™ je spojité na

(p). Pak plati
z)ds = x)ds
/w /(@) /w) /(@)

jsou-li krivky ¢ a v souhlasné orientované (tzn. Ze existuji redlnd cisla t € (a,b),
t* € (¢,d) a &> 0 takovd, Ze p(t) = (t*) a Ze @' (t) = cP'(t¥)).

Jsou-li krivky ¢ a1 nesouhlasné orientované (tzn. Ze existuji redlnd ¢islat € (a,b),
t* € (¢,d) a ¢ <0 takovd, Ze o(t) = Y(t*) a Ze ¢'(t) = cY'(t¥)), je

r)ds = — z)ds
RC /w)ﬂ )

3.20 Umluva ((podobna 3.10)). Jeli (k) ¢ R™ takovd mnozina, e existuje
néjaka jednoduchd (nebo jednoducha uzavfené) po castech hladké ktivka ¢, pro niz
je (p) = (k), budeme obcas psat fk x) ds misto spravného fso) f(x)ds. Ma-li byt
tato tmluva korektni, je tteba prldat ke ,,krlvce (k) jesteé jeji ,orientaci® (tj. ,smér
probihdni“) a krivku ¢ vyse uvedenych vlastnosti zvolit ,souhlasné orientovanou*.
Vse se vyjasni prikladem.

3.21 Priklad. Vypoctéme
a) I = f(k)(eg” +y)dz + zy*dy, kde (k) = {(z,y) € R* : > =z A «x
a ,orientace“ (k) je urcena poradim bodi (3, —v/3), (3,v3);

A

3}

b) f(k) f(z,y)ds, je-li f(x,y) = (x +2y,y) a (k) C R? je orientovany obvod troji-
helniku s vrcholy (0,0), (1,0), (0,1), jehoz orientace je ddna uvedenym poradim
vrcholi;
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C) f(k) f(.T,y,Z) dS, kde

f(xayaz) = <y2—22,22—$2,$2—y2),
(k;):{(g;,y,z)eR?’: P24y +22=1 /\:EEO/\ng/\zzO/\xyz:O}

a orientace (k) je ddna potradim bodu: (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1).

2 Y 2y
V3
1
I
0 3
I
VA 0 i
Obr. 3.7: (k) z prikladu 3.21 a) Obr. 3.8: (k) z ptikladu 3.21D)
Az
Obr. 3.9: (k) = (k1)U (k) U (k3) z prikladu 3.21 ¢)
Reseni.

a) Ziejmé lze psat (viz obrazek 3.7)
(k) = {(t*t): te(-V3,V3)},
a proto

V3 2t3 t5 V3
I:/ (e +t)2t + t*dt = [et2+—+—} _38V3
/3 3 5l 5
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b) Zvolme
(t,0), € (0,1),
p(t) =q2—tt—1), te(l,2),
(0,3 —1), € (2,3),

a vSimnéme si, ze pri této parametrizaci ,,orientace souhlasi“. Je proto

2

fxy)ds-/l(t—i—() 0) - (1, O)dt+/(2—t+2(t—1)t—1) (—1,1)dt+
+/(0+2(3—t)3—t) (0,-1)dt = /tdt+/ dt+/ =3 +t)dt = —1.

Vypoctéme dany integral jesté jednou, sikovnéji (detailni rozmysleni ponechme
svedomitému ¢tenari):

/f(a:,y)ds: fads— [ fads— [ fley)ds
(k) (1)

(p2) (¢3)
kde
1(t) == (¢,0), t € (0,1);
wa(t) == (t,1 —1t), t € (0,1);
e3(t) == (0,t), t € (0,1);
a proto

x,y)ds = ,0)-(1,0)dt — 2—t,1— dt—
/(k)f(y) /O<t><1>t/0<t £ (1, -1)dt

—/1(2t,t)~(0,1)dt:—

c) ,Krivka“ (k) je zfejmé sjednocenim ¢tvrtkruznic (k1), (ko) a (k) (viz obrazek
3.9). Tyto ¢tvrtkruznice mizeme parametrizovat (napriklad) takto:

T = cost, x =0, T = sint,
(k1): y = sint, (k2): y = cost, (k3): y =0,

z =0, z =sint, z = cost,

t€(0,3); t€(0,3); t€(0,%);

orientace orientace orientace

souhlasi, souhlast, souhlasi,
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a proto

™

ds = : sin? t)(— sin —cos®t)(cost)d
/(k)f [ it sin) + (= cos* ) cos ) e+

0

(ME]

+ (sin?¢)(—sint) + (— cos®t)(cost) dt+
+ [ (—cos®t)(cost) + (sin®t)(—sint) dt =

jus

—3sin®t — 3cos’tdt = —4.

I
O\M c\wh

3.22 Cviceni. Vypoctéte

a)

1 1
/ S I
w) 1]+ 1yl 2] + |yl

je-li (k) orientovany obvod ¢tverce o vrcholech (1,0), (0,1), (—1,0) a (0,—1),
jehoz orientace je ddna uvedenym poradim vrchol;

b) J (k) y* dx + 2> dy + 2” dz kde orientace ,k¥ivky*
(k) ={(z,y,2) €ER*: 2>+ +22=9 AN 2* +¢y° =32 A 220}

je déna poradim bodu: (0,0, 3), (g, %7 \%), (3,0,0).

3.4 Greenova véta

3.23 Definice. Mnozinu {2 C R™ nazyvame oblasti, je-li soucasné:
e Q) oteviend (tzn. (Vo € Q)(3U(z)) : = € U(x) C Q);

e () souvisld (tzn. Ze kazdé dva body 2 lze spojit kiivkou v ; presnéji: pro
kazdé dva body «, 5 € Q existuje kiivka ¢ : (a,b) — Q C R™ takova, zZe
pla) = aa p(b) = ).

3.24 Véta ((Jordanova)). Necht ¢ je jednoduchd uzaviend kiivka v R?. Pak
existuji oblasti €, Qs C R? takové, Ze

o R?\ () = U Uy,
e N =0,
[ ] 891 :892: <g0>,

o Oy je omezend a 2y je neomezend (v R?).
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ozn

(Oblast Q; = int ¢ nazyvejme vnitikem kiivky ¢, oblast Qy = ext ¢ se nazyva
vnéjsek krivky ¢.)

3.25 Definice. Bud ¢ : (a,b) — R? jednoduchd uzaviend po c¢dstech hladka
kiivka a bud ¢t € (a,b) takové redlné ¢islo, ze existuje (nenulovy) tecny vektor
¢'(t) € R%

Nenulovy vektor n(t) € R? nazveme vnéjsim normélovym vektorem kiivky ¢
v bodé t, pokud soucasné plati:

d n<t) ’ @,(t) =0,
o (36> 0)(¥h € (0,6)) : o(t) + hn(t) € ext o

Rekneme, 7e kiivka ¢ je kladné orientovand, je-li uspofadana dvojice [n(t), ¢ (t)]
orientovand stejné jako usporadand dvojice [eq, es];* Feeno presnéji, je-li

ny, N9

> 0,
T1, T2

kde
(n1,n2) == n(t), (m1,72) = ¢'().
,PTi probihani kladné orientované ktivky ¢ mame int ¢ po levé ruce*.
2 ¥
Je-li

niy, ng
’ <0,

T1, T2

ilkdme, ze kiivka ¢ je zdporné orientovand.

@ ey :=(1,0), ey:=(0,1).

b Uvédomme si, Ze ¢islo

ni, N2
T1, T2

urcuje treti soutadnici vektorového soucinu

(TLl,TLQ,O) X (’7'1,7'2,0).

3.26 Poznamka. Vyse uvedend definice kladné (resp. zdporné) orientované krivky
je korektni; je totiz nezavislda na blizsi volbé bodu ¢t € (a,b) takového, Ze exis-
tuje ().

3.27 Priklady orientovanych krivek.
a) Krivka () := (cost,sint), t € (0,27), je kladné orientovana.

b) Kiivka p,(t) := (sint, cost), t € (0,2m), je zaporné orientovana.



3.4 Greenova véta 33

3.28 Véta ((Greenova)). Necht ¢ je jednoduchd uzavrend kladné orientovand
a po cdstech hladkd krivka v R?, necht f = (f1, f2) : R? — R? a necht funkce
f1, fo, 88’;1, %{; . R? — R jsou spojité na 2 :=int p U (p).

Potom plati
Oh, 0 ) _
/ [ (Gt = e ) dsdy= [ e e+ foaay = [ e

Diikaz. Vétu dokazeme pouze pro specidlni pripad, kdy €2 je obdélnik, tj.

Q= (a,b) x (c,d)
(a,b,c,d € R; a<b, c<d).

Nejdiive upravme (pomoci Fubiniovy véty) dvojny integrél na levé strané doka-
zované rovnosti:

// 3f2 _%(xy dxdy—// (z,y)dzdy — //8 (z,y)dzdy =
:/C ( %‘];Q(fvy)dx) dy—/a ( %fyl(x y)dy> dr =

I b
:/ [fQ(.’E,y)]Zady—/ ey, dz =

d b
- / (falby) — folary)) dy — / (fi(.d) — filz, ¢))dr,

a potom (pomoci parametrizaci jednotlivych stran obdélniku ) kfivkovy integral
na pravé strané rovnosti:

f(x,y)dSZ/ (fl(t,c)-1+f2(t,c)-0)dt—|-/ (f1(b,t) -0+ fo(b,t) - 1)dt—
®) a c
_/(fl(t,d>.1+f2(t,d).O)dt—/ (Fila,t) -0+ folart) - 1)dt =

- / (it ) — it d)) dt + / (folbt) — fala. 1)) dt.

K dokonceni dikazu si staci vSimnout, ze podtrzena c¢isla jsou stejna.
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3.29 Priklad. Vypoctéte pomoci Greenovy véty
a)
/ (z+y)de+ (y —z)dy,
(k)

kde (k) je ,kladné orientovana“ elipsa
2 2

z )
{(z,y) € R*: E—i_ﬁ:l} (a,b>0);

1 2
/ — arctg Yy dx + — arctg L dy,
(k) L z ) Y

kde (k) je ,kladné orientovana“ hranice oblasti

Q={(z,y) €R®: (1<a®+y’ <4 A(x<y<av3)};

/ yz? dz + zy dy,
(k)

kde (k) je obvod ¢tverce o vrcholech (0,0), (0,1), (1,1), (1,0), jehoz orientace je
dana uvedenym poradim vrcholi;

d) obsah kruhu (o poloméru r > 0)
Q={(z,y) e R?: 2* +¢y* <r?}.
Resend.

2 Y

y =3z

y=x

\£S)

Obr. 3.10: Ilustrace k prikladu 3.29a) ~ Obr. 3.11: Ilustrace k prikladu 3.29b)
a) Integrdl vypoctéme pomoci Greenovy vety

B , 22 P
kde Q = {(z,y) e R*: =+ = =1},

a2 b2 =
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2y

S

Obr. 3.12: Tlustrace k prikladu 3.29¢) Obr. 3.13: Tlustrace k prikladu 3.29d)

substituce do zobecnénych polarnich souradnic

(x =arcost, y=brsint; J(rt)=abr)
a Fubiniovy véty:

/(k)(ery) da+(y—=z) dy I//(—l—l)d:cdy :/027r(/01(_2abr) dr) dt = —2mab.

b) Oblast i  kiivka“ (k) jsou zndzornény na obrazku 3.11. Jelikoz
0 ,2 T 2 1 1 2

—(— arctg—) = — - = )
ax(y y) y1+;—§y x? + y?

(1 ; y) 11 1 1
—(— arctg=) = — - =
oy \x & a:1_|_g_§:c 22+ y?’
je
1 2 1 *
/ —arctgg dac—k—aurctgE dy://ﬁdxdy:
(k) T x y y e +y

Q

2 51 T m 9 s
:[ (/r T—2Td90) d’l":(g—z) [lnTh:EIHQ

4

(v Gpravé (%) je uzito polarnich souradnic s Jacobidnem r a Fubiniovy véty).

c) Jelikoz (k) je ,zaporné orientovand“ hranice oblasti {2 = (0, 1) x (0, 1) (viz obrazek
3.12), je

0 0
x2d$+xd:—//(—x - — a:Q)dxd:
/(k)y y dy / ax( Y) ay(y) y
Q
! ! 1 1 1 1 1
= — —2 = — _ = = (- — ) = ——
= /o(/oy xd:c)dy /Oy de (2 3) 5
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d) Bud
@: {0,27) = R? ©(t) := (rcost,rsint).

Potom pro obsah kruhu Q (pfesnéji: pro miru mnoZiny 2) plati
1
AQ) = /1dmdy = —/ (—y)dz+2dy =
2
(¥)
21

= %/0 ((—rsint)(—rsint) + (rcost)(rcost)) dt = mr’.

(Doufejme, zZe ¢tenar prijal vysledek bez prekvapeni.)

3.5 Nezavislost krivkového integralu 2. druhu na
cesté

3.30 Pozorovani. Bud Q C R? oblast, bud ¢ = (p1,92) : (a,b) — Q hladky
oblouk a bud f = (fi, f2) : R? — R? spojité vektorové pole. Piedpoklddejme, Ze
existuje funkce (za chvili potencial) V : R? — R t¥idy C! na Q takovd, ze pro
kazdé (z,y) € Q je

arad V(o) = (222 P (1), o)

Uvazujme funkci F': R — R danou predpisem
F(t) ==V (e(t) = V(ert), pa(t)).

Protoze
F(0) = G (0).0a(0) 648 + - (01(0) a(0) 400) =
= R(pa(0).220) (1) + olr(0), 2(0)) (1),
plati

/( S p)ds = / £ (01(8), 02(8) G1(8) + fo(ion (), a(t)) () dt =

= [F(t)]e = V(e(1)) = V(p(a)).
Je-li ¢ po Castech hladkd kiivka, je'

n n

fayds =" [ floy)yds =3 (Vo) = Vielte)) =

() k=1 7 (WK) k=1
=V(p(b)) = Vig(a)).

1Uvazujeme stejny ,rozklad® kiivky ¢ na hladké oblouky jako v definici 2.5 po ¢astech hladké
krivky.
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3.31 Definice. Bud f : R™ — R™ spojité na oblasti Q@ C R™. Rikdme, Ze
vektorové pole f je potencidlni na oblasti €2, existuje-li funkce V' : R™ — R (tzv.
potencial) takova, ze

grad V(z) = f(x) pro kazdé x € Q.
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3.32 Véta (o nezavislosti na cesté). Necht vektorové pole f : R™ — R™ je
spojité na oblasti Q2 C R™. Pak ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:

(1) f je potencidlni na <,
(2) pro kazdou uzavrenou po castech hladkou krivku ¢ : (a,b) — § plati

/ f(z)ds =0,
(¥)

(3) krivkovy integrdl 2. druhu vektorového pole [ nezdvisi v oblasti 0 na cesté;
tzn., jsou-li ¢1 @ (a,b) — Q a @y : (c,d) — Q takové po cistech hladké
krivky, Ze p1(a) = 2(c), ¢1(b) = p2(d), je

(x)ds = f(z)ds.

(1) (¥2)

Navic plati: je-li V' potencidlem f na €2, je
| f@yds =vie®) - Viet) = [ fwyas
(%) ¢
pro kaZdou po éastech hladkou krivku ¢ : (a,b) — Q.°

/a ) ds,

kde o, € R™ a f: R™ — R™, musi byt bud f potencidlni na celém R™, nebo musi byt
z kontextu jasné, Ze integrujeme pies kiivku (s poc¢dtecnim bodem « a s koncovym bodem /3)
lezici v oblasti 2, na niz je vektorové pole f potencialni.

“Pouzivame-li symbolu

Na misté je otazka:
Jak zjistit, Ze dané vektorové pole je potencidlni?
Céstecnou odpovéd skryvaji nasledujici dvé poznamky.

3.33 Poznamka. Uvazujme na chvili, ze f = (f1, f2) : R? — R? je t¥idy C!
a potencialni (s potencidlem V) na oblasti Q C R?. Pak (viz vétu o zdménnosti
parcidlnich derivaci) pro kazdé (z,y) € Q plati

%(x )_ga_v(x )_82_1/(33 )_82_1/@ )_ga_v(x )_%(x )
oy ’y_ayﬁa: ’y_ayax ’y_&vay ’y_aa:@y YT g DY)

Nasli jsme nutnou podminku existence potencidlu. Da se ukazat, ze v pripadé, kdy
Q) C R? je jednoduse souvisld oblast (tj. takova oblast €2, Ze pro kaZdou jednoduchou
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uzavienou kiivku ¢ @ (a,b) = Q C R? je int ¢ C Q), je (pro vektorovou funkci
f=(f1,f2): R* = R? tridy C' na Q) rovnost

0 0fs
a—];(w,y) = a—J;(w,y)

pro existenci potencidlu i podminkou postacujici.

3.34 Poznamka. Je-li f = (fi, fo, f3) : R® — R3 t¥idy C! na oblasti Q C R3, lze
podobné dospét k témto nutnym podminkam existence potencialu:

Ofh _0f Ofh _0fs 0f2_0fs | o
oy Ox’ 0z Ox 0z Oy '

I zde plati, Ze v ptipadé jednoduse souvislé oblasti Q C R? se jedn4 i o podminku
postadujici. '
Zpusob nalezeni potencidlu a jeho vyuziti pti vypoctu krivkového integralu

2. druhu si ukazme na prikladech.

3.35 Priklad. Vypoctéme
/ ydr + xzdy, jeli p(t) := (cost,sint), t € (0, %)
(%)

Resent. Protoze R? je jednodude souvisld oblast, v niZ plati

oy = ox
oy oz’
je vektorové pole f(x,y) := (y,z) potencialni v R2.
Najdéme potencidl f, tj. takovou funkci V : R? — R, pro niz (v R?) plati

a—v(az )=y a 6’—V(:zr )=z
ax Y) =Y 8y YY) = .

Integraci rovnosti
ov
%(95 Y) =y
zjistime, zZe
Vi(z,y) = 2y +4(y)
pro néjakou (dosud nezndmou) funkci 1) : R — R a kazdé (z,y) € R% Po dosazeni
do druhé podminky (%—‘y/(x, y) = x) dostaneme

r= (%(:cy +(y)) =+ ¢ (y),

I PY¥esnd definice jednoduse souvislé oblasti v R? by pro nds v tuto chvili byla piili§ pracna,
vysta¢ime s intuitivni predstavou, Ze to je oblast ,bez dér®.
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a proto ¢'(y) = 0. Odtud plyne, Ze (y) = ¢ pro n&jaké ¢ € R. Rozmysleme si
podrobné (!), ze funkce definované predpisy

V(z,y) =2y +c, kdeceR,

tvoif pravé viechny potencidly f na R2.
K vypoétu daného integralu lze pouzit kteréhokoliv z nich (viz vétu 3.32). Zvo-
lime-li pro jednoduchost ¢ = 0, je

V2 V2

272

7

| vy = Vi) - Vie) = v (F L F) - VL0 =

“N)‘I —

3.36 Priklad. Vypoctéme

(_17_2)
a) [ = f (922y + 242y* + 6 + 5y) do + (323 + 242%y + 8 + 5x) dy;
(2,1)

(72)
b) I = [ (2zy —ysin(zy))de + (2* + 2 — zsin(zy)) dy;
0,3
(2,-1,3)
o) = [ 2zyde+ (2®—2)dy+ (1 —y)dz;
(1,0,0)
(1,0,0)
d) I = [ (2z+ 3y+sin(z?))dz + (22) dy + (222 cos(2?)) dz.
(0,0,0)
Reseni.

a) V(x,y) = 323y + 122%y> + 6x + Say + 8y = [ =V (=1,-2) = V(2,1) = —60.

N

b) V(z,y) = 2%y +cos(ay) + 2y = I =V(§,2) - V(0,]) =F —§+3.

¢) Uvédomme si, ze priklad je korektné zadédn, protoze vektorové pole

f(‘rayvz) = (2%2/,562 —Z, 1— y)

je potencidlni na (jednoduse souvislé oblasti) R?

(3(23311) _ o, 0@ —2) 0wy 00—y
oy ox 0z oxr
d(z* — 2)

0z B dy
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Najdéme potencial V:

oV
5y @ y,2) =2zy = V(ry z) = 2y + P(y, 2),

pro né&jakou — zatim nezndmou — funkci ¢ : R? — R;

ov 2= 9 _ 2 W
a_y(xayaz)_x Z—ay(xy+w<yaz))_x +ay(y72):>
0
= S (2) = 2 = Y(p2) =~y €(2),

pro néjakou — zatim neznamou — funkci £ : R — R;

0 0
a—‘;(ﬂf,y, 2)=1-y= a(fﬁy —2y+£(2) =~y +&(2) =

=l =1=t)=zte
pro néjaké ¢ € R. Volime-li opét ¢ = 0, je
V(z,y,2) = xzy — 2y + 2,
a proto
(2,-1,3)
/(LO,O) 2rydr + (2% — 2)dy + (1 —y)dz = V(2,-1,3) — V(1,0,0) = 2.

d) Zadany integral nema smysl, protoze

0

2(2:(; + 3y +sin(2?)) =3 #£2 = 2

a tudiz integrované vektorové pole neni potencialni. (Prectéte si poznamku pod
¢arou ve vété 3.32.)

A

3.37 Cviceni. Vypoctéte I, kdyz
(2,0)

a) I = [ (3z*y+ ycos(zy))dz + (2° + 1 + z cos(zy)) dy;
(3.1

(1,1)
b) I = [ (2ye™ + 2z + 2y*) dz + (2ze™ + 4ay + 2y) dy;
(2,0)
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(0,1,2)

o) I= [ 3Ba*y’zde+ (20%yz — 2%)dy + (23y* — 2yz + 32%) dz;
(—1,3,0)
(1,1,1)

d) I= [ (y*2*+2z)de+ (2zyz? + 2y) dy + (22y°2 + 22 + 1) dz.
(0,0,1)

3.38 Cviceni. Dokazte, ze vektorové pole

(Y z

nen{ na oblasti R? \ {(0,0)} potencidlni, a to presto, ze v R?\ {(0,0)} plati

oO(f _y N_O0(_ =z
Jy w2492 ) Or \z2+y2 /)’

(Neprehlédnéme souvislost s pozndmkou 3.33.)

3.6 Aplikace krivkového integralu 2. druhu

a) Prace vektorového pole podél orientované kiivky.
Bud vektorové pole f : R™ — R™ spojité na ,orientované krivee (k) C R™, kde
(k) = (¢) pro néjakou jednoduchou (nebo jednoduchou uzavienou) po Castech
hladkou ktivku ¢.
Praci vektorového pole f podél .orientované kiivky“ (k) rozumime ¢islo

A(k) = f(z)ds
(¢)
(samoziejmé predpokladame, ze (k) je ,orientovana souhlasné“ s kiivkou ¢).
b) Obsah (presnéji mira) rovinych utvari.
Bud 2 = int pU(p), kde ¢ je jednoduché uzaviena kladné orientovand po ¢astech
hladké kiivka v R?. Potom plati (viz Greenovu vétu 3.28)

1
AQ) = —/ (—y)dz +xdy = / xdy = —/ ydx.
2 J() ¥) (¥)
3.39 Cviceni.

a) Vypoctéte praci vektorového pole f(z,y,z) = —(0,0,mg) podél péti zavitu srou-
bovice h
t) = trsint,———t), te{0,107).
¢(t) := (rcost,rsin Tom ) (0,107)

(Takovou energii ziskate, mate-li hmotnost m > 0 a sjedete pét zavitu toboganu,
ktery ma vysku h > 0 a polomér zatacky r > 0; konstanta g > 0 je tihové
zrychleni.)
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b) Pro a,b > 0 uréete obsah (miru) elipsy

2 2

Q={(my) eR: S+5 <1}
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Kapitola 4
Plochy

4.1 Definice. Plochou (v R?) rozumime kazdou spojitou vektorovou funkci
v G—R3,

pro niz existuje neprazdna oblast Q C R? takovd, ze Q € G = Dy C Q.
Mnozinu
() = (G) = {Y(u,v) : (u,v) € G} C R
pak nazyvame geometrickym obrazem plochy . Je-li M = (v), fikdme, Ze ¢ je
parametrizaci mnoziny M.

4.2 Cviceni. Parametrizujte mnozinu M, je-li
a) M ={(z,y,2) eR®: 22+ 9>+ 22=100 A -8 < 2 S 6};

b) M= {(z,y,2) eR¥: a2+ 92 +22=4 N a®+12< 22 A 220)

Podobné jako tomu bylo v pripadé krivek, je tato definice prilis obecna. Doplnime
ji proto jesté jistymi ,diferencidlnimi* podminkami.

4.3 Definice. Omezenou oblast  C R? nazveme regularni oblasti, existuje-li
jednoduchd uzaviend po ¢dstech hladka kiivka (v R?) ¢ takovd, ze Q = int .
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4.4 Definice. Plochu o = (¢1,%9,13) : Q — R3 kde Q C R? je regularni
oblasti, nazyvame hladkym listem, plati-li:

i) 1 je prosté zobrazeni;

ii) existuje vektorovd funkce h = (hi, hy, h3) : R? — R3, ktera je tiidy C! na
néjaké oteviené mnoziné M O Q, * a pro niz plati: ¥ = hlg;

iii) pro kazdé (u,v) € Q jsou vektory

a_¢(u, v) = (8h1 (u,v), %(u,v), 8—23(%@)) :

o Ou du B
o0, (Ohy, | Ohy, . Oh
%('L%U) - (a_v(u7v)7 a_v(u7v)7 %(U,U))

linedrné nezavislé.’

Mnozinu
Oy = (09Q) = {(u,v) : (u,v) € 0N}

nazyvame okrajem hladkého listu .

%Tzn. ze vSechny parcialni derivace prvniho fadu funkei hy, ho a hg jsou spojité na M.
bNepiehlédnéme, Ze pro (u,v) € €2 je

0 0 0 o:
20 ) o= (G G2 ). G2 ) )

0 0 0 0
) = (G20, 520, G2 ).

4.5 Priklady hladkych listt.
o Yy1(u,v) := (cosu,sinu,v), Dy = (0,5) x (0,2).
® Yy(u,v) := (cosucosv,sinucosv,sinv), Dy = (0, F) x (0, 7).

2

4.6 Poznamka (ke geometrickému vyznamu vektortt 2% (u,v), 2% (u,v)).

ou ? Qv
Vsimnéme si (a pozorny Ctenar vi, ze tak ué¢inime jiz podruhé — viz priklad 1.23), ze
o o
—(u,v) a —(u,v
ou (u,0) v (1, 0)

jsou smérové vektory teéné roviny sestrojené k ,ploSe" (¢) v bodé ¢(u,v).
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Kapitola 5

Plosny integral

5.1 Plosny integral 1. druhu pres hladky list

5.1 Motivace. Bud ¢ = (1,12, 13) : Q — R3 hladky list. Zadejme si tikol spocitat
,2hmotnost plochy“ (1), je-li na (1)) (plosnd) hustota popsana spojitou a nezdpornou
funkci f: R3 — R.

Vezméme dvojrozmérny interval (a,b) x {(c,d) takovy, ze Q C (a,b) x (c,d),
a uvazujme jeho déleni D = (D, D,), tj. systém dvojrozmérnych intervalu

T = (U, 1) X (U, V1) -

Je jisté prirozené aproximovat poc¢itanou hmotnost m((y)) souctem »_ m((Jx)),
kde s¢itdme pres ta k a I, pro néz je Ji C Q. ol

Protoze

T
Y(Upyr, Vi) — Y(ug, vp) = d¢(Uk,vz)(uk+1 —ur, 0) = (w/(uk’vl) . (UkHO_ Uk)> -

T
%(Umw)a %(Ukavl) o
Ugy1 — U
- %(Umvz)a %(Ulm“l) ' ( k+10 k) = (kn _uk>%(uk’vl)
%(U}C,UZ), %(ukavl)

a (postupujeme-li analogicky)

¢(ukavl+1) - ?ﬂ(uk,w) = (Uz+1 - Ul) %(Uk,sz

je jisté prirozené aproximovat ,obsah plosky* 1 (Jy) ¢islem '

1Zapisem ,uxv*, kde u = (u1,us,u3),v = (vi,v2,v3) € R3, rozumime vektorovy souéin vektorii
u a v, tzn.

u X v := (ugv3 — U3Va, UV — UTV3, U V2 — UgVT).
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(Upy1 — Uk)g—Z(Uk, vp) X (Vg1 — Ul)g_qf(ukavl)
= ”Z_Zf(uk’vl) X g—f(wg,vz) (Upy1 — ug) (Vi1 — v).

Ziskdme tak — nahradime-li hustotu f na kazdém v (Jy;) konstantou f(¢(ug,v;)) —
tuto aproximaci poc¢itané hmotnosti:

Zm ()

= Zf (ug, vr) Hg_f(uk’”l) X g—f(uk,vl)

//f ) [

(Jisté se vyplati si vS§imnout, ze pii f = 1 pocitdme vlastné ,obsah plochy* (¥).)

(w1 — we) (Vi1 — v) =

5.2 Definice. Bud ¢ : Q — R? hladky list a bud f: R® — R spojitd na mno-
ziné (1) = (). Plosny integral 1. druhu funkce f pres hladky list ¢ definujeme
rovnosti

[ sy [ st [t < G

5.3 Poznamka (k definici 5.2). Za vyse uvedenych predpokladi je funkce

du do.

9

(n.0) o £, 00) [ 0, 0) % G )

spojita na uzaviené meéritelné mnoziné €2, a proto integrovatelna na 2.

5.4 Pf¥iklad. Vypoctéme [[ f(z,y, z)do, je-li
P

)f(I Y,z ) =r+y+=z, @D(u,v)::(l,u,v), §:D¢:<O’1>X<O’1>;

b) f(x,y,2) == 2y/2? 4+ 92, (u,v) := (cosucosv,sinucosv,sinv),
Q= D@b = <07 §> X <07 Z)‘
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Resent
a) o o)
%(U,U) = (07170)7 %(uav) = (0a071>>
0 0 0 0
O ) x 2 (u,0) = (1,0,0), Ha—fw,v) ) =1,
a proto

1 1 1 1
//f(q:,y,z)da:/ (/ 1+u—|—vdu>dv:/ 1+ - +vdv=2.
; 0 0 0 2 -

b) Protoze pro (u,v) € Q plati:

—(u,v) = (—sinucos v, cos u cos v, 0),

W
ov

(u,v) = (= cosusinv, — sin usin v, cos v),

g—w(u,v) X gﬂ(u,v) = (cos?® v cos u, cos® v sin u, sin v cos v),
u v
Hg—ib(u,v) X g—w(u,v) = Vcos?v = |cosv| = cosv,

u v

je

I
//zx/x2+y2da://Sinvcosvcosv dudv = g/ cos’vsinvdv =
/. 0

¥

/1 —dew:%(él—\/i).

A

5.5 Poznamka. Vypocet ¢isla ||a x b||, kde a,b € R3, lze nekdy zrychlit uZitim
vztahu

la > bl = V/llall2[[o]]? = (a - b)2,

jehoz dikaz ponechme c¢tenéari.
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5.2 Plosny integral 1. druhu pres po castech
hladkou plochu

vvvvvv

priklad s parametrizacemi povrchu kvadru, koule, jehlanu, ... . Jedna se o tzv. ,po
castech hladké plochy*“. Je jisté rozumné ocekavat, ze definice takovychto ploch
bude analogicka definici po ¢astech hladké krivky. Pro nase pohodli vsak v nasledu-
jici definici budeme postupovat jinak: po ¢astech hladkou plochou budeme rozumét
mnozinu bodi jistych vlastnosti.

5.6 Definice. MnoZinu S C R3 nazveme po éastech hladkou plochou, existuji-li
hladké listy ¥y, 1o, ..., 1, takové, ze plati:

i) "
S = U(@Di) = W)U W)U ... U(W);

i=1

if) i 7§ = (i) N () C OY; NOY;

a bud (¢;) N (1;) lze parametrizovat jednoduchou nebo jednoduchou uzavienou
po ¢astech hladkou kfivkou (pak t; a 1; nazyvame pfilehlymi listy), nebo je
(1) N (1;) mnozina jednobodova nebo prazdné;

i) i # j # k #i= () N (Y;) N (Yy) je mnozina jednobodova nebo prazdné;
iv) i # 1 = list 1); je prilehly k nékterému z listt ¥y, g, ..., ;1.

(Za vyse uvedené situace nazyvame hladké listy 11, ..., rozkladem po ¢dstech
hladké plochy S na hladké listy.)

5.7 Definice. Jednoduchou kiivku ¢ : (a,b) — R3 nazveme &asti okraje S,
existuje-li rozklad S na hladké listy i1, 1, ..., ¥, a pravé jednoi € {1,...,n}
takové, ze () # @(a,b) N (Y;) C OY; .

5.8 Definice. Okraj plochy S definujeme rovnosti

O0S = U (p) .
© je casti

okraje S

Je-li OS = 0, tzn. neexistuje-li kiivka ¢, ktera je ¢asti okraje S, nazyvame plochu
S uzavienou.
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5.9 Definice. Bod p € S, pro néjz existuje takovy rozklad S na hladké listy 11,
o, ..., Py adisloi € {1,...,n}, ze p € (¢;) \ Oy, nazyvame reguldrnim bodem S.

5.10 Pozorovani. Vsimnéme si, ze v regularnim bodé p = ¢;(u, v) existuje tecna
rovina k plose S s jednotkovym normalovym vektorem

%(u,v) x i (u,v)

ou v
)= 08 ) 2, )]

5.11 Definice. Bud ¢y, 1), ..., 1, rozkladem po ¢astech hladké plochy S C R3
na hladké listy a bud funkce f: R?® — R spojitd na S.
Plosny integrédl 1. druhu funkce f pres po ¢astech hladkou plochu S definujeme

rovnosti .
//f(x,y,z)da Z—Z//f(x,y,z)do
s =1y

5.12 Poznamka (k definici 5.11). D4 se ukazat, Ze tato definice je nezavisla na
konkrétnim rozkladu po castech hladké plochy S na hladké listy ;.

Specidlné: jsou-li 11 a 1y dva hladké listy takové, ze (1) = (102), a je-li funkce
f: R® — R spojitd na (1), je

//f(x,y,z)daz//f(x,y,z)da
1 2

(Porovnejte toto tvrzeni s vétou 3.9.)

5.13 Priklad. Vypoétéme [[ f(z,y,z)do, kde
S

a) f(x,y,z) = m a S je povrchem ¢tyrsténu s vrcholy (0,0,0), (1,0,0),

(0,1,0), (0,0,1);
b) f(x,y,2) := 2% +y? a S je hranici télesa

{(z,y,2) ER’: a2+ y2<2<2 Az 21}

) f(v,y,2) :=2% S={(v,y,2) eR®: 2=y A 2® +y* = 1};

d) f(z,y,2) =2y, S={(r,y,2) ER*: 2’ +y’ =4z A2 Z20ANy20A 2= 1}
e) f(z,y,2) =z,

S = {(xy,)E]R3.x2+y2+z2:9/\xZO/\yiO/\zZO/\x—l—yéZ’)}.



5.2 Plosny integral 1. druhu pres po castech hladkou plochu 51

Resend.
a) Ctyfstén S rozlozime na hladké listy S = (1) U (1) U (13) U (1)4), kde

Vi(x,y) = (z,,0), (z,9) € Q= {(u,v) €R*: uec{0,1) Ave(0,1—u)},
Po(z, 2) == (x,0 z), (x,2) € Q,
U3y, z) = (0,y,2), (y,2) € Q,
Ya(z,y) = (z,y,1 —xz —y), (z,y) €
Pak!
Oy Oy Oy oy Oy B
5 = (1,0,0), ¥ =(0,1,0), ..., 5= =(1,0,—1), 5y = (0,1, —1),
a kazdy Ctendr si jisté prepocita, ze
52 % Gl = 15 % G2l = 152 x 21 =1
813 8y

aw Lo
155 x5, 1= o) = va.

Odtud plyne (viz definice 5.11 a 5.2)

//fda—// 1—|—a:+y 1dxdy+// -ldrdz+
// 1dydz+//m V3dzdy =
://<1+\/§)(1+x1+y)2+2<1+1x)2dxdy:

Q

1 1—x \/—
:/0 </0 (11++w+3y)2 ! (1fx)2 dy) do =

1 2 1—x
:/0 ﬁ(1—:,:) (1+\/_)[1+x+y]y odz =

1+2x)
[RGB me

“

'Budeme zkricené psat —a to i v dalsfm textu — ”—‘981@1 = ... “ misto spravného ., (% L (z,y) =
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b) Protoze
= (Y1) U (¥2) U (¥3),
kde

Py(r,t) :== (reost,rsint,r), (r,t) € (1,2) x (0,27),
o(r,t) := (rcost,rsint, 1), (r,t) € (0,1) x (0, 27),
s(r,t) == (rcost,rsint,2), (r,t) € (0,2) x (0, 27),

a navic (jak lze snadno ovérit) plati

H% 0 x k)| = v
e

e

je

//(x +y da—//x+y da—l—//x—f—y dg+//$+y

[ (e [ ([0
+/027r (/02(7"27")dr) dt = = (15v2 +17).

Pozorny ¢tenar je v tuto chvili nutné otiesen, vyse uvedeny vypocet neni korektni:
plochy 1, 19 a 13 nejsou hladkymi listy. Situace je podobna jako pti vypoctu
dvojnych integrali substituci: k poruge (prostoty zobrazeni v; a linedrni nezavis-
losti vektori %ﬁ" (r,t), 881? (r,t)) dochdzi na mnoziné nulové miry (v R?), mnoziné
z hlediska dvojného integralu ,,zanedbatelné®.

Doporucme ¢tenari vyborné a uklidnujici cviceni:

vypoctéte dany integrdal korektne;

tak si 1ze nejlépe rozmyslet, ze (a pro¢) vysSe predvedeny zptisob vypoctu nevede
k chybé.

¢) Ziejme S = (¢), kde

Y(r,t) := (rcost,rsint,r*sintcost), (r,t) € (0,1) x (0, 27).

Plati
0 0
a—w(r, t) = (cost,sint, 2rsintcost), a—zf(r, t) = (—rsint,rcost, r? cos 2t),
-
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”W 9y

8_H = H r?sint cos 2t — r? cost sin 2t, —r? cos t cos 2t — 7% sin t sin 2t 7“)||

= \/ (sin?t cos? 2t + cos? t sin? 2t + cos? t cos? 2t + sin® tsin® 2t) + r2 =

4(cos? 2t + sin? 2t) + r2 = rv1 + 12,

I
Q

a proto

//f(l",yaz)dU:/Ozw(/01%4sin2(2t)rmdr> dt =
S

o | _ 4 1 2 1
([ ta)( [ evizara) =5 [ - v
0 8 0 4 2

1
2
11v2 2
z/ wg—Zw%—Fw%dw:W( \/_——>
8 )1 210 105

Uvedme jesté jiny zptisob, jak zadany plosny integral spocitat. Definujme
Y(u,v) == (u,v,uv), kde (u,v) € Q= {(u,v) € R*: v*>+v> < 1}.
Pak S = () (S je vlastné grafem funkce dvou proménnych (u,v) — uv),

o o aw az/;
5 =~ (L0, 5o =01, 5o x ool = |-

a proto

—u,1)[| = VI+uZ+12,

/fdaz/ w?o? V14 u? +v2dude =
S Q

27 1
:/ (/T4Sin2tcos2t\/1+r2rdr> dt =
0

0

et 11vV2 2
/0 (/0 7 sin 2t)v1+r rdr) dt 7r< 510 105) :

(Ve vypoctu dvojného integralu jsme pouzili substituci do polarnich soutradnic
Q= {(rcost,rsint) e R: re(0,1) At (0,2m)}
a Fubiniovy véty. Ziskany dvojnasobny integral vypocetli jiz dfive.)
d) Zrejmé

2
S = {(rcost rsint, Z> eR®: re(0,00) Ate(0,2m)A

7,2

AT ST =),

A cost =20 A sint =0
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kde )
. r m
w(r,t) == (7" cost,rsint, Z)’ (r,t) € (0,2) x (0, §>
Odtud plyne
a—w:(cost sint, ;) %—v’tb:(—rsmt T COST 0)
|5 % 2
or

H H(——cost— smtr H—\/—+r2—r\/

A ted uz mame vse pripraveno k dokonc¢eni vypoctu

//fda:/of2r (/(ir%ostsint@rdr)dt:
_(/Oludu></l24(v—1)\/52dv)—4[§

(V Upravé jsme vyuzili substituci sint =uwal+ %2 =v )

e) Parametrizujeme-li

S:{(x,y,\/9—$2—y2)€]R3: :U>O/\y>0/\:x—|—y<3}
kde

_xQ_yQ)a
(r,y) €Q={(z,y) ER*: 2€(0,3) Aye(0,3—2)},
je
90—y W,
a$ 77m7 ay 7’m7
122 x WH—H L= o=
—y2 /9 -

a proto

[fro- [ =

I=—=

27
S ddy=3n@) =2
T W 3A(Q) P

(Otazka ¢tendfi: Proc je predvedeny vipocet nekorektni a pro¢ presto vede ke sprdv-
nému vysledku?)

A
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5.14 Cvi€eni. Vypoctéme [[ f(z,y,z)do, kde

S
a) f(z,y,2) =ay+yz+zz, S ={(2,y,2) ER’: 2= /2 +y> A 2” +y* < 2z}
b) f(z,y,2) :==xyz, S ={(z,y,2) ER®: 22 +y* =22 A2 Z 0Ny = 0A0= 2 S 1}
c) flz,y,2) = 2> +y*+ 2z a S je hranici mnoZiny

{(z,y,2) ER*: 2> +y* + 22 <4 A 220}

5.3 Aplikace plosného integralu 1. druhu

a) Obsah plochy.
Je-li P C R? po ¢astech hladka plocha, rozumime jejim obsahem &islo

:l/lda.

b) Necht P C R3 je po ¢dstech hladkd plocha, jejiz (plosnd) hustota je popséna
funkei h : R3 — R, kterd je spojitd a nezdporna na P. Pak je rozumné uzivat
(definovat) vztahy:

= // h(z,y,z)do ... hmotnost plochy P,

//xhxy, )do

. staticky moment P vzhledem k roviné x = 0,

//yh:cy, )do

. staticky moment P vzhledem k roviné y = 0,

// xy 2)do

. staticky moment P vzhledem k roviné z = 0,

. tézisté P.

T(P) = (m<P> =0, m(P))

(Analogicky 1ze definovat momenty setrva¢nosti plochy P vzhledem k souradni-
covym osam.)
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5.15 Priklad. Vypoctéte pomoci plosného integralu obsah plochy S, je-li

a) S={(z,9,2) ER®: (x =8+ (y—T7)>+ (6 —2)> =25 };
b) S={(z,y,2) eR¥: z=1(a®+y?) A 2?+y* <1}
B )

)

v

esent.
a) Kulovou plochu S parametrizujme pomoci

Y(u,v) = (8,7,6)+ (5cosucosv,bsinucosv,5sinv), (u,v) € (0,2m) X (—g, 5)

Pro zvolenou parametrizaci plati

oY . oY . . .
— = 5(—sinu cos v, cosucos v, 0), 5 = 5(— cosusin v, — sin u sin v, cos v),
v

ou
Haw awH = ||25(cos u cos® v, sin u cos® v, sin v cos v) || = 25| cos v| = 25 cos v

(jelikoz v € (=7, 5)). Obsah plochy S je tedy

//1da—/ / 25cosvdv)du:25-27r-[Sinvﬁ = 1007 .

b) Plochu S, ktera je ¢asti rota¢niho paraboloidu, parametrizujme pomoci vektorové

[ME]
N

funkce 5
Y(r,t) := (rcost,rsint, %), (r,t) € (0,1) x (0, 2m),
pro niz plati

= (cost,sint,r), — = (—rsint,rcost,0),

or ot
Ha¢ 8wH |(=7? cost, —r?sint, r)|| = Vi + 12 =rVr2+1.

Obsahem zadané plochy je ¢islo

U(S):/01(/:?Wdt)dr:27r/12\/ﬂ%du:7r[§ugﬁ:2%(\@—1).

(Ve vypoctu jsme uzili substituci v = 1 4 r2.)

a) S = {(z,y,2) eR¥: 22 +y* +22 =36 A 2z 2 O} , je-1i jeji (plosna) hustota

popséana funkei h(x,y, z) := /2% + y?;
< 2}, je-li jeji (plosna) hustota

b) S ={(z,y,2) eR¥: 22=2+y* N1 <2<
v kazdém jejim bodé rovna vzdalenosti tohoto bodu od osy z.
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5.4 Plosny integral 2. druhu pres hladky list

5.17 Motivace.

1) Mé&jme rovinnou plochu 7, pres kterou protéka — ve sméru jejtho normélového vek-
toru n — nestlacitelnd kapalina konstantni rychlosti (nezavislou na case a poloze)
danou vektorem f; € R?. Mnozstvi kapaliny, které za jednotku ¢asu ,protece
plochou 7 o obsahu (= mife) A(7), odpovida ¢islu

(6 o) 0

2) Bud ¢ : Q — R? hladky list a bud f : R3 — R3 spojité vektorové pole
na (¢) (opét: f udavd — na case nezavislou — rychlost proudéni nestlacitelné
kapaliny). Pocitejme, kolik kapaliny protece (za jednotku ¢asu) plochou (i) ve
sméru urc¢eném normalovymi vektory %(u,v) X ‘M S (u,v).

Postupujeme-li podobné, jako na zacatku kapltoly 1, ziskdme tyto odhady’
pocitaného objemu

Z’C U(Jw))

- Z ( (upe, v1)) (g—f<uk,v,) x g—f(uk,vl)» (ursr — up) (V141 — ) =

z//f(w(u,v))- (g—f(u,u) < ‘Z—f(u,v)) du do.
Q

5.18 Definice. Bud ¢ : Q — R? hladky list a bud vektorové pole f : R?® — R?
spojité na (1) = 1(£2). Plosny integréal 2. druhu vektorového pole f pres hladky
list 1 definujeme rovnosti

(4)/ fla,y, 2)do = é/f@(uav))‘ (g—i(u,v) X %(u,v)) du dv.

1V uvedenych odhadech vyuzivame téchto rovnosti:

(uk,v1) X o= (uk,v)|| =

9P Y )
(f (W (ug,vr)) - ng(“kvvl) X gy(“h”l) ) Haz/:

%(ulmvl) X ’f(ulwvl)H

w
ov

— F (blup, ) - @fj(uk,w) X gf(uk,vl))
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5.19 Poznamka. Je-li f = (f1, fo, f3), piSe se nékdy

//f(x>y7z>daog./ fl(l’,y,Z)dy/\dZ—i—fQ(ﬂf,y,Z)dZ/\dZﬂ—‘—fg(I,y,Z)dﬂf/\dy.
(¥) (¥)

5.20 Pfiklad. Vypoctéme [[ f(z,y,z)do, je-li
@)

a) f(x,y, Z) = (O,O,ZL’Q +y2)7 ¢(T7 t) = (TCOSt,TSth,O), Dl/} = <172> X <_%7 g>7
b) f(z,y,2) = (x—y,y— 2,2 —x+1), Y(u,v) := (u,v,1 —u —v),
DY =Q={(u,v) eR*: u+v=<1 A uz0 A v=0}
Reseni.
a) Protoze plati

9
or

0
= (cost,sint,0), %% = (—rsint,rcost,0),

oY oY
ot .. ar (0707T) )

or ot
je

4

[/ﬂ%%ZMU—ﬁQQ[gmﬁwﬂ(QQﬂdOdr—ﬂEﬂj—%%.
W)

b) Postupujeme podobné jako v predchozim piikladu:

oy oy o oY
0 ol 20 <0 = LLD),

VB

(1,0,-1), (0,1,-1),

a proto

//f(x,y,z)da://(u—v,u—i-?v—1,—2u—v+2)-(1,1,1)dudv:
(%) Q

:/01</01_u1dv>du:i.

5.21 Cvi¢eni. Vypoctéte [[ f(z,y,2)do, je-li
(¥)

f(x7y7 Z) = (_x2273/72xy)7

¥(u,v) = (cosucosv,2sinucosv,sinv), Dy = (0, g> x (0, g)
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5.5 Plosny integral 2. druhu pres po castech
hladkou plochu

Nésledujici definici ponechme nepfesnou (jeji presna formulace je pracnd; je podobnd
definici kladné orientované kiivky).

5.22 ,,Definice®. Bud v hladky list a bud kiivka ¢ ¢asti okraje (1). Rekneme, Ze
¥ a p jsou souhlasné orientované, jestlize ,pri pohybu po (p) ve sméru orientace

@ a s hlavou ve smeru vektorového pole g—lﬁ X g—f mame plochu (1) po levé ruce “.

5.23 Definice. Bud v a 1, prilehlé listy a bud ¢ takova jednoduché ktivka, ze

{0) C (Y1) N {a).

Rekneme, Ze 11 a 19 jsou souhlasné orientované, plati-li

11 a ¢ jsou souhlasné orientované < 1, a (—¢) jsou souhlasné orientované.

Rekneme, Ze po ¢astech hladka plocha S je orientovatelnd (nebo dvoustrannd),
existuje-li jeji rozklad na hladké listy 1,4, ... 9, takovy, ze kazdé dva pri-
lehlé listy v; a 1; tohoto rozkladu jsou souhlasné orientované (mluvime pak
o orientovaném rozkladu ).

Orientovat orientovatelnou plochu S znamend zadat jednotkovy normaéalovy vek-
tor n(p) € R? k plose S v kazdém jejim reguldrnim bodé p tak, aby pro kazdy
orientovany rozklad 1, s, ..., ¥, plochy S platila pravé jedna z implikaci:

0Y; (u U) 5w i (U U)
Yi(u,v) =p € () \ OY; = = fu T
(u,0) = p € (i) \ n(p) 2% (u, 0) x 92 (u, )|
o; (u,v) x O (u,v)
. = B . = — Ou ’ Ou 7
vl ) =P € WA OV = 0l) == ol B o)

5.24 Poznamka (k definici 5.23).

i) Je-li plocha S C R? orientovatelnd, existuji pravé dvé rizné vektorové funkce n
a n* urCujici orientaci S (protoze zfejmé plati n = —n*, mluvime o opa¢nych
orientacich S); k orientaci S staci proto uré¢it jednotkovy normélovy vektor n(p)
v jediném (libovolném) reguldrnim bodé p € S.

ii) Existuji neorientovatelné (zvané téz jednostranné) po ¢astech hladké plochy. Pri-
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Obr. 5.1: Mobiuv list

kladem takovéto plochy je Mobituv list (viz obrazek 5.1):
v . N v 5
{(Cosv +u cos(ﬁ) cos v, sinv + ucos(§) sinw, u 31n(§)) eR’:
(u,v) € (—1,1) x (0,27r>}.

iii) Kazdd uzaviend po ¢astech hladké plocha je orientovatelnd.

5.25 Definice. Bud S C R3 po éastech hladkd plocha orientovand svym
orientovanym rozkladem y,s,...,1¥,.> a bud vektorové pole f : R?® — R3
spojité na S.

Plosny integral 2. druhu vektorového pole f pres orientovanou po c¢astech
hladkou plochu S ° definujeme rovnosti

//f(l‘ay,z)dd 3=2n://f(:c,y7z)da.
(%)

=)

2Tim myslime, Ze vektorové pole n : R3 — R? urcujici orientaci S je v kazdém reguldrnim
bodé p = v;(u,v) definovano rovnosti

bMluvime nékdy téZ o toku vektorového pole f orientovanou plochou S.

5.26 Poznamka. Da se ukazat, ze vyse uvedena definice je korektni; je totiz neza-
visla na konkrétnim — v souladu s orientaci S zvoleném — orientovaném rozkladu S.
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Navic plati: jsou-li ¥y,...,%, a ¥,..., ¢ takové orientované rozklady S, ze
zadavaji opacnou orientaci S, je

Z/ f(a,y, z) Z/ f(a,y,2)

L (w) I=1 ()

5.27 Priklad. Vypodétéme plosny integrdl druhého druhu [[ f(z,vy,z) do, je-li
&)
a) f(z,y,2) = (%9 2%) a S je ,vn&jsimi“ normalovymi vektory orientovany po-
vrch krychle (0,6) x (0,6) x (0,6);

b) f(z,y,2) := (2y — 2,6z — 2x,3xz — y) a plocha
S={(z,y,2) ER*: 22 +y+2:=6 A220Ay=0A 220}
je orientovand vektorovym polem n(z,y, z) := %(2, 1,2);
¢) f(x,y,2) = (z,y,2yz) a plocha
S={(z,y,2) ER*: z=uy A 2*+y* <5}

je orientovand pomoci normalovych vektoru ,svirajicich“ s vektorem (0,0, 1) ost-
ry thel.

Resend.

a) Nejdiive parametrizujme jednotlivé stény dané krychle:

Py (u,v) == (u,v,0), (u,v) € (0,6) x (0,6),
Po(u,v) == (u,v,6), (u,v) € (0,6) x (0,6),
P3(u,v) == (u,0,v), (u,v) € (0,6) x (0,6),
Yy(u,v) == (u,6,v), (u,v) € (0,6) x (0,6),
Vs(u,v) == (0,u,v), (u,v)€ (0,6) x (0,6),
ve(u,v) == (6,u,v), (u,v) € (0,6) x (0,6),
a vypoctéme odpovidajici normalové vektory:

0

) x S 0) = (0,0,1),

Oty Oty

au( )XW( ):(07071)7

Nyni si vSimnéme (!!!), Ze zadand orientace stény (0,6) x (0,6) x {0} je opa&na
nez orientace zvolené parametrizace ¥, a ze orientace 1, a odpovidajici stény
(0,6) x (0,6) x {6} jsou stejné. Vyuzijeme-li jesté symetrie vektorového pole

f<x7 y? Z) = <x27 y27 22)
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a plochy S, plyne odtud, Ze

/f:vy, :—3//fasy, d0+3/ flz,y,2)

(Y1) (b2)

_ _3/06 </06(u2,v2,0) : (0,0,1)du) do+

6 6
+3/ (/ (U2>U2,36)-(0,0,1)du> dv = 3888.
0 0 -

b) Ziejmé

kde

Navic plati
oy _ o Loy o 1
ou = (1,0.-1), ov = 0.1 2>’ ou " o (1’2’1)

(tedy orientace souhlasi), a proto

/ f('r7y7z>d0-:
(9)
3 6—2u 5v 1
:/(/( 3+u+— 18 — 8u — 3w, 3u—v)-(1,—,1)dv)du:
0o NJo 27 2
3
:/ 6(6 —2u)du = 54.
0

¢) Jednou z parametrizaci S = (¢) je napriklad

2
W(r,t) = (T cost,rsint, r costsint) = (r cost,rsint, %sin(Qt)),
Dip = {(r,t) e R?: r € (0,V5) Ate(—mm)},

pro niz plati

0 0
%% = (cos t,sint, rsin(2t)) , % = ( — rsint,rcost, r? cos(2t)) ,
or ot
0 0
(;Z) 8250 (r*(cos®t — sin®t) sint — 2r” cos® tsint,
r

—r?(cos®t — sin®t) cost — 2r* costsint, r)
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(orientace souhlasil!), a miZeme proto dokoncit vypocet zadaného integralu

V5 7T
// flz,y,2)do = / (/ —2r%(cos® tsint + sin® t cos t) + 1° cosztsinztdt> dr =
0

(s) -
(51 G etay - 2

(Ve vipoctu jsme vyuzili skutecnosti, ze funkce cos® tsint a sin®t cos ¢ jsou liché.)
A

5.6 Gaussova — Ostrogradského véta

5.28 Definice. Bud vektorové pole f = (fi, fo, f3) : R3> — R? tiidy C! na
oteviené mnoziné M C R3.% Divergenci vektorového pole f (na M) rozumime
funkei definovanou (na M) predpisem

on
ox

9To znamend, Ze fi, fa, f3 € C1(M).

(z,y,2) + %(aﬁ,y, z) + %(ﬂf,y, z).

divf(z,y,z2) = o 5,

5.29 Definice. Omezenou oblast 2 C R?® nazveme reguldrni oblasti, je-li jeji hra-
nice 0§2 uzavfenou po castech hladkou plochou.
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5.30 Véta ((Gaussova — Ostrogradského)).

Necht vektorové pole f = (f1, fo, f3) :
M C R3, necht Q C R? je requldrni oblast takovd, Ze

a necht 0 je orientovand ,vnéjsimi“ normdlovymi vektory (mluvime o tzv.
kladné orientaci 0S2). Potom plati

[ t@p200 = [

// divf(z,y,z)dxdydz.
Q

R3 — R3 je tridy C' na oteviené mnoZiné

QCcQ=QuUoiNC M,

Diikaz. Vétu dokézeme pouze pro specialni piipad, kdy € je kvadr, tzn.

Q= {(a,b) x (c,d) x (e, g).

(Vsimnéme si analogie s dikazem Greenovy véty 3.28 na obdélniku.)

Zvolme

a vypoctéme prislusné normélové vektory

o0
ou

» (u,v) = (1,0,0) =

9o

u,v
ou
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Podobné jako v prikladu 5.27 po ,sladéni® orientaci ziskdme rovnosti

/fa:y, //fxy, da+//f:vy, da—l—/ flx,y,z)do—

(¥1) (¥s3)
//fa:y, do—//fwy, da+/ f(,y,2) do =
(¥6)
//fwluv 100dudv—|—//fw2uv (1,0,0)dudv + ... =
(c,d (c,d)y % (e,q)

/ (f1(b,u,v) — fi(a,u,v))dudv + ... .

(c,d)x(e,g)

Nyni (pomoci Fubiniovy véty) upravme integral na pravé strané dokazované rovnosti

///dlvfxy, drdydz =
Q

= // aflxy, )dx)dydz—l—... / [fi(z,y,2) adydz—i—...

d)x{e,g)

// (fi(b,y,2) — fila,y,z))dydz + ... .

Ctenar, ktery si vsimnul, Ze se podtrzena cisla rovnaji, jisté povazuje diukaz za
ukonceny.
O

5.31 Poznamka (k fyzikalni interpretaci Gaussovy — Ostrogradského véty).
Interpretujeme-li f jako (staciondrni) rychlostni pole nestlacitelné kapaliny, urcuje

[[ s

(09)

mnozstvi kapaliny, kterda protece plochou 9€) ve sméru vnéjsi normaly za jednotku

casu.
Je-1i
/ flx,y,z)do =0,
(09)
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je mnozstvi vteklé a vyteklé kapaliny do Q stejné.

Je-li
[ swvzra0 20

(62)

mus{ v Q existovat body, které maji ziidlovy charakter; tj. body, v nichz kapalina
vznika (tzv. zdroje) nebo zaniké (tzv. nory).
Da se ukazat, ze pro p € € je

[ flz,y,2)do

. . (0U(p,e))
d =1
NI = A T Te)

kde OU(p,e) znaci kladné orientovany povrch koule se stiredem v bodé p a po-
lomérem e. Cislo div f(p) tedy popisuje vydatnost z¥idla kapaliny v bodé p
(div f(p) >0 ... v pje zdroj; div f(p) <0 ... v p je nor).

Je-li divf nulovd funkce (na M), nazyva se pole f neziidlové (nebo solenoidélni)
(na M).

5.32 Priklad. Vypoctéte pomoci Gaussovy — Ostrogradského véty

(] s
(5)

je-li
a) f(z,y,2) = (22,42, 2?) a S je kladn& orientovany povrch koule
Q= {(y2) €R: (x— 1V 4 (y— 1P+ (=~ 12 < 1};

b) f(z,y,2) = (x —y+z,y—2z+x,z—y+x)as jezidporné orientovany povrch
osmisténu

Q= {(2,9,2) €R*: |a] + |yl + |2] < 3).
Reseni.
a) Diky Gaussové — Ostrogradského vété a nasledné substituci

r=opcosucosv+1, y=opsinucosv+1, z=psinv+1,

kde
0€(0,1), ue(0,21), ve (—g, g>,
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plati

//f:cy, da—/// 2r + 2y + 22) dr dy dz =
[,

— 8r.

[SE]

(ocosucosv + gsinucosv + gsinv + 3) o cosvdv) du) do =

us
2

b) Uzitim Gaussovy — Ostrogradského véty (pozor na zdpornou orientaci S) ziskdme

/fxy, ///1+1+ dxdydz-( 3N(Q) = )
= ([ ([T d) )= [ ([5-r-yar)an=

:_24/03(3—93)2—wdxz—lz[@r:ﬁl@%?):ﬁ-

— 0

5.33 Cviceni. Vypoctéte pomoci Gaussovy — Ostrogradského véty

//(963 —yz,y’ —1z,2° — xy)do,
(s)

kde S je kladné orientovany povrch koule

Q={(z,y,2) €eR*: 2* + 9>+ 2* < 182}.

5.7 Stokesova véta

5.34 Definice. Bud vektorové pole f = (fi, fo, f3) : R3 — R? tiidy C! na
oteviené mnoziné M C R3. Rotaci vektorového pole f (na M) rozumime vektorové
pole definované (na M) predpisem

rot f(z,y,2) :=
oy 0z 2\ 92 T o Y2 oy 9 '

'Nezapomeneme na Jacobian!
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5.35 Poznamka. Pti vypoctu rot f ndm dobfe poslouZi tato (formdlni) rovnost!

43

€1, €2, €3

)
srot f = |4, 9y b2
fla f27 f3

5.36 ,,Definice“. Bud S C R3 takova orientovani po ¢astech hladké plocha, Ze
jeji okraj OS je geometrickym obrazem jednoduché uzaviené po c¢astech hladké
kiivky. Rekneme, ze S a OS jsou souhlasné orientované, jestlize ,,pri pohybu po OS
ve smeru orientace OS a s hlavou ve sméru vektorového pole n, jimz je definovand
orientace S, mdme plochu S po levé ruce.

(Porovnejte tuto ,,definici“ s 5.22.)

5.37 Véta ((Stokesova)). Necht vektorové pole f : R3 — R3 je tridy C' na
oteviené mnoziné M C R3, necht S C M je po ¢dstech hladkd plocha orientovand
souhlasné se svym okrajem OS. Potom plati

oy 2)ds = [ [ rot f(a.p.2) o
%) (S)

5.38 Poznamka (k fyzikalni interpretaci rot f(z,v, 2)).
Interpretujme opét vektorové pole f jako rychlostni pole stacionarné proudici nestla-
¢itelné kapaliny. Lze ukazat, ze rot f(z,y, z) je (zhruba Fe¢eno) smérovym vektorem
primky, kterd prochézi bodem (x,y, z) a kolem které se kapalina v ,malém* okoli
bodu (z,y, z) otdci. Velikost vektoru rot f(z,y, z) odpovidé (v jistém smyslu) ahlové
rychlosti tohoto otaceni.

Je-li rot f nulova vektorova funkce (na M), nazyva se pole f nevirové (na M).

5.39 Priklad. Vypoctéte pomoci Stokesovy véty f(k) f(z,y, z)ds, je-li

(k) ={(z,y,2) eR’: 2®+y* =4 A %+§=1}

a orientace (k) je dana potradim vrcholu (2,0,0), (0,2,3) a (—2,0,6);

L ey, eg a e3 znadl ,soufadnicové® vektory (1,0,0), (0,1,0) a (0,0, 1).
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¢) f(z,y,2) == (—y,2,0) a (k) je popsdna (vfetné orientace) parametrizaci

@(t) := (sint,cost,0), Dy = (0,2m).

Resend.
a) Zvolme
U(u,v) = (u,v,3 —u—v),
Dw:Q:{(u,v)ERQ: u+v<3 A u=0 A UEO}.
Potom, protoze
—(u,v) X 8_1D(u v) =(1,1,1)
7 8@ Y - ? 9 9

je (viz Stokesovu vétu)

/ y2d$+22dy+x2dz:—//rot (y*, 2%, 2%)do =
(k)

)

_//( 2, ~2y)do = - // —u—vu0) - (L1, 1) dud =
¥)

2

<
3 3—u 3

—2 3d d:6/3—d=63—“—3:
/0(/0 o) du=6 [ 53— udu=s[3u- 3,

Otéazka ¢tenari:
Proc je pred vyse uvedenym plosnym integralem znaménko

s

_ @9

b) Jelikoz rot (z,z,y) = (1,1, 1), je (diky Stokesové vete)
/ flz,y, 2 ds—// 1,1,1)d

naptiklad pro plochu

S={(z,y,2) eR*: x2+y2§4A§+§=1}

souhlasné orientovanou s (k). Parametrizujme S = (), kde

Y(u,v) = (u,v,3(1 — g)), Dy =K = {(u,v) eR?: w24+ < 4}.

Pak
3

N 3, Oy o o
gu— (L0=3) 5y =010, 53 g =G0

(tedy orientace souhlasi), a proto

/f:vy, ds—//l,l,l Ol)dudv:g)\([{):g-ﬂ.zlzlz_

3
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c¢) Vypoctéme dany integral dvémi zpusoby. Nejdrive krivkovy integral nahradime
plosnym integralem druhého druhu pres kruh K = (¢), kde

Y(r,t) := (rcost,rsint,0), D¢ ={(r,t) eR*: r € (0,1) At e (0,2m)}.
Pak
N oY

— = (cost,sint,0 — = (—rsint,rcost,0),
= (eost,sint,0), o= )

% oY

ar < ar = 0.0.7),

rot (—y,x,0) = (0,0, 2),

a proto (pozor na ,nesouhlasnou orientaci“ ¢ a )

/(,C)f(x’y’z)dsz_/o%(/01(0a0,2)-(0,0,7”)d7"> dt = —2r.

Nyni ukazme, jak lze dany integral prevést na integral pres ,horni polosféru*

S = (), kde
Y(u,v) := (cosucosv,sinucosv,sinv), Dy = (0,27) x (0, g)

Pro parametrizaci ¢ plati:

8—12} = (—sinwucosv, cosucos v, 0), 0v = (— cosusinv, — sin u sin v, cos v)
6“ U %_ - T I 9
aw (%b =( sin v cos v)
50 < Fg = Goooeeessinveos).
Vsimnéme si, ze
o O 1
(5, % 350 )_(...,...,5),

a proto i tentokrat dostdvame ,nesouhlasnou orientaci® ¥ a ¢. A dél je to snadné

27 jus 2 x
/ f(xawa)dSZ_/ (/22Sinvcosvdv> du:—2ﬁ[—m]2 = —91.
(k) 0 0 2 0 =

A

5.40 Cviceni. Vypoctéte pomoci Stokesovy véty
/ rder+ (x+y)dy+ (z+y + 2)dz,
()

kde ¢(t) := (3cost,3sint,3(cost +sint)), Dy = (0, 27).
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5.41 Poznamka. Definice tzv. diferencidlnich operatoru prvniho fadu (tj. gradientu,
divergence a rotace) se dobfe pamatuji pomoci ,operatoru“ nabla

o 0 0
v.— (%,@,E)

a formalnich rovnosti

yerad f=V/[f “ (f : R* = R),
ydivf=V.f « (f: R =R?),
,rot f =V x f ¢ (f : R* = R%).

5.42 Cviceni. Bud vektorové pole f = (f1, f2, f3) : R® — R3 t¥idy C' a potencialni
na oblasti M C R3. Dokazte, Ze potom je f na M nevirové.

5.8 Aplikace plosného integralu 2. druhu
a) Tok vektorového pole orientovanou plochou.

Bud vektorové pole f : R3 — R? spojité na orientované po ¢astech hladké plose S.
Tokem vektorového pole f orientovanou plochou S rozumime, jak jiz bylo diive

feceno, cislo
1(8)i= [[ fw.)do
(S)

b) Objem télesa (presnéji mira mnoziny).
Bud Q C R? regularni oblast. Potom plat{ (viz Gaussovu — Ostrogradského vétu)*

@) = é//(x,y,z)da: //(x,0,0)do- _
(29 (29)

5.43 Priklad. Vypoctéte tok vektorového pole f(x,y, z) := (22, 9%, 2%) kladné
orientovanou kulovou plochou se stfedem v bodé (1,1,1) a polomérem 1.

Reseni. Oznacme

S={(z,y,2) ER*: (x =1+ (y—1)>+ (2 —1)> =1},
Q={(z,y,2) eR*: (z -1+ (y—1°+(z—1)*<1}.

'Samozfejmé piedpoklddime, Ze uzaviend po éastech hladké plocha 09 je kladné orientovana.
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Pak piimo z Gaussovy — Ostrogradského véty plyne (S je kladné orientovand)

T(S) = //(127?/2,2’2)d0= ///2x—l—2y—|—2zdxdde:
(S) Q
2m

T 1
:2/ (/2 (/(3+rcosucosv+rsinucosv+7"Sinv)r2czosvdr> du) dv =
0 -3

0

:6'27T</017’2d7’)(/_72rCOSUdU):1271"%'2:

us
2

%

(Ve vypoctu jsme pouzili substituci

T =TCcosucosv, Y =rsinucosv, 2z =rsinv,

re{0,1), wue€0,2r), vE(—%,%}, J =1r2cosv,

a ziejmych rovnosti

™

27 21 >
/ cosudu:/ sinudu = 0, / sinvcosvdv=0.>
0 0 -z
2

A

5.44 Cviceni. Necht a > b > 0 jsou realnd cisla. Vypoctéte objem télesa (2
(anuloidu) ohrani¢eného plochou v, je-li

Y(u,v) == ((a+bcosv) cosu, (a + bcosv) sinu, bsinv),
Dy = (0,2m) x (0, 2m).
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Rejstrik

bod
krivky
pocatecni, koncovy, 9
nor, 66
zdroj, 66
ziidlo, 66

diferencial, 6
divergence vektorového pole, 63

funkce
vektorova, 1, 2
diferencovatelna, 6

konvergence posloupnosti, 1
krivka, 9, 59
délka, 23
geometricky obraz, 9
hladky oblouk, 10
hmotnost, 24
jednoducha, 9
jednoduché uzaviena, 9
moment setrvacnosti, 24
opacné orientovana, 9
orientovana usecka, 24
po c¢éastech hladka, 11
souhlasna, nesouhlasna orientace,
28
staticky moment, 24
tecna, 10
téziste, 24
uzaviend, 9
kladné, zaporné orientovana, 32
vnéjsi normalovy vektor, 32
vnitrek, vnéjsek, 32
krivkovy integral

1. druhu, 17
obsah valcové plochy, 23

2. druhu, 25
nezavisly na cesté, 38
obsah rovinného utvaru, 42
prace podél orient. krivky, 42

limita
vektorové funkce, 3

matice
Jacobiova, 6
mnozina
otevrena, 31
souvisléd, 31
moment
setrvacnosti, 55
staticky, 55

norma
eukleidovska, 1

objem télesa, 71
oblast, 31
regularni, 44, 63
obsah rovinného utvaru, 42
okoli bodu, 1
prstencové, 1
operator
diferencialni prvniho radu, 71
nabla, 71

parametrizace mnoziny, 9, 44
plocha, 44
geometricky obraz, 44
hladky list, 45, 59
okraj, 45
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hmotnost, 55
Mobitv list, 60
neorientovatelnd (jednostrannd), 59
obsah, 55
orientace, 59
kladna, 64
souhlasna s okrajem, 68
orientovany rozklad, 59
orientovatelna (dvoustrannd), 59
po castech hladka, 49
cast okraje, 49
okraj, 49
regularni bod, 50
rozklad, 49
uzaviena, 49
staticky moment, 55
plosny integral
1. druhu
pres hladky list, 47
pres po c¢astech hl. plochu, 50
2. druhu
pres hladky list, 57
pres po ¢astech hl. plochu, 60
pole
skalarni, 2
vektorové, 2
divergence, 63
konstantni, 24
nevirové, 68
neziidlové (solenoidarni), 66
potencialni na oblasti, 37
rotace, 67
tok orientovanou plochou, 71
potencial
podminky existence, 38
prilehlé listy, 59
prostor R", 1

rotace vektorového pole, 67
rozklad
po c¢astech hladké krivky, 25
po castech hladké plochy, 49

slozky vektorové funkce, 2
soucin

vektorovy, 14, 32, 46
souhlasna orientace, 59
spojitost funkce, 4

na mnoziné, 4

v bodeé, 4

vzhledem k mnoziné, 4

tecna krivky, 10
tecna rovina, 7
tecny vektor krivky, 10

téleso
anuloid, 72
objem, 71

tok vektorového pole, 71

véta
Gaussova — Ostrogradského, 64
Greenova, 33
Jordanova, 31
o nezavislosti na cesté, 38
o nezavislosti na parametrizaci, 18,
28
Stokesova, 68
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