Vysoka skola barnska — Technicka univerzita Ostrava
Zapadoceska univerzita v Plzni

Vybrané kapitoly z pravdépodobnosti
(interaktivni ucebni text)

Martina Litschmannova

N ..
** * ** ..o
- * * L]
evropsiy [NECRI
socialni - MINISTERSTVO $KOLSTV( 0P Vzdélava
[~ 4 fondv CR  EVROPSKA UNIE o

ni
MLADEZE A TELOVYCHOVY pro konkurenceschopnost

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

@:

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

1. strana ze 293

I
"l

Zavrit dokument

I Cels obrazovka/Okno




Martina Litschmannova
Vybrané kapitoly z pravdépodobnosti

(© Martina Litschmannova, 2012
ISBN




Predmluva

Mili ¢tenari,

skripta ,Vybrané kapitoly z pravdépodobnosti“ a ,Uvod do statistiky* jsou uréena
pro studenty technickych obort vysoké skoly. Prvni dil téchto skript - ,,Vybrané kapitoly
z pravdépodobnosti“ je koncipovan tak, abyste si mohli uéinit vychozi predstavu o zdklad-
nich pojmech a tlohach spadajicich do oblasti pravdépodobnosti. Obtiznéjsi ¢asti vykladu
jsou prezentovany jen s nejnutnéjsi mirou formalnich prvkia, mnohd odvozeni a dikazy jsou
zarazeny pouze do kapitol urcenych pro zajemce o pozadi predkladanych vztaht. Presto
neni predkladany text lehké ¢teni. Prosim, pocitejte s tim, ze budete ¢asto muset usilovné
premyslet, latku si postupné vyjastiovat a k mnoha témattim se opakované vracet. Pti studiu
Vam muze pomoci fada animaci (flash), appletu (java) a vypocetnich programu (MS Excel),
které budou v ramci pilotovani vyukovych materialti pouzivany pii vyuce predmétt Statis-
tika I., Biostatistika a Specidlni analyza dat vyuc¢ovanjch na VSB-TU Ostrava a pozdéji se
stanou soucasti obrazovkové verze téchto materiala.
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V tdvodu kazdé kapitoly jsou uvedeny cile (konkrétni dovednosti a znalosti), kterych
mate po prostudovani této kapitoly dosahnout. Naleduje vlastni vyklad studované latky,
zavedeni novych pojmu a jejich vysvétleni, vSe doprovazeno resenymi priklady. Mnozstvi
fesenych prikladd by VaAm mélo umoznit aplikovat nabyté védomosti pri ilohach fesenych
v technické praxi. Hlavni pojmy, které si mate osvojit jsou na zavér kapitoly zopakovany
v ¢asti Shrnuti. Pro ovéreni, zda jste dobre a uplné latku kapitoly zvladli, méte za kazdou
kapitolou k dispozici nékolik testovych otazek. Protoze vétsina teoretickych pojmu tohoto
predmétu méa bezprostredni vyznam a vyuziti v praxi, jsou Vam rovnéz predkladény i
praktické tlohy k feseni. Schopnost aplikovat Cerstvé nabyté znalosti pii feseni realnych
situaci je hlavnim cilem tohoto skripta. Vysledky testi a zadanych priklada jsou uvedeny
na konci kazdé kapitoly v Klici k feseni. Pouzivejte jej az po vlastnim vyreseni testu a tloh,
jen tak si samokontrolou ovérite, ze jste obsah kapitoly skutecné tplné zvladli.
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Jak pracovat s testy?
P Y v7
% S

Pro zahdjeni testu kliknéte na tlacitko Zacdtek testu. Nasledné oznacte, resp. vyplite, xS
spravné odpovédi. Za kazdou spravnou odpovéd obdrzite 1b, za chybnou VAm bude 1b ode-

¢ten. (POZOR! Test muze obsahovat i otdzky s vice spravnymi odpovédmi.) Pro ukonceni exateet
testu kliknéte na tlacitko Konec testu. Kliknete-li na tlacitko Visledky, dojde k zobrazeni D > (L)

spravnych vysledkl testu. Spravné ¢iselné nebo slovni odpovédi se zobrazi tak, ze u dané
otazky kliknete na tlac¢itko Odpovéd. Tato spravnd ¢iselna, resp. slovni odpovéd na danou
otazku se zobrazi v rdmecku v pravé Sedé c¢asti obrazovky. Pro zobrazeni spravné ciselné
odpovédi u dalsich otazek je potfeba u nich opét kliknout na tlacitko Odpovéd.
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Kapitola 1

Kombinatorika — opakovani uciva

ze SS

Cile
Po prostudovani této kapitoly budete umét pouzit:

e zakladni pojmy kombinatoriky

e vztahy pro vypocet kombinatorickych tiloh




Kombinatorika — opakovani uciva ze SS 14 Py S 0 S

VRN
1.1. Kombinatorika — co to je?
"7
Kombinatorika je vstupni branou do teorie pravdépodobnosti. Zabjvd se ruznymi zpusoby 2>
vgbéru prvkd z daného souboru. UZ jste si vzpomneli? Jde prece o soucdst stredoskolské
matematiky. Ale protoZe opakovdni je matkou moudrosti, jdeme na to ... D y e
UNIVERZITA
V PLZNI

Nejdrive si ujasnéme s jakymi vybéry se v praxi muzeme setkat. Prvnim kritériem je uspo-
rfadanost vybéru.

A. Usporadany vybér (= variace)
je takovy vybér, pri némz zalezi na poradi vybranych prvki.

Pr.: Kolik trojcifernych cisel lze sestavit z cislic 1; 3; 8; 97
Cislo 139 a ¢islo 391 povazujeme za dvé riizné varianty vybéru.

B. Neusporadany vybér (= kombinace)
je oproti tomu vybérem, pri kterém na poradi vybranych prvkia nezalezi.

Pr.: Kolik je moznosti jak vyplnit tiket Sportky?
7 Cisel ze 49 — napt. kombinace {1;2;3;4;5;6;7} je totoznd s kombinaci {2;3;1;6;7;
4;5} — nezalezi na tom, v jakém poradi jsme ¢isla zaskrtali.

Druhym kritériem je skutecnost, zda prvky mohou byt do vybéru zarazeny opakované ci
nikoliv. Podle toho se vybéry rozlisuji na:

A. Vybéry s opakovanim
tj. prvky mohou byt do vybéru zarazeny opakované.




Kombinatorika — opakovani uciva ze SS 15

Pf.: 7 mnoziny {1;3;8;9} lze mimo jiné vytvorit trojéisli {131; 188;888;119;
139;...}

B. Vybéry bez opakovani
tj. prvky nemohou byt do vybéru zatazeny opakované.

Matematicky je vétsinou jednodussi popis vybért s opakovanim, avSak v praxi se castéji
setkdte s vybéry bez opakovani.

1.2. Zakladni kombinatoricka pravidla

1.2.1. Kombinatorické pravidlo soucinu

Toto pravidlo pouzivime v bézném zivoté zcela automaticky. Nez uvedeme jeho matema-
tickou formulaci, ukazeme si jeho vyuziti na prikladu.

Priklad 1.1. U stanku nabizeji ¢tyfi druhy zmrzliny a tii po-
levy. Kolik rtznych zmrzlin s polevou lze vytvorit, jestlize ne-
chceme michat vice druht zmrzliny ani vice polev?

Reseni 1.1.

Zobecnénim predchozi ivahy dojdeme k nasledujicimu pravidlu nazgyvanému kombinato-
rické pravidlo soucinu.
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Kombinatorika — opakovani uciva ze SS 16

Pocet vsech usporadanych k-tic, jejichz prvni ¢len lze vybrat n; zpusoby, druhy ¢len po
vybéru prvniho ¢lenu ngy zptisoby atd. az k-ty ¢len po vybéru vsech predchazejicich c¢lent
ny zpusoby, je roven ny - no - ... - Ng.

V tvodnim ptrikladu jsme hledali usporadané dvojice druh zmrzliny — typ polevy, jejichz
prvni ¢len (druh zmrzliny) lze vybrat ¢tyfmi zpusoby a druhy ¢len (typ polevy) lze vybrat
tfemi zpusoby. Tedy k = 2,n1 = 4,n0 = 3;n1 - no = 12.

1.2.2. Kombinatorické pravidlo souctu

Také toto pravidlo v zivoté casto vyuzivame, aniz si to uvédomujeme. Jestlize mame napft.
tTi zluté, dvé modré a ¢tyti zelené pastelky, umi kazdy snadno spocitat, ze dohromady méme
3+ 2 + 4 = 9 pastelek. Matematicky se toto pravidlo formuluje takto:

Jsou-li Ay, Ao, ..., A, koneéné mnoziny, které maji po radé pi,po,...,p, prvkl, a jsou-li
kazdé dvé disjunktni, pak pocet prvku mnoziny A; |J A2 ... 4, je roven p1+pa+. .. +py.
1.3. Usporadané vybéry (variace)

Zmovu si pripomenme, ze u variaci zalezi na potradi vybiranych prvku.

1.3.1. Variace k tridy bez opakovani

Necht M je libovolnd mnozina n prvkia. Kazdd usporddand k-tice (skupina k prvki) na-
vzajem ruznych prvki mnoziny M se nazyva variace k-té t¥idy mnoziny M bez opakovani.

o
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Kombinatorika — opakovani uciva ze SS 17

Pocet variaci k-té tfidy mnoziny M bez opakovani nazyvame variacni cislo a znacime jej

V(n,k).

Z kombinatorického pravidla souc¢inu plyne, Ze pocet variaci V(n, k) se uréuje podle vztahu

V(n,k):n-(n—l)‘...-(n—k-l-l):m.

Priklad 1.2. V prvni fotbalové lize je 16 muzstev. Kolika zpusoby mohou byt na konci
soutéze obsazeny stupné vitézu?

Reseni 1.2.

V pripadé, ze velikost usporddaného vybéru je totozna s rozsahem mnoziny M tj. k = n
pouzivame pro tento typ variaci ndzev permutace. U permutaci tak jde v podstaté o ruzna
usporadani prvku téze mnoziny (presmycky).

1.3.2. Permutace bez opakovani

Permutace mnoziny M (bez opakovani) jsou kazda navzdjem ruzna usporadani mnoziny M.

Pocet permutaci n prvkové mnoziny stanovime na zikladé vztahu

P(n) =V(n,n) = (n+'n)' =n!

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Priklad 1.3. Predsednictvo zastupitelstva mésta Bopamar je slozeno z 5 osob — predsedy, " o7
1. mistopredsedy, 2. mistopredsedy, ekonoma a fadového clena. Predpokladejme, Ze pred- X 4

sednictvo je uz zvoleno a je pouze tieba rozdélit si funkce. Kolik je moznosti, jak si funkce
rozdélit?

. ’ ZAPADOCESKA
[ . UNIVERZITA
Reseni 1.3. V PLZNI

Oznacme opét M jako libovolnou n prvkovou mnozinu.

1.3.3. Variace k tridy s opakovanim
Tak nazyvame kazdou usporadanou k-tici prvkd mnoziny M, v niz se jednotlivé prvky

mohou opakovat.

7 kombinatorického pravidla soucinu plyne, ze pocet variaci k tiidy s opakovanim urcuje
vyraz V*(n, k).

V*(n, k) = n*

Priklad 1.4. Urcete kolik je moznosti jak sestavit 6 mistné telefonni ¢islo.

Reseni 1.4.
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1.3.4. Permutace s opakovanim
AL\ A
Ve v oz o . o v 7 o . Ve /. v/ v D
Méjme usporddanou k-tici prvku (aq,...,ax) a usporadanou k-tici prirozenych ¢isel (ng az xS

v ZAPADOCESKA
Oznacme D P univerzima
V PLZNI

n
E n; =n.
1=1

Pak usporadanou n-tici obsahujici prvek a; ni-krat, prvek ag no-krat, ..., prvek
ar np-krat nazyvame permutaci s opakovanim.

Pocet permutaci s opakovanim je dan vztahem

P(n) n!
pP* = =
(n1,n2; ... ng) P(ny)-P(ng)-...- P(ng)  n1l-mal-...-ny!

Priklad 1.5. Na plakdtovaci plochu o kapacité 10 mist se maji vylepit reklamni plakaty
4 spolec¢nosti. Spole¢nost ARMA si predplatila 3 plakéty, spoleénost BRUNO 2 plakaty,
spolecnost CEKO 1 plakat a spolecnost DINA 4 plakaty. Urcete, kolika riznymi zptsoby
1ze plochu pokryt.

Reseni 1.5.
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VIR
1.4. Neusporadané vybéry (kombinace) ‘_ .
) <
% S
Kombinace se pouzivaji v piipadech, kdy se z mnoziny prvka vybird podmnozina, jejiz LS

prvky nemaji specifickou roli, tj. jsou vzdjemné zaménitelné (nezéalezi na poradi vybranych

prvkﬁ) 0 ZAPADOCESKA
P univerzima
V PLZNI

Prikladem takovéto podskupiny je zavodni druzstvo mladsich zakt pro béh na 1500 metri
(reprezentujicich jistou ZS).

Oznacme si znovu M jako libovolnou n prvkovou mnozinu.

1.4.1. Kombinace bez opakovani

Kombinaci k-té tfidy z n prvka bez opakovani nazveme kazdou k prvkovou podmnozinu n
prvkové mnoziny M.

Pocet ruznych kombinaci k-té tiidy z n prvkia znac¢ime C(n, k) a uréime podle vzorce

ot =(7) - Grm

Vyraz (') nazjvdme kombinaéni &islo.

Priklad 1.6. Ve ¢tvrtém roéniku ZS studuje 30 chlapcit a 50 dévéat. Pro reprezentaci
ro¢niku v lehké atletice je tfeba sestavit smiSené 10 ¢lenné druzstvo (5 chlapct, 5 divek).
Kolik je moznosti jak takovéto druzstvo sestavit?
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Reseni 1.6.

Piiklad 1.7. Z dvaceticlenného zastupitelstva (8 z ODS, 6 z CSSD, 4 z KDU-CSL, 2 ze
SZ) se musi zvolit péti¢lenné predsednictvo (predseda, mistopredseda, 3 clenové). Kolika
riznymi zpusoby lze predsednictvo sestavit:

(a) nejsou-li na vybér funkei zadné dalsi omezeni

(b) je-li stanoveno, ze predseda a mistopredseda musi byt ze dvou nejsilnéjsich stran

Reseni 1.7.

1.4.2. Kombinace s opakovanim

Kombinaci k-té tFidy z n prvkia s opakovanim nazveme kazdou k-¢lennou skupinu sestavenou
z prvki mnoziny M tak, ze se prvky ve skupiné mohou opakovat a pritom nezalezi na jejich
poradi.

Pocet kombinaci k-té tfidy s opakovanim je dan vztahem

k G

Priklad 1.8. Kvalita vyrobku se rozlisuje tfemi stupni jakosti: A, B, C.

(a) Urcete, kolik ruznych vysledkt muze mit vystupni kontrola vyroby, testuje-li se kvalita
10 ndhodné vybranych vzorki.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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(b) Kolik ruznych vysledki nebude obsahovat ani jeden vyrobek kvality C?

Resen{ 1.8.
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Shrnuti:
Usporadané vybéry
|
— . A V ,k — 3
. § Variace bez opakovani (n, k) CE]
o O
e -
= Permutace bez opakovani P(n) =V(n,n) =n!
£ Variace s opakovanim V*(n, k) =n*
g
@ g - n!
R~ Permutace s opakovanim Pr(ny, ng, -+, my) =
o nl! . nZ! PR nk!
o]
Neusporadané vybéry
=
32| Kombinace bez opakovéni k) = (7) = —n
& 2 ombinace bez opakovani k=) = o
&
£
£ (n+k—-1)
v 3 Kombinace s opakovanim c* —(rtk-n TR S
£ P (i) = ( k ) (n—1)! k!
o
o
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e Kombinatorické pravidlo o soué¢inu % -
Pocet vsech usporddanych k-tic, jejichz prvni ¢len lze vybrat ni zptsoby, druhy ¢len '5% §

252 Al 2 o 2 2 SRy s ° 2. 9p 4 Zhi ywSs
po vybéru prvniho ¢lenu n9 zplsoby atd. az k-ty élen po vybéru vSech predchézejicich 0>
¢lenu ny zpusoby, je roven ny - ng - ... - Ng.
’ ZAPADOCESKA
e Kombinatorické pravidlo o souctu Vo™
Jsou-li Ay, Ag,..., A, konetné mnoziny, které maji po tadé pi,ps,...,pn prvki, a

jsou-li kazdé dvé disjunktni, pak pocet prvku mmnoziny A;|JA2UJ...J A4, je roven
p1tp2+t...+pn
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L]

Kontrolni otazky

“ IsTRaVS, 7
1. Co je to kombinatorika? x>
2. Jaka kritéria rozliSeni vybéru v kombinatorice znate?
3. Deﬁnujte: ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
(a) variace bez opakovani v

(b) variace s opakovanim
(c) permutace bez opakovani
(d)

(e) kombinace bez opakovani

d) permutace s opakovanim

(f) kombinace s opakovanim
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VIRV
Priklady k procviceni
YP "7
Jak pracovat s testy? 2 ““\ﬂ‘&
1. Z kolika prvki lze vytvorit 90 variaci druhé t¥idy (bez opakovani)? D p ZAPaboceskh
V PLZNI

2. Z kolika prvku lze vytvorit 55 kombinaci druhé tfidy (bez opakovani)?

3. Zmensi-li se pocet prvki o dva, zmensi se pocet permutaci (bez opakovani) ¢tyricetdva-
krat. Urcete pocet prvka.

4. 7 kolika prvku lze vytvorit padesatkrat vice variaci treti tfidy (bez opakovani) nez
variaci druhé tfidy (bez opakovéni)?

5. V prodejné si muzete vybrat ze sedmi druhtt pohlednic. Kolika zptisoby lze koupit
(a) 10 pohlednic,
(b) 5 pohlednic,
(c) 5 raznych pohlednic.

6. V knihkupectvi prodavaji 10 titult kniznich novinek. Kolika zptsoby lze koupit
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10.

11.

12.

. Kolika primkami 1ze spojit 7 bodu v roviné, jestlize:

ZIRNA
1849
a) 4 knizni novinky.

(@ , wahs

(b) 5 rtiznych kniznich novinek? RorasS

. Na hokejovém turnaji, kterého se tcastni 8 druzstev, sehraje kazdy tym s ostatnimi

pravé 1 utkani. Kolik zapasti bude celkem sehrano? D [y

V PLZNI

. Hokejovy tym odjel na OH s 23 hraci, a to s 12 itocniky, 8 obranci a 3 brankari. Kolik

riznych sestav mize trenér teoreticky vytvorit?

(a) zadné t1i z nich nelezi v primce,

(b) tfi z nich lezi v jedné ptimce?

Kolik kruznic je ur¢eno 10 body v roving, jestlize zadné tii z nich nelezi na pfimce a
zéddné ¢tyti z nich nelezi na kruznici?

Kolik rtiznych hodd mizeme provést
(a) dvéma,
(b) tfemi ruznobarevnymi kostkami?

Kolik rtznych znacek teoreticky existuje v Morseové abecedé, sestavuji-li se tecky a
carky ve skupiny po jedné az péti?
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13.

14.

15.

16.

17.

Kolik prvka obsahuje mnozina vSech péticifernych prirozenych ¢isel (v desitkové sou-
stave)?

Deset pratel si vzajemné poslalo pohlednice z prazdnin. Kolik pohlednic celkem roze-
slali?

Kolikrat vice je variaci k-té tfidy z n prvka nez kombinaci k-té t¥idy z téchto prvka
(bez opakovani)?

V plné obsazené lavici sedi 6 zakh a, b, c, d, e, f.
(a) Kolika zptusoby je lze presadit?
(b) Kolika zptusoby je lze presadit tak, aby zaci a, b sedéli vedle sebe?

(c) Kolika zpuisoby je lze presadit tak, aby zék ¢ sedél na kraji?

(d) Kolika zpusoby je lze presadit tak, aby zdk c sedél na kraji a zdci a, b sedéli vedle
sebe?

Student ma v knihovné 4 rtizné ucebnice o pruznosti, 3 rizné ucebnice matematiky
a 2 rizné ucebnice anglictiny. Kolika zptisoby je lze sefadit, maji-li ztistat ucebnice

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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AZIRINA

1849

jednotlivych obortu vedle sebe? .
“ IsTRANS 7
2 S
Qe
Ckji ““\‘\

18. Kolika zptsoby lze rozdélit 8 tcastniki findle v béhu na 100 m do 8 drah?

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

L

19. Kolik ruznych anagramu lze vytvorit pouzitim vsech pismen slova
(a) statistika,
(b) matematika?

20. Ceta vojakt mé vyslat na straz 4 muze. Kolik muzi mé &eta, je-li mozno tkol splnit
210 zpusoby?

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:




Kapitola 2 an;;,m
Uvod do teorie pravdépodobnosti

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete umét:

e charakterizovat teorii pravdépodobnosti a matematickou statistiku,

vysveétlit zdkladni pojmy teorie pravdépodobnosti,

popsat typy ndhodnych jevi,

vysvétlit a umét pouzivat zakladni relace mezi jevy,

vysvétlit pojem pravdépodobnosti,

popsat vlastnosti pravdépodobnostni funkce,
e pracovat s podminénou pravdépodobnosti,

e pouzit vétu o uplné pravdépodobnosti a Bayesovu vétu.
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2.1. Zakladni pojmy
Cile
Po prostudovani této kapitoly budete umét:

e charakterizovat teorii pravdépodobnosti a matematickou statistiku,

e vysveétlit zakladni pojmy teorie pravdépodobnosti.

2.1.1. Cim se zabyvaji teorie pravdépodobnosti a matematicka statistika?

Ve svété kolem nés, zejména v prirodnich védach, se vyskytuji procesy (napf. chemické
reakce), které se vyznacuji tim, Ze nastanou-li urcité podminky, pak nutné nastane urcity
vysledek. Tyto procesy oznacujeme jako deterministické. Stejné tak okolo nas existuje
spousta véci, jevu a udalosti, které nelze predvidat — jsou dusledkem ndhody. Takové pro-
cesy oznacujeme jako ndhodné neboli stochastické. Jejich vysledek (ndhodny jev) ne-
muzeme predem urcit, protoze podléha vlivu mnozstvi casto drobnych, ne zcela zjistitelnych
vlivi, které jsou pri¢inou toho, ze pii opakované realizaci podobnych podminek dostaneme
ruzné (ndhodné) vysledky. Otédzkami ndhody a ndhodnych déju se zabyvaji dvé matematické
discipliny: teorie pravdépodobnosti a matematicka statistika.

Teorie pravdépodobnosti je matematicka disciplina, jejiz logicka struktura je budovéana
axiomaticky. To znamend, ze jeji zéklad tvori nékolik tvrzeni (takzvanych axiomu), kterd
vyjadiuji zékladni vlastnosti pravdépodobnosti a vSechna dalsi tvrzeni jsou z nich odvozena
deduktivné.

o

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI
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Matematicka statistika je véda zahrnujici studium dat vykazujicich ndhodna koliséni,
at uz jde o data ziskand peclivé pripravenym pokusem provedenym pod stalou kontrolou
experimentalnich podminek v laboratori, ¢i o data provozni, pripadné o data ziskana poci-
tacovymi simulacemi (tzv. metodou Monte-Carlo).

2.1.2. Zakladni pojmy teorie pravdépodobnosti

Teorie pravdépodobnosti se opird o nékolik zdkladnich pojmui, mezi néz patii ndhodny
pokus, ndhodny jev a jevové pole.

Nahodny pokus je kazdy déj, jehoz vysledek neni predem jednoznacné urcen podminkami,
za kterych probihé. Klasické pojeti teorie pravdépodobnosti predpoklada, ze ndhodny pokus
je, alespon teoreticky, neomezené opakovatelny. Prikladem nahodného pokusu tak muze byt
hod kostkou, zjisténi vysky jedince, zjisténi zivotnosti zarovky apod.

Nés nebude zajimat vlastni provadéni ndhodnych pokust, ale predevsim vysledky tako-
vychto déju. Pro presny matematicky popis pokusu stanovujeme mnozinu vSech moznych
vysledki {w} daného pokusu, tzv. zdkladni prostor 2. Tyto mozné vysledky musi byt
zavedeny tak, aby zadné dva z nich nemohly nastat soucasné. Dédle musi byt mnozina moz-
nych vysledkt vycerpavajici. To znamend, ze pri realizaci daného pokusu musi pravé jeden
z nich vzdy nastat. Pfed ukoncenim pokusu ovSem nevime, ktery vysledek to bude.

Priklady zakladnich prostort

e () = rub, lic — pfi hodu minci

o
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e 2 =1,2.3,4,5,6 — pri hodu kostkou
P v7
N S

Za nahodny jev A budeme, v souladu s vyse zavedenymi pojmy, povazovat kazdou pod-
mnozinu A mnoziny §2, zapisujeme A C €. D

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA

V PLZNI

P1i hodu kostkou je nahodnym jevem naptiklad padnuti sudého ¢isla, u zjisténi vysky jedince
muze byt ndhodnym jevem vyska jedince vétsi nez 175 cm. U terminu ndhodny jev budeme
v dalsim textu vétsinou slovo ndhodny vynechdvat a budeme mluvit pouze o jevu.

Prvky mnoziny €2, popiipadé jednoprvkové podmnoziny €2, nazyvame elementarnimi jevy
a oznacujeme je w. Jevy, které nejsou elementarni, oznacujeme jako jevy slozené.

Priklad elementarniho jevu

e w = {2} — pfi hodu kostkou

Priklad slozeného jevu

e A ={2/4,6} — pti hodu kostkou

2.2. Oznacovani jevi, relace a operace mezi jevy

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete umét:
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RN
e popsat typy nadhodnych jevi, . =
e vysveétlit vztahy (relace) mezi jevy, “"&,,0,{_ “\“&é
AV

e pouzivat zdkladni operace mezi jevy.

ZAPADOCESKA
Nahodné jevy budeme obvykle oznacovat velkymi pismeny latinské abecedy D P> wmivenzira

V PLZNI

(A,B,C,X,Y,Z,..).

2.2.1. Jaké jsou typy ndhodnych jeva?

Budeme fikat, ze pfi realizaci ndhodného pokusu nastal (nastoupil) jev A, jestlize nastal
elementarni jev w C €, takovy, ze w C A. Elementarni{ jev w C A nazyvame také vysledek
priznivy jevu A.

Jev, ktery nastane nutné pri kazdé realizaci ndhodného pokusu, nazyvame jev jisty. Jev,
ktery nemiize v daném pokusu nikdy nastat, nazyvime jev nemozny. Jev jisty budeme
znadit 2, jev nemozny ().

2.2.2. Pravidla pro praci s nahodnymi jevy

Jednotlivé jevy mezi sebou vstupuji do vzajemnych vztaht. Vzhledem k tomu, Ze jev je jen
jiné oznaceni pro podmnozinu mnoziny €2, muzeme zavést relace mezi jevy, které odpovidaji
mnozinovym relacim. Vztahy (relace) mezi jevy vyjadiujeme pomoci mnozinovych inkluzi.
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e Jev A je podjevem jevu B, znac¢ime A C B
Znamena to, ze jev A ma za nasledek jev B (tj. nastane-li jev A, nastane taktéz jev B).

ACB& (we A= weE B)

©

Obr. 2.1: Venntv diagram — A C B

Q

Priklad — hazeni kostkou: Necht jev A - padne ¢islo 2, jev B — padne sudé ¢islo. Jev A je
pak podjevem jevu B.

e Rovnost jevi, znac¢ime A = B
Znamené to, ze jev A mé za nésledek jev B a naopak jev B mé za néasledek jev A
(ACBABCA).

Priklad — hézeni kostkou: Necht jev A — padne sudé cislo, jev B — padne ¢islo délitelné 2.
Jev A je pak roven jevu B.

e Disjunktni jevy A, B
Dva jevy A, B nemohou nastat soucasné, nemaji-li spole¢ny zadny elementarni jev (spo-
leény vysledek). Takovéto jevy budeme nazyvat jevy disjunktni (nékdy téz nesluéitelné).

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Obr. 2.2: Vennuv diagram — disjunktni jevy A, B

Priklad — hézeni kostkou: Definujme jev A — padne sudé ¢islo, jev B — padne liché ¢islo.
Tyto jevy nemaji zadny mozny spolecny vysledek. Jestlize nastane jev A, nemuze zaroven
nastat i jev B a naopak.

Obdobné lze Tici, ze ndhodné jevy A;,i = 1,2, ... jsou vzajemné (fikdme také ,po dvou*)
disjunktni, jestlize jsou disjunktni vSechny dvojice ndhodnych jevi A;, A; pro i # j .

Operace s ndhodnymi jevy vyjadiujeme pomoci mnozinovych operaci

e Doplnék jevu A v Q, opaény jev, znaéime A B
Opaénym jevem (doplinkovym) k jevu A v Q budeme rozumét jev A, ktery nastane
pravé tehdy, kdyz nenastane jev A.

Piiklad — hazeni kostkou: Jev A — padne sudé &islo, pak jev A — padne liché &slo.

e Pranik jevi, znac¢ime AN B
Prunik jevt je jev, ktery nastane, kdyz nastanou jevy A a B soucasné (¢teme A prunik




Uvod do teorie pravdépodobnosti 37 P S 0
IR

1849
v7
@ &
2 <
Cy, i ““\‘\

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

|

0

L

Obr. 2.3: Venniiv diagram — doplnék jevu A

B nebo A a zaroven B — nastava totiz jak jev A tak i jev B soucasné).

02

Obr. 2.4: Venniv diagram — AN B

Priklad — hazeni kostkou: jev A necht zna¢i — padne ¢islo 2 nebo 3 nebo 4, jev B —
padne sudé ¢islo. Je zfejmé, ze jev AN B ={24}.

Obdobné lze Fici, Ze ndhodné jevy (i, A; a [);=; A; nastanou, jestlize nastanou
vSechny jevy A; .

e Sjednoceni jevi, znac¢ime AU B
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O sjednoceni jevi A a B hovorime tehdy, jestlize nastava jev A nebo jev B. Slivko
,hebo“ znamend nejen to, ze muze nastat pouze jeden z téchto jeva, ale i to, Ze mohou

nastat oba jevy zaroven. Jinymi slovy, nastane alespon jeden z téchto jevi.

B

Obr. 2.5: Venniv diagram — A U B

Priklad — hazeni kostkou: necht jev A = {1, 3,4}, necht déle jev B je padnuti sudého

¢isla. Je zrejmé, ze jev AU B ={1,2,3,4,6}.

Obdobneé lze Fici, ze ndhodné jevy (J;; 4; a ;2 Ai nastanou, jestlize nastane alespon

jeden jev A;.

e Rozdil jevi, znac¢ime A\ B

Rozdilem jevii A a B budeme chépat jev, ktery nastava préavé tehdy, nastane-li jev

A a soucasné nenastane jev B.

A\B=ANB

A\B={wwe ANw ¢ B}

Priklad — hézeni kostkou: Jev A — padne ¢islo vétsi nez dvé, jev B — padne sudé ¢islo.

Rozdil jevii A a B je pak jev A\ B ={3,5}.
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Obr. 2.6: Venniv diagram — A\ B
Rovnéz vlastnosti operaci s ndhodnymi jevy jsou totozné s vlastnostmi operaci s mnozinami.
Necht A, B,C C €, pak
1. AUB=BUA/ANB=BNA,
2. AUBUC)=(AUB)UC,ANn(BNC)=(AnB)NnC,
3. AUBNC)=(AUB)N(AUC),AN(BUC)=(AnB)U(ANC),

4. AUA=AANA=A,

5. AUD=A,AN0 =10,

6. AUQ=Q,ANQ=A4,

7. (A) = A,

8. AUB = AN B,(1. de Morgantiv zdkon),
9. AN B = AU B,(2. de Morgantiv zékon)
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Obr. 2.7: Vennuv diagram — 1. de Morgantv zdkon

ANB

Obr. 2.8: Venntv diagram — 2. de Morgantiv zdkon

2.2.3. Mnoziny nidhodnych jevu

V teorii pravdépodobnosti se setkavame se dvéma vyznac¢nymi mnozinami ndhodnych jevii
— Uplnou mnozinou vzajemné disjunktnich jevi a jevovym polem.

e Uplna mnoZina vzajemné disjunktnich jevia'

Uplna mnozina vzajemné disjunktnich jevu je mnozina po dvou disjunktnich

1Uplnd mnozina vzéjemné disjunktnich jevii je rozkladem mnoziny €2
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2 TR
jevi {A1, Ag, As, ..., Ay} s nenulovou pravdépodobnosti vyskytu (znacime P(A;) > v 5
> 0), jejichz sjednoceni tvori mnozinu 2. Zapséno symbolicky '5% '§§’
x>
n
ZAPADOCESKA
Q= UAi,kde P(A;) > 0,4; NA; = 0, proi # j,4,5=1,2,...,n. D > UIVERZITA
i=1

Rikame, ze zdkladni prostor je slozen z iplné mnoziny vzdjemné disjunktnich jevi.

Obr. 2.9: Venntiv diagram — Uplnd mnozina Sesti vzdjemné disjunktnich jevi

e Jevové pole A (o-algebra na ()

Jevové pole A (o-algebra na 2) je systém podmnozin zékladniho prostoru €2 obsahujici
) a uzavieny vuci doplinku a vii¢i sjednoceni.
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2 TORS
Vzhledem k definici jevového pole A plati:
ey
e RS A . 2 %"ﬁ \n\\“‘&
a) QeA, tzn. jev jisty je prvkem jevového pole
(neprézdnost jevového pole),
— ZAPADOCESKA
b) VA A: Ac A tzn. je-li jev A prvkem jevového pole, D > 3':1";‘"?1":

je prvkem jevového pole rovnéz doplnék
jevu A (uzavienost jevového pole vuci
dopliku),

c) {Ai}2, e A= U2, A € A tzn. jsou-li jevy prvky jevového pole,
je prvkem jevového pole rovnéz jejich
sjednoceni (uzavienost jevového pole vici
sjednoceni, tzv. o — aditivita).

Lze si predstavit, ze jevové pole predstavuje souhrn informaci, které o vysledcich
nahodného pokusu méme. Ne vsechny jevy v € musi byt totiz pozorovatelné.

Priklad 2.1. Ndhodny pokus spociva v jednom hodu klasickou hraci kostkou se sténami
oc¢islovanymi od 1 do 6. Nahodny jev A nastane, jestlize padne liché ¢islo a ndhodny jev B
nastane, jestlize padne ¢slo mensi nez 4. Uréete Q, A, A, B,

AUB,ANB,A\ B,B\ A.

Reseni 2.1.
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Shrnuti:

Teorie pravdépodobnosti je matematicka disciplina, jejiz logicka struktura je budovana
axiomaticky. Jeji zaklad tvori nékolik tvrzeni (axiomu), kterd vyjadiuji zakladni vlastnosti
pravdépodobnosti, a vsechna dalsi tvrzeni jsou z nich odvozena deduktivné.

Matematicka statistika je véda zahrnujici studium dat vykazujicich ndhodnd kolisani.
Nahodny pokus je kazdy déj, jehoz vysledek neni predem jednoznacné urcen.
Zakladni prostor ) (elementarnich jevii) je mnozinou vsech vysledki pokusu.

Elementarni jev {w} je prvek, popfipadé jednoprvkovd podmnozina, zdkladniho prostoru

Q.

Nahodny jev A je libovolnd podmnozina zakladniho prostoru 2. Pro ndhodné jevy plati
algebraické zakony a rovnosti stejné jako pro mnoziny.

Uplna mnoZina vzijemné disjunktnich jevii je mnozina po dvou disjunktnich jevi
{A1, Ay, As, ... Ay}, P(A;) > 0, jejichz sjednoceni tvori mnozinu 2.

Jevové pole A (o-algebra na ) je neprazdny systém podmnozin zdkladniho prostoru 2
uzavreny viuci dopliku i sjednoceni.

o
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2.3. Pravdépodobnost a jeji vlastnosti
Cile

Po prostudovani této kapitoly budete:

e umét vysvétlit pojem pravdépodobnosti,

e umeét definovat pravdépodobnost pomoci axiomil,

e znat vlastnosti pravdépodobnostni funkce,

e umeét pracovat s podminénou pravdépodobnosti,

e umeét pouzivat vétu o uplné pravdépodobnosti a Bayesovu vétu.

Drive nez se pustite do studia tohoto odstavce, doporucujeme vasi pozornosti prispevek
Trocha _pravdépodobnosti pro bézny Zivot uwverejnény na blogu MyEgo.cz (autor publikuje pod
prezdivkou Drugstar).

Pokud jste si prispévek precetli, zkuste se zamyslet nad tim, co pro Vis samotné zname-
naji vyrazy ,pravdépodobnost® a ,pravdépodobny“. Urcité jste je uz nékdy slyseli, zrejme
1 sami pouzili! Pri studiu této kapitoly, resp. pri reseni pravdépodobnostnich wuloh, pak méjte
na pameti, zZe

,Pravdépodobnost vam tedy nikdy nerikd nic o tom, co se stane v jednom kon-
krétnim piipadé! Rikd jen, jaky bude vysledny pomér sledovanijch jevi pii dosta-
teéné vysokém poctu jejich realizace, ale opét nerikd nic o tom, jaké konkrétni
prvky budou soucddsti onéch jevi. Priklad: ze zkusenosti vite, Ze pétina krdliku vam
kazdy rok uhyne. Pokud tedy vyberete jednoho krdlika, pravdépodobnost, Ze vam letos uhyne,

o
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je 0,2. Tato informace vsak viubec nic nerikd o tom, zda to bude zrovna tento kralik. Stejné
tak pokud jste desetkrdt hodili minci a vidy vam padla panna, neznamend to, Ze pojedendcté
vdm spise padne orel. Pravdépodobnost (kromé onéch hraniénich pripadi jistoty
a nejistoty) nikdy nemizZe prinést informaci o jednom konkrétnim pripadu. “

Drugstar, Trocha pravdépodobnosti pro béznjy Zivot, dostupné na:
http://myego.cz/item /trocha-pravdepodobnosti-pro-bezny-zivot

2.3.1. Pojem pravdépodobnosti

Vysledek nahodného pokusu nelze s jistotou predpovédét. Nékteré vysledky vSak nastavaji
castéji, nékteré méné casto, nékteré velmi ziidka. Pii vétsich sériich opakovani vsak i na-
hodné pokusy (resp. jejich vysledky) vykazuji ur¢ité zékonitosti a pravidelnosti. Studium
téchto zdkonitosti je obsahem teorie pravdépodobnosti.

Pravdépodobnosti oznacujeme miru oc¢ekavatelnosti vyskytu nahodného jevu. S rostouci
pravdépodobnosti roste Sance, ze jev nastane. Pravdépodobnost se obecné oznacuje ¢islem
z intervalu (0; 1). Jev nemozny, tj. jev, ktery nemuze nastat, ma pravdépodobnost 0, naopak
jev jisty ma pravdépodobnost 1. Nékdy se nekorektné, ale nazorné, pravdépodobnosti nasobi
¢islem 100 a uvadéji v procentech.

(Ijmluva: V néekterych pripadech budeme toto ndzorné uvddéni pravdépodobnosti pouZivat

i my.)

o
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Matematizaci pojmu pravdépodobnost se ve své korespondenci (1654) zabyvali

Pierre de Fermat a Blaise Pascal, a to zejména v kontextu hazardnich her a s tim spojenych
kombinatorickych problémt. Zdaleka nejvyznamnéjsim klasikem teorie pravdépodobnosti
vSak byl Pierre-Simon Laplace. Laplace chapal pravdépodobnost jako néstroj pro popis
vSech problému s netplnou vstupni informaci. Prinost Laplace pro teorii pravdépodobnosti
je tolik, ze ani jejich zédkladni vycet zde neni mozny. Mimo jiné (znovu) objevil jednu z kli-
¢ovych formuli teorie pravdépodobnosti, zndmou dnes jako Bayesuv teorém (Kap. 2.3.9).

@:
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Jako jednoduchy a nézorny zvlastni piipad pro vypocet hodnoty pravdépodobnosti uvedl
Laplace' (1812) definici uvedenou v Kap. 2.3.2.

Obsah

2.3.2. Klasicka (Laplaceova) definice pravdépodobnosti 46. strana ze 293
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Je-li zakladni prostor koneénd neprazdnd mnozina elementarnich jeva {wi,...,w, }, které
maji stejnou Sanci, tj. stejnou pravdépodobnost vyskytu ( %) , pak pravdépodobnost, ze pri
realizaci ndhodného pokusu jev A nastane je

d
i

P(A) =

m
n

kde: m pocet vysledku (elementarnich jevii) pfiznivych jevu A,
n pocet vsech moznych vysledku

'Laplace ve svém dile predklad4 i néstroje pro feSeni mnohem obecnéjdi situace. Napiiklad takové, které
nevyzaduji predpoklad, ze vSechny vysledky jsou stejné mozné, popr. pro situace, které neumoznuji mnoho-
nasobné opakovani ndhodného pokusu I Cel4 obrazovka, Okno

Zavrit dokument
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Priklad 2.2. Ve tridé 20 chlapci a 12 divek jsou losem urceni 2 mluvéi. Jaka je pravdépo-
dobnost, ze oba mluvci budou rizného pohlavi?

Reseni 2.2.

2.3.3. Statisticka (empirickd) ,,definice* pravdépodobnosti

Na pocatku 20. stoleti pracovala vétSina ucebnic s klasickou definici pravdépodobnosti,
prestoze tato nebyla schopna popsat zdaleka vSechny problémy, kterymi se teorie pravdeé-
podobnosti zabyvala. V roce 1919 publikoval své prvni prace z teorie pravdépodobnosti
Richard von Mises . Misestuv pristup k pravdépodobnosti je zalozen na empirickém zkou-
méni, jez vede k pozorovani ,stability relativnich ¢etnosti“. Umoznuje urcit pravdépodob-
nost jevu v pripadé, ze neni zndmo jeho bliz$i chovani (tj. elementarni jevy, pii kterych
zkoumany jev nastavd, a jejich pravdépodobnosti). Jestlize je ndhodny pokus libovolnékrat
(alespon teoreticky) opakovatelny za stejnych statistickych podminek (napf. hod kostkou
¢i minci, ...), pak lze pravdépodobnost jevu odhadnout na zakladé poctu jevu piiznivych
vysledku pokusi.

Provedeme-li n realizaci ndhodného pokusu, pficemz n(A) realizaci je pfiznivych jevu A,
pak pravdépodobnost jevu A muzeme odhadnout pomérem

Tento odhad je tim presnéjsi, ¢im je pocet realizaci ndhodného pokusu (n) vyssi. Statisticka
definice pravdépodobnosti ndm naptiklad umoznuje odhadnout pravdépodobnost toho, ze
padne Sestka na nepoctivé (,cinknuté®) kostce.

o
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Relativni ¢etnost jevu {6}
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Obr. 2.10: Zavislost relativni ¢etnosti ,padnuti Sestky“ na nepoctivé kostce na po¢tu pokust

2.3.4. Geometricka pravdépodobnost

Dalsim historickym prikladem definice pravdépodobnosti muze byt tzv. geometricka defi-
nice, kterd umoznuje urcit pravdépodobnost v pripadech, kdy pocet vsech moznych vysledki
nahodného pokusu je nespocetny. Definice je zaloZena na porovnani objemi, obsahi nebo

ZAPADOCESKA
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délek geometrickych utvari. Pouzivame ji v piipadech, které lze prevést na toto schéma:

V roviné (pfipadné na piimce nebo v ¢asti prostoru) je dana urcitd oblast Q a v ni dalsi
oblast A. Pravdépodobnost jevu A, ktery spociva v tom, Zze ndhodné zvoleny bod v oblasti

Q lezi i v oblasti A je

P(A)

14
Q)

kde | A[,|€?| jsou vhodné miry oblasti A a € .
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Priklad 2.3. Petr a Tereza, zaptisahli odpurci mobilnich telefont, se domluvi, Ze se sejdou
na ur¢itém misté mezi 15. a 16. hodinou, pficemz doba ¢ekani je 20 minut. Jaka je pravdé-
podobnost, Ze se po této dohodé setkaji?

ResSeni 2.3.
2.3.5. Kolmogorovova definice pravdépodobnosti

Geometricka definice pravdépodobnosti v uvedené zjednodusené podobé je pfirozenym vy-
chodiskem pro definici pravdépodobnosti jako uréité normované miry, popsané axiomaticky'
jazykem teorie mnozin. Dnes obecné uznavana Kolmogorovova (axiomatickd) definice prav-
dépodobnosti z roku 1933 popisuje pritazeni pravdépodobnosti ndhodnému jevu. Kolmogo-
rov pro svoji definici pravdépodobnosti pouzil abstraktni mnozinu {2 vybavenou o — algebrou
A (jevové pole), spolu s konecnou mirou P definovanou na A.

Kolmogorovova definice pravdépodobnosti
Je-li A jevové pole, pak pravdépodobnost na jevovém poli A je redlnad funkce, pro kterou

plati tzv. Kolmogorovovy axiomy pravdépodobnosti.

1. Pravdépodobnost kazdého jevu A € A je nezdporné redlné ¢islo (P(A) = 0).

2. Pravdépodobnost jistého jevu je rovna jedné (P(Q2)=1).

! Axiém (pochézejici z feckého slova axiéma = to co se uzniva) je tvrzeni, které se predem (a priori)
poklada za platné a tudiz se nedokazuje

@:
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3. Pravdépodobnost sjednoceni spo¢etného poc¢tu vzéjemné disjunktnich (neslucitelnych)
jevu je rovna souctu jejich pravdépodobnosti (4; € A, =2 1,Vi # j : AN A; =

— = PUS, A) = i P(A4;)).

Uspotddana trojice (€2, A, P) tvori takzvany pravdépodobnostni prostor.

Kolmogorovova (axiomatickd) definice pravdépodobnosti je dostateéné obecn, nebot funkce
P muze predstavovat miru na dané o-algebre. Klasicka, statistickd a geometricka definice
pravdépodobnosti pak predstavuji pouze specidlni, v praxi vsak Casto pouzivané, piipady
axiomatické definice. Kolmogorovovy axiomy vyhovuji nejen predchozim definicim prav-
dépodobnosti, ale i modernéjsimu pojeti pravdépodobnosti jako Sance na splnéni urcitého
jevu, ktera je stanovena casto pouze intuitivné a subjektivné.

7 Kolmogorovovych axiomu vyplyvaji nasledujici vlastnosti pravdépodobnosti.

2.3.6. Vlastnosti pravdépodobnosti
Necht jevy A, B € A, pak

1. 0S P(A) £1,

2. P(0) =0,

. P(A) =1- P(A),

w

4. AC B= P(A) £ P(B)
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5. P(B— A) = P(B) — P(AN B), specidlné
e ACB= P(B-A) = P(B)— P(A),

6. P(AUB)= P(A)+ P(B) — P(AN B), specidlné
e ANB=0= P(A+ B)=P(A)+ P(B).

Vsechny uvedené vlastnosti se daji snadno dokazat piimo z axiomatické definice prav-
dépodobnosti. Pfimym dusledkem de Morganovych zakoni jsou pak néasledujici vlast-
nosti.

7. P(AUB)=1-P(AUB)=1- P(ANDB)

8. P(AnB)=1-P(ANB)=1—-P(AUB)

Vsimnéte si, ze axiomaticky systém definuje pojem pravdépodobnosti a vlastnosti pravdé-
podobnosti, neudava vsak zadny navod k jejimu stanoveni.

2.3.7. Nezavislost jevii, podminéna pravdépodobnost a pravdépodobnost
priniku

Podminéna pravdépodobnost P(A|B) (¢ti ,pravdépodobnost, ze nastane jev A za pod-

minky, ze nastal jev B*) je definovdna vztahem

P(ANB)

P(AIB) = =5
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kde P(B) # 0.
7 tohoto vztahu lze odvodit vztah pro pravdépodobnost pruniku dvou jevu.
P(AnB)=P(A|B)- P(B)

Je zfejmé, ze pravdépodobnost priniku dvou jevi je rovna soucinu podminéné pravdépo-
dobnosti a pravdépodobnosti podminky.

Jestlize plati P(AN B) = P(A) - P(B), fekneme, ze jevy A, B jsou nezavislé.
Jsou-li jevy A a B nezdvislé, pak P(A|B) = P(A), ¢ili nastoupeni nebo nenastoupeni jevu

B nemd zadny vliv na nastoupeni jevu A. Vzhledem k tomu, ze ani vyskyt jevu B nezavisi
na vyskytu jevu A, musi soucasné platit P(B|A) = P(B).
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Klasicka definice pravdépodobnosti

Instrukce pro spusteni vloZengjch animact naleznete na
http://mi21.vsb.cz/adobe-reader-multimedia.




classicprobability.swf
Media File (application/x-shockwave-flash)

http://mi21.vsb.cz/adobe-reader-multimedia
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Priklad 2.4. Jaka je pravdépodobnost, ze na poctivé hraci kostce padne dvakrat po sobé
jednicka?

Reseni 2.4.

Priklad 2.5. Neprthledny pytlik obsahuje 10 ¢ernych a 5 bilych kulicek. Budeme provadét
nahodny pokus — vytazeni jedné kulicky, pricemz kulicku do pytliku nevracime. Urcete
pravdépodobnost, ze v druhém tahu vytahneme bilou kulicku.

Reseni 2.5.

Priklad 2.6. Pravdépodobnost, ze selze hasici systém tovarny je 20 %, pravdépodobnost,
ze selze poplachové zafizeni je 10 % a pravdépodobnost, ze selzou jak hasici systém, tak i
poplachové zatizeni jsou 4 %. Jakd je pravdépodobnost, ze

a) alespon jeden systém bude fungovat,
b)  budou fungovat oba dva systémy.

Reseni 2.6.

Priklad 2.7. 120 studentt absolvovalo zkousky z matematiky a z fyziky. 30 z nich neslozilo
obé zkousky, 8 neslozilo pouze zkousku z matematiky a 5 neslozilo pouze zkousku z fyziky.
Urcete pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany student

a)  slozil zkousku z matematiky, vime-li, Ze neslozil zkousku z fyziky,
b)  slozil zkousku z fyziky, vime-li, Ze neslozil zkousku z matematiky,
c)  slozil zkousku z matematiky, vime-li, ze slozil zkousku z fyziky.
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Reseni 2.7.

Priklad 2.8. Spoctéte pravdépodobnost toho, ze ¢asti obvodu mezi body 1 a 2 bude pro-
tékat elektricky proud, je-li prislusna c¢ast elektrického obvodu véetné pravdépodobnosti
poruch jednotlivych soucdstek vyznacena na nasledujicim obrazku. Poruchy jednotlivych
souc¢astek jsou na sobé nezavislé. (Dojde-li k poruse soucastky, dojde k preruseni obvodu.)

0,2

C

0 0,1 0.3 0,3

o——— A B ¢ D ——@

0,2

E

Reseni 2.8.

2.3.8. Véta o uplné pravdépodobnosti

Podminénou pravdépodobnost pouzivame k vypoctu pravdépodobnosti jevu, které jsou pod-
minény nastoupenim mnoziny vzajemné disjunktnich jevi. Vztah pro pravdépodobnost né-
jakého jevu bez ohledu na podminujici jevy udava véta o iplné pravdépodobnosti, kterou

si nyni odvodime.
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2 R
Necht je ddna tiplnd mnoZina vzajemné disjunktnich jevi'{Bj, Bo, Bs, ..., B,}. (pron =6 v 5
iz Obr. 2.12). R S
viz Obr ) T
D b
V PLZNI

Obr. 2.11: Uplnd mnozina vzéjemné disjunktnich jevi

Je ziejmé, ze libovolny jev A (Obr. 2.13), (A C Q) je sjednocenim disjuktnich jeva (A N
NB1),(ANB3),..., (AN By,).
Tedy

A=(ANB)U(ANDB)U...U(ANB,) = (AN B).

Jelikoz jde o sjednoceni disjunktnich jevii, musi platit, ze pravdépodobnost tohoto sjedno-

!Pfipomefime si, #e pro tGplnou mnozinu vzijemné disjunktnich jevt plati, 7e Vi = 1,...,n,i #
#j:P(Bi)>0,BiﬂBj=0,E (Bz):].

i=1
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v en

Obr. 2.12: Jev A (nad tplnou mnozinou disjunktnich jevi)

ceni je ddna souctem jednotlivych pravdépodobnosti.
n
P(A)=) P(ANB)
i=1
7 definice podminéné pravdépodobnosti pak dostavame

P(AN B;) = P(A|B;) - P(By).

7 cehoz jiz plyne véta o iplné pravdépodobnosti.

P(4) = _ P(AlB;) - P(B))
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2.3.9. Bayseuiv vzorec

Pti nastoupeni jevu A (P(A) # 0) se naskyta prirozend otazka, ktery z jevii B; vedl k nastou-
peni jevu A, tzn. jaka je pravdépodobnost P(By|A). Z definice podminéné pravdépodobnosti
plyne, ze

P(A|By) - P(By)

n

:ZIP(A|Bi)'P(Bi)

P(Bi|A) =

Bayestiv vzorec udavé, jakym zptisobem vypocitime aposteriorni pravdépodobnosti'
P(Bg|A) jevu By za podminky, Ze nastal jev A, jestlize zndme apriorni pravdépodob-
nosti’ P(B;) a podminéné pravdépodobnosti P(A|B;) pro vsechny jevy B, i =1,2,...,n.

O paradozech spojenych s chdpanim pravdépodobnosti se miZete docist napriklad v krdatkém
clanku uverejnéném na webu Science World

2.3.10. Rozhodovaci stromy

Reseni tloh vedoucich na aplikaci véty o tplné pravdépodobnosti nebo Bayesovy véty
mnohdy usnadni vhodny graficky zdznam tlohy. Rozhodovaci proces, ktery odpovidé fe-
Seni téchto loh, lze graficky zndzornit pomoci rozhodovaciho stromu.

Rozhodovaci strom zobrazuje okamziky rozhodovani jako uzly vétveni, vétve pak predsta-
vuji vSechny jednotlivé varianty feseni. Kazda vétev v rozhodovacim stromu je ohodnocena

17 latiny — a posteriori = na zikladé zkugenosti.
27 latiny — a priori = z predchoziho, prvotni.

o
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pravdépodobnosti, ze bude prislusna varianta vybrana. Vynasobime-li vsechny pravdépo-
. . C s . . S AL <l
dobnosti na cesté mezi dvéma uzly, ziskdme pravdépodobnost, Ze se z pocatecniho uzlu D) 7S
e ®d
dostaneme do uzlu koncového. s
P(AlBl) A P(A n Bl) = P(AlBl) : P(Bl) D ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
BI V PLZNI
- a P(AnB,) = P(A|B,) - P(B,)
P(By) P(AB,) ! ! !
P(A|B,) A P(ANB,) = P(A|B,) - P(B,)
P(By)
Q » B,
_ A P(AnB,) = P(A|B,) - P(B
P(A|B,) ( 2) = P(A|By) - P(By)
P(B3)
’ P(4|B) A P(AN By) = P(AIB;) - P(B3)
B;
_ A P(An B;) = P(A|B;) - P(B
P(A|By) ( 3) = P(A|B3) - P(B3)

Obr. 2.13: Piiklad rozhodovaciho stromu

Alternativou k rozhodovacimu stromu je pravoiihly Venniuv diagram,
v némz obsahy jednotlivych obdélniku odpovidaji pravdépodobnostem
P(AN B;) = P(A|B;) - P(By).
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AZIRIVA
< > an - 7.
PB,) P(AIB,) P(4|B,)
A\
< >I< >
P(AlBZ) P(A_le) ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
P(BZ) V PLZNI
P(By) [€ >|< > =
P(AB3) P(4|B5)

Obr. 2.14: Priklad pravoiihlého Vennova diagramu

Vyuziti obou grafickych zédznami tlohy si pfedvedeme v nésledujicim prikladu.
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Aplikace Bayesovy véty v biomediciné

Instrukce pro spusteni vloZengjch animact naleznete na
http://mi21.vsb.cz/adobe-reader-multimedia.




bayes.swf
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Shrnuti:
Nahodny pokus je kazdy konecny dé¢j, jehoz vysledek neni predem jednoznacné urcen
podminkami, za nichz probihd, a ktery je, alespon teoreticky, neomezené opakovatelny.

Mnozinu vSech moznych vysledki {w} daného pokusu oznac¢ujeme pojmem zakladni pro-
stor (2.

Prvky, popt. jednoprvkové podmnoziny, zdkladniho prostoru jsou elementarni
jevy.

Jevem A je libovolna podmnozina zakladniho prostoru. Pro ndhodné jevy plati algebraické
zédkony a rovnosti stejné jako pro mnoziny.

Uplnid mnoZina vzajemné disjunktnich jev@i je mnozina po dvou disjunktnich jevi
{A1, Ag, As, ..., Ay}, jejichz sjednoceni tvori mnozinu €.

Jevové pole A je neprazdny systém podmnozin zdkladniho prostoru 2 uzavieny vici
dopliiku a viéi sjednoceni (o-algebra na ).

Vlastnosti pravdépodobnostniho prostoru jsou ddny Kolmogorovovym axiomatickym
systémem.

Podminéna pravdépodobnost je pravdépodobnost vyskytu jevu za podminky, ze nastal
urcity jev, ktery neni nemozny.

o
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Jeslize plati P(ANB) = P(A) - P(B) nebo P(B) = 0, pak nazyvame jevy A, B nezavislé. v 5

Véta o uplné pravdépodobnosti ndm dava ndvod, jak uréit pravdépodobnost jevu A,
o kterém je znamo, ze muze nastat pouze soucasné s nékterym z jevi By, Bs,. .., B, které . ZArAootEsis

N Ve o . ’ . o UNIVERZITA
tvori uplnou mnozinu disjunktnich jevt.

V PLZNI

Bayesova véta nidm umoznuje spocitat podminéné pravdépodobnosti jednotlivych jevii
této Uplné mnoziny za predpokladu, zZe nastal jev A.

Vlastnosti pravdépodobnosti

0= P(A) <1,
P®) =
P(A )— - P(A)

AC B= P(A) £ P(B),

P(B — A) = P(B) — P(AN B), specialné

e ACB= P(B—A)=P(B)— P(A),

6. PLAUB) = P(A) + P(B) — P(AN B), speciélné
e ANB=0= P(A+ B)=P(A)+ P(B),

7. P(AUB)=1-P(AUB)=1- P(ANB),

P(ANB)=1-P(ANB)=1-P(AUB),

P(ANB) = P(A|B) - P(B), specidlné

.C“PW.N".—‘
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e A, B nezavislé (P(A|B) = P(A)) = P(AN B) = P(A) - P(B),

10. {Bi1, B2, B3, ..., B, } je Giplnd mnozina vzajemné disjunktnich jevi =
= P(4) = 3 P(A|B) - P(B)

11. { By, Bo, Bi; .., By} je uplnd mnozina vzéjemné disjunktnich jevi =

= P(By|A) = f(A|Bk)‘P(Bk) ]
;P(A|Bi)‘P(Bi)
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Test

Jak pracovat s testy?

1. (2b.) Urcete, ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva.

(a) Klasicka definice pravdépodobnosti vychazi ze stability relativnich ¢etnosti.

(b) Kolmogorovovy axiomy pravdépodobnosti udavaji ndvod ke stanoveni pravdépo-
dobnosti elementarnich jevi.

(c¢) Je-li pravdépodobnost jevu A rovna 0,75, pak pravdépodobnost podjevu jevu A je
nejvyse 0,75.

(d) Jestlize pravdépodobnosti dvou jevu z jevového pole A jsou 0,7 a 0,5, pak tyto jevy
nejsou disjunktni.

(e) Pravdépodobnost, ze pri deseti hodech minci padne desetkrat po sobé ,panna“ je
mensi nez pravdépodobnost, ze pri deseti hodech klasickou kostkou padne desetkrat
po sobé sudé cislo.

2. (1b.) Pravdépodobnost poruchy kazdé soucastky je p. Predpokladdejme, Ze soucastky
pracuji nezavisle na sobé. Urcete pravdépodobnost poruchy bloku slozeného z 10 ti
paralelné zapojenych soucastek. (Je-li funkéni alespon jedna soucastka, blok funguje.)

(a) p/10 (b) 10p (c) 10/p
(d) p*° (e) 1—p'® (f) A —p)*°
() 1—-(1—-p)*° (h) (1 =p)/10

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI
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3. (1b.) Pravdépodobnost poruchy kazdé soucdstky je p. Predpokladejme, Ze soucastky
e L e y L o AL <l
pracuji nezavisle na sobé. Urcete pravdépodobnost poruchy bloku slozeného z 10 ti sé- D 7S
riové zapojenych soucastek. (Je-li porouchand alespon jedna soucastka, blok nefunguje.) >
(a) p/10 (b) 10p (c) 10/p
ZAPADOCESKA
(d) plo (e) 1-— p10 (f) (1 — p)lo D > SI\LILVZE"RIZITA
() 1-(1—p)"° (h) (1 —p)/10

4. (1b.) Podminéné pravdépodobnost P(A|B) je rovna

(a) P(ANB) - P(B) (b) ”ﬁ(—fﬁ
(¢) P(AN B) - P(4) @ T

5. (1b.) Méjme jevy A a B. Pravdépodobnost jevu A je P(A) a pravdépodobnost jevu B
je P(B). Pravdépodobnost sjednoceni jevu A a B je rovna

(a) P(A) + P(B) (b) P(A) - P(B)
(¢c) P(A) + P(B) — P(AN B) (d) P(A|B) - P(B)

6. (1b.) Mé&jme nezavislé jevy A a B. Pravdépodobnost jevu A je P(A) a pravdépodobnost
jevu B je P(B). Pravdépodobnost sjednoceni jevu A a B je rovna

(a) P(A) + P(B) (b) P(4) - P(B)
(c) P(A)+ P(B) - P(AN B) (d) P(A|B) - P(B)
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e

10.

. (1b.) Méjme nezavislé jevy A a B. Jev C je doplnék jevu A. Pravdépodobnost jevu

2 TR
(1b.) Mé&jme disjunktni jevy A a B. Pravdépodobnost jevu A je P(A) a pravdépodob- v -
nost jevu B je P(B). Pravdépodobnost pruniku jevu A a B je rovna *::,* ‘&5’
)
(a) P(A) + P(B) (b) P(4) - P(B) -
(¢) P(A)+ P(B) — P(An B) (d) 0 [‘ | s

. (1b.) Mé&jme jevy A a B. Jev C je prunik jevii A a B. Pravdépodobnost jevu A je P(A)

a pravdépodobnost jevu B je P(B). Pravdépodobnost sjednoceni jevu B a C' vyjadiena
pomoci pravdépodobnosti jevii A a B je rovna

(a) P(4) (b) P(B)
(c) P(B)(1+ P(4)) (d) P(B)(1 - P(4))
(e) P(B)(1+ P(A|B)) () P(B)(1 - P(A|B))

A je P(A) a pravdépodobnost jevu B je P(B). Pravdépodobnost pruniku jevu B a C
vyjadiena pomoci pravdépodobnosti jevi A a B je rovna

(a) P(A) (b) P(B)
(c) P(B)(1+ P(4)) (d) P(B)(1 - P(4))
(e) P(B)(1+ P(A|B))

(3b.) Vyberte 3 Kolmogorovovy axiomy pravdépodobnosti.

(a) Pravdépodobnost kazdého jevu A je nezdporné realné c¢islo.
(b) Pravdépodobnost kazdého jevu A je mensi nez 1.
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1849

(¢) Pravdépodobnost jistého jevu € je rovna nule. .
v T q 2 . , “ IsTRnyY 7
(d) Pravdépodobnost jistého jevu €2 je rovna jedné. SN
AT
(e) Pravdépodobnost sjednoceni koneéného poc¢tu vzajemné disjunktnich jevi je rovna .
souctu jejich pravdépodobnosti.

ZAPADOCESKA

> UNIVERZITA

(f) Pravdépodobnost sjednoceni jevi je rovna souctu jejich pravdépodobnosti. e

L

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tispésnosti:
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1849
Priklady k procviceni
i 57
;\}
Jak pracovat s testy? xS
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1. Systém je funkéni, pokud funguje soucastka A a nejméné jedna ze soucastek B a C.
Pravdépodobnost, Ze po 1000 hodinéch je funkéni soucastka A je 0,8, soucdstka B 0,9
a soucastka C' 0,7. Systém pracuje nezavisle na okolnich podminkéch a na case.

L

B

A
i

C

Jaka je pravdépodobnost, ze systém bude po 1000 hodinach funkéni?

2. Ve velkém mnozstvi pisemek se vyskytuji dva typy chyb, A a B. Pravdépodobnost, ze
v pisemce bude chyba A je 0,1 a pravdépodobnost, Ze tam bude chyba B je 0,2. Prav-
dépodobnost, ze v pisemce budou obé chyby zaroven je 0,05. Urcete pravdépodobnost,
7e v pisemce bude pouze chyba A, nikoliv chyba B.

3. Sonda méa dvé kamery, které mohou pracovat nezavisle na sobé. Kazda z nich je vyba-
vena pro pripad poruchy opravnym mechanismem. Pravdépodobnost poruchy kamery
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je 0,1, pravdépodobnost Uspésné opravy pripadné poruchy pomoci opravného mecha-
i . ; , por . ; ey
nismu je 0,3. S jakou pravdépodobnosti se nepodari ani jednou z kamer nic nafilmovat’ D) 7S
/0"4- ““\‘\
ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
. Tti absolventi stfedni skoly — pan N, pan S a pan D skladaji pfijimaci zkousky na tii D UG

rizné vysoké skoly. Jejich Sance na tspéch odhadujeme na 70% pro studenta N, na
40% pro studenta S a na 60% pro studenta D. Jaka je pravdépodobnost, ze

(a) vsichni tfi uspéji,

(b) ani jeden neuspéje,

(c) uspéje jen student N,

(d) uspéje praveé jeden z nich,

(e) neuspéje jen student S,

(f) uspéji pravé dva z nich,
(g) uspéje alespon jeden z nich.
. V osudi je 5 ¢ernych a 15 bilych kouli. Z osudi se ndhodné vytahne jedna koule. Poté

se koule vrati zpét a prida se 20 kouli téze barvy, jakou méla vytazena koule. Nasledné
realizujeme dalsi tah. Jaka je pravdépodobnost, Ze druhd vytazena koule bude ¢erna?




Uvod do teorie pravdépodobnosti 71

Pocatecni stadium rakoviny se vyskytuje u kazdych t¥i z jednoho tisice Americanu.
Pro vcasné zjisténi byl vyvinut velmi spolehlivy test. Pouze 5% zdravych pacientti mé
vysledky pozitivni (falesny poplach) a pouze 2% nemocnych maji vysledek negativni.
Pokud by se tento test pouzil pro vysetieni celé americké spolecnosti a vsichni ti, kteri
by méli pozitivni vysledky by byli hospitalizovani za ticelem klinického vySetieni, kolik
% z nich bude skuteéné mit rakovinu?

Pfi vyrobé 30% pristroju byl pouzit zprisnény technologicky rezim, zatimco pii vyrobé
ostatnich pristroju standardni rezim. Pfitom pravdépodobnost bezporuchového chodu
po dobu T je pro pfistroj z prvni skupiny 0,97 a pro pristroj z druhé skupiny 0,82.
Urcete pravdépodobnost, ze

(a) ndhodné vybrany pristroj bude po dobu T pracovat bezporuchové,

(b) pristroj, ktery po dobu T' pracoval bezporuchové, byl vyroben ve zpfisnéném re-
zimu?

Zamyslite koupit v autobazaru vuz jisté znacky. Je ovSem znamo, ze 30% takovych vozu
méa vadnou prevodovku. Abyste ziskali vice informaci, najmete si mechanika, ktery je
po projizdce schopen odhadnout stav vozu a jen s pravdépodobnosti 0,1 se zmyli. Jaka
je pravdépodobnost, ze viz, ktery chcete koupit, ma vadnou prevodovku

(a) predtim, nez si najmete mechanika?

(b) jestlize mechanik odhadl, Ze viz je dobry?

o
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9. Monty Halliv problém: Veskrze poctivy moderator umistil soutézni cenu — auto — " . =
za jedny ze tii dveri. Za kazdymi ze zbyvajicich dvefi je cena dtéchy — koza. Ukolem X 4

soutéziciho je zvolit si jedny dvere. Poté moderator otevie jedny ze dvou zbyvajicich s>
dveri, za nimiz je koza. Ted mé soutézici moznost bud ponechat svou puvodni volbu,

nebo zmeénit volbu na zbyvajici dvere. Soutézici vyhrava cenu, ktera je za dvermi, které p ZAravocises
si zvolil. Soutézici nemé zadné predchozi znalosti, které by mu umoznily odhalit co je v PLZNI

za dvermi.

Necht soutézici nejprve zvoli dvere ¢islo 1. Necht moderator otevie dvefe ¢islo 3, za
kterymi je koza. Zvysi se Sance na vyhru auta, pokud soutézici zméni volbu na dvere
¢islo 27

Spravné zodpovézené otazky:

Ziskané body:

Procento tspésnosti:
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p Dot
Kapitola 3 D
Nahodna velicina

Cile

V této kapitole budete pokracovat ve studiu teorie pravdépodobnosti. Seznamite se s po-
jmem ndhodné veli¢iny, dozvite se, jak ji lze popsat. Po prostudovani této kapitoly budete
umét a znat

e co je to ndhodna veli¢ina,

e obecné popsat nahodnou veli¢inu,

e charakterizovat diskrétni i spojitou ndhodnou veli¢inu,
e urcovat c¢iselné charakteristiky ndhodné velic¢iny,

e transformovat nahodnou veli¢inu.
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Pruvodce studiem

o

.Rozdéleni inteligence, stejné jako jinych lidskych vlastnosti, v celkové populaci Ize znazornit
pomoci Gaussovy kfivky normalniho rozdéleni (viz niZe uvedeny obrazek )*
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Cejpek, Jak se lidé lisi svymi schopnostmi poclinat si spravné v riiznych situacich, dostupné na:
www.phil.muni.cz/ grohmann/cejpeklQ1.doc

Asi jste se nesetkali poprvé s pojmem Gaussova krivka. Mozna dokonce mate néjakou predstavu
o tom, co by mohla vyjadrovat. Ale je tato predstava spravna? Opravdu vite, co predstavuji hod-
noty vynesené na svislou osu? Jak souvisi procentudlni zastoupenfi jedincii s riiznymi kategoriemi
1Q s Gaussovou krivkou? Co to je vlastné rozdéleni inteligence?

Odpovédi na tyto otazky a mnoho dalSich informaci o matematickém popisu vysledkii nahodnych £avit dokument

pokusti by vam méla prinést tato kapitola. (Podrobnéjsi informace konkrétné o Gaussové kfivce I Cels obrazovka/ Okno



www.phil.muni.cz/~grohmann/cejpekIQ1.doc
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pak najdete v kapitole 6.)

3.1. Zakladni pojmy

Jak jiz bylo zminéno v Kap. 2, vysledek ndhodného pokusu popisujeme pomoci zakladniho
prostoru 2 , tj. mnoziny vSech elementarnich jevi, a jejich pravdépodobnosti. Chceme-li
zpracovavat vysledky ndhodného pokusu, musime vytvorit model popisujici vice ¢i méné
dobre realitu. Timto modelem je tzv. ndhodna veli¢ina.

Vysledkem nahodného pokusu je v mnoha pfipadech redlné ¢islo. I v pripadech ndhodnych
pokust, jejichz vysledek je kategoridlni povahy (napt. pohlavi narozeného ditéte, ukoncéené
vzdélani apod.), se pfi popisu vysledki mnohdy snazime priradit kazdému vysledku redlné
¢islo. Vysledek ndhodného pokusu vyjadreny realnym ¢islem budeme povazovat za hodnotu
nahodné velic¢iny.
Prikladem nahodné veli¢iny miize byt

e pocet vadnych vyrobkt mezi tisici vyrobky,

e doba do poruchy zarivky,

e pocet kazii na 1 m? lakované plochy,

e pocet studenttt, kteri v tomto zkouskovém obdobi slozi zkousku ze Statistiky I.,

e pocet chybné prenesenych znakt Morseovy abecedy,

e odchylka rozméru vyrobku od pozadované hodnoty,

e rocni spotieba elektrické energie vasi doméacnosti.
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Pro korektni definici nahodné velic¢iny by bylo tfeba znat pojmy z teorie miry. My pojmy
souvisejici s tématem nahodné veli¢iny zavedeme ve stejné podstaté, nicméné s mirnymi
odchylkami od pfesnych matematickych formulaci.

Zakladni prostor R

-00
Obr. 3.1: Grafickd ilustrace ndhodné veli¢iny
Definice:
Nahodna veli¢ina X (zkrdcené NV X) je redlnd funkce X : Q — R takova, ze pro kazdé

redlné z je mnozina

{we QX (w) < z}

nadhodnym jevem.

Jednotlivé realizace ndhodné vili¢iny, tj. X (w),w € €, zna¢ime malymi pismeny (a, b, z,y, .. .).
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V dalsim textu budeme pouzivat zkracené zapisy
(X<z) = {we: X(w) <z},

(a<X<b) = {weQ:a<X(w)<b},
(X =x) {weQ: X(w) =2z}

a podobné.

Jednim z tkolu teorie pravdépodobnosti je vybudovat matematicky aparat, ktery priradi
vSem zajimavym podmnozindm mnoziny realnych c¢isel prislusné pravdépodobnosti. Pravi-
dlo, které kazdé hodnoté (popf. kazdému intervalu hodnot) pritazuje pravdépodobnost, ze
nahodnd veli¢ina nabude této hodnoty (popf. hodnoty z tohoto intervalu), nazyvame roz-
délenim pravdépodobnosti ndhodné veliiny (zkracené rozdéleni ndhodné veli¢iny).
Nahodna veli¢ina je tedy z pravdépodobnostniho hlediska Uplné popsana, jestlize zndme
vSechny hodnoty (popf. intervaly hodnot), kterych muze ndhodn4 veli¢ina nabyt a pravdeé-
podobnosti téchto hodnot (popf. intervali).

Rozdéleni ndhodné veli¢iny lze popsat rtiznymi zpusoby. Nejéastéji uzivanou moznosti po-
pisu ndhodné veli¢iny X je tzv. distribu¢ni funkce.

3.2. Distribuc¢ni funkce

Definice:

Necht X je ndhodné veli¢ina. Redlnou funkci F'(x) definovanou pro vSechna redlnéd x vzta-
hem
F(z)=P(X < x)

o
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ZIRNA
1849
nazyvame distribuéni funkeci ndhodné veli¢iny X. v 5
- NS
& $
. . v . . / v o1z 1.2 N vy . v 2 &
Distribu¢ni funkce je tedy funkce, kterd kazdému redlnému ¢islu prifazuje pravdépodobnost, s

ze nahodné veli¢ina nabude hodnoty mensi nez toto realné cislo.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
9 = V PLZNI
1 A O

5/6 - O 0,8
4/6 1 O - 0,6 i
X 3/6 O \:_
o 0,4 -
2/6 O
1/6 Oee® 0,2 -
® ’ : : : )
1 0 1 2 4 5 6 7 ) 0 % 4 6 8 10
X X

Obr. 3.2: Ukazka grafu distribuén{ funkce Obr. 3.3: Ukézka grafu distribuéni funkce
diskrétni nah. veli¢iny spojité ndhodné veliiny

Primo z definice distribuc¢ni funkce vyplyva fada jejich vlastnosti.

.0 £ F(z) < 1, tzn. distribuéni funkce nabyva hodnot z intervalu (0; 1),
Vaxy,xe, w1 < xo : F(x1) < F(x2), tzn. distribuéni funkce je neklesajici,
.YaeR: lim F(x)= F(a), tzn. F(x) je zleva spojita,

z—at

. F(z) méa nejvyse spocetné mnoho bodu nespojitosti,

U = W N =

. lim F(z) =0, tzn. distribuéni funkce ,za¢ina“ v 0,
Tr—r—00
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VIR
6. xlg]go F(z) = 1, tzn. distribuéni funkce ,kon¢i“ v 1. ‘_7
xS
Z definice distribu¢ni funkce lze rovnéz snadno odvodit vztahy mezi pravdépodobnosti a
distribuc¢ni funkei.
D o
e P(X < a)= F(a), pro vSechna a € R,
e P(X 2a)=1- F(a), pro vSechna a € R,
e Pla< X <b)=F(b) — F(a), pro vsechna a < b; a,b € R,
e P(X =a)= lim F(z)— F(a), pro vsechna a € R.

z—a™t

Rozlisujeme dva zdkladni druhy ndhodné veli¢iny - spojitou a diskrétni (mize nabyvat
pouze koneéné nebo spocetné mnoha hodnot), presnéji fe¢eno ndhodnou veli¢inu se spojitym
a diskrétnim rozdélenim. Distribu¢ni funkce je v pripadé spojité nahodné veli¢iny spojita
funkce. v pripadé diskrétni ndhodné veli¢iny je to ,schodovitd®“ funkce, kterd ma nejvyse
spocetné mnoho bodti nespojitosti. Souvislost mezi pravdépodobnosti a distribu¢ni funkci
je pro tyto dva zdkladni typy nahodnych veli¢in prezentovana na Obr. 3.4 a Obr. 3.5.
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F(x)
————————————————— e
———————— Fp)| —————————————-0——
P(X > a) U o |
Pla<X<b) : > ZAPADOCESKA
Px-a | e
________________ F@|.-———o0— o |
P(X < a) : |
& T !
0 a b x

P(X = a)

Obr. 3.5: Interpretace vztahu mezi pravdépodobnosti a distribu¢ni funkei spojité nahodné veli¢iny
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VRN

3.3. Diskrétni nahodna velicina
A\ <l

%, S5
Jak jiz jsme se zminili, o diskrétni ndhodné veli¢iné hovorime tehdy, jestlize ndhodnd veli¢ina LS
nabyva pouze hodnot z néjaké konec¢né ¢i spocetné mnoziny. Jedna se nejcastéji o celociselné
nédhodné veli¢iny, napt. pocet studentt, ktei vstoupili do hlavni budovy VSB-TUO béhem  ramnces
dopoledne (0,1,2,...), pocet ¢lent doméacnosti (1,2, 3, ...), poc¢et dopravnich nehod za jeden T

den na dalnici z Prahy do Brna (0,1, ...), soucet ok pfi hodu tfemi kostkami (3,4, ...,18)
apod.

Definice:

Rekneme, Ze ndhodn4 veli¢ina X méa diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti (zkracené
wje diskrétni“) pravé tehdy, kdyz nabyva nejvyse spocetné mnoha hodnot {z1,z2,...} tak,
ze

e P(X =ux;) 20;

« S P(X =mz)=1.
=1

Funkci P(X = x;) = P(z;) nazyvame pravdépodobnostni funkci ndhodné veli¢iny X.
Pro popis diskrétni nahodné veli¢iny se tato funkce pouziva castéji nez funkce distribucni.
Pravdépodobnostni funkce mize byt zaddna

e predpisem (napi. Vo € {0;1;2;3} : P(X =) = (%) - 0,17 0,9%77),

e tabulkou (Tab. 3.1),
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e grafem (Obr. 3.6).

Tab. 3.1: Piiklad zad4ni pravdépodobnostni funkce tabulkou

0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1

P(x)

Obr. 3.6: Priklad zaddni pravdépodobnostni funkce grafem

x 0 1 2 3
P(x) |0,729 | 0,243 | 0,027 | 0,001
[ ]
. ®
1 2
X

1849
v7
@ &
2 <
Ck, i ““\‘\
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Distribuéni funkci diskrétni ndhodné veli¢iny mtzeme vyjadrit pomoci pravdépodob-

nostni funkce jako

tj. jako soucet pravdépodobnosti téch x;, kterd jsou mensi nez x.

F(z)

x; <x
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Distribu¢ni funkce diskrétni ndhodné veli¢iny (Obr. 3.2) je ,schodovitd“ funkce, kterd je
nespojitd v bodech, v nichz je pravdépodobnostni funkce nenulova. Vime, zZe

P(X =a)= lim F(z)— F(a), pro vSechna a € R.

z—at

Je tedy ziejmé, ze ,velikosti skoki“ v bodech nespojitosti distribu¢ni funkce udévaji hod-
notu pravdépodobnosti v téchto bodech.

Priklad 3.1. V dilné pracuji dva stroje (nezavisle na sobé). Prvni stroj se porouchd s prav-
dépodobnosti 20%. Pravdépodobnost poruchy druhého stroje je 30%. Ndhodn4 veli¢ina bude
oznacovat pocet porouchanych stroji v dilné. Urcete pravdépodobnostni funkei a distribuéni
funkci této nahodné veliciny.

Reseni 3.1.

3.4. Spojita ndhodna veli¢ina

Jestlize nahodnd veli¢ina mtze nabyt vSech hodnot z urcitého intervalu, hovorime o ndhodné
veli¢iné se spojitym rozdélenim. Jako piiklad spojité ndhodné velic¢iny lze uvést zivotnost
vyrobku, délku novorozenéte, ndhodné vybrané redlné cislo apod.

Definice:

Rekneme, Ze ndhodn4, veli¢ina X m4 spojité rozdéleni pravdépodobnosti (zkracené ,je
spojita“) pravé tehdy, ma-li spojitou distribu¢ni funkei.

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI



http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/resene_priklady_pravdepodobnost.pdf#section.3.1

Nahodna veli¢ina 84 Py S 0 S

2 TORS
7 definice vyplyva, ze v pripadé spojité nahodné veli¢iny nemé smysl jednotlivym realizacim . =
nadhodné veli¢iny prifazovat hodnotu pravdépodobnosti, ponévadz pravdépodobnostni X '3«5
funkce je nulova. >
Je-li X spojitd ndhodné veli¢ina, pak D 2APADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

P(X =a)= lim F(z)— F(a) = F(a) — F(a) =0, pro vSechna a € R.

z—at

Pomoci jakych nastroji tedy muzeme spojitou ndhodnou veli¢inu popsat? u spojité na-
hodné veli¢iny muzeme stanovit pravdépodobnost vyskytu ndhodné veli¢iny v libovolném
intervalu. To znamena, ze pro jeji popis mtzeme pouzit distribuc¢ni funkci.

Jak jiz vime, chceme-li urc¢it pravdépodobnost vyskytu ndhodné veli¢iny na néjakém inter-
valu, vyuzivime vztahy

e P(X < a)= F(a), pro vSechna a € R,
e P(X 2a)=1— F(a), pro vSechna a € R,
e Pla < X <b)=F(b)— F(a), pro vSechna a < b; a,b € R.

Jelikoz pro spojitou ndhodnou veli¢inu plati, ze P(X = a) = 0, muzeme déle tvrdit, ze pro
spojitou ndhodnou veli¢inu X a pro vSechna a,b € R plati

[}
3
>
IA
&
I
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>
A
P
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|
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AZIRIN
e PasX<b)=Pla<X<b)=Pla<X=b)=PlasX<h). ‘_7
R 5/
xS
Misto pravdépodobnostni funkce se k popisu rozdéleni spojité ndhodné veli¢iny pouziva tzv.
hustota pravdépodobnosti f(z).
D oy
Predpoklddejme, ze mame k dispozici rozsahly soubor realizaci spojité nahodné veli¢iny. Lo

Budeme-li tFidit namérené hodnoty do stale uzsich tfidnich intervald, dostaneme histogramy,
které se budou stale vice blizit hladké kiivce, vyse zminéné hustoté pravdépodobnosti. Té
ovsem dosdhneme pouze v teoretickém limitnim pripadé, kdy bychom tridili nekonec¢né velky
soubor do nekone¢né mnoha nekonecné tuzkych t¥idnich intervala (Obr. 3.9). (Uvédomte si,
ze hodnota hustoty pravdépodobnosti f(z) neudavé pravdépodobnost toho, ze ndhodna veli-
¢ina X mé hodnotu x. Hustota pravdépodobnosti f(z) neudava zddnou pravdépodobnost!!!
Muze nabyvat i hodnot vyssich nez 1.)




N&hodnd velicina 86

40,04

20,0

200

Cetnost
Cetnost
Hustota pravdépodobnosti

T T T T T K T T T T T T T T T T
6,00 800 1000 1200 1400 1600 1800 600 800 1000 1200 1400 1600 18,00 6,00 800 1000 1200 1400 1600 1800

Data Data Data

Obr. 3.7: Pfechod od histogramu k hustoté pravdépodobnosti

Definice:

Souvislost mezi histogramem a grafem hustoty pravdépodobnosti muzete sledovat v java
appletu Prechod mezi histogramem a hustotou pravdépodobnosti (450 KB).

Hustota pravdépodobnosti f(x) spojité ndhodné veli¢iny je redlna nezédpornd funkce takové,
7€ -
F(l‘):/ f(t)dt pro — oo < z < 0.
—00

Prikladem grafu hustoty pravdépodobnosti je jiz zminéna Gaussova kiivka.

Da se ukazat, ze ve vsech bodech, kde existuje derivace distribu¢ni funkce, plati

dF(x)

f(iU):T-
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2 TPRS
Zmnéme-li distribuéni funkci, muzeme lehce uréit hustotu pravdépodobnosti a naopak, zname-li
y ) . e : AL <l
hustotu pravdépodobnosti, snadno urc¢ime distribu¢ni funkci. ) 7S
/0"4- ““\‘\
Hustota pravdépodobnosti mé tyto zakladni vlastnosti:
ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
(z ) 2 0, tzn. hustota pravdépodobnosti je nezdporna funkce, D v pLzni

L f

2. f =1, tzn. plocha pod krivkou hustoty pravdépodobnosti je rovna 1,
3. lim f ( ) = 0, tzn. hustota pravdépodobnosti ,za¢ind“ v 0,
IT——00
4

. lim f(z) =0, tzn. hustota pravdépodobnosti ,koné¢i“ v 0.
r—00
Proto, aby byl zakladni popis spojité ndhodné veli¢iny dokoncen, zbyva nam odpovédét na

otazku, jaky je vztah mezi pravdépodobnosti vyskytu spojité ndhodné veli¢iny v néjakém
intervalu a hustotou pravdépodobnosti. Hledané vztahy snadno odvodime.

Va,b e R,a < b:

e P(X =a)=0,

e P(X <a)=F(a)= [

e P(X2a)=1-Fl(a)= f dac—f f(x)dz = [* f(z)da

e Pla< X <b)=F(@®) — Fl(a f f@)de — [* f(z)dz = [ f(z)da

Pripomenme, ze vzhledem k nulovosti pravdépodobnostni funkce spojité nahodné veliciny
muzeme ve vyse uvedenych vztazich libovolné zaménovat ostré a neostré nerovnosti.
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3.4.1. Geometricka interpretace vztahu mezi pravdépodobnosti a hustotou
pravdépodobnosti

Je zndmo, ze integral z nezaporné funkce uddva velikost plochy pod jejim grafem. Jedna
z vlastnosti hustoty pravdépodobnosti k4, Ze plocha pod grafem funkce hustoty pravdé-
podobnosti je rovna 1, tzn. ze

[Zf@ﬂw:L

To je analogické situaci u diskrétni ndhodné veli¢iny, kde soucet pravdépodobnosti vSech
moznych vysledk rovnéz dava jednicku. Zaroven jsme si ukazali, ze

pm§X<m:/w@mx

Muzeme tedy Fici, ze obsah plochy pod kfivkou f(x) pro x € (a,b) je pravdépodobnost
toho, ze ndhodné veli¢ina X nabude hodnoty z tohoto intervalu (Va,b € R,a < b).
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S
Pa=X<D)

N

4 a b x

Obr. 3.8: Geometrickd interpretace P(a < X < b)

Obdobné mtzeme znazornit pravdépodobnosti

P(X<a)=/_a f(z)dz a P(Xia)z/oof(x)d:c.

89 P S
X
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JW) Je)

a

Obr. 3.9: Geometrickd interpretace P(X < Obr. 3.10: Geometrickd interpretace P(X =
<a) > a)

To, zda jste sprdvné pochopili geometrickou interpretaci vztaht mezi pravdépodobnosti, hus-
totou pravdépodobnosti a distribucni funkci spojité ndhodné veliciny, si muzZete ovéerit v nd-
sledujici animaci.

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI




Nahodna velic¢ina
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VIRV
Priklad 3.2. Necht X je spojitd nahodnd veli¢ina definovana hustotou pravdépodobnosti % =
f(z). N
= C(l - x)(l + x) _1 STs 1 ZAPADOCESKA
f(x) B { 0 jinde. > ‘Llu:llvzsunlzm

a) Naleznéte konstantu c tak, aby f(x) byla korektné zadana,
b) zakreslete hustotu pravdépodobnosti f(x),

c¢) naleznéte a zakreslete distribuéni funkei F'(x),

d) uréete P(X =0,3),P(0 < X < 11),P(X > 0,5).

Reseni 3.2.

3.5. Funkce nahodné veliciny

V mnoha ptipadech se setkdvame s tim, ze zndme rozdéleni ndhodné veli¢iny X a potfebu-
jeme urcit rozdéleni ndhodné veli¢iny Y, ktera je funkei ndhodné veliciny X, tj. Y = g(X).

Méjme nédhodnou veli¢inu Y danou predpisem Y = g(X), kde g(x) je néjakd prostd redlna
funkce definovand na zakladnim souboru nahodné veliciny X. Odvodime rozdéleni ndhodné
veliciny Y.

VyeR:  Fy(y) = P(Y <y) = P(9(X) <v)



http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/resene_priklady_pravdepodobnost.pdf#section.3.2
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1

Jestlize k funkci g existuje funkce inverzni ¢—*, pak plati

Fy(y) = P(X <g'(y)) =Fx (¢97(y)), je-li g funkef rostouct
YW=V 1-P(X <g(y) =1-Fx (97 (), je-li g funkef Klesajict.

Je-li X diskrétni ndhodnd veli¢ina popsédna pravdépodobnostni funkei Px(x), pak pravdé-
podobnostni funkce ndhodné veli¢iny Y je rovna

Py(y)=P(Y =y)=P(g(X)=y) =P(X =g"'(y) = Px(g'(¥))-

Pro spojitou ndhodnou veli¢inu X a spojité diferencovatelnou funkci g je hustota fy (y)
nahodné veli¢iny Y rovna

() = Fx(g™'(w)) - \

Poznamka: Nahodna veli¢ina Y muze byt ddna rovnéz funkci nékolika nahodnych veli¢in
Xi,i=1, ..., n definovanych na stejném zdkladnim prostoru (Y = g(X1, Xo, ..., X,)).

3.6. Ciselné charakteristiky ndhodné veli¢iny

Rozdéleni pravdépodobnosti kazdé ndhodné veliciny X je plné popsano pomoci jeji distri-
buéni funkce F'(x), popf. pomoci hustoty pravdépodobnosti f(x) nebo pravdépodobnostni
funkce P(x). v mnoha pripadech je vSak vyhodné shrnout celkovou informaci o ndhodné
veliciné do nékolika c¢isel, které charakterizuji nékteré vybrané vlastnosti této ndhodné veli-
¢iny a rovnéz umoznuji srovnani riznych nahodnych veli¢in. Tato ¢isla se nazyvaji ¢iselné
charakteristiky nahodné veli¢iny X. Nyni se seznamite s nékterymi z nich.

@:
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1849
Velkou skupinu ¢iselnych charakteristik nahodné veli¢iny tvori tzv. momenty rozdéleni. . =
v17. ’ ’ ’ - NS
Ty délime na momenty obecné a momenty centralni. N &
/0"4- ““\‘\

e Obecny moment r-tého fadu (znaci se p, nebo E(X") pror =1,2,...)

D > ZAPADOCESKA
pro diskrétni NV: Uy = Z:I;: o P($2) v PLZNI

(@)
pro spojitou NV: T ffooo z" - f(z)dz

(pokud uvedena rada nebo integral konverguji absolutné)

Vyznacnou roli mezi obecnymi momenty ma zejména obecny moment 1. fddu. Tento
moment je nazyvan stiedni hodnotou.

e Stfedni hodnota (angl. ,expected value“, nékdy také ,mean*; znaéi se E(X) nebo u)

pro diskrétni NV: p=> x; P(x;)
(2)

pro spojitou NV: p= [ x- f(z)dz
(pokud uvedend fada nebo integral konverguji absolutné)
Stfedni hodnota je parametrem rozdéleni ndhodné veli¢iny. Casto byva oznacovana jako

populac¢ni pramér, tj. primeér vsech realizaci ndhodné veliciny. Stfedni hodnota plati
v CR je pramérem plati viech ob¢antt CR pobirajicich mzdu; stiedni hodnota doby do
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poruchy monitori XY je primérem doby do poruchy vsech vyrobenych monitora XY,
apod. Vsimnéte si, ze nedokézete-li urcit rozdéleni ndhodné veli¢iny (pravdépodobnostni
funkei, resp. hustotu pravdépodobnosti), nedokézete uréit ani jeji stfedni hodnotu.

Vlastnosti stfedni hodnoty:

1.

Va,beR: E(aX +b) =aE(X)+b
Nasobime-li X konstantou, nasobi se jiijeji stredni hodnota; pricteme-li k X konstantu,
zméni se o tuto konstantu i jeji stfedni hodnota.

: E(i X;) = iE(Xi)

(2 (2
Stredni hodnota souctu ndhodnych veli¢in je rovna souctu jednotlivych stfednich hod-
not.

. Pro Xy, ..., X, nezavislé plati E(II?_, X;) = I | E(X;)

Jsou-li NV X1, ..., X,, nezavislé, pak stfedni hodnota jejich soucinu je rovna soucinu
jednotlivych stfednich hodnot.

e Centralni moment r-tého ¥adu p, (znacime p, = E(X — E(X))" pror =1,2,...)

pro diskrétni NV: e =S (s — E(X))" - P(x;)
(@)

pro spojitou NV: pr = [ (z— E(X)) - f(z)dz

(pokud uvedend fada nebo integral konverguji absolutné)

ZAPADOCESKA
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2 TR
Podobné vyznacné postaveni jako ma stiedni hodnota mezi obecnymi momenty, ma mezi . =
centralnimi momenty druhy centralni moment — rozptyl. ’5% '3«5
/0"4- ““\‘\
e Rozptyl (angl. ,dispersion“, ,variance“; znaci se //2 nebo o2 nebo D(X))
D o
’ V PLZNI
pro diskrétni NV: po = > (z;i — B(X))?- P(x;)

(%)
pro spojitou NV: pe = [ (z— E(X))? f(z)dz

o0

(pokud uvedena rada nebo integral konverguji absolutné)

Defini¢ni vztahy pro rozptyl se pti praktickych vypoctech, bohuzel, ukazuji jako nevhodné
(Gasové narocny vypocet). v praxi se proto mnohem castéji pro urcéeni rozptylu vyuziva
tvrzeni, ze

D(X) = E(X?) - (E(X))™

Dikaz tohoto tvrzeni je zaloZen na vlastnostech stfedni hodnoty a je ponechan k samo-
statnému cviceni.

Rozptyl je parametrem rozdéleni vyjadiujicim variabilitu (rozptylenost) realizaci ndhodné
veli¢iny kolem jeji stfedni hodnoty. (Uvédomte si, ze jednotka rozptylu je kvadrétem
jednotky, v niz jsou zaznamenavany jednotlivé realizace NV. Napiiklad jednotkou rozptylu
plati v CR je Ké&2.)

Vlastnosti rozptylu:
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1. Va € R: D(aX +b) = a®D(X) ‘_7
Nésobime-li ndhodnou veli¢inu konstantou, hodnota jejiho rozptylu se vynasobi dru- *::,* 4

rn D
hou mocninou této konstanty; pricteme-li k ndhodné veli¢iné konstantu, jeji rozptyl se >
nezmeéni.

. . D b e
2. X1, ..., Xy nezavislé = D(>_ X;) = > D(X;) oo
i=1 i=1
Jsou-li NV Xy, ..., X, nezavislé, pak rozptyl jejich soucinu je roven soucinu jednotli-

vych rozptyla.

e Smérodatna odchylka (angl. ,standard deviation“, znaéi se o, popt. o, chceme-li zdu-
raznit prislusnost k urc¢ité ndhodné veli¢ing)

Smérodatnd odchylka je definovana jako odmocnina z rozptylu

o =+/D(X).

Podobné jako rozptyl je také smérodatnad odchylka mirou variability ndhodné veliCiny.
Jednotka, v niz byvad uvaddéna smérodatnd odchylka je stejnd jako jednotka, v niz jsou
zaznamenavany jednotlivé realizace NV. (Napiiklad smérodatné odchylka plat@ v CR se
uvadi v K¢.)

Momenty vyssich fadu se vyuzivaji nejéastéji k urceni ¢iselnych charakteristik popisujicich
tvar rozdéleni (sikmost, Spicatost).
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1849
e Sikmost (angl. ,skewness“, znaci se ag)
A\ S
%, <

Sikmost je mirou symetrie daného rozdéleni pravdépodobnosti a je definovina podilem
tfettho centralntho momentu a tfeti mocniny smérodatné odchylky.

ZAPADOCESKA
o = @ P univerzima
3 — 0_3 v PLZNI

Symetrii rozdéleni (vzhledem k symetrii normovaného normélniho rozdéleni (kap. 6) pak

posuzujeme takto.

a3 = 0 | Symetrické rozdéleni
a3 < 0 | Negativné zesikmené rozdéleni

ag > 0 | Pozitivné zesikmené rozdéleni

e Spicatost (angl. ,kurtois“, znadi se ay)

Spicatost je mirou koncentrace hodnot ndhodné veli¢iny kolem stiedni hodnoty a je defi-
novana podilem c¢tvrtého centralniho momentu a ¢tvrté mocniny smérodatné odchylky.

M4

Ay = —
ot

Spicatost rozdéleni pak posuzujeme vzhledem ke $picatosti normovaného normélniho roz-
déleni (Kap. 6) takto:

ay = 3 | Normalni Spic¢atost (tj. Spicatost normalniho rozdéleni)

a4 < 3 | Mensi Spicatost nez u normélntho rozdéleni (plossi rozdélent)

v/ v

ay > 3 | VEétsi Spicatost nez u normalniho rozdéleni (Spicatéjsi rozdéleni)
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Vzhledem k nepraktickému vyhodnocovani spicatosti (vzhledem k hodnoté 3) se mnohdy
pouziva tzv. standardizovana spicatost, ktera je definovana jako

a4 — 3

a Spicatost rozdéleni je pak posuzovana vzhledem k hodnoté 0.

e Kvantily (angl. ,quantiles, percentiles*; znaci se x)

Kvantily diskrétni nahodné veli¢iny v praxi obvykle neurcujeme, nebot jejich stanoveni
vétsinou neni jednoznacné. v pripadé spojité nahodné velic¢iny kvantily stanovujeme z pod-
minky

Vp € (0;1) : F(xp) = p.

Je tedy mozné tici, ze vztah pro vypocet kvantilu (nékdy hovorime o kvantilové funkci)
je inverzni funkci k funkci distribucni.

Uvédomte si, Ze kvantil z, udava takovou hodnotu, Ze pravdépodobnost, Ze ndhodna
velicina nabude hodnoty mensi nez z, je 100p%. (Popisuje-li ndhodna veli¢ina X platy
v CR a xo,3 =12 000 K¢, pak vite, ze 30% lidi v CR m4 plat mensi nez 12 000,- K¢.)

e Modus (znadi se )

U kategoridlni proménné byl modus roven nejcetnéjsi kategorii proménné. Obdobné jej
muzeme chapat u ndhodné veli¢iny. Modus maximalizuje pravdépodobnostni funkci, resp.
hustotu pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X.

pro diskrétni NV: Vi€ 1,2,...,n: P(X =) = P(X = ;)

o
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2 TR
(Hodnota, které nabyva NV s nejvétsi pravdépodobnosti.)
AT <
‘o';;,/ : &
pro spojitou NV: Ve eR: f(2) 2 f(x) Cei
(Hodnota, v niz hustota pravdépodobnosti nabyva svého maxima.)
D oy
V PLZNI

Priklad 3.3. Vratme se k diskrétni ndhodné veli¢iné X (pocet porouchanych stroji v dilné)
z TeSeného pifkladu 3.1. ReSenim pifkladu 3.1 byl popis rozdéleni této ndhodné veli¢iny
pomoci pravdépodobnostni i distribu¢ni funkce. Nyni urcete jeji

a) stfedni hodnotu,
b) rozptyl,
)
)

c) smérodatnou odchylku,

d

modus.

Reseni 3.3.

Priklad 3.4. Majitel autorizovaného servisu nabidl pajcovné automobili své sluzby. Za
kazdy automobil zaptjceny jeho prostirednictvim obdrzi od ptjcovny automobili 500,- K¢.
Zaroven se vSak zavazal, ze kazdy den investuje do udrzby zapujcenych automobili 800,- K¢.
Pocet automobilt zapijcenych prostrednictvim autorizovaného servisu za 1 den je popsan
pravdépodobnostni funkci v Tab. 3.5.

a) Pravdépodobnost, ze majitel autoservisu zapujci v jednom dni 5 automobili je Spatné
citelna. Urcete ji.



http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/resene_priklady_pravdepodobnost.pdf#section.3.3
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Tab. 3.2: Pravdépodobnostni funkce poctu zapujcenych automobil za 1 den T7
&, O
X; 0 1 2 3 4 |5 6

P(x;) | 0,01]0,40 | 0,25] 0,15 0,10 | ? | 0,03

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

L

b) Urcete stfedni hodnotu, smérodatnou odchylku a modus poc¢tu zaptjcenych automobilu
béhem jednoho dne.

¢) Urcete pravdépodobnostni funkei, stredni hodnotu, smérodatnou odchylku a modus zisku
majitele servisu z automobili zaptjcenych béhem jednoho dne.

Reseni 3.4.

V' ndsledugici animaci si muzete v krokovaném reseném prikladu overit, zda jste zvlddli
zdkladni praci s diskrétni ndhodnou velicinou. Ndsledné si zkuste samostatne vyresit priklad
3.9.



http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/resene_priklady_pravdepodobnost.pdf#section.3.4

Nahodna velic¢ina

Diskrétni nahodna velic¢ina - feseny ptiklad

Instrukce pro spusteni vloZengjch animact naleznete na
http: //mi21. vsb. cz/adobe-reader-multimedia .
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Priklad 3.5. V tomto prikladé budeme pracovat se spojitou ndhodnou veli¢inou X, jejiz
rozdéleni (hustota pravdépodobnosti a distribucni funkce) bylo uréeno v feseném prikladu
3.2.

Pro ndhodnou veli¢inu X urcete
a) stredni hodnotu,

b) rozptyl,

d) medidn, zg 5, tj. hodnotu, pro kterou plati: P(X < zg5) = 0,5

modus.

)
¢) smérodatnou odchylku,
)
e)

Dale méjme ndhodnou velicinu Y, ktera je dana jako funkce ndhodné veliciny X.
Y =5X+6

Urcete

f) distribu¢ni funkci Fy (y) ndhodné veli¢iny Y,

g) hustotu pravdépodobnosti fy (y) ndhodné veli¢iny Y,
h) stfedni hodnotu E(Y') ndhodné velic¢iny Y,

i) rozptyl D(Y') ndhodné veli¢iny Y.

Reseni 3.5.
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Shrnuti:

Nahodna veli¢ina je veli¢ina, jejiz hodnota je jednoznacéné urcena vysledkem ndhodného
pokusu (je-li tento vysledek dén redlnym c¢islem). Jde o redlnou funkei definovanou na
zakladnim prostoru a popsanou distribuc¢ni funkeci.

Distribuéni funkce je redlna funkce definovana jako F(x) = P(X < x). Jde tedy o funkei,
ktera kazdému redlnému cislu prirazuje pravdépodobnost, ze nahodna veli¢ina nabyva hod-
not mensich nez toto realné cislo.

Pravidlo, které kazdé hodnoté (popi. kazdému intervalu hodnot) pfifazuje pravdépodob-
nost, ze ndhodn4 veli¢ina nabude této hodnoty (popf. hodnoty z tohoto intervalu), nazyvame
rozdélenim pravdépodobnosti nahodné veli¢iny.

Podle toho, jakych muze ndhodna veli¢ina nabyt hodnot (resp. z jakého intervalu), rozlisu-
jeme spojitou a diskrétni nahodnou veli¢inu, presnéji fe¢eno nahodnou veli¢inu se spojitym
a diskrétnim rozdélenim.

Diskrétni nahodna veli¢ina je nahodnéa velic¢ina, kterd mutze nabyvat pouze konec¢ného
(vysledek hodu kostkou) nebo spocetné nekoneéného (pocet zdkaznika snazicich se dovo-
lat do call centra béhem dne) mnozstvi hodnot. Diskrétni ndhodnou veli¢inu popisujeme
prostfednictvim pravdépodobnostni funkce, popt. distribu¢ni funkce.

Spojitd ndhodnéa veli¢ina je ndhodnou veli¢inou, kterd ma spojitou distribu¢ni funkci.
Pro popis spojité nahodné veli¢iny pouzivame distribuc¢ni funkci a hustotu pravdépodob-
nosti.
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Pravdépodobnost vyskytu ndhodné veli¢iny na néjakém intervalu urcujeme na
zakladé nésledujicich vztaha.

X<
P(X 20b)=1— F(b)
P(a < X <b) = F(b) — F(a)

V pripadé, Ze g(z) je néjaka prostd redlnd funkce, definovand na zékladnim souboru ndhodné
veliciny X, muzeme snadno odvodit rozdéleni transformované nahodné veli¢iny Y =

= g(X).

V mnoha pfipadech je vyhodné shrnout celkovou informaci o ndhodné veli¢iné pomoci né-
kolika ¢isel, kterda charakterizuji nékteré vlastnosti ndhodné velic¢iny, pripadné umoznuji
srovnani riznych nadhodnych veli¢in. Tato ¢isla se nazyvaji ¢iselné charakteristiky na-
hodné veli¢iny. Mezi zédkladni ¢iselné charakteristiky radime stfedni hodnotu, rozptyl,
smérodatnou odchylku, kvantily, modus, sikmost a Spicatost.
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Al ® 57

Jak pracovat s testy?

1. U nésledujicich p¥ikladt uréete, zda jde o ndhodny pokus, ndhodny jev nebo ndhodnou D [

V PLZNI

veli¢inu.
1. Doba prenosu testovactho datového souboru je delsi nez 30s.
(a) ndhodny pokus (b) ndhodn4 veli¢ina (c) ndhodny jev
2. Méreni doby pfenosu testovaciho datového souboru.
(a) ndhodny pokus (b) ndhodn4 veli¢ina (c) ndhodny jev
3. Doba prenosu testovactho datového souboru.

(a) ndhodny pokus (b) ndhodn4 veli¢ina (¢) ndhodny jev

2. (5b.) Zaskrtnéte pravdivé z néasledujicich vyroki.

(a) Nahodnou veli¢inu chdpeme jako vysledek ndhodného pokusu.

(b) Diskrétni ndhodné veli¢ina muze nabyvat konecného nebo spocetného mnozstvi
hodnot.

(c¢) Distribuéni funkce ndhodné veli¢iny X v bodé ¢t udava pravdépodobnost, ze ndhodna
veli¢ina X nabyva hodnot mensich nez t.

(d) M4-li ndhodna veli¢ina spojitou distribu¢ni funkei, je spojita.

(e) Je-li X diskrétni ndhodnd velic¢ina, pak Y P(X = z;) = 1.

(%)
(f) Oborem hodnot distribuéni funkce jsou vsechna realné cisla.
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(g) Median je stfedni hodnota.
(h) Nabyva-li funkce f(x) hodnoty 1,3, nemuze jit o hustotu pravdépodobnosti.

(i) Rozdéleni spojité ndhodné veli¢iny muzeme popsat distribu¢ni funkei nebo hustotou
pravdépodobnosti.

(j) Stfedni hodnota sou¢tu dvou ndhodnych veli¢in je rovna souctu jednotlivych stied-

nich hodnot.

(k) Rozptyl souc¢tu dvou ndhodnych veli¢in je roven souctu jednotlivych rozptyli.

(1) Stfedni hodnota souc¢inu dvou ndhodnych veli¢in je rovna soucinu jednotlivych

stfednich hodnot.

(m) Rozptyl sou¢inu dvou ndhodnych veli¢in je roven soucinu jednotlivych rozptyli.

3. (1b.) Urcete, ktera ze zadanych funkei nemuze predstavovat pravdépodobnostni funkci.

ke {2;3;6}

P(X = k) =
W PEED {’3 k¢ {2:3:6)
(b)
k 2 3 6
P(X = k)| 02| 04 0.4

(c)
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4. (1b.) Urcete, zda by grafy zndzornénych funkci mohly predstavovat distribuéni funkei.
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F(x)

(a) <2
Fix)
-2 -1 0
(c)
Fx) 1
O
-1 1 é

109 Py S 0 S
AZR

L]

IsTRaNY, 7
D
%

A\
4,

%/
Zxg ynis

i =
Flx)
-2 i) y
(b) e
q =
F(x)
[ o 0
1 . 3
(d)
q =
F(x)
0
-1 1 .;>
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5. (1b.) Urcete, zda by grafy zndzornénych funkei mohly predstavovat hustotu pravdépo- .
q “ IsTRANY 7
dobnosti. R H
1 fx) 2 gy
f(x)
0,5
ZAPADOCESKA
> UNIVERDZITA
V PLZNI
-2 Al 2 3 4
X
4 1
(a) (b) x
1+ £ 1
08 - 08
06 - 06
0,4 - 0,4
02 - 02
5] 0 1 2 3 05 -0,25 0 0,25 0,5

(c) x (d) x

6. (1b.) Necht ndhodné veli¢ina X predstavuje zivotnost (dobu do poruchy) monitoru na
pocitacové ucebné E320. Urcete pravdivost nasledujicich vyroki.
(a) X je spojitou ndhodnou veli¢inou.

(b) Rozdéleni X miuze byt popsdno pravdépodobnostni funkei.
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Spravné zodpovézené otazky:

Ziskané body:

Procento tspésnosti:
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Priklady k procviceni

1. Ndhodné velicina X je ddna souc¢tem poctu ok pri dvou hodech klasickou hraci kostkou. Pro

nahodnou veli¢inu X urcete
a) pravdépodobnostni funkci,
b) distribuéni funkei,

¢) stfedni hodnotu,

d) rozptyl.

Reseni piikladu

. Ve mésté byl po dobu 60 dnii evidovan pocet dopravnich nehod v pribéhu kazdého dne a podle
poc¢tu nehod v jednom dni vytvorena nasledujici tabulka:

Pocet nehod/ den

(93]

Pocet dnii s uvedenym poctem nehod

28

Pro ndhodnou veli¢inu pocet nehod v jednom dni urcete

a) pravdépodobnostni funkci,

b) distribuéni funkei,

¢) stfedni hodnotu,

d) smérodatnou odchylku,
)

e) modus.

Resen{ pifkladu

ZAPADOCESKA
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3. Zname distribu¢ni funkci nahodné veli¢iny X:

0
0,15

F(z)=4¢ 0,45
0,80
1

Urcete pravdépodobnostni funkci P(z).

Resen{ pifkladu

4. Rozdéleni nahodné veliciny X je dano hustotou

r@={ g
Urcete
a) P(—2< X £ -0,5),
b) P(-2< X £ —1),
¢) E(X), D(X), 0q
d) modus
)

e) median z 5.

Reseni piikladu

z <100
100 < 2 < 150
150 < = < 300
300 < z < 500
z > 500

2c+2 z€(-1;0)

jinde.

1849

"7

STRANS,
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5. Nahodna veli¢cina X ma hustotu

ISTRAVS,
0 =<0 2y
F(z)={ az? O<z<2
1 z>2

L

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA

Urcete v PLZNI

a) parametr a,
b) hustotu pravdépodobnosti,
¢) stfedni hodnotu a smérodatnou odchylku,
d) pravdépodobnost, ze X se od své stiedni hodnoty nelisi o vice nez 0, 5,
)

e

Resen{ pifkladu

6. X je spojitd veli¢ina s hustotou pravdépodobnosti f(x) = %e"m'. Uréete P(1 £ |X| £ 2).

Resen{ pifkladu

7. Nezdvislé ndhodné veli¢iny X a Y maji nasledujici stfedni hodnotu a rozptyl: E(X) =1, E(Y) =
= 3, D(X) = 4, D(Y) = 9. Definujme ndhodné veli¢iny Z a @ jako Z = 4X —2Y + 12 a
Q= —-2X 4+Y — 7. Urcete stredni hodnotu a rozptyl nahodnych veli¢in Z a Q.

Resen{ pifkladu




Kapitola 4

Nahodny vektor

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete umét

e popsat nahodny vektor a jeho rozdéleni,

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

e vysvétlit pojmy spojené se sdruzenym, marginalnim a podminénym rozdélenim pravde-

podobnosti,

e urcit marginalni a podminéné charakteristiky ndhodného vektoru, stejné jako kovarianci

a korelaci jeho slozek.

Pruvodce studiem

V predchazejici kapitole jsme se seznamili s popisem nahodné veliciny, kterou chapeme jako vy-
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sledek ndhodného pokusu, ktery je popsan realnym cislem. Vysledek nahodného pokusu je vsak
mnohdy hodnocen nikoliv jednim realnym Cislem, ale usporadanou n- tici ¢isel. Bude-li napfiklad
meteorolog chtit popsat pocasi na urcitém misté, nebude sledovat pouze teplotu, bude sledovat
cely soubor nihodnych velicin — nadmorskou vysku, tlak, teplotu, rosny bod... Soubor tako-
vychto nahodnych velicin nazyvdme nahodnym vektorem. Jednotlivé nahodné veli¢iny v ramci
nahodného vektoru mohou byt naprosto nezavislé, mohou vsak také mit silnou vazbu. V této
kapitole byste se méli naucit ndhodny vektor popisovat pomoci vhodnych funkci a Ciselnych
charakteristik.

Nahodnym vektorem rozumime vektor X = (X1, Xo, ..., X,,), jehoz slozky
X1, Xs, ..., Xy jsou ndhodné veli¢iny definované na stejném pravdépodobnostnim prostoru

(Q,A,P).

Pro ilustraci se omezime na studium vztahu mezi dvéma ndhodnymi veli¢inami (tj. budeme
se zabyvat dvourozmérnym nahodnym vektorem) s tim, ze uc¢inéné zavéry lze jednoduse
zobecnit na n-rozmérny nahodny vektor.

4.1. Sdruzené rozdéleni pravdépodobnosti

Rozdéleni ndhodného vektoru lze, obdobné jako rozdéleni nahodné veliciny, popsat pomoci
distribu¢ni funkce.

Sdruzena (simultanni) distribuéni funkce dvourozmérného vektoru
X = (X,Y) je definovana predpisem

F(z,y) = P(X <) A (Y <y)).

@:
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ZIRNA
Pro P((X < z) A (Y < y)) budeme nadéle pouzivat zkraceny zépis P(X < z,Y < y) v 57
Hodnota sdruzené distribuéni funkce F(x,y) je rovna pravdépodobnosti, s jakou se hodnota s>

ndhodného vektoru X = (X,Y') vyskytne ve vysrafované ¢éasti roviny z Obr. 4.1.

ZAPADOCESKA
Y ’ UNIVERZITA
V PLZNI

Obr. 4.1: Tlustrace vyznamu sdruzené distribuéni funkee F(z,y)

Sdruzené distribu¢ni funkce ma podobné vlastnosti jako distribu¢ni funkce jedné proménné.

Vlastnosti sdruzené distribuc¢ni funkce:
L VY(z,y) €R*: 0 < F(x,y) £1,
2. VyeR: lim F(z,y)=0,YzeR: lim F(z,y) =0,
T——00 Y——00

3. je-li z — oo a soucasné y — oo, pak F(z,y) =1,

4. F(x,y) je neklesajici v kazdé proménné,
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X

&
S

-

5. F(z,y) je zleva spojitd v kazdé proménné. .
‘- 2 7
%,

Pravdépodobnost, ze ndhodny vektor je z obdélnikové oblasti, 1ze vyjadrit pomoci distri- s
buéni funkce.

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

P@<X<bec<Y <d) =F(b,d) - F(a,d) — F(b,c)+ Fl(a,c)

L

Hodnota pravdépodobnosti P(a = X < b,c £Y < d) je rovna pravdépodobnosti s jakou se
hodnota ndhodného vektoru X = (X,Y") vyskytne ve vysrafované ¢ésti roviny z Obr. 4. 2.

a b X

Obr. 4.2: Tlustrace vyznamu P(a £ X < b,c £ Y < d)
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4.1.1. Diskrétni ndhodny vektor a jeho sdruzené rozdéleni

Rekneme, 7e ndhodny vektor mé diskrétni rozdéleni (je diskrétni), jestlize existuje
nejvyse spocetné mnoho hodnot ndhodného vektoru tak, ze

Z ZP(IEz‘,yz’) = 1.

Funkce p(z;,y;) = P((X = z;) A (Y = y;)) se nazyva sdruzena (simultidnni) pravdépo-
dobnostni funkce, popt. (dvojrozmérnd) pravdépodobnostni funkce ndhodného vektoru
X.

Vlastnosti sdruzené pravdépodobnostni funkce:
1. Existuje pouze konecna nebo spocetnd mnozina hodnot (z;,y;) , pro které je p(x;, y;) > 0,

3. 22 p(@iyi) = 1.

Pro vyjadreni sdruzené distribuc¢ni funkce pomoci sdruzené pravdépodobnostni

funkce 1ze vyuzit vztah
F(z,y) = Z Z (i, Yi)-

T, <x Y <y
V pripadé diskrétniho dvouslozkového nahodného vektoru s koneénym poctem hodnot se

sdruzend pravdépodobnostni funkce casto reprezentuje prostirednictvim tabulky sdruze-
nych pravdépodobnosti (Tab. 4.1).

Priklad 4.1. Predstavme si, ze budeme trikrat opakovat hod poctivou minci. Za tspéch
budeme povazovat padnuti rubu mince. Necht ndhodné veli¢iny

o
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VIRV
Tab. 4.1: Tabulka sdruZenych pravdépodobnosti T7
XY Vi V2 .o Yn2 ’*I"ﬁ \n\\“"'&
X1 p(x1 yy) p(x1, ¥y P, Yud)
X2 p(X2, yl) p(x2’ y2) p(xz’ y”Z) ZAPADOCESKA
. : . : P univerzita
. . . * V PLZNI
X7 P(Xn1, V1) PXur, Vo) o | p(as, Yud)

Y ... pocet pokust do prvniho tspéchu,
Z ... pocet po sobé jdoucich uspéchu
tvori slozky ndhodného vektoru X = (Y, Z).

Sestavte
a) sdruzenou pravdépodobnostni funkci ndhodného vektoru X,
b) sdruzenou distribuéni funkci ndhodného vektoru X.

Reseni 4.1.

4.1.2. Spojity nahodny vektor a jeho sdruzené rozdéleni

O ndhodném vektoru se spojitym rozdélenim (spojitém ndhodném vektoru) mluvime
v pripadé, ze ndhodny vektor mé spojitou distribu¢ni funkci F'(z,y), tj. pokud existuje
nezaporna funkce f(z,y) takova, ze

F(z,y) = /_: /_tof(s,t) dsdt.



http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/resene_priklady_pravdepodobnost.pdf#section.4.1
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RN
Funkci f(z,y) nazyvame sdruzenou (simultanni) hustotou ndhodného vektoru X. ‘_7
Vlastnosti sdruzené hustoty %"“u u“\“"'@
L f(z,y) 20,
2. % [ Fly) dady =1, [‘ > éﬁ\i{{zﬁ::“
3. existuje-li 82;;—(5;’3’), takové ieaZé;gf) = 82(;;(5‘;?”), pak f(z,y) = 8281;—((%’1’),

4. PaS$ X <b,c <Y <d) = [* [ f(z,y) dady.
Priklad 4.2. Najdéte konstantu ¢ tak, aby funkce

_J cz+y), (z,y)€(0;1) x(0;1)
f(”“”y)‘{o, 7 o) € 01) x (0:1)

mohla byt hustotou pravdépodobnosti néjakého ndhodného vektoru (X,Y).
ReSeni 4.2.

4.2. Marginalni rozdéleni pravdépodobnosti

Kromé rozdéleni ndhodného vektoru nas casto zajima i rozdéleni jeho slozek, tj. nahodnych
velicin X a Y. Je-li (X,Y) ndhodny vektor, pak rozdéleni ndhodnych veli¢cin X a Y se
nazyva marginalni rozdéleni.

Je-li F(x,y) sdruzend distribu¢ni funkce ndhodného vektoru (X,Y") , pak jsou marginalni
distribuéni funkce F,(z) , resp. F,(y) ndhodné veli¢iny X, resp. Y zfejmé urceny vztahy:

Fy(z)=P(X <x)= yli_}Igo F(z,y), z € R,


http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/resene_priklady_pravdepodobnost.pdf#section.4.2
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Fy(y) = P(Y <y) = lim F(z,y), y € R.

Pozndmka: Vsimnéte si, Ze pro rozliseni distribucnich funkci ndhodngch velicin X a 'Y
jsme pouzili dolni index. V pripadé potreby bude tento zpusob rozliseni pouZivan i u dalsich
funkcénich a ciselnych charakteristik ndhodnych velicin X a Y.

4.2.1. Marginalni rozdéleni diskrétniho nahodného vektoru

Je-li p(x;,y;) sdruzend pravdépodobnostni funkce diskrétniho nahodného vektoru (X,Y),
pak jsou marginilni pravdépodobnostni funkce P,(z), resp. Py(y) nahodné veli¢iny
X, resp. Y urceny vztahy:

(yg)

1\
—_

Py(y;) = Y p(wi,y5),
€

Pozndmka: Vsimnéte si, zZe zadame-li sdruzenou pravdépodobnostni funkci tabulkou, pak
hodnoty jedné margindlni pravdépodobnostni funkce ziskdme sectenim cisel v jednotlivych
radcich tabulky. Hodnoty této margindlni pravdépodobnostni funkce zapisujeme do sloupce
na okraji tabulky (okraj = anglicky ,margin“). Obdobné hodnoty druhé margindini prav-
dépodobnostni funkce dostaneme sectenim cisel v jednotlivijch sloupcich tabulky. Hodnoty
druhé margindlni pravdépodobnostni funkce zapisujeme do tadku na okraji tabulky. (Tab.
4.5.) (Modre zvyraznéné pole je kontrolni. Soucet margindlnich pravdépodobnosti, stejné
jako soucet sdruzenych pravdépodobnosti, musi byt roven jedné.)

@:
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Tab. 4.2: Rozsifend tabulka sdruZenych pravdépodobnosti T7
&, N
4,,/0“ ““\‘.jo”
XY Vi Y2 Yn2 Px (x)
X7 P, yi) p(x1, y) P, Yu2) Py (x1)
X2 P2 y1) p(x2 ) e | P2 a2 Py (xy) D p ZhraoocEsch
. . . . : v PLZNI
Xni PCar, Y1) DP(Xus, ¥2) P(Xns, Ynd) Py (xu1)
Py () Py(y) Py(yz) Py(yn) 1

Priklad 4.3. Navazeme na feseny priklad 4.1. Nahodny vektor X je popsan sdruzenou
pravdépodobnostni funkci uvedenou v tabulce.

Y/Z 0 / 2 3
0 0 0,250 0,125 ] 0,125
/ 0 0,125 0,125 0
2 0 0,125 0 0
3 0,125 0 0 0

Urcete
a) marginalni pravdépodobnosti Py (y;),Px(2;).
b) marginalni distribuc¢ni funkce Fy(y),F.(y).

Reseni 4.3.



http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/resene_priklady_pravdepodobnost.pdf#section.4.3
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4.2.2. Marginalni rozdéleni spojitého ndhodného vektoru

Jestlize ma ndhodny vektor (X,Y') spojité rozdéleni uréené sdruzenou hustotou
f(z,y), pak pro jeho marginalni distribuéni funkce plati:

B = [ fewmdsdpecr,

Fy(y) :/_y /_00 f(z,t)dtdz,y € R.

Marginalnimi hustotami spojitého ndhodného vektoru rozumime hustoty nahodnych
velicin X a Y, které lze vypocitat jako

fa() Z/_ f(z,y)dy,z e R

Priklad 4.4. Tato tloha navazuje na ptiklad 4.2. Necht je spojity ndhodny vektor X =
= (X,Y) popsén sdruzenou hustotou f(z,y).

_ [ (@+y), (zy) e
e ={ o CDE

Urcete
a) marginalni hustoty pravdépodobnosti f,(z) a fy,(y),
b) marginalni distribucni funkce F(x) a Fy(y).

Reseni 4.4.
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AZIRINA
4.3. Podminéné rozdéleni pravdépodobnosti ‘_7
= g
D &
Rozdéleni ndhodné veli¢iny X za predpokladu, ze ndhodna veli¢ina Y nabyla hodnoty y s>
popisuje, podminéné rozdéleni X vzhledem k Y. Podminéné rozdéleni je chapano jako
podil rozdéleni sdruzeného a piislusného marginalniho (viz definice podminéné pravdépo- —
. ’ UNIVERZITA
dObl’lOStl) 0 v PLZNI

4.3.1. Podminéné rozdéleni diskrétniho nahodného vektoru
Je-li X = (X,Y) diskrétni ndhodny vektor, pak podminéné pravdépodobnostni

funkce jsou definovany vztahy:

, Py(y) #0,

Plle) = 52, Pula) 2 0.

a podminéné distribuc¢ni funkce jsou definovany jako

>, p(wi,y)

T<T; .

F(zly) = O i21,Py(y) #0,
2 p(@,yj)

F(ylz) = %7 Jj 21, Px(x) #0.
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4.3.2. Podminéné rozdéleni spojitého nahodného vektoru

Je-li (X,Y) spojity ndhodny vektor, pak podminéné hustoty jsou definovany vztahy

_ flz,y)
_f@y) oo

a podminéné distribuc¢ni funkce jsou definovany jako:

5. f(s,y)ds

F(zly) = ) fy(y) #0,
Y x,t)d
Flylz) = %,fm) 0.

4.4. Nezavislost nahodnych velicin

Necht X = (X,Y) je ndhodny vektor. Rekneme, Ze nahodné veli¢iny X, Y jsou nezavislé
pravé, kdyz V(z,y) € R? plati:

F(z,y) = Fx(x) - Fy (y),

kde F(z,y) je sdruzend distribuéni funkce ndhodného vektoru (X,Y’) a Fx(x), resp. Fy (y)
jsou marginalni distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny X, resp. Y.

ZAPADOCESKA
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Lze ukazat, ze je-li X = (X,Y) diskrétni ndhodny vektor, pak ndhodné veli¢iny X, Y
jsou nezavislé prave, kdyz Vi = 1,Vj = 1 plati:
p(xi,y5) = Px(xi) - Py (yi)-
Analogicky pro spojity ndhodny vektor (X,Y") lze ukazat, ze ndhodné veli¢iny X, Y jsou
nezéavislé prave, kdyz V(z,y) € R? plati:
f(zy) = fx (@) - fr(y)

Priklad 4.5. Necht X je ndhodny vektor, s nimz jsme pracovali v piikladech 4.1 a 4.3.
Pripomenme si, ze ndhodnym pokusem je troji opakovani hodu poctivou minci. Za tispéch
povazujeme padnuti rubu mince. Nahodné veli¢iny Y a Z jsou definovany jako

Y ... pocet pokusu do prvniho tspéchu,
Z ... pocet po sobé jdoucich uspéchu.

Rozdéleni tohoto ndhodného vektoru (sdruzend a margindlni pravdépodobnostni funkce)
jsou uvedeny v nasledujici tabulce. Urcete

Y/Z 0 ] 2 3 | Prov)

0 0 0,250 0,125 0,125 | 0,500

] 0 0,125 0125 | 0 0,250

2 0 0,125 0 0 0,125

3 0,125 0 0 0 0,125
P,(z) | 0125 0,500 0,250 | 0,125 ]

a) P(y|z),
b) zda jsou ndhodné veli¢iny Y a Z nezévislé.
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2 TPRS
Reseni 4.5.
v7
~ ’4'/0“ = “\‘é"»
4.5. Ciselné charakteristiky nahodného vektoru
Obdobné jako v piipadé nahodné veli¢iny, shrnuje ¢iselné charakteristika ndhodného vektoru D [y
celkovou informaci o ndhodném vektoru do jednoho ¢isla, vektoru nebo matice. o

4.5.1. Marginalni ¢iselné charakteristiky

Marginalni charakteristiky shrnuji informaci o jednotlivych slozkdch nahodného vektoru
(X,Y), tj. o ndhodnych veli¢indch X a Y. Pripomenme si, ze popisuji polohu (stfedni hod-
nota), variabilitu (rozptyl, smérodatnd odchylka), sikmost a Spicatost rozdéleni. Defini¢ni
vztahy jednotlivych charakteristik jsou uvedeny v kapitole 3.7.

Margindlni ¢iselné charakteristiky ndhodného vektoru casto zapisujeme ve formé vektoru.
Je-li X = (X,Y) ndhodny vektor, pak

stfedni hodnota ndhodného vektoru X je déna jako E(X) = (E(X), E(Y)),
rozptyl ndhodného vektoru X je dén jako D(X) = (D(X), D(Y)), apod.

V dalsich podkapitolach si ukazeme, jak lze popsat vztahy mezi jednotlivymi slozkami
nahodného vektoru.



http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/resene_priklady_pravdepodobnost.pdf#section.4.5
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4.5.2. Smisené moment
Y v7
e Sdruzeny obecny moment Fadu (r+s) ndhodného vektoru (X,Y) je definovan néasle- oS
dovné.
Pro diskrétni ndhodny vektor: E(X"-Y?) = > > a7 - y; - p(zi, y;), D e
5 5 V PLZNI
i

pro spojity ndhodny vektor: E(X" - Y*®) = [ [* 2"y f(x,y) dzdy.

e Sdruzeny centralni moment fadu (r+s) ndhodného vektoru (X,Y) je definovan né-
sledovneé.

Pro diskrétni nahodny vektor:

E(X - EX))" - (Y —=B(Y))* =) _> (& — E(X))" - (y; — E(Y))* - pl(i, y5),
i

pro spojity ndhodny vektor:
E(X-EBX)) (Y -EY)) = [T, [50(X = EX)) - (Y = E(Y))* - f(z,y) dzdy,

4.5.3. Kovariance a koeficient korelace

Nejjednodussim ukazatelem vztahu mezi dvéma ndhodnymi veli¢inami je kovariance.
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e Kovariance cov(X,Y)
A\ <2k
NS,

je definovana jako smiSeny centralni moment radu (1 + 1)

cov(X,Y) = B(X — E(X))- (Y — E(Y))) D Aenvocesea

> UNIVERZITA

V PLZNI

Kladna hodnota kovariance znamena, ze se zvétSenim hodnoty X se pravdépodobné
zvysi i hodnota Y. Oproti tomu zdpornia hodnota kovariance informuje o tom, ze se
zvétsenim hodnoty X se pravdépodobné snizi hodnota Y.

Vlastnosti kovariance

1. cov(X,Y) = E(XY) — E(X) - E(Y) (vypocetni vztah umoznujici rychlejsi vypocet
nez vztah defini¢ni),

2. cov(X,X) =D(X),
3. cov(a1 X + by, a2Y + b)) = ajazcov(X,Y),
4. jsou-li X, Y nezavislé ndhodné veli¢iny, pak cov(X,Y) =0

V praxi se Casto setkavame s reprezentaci centralnich momenti 2. fadu ve formé tzv.
kovarian¢ni matice.

o Kovarian¢éni matice

= (%) i )= (et o)

Vlastnosti kovarianéni matice
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VIRV
1. Kovarian¢ni matice je symetrickd a pozitivné semidefinitni, v 5
2.D(X1Y)=D(X)+ D(Y) £ 2cov(X,Y) “% '35
/0"4- ““\‘\
e Korela¢ni koeficient (korelace) p(X,Y)
P Gnvenaa
Korelac¢ni koeficient je definovan jako D UG

_covX)Y)  p(x).D(Y) 40
)= SR D00, D) #0
0, jinak.

(Jednoduchy) korela¢ni koeficient je mirou linearni zavislosti dvou slozek ndhod-
ného vektoru.

Vlastnosti korela¢niho koeficientu
1 —1<p(X, V)1,
2. p(X,Y) = p(Y, X),
3. p(X,X) =1,
4. jsou-li X, Y nezavislé ndhodné veli¢iny, pak p(X,Y) = 0,
5

Cjeli p(X,Y) =0, fikdme, ze X, Y jsou nekorelované ndhodné veli¢iny
(POZOR! Jsou-li X, Y nekorelované ndhodné veliciny, nemusi to znamenat, Ze
jsou nezavislé!!! Jsou-li X, Y nekorelované ndhodné veliciny, vime pouze to, Ze mezi
X, Y neexistuje linedrni zdvislost. (Obr. 4.3c)),
6. je-li p(X,Y) = 1, pak existuje a,b € R, a > 0 takové, ze Y = aX + b s pravdépo-
dobnosti 1 (Y je linedrni funkci X, s rostoucim X roste V),
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7. je-li p(X,Y) = —1, pak existuje a,b € R, a < 0 takové, ze Y = aX + b s pravdépo-
dobnosti 1 (Y je linedrni funkei X, s rostoucim X klesd V),

8. je-li p(X,Y) > 0, fikdme, ze X, Y jsou pozitivné korelované (s rostoucim X roste

Y),
9. je-li p(X,Y) < 0, fikdme, ze X, Y jsou negativné korelované (s rostoucim X klesd
Y).
{3 . . 0 o .
Y Y \\c Y .o ° Y o:o ,o. ' o8
., LR LA
S \,\ . . 5 .-o ‘-. e
s L] L] a ® o e o °
o ”... . B St %o gt ®
P ", feete 40
/'/',"’/ \.'. .. ... 00 ... .. o ... ...
j, 0......' s R .. . o
pX,Y)=1 X pX,Y)=-1 X p(X,Y)=0 X  p(X,¥)=-0143X
a) b) ¢) d)
Y R AN . ?.\_”,...,.e: Y P
"f.:‘: .‘.'. i '."f‘%.‘ H //
AT (S L0 e o
.ol EIOES -
o,"«" . .:.2. 78 K .
.:‘:;//".' s 4
S;o ‘... o .o
2 .

p(X,Y) =097 X

e)

p(X,Y)=086 X

f)

p(X,Y) =093 X

g)

p(X,Y) =061 X
h)

Obr. 4.3: Grafickd ilustrace souvislosti mezi p(X,Y") a zdvislosti ndhodnych veli¢in X, YV
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Jak presné dokdzZete odhadnout hodnotu korelacniho koeficientu na zdkladé bodového
grafu? Vyzkousejte si to v java appletu Korelacni koeficient (358 KB)

o

Korelace mezi slozkami ndhodného vektoru mnohdy zapisujeme do korelac¢ni matice.

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

e Korelaéni matice

A4

o= (553 550) - Ca 57)

Zapis korelaci, stejné jako zapis kovarianci, formou matice nabyva na vyznamu v pripadé
vice nez dvourozmérného ndhodného vektoru, kdy prispiva k prehlednosti zapisu.

Obsah
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Pruvodce studiem

[=]
[£]
=]
[=]

Stédle nemdate predstavu o vyznamu korelacniho koeficientu? Pokusime se tedy o jeho méné
formalni priblizeni.

d
i

Vyklad korelace

Neékolik autori publikovalo doporuceni pro vyklad miry korelace. Cohen, napfiklad, v roce 1988
navrhl, jak vykladat korelaci pro idcely psychologického vyzkumu (Tab. 4.8.). Viyklad miry kore-
lace vsak neni jednoznacny, silné zavisi na kontextu. Korelace 0,9 miiZze byt hodnocena jako velmi
slabd v pfipadé, Ze byla sledovdna zavislost mezi proudem a napétim na odporu (Ohmiv zdkon
— U = RI), zatimco v pfipadé sledovani souvislosti pocitu deprese a tispésnosti v zaméstnani Zaviit dokument

(psychologicky vyzkum) miZe stejnd hodnota (0,9) ukazovat na silnou korelaci. l EEWE



http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/korelacnikoeficient.jar
http://en.wikipedia.org/wiki/Jacob_Cohen__(statistician)
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Tab. 4.3: Vyklad miry korelace - Cohen (1988)

@:

Typ korelace Ipl

Velmi slaba | 0,00 — 0,09 o
Slabd 0.09 - 0,29 D P e
Stredni 0,30 — 0,49

Silna 0,50—- 1,00

A jesté jedna poznamka. Uvédomte si, Ze korelace neznamena nutné kauzalitu (pfic¢innou sou-
vislost). Viyzkumy prokéazaly korelaci mezi vékem a vyskou déti. V tomto pfipadé mizeme jed-
noznacné Fici, Ze mezi vékem a vyskou déti existuje pricinna souvislost — ¢im starsi dité, tim B e o 5
VEtsi dité. Zaroveri vsak bylo v jiné studii ukdzano, Ze existuje silnd korelace mezi vyskytem
¢apu a poctem narozenych déti. Znamena to snad, Ze déti nosi ¢ap? Samozrejmé, Ze ne! Jedno
z moznych vysvétleni je to, Ze v mistech vétsiho vyskytu Capu je zdravéjsi Zivotni prostredi, které
ovliviiuje také porodnost v dané oblasti. Obecné hovofime v obdobnych pfipadech o zdanlivé
(falesné) korelaci. Ta vznika v pfipadé, kdy jsou nahodné veliciny X a'Y, které spolu nijak
nesouvisi, ovliviiovany ndhodnou veli¢inou W. (Kde vsude Ize najit zdanlivou korelaci naznacuje
¢lanek Frederika Velinského Potrhla astrologie.)

Obsah

5
"l

Pri vykladu miry korelace proto méjte na paméti hlavné to, Ze:

e jsou-li nahodné veli¢iny nekorelované, neznamena to, Ze jsou nezavislé (Obr. 4.3c),
Zavfit dokument

e miru korelace musime hodnotit v kontextu s modelovanou realitou,

l Cels obrazovka/Okno



http://www.rozhlas.cz/planetarium/ostatni/_zprava/675303
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e korelace neznamena nutné kauzalitu (pfi¢innou souvislost). % -
- NS
) Z

o (S
4.5.4. Podminéné &iselné charakteristiky e
Vlastnosti podminénych rozdéleni pravdépodobnosti popisuji podminéné charakteristiky:. U
Jde o charakteristiky nahodné veli¢iny X za podminky, ze ndhodna veli¢ina Y nabyla urcité P> owveezma

hodnoty, resp. o charakteristiky ndhodné veli¢iny Y za podminky, ze ndhodné velicina X
nabyla urcité hodnoty.

Jsou-li slozkami dvourozmérného ndhodného vektoru napiiklad ndhodné veli¢iny X (nad-
morské vyska) a Y (teplota), mize nas zajimat stfedni teplota a rozptyl teploty v nadmorské
vysce 600 m.n.m., tj. E(Y|X = 600) a D(Y|X = 600), apod.

¢ Podminéné stredni hodnoty

Je-li X = (X,Y) diskrétni ndhodny vektor, pak:
EX|Y =y)=EX|Y) => x;P(X;ly),i = 1,

E(Y|X = 2) = B(Y]z) = L y;P(Vjla),j 2 1.

Je-li X = (X,Y) spojity nahodny vektor, pak:
E(X)Y =y) = B(XY) = [> x- f(zly)dz,
E(Y|X =2)=E(Y|z) = [Z vy f(ylz)dy.

¢ Podminéné rozptyly
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Je-li X = (X,Y) diskrétni ndhodny vektor, pak: . =
D(X|Y =y) = D(X[y) = >(z; — E(X[y))? - P(zily),i 2 1, NS
(@) K4 N

DY|X =2) = D(Y|z) = 3 (y; — E(Y|x))? - Py;lz),j 2 1.

’ p ozt
Je-li X = (X,Y) spojity nahodny vektor, pak: D oo
D(X|Y =y)=D(X|y) = [ (z — E(X|y))? - f(=]y)dz,
DY|X =2)=D(Y|z)= [* (y— E(Y|x))?- f(y|lz)dy.

Priklad 4.6. Vratime se naposledy k fesenému prikladu 4.1. Ndhodny vektor X = (Y, Z)
je popsan sdruzenou pravdépodobnostni funkci, zndme jeho marginalni pravdépodobnosti
(Tab. 4.6) a v feseném prikladu 4.5 jsme uréili podminénou pravdépodobnostni funkei P(y|z)
(Tab. 4.7). Nyni urcete:

a) E(Y),E(2),D(Y),D(Z),

b) E(X),D(X),
c) cov(Y, Z), var(X), p(Y, Z),cor(X),
d) E(Y|Z =2).

Reseni 4.6.



http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/resene_priklady_pravdepodobnost.pdf#section.4.6
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Priklad 4.7. Posledni priklad v této kapitole bude vénovan vypoctu ¢iselnych charakteristik . . o7
popisujicich spojity ndhodny vektor definovany v prikladu 4.2. N Y

4'/4.“ = “\‘é‘x\
Necht X = (X,Y) je spojity ndhodny vektor popsany hustotou

{
{

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

>SS
—_ =
~

| x4y, (z,y) €(0;1) x
AT = { 0, ' (wé) ¢ (0;1) x
Urcete:

a) E(X), E(Y), D(X), D(Y),
b) cov(X,Y), var(X), p(X,Y), cor(X),
c) E(X|Y)=0,3.

Reseni 4.7.

V ndsledujici animaci si muZete v krokovaném reseném prikladu overit, zda jst zvlddli zd-
kladni prdact s dvourozmernym diskrétnim nahodnym vektorem.



http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/resene_priklady_pravdepodobnost.pdf#section.4.7
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Dvourozmérny diskrétni ndhodny vektor - feseny priklad

Instrukce pro spusteni vloZengjch animact naleznete na
http://mi21.vsb.cz/adobe-reader-multimedia.




vector.swf
Media File (application/x-shockwave-flash)

http://mi21.vsb.cz/adobe-reader-multimedia
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Shrnuti:

Nahodnym vektorem rozumime vektor slozeny z ndhodnych veli¢in
X = (X1, Xq,...,X,,), ktery je charakterizovin sdruzenym rozdélenim pravdépodob-
nosti.

Ze sdruzeného rozdéleni pravdépodobnosti muzeme snadno najit marginalni rozdéleni
pravdépodobnosti charakterizujici jednotlivé slozky nahodného vektoru.

Podminéné rozdéleni pravdépodobnosti pak chiapeme jako podil sdruzeného a margi-
nalniho rozdéleni pravdépodobnosti (mé-li tento podil smysl), v souladu s definici podmi-
néné pravdépodobnosti.

Nezavislost slozek nahodného vektoru se projevuje tim, ze jeho sdruzena distribuc¢ni funkce
(sdruzend pravdépodobnostni funkce, resp. sdruzena hustota pravdépodobnosti) se dd ma-
tematicky vyjadrit jako souc¢in margindlnich distribu¢nich funkei (marginalnich pravdépo-
dobnosti, resp. marginalnich hustot pravdépodobnosti) jednotlivych nahodnych veli¢in.

Mezi nejvyznamnéjsi smisené momenty nahodného vektoru patri kovariance.

Mirou linearni zavislosti dvojice slozek nahodného vektoru je korelaéni koeficient.

@:

ZAPADOCESKA
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Zavrit dokument

I Cels obrazovka/Okno
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Test % 7

Jak pracovat s testy?

V PLZNI

1. (7b.) Urcete, zda jsou pravdivé nasledujici vyroky. D > e

(a) Ndhodny vektor je definovan jako dvourozmeérny vektor, jehoz slozky jsou ndhodné
veli¢iny.

(b) Nahodny vektor lze popsat sdruzenym rozdélenim pravdépodobnosti.

(¢) Marginélni rozdéleni popisuji rozdéleni jednotlivych slozek ndhodného vektoru.

(d) Je-li X = (X,Y), pak E(X) = E(XY).

(¢) BE(XY) = E(X) - E(Y)

(f) Marginalni charakteristiky ndhodného vektoru popisuji vztah mezi ndhodnymi ve-
licinami, které tvori jeho slozky.

g) Kovariance je mirou zavislosti nahodnych veli¢in.

)
h) Je-li cov(X,Y) =0, pak jsou ndhodné veli¢iny X a Y nezévislé.
i) Je-li cov(X,Y) = 0, pak jsou ndhodné veli¢iny X a Y nekorelované.
) Je-li p(X,Y) =0, pak jsou ndhodné veliciny X a Y nekorelované.
) Jsou-li ndhodné veli¢iny X a Y nekorelované, jsou linedrné nezavislé.
1) cov(X,X) =1
(m) p(X, X) =

(n) cov(X,Y) = BE(XY) — B(X) - E(Y)

(
(
(
(]
(k
(
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2. Je-li kovariance cov(X,Y") zapornd, pak korela¢ni koeficient p(X,Y) I!,!I
. S , '5% &P 7
(a) je rovnéz zaporny. Zehg yis

¢) je zaporny nebo nulovy.
d

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

)
(b) je kladny.
(c)
(d)

L

nelze urcit.

Nahodny vektor (X,Y), k némuz se vztahuji otdzky 3 - 10 ma pravdépodobnostni
funkci zadanou tabulkou Tab. 4.4.

X\Y -1 0 1
0 0,10 0,20 0,00

0,00 0,10 ?
0,00 0,20 0,10

Tab. 4.4: Sdruzend pravdépodobnostni funkce ndhodného vektoru (X,Y)

3. Cemu je rovna hodnota p(1;1) sdruzené distribu¢ni funkce?

(a)
(b)010
(c)
(d)
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4. Cemu je rovna hodnota p(1;2) sdruzené pravdépodobnostni funkce?

(a)
(b)010
(c)
(d)

0 »
'S \}
<, TRA S

%/
() Y
LTS

L

ZAPADOCESKA
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57

(c) 0,41 AR
&

“ IsTRANS,
(d) 1,00 ’ TS

&
S

=

7,

8. Cemu je roven rozptyl D(Y)?

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

&
=

w

@)

10. Cemu je roven korela¢ni koeficient p(X;Y)? (Zaokrouhlete na 2 des. mista)

(a) 0,10
(b) 0,20
(c) 0,30
(d) 0,40
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Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:
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Priklady k procviceni

1. Hodime dvéma poctivymi mincemi. Pro kazdou minci zaznamename vysledek,, 1%, kdyz padne
rub mince, ,0“, kdyz padne lic mince. Ozna¢me S soucet vysledki na obou mincich, R rozdil
vysledki na obou mincich. Definujme dvouslozkovy ndhodny vektor X = (S, R) . Urcete
a) typ ndhodného vektoru (diskrétni, spojity),

b) sdruzenou pravdépodobnostni funkci,

¢) marginaln{ pravdépodobnostni funkce,

d) stfedni hodnoty a rozptyly jednotlivych slozek,
e) kovarianéni matici,

f) korela¢ni matici,

g) zda jsou ndhodné veli¢iny S, R nezavislé.

Reseni pifkladu
2. Pri pruzkumu pfi¢in dopravnich nehod byl méren systolicky tlak Fidi¢u autobust v zavislosti na

teploté ovzdusi. Vypoctéte korelacni koeficient a pouze z jeho hodnoty odhadnéte, zda se s rostouci
teplotou ovzdusi spise zvysuje ¢i spiSe snizuje systolicky tlak ridi¢t.

Upoim -105| -54 | 02 | 64 | 102 | 156 | 185 | 255 | 31,5 | 358
ovzdusi [°C]
Systolicky tlak |, | ¢ | g1 | g1 | 74 | 72 | 76 | 81 | 8 | 8
[mm Hg]

Reseni piikladu
3. Ndhodny vektor X = (R, S) ma sdruzenou hustotu

_ %(r—i—Zs), (r,s)
fr(s) = { 0, (r,s)

A M
—~
L2
— =
S~
X
—~
oo
— =
~
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Urcete:

a) marginalni hustoty pravdépodobnosti fr(r), fs(s),
b) margindlni distribu¢ni funkce fr(r), fs(s),

¢) stfedni hodnoty a rozptyly ndhodnych veli¢in R a S,
d) korelaci mezi R a S.

Reseni piikladu
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Kapitola 5 D

Diskrétni rozdéleni
pravdépodobnosti

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete umét
e charakterizovat hypergeometrické rozdéleni,

e charakterizovat Bernoulliho pokusy a z nich odvozené jednotlivé typy diskrétnich roz-
déleni: binomické, geometrické, negativné binomickeé,

e charakterizovat Poissontiv proces a z néj vychazejici Poissonovo rozdéleni,

e popsat vzajemné souvislosti mezi diskrétnimi rozdélenimi.
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Pripomenme, Ze rozdéleni nahodné veliciny X je predpis, kterym charakterizujeme pravdé-
podobnost jevi, jez lze touto ndhodnou veli¢inou popsat. u diskrétni ndhodné velic¢iny je
timto predpisem (rozdélenim) vétsinou pravdépodobnostni funkce,

rozdéleni spojité nahodné veli¢iny je ddno distribucni funkci, popf. hustotou pravdépodob-
nosti.

V této kapitole si shrneme zakladni poznatky o nejcastéji pouzivanych typech rozdéleni
diskrétni ndhodné veli¢iny. Odvozeni nékterych funkei a ¢iselnych charakteristik popisujicich
zavedené nahodné veli¢iny je pak vénovana Kap. 5.7, kterd je urc¢ena studentiim majicim
hlubsi zajem o problematiku riznych rozdéleni.

5.1. Alternativni rozdéleni

Uvazujme ndhodnou veli¢inu X popisujici vysledek ndhodného pokusu takto:

Nastane-li sledovany nahodny jev A (budeme fikat, ze doslo k vyskytu udalosti, resp. ze
doslo k uspéchu), bude mit ndhodné velicina X hodnotu x = 1, nenastane-li jev A, bude
mit ndhodna veli¢ina X hodnotu x = 0. Lze tedy Tici, ze X udava

pocet vyskytu daného ndhodného jevu (uispéchi) v jednom pokusu.
Aby byla ndhodn4 veli¢ina s alternativnim rozdélenim definovana, musime znat pouze prav-

dépodobnost nahodného jevu (tspéchu) p. (0 < p < 1). M&-1i ndhodna veli¢ina X alterna-
tivni rozdéleni s pravdépodobnosti p, pak piseme

X — A(p).
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Pravdépodobnostni funkce alternativni nahodné veli¢iny tedy stanovuje, jaka je pravdeé-
podobnost, ze dojde k tspéchu ¢i nedspéchu.

PX=1)=p
P(X=0)=1-p

Lze snadno vypocist, ze stfedni hodnota a rozptyl alternativni nadhodné veli¢iny jsou dany
vztahy
E(X)=p, D(X)=p-(1-p).

5.2. Binomické rozdéleni

Pr1i popisu ndhodné veli¢iny s alternativnim rozdélenim jsme uvazovali pokus, v némz tispéch
muze nastat s pravdépodobnosti p a nenastat s pravdépodobnosti (1 — p). Posloupnost ta-
kovych nezavislych pokusi (tj. takovych pokusi, kdy tspéch v libovolné skupiné pokusu
neovliviiuje pravdépodobnost tuspéchu v pokusu, ktery do této skupiny nepatii) oznacu-
jeme jako Bernoulliho pokusy. Pravdépodobnost tspéchu p v jednotlivych Bernoulliho
pokusech je konstantni.

Néhodnou veli¢inu X, kterd udava
pocet tspéchii v n Bernoulliho pokusech

za predpokladu, ze pravdépodobnost ispéchu v jednom pokusu je p, nazyvame binomickou
nahodnou veli¢inou.

Pomoci binomického rozdéleni lze modelovat napriklad

o
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e pocet chlapci mezi 10 000 novorozenci,
e pocet vadnych vyrobkt mezi 30 testovanymi,

e pocet nevzrostlych rostlin ze 100 zasazenych cibulek, apod.

Proto, aby byla binomicka ndhodné veli¢ina definovana, musime znat dva jeji parametry -
n (celkovy pocet Bernoulliho pokusti) a p (pravdépodobnost tspéchu v kazdém z pokust).
To, ze ndhodné veli¢ina méa binomické rozdéleni zapisujeme

X — Bi(n,p).

Pravdépodobnostni funkce binomické ndhodné veli¢iny stanovuje jaka je pravdépodob-
nost, ze v n Bernoulliho pokusech dojde ke k tispéchtim.

n

Px =1 = () -t

Podotknéme, ze pii vypoctu hodnot pravdépodobnostnich funkci nejcastéji pouzivanych
diskrétnich nahodnych velic¢in se vétsinou v soucasnosti pouziva statisticky software, v némz
jsou tyto funkce implementovany.

Pro stfedni hodnotu a rozptyl binomické ndhodné veli¢iny plati
E(X) =np,
D(X) = np(1 - p).

Poznamka: Uvedomte si, Ze alternativni ndhodnd velicina je pouze specidlnim pripadem
binomické ndhodné veliciny pro n = 1.
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Obr. 5.1: Vliv parametru p na tvar pravdépodobnostni funkce binomické ndhodné veli¢iny

Priklad 5.1. Predpokladejme, ze pravdépodobnost narozeni divky je 0,49. Jaka je pravdeé-
podobnost, ze v rodiné s 8 détmi jsou

a) pravé 3 divky,

b) vice nez 2 divky,

¢) méné nez 3 divky.

Pro resent tohoto prikladu muzete pouzit excelovsky soubor Vybrand rozdéleni pravdépodob-
nosti (600 KB).

Reseni 5.1
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5.3. Hypergeometrické rozdéleni

Hypergeometrickd ndhodné veli¢ina se, podobné jako binomickd nahodna veli¢ina, pouziva
v situacich, kdy potiebujeme popsat pocet tspéchit v n pokusech. Rozdil mezi obéma na-
hodnymi veli¢inami spociva v tom, ze zatimco binomicka ndhodné veli¢ina popisuje pocet
uspéchii v n Bernoulliho pokusech, hypergeometrickd ndhodna veli¢ina popisuje pocet ispé-
cht v n zavislych pokusech. (Jsou-li pokusy zavislé, pravdépodobnost tispéchu v urcitém
pokusu muze zaviset na vysledcich v predchézejicich pokusech.)

Predpokladejme, ze v zdkladnim souboru N prvku je M prvku s danou vlastnosti a zbylych
N — M prvka tuto vlastnost nema. Nahodné vybereme ze zdkladniho souboru n prvku,
z nichz zadny nevracime zpét. Je-li ndhodna veli¢ina X definovana jako

X ... pocet prvku se sledovanou vlastnosti ve vybéru n z N prvku,

ma tato ndhodnd veli¢ina hypergeometrické rozdéleni s parametry N, M, n, coz znac¢ime
X — H(N,M,n).

Hypergeometrické rozdéleni je zakladnim pravdépodobnostnim rozdélenim prii vybéru bez
vraceni.

Hypergeometrické rozdéleni lze vyuzit k modelovani

e poc¢tu vadnych vyrobki mezi 10 vybranymi z dodavky 30 vyrobkid, mezi nimiz bylo 7
vadnych,
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e poctu divek v ndhodné vybrané skupiné 4 déti ze tridy, v niz je 6 chlapct a 8 divek,

e poctu cibuli ervenych tulipant v balicku 10 cibuli vybranych ze smési, ktera obsahuje 20
cibuli zlutych a 20 cibuli ¢ervenych tulipanu, apod.

Pravdépodobnostni funkce hypergeometrické nahodné veliciny je dana
M\ (N—M
() Go)
(%)
n
Lze ukazat, ze pro stfedni hodnotu a rozptyl hypergeometrické ndhodné veliciny plati
M

E(X):n-ﬁ,

D(X)zm%(l—%) (%:T)

Hypergeometrické rozdéleni hraje vyznamnou roli pii statistické kontrole jakosti v pripa-
dech, kdy zkoumame jakost malého poctu vyrobkt, nebo kdyz kontrola mé raz destrukéni
zkousky (tj. vyrobek je pri zkousce znicen).

P(X =k)=

5.3.1. Aproximace hypergeometrického rozdéleni

Je-lin/N, tzv. vybérovy pomér, mensi nez 0,05, lze hypergeometrické rozdéleni nahradit
binomickym s parametry n a (M/N).

Gy <009) = oo - 25(n )]
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Priklad 5.2. Mezi 200 vajicky uré¢enymi pro prodej v jisté maloobchodni prodejné je 50
vajicek prasklych. Jaka je pravdépodobnost, ze vybereme-li si ndhodné 20 vajec, bude 8
z nich prasklych?

Pro reseni tohoto prikladu muzete pouZit excelovsky soubor Vybrand rozdéleni pravdepodob-

nosti (600 KB).

Reseni 5.2

5.4. Geometrické rozdéleni

Geometrickd ndhodna velicina X je definovana jako
pocet Bernoulliho pokust do prvniho vyskytu udélosti (dspéchu), véetné néj.

Geometrické rozdéleni ma pouze jeden parametr a to pravdépodobnost vyskytu udalosti
(aspéchu) v kazdém z pokusu — p. To, Ze ma ndhodnd veli¢ina X geometrické rozdéleni
zapisujeme

X — G(p)
Pomoci geometrického rozdéleni lze modelovat napriklad

e pocet volani nutnych k tomu, abychom se dovolali do televizni soutéze,

e pocet ridicu, ktefl podstoupi test na obsah alkoholu v krvi do doby, nez bude nalezen
prvni podnapily fidi¢, atd.
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Pravdépodobnostni funkce geometrické ndhodné veli¢iny stanovuje jaka je pravdépo- .
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Obr. 5.2: Vliv parametru p na tvar pravdépodobnostni funkci geometrické ndhodné veli¢iny
Snadno lze vypocitat, ze pro stfedni hodnotu a rozptyl geometrické ndhodné veli¢iny plati
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POZOR!!!

Definice geometrické nahodné veliciny neni ustdlend. v néekterych publikacich a statistickich
softwarech se muzeme setkat s tim, Ze geometrickd ndhodnd velicina je definovdana jako pocet
neuspéchi pred pronim ispéchem. Pak se samozrejmé lisi i prislusné pravdépodobnostni
funkce, stredni hodnoty a rozptyly. Pokud urcujeme konkrétni hodnotu pravdépodobnostni
(distribucni) funkce za pomoci statistického softwaru, je nutné si ovérit, jakd definice byla
pouzita a podle toho modifikovat vstupni parametr pro pozZadovany vypocet.

Priklad 5.3. Jaka je pravdépodobnost, ze aby padla na klasické kostce Sestka, musime
hézet

a) prave bx,

b) vice nez 3x.

Pro resend tohoto prikladu muzete pouzit excelovsky soubor Vybrand rozdéleni pravdeépodob-
nosti (600 KB).

Reseni 5.3

5.5. Negativné binomické (Pascalovo) rozdéleni

Negativné binomicka, nékdy nazyvand také Pascalova, ndhodnd velicina X je definovana
jako

pocet Bernoulliho pokust do k-tého vyskytu udélosti (ispéchu), véetné k-tého vyskytu.
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Z definice je ziejmé, Ze se jednd o obecnéjsi pripad geometrické ndhodné veli¢iny (geome-
trickd ndhodné veli¢ina je specialnim pripadem negativné binomické nahodné veli¢iny pro

k=1).

POZOR!!!

Obdobné jako u geometrické ndhodné veliciny, ani v pripadé negativné binomické ndhodné
velic¢iny nend definice ustdlend. Nékteri statistici (popr. statisticky software) ji definuji jako
pocet neuspéchi pred k-tym udspechem. Dusledek této nejednoznacnosti je stejny jako v pri-
padé geometrické ndhodné veliciny. v pripadé vypocti je vidy nutné ovérit, kterou definici
autori pouZili a tomu prizpusobit parametry v softwaru.

Negativné-binomické (Pascalovo) rozdéleni lze vyuzit k modelovani

e poctu darci neznajicich svou krevni skupinu, které musite testovat proto, abyste nasli 4
darce s krevni skupinou 0,

e poctu cestujicich, které musi revizor zkontrolovat do chvile, nez najde 10 ¢ernych pasazéru,

e poctu vyrobku testovanych pii vystupni kontrole do chvile, nez bude nalezeno 5 vadnych
vyrobki, atd.

Proto, aby byla negativné binomickd ndhodnd veli¢ina definovdna, musime znat dva jeji
parametry: pozadovany celkovy pocet vyskytu udélosti (ispéchi) — k a pravdépodobnost
vyskytu udélosti (ispéchu) v kazdém z pokust — p. Pak to, Ze ma ndhodn4 veli¢ina negativné
binomické rozdéleni zapisujeme

X — NB(k,p).

Pravdépodobnostni funkce negativné binomické nahodné veli¢iny stanovuje, jaké je pravdé-
podobnost, ze pro dosazeni k vyskytu uddlosti (ispéchtl) musime uskuteénit n Bernoulliho

o

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

157. strana ze 293

5
"l

Zavrit dokument

I Cels obrazovka/Okno




Diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti 158 P S 0

AR INA
pokusu. - || -
n — 1 _ :}- OsrRavY {5’
P(X - n) B (k — 1>pk(1 p)n b %’0“' u“\‘\"’é
ZAPADOCESKA
(X 0,0011) gn;llvzs"nlzm
12| ]
= L
a'_’ L
6 I i
Al ]
0 -_I 1 1 1 1 1

0 100 200 300 400 500 600

Obr. 5.3: Vliv parametru k na pravdépodobnostni funkci negativné binomické ndhodné veliciny

Pro stfedni hodnotu a rozptyl negativné binomické ndhodné velic¢iny N B(k, p) plati
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5.5.1. Porovnani binomického a negativné binomického rozdéleni

Ackoliv se muze na prvni pohled zdat, Ze obé rozdéleni maji podobnou pravdépodobnostni
funkei, existuji vyznamné rozdily.

Binomické rozdéleni

P(X =k) = (Z)pk(l —p)"F,0<k<n

V tomto vztahu je k ndhodné a n deterministické (pfedem znamé).

Negativné binomické rozdéleni

P(X =n)= (k_ 1)pk(1—p)n_k, k<n<oo

V tomto vztahu je n ndhodné a k deterministické (pfedem znamé).

Priklad 5.4. Dle http://ksicht.natur.cuni.cz/serialy /detektivni-chemie/3 je pravdépodob-
nost vyskytu krevni skupiny A+ 35% . v polni nemocnici nutné potiebuji najit 3 darce
krve s touto krevni skupinou. Potencidlnich darci je dostatek, nikdo z nich vSak nezna
svou krevni skupinu. Jaka je pravdépodobnost, Ze pro nalezeni 3 darcu krevni skupiny A+,
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budeme muset postupné vysettit

a) pravé 10 potencidlnich dérc,

b) vice nez 9 potencidlnich darcu,

c) vice nez 7 a méné nez 12 potencialnich darci.

Pro resent tohoto prikladu muzete pouzit excelovsky soubor Vybrand rozdéleni pravdépodob-
nosti (600 KB).

Reseni 5.4

5.6. Poissonovo rozdéleni

Dalsim z obecnych modeli schémat sbéru dat, ktery ma Siroké vyuziti v praxi, je Poisso-
nuv proces. Lze ho chapat jako zobecnéni Berhoulliho posloupnosti pokust.

Poissonuv proces popisuje pocet ndhodnych udalosti v néjakém pevném casovém intervalu.
Obecnym nézvem pro takové procesy je bodovy proces. Poissoniv proces je specidlnim
pripadem bodového procesu.

U Poissonova procesu musi byt, zjednodusené feceno, dodrzeny nasledujici ti predpoklady.

e Ordinarita — pravdépodobnost vyskytu vice nez jedné udalosti v limitné kratkém caso-
vém intervalu (¢ — 0) je nulova. Hovorime o tzv. Fidkych jevech.
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e Stacionarita — pravdépodobnost vyskytu jevu zavisi pouze na délce intervalu, nikoli na
jeho umisténi na casové ose, neboli rychlost vyskytu udalosti je konstantni v pribéhu
celého intervalu.

e Nezavislé prirastky — pocty uddalosti ve vzajemné disjunktnich ¢asovych intervalech
jsou nezavislé.

7 pozadavku na nezavislé prirustky vyplyva dulezita vlastnost Poissonova procesu a tou je
beznéslednost.

e Beznaslednost — pravdépodobnost vyskytu udalosti neni zavisld na case, ktery uplynul
od minulé udélosti.

Poissontiv proces lze obdobné jako v casovém intervalu definovat na libovolné uzaviené
prostorové oblasti (na plose, v objemu).

Parametrem Poissonova procesu je rychlost vyskytu udalosti (hustota vyskytu udélosti
na plosSe, resp. v objemu), kterou zna¢ime \. Rychlost vyskytu udédlosti je imérna pravdeé-
podobnosti vyskytu jedné udélosti za jednotku ¢asu (na jednotce plochy, resp. v jednotce
objemu).

Definujme si ndhodny pokus jako Poissonuv proces (nezavislé udédlosti probihajici v ¢ase
t, s rychlosti vyskytu \; popf. nezavislé udéalosti objevujici se na plose ¢, resp. v objemu
t s hustotou vyskytu \). Pokud si ndhodnou veli¢inu X za téchto predpokladi definujeme
jako

o
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pocet vyskytu uddlosti v ¢asovém intervalu délky ¢
nebo
pocet vyskytu udalosti na plose ¢ (v objemu t),

pak muzeme X povazovat za nahodnou veli¢inu s Poissonovym rozdélenim, coz znacime
X — Po(At).
Pomoci Poissonova rozdéleni l1ze modelovat napriklad

e pocet pacientu osetienych béhem dopolednich ordina¢nich hodin,
e pocet mikrodefekti na zadaném vzorku materidlu,

e pocet mikroorganismt v 1 dl vody, atd.

Pravdépodobnostni funkce Poissonovy ndhodné veli¢iny udava, jaka je pravdépodobnost,
7ze v Casovém intervale délky t (na plose ¢, v objemu t¢) dojde ke k udélostem.

P(X=k) = —(M)Zf_M

Poissonovo rozdéleni je charakteristické tim, ze jeho stredni hodnota a rozptyl se rovnaji.
EX)=D(X) =M

Protoze stfedni hodnota je rovna At, muzeme tvrdit, ze parametr Poissonova rozdéleni At
je roven stfednimu poctu udalosti, k nimz doslo béhem ¢asového intervalu délky ¢ (popf.
na plose t, resp. v objemu t).
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5.6.1. Aproximace binomického rozdéleni Poissonovym rozdélenim

Poissonovo rozdéleni byva oznacovano jako rozdéleni ridkiych jevi, nebot se podle néj ridi
pocet vyskyti udalosti (jevir), které maji velmi malou pravdépodobnost vyskytu. Poisso-
novym rozdélenim lze velmi dobre aproximovat binomické rozdéleni pro pripad, ze pocet
pokusu n je dostateéné velky (n > 30) a pravdépodobnost vyskytu udalosti (ispéchu) je
dostate¢né mald (p < 0,1). v takovém pripadé je A\t = np.

(n>30Ap<0,1) = Bi(n,p) ~ Po(np)

Priklad 5.5. V jisté nemocnici se primérné 30 krat ro¢né vyskytne porucha srde¢ni ¢innosti
po urcité operaci. Predpokladejme, ze se jednotlivé poruchy srdeéni ¢innosti po dané operaci
vyskytuji nezavisle na sobé, s konstantni rychlosti vyskytu. Urcete

a) pravdépodobnost, Ze se v této nemocnici vyskytne pristi mésic préavé 5 téchto poruch,
b) pravdépodobnost, Ze se v této nemocnici vyskytne pristi mésic 2 a vice téchto poruch,
¢) stfedni hodnotu a smérodatnou odchylku poc¢tu téchto poruch béhem jednoho mésice.

Pro tesent tohoto prikladu muzete pouzit excelovskij soubor Vybrand rozdéleni pravdépodob-
nosti (600 KB).

Reseni 5.5
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5.7. Odvozeni pravdépodobnostnich funkci, stfrednich hodnot
a rozptyla
Pro zajemce o hlubsi pochopeni studované latky je urcena tato ¢ast textu. Méla by vam uka-

zat, jak byly sestaveny jednotlivé pravdépodobnostni funkce a jak lze pomoci nich odvodit
prislusné sttedni hodnoty a rozptyly.

5.7.1. Alternativni rozdéleni
ma ndhodné velicina X popisujici pocet tispéchii v jednom pokusu majicim pouze dva mozné
vysledky oznacované jako tuspéch (X = 1) a netspéch (X = 0). Je-li pravdépodobnost
uspéchu p, pak je ziejmé, Ze pravdépodobnostni funkce alternativni ndhodné veli¢iny je
déna vztahem

P(X =1)= p,

P(X=0)= 1-—p.
Dle znamych vztaht lze odvodit stfedni hodnotu a rozptyl alternativni ndhodné veli¢iny.
EX)=>zi-P(z;)=1-p+0-(1—p) =p,

(%)

E(Xz) :Zﬂj?-P(l‘i): 12-p+02-(1—p):p,
(4)

D(X) = E(X?) - (B(X))* =p—p* =p(1 - p).

ZAPADOCESKA
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2 TPRS
5.7.2. Binomické rozdéleni ‘_7
ma ndhodna veli¢ina X popisujici pocet ispéchii v n Bernoulliho pokusech. Hleddme pravdé- %0“ ““\«%&
podobnost, ze mezi n Bernoulliho pokusy bude k tispéchi. Je zrejmé, ze kazdd ,ispésnd
posloupnost pokust“ musi obsahovat pravé k uspéchu (pravdépodobnost kazdého tspé- exateet
chu je p) a (n — k) netspéchi (pravdépodobnost kazdého netspéchu je 1 — p). Vzhledem D > umiveRziTA

k nezavislosti jednotlivych Bernoulliho pokustu je pravdépodobnost vyskytu kazdé takové
,Uspésné posloupnosti pokusi rovna p* (1-— p)"‘k. Uvazime-li, ze existuje (Z) takovych
aspésnych posloupnosti pokusi, tak je zrejmé, ze

n

P(X =k)= (k>pk(1 —p)" " 0<k<n.

Pro odvozeni stfedni hodnoty a rozptylu binomické nahodné veli¢iny vyuzijeme toho, zZe
binomické ndhodné veli¢ina je souc¢tem n nezavislych ndhodnych velicin N; s alternativnim
rozdélenim se stejnym parametrem p.

Necht Vi = 1,2,...,n: W; — A(p). Pak

X = ZW’ — Bi(n;p).
i=1

E(X)ZE(i Wi) = iE(VVi): f)pznp,

D(X)=D (z Wi) — 3> D) = 3 p(1 — p) = np(1 — ).
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5.7.3. Hypergeometrické rozdéleni

mé nahodna veli¢iny X popisujici pocet tspécht v n zavislych pokusech, kdy kazdy ma
pouze dva mozné vysledky (ispéch a netspéch). Hleddme pravdépodobnost, Ze ve vybéru
n prvka z N bude k prvka s danou vlastnosti. Definice pravdépodobnostni funkce hy-
pergeometrického rozdéleni vychézi z klasické definice pravdépodobnosti: pocet priznivych
moznosti ku poc¢tu vSech moznosti.

N
(celkovy pocet prvki)
e N\
M (N-M)
(pocet prvku s danou vlastnosti, resp.  (pocet prvki bez dané vlastnosti, resp.
uspéchi) netdspéchi)

Pocet vSech moznosti — vybirdme bez vraceni n prvkia z N prvkové mnoziny, bez ohledu
na poradi, tj. jde o kombinace bez opakovani n-tého radu z N prvku

C(N,n) = (N>

n

Pocet vSech moznosti — vybirdme k z M prvki bez ohledu na poradi (k prvka ma mit
danou vlastnost) a zéroven vybirdme (n — k) prvka z (N — M) prvka bez ohledu na poradi
(ostatni prvky z vybirané n-tice (tj, (n—k) prvki) danou vlastnost (ispéch) mit nemaji). Na
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zakladé kombinatorického pravidla o souc¢inu nezévislych vybéra muzeme tvrdit, ze pocet
priznivych moznosti je

C(M,k)-C(N —M,n—k) = (J\If) (J\;:]l\f)

A proto na zakladé klasické definice pravdépodobnosti miuzeme vyjadrit pravdépodobnostni
funkci hypergeometrické ndhodné veli¢iny jako

N ([ 9
()

Stredni hodnotu a rozptyl hypergeometrického rozdéleni odvozovat nebudeme.

5.7.4. Geometrické rozdéleni

mé ndhodna veli¢ina X popisujici pocet Bernoulliho pokusti do prvniho tspéchu. Hledame
pravdépodobnost, ze do prvniho dspéchu (véetné) musime uskutecnit n pokust. Je ziejmé,
Ze Gispésnd je pouze posloupnost (n — 1) netspéchui nasledovana jednim tspéchem. Pravdeé-
podobnost vyskytu takovéto posloupnosti pokusu je ddna vztahem

P(X=n)=p1—-p" 1 1<n<cc.

Dale odvodime stredni hodnotu a rozptyl geometrického rozdéleni.
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AZIRIVA
(0.] o o
EX)=Yn - PX=n)=Yn-pl-p*t=p ¥ nl-p'= > l!"!l A
n=1 n=1 n=1 ‘:"’/c“ ““\“@
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Pozndmka: Y (1 —p)" upravujeme jako soucet geometrické rad s kvocientem p a prunim
n=1

clenem (1-p).
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VIR
Pro vypocet rozptylu pouzijeme vypocetni vztah D(X) = E(X?) — (E(X))?, kde v I!V!I 5
«%&' IsTRANS ,3’.\5.
0o o) S
B = 5w -pt = p| £ 02—t -py| - s
n=1 n=1
oS n—1 ) n—1 ZAPADOCESKA
= p| T -n)(1-p)" + T all-p)*| = R
n= n=1
o0 o0
— p[E 0 -na-p S - -
n=2 n=1

= p-p) Tn-(n-DAL-p+ T nll-py =

a?(f(l—mk) a(f(l—p)k)
= p(l—p)—5y +p—r =
9%(1 —p) (1 —p)

1-p L=p
= p(l-p) a;2<(1 pp)) +paa((1 pp)) -
1 _20-p 1

21—p) 1 1\> 2-2p+p—-1 1-p
R = 2 = 2
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5.7.5. Negativné binomické (Pascalovo) rozdéleni

m& ndhodnd veli¢ina X popisujici pocet Bernoulliho pokust nutnych k uskutecnéni k tispé-
chti. Hledame pravdépodobnost toho, ze do k-tého tuspéchu musime uskutecnit pravé n
pokustl. Uspésnou je tedy posloupnost (n — 1) pokusit obsahujicich (k — 1) tspécht nésle-
dovana tspéchem.

Necht ndhodn4 veli¢ina Y popisuje pocet uspéchii v (n—1) Bernoulliho pokusech. Je zfejmé,
ze ndhodné veli¢ina Y m& binomické rozdéleni.

Y — Bi(n —1,p)

Pravdépodobnost, ze v (n — 1) Bernoulliho pokusech bude (k — 1) tspéchi je pak déna
vztahem

n—1\ ;_ 1) — (k— n—1\ ,_ ne
PY=k—-1)= (k_1>p’“ H(1-p =t < <k_1>pk fa-pn .

Vzhledem k nezavislosti Bernoulliho pokusu Ize jednoduse ukéazat, ze

P(X=n)=P(Y =k-1)-p= <Z: i)pkl(l —-p)"Fp= <Z: i)pk(l —p)"F

Pro odvozeni stredni hodnoty a rozptylu negativné binomické nahodné veli¢iny vyuzijeme
toho, ze negativné binomickou ndhodnou veli¢inu si mizeme predstavit jako soucet k neza-
vislych ndhodnych veli¢in s geometrickym rozdélenim.

Necht Vi =1,2,...,k: W; — A(p). Pak

k
X =Y Wi — NB(k;p).
=1

@:

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

170. strana ze 293

5
"l

Zavrit dokument

I Cels obrazovka/Okno




Diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti 171

E(X) —E(klwi) = ijlE(WZ) _ f;l; _ ]’j,
D(X)=D Zzz Wl) :ZZf:lD(WZ) :i_zk:l (1p—2p) B k(lp; k)

5.7.6. Poissonovo rozdéleni

mé ndhodné velicina X popisujici pocet vyskytu udalosti na uzaviené oblasti (v ¢ase, na
plose, v objemu). Vyskyt nahodnych udélosti musi podléhat podminkdam Poissonova pro-
cesu.

Uvazujme Poissontiv proces, ktery je pozorovan v pribéhu ¢asu. Predpokladejme, Ze rychlost
vyskytu udalosti je A. Potom pravdépodobnost vyskytu udalosti béhem intervalu (0;t) bude
amérna hodnoté At.

Nyni rozdélime interval délky ¢ na n subintervalu stejné délky (¢/n). Vyskyt udalosti v kaz-
dém z téchto subintervali bude nezavisly a pravdépodobnost vyskytu udalosti béhem jed-
noho tohoto malého intervalu bude tmérna hodnoté (A.(¢/n)). Volné feceno - pokud n
je dostatecné velké ¢islo, pak délka intervalu (¢/n) bude natolik mald, ze pravdépodob-
nost vyskytu vice nez jedné udalosti v tomto intervalu je témér nulova a pravdépodobnost
vyskytu jedné udélosti je rovna (A.(t/n)).

Potom pravdépodobnostni rozdéleni poc¢tu udalosti, které nastanou béhem celého intervalu
délky t, bude mozno aproximovat binomickym rozdélenim s parametry n a (At/n) — za
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R
predpokladu, ze (n — oc0). Tedy ‘. ! 7
k n—k <
P(X = k) = lim [(") (ﬁ> (1—ﬁ> ]
n—oo k n n

> £
Po tpravé dostavame

0"‘““\‘\‘
)\ /P A\ F
PX=k) = ,}Lngo(k) (z) (1‘5) =

&
S

-
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(At)ke=A n!
= lim =
k! n—oo (n — k)!nk
_ (At)ke=At lim nn—1)(Mn—-2)...(n—k+1) _
k! n—00 nk
(A)ke™™  pFrk.nfTl 4 (M)ke ™M
= lim =
k! n—00 k! k!

Pravdépodobnostni funkci Poissonova rozdéleni tedy muzeme vyjadrit jako

/\t)ke—/\t

P(X:k):( m ; 0S5k < oo.
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Dosazenim do znamych defini¢nich vztahti odvodime stfedni hodnotu a rozptyl Poissonova I!!I
v ’ v IsTRaNY, 7
rozdéleni. 3 S

%
Y, 5
70, i v “\Q‘v

S 0 M)ke—M 0o At
= +=0 k' = (k ZAPADOCESKA

L

= S k(k—1)P(X=k)+ > kP(X =k) =
k=0 k=0
at (At)ke JEY: = -

= Zk(k—l)—JrEX (At)ke~ Z +>\t:
= k!  ( k

= (A)2-e MMy At = (\)2 + Mt

D(X)= E(X?) - (BE(X))2= ()2 + At — (\)? = At




Diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti 174

Shrnuti:

Rozdéleni ndhodné veliciny X je predpis, kterym charakterizujeme pravdépodobnost
jevu, jez lze touto ndhodnou veli¢inou popsat.

Zakladnim rozdélenim popisujicim vybéry bez vraceni je hypergeometrické rozdéleni.

Nazev NV X Popis

Pravdépodobnostni funkce
Pocet prvki se sledovanou vlastnosti ve
vybéru n prvki, ktery byl proveden

L)
k -k
ze zékladniho souboru rozsahu N (v P(X=k)= +
zakladnim souboru ma M prvka (n j
sledovanou vlastnost)

Hypergeometricka

Bernoulliho pokusy:

e posloupnost nezavislych pokust majicich pouze 2 mozné vysledky (udélost nastane-
-nenastane; uspéch-netuspéch; popiipadé 1-0)

e pravdépodobnost vyskytu udalosti (ispéchu) p je konstantni v kazdém pokuse

Rozdéleni diskrétni nahodné veli¢iny zalozena na Bernoulliho pokusech
Poissoniv proces popisuje vyskyt ridkych nahodnych udalosti na néjakém pevném caso-
vém intervalu.

U Poissonova procesu musi byt, zjednodusené rec¢eno, dodrzeny nasledujici t¥i predpoklady.

@:
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Nazev NV X Popis Pravdépodobnostni funkce E(X) D(X)
Binomicks P OVC‘;t Ezii‘;g‘cl}fk) P(X=k)= (ZJ pr1-p)* np | np(1-p)
Aternatoni | oSS Rt ot P | pa-p)
Gameriss | P | gy paopyt | 2| B2
et | porpet) | =a=([ Tt amp | £ S0

e ordinarita,

e stacionarita,

e nezavislé prirtstky.

Poissonuv proces lze obdobné jako v ¢asovém intervalu definovat na libovolné uzaviené

prostorové oblasti (na plose, v objemu).

Rozdéleni diskrétni nahodné veli¢iny zaloZzené na Poissonové procesu

Nazev NV X Popis Pravdépodobnostni funkce | E(X) D(X)
Pocet udalosti (k) ( 1 t)k
Poissonova v Casovém intervalu P(X=k)="~ e M At At
(na plose, v objemu) (7) k!
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Test = .

Jak pracovat s testy?

1. (3b.) Urcete pravdivost nasledujicich tvrzeni. D > T

V PLZNI

(a) Rozdéleni pravdépodobnosti diskrétni ndhodné veli¢iny mize byt ddno vyhradné
pravdépodobnostni funkeci.

(b) Posloupnost nezavislych pokusti majicich pouze dva mozné vysledky se stejnou prav-
dépodobnosti tspéchu nazyvame Bernoulliho pokusy.

¢) Pocet tispéchti v n pokusech lze popsat binomickou ndhodnou veli¢inou.

(c)
(d) Geometrické rozdéleni je specidlnim pripadem negativné binomického rozdéleni.
(e) Pascalovo rozdéleni je pouze jiny nazev pro negativné binomické rozdéleni.

()

f) Jisty supermarket ma otevieno 24h denné. Pocet zakaznikl v supermarketu béhem
oteviraci doby lze popsat ndhodnou veli¢inou s Poissonovym rozdélenim.

2. (3b.) Charakterizujte rozdéleni ndhodné veli¢iny popisujici
(a) pocet studentt, ktefi uspésné ukonci kurz STA1 v tomto semestru (z minulych let
vime, ze pravdépodobnost, ze student tspésné dokonci kurz STAT1 je 0,63; do kurzu
je v tomto semestru prihlaseno 248 studenti),
(a) binomické (b) hypergeometrické
(¢) negativné binomické (d) Poissonovo
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VRN
(b) pocet vadnych mikroprocesori na chipu (na chipu je pramérné 1 vadny mikropro- v 57
cesor), N &
4'/0“. . “\"3’
(a) binomické (b) hypergeometrické
(¢) negativné binomické (d) Poissonovo
ZAPADOCESKA
(c) pocet hodu poctivou kostkou nutnych k padnuti Sestky, D i TEE T
(a) binomické (b) hypergeometrické
(c) negativné binomické (d) Poissonovo

(d) pocet Fidi¢a obslouzenych na ¢erpaci stanici za pul hodiny (béhem 1h je na ¢erpaci
stanici obslouzeno prumérné 72 fidict),
(a) binomické (b) hypergeometrické
(c¢) negativné binomické (d) Poissonovo

(e) pocet fidi¢u obslouzenych do chvile, kdy 1. fidi¢ ujede bez placeni (prumérné ujizdi
bez placeni 1 z 50 fidic¢t),

(a) binomické (b) hypergeometrické
(¢) negativné binomické (d) Poissonovo

(f) pocet tydni v roce (52 tydnt), v nichz neujede zaddny Fidi¢ z erpaci stanice bez
placeni (béhem tydne je na ¢erpaci stanici obslouzeno prumérné 4 000 fidi¢i, z nichz
cca 2% ujedou bez placeni),

(a) binomické (b) hypergeometrické
(¢) negativné binomické (d) Poissonovo

(g) pocet dnu do chvile, kdy 4. ¥idi¢ ujede bez placeni (prumérné ujizdi bez placeni 1
z 50 Fidich).
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o

(a) binomické
(¢) negativné binomické

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:

(b) hypergeometrické
(d) Poissonovo

‘(‘7

=, OspaN™ N
«%‘9 STRA $
O &
Sk g\
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VRN
Priklady k procviceni
y KPp V7
Jak pracovat s testy? 2 ““\ﬂ‘&
1. Méjme Bernoulliho pokusy. Pravdépodobnost tispéchu je 0,1. Urcete pravdépodobnost, D P Inaooseskh
ze do prvniho uspéchu provedeme (zaddvejte jako desetinnd ¢isla) o

(a) méné nez 5 pokust,
(b) vice nez 10 pokusi,
(c) mezi 6 a 8 pokusy,
(d) praveé 7 pokust.

2. Vime, ze pravdépodobnost vady vyrobku je 17 %. Urcete pravdépodobnost, ze mezi 20
vyrobky bude

(a) vice nez 5 vadnych vyrobk,

(b) méné nez dva vadné vyrobky,
(c) mezi 4 a 8 vadnymi vyrobky,
(d) pravé 3 vadné vyrobky.

3. Kolik (prumérné) potrebujeme hodi s poctivou minci, aby ndm 5x padl lic?
4. Tovarna produkuje integrované obvody. Pti jedné fazi vyroby dochazi ¢asto k zavadé,

proto je 25% vyrobku vadnych. Jakd je pravdépodobnost, ze mezi 12 integrovanymi
obvody budou
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a) 4 vadné,
(a) 4 v
N 4

(b) méné nez 4 vadné?

(c) Jaka je stfedni hodnota a rozptyl poc¢tu vadnych 10, budeme-li testovat 15 vzorku?

E(X) = ’ ZAPADOCESKA
D(X) — V PLZNI

(d) Nyni uvazme, ze bylo vyrobeno pouze 48 10 a my vybereme 12 z nich. Jaka je prav-
dépodobnost, ze mezi vybranymi IO budou praveé 4 vadné?

5. Distributor prodéva knihu XY po telefonu. 12 % hovort je tspésnych (tj. objednaji si
knihu). Jaka je pravdépodobnost, ze distributor predtim nez bude tspésny bude muset
uskutecnit

(a) 5 hovor,

(b) méné nez 5 hovori,

(c) vice nez 8 hovort.

Ptedpokladejme, ze distributor musi splnit denni kvétu - prodat 10 knih.
(d) Jaké je pravdépodobnost, ze distributor bude pro splnéni denni kvoty potfebovat

méné nez 30 telefonatu?

(e) Urcete stiedni hodnotu a rozptyl poc¢tu telefoniti potifebnych pro splnéni denni
kvoty.
E(Y) =

g =
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Uvazme nyni, ze ne kazdy z téch, kdo si telefonicky objednaji danou knihu, ji skutecné
odebere. Presnéji feceno - 65 % osob objednanou knihu skuteéné zaplati. Distributor
je podle této skutecnosti ohodnocen. Dostava 30,- K¢ za kazdou objednavku a dalSich
50,- K¢ ve chvili, kdy je objednévka prevzata.

(f) Jaka je pravdépodobnost, ze vydélek distributora ve chvili, kdy splni svou denni
kvotu, bude vyssi nez 500,- K¢?

(g) Jaky je jeho prumérny vydélek (a smérodatnd odchylka jeho vydélku) pfi splnéni
denni kvoty?
E(S) = ~K¢
D)= K¢

Celnik na hranici EU ma za tkol kontrolovat nepretrzité projizdéjici vozidla. Vime, ze
25 % vozidel veze kontraband a 40 % z nich celnik odhali. Jaké je pravdépodobnost, Ze
celnik, predtim nez objevi prvni vozidlo s kontrabandem, bude muset prohlédnout

(a) 5 aut,

(b) vice nez 10 aut.

(c) Urcete stfedni hodnotu a rozptyl poctu aut, jez musi celnik prohlédnout predtim
nez objevi prvni automobil s kontrabandem.
E(X)= aut
D(X)= aut?

Nadrizeny tohoto celnika vydal piikaz, ze celnik muze jit domd poté, co nalezne 5 aut
s kontrabandem. Pfedpoklddejme, ze prohlédnuti jednoho auta trva celnikovi 10
minut.

o
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AZIRINA
(d) Jaka je pravdépodobnost, zZe tento prikaz prodlouzi celnikovi pracovni den (8 ho- " 5
in)? R S
din)? o,,/% ““\‘y

(e) Jaka je nyni prumérné pracovni doba (a jeji smérodatna odchylka) celnika?
ED = min
. ’ ZAPADOCESKA
op = min D e

7. Bankovni dfednik provadéjici kontrolu navrht pijcek zjistil, ze se v nich nachazi 0,5
chyby na navrh. Jaka je pravdépodobnost, ze ifednik v deseti navrzich
(a) najde 6 chyb,
(b) najde vice nez 6 chyb,
(c) nenajde ani jednu chybu.

V 35 % chyb je nutno chybu priéist imyslné chybné prezentaci dat.

(d) Jaky je prumérny pocet chyb zpusobenych chybnou prezentaci v celkovém mnozstvi
100 navrhu?
E(Y) =

(e) Pokud vsSechny chybné navrhy vytradime, jaka je pravdépodobnost, ze vice nez 2
navrhy z deseti budou vyrazeny vlivem tmyslné chybné prezentace dat?

8. Pocet navstévniki Fitness Centra VSB je v priiméru 10 na hodinu. Uréete

(a) pravdépodobnost, Ze v urcitou hodinu je ve fitcentru presné 10 lidi,
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(b) pravdépodobnost, Ze v ur¢itou hodinu je ve fitcentru méné nez 5 lidi, .
v IsTRavY 7
SN
/"I(A' ““\Q%

(c) pravdépodobnost, ze v ur¢itou hodinu je ve fitcentru mezi 8 a 15 osobami.
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Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:




Kapitola 6 D’g*;mzm
Spojita rozdéleni pravdépodobnosti

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete umét

e charakterizovat jednotlivé typy spojitych rozdéleni: rovnomérné, exponencialni, Erlan-
govo, Weibullovo, normalni, normované normalni, logaritmicko-normalni,

e popsat vzajemnou souvislost mezi rozdélenimi v diskrétnim procesu a v bodovém pro-
cesu ve spojitém case.
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V predchazejici kapitole jsme se vénovali vybranym rozdélenim diskrétni nahodné velic¢iny,
nyni prejdéme k popisu rozdéleni ndhodné velic¢iny spojité. Pripomenme si, ze rozdéleni
spojité ndhodné veliciny je dano distribuc¢ni funkei, popt. hustotou pravdépodobnosti. v této
kapitole je uveden prehled vybranych rozdéleni spojité nahodné velic¢iny, ptricemz odvozeni
nékterych funkei, stiednich hodnot a rozptyla je vénovana podkapitola 6.9, kterd je urcena
zédjemcum o matematické pozadi uvedenych vztaht.

6.1. Rovnomérné rozdéleni

Jde o rozdéleni, jehoz hustota pravdépodobnosti je konstantni na néjakém intervalu (a;b) a
vsude jinde je nulova.

X..ndhodné veli¢ina s rovnomérnym rozdélenim na intervalu (a;b)
X — R(a;b)
Hustota pravdépodobnosti:

Distribuc¢ni funkce:

Stredni hodnota a rozptyl nahodné veli¢iny s rovnomérnym rozdélenim jsou dany vztahy

a+b (a—b)?

B(X) = ——,D(X) = =

o
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Obr. 6.1: Grafy hustoty pravdépodobnosti a distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny s rovhomérnym
rozdélenim na (0;2)

Vliv parametrid rovnomeérného rozdéleni na tvar krivek hustoty pravdépodobnosti a distri-
bucni funkce mizete sledovat v excelovském souboru Spojita rozdéleni (870 KB).

6.2. Exponencialni rozdéleni

Méjme Poissonuv proces, tj. v ur¢itém casovém intervalu se s konstantni stiedni rychlosti
vyskytu A objevuji udélosti, které jsou na sobé nezavislé (napr. dopravni nehody na Mar-
tinovské kiizovatce béhem jedné hodiny, prichody zakazniku do supermarketu mezi 15:00h
a 16:00h, poruchy elektronického systému béhem dvou let, atd.).
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Pak vhodnym rozdélenim pro popis doby do vyskytu prvni udalosti, popr. doby mezi
udalostmi je exponencialni rozdéleni.

Toto rozdéleni tizce souvisi s rozdélenim Poissonovym. Jestlize Poissonovo rozdéleni po-
pisuje pocet vyskyti uddalosti v ¢asovém intervalu, exponencialni rozdéleni se pouziva k
popisu doby do vyskytu prislusné udélosti. Napr. pocet dopravnich nehod na Martinovské
kiizovatce za urcity casovy interval se popisuje Poissonovym rozdélenim, zatimco dobu od
jedné nehody do druhé Ize popsat rozdélenim exponencialnim.

Obé tato rozdéleni hraji diilezitou roli v teorii spolehlivosti. Casté aplikace jsou téz v teorii
hromadné obsluhy (teorii front), kde se pomoci exponencidlniho rozdéleni modeluje doba
¢ekani ve fronte.

To, Ze ndhodna veli¢ina X ma exponencidlni rozdéleni s parametrem A (A > 0), budeme
zapisovat
X — Exp(\)

Funkce hustoty pravdépodobnosti exponencidlniho rozdéleni je dana vztahem

Aoe M >0
f(t)_{o, t<0.

Distribuéni funkce ndhodné veli¢iny s exponencidlnim rozdélenim Exzp(\) je dédna vzta-

hem
{ l—e™™ t>0

o) = 0, t<o.

o
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Obr. 6.2: Hustota a distribuéni funkce exponencidlni ndhodné veliciny

Stredni hodnota a rozptyl nahodné velic¢iny s exponencidlnim rozdélenim jsou dany

vztahy . )
—.D(X)=—.
)\7 ( ) )\2

Prevracena hodnota rychlosti vyskytu udélosti A, tj. 1/\, byva v literatufe oznac¢ovana také
jako ,parametr méritka“.

E(X) =

o

1849
v7
@ &
2 <
Ckj ““\‘\
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fit) 04 E " " " S
[ — E(X)=3
— E(X)=5
— E(X)=10

Obr. 6.3: Vliv parametru méfitka na tvar grafu hustoty exponencidlniho rozdélent

6.2.1. Intenzita poruch

Modelujeme-li dobu do vyskytu uddlosti (zivotnost, dobu do poruchy, dobu do relapsu
(ndvratu onemocnéni),apod.), pouzivime kromé hustoty pravdépodobnosti a distribu¢ni
funkce také funkci zndmou pod ndzvem intenzita poruch (hazardni funkce, angl. ,hazard
function*®).

Pro nezapornou ndhodnou veli¢inu X se spojitym rozdélenim popsanym distribuc¢ni funkci
F(t) definujeme pro F(t) # 1 (tj. F(t) < 1) intenzitu poruch \(¢) jako

f(t)
1-F(t)

Predstavuje-li nahodné veli¢cina X dobu do poruchy néjakého zarizeni, pak pravdépodob-
nost, ze pokud do ¢asu t nedoslo k zadné poruse, tak k ni dojde v nasledujicim kratkém

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI




Spojita rozdéleni pravdépodobnosti 190

useku délky At, je pfiblizné A(t) - At.

f(t)

PESX <t+AMX 20~ = po

At = A(t) - At

Jak vypada model intenzity poruch?

Pokud zustaneme u predstavy, ze nahodna velicina X popisuje dobu do poruchy néjakého
systému, pak empiricky model intenzity poruch je zobrazen na Obr. 6.4.

M)

Obr. 6.4: Model intenzity poruch

Kiivka na Obr. 6.4 se nazyva vanova kiivka (angl. ,bath tube“) a obvykle se déli na tfi
useky (I, 11, IIT).

R
57

S
<

( e 94 »
) STRAN
% D
4 ““\‘\

&
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I. v prvnim useku kiivka intenzity poruch klesa. Odpovidajici ¢asovy interval se nazyva
(obdobi zabéhu, obdobi pociteéniho provozu, obdobi osvo-
jovani nebo obdobi détskych nemoci podle analogie s imrtnostni kiivkou ¢lovéka).
Pri¢inou zvysené intenzity poruch v tomto obdobi jsou poruchy v disledku vyrobnich

vad, nespravné montaze, chyb pri navrhu, nebo pri vyrobé apod.

IT. Ve druhém tseku dochédzi k béznému vyuzivani zabéhnutého vyrobku, k porucham
dochazi vétsinou z vnéjsich pricin, nedochézi k opotiebeni, které by zménilo funkéni
vlastnosti vyrobku. Intenzita poruch je v tomto obdobi ptiblizné konstantni. Piislusny
casovy interval se nazyva obdobi normélniho uziti, ¢i obdobi stabilniho zivota.

ITI. Ve tretim tseku procesy starnuti a opotfebeni méni funkéni vlastnosti vyrobku, pro-
jevuji se nastradané otresy vyrobku z obdobi II, trhliny materidlu a intenzita poruch
vzrusta. Piislusny casovy interval se nazyva obdobi poruch v dusledku starnuti a
opotrebeni.

Intenzitu poruch modelujeme v jednotlivych dsecich pomoci riznych rozdéleni.

Vliv parametri exponencidlniho rozdéleni na tvar krivek hustoty pravdépodobnosti, distri-
bucni funkce a intenzity poruch muZete sledovat v excelovském souboru Spojita rozdélent
(870 KB).

6.2.2. Exponencialni rozdéleni = ,;rozdéleni bez paméti*

Dosazenim lze jednoduse ukazat, ze intenzita poruch nahodné veli¢iny s exponencidlnim
rozdélenim Exp(A) je ddna vztahem

A(t) = X = konstanta, t > 0.

@:
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M4-1i doba do vyskytu udélosti exponencialni rozdéleni, pak je intenzita poruch konstantni.
Tzn., 7e neni zavisla na délce predchazejiciho provozu sledovaného systému. Rikdme, ze
exponencialni rozdéleni je ,rozdéleni bez paméti“. Zda se jako by sledovany systém
wzapomnél“ na drive odpracovanou dobu. (Povazovali-li bychom dobu do poruchy monitoru
za exponencialni nahodnou veli¢inu, pak pravdépodobnost, Ze se monitor porouchd za vice
nez 200 hodin od této chvile, by nijak nezavisela na jeho stari (dobé jeho predchazejiciho
provozu)).

Modelujeme-li dobu do poruchy exponencidlnim rozdélenim, pak pravdépodobnost, ze sys-
tém, ktery pracoval bez poruchy po dobu t¢1, bude pracovat bez poruchy jesté alespon po
dobu to, je rovna pravdépodobnosti, ze systém, ktery dosud nebyl v provozu, bude pracovat
alesponl po dobu ty. (Mé-li doba do vyskytu udalosti exponencialni rozdéleni, pak infor-
mace o tom, ze udalost nenastala po dobu ¢1, neméni pravdépodobnost vyskytu udalosti v
nasledujicim obdobi délky ts.)

P(X>(t1 +t2)‘X>t1)=P(X>t2); tl;tgzo

Tato vlastnost vysvétluje pouziti exponencidlniho rozdéleni v teorii spolehlivosti. Expo-
nencialni rozdéleni popisuje dobre rozdéleni doby zivota systémii, u kterych
dochazi k poruse ze zcela niahodnych pric¢in a nikoliv v disledku opotfebeni
(mechanické opotrebeni, inava materidlu apod.), tj. u systému nachézejicich se v obdobi
stabilniho Zivota.

Priklad 6.1. Vyrobce zarovek Edison vi, ze primérna zivotnost zarovek Edison je 10.000
h. v rdmci své propagac¢ni kampané chce garantovat dobu T, do niz se nespéli vice nez
3% zéarovek. Urcete tuto dobu. (Pro modelovani doby Zivota zarovek pouzijte exponencidlni
rozdéleni.)

o
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Pro tesent tohoto prikladu miuzZete pouZit excelovsky soubor Vybrand rozdéleni pravdepodob-
nosti (600 KB).

Reseni 6.1.

6.3. Weibullovo rozdéleni

Weibullovo rozdéleni, stejné jako rozdéleni exponencidlni, slouzi k modelovani doby do
vyskytu uddlosti (doby do poruchy, doby bezporuchovosti, doby do relapsu (navratu one-
mocnéni), apod.). Zatimco exponencidlnim rozdélenim lze modelovat pouze dobu do vysky-
tu udalosti u systému, které se nachazeji v obdobi stabilniho zivota, Weibullovo rozdéleni
je mnohem flexibilnéjsi a umozinuje tak modelovat dobu do vyskytu udalosti i u systému,
které jsou v obdobi ¢asnych poruch nebo v obdobi starnuti (tj. tam kde se projevuje
mechanické opottebeni nebo tinava materidlu).

Weibullovo rozdéleni ma dva parametry: © — parametr méfitka (angl. ,scale“, © > 0, zavisi
na materidlu, namahani a podminkéch uzivani) a 5 — parametr tvaru (angl. ,shape“, 5 >0
ovliviiuje tvar intenzity poruch a tim i vhodnost pouziti pro uré¢ité obdobi doby zivota).

Ma4-li ndhodné veli¢cina X Weibullovo rozdéleni, znac¢ime to

X - W(©,p).
Distribuéni funkce nadhodné veli¢iny s Weibullovym rozdélenim je ddna vztahem
_ e (H)F
F(t) = 1—e™'®/, t>0
0, t<0.

o
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RN
Vsimnéte si, ze exponencialni rozdéleni je specidlnim typem Weibullova rozdéleni pro 5 = 1.
mete mer = 57
(Je-h /6 = ]_7 pak C"') = X) ::,* 4

Hustota pravdépodobnosti:
ZAPADOCESKA
iy = et e, 1>0 D > i
0, t <0.

Vztahy pro stredni hodnotu a rozptyl ndhodné veli¢iny s Weibullovym rozdélenim se
vyjadiuji pomoci gama funkce I'(X) (T'(X) = [;° t* te " dt).

_pl e _plyyl
E(X)—F(ﬁ—i—l)@ —F(ﬁ—i-l))\,
By e B ) — 1o
D(X)—[F(ﬁJrl) T(5+1)]@ [T(ﬁ+1) F(5+1)](/\)
Intenzita poruch:
At) = %tﬁ_l =B8N t>0,0>0,8>0.

Ze vztahu pro intenzitu poruch Weibullova rozdéleni je ziejmé, ze
A(t) = konstanta - P71,

a proto tvar intenzity poruch zavisi pouze na volbé parametru . Vliv parametru § na tvar
intenzity poruch prezentuji Tab. 6.1 a Obr. 6.5.
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VIRV
Tab. 6.1: Vliv parametru § na tvar intenzity poruch A I;!:!TI <k
0 < B < 1|obdobi détskych nemoci A1) ... klesajici funkce 2 m\"‘gv
p=1 obdobi stabilniho zivota Aty =2= % = konst. (exp. rozdéleni)
1<p<2 A1) ... konkdvni, rostouci funkce ZAPADOCESKA
p>1 obdobi starnuti p=2 Mt) ... linedrné rostouci funkce vezm
B >2 Mt) ... konvexni, rostouci funkce
A1)

B<1

Obr. 6.5: Vliv parametru 3 na tvar intenzity poruch

Viiv parametri Weibullova rozdéleni na tvar krivek hustoty pravdépodobnosti, distribucni
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funkce a intenzity poruch mizete sledovat v excelovském souboru Spojitd rozdéleni (870
KB).

Priklad 6.2. Predpokladejme, ze doba do poruchy urcitého systému je modelovana Wei-
bullovym rozdélenim s linearni a rostouci intenzitou poruch a parametrem méritka © = 50.
a) Jaka je intenzita poruch systému po deseti hodinach bezporuchové funkce?

b)Jaka je pravdépodobnost, ze systém bude pracovat bez poruchy béhem pocatecnich 100
hodin?

Pro reseni tohoto prikladu muzete pouZit excelovsky soubor Vybrand rozdéleni pravdepodob-
nosti (600 KB).

Reseni 6.2.

6.4. Erlangovo rozdéleni

Nahodna veli¢ina s Erlangovym rozdélenim popisuje dobu do vyskytu k-té udalosti v Pois-
SONnove procesu.

Erlangovo rozdéleni ma dva parametry: k — pocet udalosti (parametr tvaru, angl. ,shape®),
k nimz m4 dojit a rychlost vyskytu téchto uddlosti A (parametr méritka, angl. ,scale®).

Maé-li ndhodna veli¢ina X Erlangovo rozdéleni, znacime

Xy — Erlang(k, \).
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X mé Erlangovo rozdéleni
Obr. 6.6: Tlustrace ndhodné veli¢iny s Erlangovym rozdélenim
Xj=doba do vyskytu k-té udalosti (na obr. k = 4)
Pro Erlangovo rozdéleni s parametry k£ a A plati tyto vztahy:

Hustota pravdépodobnosti:

—Xt (Ap)k—1
f(t):{ de g, >0

0, t<0

Distribuéni funkce:

k-1 g
1— -\t ()""')] t 0
F(t) = e ]go 7 >

0, t<0




Spojita rozdéleni pravdépodobnosti 198 @

&
S

Intenzita poruch: .
p )\ “ 0 7
%/

|
At) = Y 4

STRAVY,
4 ““\‘\‘

-

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L

Stfedni hodnota: E(Xj) = §

Rozptyl: D(X}) = %

intenzita poruch

Obr. 6.7: Vliv parametru méfitka na tvar intenzity poruch (k = 4)

Intenzita poruch A(t) je v piipadé Erlangova rozdéleni rostouci funkce, a proto je toto

rozdéleni vhodné pro modelovani procest starnuti. _
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Erlangovo rozdéleni je specidlnim typem tzv. Gamma rozdéleni pro parametr k& z mnoziny
celych ¢isel. (Tuto souvislost je vhodné znat, chceme-li k nalezeni distribu¢ni funkce, popr.
hustoty pravdépodobnosti pouzit statisticky software — nékteré statistické baliky maji imple-
mentovano pouze Gamma rozdéleni a hodnoty Erlangova rozdéleni pak ziskime dosazenim
hodnoty parametru k).

Vliv parametri Erlangova rozdéleni na tvar krivek hustoty pravdépodobnosti, distribucni
funkce a intenzity poruch miZete sledovat v excelovském souboru Spojita rozdéleni (870
KB).

6.5. Souvislost mezi rozdélenimi

Mezi mnohymi dosud probranymi rozdélenimi zalozenymi na Bernoulliho pokusech a na
Poissonové procesu lze najit logickou souvislost zobrazenou na nésledujicim obrazku 6.8.
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DISKRETNI
PROCES

Bernoulliho pokusy

BODOVY PROCES
VE SPOJ. CASE

Poissonuv proces

Binomicka nahodna veli¢ina
pocet uspéchii v n pokusech

Poissonova nahodna veli¢ina
pocet udalosti v casovém
intervalu délky ¢

Geometricka nah. veli¢ina
pocet pokusit do prvniho
uspéchu

Exponencialni nah. veli¢ina
doba do prvni udalosti

Neg. bin. nahodna veli¢ina
pocet pokusit do k-tého uspéchu

Obr. 6.8: Souvislost mezi rozdélenimi v Bernoulliho pokusech a v Poissonové procesu

Erlangova nahodna veli¢ina
doba do £-té udalosti
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6.6. Normalni rozdéleni

Nejpouzivanéjsim pravdépodobnostnim rozdélenim modelujicim chovani velkého

mnozstvi ndhodnych jevi v technice, prirodnich védach i ekonomii je rozdéleni normalni.
z hlediska aplikaci byva vhodné k popisu nahodnych veli¢in, které lze interpretovat jako
aditivni vysledek mnoha nepatrnych a vzijemné nezavislych vlivii (napf. chyba métent,
odchylka rozméru vyrobku od pozadované hodnoty, ... ). Proto byvd normélni rozdéleni
také oznacovano jako zadkon chyb. Zna¢ny vyznam normalniho rozdéleni spociva rovnéz
v tom, ze za urcitych podminek lze pomoci néj aproximovat radu jinych spojitych
i nespojitych rozdéleni.

Normalni rozdéleni mé dva parametry: p — stfedni hodnotu, charakterizujici polohu tohoto
rozdéleni a o2 — rozptyl, charakterizujici rozptyleni hodnot ndhodné veli¢iny kolem stiedni
hodnoty.

POZOR!
V anglosasské literature (a v nékterych statistickyjch balicich) jsou jako parametry normdl-
ntho rozdéleni uvddény stredni hodnota p a smérodatnd odchylka o.

To, ze se nahodn4 veli¢ina X F{di normalnim rozdélenim se stfedni hodnotou p a rozptylem

o2 zapisujeme

X = N(u;0%)

Hustota pravdépodobnosti:

o
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inflexni body

p—o p p+o *

Obr. 6.9: Hustota pravdépodobnosti normdlniho rozdéleni

Grafem hustoty pravdépodobnosti ndhodné velic¢iny s normalnim rozdélenim je tzv. Gauss-
ova kfivka (Gaussuv klobouk, zvonova funkce, angl. ,bell curve®, Obr. 6.9). Jde o zvonovitou
funkci dosahujici maxima pro x = p. Parametr o udava ,horizontalni“ vzdalenost inflexnich
bodii od p a tim i sitku Gaussovy kiivky.

Vliv parametri g a o na tvar a pozici Gaussovy kiivky v soutadnicovém systému ilustruji
Obr. 6.10 a Obr. 6.11.
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Obr. 6.11: Vliv parametru ¢ na polohu Gaussovy kiivky
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Rozptyl: DX = o2

Fx) 11

u X

Obr. 6.12: Distribuén{ funkce ndhodné veli¢iny s normalnim rozdélenim
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Protoze [ e=2* dz nelze zapsat pomoci koneéné mnoha elementarnich funkci, vyuziva se
moznosti vyjadrit distribu¢ni funkci norméalni ndhodné veli¢iny pomoci distribu¢ni funkce
normované ndhodné veli¢iny, tj. normalni ndhodné veli¢iny s parametry u = 0, o2 = 1.
Distribu¢ni funkce normované nahodné veli¢iny byla v mnoha bodech uréena pomoci nu-
merickych metod a nasledné tabelovana. (Viz odstavec 6.7.1).

Vliv parametri normdlniho rozdéleni na tvar krivky hustoty pravdépodonosti muzete sledovat
v ndsledujict animaci.
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Graf Gaussovy krivky

Instrukce pro spusteni vloZengjch animact naleznete na
http://mi21.vsb.cz/adobe-reader-multimedia.




gaussiancurve_0.swf
Media File (application/x-shockwave-flash)

http://mi21.vsb.cz/adobe-reader-multimedia
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6.7. Normované (standardizované) normalni rozdéleni

Jak jiz jsme se zminili, jde o specidlni typ normélniho rozdéleni se stfedni hodnotou rov-
nou nule a jednotkovym rozptylem. To, Ze mé ndhodnd veli¢ina Z (obvyklé znaceni pro
normovanou normalni ndhodnou veli¢inu) normované normalni rozdéleni, znac¢ime

Z — N(0;1).

Na dulezitost tohoto rozdéleni ukazuje i specidlni znaceni pro distribu¢ni funkci (¢(z)) a
hustotu pravdépodobnosti ¢(z).

Hustota pravdépodobnosti:

1 2?2
o(z) = e2;—00<z<™@
@n)
Distribuéni funkce: 1 z .
(b(z) — / et2 dt
(27‘() —00

Stfedni hodnota: E(Z) =0

Rozptyl: D(Z) =1

Vyznam normovaného norméalniho rozdéleni spociva zejména v tom, ze jeho distribucni
funkce je tabelovana (viz priloha Tabulky) a lze pomoci ni poécitat distribuéni funkce
nahodnych veli¢in s normalnim rozdélenim o libovolnych parametrech p a o. v tabulkach
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o(z)

b(=2) 1— o(2)

-z () z z

Obr. 6.13: Hustota pravdépodobnosti normovaného norméalniho rozdéleni

najdeme distribuéni funkci normovaného normalniho rozdéleni pro z = 0. Pro z < 0 uréime
distribu¢ni funkeci na zakladé prevodniho vztahu mezi ¢(z) a ¢(—z2).
Hustota pravdépodobnosti normovaného norméalniho rozdéleni je suda funkce a plati pro ni
proto
o(z) = p(—2); —00 < z < 0.

Zaroven lze ukdzat (viz Obr. 6.13), ze pro distribué¢ni funkci normované normélni ndhodné
veli¢iny plati

d(z)=1—¢(—2);—c0 < z< 00
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VIRV
Ze sudosti hustoty pravdépodobnosti ¢(z) (Obr. 6.13) je taktéz zfejmé, ze pro kvantily
normovaného normélniho rozdéleni, pro které budeme pouzivat specialni znaceni z, plati %’/o,,- “\@‘53

AV
Zp = —Z1—p-
ZAPADOCESKA

Pt¥iklad 6.3. Urcete: [‘ P uwvenzima
a) 6(0,54),
b) ¢(_2’ 42)7
c) 20,75,
d) 20,25

Pro resent tohoto prikladu muzete pouzit excelovsky soubor Vybrand rozdéleni pravdépodob-
nosti (600 KB).

Reseni 6.3.

6.7.1. Standardizace normalniho rozdéleni

Jelikoz pti linearni transformaci nahodné veli¢iny ztstava normalita rozdéleni nahodné veli-
¢iny zachovana, 1ze pro urceni distribucni funkce libovolné norméalni ndhodné veli¢iny pouzit
distribu¢ni funkci normované (standardni) normélni ndhodné veli¢iny. Proces transformace
nahodné veli¢iny s normalnim rozdélenim na ndhodnou veli¢inu s normovanym normélnim
rozdélenim se oznacuje jako standardizace.

Necht
X = N(u;0”)



http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/vybrana_rozdeleni_pravdepodobnosti.xlsx
http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/vybrana_rozdeleni_pravdepodobnosti.xlsx
http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/resene_priklady_pravdepodobnost.pdf#section.6.3
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VIRV
1849
Definujme ndhodnou veli¢inu Z, mnohdy nazyvanou z-skére, jako

ey

X — xS

z=2""F
o

Néhodn4 veli¢ina Z ma normované normalni rozdéleni, Z — N(0;1). D p Zeasocesca

V PLZNI

Mezi distribucéni funkci normalni ndhodné veli¢iny X a distribué¢ni funkci normovanou nor-
malni ndhodnou veli¢inou Z plati prevodni vztah

Dukaz:

Priklad 6.4. Necht ndhodnd veli¢ina X modelujici odchylku Sitky vyrobku od pozadované
hodnoty ma normélni rozdéleni se stfedni hodnotou 10 mm a smérodatnou odchylkou 5
mm.

Urcete:

8) F(7),

b) zo,75,

a) 0,30,

Vysvétlete prakticky vyznam nalezenych informaci.
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1849
Pro reseni tohoto prikladu muzete pouZit excelovsky soubor Vybrand rozdéleni pravdepodob-
. AL <l
nosti (600 KB). D 4
oy oW
Reseni 6.4.
D b
. V PLZNI
6.7.2. Pravidlo 30

Pravidlo 30 je jednim ze zakladnich principt, na nichz stoji kontrola kvality a jakosti (SPC
— Statisitics Process Control, ISO normy pro SPC). Toto pravidlo 1ikd, ze mame-li data
pochazejici z normalniho rozdéleni o parametrech p, o2, pak téméi vSechna
(99,8% z nich) lezi v intervalu (u + 30).

Dukaz:
X = N(u,0”)

Chceme dokazat, ze P(u — 30 < X < p+ 30) = 0,998.

P(p—30 < X < p+30) = F(u+30) — F(u— 30) = p(Wtio=t) _ ple=dolny _
=¢3) —d(=3)=9(3) —[1-9¢(3)]=2-¢(3) —1=2-0,999 — 1 = = 0,998
Poznamka:

Vsimnéte si, ze
Plu—3c <X <pu+30)=P(-3<2Z<3)=0,998

=
P(X ¢ (u—30;u+30))=P(Z ¢ (-3;3)) =0,002



http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/vybrana_rozdeleni_pravdepodobnosti.xlsx
http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/vybrana_rozdeleni_pravdepodobnosti.xlsx
http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/resene_priklady_pravdepodobnost.pdf#section.6.4
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Jak lze tento vysledek interpretovat? Pravdépodobnost, ze normalni ndhodna veli¢ina X
se stfedni hodnotou p a smérodatnou odchylkou o bude mit hodnotu mimo interval (u —
— 30; 1+ 30) je stejna jako pravdépodobnost, ze z-skére bude mit hodnotu mimo interval
(—3;3), tj. pouze 0,2%. Je tedy velmi nepravdépodobné, Ze z-skére Z ¢ (—3;3).

Uvédomte si, ze tato skutecnost se vyuziva pfi identifikaci odlehlych pozorovani pomoci
z-soufadnice (z-skore).

Piiklad 6.5. Stanovme pravdépodobnost, Ze ndhodna veli¢ina X majici rozdéleni N (u, 02)
bude mit hodnotu z intervalu (u — k - o; u + k - o) pro dané kladné k.

Pro teseni tohoto prikladu miZete pouZit excelovsky soubor Vybrand rozdéleni pravdepodob-
nosti (600 KB).

Reseni 6.5.

6.7.3. Nastroje ovéreni normality

Normalita je v drtivé vétsiné analyz a testu (parametrické testy, Shewhartovy regulaéni
diagramy, indexy zpusobilosti...) hlavnim predpokladem o datech. Jde o predpoklad, ze
data pochazeji z procesu s normalnim rozdélenim. Ovéreni normality je nezbytny krok
pred kazdou zodpovédnou analyzou jednorozmérnych dat.

a) Grafické zndzornéni a vizudlni posouzeni

o
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Nejcastéji se pouziva Q-Q graf, jaddrové odhady hustoty, popt. kruhovy graf.

Q-Q graf

Jde o graf pro diagnostiku normality a odlehlych po-
zorovani. Na ose x jsou vyneseny teoretické kvantily
normalniho rozdéleni, na ose y jsou vybérové kvan-
tily konstruované piimo z dat (viz Kap. 1). Pro nor-
malni data bez odlehlych pozorovani méa graf tvar
primky, pro normélni data s odlehlymi pozorovanimi
ma tvar primky s koncovymi body lezicimi mimo tuto
primku, pro systematicky zesikmend data s kladnou
sikmosti (napf. rozdéleni lognormalni, exponencialni)
ma nelinedrni konvexni tvar.

Pro systematicky zeSikmena data se zapornou Sik-

percentage

Q-Q graf pro promennou Vaha

lambda1 = -0,5375, lambda2 = 0,0
99,9 |

99 |
95 | '
80

50 |

20 |

5 v

']_.

01| |
1380 1400 1420 1440 1460 1480

mosti ma nelinearni konkavni tvar. Pro data s vyssi Spicatosti nez odpovida norméalnimu
rozdéleni, tedy s vysokou koncentraci dat kolem stfedni hodnoty (napt. Laplaceovo roz-
déleni), mad Q-Q graf tvar konkdvné-konvexni. Pro data s nizsi Spicatosti nez odpovida
normélnimu rozdéleni, tedy s malou koncentraci dat kolem stfedni hodnoty (napf. rovno-
mérné rozdéleni), ma Q-Q graf tvar konvexné-konkavni. Proti ¢iselnym charakteristikam
ma Q-Q-graf vyhodu v moznosti vizualné posoudit, zda je pripadné poruseni normality

zpusobeno jen nékolika body, nebo vsemi daty.

o

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

Obsah

213. strana ze 293

5
"l

Zavrit dokument

I Cels obrazovka/Okno




Spojita rozdéleni pravdépodobnosti 214
Odhad hustoty e Ddiad - ke - Pencet
Dalsi moznosti ovéreni normality dat je 0o
porovnani pribéhu hustoty pravdépodo- 0B
bnosti normalniho rozdéleni (plna ¢éra) 0+
s odhadem hustoty vypocitanym na za- iz
kladé dat (pferusovana ¢ara). v pripadé 0oz
normality a vétsitho mnozstvi dat jsou si .
obé kiivky blizké. N S
W oM WM W W OW M W W M R

Kruhovy graf

Slouzi ke komplexnimu vizudlnimu posouzeni
normality na zakladé kombinace Sikmosti a Spi-
Catosti. Zeleny ,kruh* (elipsa) je optimalni tvar
pro normalni rozdéleni, ¢erna kiivka pripomi-
najici bramboru predstavuje data. v pripadé,
ze data lze povazovat za realizace ndhodné ve-
liciny s normalnim rozdélenim, se obé krivky
témér kryji.

bt -

Knbou] Grat- Uik - Peunst

13

Na obrazku 6.14 muzete porovnat grafické vystupy pouzivané pro diagnostiku norma-
lity.Prvni sloupec grafi odpovida vybérim z norméalniho rozdéleni, grafy ve druhém sloupci

o
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odpovidaji dattum, kterd normalnimu rozdéleni neodpovidaji.
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Obr. 6.14: Ukézka diagnostickych grafii pro posouzeni normality (statisticky software QC Expert
2.5)

Pro exaktni ovéreni toho, zda data lze povazovat za vybér z normalniho rozdéleni, se pouziva
mnoho druhu statistickych testi (budeme se jimi zabyvat pozdéji). Pro piiklad uvedme
test dobré shody (Goodness of Fit Test) a testy zalozené na hodnoté odhadu Sikmosti a
Spicatosti.
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6.7.4. Jak postupovat pri poruseni normality?

Jiz na zakladé posouzeni diagnostickych grafii muzeme usuzovat na to, zda neni model
normalniho rozdéleni pro analyzovana data nevhodny. v praxi se casto setkdavame s daty,
ktera predpoklad normality nespliuji, jsou zesikmena - bud kladné (dlouhy chvost napravo)
nebo zaporné (dlouhy chvost nalevo). Co s takovymi daty délat? v nékterych pripadech lze
vyuzit nasledujiciho postupu.

1. Puvodni veli¢inu transformujeme (napf. pomoci logaritmu, druhé odmocniny ¢i pie-
vracené hodnoty) na novou veli¢inu, pro kterou je model normalniho rozdéleni pfija-
telny.

2. Pozadovanou analyzu potom provedeme na transformované veli¢iné.

3. Vysledky analyzy (napf. prumeéry ¢i intervaly spolehlivosti) lze pro tcely prezentace
vysledkti zpétné transformovat.

Pokud nenajdeme vhodnou transformaci na normélni rozdéleni, nabizi statistika jiné pri-
stupy zalozené napt. na tzv. neparametrickych metodéch.

6.8. Logaritmicko-normalni rozdéleni

Jak jiz bylo zminéno, jednou z moznosti jak transformovat ndhodnou veli¢inu na ndhodnou
veli¢inu s normdalnim rozdélenim, je pouziti logaritmu. Jestlize ma ndhodna velicina Y,

@:
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Y = InX, normalni rozdéleni s parametry p a o2, pak fekneme, ze nahodné velicina X mé
logaritmicko-normalni rozdéleni se stejnymi parametry, coz zapisujeme

@:

X — LN(p;0?)

ZAPADOCESKA
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7 definice je zrejmé, ze nahodnd veli¢ina Y s logaritmicko-norméalnim rozdélenim mize na-
byvat pouze kladnych hodnot (definiéni obor Inz). Proto nachdzi uplatnéni pfi popisu
nidhodnych velicin nabyvajicich pouze kladnych hodnot a to zejména v pripa-
dech, kdy hustota pravdépodobnosti je asymetricka (Sikmost neni nulovd) s jednim
vrcholem. Znaény vyznam tohoto rozdéleni tedy nachdzime v teorii spolehlivosti (riizné
parametry soucastek nabyvaji pouze kladnych hodnot — Zivotnost, rozméry, taznost, ...),
v ekonomii pfi popisu pr{jmu (pfijmova rozdéleni), v mediciné pri popisu télesné vysky,

doba pieziti po jedné davce ozéfent, apod.

Hustota pravdépodobnosti:

A4

Distribué¢ni funkce:

Distribuc¢ni funkci logaritmicko-normalniho rozdéleni ur¢ujeme pomoci distribu¢ni funkce
normovaného normalniho rozdéleni.

Zavrit dokument
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kde z, je 100p%-ni kvantil normovaného normalniho rozdéleni

) 01F : : ‘ ‘ ‘ =R TE
[ — E(X=10,D}=100 ] I
008 | 010.009 1 08f
06 [
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02F
: — E(X)=10, DX)=100
0E; . . . . . ]
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Obr. 6.15: Grafy hustoty pravdépodobnosti a distribu¢ni funkce logaritmicko-normélni NV

Vliv parametri logaritmicko-normdlniho rozdéleni na tvar krivek hustoty pravdépodobnosti
a distribucni funkce miZete sledovat v excelovském souboru Spojita rozdéleni (870 KB).

Jak jiz bylo uvedeno v Kap. 6.7.4, pti praktickém pouzivani tohoto rozdéleni postupujeme
tak, ze nahodnou veli¢inu X nejdrive prevedeme na Y = [nX, pozadovanou analyzu prove-
deme na ndhodné veli¢iné Y a vysledky zpétné transformujeme.



http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/spojita_rozdeleni.xlsx
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Priklad 6.6. Necht X je ndhodna veli¢ina s logaritmicko-normalnim rozdélenim s parame- .
2 v IsTRAVY, 7
try: p=2; 0°=9. D S
LS
Urcete: Crg g

a) pravdépodobnost, ze ndhodnd veli¢ina X je z intervalu (0;30),
b) medidn dané ndhodné veliciny,
¢) stfedni hodnotu a rozptyl ndhodné veli¢iny X.
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Pro resent tohoto prikladu muzete pouzit excelovsky soubor Vybrand rozdéleni pravdeépodob-
nosti (600 KB).

Reseni 6.6.



http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/vybrana_rozdeleni_pravdepodobnosti.xlsx
http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/vybrana_rozdeleni_pravdepodobnosti.xlsx
http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/resene_priklady_pravdepodobnost.pdf#section.6.6

Spojita rozdéleni pravdépodobnosti 220

6.9. Trocha teorie

Tato podkapitola je urcena zajemctim o hlubsi pochopeni probirané latky. Najdete zde
naznak odvozeni distribu¢nich funkci, hustot pravdépodobnosti, stiednich hodnot a rozptyli
nahodnych veli¢in popisovanych v této kapitole.

6.9.1. Rovhomérné rozdéleni

Proc je hustota pravdépodobnosti rovnomérného rozdéleni definovana jako
1

| 3= v (ash)
f(x)—{g e 7

9 .

Odvozeni:

Uvedli jsme, ze rovnomérné rozdéleni na intervalu (a;b) je takové, jehoz hustota pravdépo-
dobnosti je konstantni na daném intervalu a vsude jinde je nulova.

7 toho vyplyva, ze vztah pro hustotu pravdépodobnosti mizeme zapsat ve tvaru

_ , =€ (a;b),ceR
f(””)—{ 0 2 (ab)

Pro nalezeni konstanty ¢ vyuzijeme, ze obsah plochy ,,pod* funkci hustoty pravdépodobnosti
musi byt rovna 1.

/_Zf(m)dle
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VIRV
o0 b b Y Izr;;l 7
/_ f(z)dz = / cdz = [cx], = c(b—a) e
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Odvozeni distribuc¢ni funkce rovnomérného rozdéleni

Distribu¢ni funkce je obecné dédna vztahem F'(x f f(t)dt . v pripadé rovnomérného
rozdéleni, jehoz hustota pravdépodobnosti je

x € (—o0a): F(z) = % _0dt=0,
z€(a;b): Flz)= [ 0dt+ [ dt = [zL ]w—g
€ (b;o0) : F(z) = [ Odt—f—fb B —dt =0+ =2

Oam
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Distribué¢ni funkce rovnomérné ndhodné veli¢iny je tedy ddna vztahem

0, x € (—o0;a)
F(x) = x € (a;b)
1, z € (b; 00).

Odvozeni stiredni hodnoty a rozptylu

Obecny vztah pro stfedni hodnotu spojité NV je E(X) = [
mérné ndhodné velic¢iny plati

~ o T f(x)dz. v pripadé rovno-

b 270b 2 2
1 1 b° — b
E(X)—/a:-b_adxz [%] = @ _at

o 2(b—a) 2
Rozptyl NV urcujeme pomoci stredni hodnoty a druhého obecného momentu NV. Stredni
hodnotu jiz zname, druhy obecny moment rovnomérné NV uréime jako
B(X?) = [%, 2% f(z)da

E(X?) = [’2? L dz

. _ a’+abtb?
b—a 3 3

Dle znamého vypocetniho vztahu pak muzeme urcit rozptyl.

D(X) = B(X?) — (B(X))? = g8 _
_ (a=b)?

12

(a+b) _ 4a®44ab+4b%>—3a” —6ab—3b?
B —

12

— a?—2ab+b% __

222
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6.9.2. Exponencialni rozdéleni

Odvozeni distribuéni funkce doby do poruchy zarizeni nachazejiciho se v obdobi
stabilniho Zivota

Exponencialni ndhodnd veli¢ina se pouzivd k modelovani doby do vyskytu udéalosti (po-
ruchy), popripadé doby mezi uddlostmi v Poissonové procesu (intenzita poruch musi byt
konstantni).

Definujme ndhodnou veli¢inu X jako dobu do vyskytu udalosti a ndhodnou veli¢inu V; jako
pocet vyskytu udalosti v ¢asovém intervalu (0;¢). Necht X — Exp(\) a Ny — Po(At).

Na zéakladé logické uvahy, pak mizeme tvrdit, ze jevy N; = 1 (v ¢asovém intervalu (0;¢)
dojde k alesponi jednomu vyskytu udalosti) a X < t (doba do udélosti je mensi nez t) jsou
ekvivalentni, coz zapiSeme

(Nz2t)e (X <t).

Na zékladé vyse uvedené ekvivalence jevi pak muzeme zapsat i prislusné vztahy pro jejich
pravdépodobnosti a z nich odvodit distribuéni funkei ndhodné veli¢iny X (doby do vyskytu
udélosti).

P(X <t)=P(N; 2 1)

F(t)=1-P(N, < 1)
F(t)=1— P(N; = 0)
F(t) =1— w

0!
Ft)=1—e?t>0; )

@:
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Odvozeni hustoty pravdépodobnosti exponencidlniho rozdéleni s>
Hustotu pravdépodobnosti odvodime z prevodniho vztahu mezi hustotou a distribuc¢ni APADOCESKA
funkei. dF(t) | 2 sn:’llvzsunlzm
f@)=——+
dt

fO) =xM>0,A>0

Odvozeni intenzity poruch exponencialniho rozdéleni

Intenzita poruch je rovna podilu hustoty pravdépodobnosti a dopliku distribu¢ni funkce.

ay =YD piy <10

T1-F(t)
A e 1
M =g = T Bx

Odvozeni strfedni hodnoty a rozptylu
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E(z) :/OOt-f(t)dt:/ooot-)\-e_’\tdt:

— 00
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= lim [—t~e_/\t]a+/ e Mdt=(-1)- lim iJr/ e Mdt =
0 0

a=-00 0

1 3 3 1
= (=1) - lim —+/ e‘“dt:0+/ e Mdt = lim [_X'e_M] =
0 0

a=00 \ - e)‘“ a=>00

1

A

Rozptyl je roven rozdilu druhého obecného momentu a kvadratu stredni hodnoty. Stredni
hodnotu jsem jiz odvodili, musime tedy urcit jesté druhy obecny moment.
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2,

_ ()\t2) I a—At

E(Q’}) _ / t2 . f(t) dt = / t2 5 2\ o e_>‘t dt = W = (2)\t) v = (_e%) e—)\t

—00 0
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e’} 2 e’}
~ lim [—tQ-e—M]:jL/ 2.t e Mdt = (~1)- lim a—+/ 2.t e Mdt =
0 0

a=>00 a=oc0 e\

2

2 o0
- +/ 2.t-eMdt=(-1) lim ———+
0

=(=1)- lim

a=c0 \ - ero a=00 \2 . ela

o o0
+/ 2-t-e_>‘tdt:0+/ 2.t.e Mdt =
0 0

g —2t A\t @ o0 2 A\t o -2 . a
—alggo[ 3 e ]0—1—/0 ()\) e dt = X alggoe)\a—

2 . ] 2 . 0 2 . 2
e dim [ = () D=
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VIR
Nyni muzeme urcit rozptyl. v 57
5
D(X)=E(X*- (BEX)?=%-(32=% LS
A2 A A2
D b
V PLZNI

6.9.3. Erlangovo rozdéleni

Odvozeni distribu¢ni funkce Erlangova rozdéleni
Necht

X}, je doba do vyskytu k-té udélosti v Poissonové procesu, X — Erlang(k; ),
Ny je pocet vyskytu udélosti v ¢asovém intervalu Ny — Po(At).

Plati, Ze v ¢asovém intervalu (0;t) nastane alespon k udélosti pravé tehdy, kdyz doba do
vyskytu k-té udalosti je mensi nez t.

(Nt 2 ke (X <t))
7 této ekvivalence lze odvodit distribu¢ni funkci Erlangova rozdéleni.
k—1

) k—1 )
F(t)=P(Xp <t)=P(N; 2 k) =1-P(N; <k) =1— 3 (e M— )y =1 M. 5> L
=0 =0

Odvozeni hustoty pravdépodobnosti

Hustotu pravdépodobnosti ziskame derivaci distribuéni funkce.
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A\ I%!;I AT
k-1 i k—1 . . o : 4
f(t) = dF—(t) — )\ o eiAt (At)j + (_e*)\t) .7 ) ()\t)j ! : >\ _ Ki Il\\‘%
il
dt = ! = 1
ZAPADOCESKA
= kol -1 [‘ Ve
Y (At)’ »Y (At)!
—)\~€ j' —)\e Z(]_l)'
J=0 J=1
k—2
)T ()R
= (k—1)
k-2 _ k—2 : B
et N () F AN (At)s e M Ay o=t (At)F—1
2] (E—1)! Jl (F—1)!
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Odvozeni intenzity poruch

Intenzita poruch je ddna podilem hustoty pravdépodobnosti a dopliku distribuéni funkce.

__f@®)
M) =R =
B ()\t)k—l
_A'eM k-1 Y B A B
= _)\t‘k—l ()\t)j - B k—1 (At)7 - B 'k—l (/\t)J—k-i-l
¢ 7=0 j' (k 1)' 7=0 ()\t)k_l ]' (k 1)' ]go ]'
A A
- k1 1 - 1 1

Odvozeni strfedni hodnoty a rozptylu

Oznacme

X}, ... doba do vyskytu k-té udélosti v Poissonové procesu, X — Erlang(k; \) X...doba do
vyskytu udélosti v Poissonové procesu,X — Exp(A).

Je ziejmé, ze Erlangova ndhodnd veli¢ina (s parametry k; \) je souc¢tem k exponencidlnich
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veli¢in (s parametrem \).
k
X = Z X
i=1
7 vlastnosti stfedni hodnoty vime, ze stfedni hodnota souc¢tu nahodnych veli¢in je rovna

souctu jejich stfednich hodnot.

k 1 1 k
E(Xk):ZE(X):X"FX-F..."F—:X
=il

Jednotlivé exponencidlni ndhodné velic¢iny jsou nezavislé, a proto také rozptyl souctu na-
hodnych veli¢in je roven souctu jejich rozptylu.
r 11 1k
D(Xk):ZD(X):§+ﬁ+...+ﬁ=ﬁ
i=1

6.9.4. Logaritmicko-normalni rozdéleni

Odvozeni distribuc¢ni funkce logaritmicko-normalniho rozdéleni

Necht
Y=InX

X = LN(p;0%) &Y — N(u;02)
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Fx(z), resp. Fy(y), jsou distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny X (resp. Y)

Vo >0:Fx(z) = P(X <z2)=P(e¥ <z)=P(Y <Inz) = Fy(lnz) = qﬁ(w)

(o

Odvozeni hustoty pravdépodobnosti logaritmicko-normalniho rozdéleni

fx(x)...hustota pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X

Inz—p

d nr—
Wi > 0 fr(e) = ZxE) = ) _ pdmenuy L L

gyt (§
Z g zo/(2m)

Inx— 2
(==8)

(lnz—p)?
202

1 .
o xa\/z%r) ©

Vccg():fx(x)=0

Odvozeni vztahu pro vypocet 100p% kvantilu

P(X <ap)=p
F(zp) =p
(=) = p
Bty = p

Vzhledem k tomu, Ze ¢(z,)=p (2, je 100p% kvantil normované normalni ndhodné veli¢iny),
plati:
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’ UNIVERZITA
V PLZNI




Spojita rozdéleni pravdépodobnosti

7 toho plyne, ze

Inz,=0-2,+p

Tp =e(pu+0 - 2p)
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Shrnuti:

Jednim ze zékladnich spojitych rozdéleni pravdépodobnosti je rozdéleni rovnomérné (rek-
tangularni) na intervalu (a;b). Nésledujici dvé rozdéleni jsou zaloZena na Poissonovském

Nazev . « .
rozdéleni Popis Hustota pravdépodobnosti EX) D(X)
Rovnomérné 1) je na (a;b) 0 =) 5= X€ (a;b) a+b | (a-b)
na (a;b) konstantni, jinde nulova X) = b—a 2 12
0 x & (a;b)

procesu, tj. na predpokladu, ze jednotlivé udédlosti nastavaji nezavisle na sobé, s konstantni
stredni rychlosti vyskytu. Tato rozdéleni se pouzivaji vétsinou pro popis ndhodné velic¢iny
definované jako doba do k-té udalosti (poruchy), popt. doba mezi udalostmi (poruchami).

Néizev Hustota pravdépodobnosti,
T Popis distribuéni funkce, EX) D(X)
rozdéleni . .
intenzita poruch
Exponencialni | doba do prvni udélosti, fO)=2- e t>0:1>0
doba mezi udalostmi " ’ ’ 1 1
(popisuje pouze obdobi Ft)=1-¢7; t>0,4>0 — -
stabilniho Zivota) At)=A=konst;  t>0,A>0 A A
Erlangovo doba do k-t¢ udalosti -1
8 Fiy=nen P
(k1)
k-1 J
F()-1-e 312 k k
s 2 2
2
M) = —— gy
-y ————
v Z (k1= j)!(A)’
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Pro modelovani doby do vyskytu prvni udalosti zarizeni, kterd se nachazeji v obdobi dét-
skych nemoci nebo v obdobi starnuti, pouzivime rozdéleni Weibullovo.

Nézev Hustota pravdépodobnosti,
e Popis distribu¢ni funkce, EX) D(X)
rozdéleni q q
intenzita poruch
Weibullovo doba do prvni udalosti _ B+B-1,—-(At)B
t) = pAPtP e ,
(vhodna volba # umoz- FtH)=1-e¢ ,
fiuje pouziti v libovol- At) = ﬁ/lﬁtﬁ_l,
ném obdobi intenzity £>0:1>0: [); >0
poruch) ! ! )

P1i popisu nahodnych veli¢in nabyvajicich pouze kladnych hodnot a to zejména v pripadech,
kdy hustota pravdépodobnosti je asymetricka, pouzivame logaritmicko-norméalni rozdéleni.

Nazev . v
“ . Vlastnosti Hustota pravdépodobnosti E D
rozdéleni P p X )
Logaritmicko- distribuéni funkci
normalni urcujeme prevodem na
distrib}l}fni funk’cli n 1 (nx—p)? M%z 7
normovaného normalniho — e 202 ;x>0 |e 2ura® (o
rozdéleni f&) =9 xov2m e (e ’1)
0; x <0.
Inx —p
e
0; x <0.
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Nejdulezitéjsim pravdépodobnostnim rozdélenim popisujicim chovani velkého mnozstvi na-
. P S PR AL <l
hodnych jeva v technice, prirodnich védach i v ekonomii je rozdéleni normalni, jehoz pa- D) 7S
. ~ 7 . .2z , v z 2 Cxj )
rametry jsou stfedni hodnota u a rozptyl o2, a jeho specidlni typ rozdéleni normované <
normalni s parametry = 0 a 02 = 1. Podobné jako u jinych rozdéleni jde pouze o model,
kterému se redlna data vice ¢i méné priblizuji. D p ZArsonteses
UNIVERZITA
V PLZNI
Nazev . Hustota pravdépodobnosti
“r Vlastnosti e ’ E D
rozdéleni distribuéni funkce X X
Normované distribuéni funkce ®(z) o
normalni je tabelovana, hustota | ¢(x) = e % —0<x<®©
pravd&podobnosti je N2 0 1
suda funkce znama pod
nazvem ,,Gausstiv . 2
klobouk* D(x) = [ J' e 2dt
N2m 2
Normalni distribu¢ni funkci 1 7[ - ]2
uréujeme pomoci F(x)= A S
standardizace normalni o~N2m
nahodné veli¢iny n o’
x —_ _ 2
F(x)= cb[ £ ) L A7
o F(x)= fe ) ar
o2 =,

V SPC (spolehlivost a jakost, statistickd kontrola jakosti) se velmi ¢asto pouziva pravidlo
3 sigma. Podléhaji-li data normélnimu rozdéleni se stfedni hodnotou p a smérodatnou
odchylkou o, pak se vétsina z nich (99,8%) nachazi v intervalu (u — 30; pu + 30).
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Test

Jak pracovat s testy?

@:
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1. (4b.) Rozhodnéte o pravdivosti nasledujicich vyroki.

A4

(a) Intenzita poruch (hazardni funkce) je neklesajici funkce.

(b) Exponenciélni rozdéleni pouzivime k modelovani Zivotnosti vyrobku nachazejicich
se v obdobi starnuti.

(¢) Exponenciédlni rozdéleni je specidlnim pripadem Erlangova rozdéleni.
(d) Exponenciélni rozdéleni je specidlnim ptripadem Weibullova rozdéleni.

(e) Weibullovo rozdéleni lze pouzit k modelovéani Zivotnosti vyrobki nachézejicich se v e
libovolném obdobi Zivota.

236. strana ze 293
f) Normalni rozdéleni ma pravé jeden parametr.

5
"l

()
(g) Hustota pravdépodobnosti normélni ndhodné veliciny je suda funkce.
(h) Distribu¢ni funkce normalni ndhodné veli¢iny je tabelovana.

(1)

i) M&-li ndhodnd veli¢ina normdlni rozdéleni, pak (stfedni hodnota = medidn = mo-
dus).
(j) Méa-li ndhodné veli¢ina normélni rozdéleni se stfedni hodnotou p a sm. odchylkou
o, pak priblizné 5% hodnot ndhodné veli¢iny lezi mimo interval (1 — 30; u + 30).
(k) Logaritmicko-normalni ndhodnd veli¢ina ma zapornou Sikmost.
(1) Necht ma nahodnd velicina X normadlni rozdéleni a ndhodné veli¢ina ¥ = In X.
Néahodna veli¢ina Y ma logaritmicko-normalni rozdéleni. Zav#it dokument

I Cels obrazovka/Okno
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VIRV
2. (3b.) Dopliite: ‘.7
(a) Intenzitu poruch lze pouzit k popisu spojitych nahodnych ‘"&,,0“ ““\“&é
velicin.
(b) Exponencidlni rozdéleni pouzivime k modelovéani zivotnosti vyrobku nachézejicich APADOEESK
se v obdobi D > nnenziTa

(¢) Pro modelovani zivotnosti vyrobku, ktery m4 linedrné rostouci intenzitu poruch lze
pouzit Weibullovo rozdéleni s parametrem tvaru 8 =

(d) Gaussova kiivka je grafem normélniho rozdéleni.

(e) Identifikace odlehlych pozorovani pomoci z-souradnice je zaloZena na pravidle

(f) Logaritmicko-normélni NV ma sikmost.

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:
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Priklady k procviceni

o

Jak pracovat s testy?

Nahodna velicina popisujici dobu vypracovani testu ma normélni rozdéleni se stredni D > e
hodnotou 60 minut a smérodatnou odchylkou 10 minut.
(a) Kolik % studentt dokonéi test do hodiny a ¢tvrt? %
(b) Jaka doba (v hodindch) by méla byt stanovena, aby test dokoncilo prumérné 95%
studentt?
Vyrobni zafizeni ma poruchu v priméru jednou za 2000 hodin. Jaka je pravdépodob-
nost, ze pristroj bude pracovat déle nez 550 hodin? Obsah

Zivotnost Zarovky mé exponenciélni rozdéleni se stfedni hodnotou 400 h. s jakou prav- 238. strana ze 293
dépodobnosti bude zirovka svitit dalsich 100 hodin, jestlize jiz svitila 600 hodin?

5
"l

Odhadujeme, Ze stfedni zivotnost urcitého pristroje je 110 dni. s jakou pravdépodob-
nosti bude zivotnost ndhodné vybraného pfistroje mezi 100 a 150 dny?

Pri kontrole jakosti prebirame soucastku pouze tehdy, jestlize se jeji rozmér pohybuje
v mezich 26 az 27 mm. Rozméry soucastek maji normalni rozdéleni se stiedni hodno-
tou 26,4 mm a smérodatnou odchylkou 0,2 mm. Jaké je pravdépodobnost, Ze rozmeér

soucastky ndhodné vybrané ke kontrole bude v pozadovanych mezich?
Zavfit dokument
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Primérna doba mezi prijezdy nakladnich automobili s betonovou smési je 10 minut.
Jaka je pravdépodobnost, ze doba mezi prijezdy dvou vozidel bude kratsi nez 7 minut?

Firma ziskd z kazdého prodaného vyrobku 100,-K¢. Za vyménu béhem zarucni lhity
zaplati 300,-K¢&. Zivotnost vyrobku v letech mé normalni rozdéleni N(3;1). Jakou za-
ru¢ni dobu v mésicich ma firma stanovit, aby stfedni (pramérny) zisk byl alespon 60,-
K¢ /vyrobek?

Doba do vybiti knoflikové baterie se ridi exponencialnim rozdélenim.
(a) Jakd je stfedni doba (v hodindch) do vybiti, vime-li, ze 4000 hodin prezije 1%

téchto baterii?

(b) Je-li sttedni doba do vybiti 3150 hodin, kolik procent téchto baterii prezije 4000
hodin? %

Chybu pfi méfeni urcité veliciny modelujeme norméalnim rozdélenim s nulovou stfedni
hodnotou a s rozptylem 1,5. Uréete interval (soumérny podle pocatku), ve kterém se
bude nachézet chyba v 90% méreni.

P(-7<X <+7)=0,9 =

Obsah necistot v odpadnich vodach je popsan normélnim rozdélenim se stiedni hodno-
tou 0,18 a smérodatnou odchylkou 0,03. Vypoctéte:
(a) procento zkousek, pti kterych obsah necistot prekro¢i hodnotu 0,24.

%

(b) hodnotu obsahu necistot, kterd bude prekrocena ptiblizné v 1% zkousek.

o
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Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:
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Kli¢ k prikladiim k procvicéeni

Ulohy k FeSeni

1. X ... diskrétni NV
a)

X; 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
P(X=x)) 1/36 | 2/36 | 3/36 | 4/36 | 5/36 | 6/36 | 5/36 | 4/36 | 3/36 | 2/36 | 1/36
0,18 -
0,16 - ®
0,14 - ° .
012 -
= [ ]
X 0,1 4
£ 0,08 - . o
0,06 - . .
0,04 -
0,02 - ¢ ¢
0 . . . . . .
0 2 4 6 8 10 12 14
X
b)
Xi (-00;2> (2;3> (3;:4> (4;5> (5;6> (6;7>
F(x) 0 1/36 3/36 6/36 10/36 15/36

o

57

S
<

‘ e 94 »
) STRAN
% v
0k4- ““\‘\

&
S

-

2,
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x; (7:8> (8;9> (9;10> (10;11> | (11;12> (12;0)
F(xy) 21/36 26/36 30/36 33/36 35/36 1
Distribu¢ni funkce
1,2
14 o “—
o—e
0.8 o—e
o—e
§ 0,6 4 o—e
0.4 oo
o—e
0.2 o—e
o—e
T A" Q_. T T d
-5 0 5 10 15
) B(X)=17

d) D(X) =210/39 = 5,83

Zpét na priklad

o
] |

“ 2 7
%,

»
STRAN §
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>

&
S
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R

4.

P(x) | 4/60 | 28/60

10/60

7/60 | 6/60

4/60

1/60

(0;1)

(1;2)

(2;3)

(3;4)

(4;5)

(5;6)

(6; )

4/60

32/6042/60

49/60

55/60

59/60

Zpét na priklad

X 100 | 150

300

500

P(x) | 0,15 | 0,30

0,35

0,20

Zpét na priklad

a) 0,25

=3

C

o,
= L I

=0

2>

0
E(X)=—1/3, D(X) = 1/18, o = 0,236

&
S

\C
Q; Z

-

<2k

)

STRAVY,
Y, %
/05'4' ““\Qﬁ

L
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e) Zo,5 = —0,293
Zpét na priklad

5. a) 1/8

)
3 .
b i@ ={ & 150
¢) E(X)=1,50,0=0,39
d) 0,875

e) & =2

Zpét na priklad

6. PAS|X|S2)=et—e2
Zpét na priklad

7. B(Z) =10, B(Q) = —6, D(Z) = 100, D(Q) =

Zpét na priklad

25
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Kli¢ k prikladiim k procvicéeni

Ulohy k FeSeni

1. S...soucet vysledkid na obou mincich
R... rozdil vysledki na obou mincich

a) Diskrétni ndhodny vektor

b) Korelaéni tabulka (sdruzené pravdépodobnosti, marginalni pravdépodobnosti)

R/S 0 1 2 Pr(r)
-1 0 025 0 0,25
0 0,25 0 0,25 0,5
1 0 0,25 0 0,25

Py(s) 0,25 0,5 0,25 1

¢) Margindln{ pravdépodobnosti najdete ve vyse uvedené korelacni tabulce.

d) E(S) =1,0,D(S) = 0,5,E(R) = 0,0, D(R) = 0,5,

e) cov(S,R) = 0,0,

0,5 0,0
var(X) = ( 0.0 0.5 )
£)p(S, R) = 0,0,

1 0,0
var(X)z(OO 1 )
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g) S,R nejsou nezavislé ndhodné veliciny.

Zpét na priklad

2. Nasledujici vysledky byly ziskdny pomoci programu Statgraphics.

Correlations
Teplota Tlak
Teplota 0,3823
Tlak 0,3823

246 o
AY

0

N
STRA §
4
/0‘,4. 5 “\Q‘v
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p(Teplota, Tlak) = 0,382 = stiedné silnd pozitivni korelace, tj. pravdépodobné s rostouci teplo-

tou roste i systolicky tlak ridi¢i autobusu. To potvrzuje i graficky zaznam nameérfenych hodnot
uvedeny nize (graf vpravo nahote). (Otdzkou je, zda lze turdit, Ze rostouct teplota pisobi na rist
tlaku — tuto kauzalitu by bylo vhodné konzultovat s lékari. Zrovna v tomto pripadé by mohlo jit

pouze o zddnlivou korelaci.)

Teplota °

° Tlak

Zpét na priklad
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RN
3. X je spojity ndhodny vektor. I!V!I
“ IsTRaNY, 7
2 7 "8‘”
_J 3(r+1), re(0:1) Chi g
Y =1 5 R
1
_J 3s+1), se€(0;1)
s ={ 3 o s
V PLZNI
b)
0 r € (—o0;0)
Fgr(r) = %’I"(’I“—l-z), r ¢ (0;1)
1 r € (1;00)
0 s € (—00;0)
Fs(s) =< 3s(2s+1) se(0;1)
1 s € (1;00)
o) B(R) = §, D(R) = 155, E(S) = 35, D(S) = 3,
d) cov(R,S) = —%, p(R,S) = —245—3298 = —0,98 = silnd negativni korelace, tj. s vysokou

pravdépodobnosti s rostoucim R linedrné klesa S.

Zpét na priklad
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1849

Reseni kvizu T7
x>

ReSeni kvizu: Pravdépodobnost vyhry s pivodni volbou je 1/3. Zméni-li soutézici svou
volbu, zvysi se pravdépodobnost jeho vyhry na 2/3.
(Podrobny rozbor Monty Hallova problému najdete napriklad na Wikipedii.)

Zpét na otazky
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RN
T1. Distribu¢ni funkce normovaného normalniho rozdéleni O(x) o -
f“o S
pro x > 0 s
O(—z)=1-06(x)
ZAPADOCESKA
X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 D ’ UNIVERZITA
V PLZNI
0,0 | 0500 | 0,504 | 0,508 | 0,512 | 0516 | 0,520 | 0,524 | 0,528 | 0,532 | 0,536

0,1 | 0,540 | 0,544 | 0,548 | 0,552 | 0,556 | 0,560 | 0,564 | 0,567 | 0,571 | 0,575
0,2 | 0,579 | 0,583 | 0,587 | 0,591 | 0,595 | 0,599 | 0,603 | 0,606 | 0,610 | 0,614
0,3 | 0,618 | 0,622 | 0,626 | 0,629 | 0,633 | 0,637 | 0,641 | 0,644 | 0,648 | 0,652
0,4 | 0,655 | 0,659 | 0,663 | 0,666 | 0,670 | 0,674 | 0,677 | 0,681 | 0,684 | 0,688
0,5 | 0,691 | 0,695 | 0,698 | 0,702 | 0,705 | 0,709 | 0,712 | 0,716 | 0,719 | 0,722
0,6 | 0,726 | 0,729 | 0,732 | 0,736 | 0,739 | 0,742 | 0,745 | 0,749 | 0,752 | 0,755
0,7 | 0,758 | 0,761 | 0,764 | 0,767 | 0,770 | 0,773 | 0,776 | 0,779 | 0,782 | 0,785
0,8 | 0,788 | 0,791 | 0,794 | 0,797 | 0,800 | 0,802 | 0,805 | 0,808 | 0,811 | 0,813
0,9 | 0,816 | 0,819 | 0,821 | 0,824 | 0,826 | 0,829 | 0,831 | 0,834 | 0,836 | 0,839
1,0 | 0,841 | 0,844 | 0,846 | 0,848 | 0,851 | 0,853 | 0,855 | 0,858 | 0,860 | 0,862
1,1 | 0,864 | 0,867 | 0,869 | 0,871 | 0,873 | 0,875 | 0,877 | 0,879 | 0,881 | 0,883
1,2 | 0,885 | 0,887 | 0,889 | 0,891 | 0,893 | 0,894 | 0,896 | 0,898 | 0,900 | 0,901
1,3 | 0,903 | 0,905 | 0,907 | 0,908 | 0,910 | 0,911 | 0,913 | 0,915 | 0,916 | 0,918
1,4 | 0919 | 0,921 | 0,922 | 0,924 | 0,925 | 0,926 | 0,928 | 0,929 | 0,931 | 0,932
1,5 1 0,933 | 0,934 | 0,936 | 0,937 | 0,938 | 0,939 | 0,941 | 0,942 | 0,943 | 0,944
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X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1,6 | 0,945 | 0,946 | 0,947 | 0,948 | 0,949 | 0,951 | 0,952 | 0,953 | 0,954 | 0,954
1,7 | 0,955 | 0,956 | 0,957 | 0,958 | 0,959 | 0,960 | 0,961 | 0,962 | 0,962 | 0,963
1,8 | 0,964 | 0,965 | 0,966 | 0,966 | 0,967 | 0,968 | 0,969 | 0,969 | 0,970 | 0,971
1,9 | 0,971 | 0,972 | 0,973 | 0,973 | 0,974 | 0,974 | 0,975 | 0,976 | 0,976 | 0,977
2,0 1 0977 | 0,978 | 0,978 | 0,979 | 0,979 | 0,980 | 0,980 | 0,981 | 0,981 | 0,982
2,1 | 0,982 | 0,983 | 0,983 | 0,983 | 0,984 | 0,984 | 0,985 | 0,985 | 0,985 | 0,986
2,2 | 0,986 | 0,986 | 0,987 | 0,987 | 0,987 | 0,988 | 0,988 | 0,988 | 0,989 | 0,989
2,3 1 0,989 | 0,990 | 0,990 | 0,990 | 0,990 | 0,991 | 0,991 | 0,991 | 0,991 | 0,992
2,4 10992 | 0,992 | 0,992 | 0,992 | 0,993 | 0,993 | 0,993 | 0,993 | 0,993 | 0,994
2,5 10,994 | 0,994 | 0,994 | 0,994 | 0,994 | 0,995 | 0,995 | 0,995 | 0,995 | 0,995
2,6 | 0,995 | 0,995 | 0,996 | 0,996 | 0,996 | 0,996 | 0,996 | 0,996 | 0,996 | 0,996
2,7 1 0,997 | 0,997 | 0,997 | 0,997 | 0,997 | 0,997 | 0,997 | 0,997 | 0,997 | 0,997
2,8 | 0,997 | 0,998 | 0,998 | 0,998 | 0,998 | 0,998 | 0,998 | 0,998 | 0,998 | 0,998
2,9 1 0,998 | 0,998 | 0,998 | 0,998 | 0,998 | 0,998 | 0,998 | 0,999 | 0,999 | 0,999
3,0 [ 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999
3,1 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999
3,2 1 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999
3,3 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000
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T2. Vybrané kvantily normovaného normalniho rozdéleni
Rl—a = —Ra
a | 0,000 | 0,0500 | 00250 | 00100 | 0,0050 | 0,0010 | 0,0005 | 0,0001
Zq | 12816 | 1,6449 | 19600 | 23263 | 2,5758 | 3,0902 | 32905 | 3,7190

T7

- OspaN™ N
«é’ STRAY $
2, <S>
Sk g\
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T3. Vybrané kvantily x> rozdéleni s v stupni volnosti ‘_@7
2 S
%"% u“\“"&\
stupné volnosti
v 0,0001 | 0,0005 0,01 0,025 0,05 0,1 0,25 0,5 U
1 0,000 0,000 0,000 0,001 0,004 0,016 0,102 0,455 > Ve
2 0,000 0,001 0,020 0,051 0,103 0,211 0,575 1,386
3 0,005 0,015 0,115 0,216 0,352 0,584 1,213 2,366
4 0,028 0,064 0,297 0,484 0,711 1,064 1,923 3,357
5 0,082 0,158 0,554 0,831 1,145 1,610 2,675 4351
6 0,172 0,299 0,872 1,237 1,635 2,204 3,455 5,348
7 0,300 0,485 1,239 1,690 2,167 2,833 4,255 6,346
8 0,464 0,710 1,646 2,180 2,733 3,490 5,071 7,344
9 0,661 0,972 2,088 2,700 3,325 4,168 5,899 8,343
10 0,889 1,265 2,558 3,247 3,940 4,865 6,737 9,342
11 1,145 1,587 3,053 3,816 4,575 5,578 7,584 10,341
12 1,427 1,934 3,571 4,404 5,226 6,304 8,438 11,340
13 1,733 2,305 4,107 5,009 5,892 7,042 9,299 12,340
14 2,061 2,697 4,660 5,629 6,571 7,790 10,165 | 13,339
15 2,408 3,108 5,229 6,262 7,261 8,547 11,037 | 14,339
16 2,774 3,536 5,812 6,908 7,962 9,312 11,912 | 15,338
17 3,157 3,980 6,408 7,564 8,672 10,085 | 12,792 | 16,338
18 3,555 4,439 7,015 8,231 9,390 10,865 | 13,675 | 17,338
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19 3,968 4912 7,633 8,907 10,117 11,651 14,562 18,338
20 4,395 5,398 8,260 9,591 10,851 12,443 15,452 19,337
21 4,835 5,896 8,897 10,283 11,591 13,240 16,344 20,337
22 5,286 6,404 9,542 10,982 | 12,338 | 14,041 | 17,240 | 21,337
23 5,749 6,924 10,196 11,689 13,091 14,848 18,137 22,337
24 6,223 7,453 10,856 | 12,401 | 13,848 | 15,659 | 19,037 | 23,337
25 6,707 7,991 11,524 13,120 14,611 16,473 19,939 24,337
26 7,200 8,538 12,198 | 13,844 | 15379 | 17,292 | 20,843 | 25336
27 7,702 9,093 12,879 14,573 16,151 18,114 21,749 26,336
28 8213 9,656 13,565 | 15,308 | 16,928 | 18,939 | 22,657 | 27,336
29 8,731 10,227 14,256 16,047 17,708 19,768 23,567 28,336
30 9,258 10,804 | 14,953 | 16,791 | 18,493 | 20,599 | 24478 | 29,336
40 14,883 16,906 22,164 24,433 26,509 29,051 33,660 39,335
50 21,009 23,461 29,707 32,357 34,764 37,689 42,942 49,335
60 27,497 30,340 37,485 40,482 43,188 46,459 52,294 59,335
70 34,261 37,467 45,442 48,758 51,739 55,329 61,698 69,334
80 41,244 44,791 53,540 57,153 60,391 64,278 71,145 79,334
100 55,725 59,896 70,065 74,222 77,929 82,358 90,133 99,334
120 70,728 75,467 86,923 91,573 95,705 100,624 109,220 119,334
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VIRV
T3. Vybrané kvantily x? rozdéleni s v stupni volnosti (pokra- ‘_7
v , s < S
¢ovani) Lo
stupn& volnosti o D enoseent
v 0,75 0,9 0,95 0,975 0,99 0,995 0,999 | 2 TLITEAT)
1 1,323 | 2706 | 3.841 5024 | 6,635 | 7.879 | 10,828
2 2,773 | 4,605 5,991 7378 | 9210 | 10,597 | 13,816
3 4,108 | 6,251 7,815 | 9348 | 11,345 | 12,838 | 16266
4 5385 | 7,779 | 9488 | 11,143 | 13277 | 14860 | 18467
5 6,626 | 9236 | 11,070 | 12,833 | 15086 | 16,750 | 20,515
6 7,841 | 10,645 | 12,592 | 14449 | 16,812 | 18,548 | 22,458
7 9,037 | 12,017 | 14,067 | 16013 | 18475 | 20278 | 24,322
8 10219 | 13362 | 15507 | 17,535 | 20,090 | 21,955 | 26,124
9 11,380 | 14,684 | 16919 | 19,023 | 21,666 | 23,589 | 27,877
10 12,549 | 15987 | 18,307 | 20483 | 23209 | 25,188 | 29,588
11 13,701 | 17,275 | 19675 | 21,920 | 24,725 | 26,757 | 31,264
12 14,845 | 18,549 | 21,026 | 23337 | 26217 | 28300 | 32,909
13 15,984 | 19,812 | 22362 | 24,736 | 27.688 | 29,819 | 34,528
14 17,117 | 21,064 | 23,685 | 26,119 | 29,141 | 31,319 | 36,123
15 18,245 | 22,307 | 24,996 | 27488 | 30,578 | 32,801 | 37,697
16 19,369 | 23,542 | 26296 | 28845 | 32,000 | 34267 | 39,252
17 20,489 | 24,769 | 27,587 | 30,191 | 33409 | 35718 | 40,790
18 21,605 | 25980 | 28,869 | 31,526 | 34,805 | 37,156 | 42,312
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19 22,718 27,204 30,144 32,852 36,191 38,582 43,820
20 23,828 28,412 31,410 34,170 37,566 39,997 45,315
21 24,935 29,615 32,671 35,479 38,932 41,401 46,797
22 26,039 30,813 33,924 36,781 40,289 42,796 48,268
23 27,141 32,007 35,172 38,076 41,638 44,181 49,728
24 28,241 33,196 36,415 39,364 42,980 45,559 51,179
25 29,339 34,382 37,652 40,646 44,314 46,928 52,620
26 30,435 35,563 38,885 41,923 45,642 48,290 54,052
27 31,528 36,741 40,113 43,195 46,963 49,645 55,476
28 32,620 37,916 41,337 44,461 48,278 50,993 56,892
29 33,711 39,087 42,557 45,722 49,588 52,336 58,301
30 34,800 40,256 43,773 46,979 50,892 53,672 59,703
40 45,616 51,805 55,758 59,342 63,691 66,766 73,402
50 56,334 63,167 67,505 71,420 76,154 79,490 86,661
60 66,981 74,397 79,082 83,298 88,379 91,952 99,607
70 71,577 85,527 90,531 95,023 100,425 | 104,215 | 112,317
80 88,130 96,578 101,879 | 106,629 | 112,329 | 116,321 | 124,839
100 109,141 | 118,498 | 124,342 | 129,561 | 135,807 | 140,169 | 149,449
120 130,055 | 140,233 | 146,567 | 152,211 | 158,950 | 163,648 | 173,617
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T4. Vybrané kvantily Studentova rozdéleni s v stupni volnosti v @ -
R §
o = —ta TS
stupné volnosti a > ﬁ::c::zﬁ::“
v 075 | 09 | 095 [ 0975 | 099 | 0995 [ 09975 [ 0,999 [ 0,9995
1 1,000 | 3,078 | 6314 | 12,706 | 31,821 | 63.657 | 127,321 | 318,309 | 636,619
2 0.816 | 1886 | 2920 | 4303 | 6965 | 9.925 | 14,089 | 22.327 | 31,599
3 0,765 | 1,638 | 2,353 | 3,182 | 4,541 | 5841 | 7,453 | 10215 | 12,924
4 0,741 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604 5,598 7,173 8,610
5 0727 | 1476 | 2,015 | 2,571 | 3365 | 4032 | 4773 | 5893 | 6869
6 0,718 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707 4,317 5,208 5,959
7 0,711 | 1,415 | 1,895 | 2,365 | 2,998 | 3,499 | 4,029 | 4,785 | 5,408
8 0706 | 1397 | 1860 | 2,306 | 2.896 | 3.355 | 3.833 | 4,501 | 5041
9 0703 | 1383 | 1.833 | 2262 | 2.821 | 3250 | 3.690 | 4297 | 4781
10 0,700 | 1,372 | 1,812 | 2228 | 2,764 | 3,169 | 3,581 | 4,144 | 4,587
11 0697 | 1363 | 1,796 | 2201 | 2718 | 3,106 | 3497 | 4025 | 4437
12 0,695 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055 3,428 3,930 4,318
13 0,694 | 1,350 | 1,771 | 2,160 | 2,650 | 3,012 | 3372 | 3,852 | 4,221
14 0692 | 1345 | 1761 | 2,145 | 2,624 | 2977 | 3326 | 3,787 | 4,140
15 0,691 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947 3,286 3,733 4,073
16 0,690 | 1,337 | 1,746 | 2,120 | 2,583 | 2,921 | 3252 | 3,686 | 4,015
17 0,689 | 1,333 | 1,740 | 2,110 | 2,567 | 2,898 | 3222 | 3,646 | 3,965
18 0688 | 1330 | 1734 | 2,101 | 2,552 | 2.878 | 3197 | 3.610 | 3922




Statistické tabulky

258

19 0,688 | 1,328 | 1,729 | 2,003 | 2,539 | 2,861 | 3,174 | 3,579 | 3,883
20 0,687 | 1,325 | 1,725 | 2,086 | 2,528 | 2,845 | 3,153 | 3,552 | 3,850
21 0,686 | 1,323 | 1,721 | 2,080 | 2,518 | 2,831 | 3,135 | 3,527 | 3,819
22 0,686 | 1,321 | 1,717 | 2,074 | 2,508 | 2,819 | 3,119 | 3,505 | 3,792
23 0,685 | 1,319 | 1,714 | 2,069 | 2,500 | 2,807 | 3,104 | 3,485 | 3,768
24 0,685 | 1,318 | 1,711 | 2,064 | 2,492 | 2,797 | 3,091 | 3,467 | 3,745
25 0,684 | 1,316 | 1,708 | 2,060 | 2,485 | 2,787 | 3,078 | 3,450 | 3,725
26 0,684 | 1,315 | 1,706 | 2,056 | 2,479 | 2,779 | 3,067 | 3435 | 3,707
27 0,684 | 1,314 | 1,703 | 2,052 | 2,473 | 2,771 | 3,057 | 3421 | 3,690
28 0,683 | 1,313 | 1,701 | 2,048 | 2,467 | 2,763 | 3,047 | 3,408 | 3,674
29 0,683 | 1,311 | 1,699 | 2,045 | 2,462 | 2,756 | 3,038 | 3396 | 3,659
30 0,683 | 1,310 | 1,697 | 2,042 | 2,457 | 2,750 | 3,030 | 3385 | 3,646
40 0,681 | 1,303 | 1,684 | 2,021 | 2423 | 2,704 | 2,971 | 3307 | 3,551
50 0,679 | 1,299 | 1,676 | 2,009 | 2,403 | 2,678 | 2,937 | 3261 | 3,496
60 0,679 | 1,296 | 1,671 | 2,000 | 2,390 | 2,660 | 2,915 | 3232 | 3,460
70 0,678 | 1,294 | 1,667 | 1,994 | 2381 | 2,648 | 2,899 | 3211 | 3,435
80 0,678 | 1,292 | 1,664 | 1,990 | 2,374 | 2,639 | 2,887 | 3,195 | 3.416
100 0,677 | 1,290 | 1,660 | 1,984 | 2,364 | 2,626 | 2,871 | 3,174 | 3,390
120 0,677 | 1,289 | 1,658 | 1,980 | 2,358 | 2,617 | 2,860 | 3,160 | 3,373
© 0,674 | 1,282 | 1,645 | 1,960 | 2326 | 2,576 | 2,807 | 3,090 | 3,291

ZAPADOCESKA
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V PLZNI




Statistické tabulky 259 Py S 0 S

T5. Vybrané kvantily Fisherova-Snedecorova rozdéleni s m ‘, -

stupni volnosti v citateli a n stupni volnosti ve jmeno-

vateli
1 ZAPADOCESKA
falmin) = 2= D <
m
n a 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0,95 161,45 | 199,50 | 215,71 | 224,58 | 230,16 | 233,99 | 236,77 | 238,88 | 240,54
1 0,975 | 647,79 | 799,50 | 864,16 | 899,58 | 921,85 | 937,11 | 948,22 | 956,66 | 963,28
0,99 | 4052,18 | 4999,50 | 5403,35 | 5624,58 | 5763,65 | 5858,99 | 5928,36 | 5981,07 | 6022,47
0,95 18,51 19,00 19,16 19,25 19,30 19,33 19,35 19,37 19,38
2 | 0975 | 3851 39,00 39,17 39,25 39,30 39,33 39,36 39,37 39,39
0,99 98,50 99,00 99,17 99,25 99,30 99,33 99,36 99,37 99,39
0,95 10,13 9,55 9,28 9,12 9,01 8,94 8,89 8,85 8,81
3 0,975 | 17,44 16,04 15,44 15,10 14,88 14,73 14,62 14,54 14,47
0,99 34,12 30,82 29,46 28,71 28,24 2791 27,67 27,49 27,35
0,95 7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 6,09 6,04 6,00
4 10975 | 12,22 10,65 9,98 9,60 9,36 9,20 9,07 8,98 8,90
0,99 21,20 18,00 16,69 15,98 15,52 15,21 14,98 14,80 14,66
0,95 6,61 5,79 5,41 5,19 5,05 4,95 4,88 4,82 4,77
5 0,975 | 10,01 8,43 7,76 7,39 7,15 6,98 6,85 6,76 6,68
0,99 16,26 13,27 12,06 11,39 10,97 10,67 10,46 10,29 10,16
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0,95 5,99 5,14 4,76 4,53 4,39 4,28 4,21 4,15 4,10
6 0,975 8,81 7,26 6,60 6,23 5,99 5,82 5,70 5,60 5,52
0,99 13,75 10,92 9,78 9,15 8,75 8,47 8,26 8,10 7,98
0,95 5,59 4,74 4,35 4,12 3,97 3,87 3,79 3,73 3,68
7 0,975 8,07 6,54 5,89 5,52 5,29 5,12 4,99 4,90 4,82
0,99 12,25 9,55 8,45 7,85 7,46 7,19 6,99 6,84 6,72
0,95 5,32 4,46 4,07 3,84 3,69 3,58 3,50 3,44 3,39
8 0,975 7,57 6,06 5,42 5,05 4,82 4,65 4,53 4,43 4,36
0,99 11,26 8,65 7,59 7,01 6,63 6,37 6,18 6,03 5,91
0,95 5,12 4,26 3,86 3,63 3,48 3,37 3,29 3,23 3,18
9 0,975 7,21 5,71 5,08 4,72 4,48 4,32 4,20 4,10 4,03
0,99 10,56 8,02 6,99 6,42 6,06 5,80 5,61 5,47 5,35
0,95 4,96 4,10 3,71 3,48 3,33 3,22 3,14 3,07 3,02
10 | 0,975 6,94 5,46 4,83 4,47 4,24 4,07 3,95 3,85 3,78
0,99 10,04 7,56 6,55 5,99 5,64 5,39 5,20 5,06 4,94
0,95 4,84 3,98 3,59 3,36 3,20 3,09 3,01 2,95 2,90
11 | 0,975 6,72 5,26 4,63 4,28 4,04 3,88 3,76 3,66 3,59
0,99 9,65 7,21 6,22 5,67 5,32 5,07 4,89 4,74 4,63

ZAPADOCESKA
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2 TR
T5. Vybrané kvantily Fisherova-Snedecorova rozdéleni s m ‘,. -
stupni volnosti v citateli a n stupni volnosti ve jmeno- ?,%“\‘C&
vateli (pokracovani)
1
m; n — ZAPADOCESKA
ol i) = 5 i) .
m
n a 10 12 15 20 24 30 40 60 120 0

0,95 | 241,88 | 243,91 | 245,95 | 248,01 | 249,05 | 250,10 | 251,14 | 252,20 | 253,25 | 254,31
1 | 0975 | 968,63 | 976,71 | 984,87 | 993,10 | 997,25 | 1001,41 | 1005,60 | 1009,80 | 1014,02 | 101825
0,99 | 6055,85 | 6106,32 | 6157,28 | 6208,73 | 6234,63 | 6260,65 | 6286,78 | 6313,03 | 6339,39 | 6365,83
095 | 19,40 | 1941 | 1943 | 1945 | 1945 | 19,46 | 1947 | 1948 | 1949 | 19,50
2 10975 | 3940 | 3941 | 3943 | 3945 | 3946 | 3946 | 3947 | 3948 | 3949 | 39,50
099 | 99,40 | 9942 | 9943 | 99.45 | 9946 | 99,47 | 9947 | 99.48 | 9949 | 99,50
095 | 8,79 8,74 8,70 8,66 8,64 8,62 8,59 8,57 8,55 8,53
310975 | 1442 | 1434 | 1425 | 1417 | 14,12 | 14,08 | 14,04 | 13,99 | 1395 | 13,90
0,99 | 2723 | 27,05 | 2687 | 26,69 | 26,60 | 2650 | 2641 | 2632 | 2622 | 26,13
095 | 5,96 5,91 5,86 5,80 5,77 5,75 5,72 5,69 5,66 5,63
4 10975 | 884 8,75 8,66 8,56 8,51 8,46 8,41 8,36 8,31 8,26
099 | 14,55 | 1437 | 1420 | 14,02 | 13,93 | 13,84 | 13,75 | 13,65 | 13,56 | 13,46
095 | 4,74 4,68 4,62 4,56 4,53 4,50 4,46 4,43 4,40 437
5 10975 | 6,62 6,52 6,43 6,33 6,28 6,23 6,18 6,12 6,07 6,02
0,99 | 10,05 9,89 9,72 9,55 9,47 9,38 9,29 9,20 9,11 9,02
095 | 4,06 4,00 3,94 3,87 3,84 3,81 3,77 3,74 3,70 3,67
6 | 0975 | 546 5,37 5,27 5,17 5,12 5,07 5,01 4,96 4,90 4,85
099 | 7.87 7,72 7,56 7,40 731 7,23 7,14 7,06 6,97 6,88




Statistické tabulky 262 Py S 0 S

L]

0,95 3,64 3,57 3,51 3,44 3,41 3,38 3,34 3,30 327 3,23 AN\ oo A

7 10975 | 4,76 4,67 4,57 4,47 441 436 431 425 420 4,14 %,,0“ “\“&‘
0,99 6,62 6,47 6,31 6,16 6,07 5,99 5,91 5,82 5,74 5,65
0,95 3,35 3,28 3,22 3,15 3,12 3,08 3,04 3,01 2,97 2,93

8 | 0,975 | 430 4,20 4,10 4,00 3,95 3,89 3,84 3,78 3,73 3,67 p ZArADOCESKA
0,99 5,81 5,67 5,52 5,36 5,28 5,20 5,12 5,03 4,95 4,86 UG

095 | 3,14 3,07 3,01 2,94 2,90 2,86 2,83 2,79 2,75 2,71
9 10975 | 3,96 3,87 3,77 3,67 3,61 3,56 3,51 3,45 3,39 3,33
0,99 | 526 5,11 4,96 4,81 4,73 4,65 4,57 4,48 4,40 431
0,95 | 2,98 2,91 2,85 2,77 2,74 2,70 2,66 2,62 2,58 2,54
10 | 0975 | 3,72 3,62 3,52 3,42 3,37 331 3,26 3,20 3,14 3,08
0,99 | 485 471 4,56 441 433 425 4,17 4,08 4,00 3,91
0,95 | 2,85 2,79 2,72 2,65 2,61 2,57 2,53 2,49 2,45 2,40
11 0975 | 3,53 3,43 3,33 3,23 3,17 3,12 3,06 3,00 2,94 2,88
0,99 | 4,54 4,40 425 4,10 4,02 3,94 3,86 3,78 3,69 3,60




Statistické tabulky 263 Py S 0 S

VIRV
T5. Vybrané kvantily Fisherova-Snedecorova rozdéleni s m ‘_@ -
stupni volnosti v citateli a n stupni volnosti ve jmeno- LS
KA oW
vateli (pokracovani)
1 P Gnvenaa
f mn) = —_———_ D V PLZNI
Oé( 9 ) fl—a(m;n)
m
n| a 1 2 3 4 5 6 7 8 9

095 | 4,75 3,89 3,49 3,26 3,11 3,00 2,91 2,85 2,80
12 | 0975 | 6,55 5,10 4,47 4,12 3,89 3,73 3,61 3,51 3,44
0,99 | 933 6,93 5,95 5.41 5,06 4,82 4,64 4,50 439
0,95 | 4,60 3,74 3,34 3,11 2,96 2,85 2,76 2,70 2,65
14 | 0975 | 630 4,86 424 3,89 3,66 3,50 3,38 3,29 3,21
0,99 | 8,86 6,51 5,56 5,04 4,69 4,46 428 4,14 4,03
0,95 | 4,49 3,63 3,24 3,01 2,85 2,74 2,66 2,59 2,54
16 | 0975 | 6,12 4,69 4,08 3,73 3,50 3,34 3,22 3,12 3,05
0,99 | 8,53 6,23 5,29 4,77 4,44 4,20 4,03 3,89 3,78
095 | 441 3,55 3,16 2,93 2,77 2,66 2,58 2,51 2,46
18 | 0975 | 5,98 4,56 3,95 3,61 3,38 3,22 3,10 3,01 2,93
0,99 | 8,29 6,01 5,09 4,58 425 4,01 3,84 3,71 3,60
0,95 | 435 3,49 3,10 2,87 2,71 2,60 2,51 2,45 2,39
20 | 0,975 | 5,87 4,46 3,86 3,51 3,29 3,13 3,01 2,91 2,84
0,99 | 8,10 5,85 4,94 4,43 4,10 3,87 3,70 3,56 3,46
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095 | 426 3,40 3,01 2,78 2,62 2,51 2,42 2,36 2,30
24 | 0,975 5,72 4,32 3,72 3,38 3,15 2,99 2,87 2,78 2,70
0,99 7,82 5,61 4,72 4,22 3,90 3,67 3,50 3,36 3,26
0,95 4,17 3,32 2,92 2,69 2,53 2,42 2,33 2,27 2,21
30 | 0,975 5,57 4,18 3,59 3,25 3,03 2,87 2,75 2,65 2,57
0,99 7,56 5,39 4,51 4,02 3,70 3,47 3,30 3,17 3,07
0,95 4,08 3,23 2,84 2,61 2,45 2,34 2,25 2,18 2,12
40 | 0,975 5,42 4,05 3,46 3,13 2,90 2,74 2,62 2,53 2,45
0,99 7,31 5,18 431 3,83 3,51 3,29 3,12 2,99 2,89
0,95 4,00 3,15 2,76 2,53 2,37 2,25 2,17 2,10 2,04
60 | 0,975 5,29 3,93 3,34 3,01 2,79 2,63 2,51 2,41 2,33
0,99 7,08 4,98 4,13 3,65 3,34 3,12 2,95 2,82 2,72
0,95 3,92 3,07 2,68 2,45 2,29 2,18 2,09 2,02 1,96
120 | 0,975 5,15 3,80 3,23 2,89 2,67 2,52 2,39 2,30 2,22
0,99 6,85 4,79 3,95 3,48 3,17 2,96 2,79 2,66 2,56
0,95 3,84 3,00 2,60 2,37 2,21 2,10 2,01 1,94 1,88
o | 0,975 5,02 3,69 3,12 2,79 2,57 2,41 2,29 2,19 2,11
0,99 6,64 4,61 3,78 3,32 3,02 2,80 2,64 2,51 2,41

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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VIRV
T5. Vybrané kvantily Fisherova-Snedecorova rozdéleni s m ‘_. -
stupni volnosti v citateli a n stupni volnosti ve jmeno- ?,0““\@‘&
vateli (pokracovani)
1 P Gnvenaa
f m; TL) = = V PLZNI
alm; fi—a(m;n)
m
n| a 10 12 15 20 24 30 40 60 120 o

095 | 275 2,69 2,62 2,54 2,51 2,47 2,43 2,38 2,34 2,30
12 [ 0975 | 337 3,28 3,18 3,07 3,02 2,96 2,91 2,85 2,79 2,73
0,99 | 4,30 4,16 4,01 3,86 3,78 3,70 3,62 3,54 3,45 3,36
0,95 | 2,60 2,53 2,46 2,39 2,35 231 227 2,22 2,18 2,13
14 0975 | 3,15 3,05 2,95 2,84 2,79 2,73 2,67 2,61 2,55 2,49
0,99 | 3,94 3,80 3,66 3,51 3,43 3,35 3,27 3,18 3,09 3,00
095 | 2,49 2,42 2,35 2,28 2,24 2,19 2,15 2,11 2,06 2,01
16 | 0975 | 2,99 2,89 2,79 2,68 2,63 2,57 2,51 2,45 2,38 2,32
0,99 | 3,69 3,55 341 3,26 3,18 3,10 3,02 2,93 2,84 2,75
095 | 241 2,34 2,27 2,19 2,15 2,11 2,06 2,02 1,97 1,92
18 | 0975 | 2,87 2,77 2,67 2,56 2,50 2,44 2,38 2,32 2,26 2,19
0,99 | 3,51 3,37 3,23 3,08 3,00 2,92 2,84 2,75 2,66 2,57
095 | 235 2,28 2,20 2,12 2,08 2,04 1,99 1,95 1,90 1,84
20 | 0975 | 2,77 2,68 2,57 2,46 2,41 2,35 2,29 2,22 2,16 2,09
0,99 | 3,37 3,23 3,09 2,94 2,86 2,78 2,69 2,61 2,52 2,42
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L]

095 | 225 2,18 2,11 2,03 1,98 1,94 1,89 1,84 1,79 1,73
‘- ) 7
24 | 0,975 2,64 2,54 2,44 2,33 2,27 2,21 2,15 2,08 2,01 1,94 ‘3;«4,/0“ ““\“@
0,99 3,17 3,03 2,89 2,74 2,66 2,58 2,49 2,40 2,31 2,21
0,95 2,16 2,09 2,01 1,93 1,89 1,84 1,79 1,74 1,68 1,62
30 | 0,975 2,51 2,41 2,31 2,20 2,14 2,07 2,01 1,94 1,87 1,79 > ﬁ:lll‘c::z‘-;::“
0,99 2,98 2,84 2,70 2,55 2,47 2,39 2,30 2,21 2,11 2,01 VPLZNI
0,95 2,08 2,00 1,92 1,84 1,79 1,74 1,69 1,64 1,58 1,51
40 | 0,975 2,39 2,29 2,18 2,07 2,01 1,94 1,88 1,80 1,72 1,64

0,99 | 2,80 2,66 2,52 2,37 2,29 2,20 2,11 2,02 1,92 1,80
0,95 | 1,99 1,92 1,84 1,75 1,70 1,65 1,59 1,53 1,47 1,39
60 | 0,975 | 2,27 2,17 2,06 1,94 1,88 1,82 1,74 1,67 1,58 1,48

0,99 | 2,63 2,50 2,35 2,20 2,12 2,03 1,94 1,84 1,73 1,60
0,95 | 1,91 1,83 1,75 1,66 1,61 1,55 1,50 1,43 1,35 1,25
120 | 0,975 | 2,16 2,05 1,94 1,82 1,76 1,69 1,61 1,53 1,43 1,31

0,99 | 247 2,34 2,19 2,03 1,95 1,86 1,76 1,66 1,53 1,38
095 | 1,83 1,75 1,67 1,57 1,52 1,46 1,39 1,32 1,22 1,01
o | 0975 | 2,05 1,94 1,83 1,71 1,64 1,57 1,48 1,39 1,27 1,01
0,99 | 232 2,18 2,04 1,88 1,79 1,70 1,59 1,47 1,32 1,01
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T6. Kritické hodnoty jednovybérového Wilcoxonova testu

n a=0,05|a=0,01
6 0 -
7 2 -
8 3 0
9 5 1
10 8 3
11 10 5
12 13 7
13 17 9
14 21 12
15 25 15
16 29 19
17 34 23
18 40 27
19 46 3
20 52 37
21 58 42
22 65 48

n a=0,05|a=0,01
36 208 171
37 221 182
38 235 194
39 249 207
40 264 220
41 279 233
42 294 247
43 310 261
44 327 276
45 343 291
46 361 307
47 378 322
48 396 339
49 415 355
50 434 373
51 453 390
52 473 408

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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23 73 54
24 81 61
25 89 68
26 98 75
27 107 83
28 116 91
29 126 100
30 137 109
31 147 118
32 159 128
33 170 138
34 182 148
35 195 159

53 494 427
54 514 445
55 536 465
56 557 484
57 579 504
58 602 525
59 625 546
60 648 567
61 672 589
62 697 611
63 721 634
64 747 657
65 772 681

Zdroj: [1], tabulka T4

o

1849
v7
@ &
2 <
Ckj ““\‘\

ZAPADOCESKA
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VIRV
T7. Kritické hodnoty Mannova-Whitneyova testu ‘_@ o
2 NS
‘“:,»,/0““\“«5*
a = 0,05 n

m 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 |12 | 13 | 14 | 15|16 | 17 | 18 | 19 | 20 Dbm\?::zﬁ::“

4 -l - 1o

5 o1 ]2

6 Sl 235

7 Sl 356 s

8 o246 8]10]13

9 ol2]al7]10]12]15]17

10 0 3 5 8 11 | 14| 17 | 20 | 23

1 o136 9o]1i3]16]19]23]26]30

12 1l a7 ]al1s]22]26]20]33]37

13 1 4 8 12 | 16 | 20 | 24 | 28 | 33 | 37 | 41 | 45

14 1] s]ofm3]17]22]26]31]36]40][45]50]55

15 1 5 10| 14 |19 | 24 |29 | 34 |39 | 44 |49 | 54 | 59 | 64

16 1l e 115212631 37]42]47]53]59]64]70]75

17 206 11|17 222834394551 ]57]63]69]75]81]87

18 21 7 [ 12] 18243036 424855616774 80]86]093]099




Statistické tabulky 270

19 2 7 | 13119 |25(32 (3845|5258 |65|72 |78 |85]|921]99 106|113

20 2 8 | 14 [ 20|27 |34 |41 | 48 |55]62 |69 | 76|83 |90 |98 |105]112|119]|127
21 2 8 | 15122 29|36 (43 |50 |58 |65|73 )80 |88 |96 |103|111]119|126]134
22 3 9 |16 |23 |30 |38 45|53 |61 |69 |77 |85 |93 101109117 |125]|133]|141
23 3 9 | 17 124 |32|40 | 48 | 56| 64 | 73 | 81 | 89 | 98 [106| 115|123 |132|140]| 149
24 3 11017 (2533|4250 |59|67 76|85 |94 102111120129 |138|147|156
25 3110|1827 |35|44 |53 62|71 |80 |89 |98 [107|117]|126]135|145]|154]|161
26 4 |11 |19 | 28 [ 37 |46 | 55|64 | 74 | 83 | 93 |102| 112|122 (132|141 |151 (161|171
27 4 | 11 |20 |29 [ 38|48 |57 |67 |77 |87 |97 (107117127 137|147 |158|168|178
28 4 [ 12|21 3040 |50 |60 | 70| 80 | 90 [ 101|111 |122|132|143|154|164|175|186
29 4 13122 (3242|5262 |73 |83 |94 |105|116|127|138|149|160|171|182|193
30 S5 | 13123 (3343|5465 76| 87|98 [109]|120|131(143|154|166|177|189]|200

Zdroj: [1], tabulka T8

ZAPADOCESKA
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Statistické tabulky

271

T8. Kritické hodnoty h,(k,v) Hartlyova testu

a = 0,05 k
stupné volnosti v 2 3 4 5 6 7 3 9 10 11 12
2 39 87,5 142 202 266 333 403 475 550 626 704
3 15,4 27,8 39,2 50,7 62 72,9 83,5 93,9 104 114 124
4 9.6 | 155 | 206 | 252 | 295 | 336 | 375 | 411 | 446 | 48 | 514
5 7,15 10,8 13,7 16,3 18,7 20,8 22,9 24,7 26,5 28,2 29,9
6 5,82 8,38 10,4 12,1 13,7 15 16,3 17,5 18,6 19,7 20,7
7 499 | 694 | 844 | 97 | 108 | 118 | 127 | 135 | 143 | 151 | 158
8 4,43 6,00 7,18 8,12 9,03 9,78 10,5 11,1 11,7 12,2 12,7
9 4,03 5,34 6,31 7,11 7,8 8,41 8,95 9,45 9,91 10,3 10,7
10 372 | 485 | 567 | 634 | 692 | 742 | 787 | 828 | 866 | 9.01 | 934
12 3,28 4,16 4,79 5,3 5,72 6,09 6,42 6,72 7,00 7,25 7,48
15 286 | 354 | 401 | 437 | 468 | 495 | 519 | 54 | 559 | 577 | 593
20 2,46 2,95 3,29 3,54 3,76 3,94 4,1 4,24 4,37 4,49 4,59
30 207 | 24 | 261 | 278 | 201 | 302 | 302 | 321 | 329 | 336 | 339
60 167 | 185 | 196 | 204 | 211 | 217 | 222 | 226 | 23 | 233 | 236
0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA

V PLZNI
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VIR
T8. Kritické hodnoty h,(k,v) Hartlyova testu (pokracovani) ‘_@7
D S
/05'4' ““\Q’v
a =001 I
stupné volnosti v 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
2 199 | 448 | 729 | 1036 | 1362 | 1705 | 2063 | 2432 | 2813 | 3204 | 3605 > invenm

V PLZNI

3 47,5 85 120 151 184 216 249 281 310 337 361
4 23,2 37 49 59 69 79 89 97 106 113 120
5 14,9 22 28 33 38 42 46 50 54 57 60
6 11,1 15,5 19,1 22 25 27 30 32 34 36 37
7
8
9

8,89 | 12,1 | 145 | 165 | 184 | 20 22 23 24 26 27
75 | 99 | 11,7 | 132 | 145 | 158 | 169 | 179 | 189 | 198 | 21
6,54 | 85 | 99 | 11,0 | 12,1 | 13,1 | 13,9 | 147 | 153 | 16 | 166

10 585 | 74 | 86 | 96 | 104 | 11,1 | 11,8 | 12,4 | 129 | 13,4 | 139
12 491 | 6,1 69 | 76 | 82 | 87 | 9l 95 | 99 | 102 | 10,6
15 407 | 49 | 55 6 64 | 67 | 7.1 73 | 75 | 7.8 8

20 332 | 38 | 43 | 46 | 49 | 5.1 53 | 55 | 56 | 58 | 59
30 2,63 3 33 | 34 | 36 | 37 | 38 | 39 4 4,1 42
60 196 | 22 | 23 | 24 | 24 | 25 | 25 | 26 | 26 | 27 | 27
w 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0

Zdroj: [1], tabulka T13
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T9. Kritické hodnoty c,(k,v) Cochranova testu

a =0,05 k

stupng volnosti v 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 1,00 | 0,97 | 091 | 084 | 0,78 | 0,73 | 068 | 0,64 | 0,60 | 0,57 | 0,54

2 0,98 | 0,87 | 0,77 | 0,68 | 0,62 | 056 | 0,52 | 048 | 044 | 042 | 039

3 0,94 | 0,80 | 0,68 | 0,60 | 0,53 | 048 | 0,44 | 040 | 037 | 035 | 033

4 091 | 0,75 | 0,63 | 0,54 | 048 | 043 | 0,39 | 036 | 033 | 031 | 029

5 0,88 | 0,71 | 0,59 | 0,51 | 044 | 040 | 0,36 | 033 | 030 | 028 | 026

6 0,85 | 0,68 | 0,56 | 0,48 | 042 | 037 | 0,34 | 031 | 028 | 026 | 024

7 0,83 | 0,65 | 0,54 | 046 | 040 | 035 | 0,32 | 029 | 027 | 025 | 023

8 0,82 | 0,63 | 052 | 044 | 038 | 034 | 0,30 | 028 | 025 | 024 | 022

9 0,80 | 0,62 | 050 | 042 | 037 | 033 | 0,29 | 027 | 024 | 023 | 021

10 0,79 | 0,60 | 049 | 041 | 036 | 032 | 028 | 026 | 024 | 022 | 020

12 0,77 | 0,58 | 047 | 0,39 | 034 | 030 | 027 | 024 | 022 | 020 | 0,19

15 0,74 | 0,55 | 044 | 037 | 032 | 028 | 025 | 023 | 021 | 0,19 | 0,18

20 0,71 | 0,52 | 042 | 035 | 030 | 026 | 023 | 021 | 0,19 | 0,18 | 0,16

30 0,67 | 049 | 038 | 0,32 | 027 | 024 | 021 | 0,19 | 0,17 | 0,16 | 0,15

60 0,62 | 044 | 034 | 028 | 024 | 021 | 0,18 | 0,16 | 0,15 | 0,14 | 0,13
120 0,59 | 041 | 032 | 026 | 022 | 0,19 | 0,17 | 0,15 | 0,13 | 0,12 | 0,11

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
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T9. Kritické hodnoty c,(k,v) Cochranova testu (pokracovani) - @ -
R S
X iy
a = 0,01 k
stupné volnosti v 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 100 | 0,9 | 097 | 093 | 088 | 084 | 0,79 | 075 | 0.72 | 0,68 | 0,65 p Ziranocesua

2 1,00 | 094 | 086 | 079 | 072 | 0,66 | 062 | 057 | 0,54 | 050 | 048
3 0,98 0,88 0,78 0,70 0,63 0,57 0,52 0,48 0,45 0,42 0,39
4 096 | 0.83 | 072 | 0.63 | 056 | 051 | 046 | 043 | 039 | 037 | 034
5 094 | 079 | 068 | 059 | 052 | 047 | 042 | 039 | 036 | 033 | 031
6 092 | 076 | 0,64 | 055 | 049 | 043 | 039 | 036 | 033 | 031 | 029
7 090 | 0,73 | 0.61 | 053 | 046 | 041 | 037 | 034 | 031 | 029 | 027
3 0,88 | 0,71 | 0,59 | 050 | 044 | 039 | 035 | 032 | 029 | 027 | 025
9 087 | 0,60 | 0,57 | 049 | 042 | 038 | 034 | 031 | 028 | 026 | 024
10 085 | 067 | 055 | 047 | 041 | 036 | 032 | 030 | 027 | 025 | 023
12 0,83 0,65 0,53 0,44 0,39 0,34 0,30 0,28 0,25 0,23 0,22
15 0,80 | 0.61 | 050 | 042 | 036 | 032 | 028 | 026 | 023 | 022 | 020
20 077 | 058 | 046 | 039 | 033 | 029 | 026 | 023 | 021 | 020 | 0,18
30 072 | 053 | 042 | 035 | 030 | 026 | 023 | 021 | 0,19 | 0,17 | 0,16
60 0,66 | 0,47 | 037 | 030 | 026 | 022 | 020 | 0,18 | 0,16 | 0,15 | 0,14
120 062 | 043 | 033 | 027 | 023 | 020 | 017 | 016 | 014 | 013 | 0,12

Zdroj: [1], tabulka T14
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T10. Kritické hodnoty ¢.(k,v) studentizovaného testu

a = 0,05 k
v | 23] a5 6789 [w[un]n2]13]14]is
1 18 | 27 |328]37.0 [ 404 | 431 [ 454|474 491 [ 506 | 52 [ 532|543 554
2 608 |833] 98 [109] 117|124 | 13 [13.5] 14 | 144 | 147 | 151|154 | 157
3|45 591|682 75 | 804|848 885|918 946|972 (995102103 | 10,5
4 |393 504576629671 |705|735| 7.6 | 7.83 | 8,03 | 821 | 8,37 | 8,52 | 8,66
5 [3.64] 46 |522|567]603|633|658] 68 |699|717 732|747 7.6 | 772
6 |346|434] 49 | 53 [563] 59 [6.12]632]649 665679 692703714
7 334416468 |506|536 56158 ]600|616| 63 |643|655]| 666|676
8 [3.26]404 453|489 |517| 54 | 56 |577 592605618629 639|648
9 |32 |3,95|441 476502524 543|559 (574|587 |598 609619628
10 |3.15|3,88 (433 465|491 |512| 53 | 546 | 56 | 572583 |593| 603|611
11 | 3.01 382426 457482503 52 |535]549 561|571 |58 59 [598
12 [3.08]377| 42 | 451 [ 475|495 | 512|527 539|551 |561|571| 58 | 588
13 306373 | 415 | 445 | 4,69 | 488 | 505 | 519 [ 532 | 543 | 553 | 5,63 | 571 | 5,79
14 303 |37 [ 411|441 464|483 |499 (513525536546 555|564 |571
15 | 3,01 |3,67(408|437 459|478 494|508 52 |531| 54 [549 557|565
16 313,65 405|433 456|474 ] 49 503515 (526535544 |552] 559
17 298 3,63 (402 | 43 |452| 47 | 486|499 | 511|521 (531|539 547 | 554
18 [2.97 | 3.61 | 4,00 | 428 | 449 | 467 | 482 | 496 | 507 | 5.17 | 527 | 535 | 543 | 55
19 | 2,96 |3.59 | 3,98 | 425 | 447 | 4,65 | 479 | 492 | 504 | 5,14 | 523 | 531 | 539 | 5.46
20 | 295|358 396|423 | 445 | 462|477 | 49 [ 501|511 52 | 528 536|543

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
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24 292 | 3,53 | 3,9 | 4,17 | 4,37 | 454 | 4,68 | 481 | 492 | 501 | 51 | 518 | 525|532
30 2,89 1349 | 385 | 4,1 | 43 | 446 | 4,6 | 472|482 (492 | 50 | 5,08 |5,15] 5,21
40 2,86 | 3,44 | 3,79 | 4,04 | 4,23 | 439 | 4,52 | 4,63 | 4,73 | 4,82 | 4,9 | 498 | 5,04 | 5,11
60 2,83 | 3,4 | 3,74 | 3,98 | 4,16 | 4,31 | 4,44 | 4,55 | 4,65 | 4,73 | 4,81 | 4,88 | 4,94 | 5,0
120 2,8 3,36 3,68 3,92 4,1 | 424|436 | 447|456 | 4,64 | 4,71 | 4,78 | 484 | 49
oo 2,77 | 3,31 | 3,63 | 3,86 | 4,03 | 4,17 | 429 | 4,39 | 4,47 | 4,55 | 4,62 | 4,68 | 4,74 | 4,8

Zdroj: [1], tabulka T11
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VRN

T10. Kritické hodnoty ¢, (k,v) studentizovaného testu (pokra- ‘,7

= X,

¢ovani) e

a =001 k

v 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 D p ZAPaboceskh

1 90 | 135 | 164 | 186 | 202 | 216 | 227 | 237 | 246 | 253 | 260 | 266 | 272 | 277
2 14 | 19 | 223 (247|266 | 282|295 (307 [ 31,7 | 32,6 | 334 | 34,1 | 348 | 354
3 |826|106 122|133 142 15 | 156|162 | 167|171 | 175|179 | 182 | 18.5
4 651 ]812(917(996 | 106 | 11,0 | 11,5 [ 11,9 [ 123 | 12,6 | 12,8 | 13,1 | 133 | 13,5
5 57 1697 | 7.8 [ 842|891 932967997102 105 (107|109 | 11,1 | 1122
6 |524]633]7.03]756[797 832861887 91 |93 ]949]9.65]9.81]09.95
7 495592654701 |737|7.68|794|817|837 (855|871 |88 | 9 |9.12
8 474|563 | 62 | 663|696 |724|747|7.68 7,87 8,03 8,18 831|844 855
9 | 46 | 543|596 | 635666691 |713|732|7.49|7.65| 778|791 803|813
10 | 448|527 (577|614 | 643 | 667|687 |7.05|721 736|748 | 7.6 | 7.71 | 7.81
11 439|514 (562597625648 667|684 699713725736 7.46 | 7.56
12 | 432504 55 |584] 61 | 632651667681 |694|706|7.17|7.26]| 736
13 | 426|496 | 54 | 573598619 (637|653 667|679 69 |7.01| 7.1 | 7.19
14 | 421489532563 (588|608 626|641 |654| 666|677 | 687|696 | 7.05
15 | 417|483 (525|556 58 | 599616631 | 644|655 | 666|676 | 6,84 | 6,93
16 | 413]478 (519549 572592608 622635646656 6,66 | 6,74 | 6,82
17 | 41 | 474|514 | 543 | 566585601 |615[627 638|648 | 657 | 6,66 | 6,73
18 | 407 47 509|538 56 | 579594608 | 62 631|641 | 65 |658] 665
19 | 405|467 |505]|533]555[573[589|602]614|625|634|643| 651|658
20 | 402|464 (502529551 |569|584597]609]|619]|629]|637| 645|652
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24 3,96 | 4,54 | 491 | 5,17 | 5,37 | 5,54 | 5,69 | 5,81 | 5,92 | 6,02 | 6,11 | 6,19 | 6,26 | 6,33
30 3,80 | 445 | 48 | 505|524 | 54 | 554 |5,65]|576|585]|593|6,01|6,08] 6,14
40 3,82 | 437 | 4,7 | 493 | 5,11 | 527|539 | 55 | 5,6 | 569|577 |584| 59 | 596
60 3,76 | 4,28 | 4,6 | 482|499 | 5,13 | 5,25 | 5,36 | 5,45 | 5,53 | 5,6 | 5,67 | 5,73 | 5,79
120 37 | 42 | 45 | 4,71 | 487|501 | 512|521 | 53 | 538|544 |551 5,56 5,61
© 3,64 | 4,12 | 44 | 4,6 | 476 | 4,88 | 499 | 5,08 | 5,16 | 5,23 | 5,29 | 5,35 | 54 | 5,45

Zdroj: [1], tabulka T11
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m o en

T11. Kritické hodnoty vicenasobného porovnavani pomoci po-

radi
a = 0,05

m 3 4 5 6 7 8 9 10
1 33 4,7 6,1 75 9 10,5 12 13,5
2 8,8 12,6 16,5 20,5 24,7 28,9 33,1 374
3 15,7 22,7 29,9 37,3 448 52,5 60,3 68,2
4 23,9 34,6 45,6 57 68,6 80,4 92,4 104,6
5 33,1 48,1 63,5 79,3 95,5 112 128,8 145,8
6 433 62,9 83,2 104 125,3 147 169,1 1914
7 54,4 79,1 104,6 130,8 157,6 1849 212,8 240,9
8 66,3 96,4 127,6 159,6 192,4 225,7 259,7 2941
9 78,9 114,8 152 190,2 229.3 269,1 309,6 350,6
10 92,3 134,3 177,8 222.,6 2684 315 362.,4 410,5
11 106,3 154,8 205 256,6 309.4 363,2 417,9 473,3
12 120,9 176,2 2334 2922 3524 413,6 476 539,1
13 136,2 198,5 263 329,3 397,1 466,2 536,5 607,7
14 152,1 221,7 2938 367,8 443.6 520,8 599,4 679
15 168,6 2457 325,7 407,8 491,9 577.4 664,6 752,8
16 185,6 270,6 358,6 449,1 541,7 635,9 732,0 829,2

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
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a =001 k

m 3 4 5 6 7 8 9 10

1 4,1 5.7 73 8,9 10,5 12,2 13,9 15,6
2 10,9 15,3 19,7 243 28,9 33,6 383 43,1
3 19,5 27,5 35,7 44 52,5 61,1 69,8 78,6
4 29,7 41,9 54,5 67,3 80,3 93,6 107 120,6
5 412 58,2 75,8 93,6 111,9 130,4 149,1 168,1
6 53,9 76,3 99,3 122,8 146,7 171 195,7 220,6
7 67,6 95,8 124,8 154,4 184,6 2152 246,3 277,7
8 82,4 116,8 152,2 188,4 2252 262,6 300,6 339
9 98,1 139,2 181,4 2245 268,5 313,1 358,4 4042
10 114,7 162,8 212,2 262,7 3142 366,5 419,5 473,1
11 132,1 187,6 244.,6 302,9 362,2 4226 483,7 545.6
12 150,4 213,5 278,5 344,9 412,5 4812 551 621,4
13 169,4 240,6 313,8 388,7 464,9 542,4 621 700,5
14 189,1 268,7 350,5 4342 519,4 606 693,8 782,6
15 209,6 297,8 388.5 481,3 5758 671,9 769,3 867,7
16 230,7 327,9 4279 530,1 634,2 740,0 8473 955,7

Zdroj: [1], tabulka T15
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T12. Kritické hodnoty Friedmanova testu .
A\ <2k
/05'4' ““\Qﬁ
a = 0,05 k
m 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 R
3 7.4 853 | 986 | 1124 | 1257 | 13,88 | 1519 | 1648 | 17,76 Ve
4 6,5 7.8 88 | 1024 | 11,63 | 12,99 | 1434 | 1567 | 1698 | 183
5 6,4 78 | 899 | 1043 | 11,84 | 1323 | 1459 | 1593 | 1727 | 186
6 7 76 | 908 | 1054 | 11,97 | 1338 | 1476 | 16,12 | 17.4 | 188
7 7,043 | 78 | 911 | 10,62 | 12,07 | 1348 | 1487 | 1623 | 176 | 189
8 625 | 765 | 919 | 10,68 | 12,14 | 1356 | 1495 | 1632 | 17,7 19
9 6222 | 766 | 922 | 10,73 | 12,09 | 13,61 | 1502 | 164 | 177 | 19,1
10 62 | 767 | 925 | 1076 | 1223 | 13,66 | 1507 | 1644 | 178 | 192
11 6,545 | 7,68 | 927 | 10,79 | 1227 | 137 | 1511 | 1648 | 179 | 192
12 6167 | 77 | 929 | 1081 | 1229 | 13,73 | 1515 | 16,53 | 179 | 193
13 6 7.7 93 | 1083 | 1232 | 13,76 | 1517 | 1656 | 17,9 | 19,3
14 6,143 | 771 | 932 | 10,85 | 1234 | 13,78 | 1519 | 16,58 | 179 | 193
15 64 | 772 | 933 | 10,87 | 1235 | 138 | 152 | 166 18 19,3
16 509 | 7,73 | 934 | 1088 | 12,37 | 13.81 | 1523 | 16,6 18 19,3
20 599 | 7,74 | 937 | 1092 | 1241 | 138 | 153 | 167 18 19,4
- 599 | 782 | 949 | 11,07 | 12,59 | 1407 | 1551 | 16,92 | 1831 | 19,68
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a =001

m 3 5 6 7 8 9 10 11 12

3 - 10,13 | 11,76 | 1326 | 14,78 | 16,28 | 17,74 | 19,19 | 20,61
4 8 9,6 11,2 | 1259 | 14,19 | 1575 | 17,28 | 18,77 | 2024 | 21,7
5 8,4 996 | 11,43 | 13,11 | 14,74 | 1632 | 17,86 | 19,37 | 20,86 | 22,3
6 9 102 | 11,75 | 1345 | 151 | 16,69 | 1825 | 1977 | 213 | 22,7
7 8,857 | 10,371 | 11,97 | 13,69 | 1535 | 16,95 | 18,51 | 20,04 | 21,5 23

8 9 10,35 | 12,14 | 13,87 | 1553 | 17,15 | 18,71 | 2024 | 21,8 | 2372
9 8,667 | 1044 | 12,27 | 14,01 | 1568 | 17,29 | 18,87 | 20,42 | 21,9 | 234
10 9,6 10,53 | 1238 | 14,12 | 15,79 | 17.41 19 20,53 22 23,5
11 9455 | 10,6 | 12,46 | 1421 | 1589 | 1752 | 19,1 | 20,64 | 22,1 | 23.6
12 9,5 10,68 | 12,53 | 1428 | 1596 | 17,59 | 19,19 | 20,73 | 222 | 237
13 9385 | 10,72 | 12,58 | 1434 | 16,03 | 17,67 | 1925 | 20,8 | 22,3 | 238
14 9 10,76 | 12,64 | 144 | 16,09 | 17,72 | 1931 | 20,86 | 224 | 23,9
15 8,933 | 108 | 12,68 | 1444 | 16,14 | 17,78 | 19,35 | 20,9 | 224 | 239
16 8,79 | 10,84 | 12,72 | 1448 | 16,18 | 17,81 | 194 | 20,9 | 22,5 24

20 8,87 | 10,94 | 12,83 | 146 | 163 180 | 195 | 21,1 | 22,6 | 24,1
o 921 | 1145 | 1328 | 1509 | 16,81 | 1848 | 20,09 | 21,67 | 2321 | 24,73
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T13. Kritické hodnoty vicenasobného porovnavani u Friedma-
nova testu

a =005 k

m 3 4 5 6 7 8 9 10

1 33 4,7 6,1 7,5 9 10,5 12 13,5
B 4,7 6,6 8,6 10,7 12,7 14,8 17 19,2
3 5,7 8,1 10,6 13,1 15,6 18,2 20,8 23,5
4 6,6 9.4 12,2 15,1 18 21 24 27,1
5 74 10,5 13,6 16,9 20,1 23,5 26,9 30,3
6 8,1 11,5 14,9 18,5 22,1 25,7 294 33,2
7 8,8 12,4 16,1 19,9 23,9 27,8 31,8 35,8
3 9.4 13,3 17,3 213 25,5 29,7 34 383
9 9,9 14,1 18,3 22,6 27 31,5 36 40,6
10 10,5 14,8 19,3 23,8 28,5 332 38 2.8
11 11 15,6 20,2 25 29,9 34,8 39,8 44,9
12 11,5 16,2 21,1 26,1 31,2 36,4 41,6 46,9
13 11,9 16,9 2 27,2 32,5 37,9 433 488
14 12,4 17,5 228 28,2 33,7 393 45 50,7
15 12,8 18,2 23,6 29,2 34,9 40,7 46,5 52,5
16 13,3 18,8 24,4 30,2 36 42 48,1 54,2
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a =001 k
m 3 4 5 6 7 8 9 10
1 4,1 5.7 7.3 8,9 10,5 12,2 13,9 15,6
2 5.8 8 10,3 12,6 14,9 17,3 19,7 22,1
3 7.1 9,8 12,6 15,4 18,3 21,2 24,1 27
4 8,2 11,4 14,6 17,8 21,1 24,4 27,8 31,2
5 9,2 12,7 16,3 19,9 23,6 27,3 31,1 34,9
6 10,1 13,9 17,8 21,8 25,8 29,9 34,1 38,2
7 10,9 15 19.3 235 27,9 32,3 36,8 413
3 11,7 16,1 20,6 252 29.8 34,6 39,3 442
9 12,4 17,1 21,8 26,7 31,6 36,6 41,7 46,8
10 13 18 23 28,1 334 38,6 44 49,4
11 13,7 18,9 24,1 29,5 35 40,5 46,1 51,8
12 14,3 19,7 252 30,8 36,5 403 482 54,1
13 14,9 20,5 26,2 32,1 38 44 50,1 56,3
14 15,4 21,3 27,2 333 39,5 45,7 52 58,4
15 16 22 28,2 34,5 40,8 473 53,9 60,5
16 16,5 22,7 29,1 35,6 422 48,9 55,6 62,5

Zdroj: [1], tabulka T17
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-
T14. Kritické hodnoty jednovybérového Kolmogorova-Smir- v @ -
novova testu N
n a=0,05|a=0,01 n a=0,05|a=0,01 n a=0,05|a=0,01
1 0,975 0,995 31 0,23788 | 0,2853 61 0,17091 | 0,20506 [‘ P Inaooseskh
2 0,84189 | 0,92929 32 0,23424 | 0,28094 62 0,16956 | 0,20343 o
3 0,7076 | 0,829 33 0,23076 | 0,27677 63 | 0,16823 | 0,20184
4 0,62394 | 0,73424 34 0,22743 | 0,27279 64 | 0,16693 | 0,20029
5 0,56328 | 0,66853 35 0,22425 | 0,26897 65 | 0,16567 | 0,19877
6 0,51926 | 0,61661 36 0,22119 | 0,26532 66 | 0,16443 | 0,19729
7 0,48342 | 0,57581 37 0,21826 | 0,2618 67 | 0,16322 | 0,19584
8 0,45427 | 0,54179 38 0,21544 | 0,25843 68 | 0,16204 | 0,19442
9 0,43001 | 0,51332 39 0,21273 | 0,25518 69 | 0,16088 | 0,19303
10 0,40925 | 0,48893 40 0,21012 | 0,25205 70 | 0,15975 | 0,19167
11 0,39122 | 0,4677 41 0,2076 | 0,24904 71 0,15864 | 0,19034
12 0,37543 | 0,44905 42 0,20517 | 0,24613 72 | 0,15755 | 0,18903
13 0,36143 | 043247 43 0,20283 | 0,24332 73 | 0,15649 | 0,18776
14 0,3489 | 041762 44 0,20056 | 0,2406 74 | 0,15544 | 0,1865
15 0,3376 | 0,4042 45 0,19837 | 0,23798 75 | 0,15442 | 0,18528
16 0,32733 | 0,39201 46 0,19625 | 0,23544 76 | 0,15342 | 0,18408
17 0,31796 | 0,38086 47 0,1942 | 0,23298 77 | 0,15244 | 0,1829
18 0,30936 | 0,37062 48 0,19221 | 0,23059 78 | 0,15147 | 0,18174
19 0,30143 | 036117 49 0,19028 | 0,22828 79 | 0,15052 | 0,1806
20 0,29408 | 0,35241 50 0,18841 | 0,22604 80 0,1496 | 0,17949
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21 | 028724 [ 034427 51| 0,18659 | 022386 81 | 0,14868 | 0,1784
22 | 028087 | 0,33666 52 | 0,18482 | 022174 82 | 014779 | 0,17732

23 02749 | 032954 53 | 018311 | 021968 83 | 0,14691 | 0,17627

24 | 026931 | 032286 54 | 018144 | 021768 84 | 0,14605 | 0,17523

25 0,26404 | 031657 55 0,17981 | 021574 85 0,1452 | 0,17421 [‘ > Cuvenan
26 | 025907 | 031064 56 | 0,17823 | 21384 86 | 0,14437 | 0,17321 e

27 | 025438 | 0,30502 57 | 017669 | 021199 87 | 0,14355 | 0,17223

28 | 024993 | 0,29971 58 | 0,17519 | 021019 90 | 0,14177 | 0,16938

20 | 024571 | 029466 59 | 0,17373 | 020844 95 | 0,13746 | 0,16493

30 02417 | 0,29987 60 | 0,17231 | 0,20673 100 | 0,13403 | 0,16081

Zdroj: [1], tabulka T18
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T15. Kritické hodnoty Spearmanova korelacniho koeficientu v @ >
) S
X /05'4' ““\Qk
n a=005|a=0,01 n a=0,05|a=0,01 n a=0,05|a=0,01
11| 06091 | 0,7545 21 | 04351 | 05545 D B
12 0,5804 | 0,7273 22 04241 | 0,5426 TLITEAT)
13 | 05549 | 0,6978 23 0415 | 0,5306
14 05341 | 0,6747 24 0,4061 0,52
5 0.9 - 15 | 05179 | 0,656 25 | 03977 | 051
6 0,8286 | 0,9429 16 0.5 | 06324 26 | 03894 | 0,5002
7 0,745 | 0,8929 17| 04853 | 06152 27 | 03822 | 04915
8 0,6905 | 0,8571 18 | 04716 | 0,5975 28 | 03749 | 04828
9 0,6833 0,8167 19 0,4579 0,5825 29 0,3685 0,4744
10| 06364 | 07818 20 | 04451 | 0,5684 30 | 0362 | 04665

Zdroj: [1], tabulka T22
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nahodného vektoru, 128
podminéné, 135

Sikmost, 98

Spicatost, 98

baysetv vzorec, 58

distribuéni funkce
sdruzend (simultanni), 116

funkce
distribucni, 78
pravdépodobnostni, 81

hustota pravdépodobnosti, 85
vlastnosti, 87
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jisty, 34
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koeficient

korelacni, 131
koeficient korelace, 129
kolmogorovovy axiomy pravdépodobnosti,
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kombinatorické pravidlo
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kovariance, 129
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modus, 99
moment
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