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Predmluva

Tento text, slouzi jako interaktivni ucebni pomicka k predmétu Diskrétni matematika a
tvod do Teorie grafi (DiM) pro bakalaiské studium na technické vysoké skole. Pti vybéru
témat jsem vychézel predevsim z osnov predmétu, tak jak byly navrzeny pro studenty obori
se zameérenim na informatiku a dalsi technické obory. Jedna se o doplnujici text k u¢ebnimu
textu Uvod do teorie grafu. Pri pripravé jsem cerpal ze skript Diskrétni matematika Petra
Hlinéného [!], z knihy Kapitoly z diskrétni matematiky od Jiftho Matouska a Jaroslava
Nesettila [7], z knihy Discrete Mathematics and Its Applications od K. Rosena [%], z knihy
Introduction to Graph Theory od Douglase B. Westa [9] a celé fady dalsich uéebnic a ¢lanki.

Budu rad, kdyz mne upozornite na preklepy i na méné srozumitelné pasaze, abych je
v dalsich verzich mohl opravit.

Text byl vysdzen pomoci sdzeciho systému TEX ve formatu pdf KTEX.

V Ostravé 31.7. 2012 Petr Kovar
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Kapitola 1

Pojem grafu

Teorie grafi je jednou z mladsich disciplin matematiky. Zatimco historie aritmetiky nebo
geometrie se ztraceji hluboko pred pocatkem letopoctu, tak zacatky teorie graft klademe
pomérné presné do 30. let 18. stoleti. V roce 1736 Svycarsky a pozdéji prusky matema-
tik Leonhard Euler vyTesil tak zvany ,,Problém sedmi mosti mésta Kralovce.“ Pri reSeni
nevyuzil metody zadné z tehdy znamych disciplin matematiky, ale pouzil (jak sdm napsal
v dopise svému priteli) ,geometrii pozic,“ dnes bychom rekli Teorii grafu. Za zakladatele
teorie grafu proto povazujeme Eulera a rok 1736 za rok vzniku teorie grafi. Prvni mono-
grafii a soucasné ucebnici Teorie grafu (,,Theorie der endlichen und unendlichen Graphen*)
vydal Madarsky matematik Dénes Konig o dvé sté let pozdéji, v roce 1936.

Dnes nasla teorie grafi jako vyznamna ¢ést diskrétni matematiky své uplatnéni pii reseni
mnoha praktickych tloh. Jeji vyhodou je snadnad a intuitivni predstava, kterd modeluje
redlnou situaci jako mnozinu objektt (vrcholy grafu) a vztahy mezi nimi (hrany grafu).
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Pojem grafu 10

Prevedeme-li konkrétni lohu do Teci teorie grafi, casto se jednd o jiz feseny obecny problém
a muzeme pouzit zname algoritmy pri implementaci reseni. Bezesporu zasadni vyhodou je
snadna implementace objektii a postupt Teorie grafi v pocitaci.
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1.1. Graf

A4

Pruvodce studiem

V této sekci zavedeme pojem grafu jako dvojici mnoZin: mnoZinu objektd, kterym fikame vrcholy
grafu, a mnozinu hran, jeZ reprezentuji vztahy mezi objekty. UkaZeme nékolik zpisobi, jak graf
miZe modelovat redlnou situaci. Upozornime na omezeni zavedeného pojmu graf, na analogie
a rozdily mezi pojmy ,graf" a ,relace” a zminime také obecnéjsi struktury neZ je ,graf".

Obsah
Nakonec zavedeme nékolik béZnych tfid grafii, se kterymi se Casto setkame v dalsim textu.
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Po prostudovéani této sekce budete schopni:

d
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e nadefinovat graf jako algebraickou strukturu,
e vysvétlit rozdil mezi grafem a jeho nakreslenim,
e popsat zakladni typy graft.

Pojem grafu je jednim z tstfednich pojmt soucasné Diskrétni matematiky. Hned na ivod
je nutno zduraznit, ze grafem nebudeme rozumeét graf funkce! V Diskrétni matematice grafem
rozumime algebraickou strukturu, kterd prehledné popisuje objekty a vztahy mezi nimi.
Neformalné si graf muzeme predstavit jako nékolik objektu (fikdm jim vrcholy) a jejich Zaviit dokument

spojnice (hrany). Nespornou vyhodou grafu je jejich pfehledné a intuitivni znazornéni, kdy
l Cels obrazovka/Okno




Pojem grafu 11

vrcholy nakreslime jako body nebo puntiky v roviné a hrany zakreslime jako ktivky spojujici
prislusné vrcholy.

o

Soucasné je jasné, ze pri peclivém rozboru komplikovanych tloh a zejména pti imple-
mentaci algoritmil pro jejich feseni nevystacime s neforméalné zavedenou strukturou grafi
jako puntiku a ¢ar v roviné. VsSimnéte si, jak nasledujici definice vystihne podstatu struk-
tury grafu: objekty a jejich vazby. Jestlize mezi dvéma objekty je vazba, popiSeme ji jako
dvojici (dvouprvkovou mnozinu) prislusnych objekti (vrcholi). Naopak, jestlize mezi dvéma
objekty vazba neni, prislusnou dvojici objekti do mnoziny hran nezaradime.
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Obrazek 1.1 Ukézky graft.
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Definice 1.1. Graf G (také jednoduchy graf nebo obycejny graf) je usporadand dvojice G =
= (V, E), kde V je neprdzdna mnozina vrcholi a E je mnozina hran — mnozina (nékterych)
dvouprvkovych podmnozin mnoziny V.

V dalsim textu budeme pracovat prevazné s konecnymi grafy, tj. s takovymi grafy, které
maji konecnou a neprazdnou mnozinu V. Mnozinu vrchol daného grafu G budeme znacit
V(@) a mnozinu jeho hran E(G). Proto napriklad |V (G)| je ¢islo, které udava pocet vrchola Zaviit dokument
grafu G a |E(G)| je pocet hran grafu G.

I Cels obrazovka/Okno




Pojem grafu 12

Vrcholy grafu znac¢ime obvykle malymi pismeny z konce abecedy (naptiklad u, v, w, ... ).
Hrany jsou dvouprvkové podmnoziny V', napriklad {u, v} nebo {u, w}. Z praktickych duvodu
budeme hrany znacit zkriacené uv nebo uw, méjme vsak na paméti, ze uv je jen zkratkou
zapisu {u,v}. Zejména mé smysl fikat, ze ,vrcholy u a v patii hrané“ uwv, nebo ze vrcholy u
a v jsou incidentni s hranou uwv ( ,incidentni* znamena u € {u,v}).

Déle rikdme, ze vrcholy u a v jsou spojené hranou uv nebo ze jsou sousedni v grafu G,
jestlize hrana uv € E(G). Pokud mnozina E hranu uv neobsahuje, tak vrcholy wu, v jsou
nesousedni nebo nezdvislé. Naopak pracujeme-li s hranou uwv, tak vrcholy u a v nazyvame
koncové vrcholy hrany wuwv.

1.1.0.1. Graf a jeho nakresleni

Graf mtzeme znazornit nebo dokonce zadat vhodnym obrazkem. Jedno takové nakres-
leni grafu je na Obrazku 1.2. Snadno ovérite (a to doporucujeme jako snadné cvi-
Ceni), ze graf G na Obrazku 1.2 popisuje strukturu G = (V,E), kde mnozina vr-
cholt je V' = {v1,vy,...,v8} a mnozina hran (dvouprvkovych podmnozin mnoziny V') je
E = {v1vg, v1v3, 0104, V1V5, V2U3, V24, V26, VU5, V3V7, V4Us5, VUG, V5U7, VGUT }.

Aby nakresleni grafu bylo opravdu prehledné, tak je praktické pozadovat

e aby kazdy vrchol byl zakreslen do jiného bodu,

e aby kazdd hrana prochizela jen jejimi dvéma koncovymi vrcholy (a zaddnym jinym
vrcholem),

e aby se dvé ruzné hrany v nakresleni protinaly nejvyse jednou,

e aby zaddna hrana neprotinala sama sebe,

o
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Pojem grafu

Obrazek 1.2 Nakresleni grafu G.

e aby se v nakresleni krizilo co mozna nejméné hran.

Zatimco prvni ¢tyri pozadavky je mozné splnit vzdy, posledni pozadavek obecné splnit nelze.

Vice se o kresleni grafu dozvime v Kapitole 6.

Priklad 1.2. Jsou vrcholy v; a vs v grafu G na Obréazku 1.2 sousedni? A jsou vrcholy vy
a v7 sousedni?

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

Reseni. Protoze mnozina hran F(G) grafu G obsahuje hranu vyvs, tak vrcholy v; a vs jsou
sousedni (v grafu G). Naproti tomu hrana v4v7 do mnoziny E(G) nepatii a proto vrcholy vy
a vy nejsou sousedni, jsou nezavislé v grafu G.

A

Hrany v grafu muzeme chépat jako spojnice, cesty, vodi¢e mezi néjakymi objekty, mésty
nebo uzly. Ale hrany mohou reprezentovat i abstraktnéjsi vazby: hrana ry mtze znamenat

»procesy x a y nemohou bézet soucasné*, protoze napiiklad vyuzivaji stejné zdroje systému.

Priklad 1.3. Najdéte co nejvétsi mnozinu nezavislych vrcholt v grafu G na Obrazku 1.2.




Pojem grafu 14

Reseni. Ozna¢me hledanou mnozinu N. VSimneme si, Ze ze ti{ vrchol@t vi, vs a v3 jsou
kazdé dva spojené hranou, proto do hledané mnoziny N muiizeme zahrnout nejvyse jeden
z nich. Podobné do N lze zatadit nejvyse jeden z vrcholi vs, vg a v7. PTi sestavovani nejveétsi
nezavislé mnoziny N proto musime vyradit vzdy alespon ¢tyfi vrcholy z celkového poctu
osmi vrchola v G.

Déle snadno ovérime, ze zddné dva vrcholy z mnoziny N = {vs, vy, v7, v} nejsou spo-
jené hranou a proto mnozina N je nejvétsi mnozinou nezavislych vrcholu. (Existuji i jiné
¢tyfprvkové mnoziny nezavislych vrcholu, najdete néjakou?) A

Vysledek Prikladu 1.3 muizeme interpretovat takto: Je-li graf modelem osmi procesi,
kdy hrany spojuji procesy, které nemohou bézet soucasné, tak jsme ukazali, ze v daném
systému mohou bézet soucasné nejvyse ¢tyri procesy. Navic jsme zjistili, které procesy to
mohou byt.

1.1.0.2. Rizné zpusoby zadani grafu

Uvédomte si, ze stejny graf mizeme popsat nékolika zpusoby. Jednak algebraicky, kdy za-
ddme nebo popiseme mnozinu vrcholi V' a mnozinu hran E nebo ,obrazkem® (nakresle-
nim grafu). Kazdy z nich ma své vyhody. Algebraicky pfistup je vhodny pro implementaci
algoritmu a existuje nékolik moznosti, jak strukturu grafu popsat v rdmci prislusného pro-
gramovaciho jazyka. Pro teoreticky rozbor nebo dokonce jen prvni seznameni s problémem
je naopak vhodny obrazek, casto nakreslime i jen netplné schéma tak, abychom ziskali
predstavu o grafu, ktery bude nasim modelem.

V praxi je obvyklé, ze struktura grafu neni nijak prirozené popsana a jsme to pravé my,
kdo bude ptislusny model (graf) sestavovat. Je pak na nas, jaky popis zvolime.
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Pojem grafu 15

Priklad 1.4. Devét kamaradu si na Vanoce dalo darky. Kazdy dal darky tfem svym kama-
radim. Ukazte, ze neni mozné, aby kazdy dostal darky pravé od téch tii kamaradi, kterym
darky sam dal.

Resend. Situaci si zndzornime grafem. Vrcholy grafu budou kamaradi, mame tedy celkem 9
vrcholi. Hrana bude mezi témi dvéma vrcholy (kamarddy), ktefi si navzdjem dali darky.
Pokud by feseni existovalo, tak bychom uméli sestavit graf s deviti vrcholy, ve kterém
kazdy vrchol je sousedni se tfemi jinymi vrcholy. Formulace zadani vSak naznacuje, ze
takova situace nemuze nastat a tedy ze takovy graf neni mozné sestrojit. Vskutku, takovy
graf neexistuje a kazdy pokus o jeho sestrojeni skoné¢i nezdarem. Doporucujeme, abyste si
zkusili graf sestavit a uvédomit si, pro¢ se konstrukce nedafi. Podrobné reSeni si ukazeme
pozdéji v této kapitole. A

Poznamka 1.5. Pripomenme, Ze relace na mnoziné A je néjaka podmnozina kartézského
souc¢inu A x A. Graf G je mnozina vrcholi V' a hrany jsou tvoreny nékterymi dvojicemi
vrchold v mnoziné E. Mtzeme se proto na graf divat jako na relaci ¢ na mnoziné V', kdy
dva vrcholy u a v jsou v relaci, jestlize existuje hrana uwv. Takova relace g je jisté symetrickéd
(pro¢?) a neni reflexivni. Dokonce zadny vrchol neni v relaci sém se sebou a proto ikame, ze
relace g je ireflexivni. Nakresleni grafu pak neni nic jiného nez néjaké znazornéni relace o.

Kazdé tvrzeni o grafech mtzeme zformulovat jako tvrzeni o prislusné relaci. Upfednost-
nujeme vsSak terminologii a pohled teorie grafi, nebot byva prehlednéjsi.

Tak, jako jsme zavedli jednoduchy (neorientovany) graf, mé& smysl pracovat i s orien-
tovanymi grafy. Pokud graf reprezentuje dopravni sit, silni¢ni sit nebo jiny produktovod,
muze byt uzitecné zavést orientaci hrany. Hrana uwv pak neni totozna s hranou vu.

Definice 1.6. Orientovanym grafem rozumime usporadanou dvojici G = (V, E), kde V je
mnozina vrcholi a mnozina orientovanych hran je E CV x V.
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Pojem grafu 16 P S 0

1849
Orientovand hrana uv pak neni dvouprvkova podmnozina {u, v}, ale usporadand dvojice . @ 5
o . v/ v o, , e N/
(u,v) dvou prvka u,v € V. Vrchol u je pocdtecni a vrchol v koncovy vrchol hrany wv. D 4

ZAPADOCESKA
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V nakresleni znédzornime orientované hrany sipkami (Obrazek 1.3). Orientovanymi grafy se
budeme podrobné zabyvat predevsim v Kapitole 7.

Obrazek 1.3 Orientovany graf.

Pro zajemce

Jesté obecnéjsi pojem nez orientovany graf, je multigraf. V multigrafech mohou existovat vicendsobné
hrany a smycky. V pseudografech mohou byt souc¢asné orientované i neorientované a nasobné hrany.
Definici multigraf a pseudograft najdete tfeba v [5].

Pro zajemce

Terminologie ,,vrchol“ a  hrana“ grafu pochazi z geometrie mnohostént. Naptiklad obyc¢ejnou t¥iroz-
mérnou krychli obvykle znazornujeme jako na Obrazku 1.4. Osm vrcholu krychle prirozené odpovidd
vrcholim grafu na obrazku a stejné tak dvandct hran krychle najdeme jako dvandct hran v grafu
na obrazku.
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Obrazek 1.4 Ruzna nakresleni grafu krychle.

Na obrazku 1.5 pak vidime znazornéni ctyfrozmérné krychle, kterou samoziejmé neni mozné
v tfirozmérném prostoru sestrojit, ale jeji model muZeme celkem pékné studovat na prisluSném

grafu.
C‘l | | l’)
O O

Obrazek 1.5 Dveé nakresleni grafu ¢tyfrozmeérné krychle (hyperkrychle ¢tvrtého radu).

Pojmy k zapamatovani

— graf s mnozinou vrcholtt a mnozinou hran
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— orientovany graf
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— nakresleni grafu

> UNIVERZITA

1.2. Zakladni t¥idy graft D Arasatesch

V PLZNI

V predchozi ¢ésti jsme tekli, ze grafy muzeme popsat algebraicky (zadat mnozinu vrcholu
a mnozinu hran) nebo obrazkem. Graf vSak muzeme jednoznacné zadat popisem vlastnosti
nebo jen jeho jménem. Rada struktur se vyskytuje natolik asto, ze se ustélilo popisné
jméno takového grafu nebo celé skupiny grafu.

Graf, ktery obsahuje jediny vrchol (a zddnou hranu), se nazyva trividlni graf (Obra-
zek 1.6 vlevo).

1.2.0.3. Kompletni graf

Jestlize graf na daném poctu vrchold n obsahuje vSsechny mozné hrany, fikame, ze je kom-
pletni.

Definice 1.7. Graf na n vrcholech (n 2 1), ktery obsahuje vSech () hran se nazyva dplny
nebo také kompletni graf a znaci se K.

Algebraicky mtzeme kompletni graf K,, popsat nasledujicim zpisobem.
K,=(V,E): V={1,2,...,n}, E={ij:4,7=1,2,...nAi #j}

Piiklady kompletnich grafii pro malé hodnoty n jsou na Obrazku 1.6.
Vsimnéte si, ze v Definici 1.7 jsme za vrcholy grafu vzali mnozinu prvnich n pfirozenych
c¢isel. Mohli jsme vsak stejné dobie zvolit libovolnou mnozinu s n prvky.




Pojem grafu 19

o o——oO0 A E @
K2 K3 K4 K5

Ky

Obrazek 1.6 Trividlni graf a kompletni grafy.

1.2.0.4. Cyklus (kruznice)

Graf, ktery mé n vrchold spojenych n hranami do jediného ,cyklu“, nazyvame cyklus.

Definice 1.8. Graf na n vrcholech (kde n = 3), které jsou spojeny po fadé n hranami
do jediného cyklu tak, ze kazdy vrchol je spojen s nasledujicim vrcholem a posledni vrchol
je navic spojen s prvnim vrcholem, se nazyvéa cyklus na n vrcholech a znaéi se Cy,. Cislo n

je délka cyklu C,.

Algebraicky mtzeme cyklus C,, popsat takto:
Cho=WV,E): V={12,....,n}, E={i(i+1):i=1,2,...n—1}U{1In},

kde ¢islo n je alespon 3.

Pfipomenme, ze zapis i(i + 1) je zkraceny zapis mnoziny {i,7 + 1}. Nékteré ucebnice
misto ,,cyklus“ pouzivaji termin kruznice. Cyklu délky tii fikdme také trojuhelnik a cyklu
délky ctyri nékdy tikdme ctverec. Vsimnéte si, Ze trojihelnik C'5 je soucasné kompletnim

grafem Kj.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
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Cyklus nemiize mit méné nez tii vrcholy, nebot by takova struktura nebyla jednoduchym

grafem.

Cs Cy Cs

Obrézek 1.7 Cykly Cs, Cy a Cs.

1.2.0.5. Cesta

Graf, jehoz vrcholy je mozno sefadit do fady tak, ze kazdy vrchol (kromé prvniho) je
spojen s predchozim vrcholem a kazdy vrchol (kromé posledniho) s nésledujicim vrcholem,

nazyvame cesta.

Definice 1.9. Graf na n vrcholech, které jsou spojeny po radé n — 1 hranami se nazyva

cesta a znaci se P,.
Algebraicky muzeme cestu P, popsat

P,=(V,E): V={1,2,....,n}, E={i(i+1):i=12...n—1}

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Vsimnéte si, Ze kompletni graf K je soucasné trividlni graf i (trividln{) cesta P; a kompletni
graf Ko je soucasné cestou P». Prvni a posledni vrchol cesty jsou koncové vrcholy, ostatni
vrcholy (pokud existuji) jsou vnitrni vrcholy.

o—0——=O0 o—0—0C—-=O0
P3 P4

Obrézek 1.8 Cesty Ps a Py.

Poznamka 1.10. Pozor, v nékterych knihdch nebo ucéebnich textech (napiiklad [1]) se
pouzivéa jiné znaceni, index v zapise P, odpovida poc¢tu hran, nikoliv poc¢tu vrcholt.

1.2.0.6. Kompletni bipartitni graf

Posledni tiidou graffi, kterou si nyni popiSeme, jsou kompletni bipartitni grafy. Casto se
setkdme s problémem, kdy mnozinu vrcholid lze prirozené rozdélit na dvé ¢asti rikame jim
partity, pricemz je jasné ze hranou jsou spojeny pouze vrcholy, které patti do riznych partit.
Typickym ptikladem je pritazovaci iloha: méme skupinu zaméstnanct a nékolik pracovnich
ukolta. Hranou spojime vzdy néjakého pracovnika s néjakym tkolem. Hrana nikdy nespojuje
dva pracovniky nebo dva tukoly. Nasledujici definice popisuje jeden dulezity piipad grafu
se dvéma partitami.

Definice 1.11. Graf, ktery méa vrcholovou mnozinu rozdélenu na dvé neprazdné disjunktni
podmnoziny M a N (|M| =m, |[N| = n) a ktery obsahuje vSech m - n hran uv takovych,
ze u € M av € N, nazyvame kompletni bipartitni graf (nebo také dplng bipartitni graf) a
znacime jej K, .

o
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Je dobré si uvédomit, ze kompletni bipartitni graf K, ,neobsahuje zddnou hranu uwv, . 5
kde u, v patii do stejné partity M nebo N. :3:,* 4

Algebraicky mtizeme kompletni bipartitni graf K,, , popsat takto:

Kpn=MUN,E): M=A{ui,ug,...,un}t, N ={vi,v2,...,0,},
E={uw;j:i=1,2,.... mAj=1,2,...n}.

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA

V PLZNI

Vsimnéte si, Zze kompletni bipartitni graf K o je soucasné cestou P3 a kompletni bipar-
titni graf Koo je soucasné cyklem Cjy.

Priklad 1.12. Ktery graf ma vice vrcholl, Ko nebo Kg7? A ktery z nich ma vice hran?

Resend. Podle definice ma kompletni graf Ko deset vrcholi a celkem (120) = 109 — 45 hran.
Naproti tomu kompletni bipartitni graf K¢ 7 mé 6+7 = 13 vrcholii a celkem 6-7 = 42 hran.
Proto kompletni bipartitni graf Kg7 mé vice vrcholi, ale kompletni graf Ko ma vice

hran. A

1.2.0.7. Dalsi grafy

Nékteré dalsi grafy se vyskytuji casto a maji sva jména. Mezi nejznaméjsi patii Petersentv
graf na Obrézku 1.9 nebo motylek na Obrazku 1.10.

Pojmy k zapamatovani

— kompletni graf
— cyklus
— cesta

— kompletni bipartitni graf
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Obrazek 1.9 Petersentv graf.

Obrazek 1.10 Motylek.

1.3. Stupen vrcholu

Pruvodce studiem

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

Nyni zavedeme ,,stuperi vrcholu “, coz je Cislo, které pro kazdy vrchol vyjadruje pocet sousednich
vrcholi (souvisejicich objekti). Zformulujeme a dokdzeme Princip sudosti, coZ je prekvapivé
jednoduché a diilezité tvrzeni, které ukazuje vazbu mezi stupni vrcholi a poCtem hran grafu.

s vz

V druhé Casti sekce prozkoumadme stupné vrcholii v grafu detailnéji. UkaZeme, které po-
sloupnosti nezapornych celych c&isel mohou tvorit posloupnost stuprii vrcholi v néjakém grafu




Pojem grafu 24

a které ne.

Cile
Po prostudovéani této sekce budete schopni:
e urcit stupen vrcholu v grafu,
e vysveétlit, jak spolu souvisi stupné vrcholi a pocet hran v grafu,
e sestavit stupniovou posloupnost daného grafu,
e poznat, zda dand posloupnost nezdpornych celych ¢isel je stupnovou posloup-
nosti néjakého grafu,
e sestavit graf s danou stuptiovou posloupnosti.
Me¢jme graf G jako na Obrazku 1.11. Pripomenme, Ze je-li hrana uv v grafu G, tak vr-

choly u a v nazyvame koncové vrcholy této hrany a fikame, ze vrcholy u a v jsou s hranou uv
incidenti.

Definice 1.13. Stupern vrcholu v grafu G je pocet hran, se kterymi je vrchol incidentni.

Stupen vrcholu v v grafu G znacime deg(v) nebo také degq(v), pokud chceme zdiraznit,
v jakém grafu stupeii vrcholu v zkouméme. Casto se pouziva symbol §(G), ktery udava
nejmensi stupen vrcholu v daném grafu G, a symbol A(G), ktery udava nejvyssi stupen
vrcholu v grafu G.

Graf, ve kterém jsou vSechny vrcholy stejného stupné, se nazyva pravidelny graf.

Urc¢it stupné vrcholt v grafu na Obrazku 1.11 je snadné. Staci pro kazdy vrchol spocitat
pocet incidentnich hran. Stupné vrcholtu vsak mtzeme urdit i v pripadé, kdy je graf popsan
mnozinami vrcholil V' a hran E nebo je-li zaddn jménem.

o
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U3
Ve

V4

U1 Us

Obrazek 1.11 Graf se stupni vrchola 5, 1, 3, 3, 4, 4 a 0.

Priklad 1.14. Jaké jsou stupné vrcholu v grafu K,? A jaké stupné maji vrcholy
v grafu K, , a P,?

Reseni. Protoze kazdy vrchol kompletniho grafu K, je sousedni se viemi ostatnimi vrcholy,
tak stupen kazdého vrcholu je n — 1. Mizeme psit degy (v) = n — 1 pro kazdy vrchol
v e V(Ky).

V kompletnim bipartitnim grafu K,,, je podle definice kazdy vrchol z jedné partity
sousedni pouze s vrcholy z druhé partity. Proto kazdy vrchol w z partity s m vrcholy je
stupné deg(u) = n a kazdy vrchol v z partity s n vrcholy je stupné deg(v) = m.

Pro cestu P, rozlisime tii pripady peclivym rozborem Definice 1.9. Trividlni cesta obsa-
huje jediny vrchol stupné 0. Cesta P, mé oba vrcholy stupné 1 a konecné v cesté s vice nez
dvéma vrcholy jsou vzdy dva vrcholy stupné 1 (oba koncové vrcholy cesty P,) a vSechny
zbyvajici vrcholy jsou stupné 2. A

Nasledujici tvrzeni ukazuje, ze mezi stupni vrcholti a poctem hran grafu je jednoduchy
vztah.

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI
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Véta 1.15 (Princip sudosti). Soucet stuprii vsech vrcholi v grafu je vidy sudy a je
roven dvojndsobku poctu hran.

Mame-li graf G, tak tvrzeni véty mizeme zapsat vztahem

Y dega(v) =2|E(G)|- (1.1)

veV(G)

Dikaz. Tvrzeni ukdzeme metodou dvojiho pocitani. Dvéma zpusoby spocitdme koncové
vrcholy hran. Pozor, kazdy vrchol zapocitame tolikrat, kolikrat je koncovym vrcholem néjaké
hrany — nejednd se jen o pouhy pocet vrcholi.
Stupen kazdého vrcholu v udava pocet, kolikrat je dany vrchol v koncovym vrcholem
néjaké hrany. Proto soucet vSech stupnua vrcholi je poc¢tem vsech koncovych vrchola hran.
Soucasné uvazime, ze kazda hrana m&a dva koncové vrcholy, proto pocet koncovych
vrcholi hran je roven soucasné dvojnasobku poctu hran. O

Uvédomte si, ze zname-li stupné vsech vrcholi v daném grafu, je pocet hran grafu urcen
jednoznac¢né. Miuze existovat nékolik rtiznych grafii s danymi stupni, ale vsechny tyto grafy
maji stejny pocet hran, ktery lze urcit ze vztahu 1.1. Napriklad mame-li pravidelny graf G
na n vrcholech, ve kterém jsou vSechny vrcholy stupné r, tak graf G ma nr/2 hran.

Priklad 1.16. Kolik hran mé graf na Obrazku 1.117

Reseni. Protoze stupné vrcholii v grafu na Obrazku 1.11 jsou 5, 1, 3, 3, 4, 4 a 0, tak soucet
stupnu jeho vrcholi je 54+1+4+3+3+4+4+0 = 20. Podle vztahu 1.1 z Véty 1.15 ma dany
graf 20/2 = 10 hran. A

o
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Vsimnéte si, ze soucet stupnu vSech vrcholi v daném grafu je podle Véty 1.15 vzdy
sudy. Proto se Véte 1.15 tika ,,Princip sudosti“. Podle principu sudosti Zddny graf nemtze
mit lichy pocet vrchola lichého stupné. A proto, pokud je v grafu G néjaky vrchol lichého
stupné, musi v grafu G takovych vrcholt byt sudy pocet.

Nyni je ¢as vratit se k Prikladu 1.4.

Priklad 1.17 (Pokracovani Piikladu 1.4). Devét kamarddia si na Vanoce dalo darky.
Kazdy dal darky tfem svym kamaradim. Ukazte, Ze neni mozné, aby kazdy dostal darky
praveé od téch tri kamaradu, kterym darky sam dal. Navod: ukazte, ze neexistuje graf, ktery
by danou situaci modeloval.

Resend. V TeSeni Pifkladu 1.4 jsme ukézali, Ze pokud by existovalo feseni daného problému,
tj. kazdy z deviti kamarada by mohl dostat darky od téch t¥i, kterym darky dal, tak celou
tlohu miizeme modelovat grafem s deviti vrcholy, pficemz kazdy vrchol bude stupné 3.
Podle Véty 1.15 takovy graf existovat nemuze, nebot by mél lichy pocet (devét) vrcholi
lichého stupné 3. A

Pro zajemce

V reseni Prikladu 1.17 jsme postupovali neprimo. Uvazme implikaci A = B: ,Jestlize ma Priklad 1.4
reSeni, pak existuje model feseni ve formé grafu.“ Vychazeli jsme z predpokladu A: ,Existuje takové
TeSeni tlohy, kdy si kamaradi navzajem vyméni darky“ a snazili jsme se odvodit tvrzeni B: ,sestavime
graf, ktery tlohu modeluje“. Misto, abychom ukéazali implikaci A = B jsme vSak ukazali jeji obménu
—-B = —A (pfipomindme, Ze obména implikace mé stejnou pravdivostni hodnotu jako implikace
samotnd). ProtoZe neexistuje graf, ktery by danou situaci modeloval, tak Piiklad 1.4 nem4 TFeSeni.
To soucasné znamena, ze neexistuje takova vyména darku, aby kazdy z deviti kamaradt dostal darky
pravé od téch tii kamaradi, kterym darky sam dal.

@:
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Priklad 1.18. Kolik hran mé graf, ktery ma tii vrcholy stupné 5 a sedm vrcholi stupné 47

Resend. Takovy graf neexistuje! Soucet stupiti vrcholt takového grafu by byl 3-5+7-4 = 43
a podle Principu sudosti (Véta 1.15) by mél 43/2 hran, coZz neni mozné, nebot pocet hran

nemuze byt desetinné cislo. A
Definice 1.19. Méjme graf G s vrcholy wvy,vs,...,v,. Posloupnost stupnu vrcholu
(deg(v1),deg(va), ..., deg(vy,)) nazyvame stupriovou posloupnosti grafu G.

Pro prehlednost budeme pracovat se stupnovymi posloupnostmi usporadanymi do ne-
rostouci posloupnosti, tj. deg(vi) = deg(ve) = ... = deg(vy)).

Naptiklad stupnova posloupnost grafu na Obrazku 1.11 je (5,4,4,3,3,1,0). Stupnova
posloupnost kompletniho grafu Kg je (5,5,5,5,5,5) a stuptiovd posloupnost kompletniho
bipartitniho grafu K43 je (4,4,4,3,3,3,3).

Pro kazdy graf umime snadno sestavit stupnovou posloupnost a tato stupnova posloup-
nost je urcena jednoznacné. Je prirozené se ptat, zda mizeme stupriovou posloupnost po-
uzit pro jednozna¢né urceni grafu. Odpovéd je jednoduchd — ne. Stupnova posloupnost
uréuje (jednoduchy) graf jednoznacéné jen ve specidlnich ptipadech. Napiiklad posloupnost
(3,3,3,3) je stupnovou posloupnosti kompletniho grafu K4 a zddného jiného. Podobné stup-
nové posloupnosti (0,0, 0,0, 0) nebo (2,2, 1, 1) uréuji graf jednoznacné. Naproti tomu na Ob-
razku 1.12 jsou dva ruzné grafy se stejnou stupnovou posloupnosti (3,2,2,1,1,1).

Pro zajemce

Zkuste najit nejmensi priklad (s co nejmensim poc¢tem vrcholt a nejmensim poctem hran) dvou ruz-
nych grafu se stejnou stupriovou posloupnosti. Napovime, ze priklad na Obrazku 1.12 neni nejmensi.

o
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Obrézek 1.12 Dva grafy se stupniovou posloupnosti (3,2,2,1,1,1).

Mame-li ddnu posloupnost celych ¢isel, tato posloupnost muze a nemusi byt stupnovou
posloupnosti zddného grafu. Napriklad obsahuje-li posloupnost P zaporné c¢islo, evidentné se
nejednd o stupniovou posloupnost. Podobné, jestlize posloupnost n nezapornych celych ¢isel
obsahuje ¢islo n nebo ¢islo vétsi nez n, tak se nejedend o stupniovou posloupnost zadného
grafu, nebot zadny vrchol nemiize mit vice nez n — 1 sousednich vrcholi. Podle principu
sudosti ani posloupnost (3,3,3,3,3,3,3,3,3) neni stupnovou posloupnosti zadného grafu
(Priklad 1.4), nebot soucet stupnu neni sudy. Nésledujici priklad ukazuje, Ze dokonce ani
posloupnost n nezdpornych ¢isel, z nichz zadné neni vétsi nez n — 1 a soucet prvka posloup-
nosti je sudy, nemusi byt stupnovou posloupnosti néjakého grafu.

Priklad 1.20. Ukazte, Ze posloupnost (3,3,3,1) neni stupnovou posloupnosti zddného
grafu.

Resend. Nejprve si véimnéte, Ze podle zadné z doposud zminénych kriterii nepozname, ze
graf se stupnovou posloupnosti (3, 3, 3, 1) nemuze existovat: Podle principu sudosti by pocet
hran hledaného grafu byl (3 +3 + 3 4+ 1)/2 = 5. Hledany graf by musel mit ¢tyfi vrcholy.

Vsimneme si, ze graf na ¢tyfech vrcholech mtze obsahovat nejvyse (3) = 6 hran, s kaz-
dym vrcholem budou incidentni vzdy t¥i z nich. Vime, ze hledany graf by mél obsahovat 5
hran, avSak soucasné musi obsahovat vrchol stupné 1, a tedy z celkového poc¢tu 6 hran musi
alespont dvé hrany chybét, coz neni mozné. Proto graf se stuptiovou posloupnosti (3,3,3,1)
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neexistuje. A

V feseni Prikladu 1.20 se nam podarilo argumentovat, ze dana posloupnost neni stup-
novou posloupnosti zadného grafu. Existuje néjaky jednoduchy a univerzalni postup, jak
pro kazdou posloupnost P rozhodneme, zda existuje graf s takovou stupnovou posloup-
nosti P? Odpovéd déva nasledujici véta. Takovy univerzalni a pomérné jednoduchy postup
existuje, jedna se vsak o rekurzivni postup, kdy odpovéd na otazku, zda dana posloupnost
je stupnovou posloupnosti néjakého grafu, prevedeme na stejnou otazku avSak pro kratsi
posloupnost s mensimi ¢isly.

Véta 1.21 (Véta Havlova-Hakimiho). Necht (dy = do = ... 2 d,) je posloupnost
nezapornych celyjch cisel. Pak graf s n vrcholy se stupriovou posloupnosti

D = (di,da,...,dy)
existuje pravé tehdy, kdyz existuje graf s n — 1 wvrcholy se stupriovou posloupnosti

D/ = (d2 - 17d2 - 37 300 7dd1+1 - 1add1’dd1+17 7dn)

Vétu 1.21 dokazali nezavisle na sobé cesky matematik V. J. Havel a americky matematik
S. Louis Hakimi. Dtkaz je pomérné technicky a proto jej vynechdame. Na druhou stranu
v dalsim textu vyuzijeme myslenky dikazu, ktery je konstruktivni a umozni nam sestrojit
alespon jeden graf s danou stuprnovou posloupnosti.

Posloupnost D’ vznikne z nerostouci posloupnosti D tak, Ze vynechdme prvni ¢len dy
a pravé dp nasledujicich prvka (pokud existuji) zmensime o jedni¢ku. Nakonec jeji prvky
preusporadame tak, abychom dostali nerostouci posloupnost. Posloupnost D’ je kratsi a
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obsahuje mensi ¢isla nez posloupnost D a proto po nejvyse n — 1 krocich dostaneme po-
sloupnost, o které budeme umét ihned rozhodnout, zda je grafova. Stejna odpovéd pak podle
Véty 1.21 plati i pro posloupnost D.

Vratime se k Prikladu 1.20.

Priklad 1.22. Ukazte, Ze posloupnost (3,3,3,1) neni stupnovou posloupnosti zddného
grafu uzitim Veéty 1.21.

Resend. Opakovanym uzitim Véty 1.21 dostaneme nasledujici posloupnosti
(3,3,3,1) =7 (2,2,0) <M (1, -1).

Posledni z nich jisté neni stuptiovou posloupnosti zddného grafu, proto ani (3,3,3,1) neni
stupnovou posloupnosti zadného grafu. A

Vsimnéte si, ze mezi jednotlivymi posloupnostmi ve vypoctu nemtizeme pouzit symbol
»=", nebot se jednd o rtzné posloupnosti. Misto toho pouzivime symbol ~, kterym vy-
jadfujeme ekvivalenci jednotlivych posloupnosti, presnéji o ekvivalenci vzhledem k otéazce,
zda se jednd nebo nejedna o stupnovou posloupnost néjakého grafu.

Poznamka 1.23. K urceni, zda dand posloupnost celych ¢isel je stupniovou posloupnosti
néjakého grafu, mizeme pouzit nasledujici postup. Jednotlivé kroky jsou sefazeny dle ob-
tiznosti, zacindme nejsnadnéji ovéritelnymi moznostmi:

1) ovéfime, zda posloupnost neobsahuje zdporna ¢isla,

2) ovérime, zda posloupnost n ¢isel neobsahuje ¢islo n a vétsi,

3) ovérime, zda soucet prvku posloupnosti je sudy (Véta 1.15),
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4) opakovanym pouzitim Véty 1.21 ovéfime, zda dand posloupnost je stuprtiovou posloup-
nosti néjakého grafu.

Samozrejmé muzeme ihned ovérovat podminku Véty 1.21. Pokud by vsak odpovéd na nékte-
rou z predchozich otazek byla zaporna, tak se muzeme vyhnout casto zdlouhavému postupu.

Priklad 1.24. Uzitim Véty 1.21 rozhodnéte, zda posloupnost (6,1,3,2,3,2,4,1) je stup-
novou posloupnosti néjakého grafu.

Resend. Na prvni pohled je zfejmé, Ze posloupnost osmi ¢isel neobsahuje zaporna ¢isla ani
¢islo vetsi nez 7. Navic posloupnost spliiuje i Princip sudosti (Véta 1.15), nebot pocet lichych
¢isel v posloupnosti je sudy. Nemuzeme proto snadno vyloucit, Ze se jednd o stupnovou
posloupnost grafu. Déle posloupnost sefadime do nerostouci posloupnosti (6,4, 3,3,2,2,1, 1)
a wzitim Véty Havla-Hakimiho (Véty 1.21) dostaneme

(6,4,3,3,2,2,1,1) "< (3,2,2,1,1,0,1) ~ (3,2,2,1,1,1,0).

To znamend, ze posloupnost (6,4,3,3,2,2,1,1) je grafovd pravé tehdy, kdyz je grafova
posloupnost (3,2,2,1,1,1,0), kterou jsme také seradili do neklesajici posloupnosti. Opako-
vanym pouzitim véty Havla-Hakimiho dostaneme

(3,2,2,1,1,1,0) "< (1,1,0,1,1,0) ~ (1,1,1,1,0,0) "<" (0,1,1,0,0) ~

~ (1,1,0,0,0) "= (0,0,0,0).

Protoze posloupnost (0,0,0,0) je bezpochyby stupnova posloupnost grafu sestavajictho
ze Ctyt izolovanych vrcholu (¢tyt kopii grafu Ki), je také posloupnost (6,4,3,3,2,2,1,1)
stupnovou posloupnosti néjakého grafu.
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ZkusSeny poctar mohl uz v prubéhu vypoctu snadno poznat, Ze jiz posloupnost
(1,1,1,1,0,0) je jisté stupnovou posloupnosti grafu, ktery obsahuje dvé kopie grafu Ko
a dvé kopie grafu K;. A

Rekurzivni vypocet, ktery slouzi k ovéreni, zda dand stupnova posloupnost D je nebo
neni stupnovou posloupnosti néjakého grafu, mizeme pouzit pro nalezeni grafu s danou
stupnovou posloupnosti. Pfi popisu pouzijeme oznaceni z Véty 1.21. Nejprve sestavime graf,
jehoz stuptiova posloupnost D’ je ve vypoc¢tu posledni, nebot vime, Ze takovy graf existuje.
V dalsim kroku pridame jeden vrchol stupné d; a spojime jej hranami s vrcholy stupni
dy —1,d3 —1,...,d4,+1 — 1 tak, aby vznikl graf se stupnovou posloupnosti D. Podobné
pridavame dalsi vrcholy, az sestavime graf se zadanou stupnovou posloupnosti.

Priklad 1.25 (pokracovani Prikladu 1.24). Najdéte graf se stupriovou posloupnosti
(6,1,3,2,3,2,4,1).

Resend. Na strané 32 jsme ukézali, Ze posloupnost (6,1,3,2,3,2,4,1) je stupnovou posloup-
nosti néjakého grafu. Nyni vypocet pouzijeme pro nalezeni takového grafu. Nejprve nakres-
lime graf se stupnovou posloupnosti (0,0, 0,0) (Obrazek 1.13 vlevo).

Potom pfidame vrchol stupné 1 (pfidany vrchol je vzdy oznacen modie) a spojime jej
s nékterym z nakreslenych vrcholi. Dostaneme graf se stupnovou posloupnosti (1, 1,0, 0, 0)
(Obréazek 1.13 uprostied).

Pridame dalsi vrchol stupné 1 a spojime jej s nékterym z nakreslenych vrcholt stupné 0.
Dostaneme graf se stuptiovou posloupnosti (1,1,1,1,0,0) (Obrazek 1.13 vpravo).

V dalsim kroku ptidame vrchol stupné 3 a spojime jej se dvéma vrcholy stupné 1 a jednim
vrcholem stupné 0. VSimnéte si, Zze vrcholy stupné 1 muzeme vybrat nékolika zptsoby,
zvolili jsme ndhodné dva z nich. Dostaneme graf se stupniovou posloupnosti (3,2,2,1,1,1,0)
(Obrazek 1.14 vlevo).
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Obrazek 1.13 Rekonstrukce grafu, prvni tii kroky. UG

Nakonec pridame vrchol stupné 6 a spojime jej s jednim vrcholem stupné 3, se dvéma vr-
choly stupné 2, se dvéma vrcholy stupné 1 a jednim vrcholem stupné 0. Znovu pripominame,
ze hrany nepridavame tplné ndhodné. Hranou spojime vzdy pridany vrchol a druhy koncovy
vrchol ma predepsany stupen. Pokud mame vice vrcholil stejného stupné, miizeme zvolit
libovolny z nich Dostaneme napiiklad graf se stupnovou posloupnosti (6,4,3,3,2,2,1,1)
(Obrazek 1.14 vpravo).

©)

J

Obrézek 1.14 Rekonstrukce grafu, dalsi dva kroky.
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Pro zajemce

Véta 1.21 spolu s postupem podrobné rozebranym v Piikladu 1.25 ndm umozni pro kazdou posloup-
nost nezapornych c¢isel nejen rozhodnout, zda se jedna o stupnovou posloupnost néjakého grafu, ale
také takovy graf zkonstruovat. Jak jsme uvedli diive, tak graf neni svou stupnovou posloupnosti ur-
¢en jednoznacné. Obvykle mame pri rekonstrukei grafu moznost volby a mohli bychom zkonstruovat
vice ruznych grafii se stejnou stupriovou posloupnosti.

Neni vsak tézké si rozmyslet, Ze existuji grafy, které postupem uvedenym v Ptikladu 1.25 ne-
pujde zkonstruovat. Pozor, nefikame, ze takovy graf neexistuje, ale ze konstrukce najde vzdy jing
graf se stejnou stupniovou posloupnosti. Piiklad takového grafu je na Obrazku 1.15. Rozmyslete
si, pro¢ pomoci vyse popsaného algoritmu sestavime jiny graf se stejnou stupriovou posloupnosti
(4,2,2,2,1,1,1,1).

Obrazek 1.15 Graf, ktery nelze zkonstruovat postupem popsanym v Piikladu 1.25.

Pojmy k zapamatovani

— stupen vrcholu

— princip sudosti

— stupnova posloupnost grafu
— Véta Havla-Hakimiho
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1.4. Podgrafy

Pri reseni tloh casto uvazujeme pripady, kdy z daného grafu vynechame nékteré vrcholy
(a hrany s nimi incidentni), nebo vynechdme néjaké hrany, pripadné oboji. Pfirozené se tak
dostavame k pojmu ,,podgraf®.

Definice 1.26. Graf H nazveme podgrafem grafu G jestlize V(H) C V(G) a
E(H) C E(G). Piseme H C G.

Vsimnéte si, ze vynechame-li z G néktery vrchol, musime soucasné vynechat i vSechny
hrany s nim incidentni. Definice je v tomto smyslu korektni, nebot pokud bychom vynechali
jen vrcholy a nikoli hrany, tak H by nemusel byt grafem, ale jen néjakou dvojici mnozin
V(H) a E(H). Abychom H = (V(H), E(H)) nazvali grafem, tak F(H) obsahuje (nékteré)
dvouprvkové podmnoziny V (H).

Na Obrazku 1.16 mame graf G a jeho podgraf H, ktery vznikl odebranim jednoho
vrcholu (a hrany s nim incidentni) a dalsich ¢ty hran. Naopak, pokud bychom v grafu G
na Obrazku 1.2 odebrali vrchol v7 a ponechali vrcholy W = {wvy,vs,...,v6} a ponechali
hrany F = {viv2, v1v3, v104, V105, V203, V2V4, V2Vg, V3V5, V3V7, V4Vs5, UsU6 }, tak sice W C V
a F' C F ale dvojice (W, F) netvori graf, protoze hrana vzvy nemé oba koncové vrcholy
v mnoziné W (neplati {vs,v7} C W).

Nyni popiseme dva dilezité specialni pripady podgrafii.

Definice 1.27. Podgraf I grafu G nazveme indukovanym podgrafem grafu G, jestlize
E(I) obsahuje vSechny hrany grafu G, které jsou incidentni s vrcholy z V' (I). (Vynechdme
pouze hrany, které byli incidentni s vynechanymi vrcholy.)
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Obréazek 1.16 Graf G a jeho podgraf H.

Ekvivalentné muzeme fici, ze indukovany podgraf I vznikne z grafu G (ptipadnym) vyne-
chanim nékterych vrcholi a vynechanim pouze téch hran, které jsou incidentni s nékterym
vynechanym vrcholem. Zminime jesté treti zpusob, jak zavést pojem indukovaného pod-
grafu. Muazeme ftici, Ze indukovany podgraf I grafu G, je takovy podgraf grafu G, ktery ma
ze vSech podgrafu s vrcholovou mnozinou V(1) nejvétsi pocet hran. Graf I na Obrazku 1.17 37. strana ze 272
uprostied je indukovanym podgrafem grafu G, avSak podgraf H (vpravo) grafu G neni
indukovany, nebot v ném chybi i dalsi hrany grafu G.

Vg

Obréazek 1.17 Graf G, jeho indukovany podgraf I a podgraf H, ktery neni indukovany. Zaviit dokument
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Uvédomte si, ze indukovany podgraf obsahuje co mozna nejvétsi pocet hran pivodniho
grafu. V jistém smyslu analogicky mizeme pozadovat, aby podgraf mél co nejvice vrcholi
puvodniho grafu. Dostavame nasledujici definici.

Definice 1.28. Podgraf F grafu G nazveme faktorem grafu G jestlize V(F) = V(G).

Graf F na Obrazku 1.18 uprostred je faktorem grafu G, avsak podgraf H (vpravo) neni
faktorem, nebot v ném chybi néjaké vrcholy grafu G (staci, aby chybél jediny vrchol).

Vg ialhia

Obrazek 1.18 Graf G, jeho faktor F' a podgraf H, ktery neni faktorem.

Jestlize o grafu H tikame, ze je podgrafem grafu G, tak naopak graf G se nazyva nadgraf
grafu H. Pojmy podgrafu, indukovaného podgrafu, faktoru vyuzijeme v argumentacich a
pri popisu algoritmu v dalSim textu.

1.4.0.8. Bipartitni grafy

Na strané 21 jsme nadefinovali kompletni bipartitni graf. Kazdému podgrafu kompletniho
bipartitniho grafu rikame bipartitni graf. O bipartitnich grafech se dozvime vice v Sek-
cich 6.1 a 7.4.
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1.5. Isomorfismus grafii

Modelovat realnou situaci grafem je praktické zejména proto, ze pri popisu abstrahujeme
od konkrétni situace a zamérime se na podstatné vlastnosti struktury: ktery vrchol je sou-
sedni s kterym vrcholem. Stejnou situaci vsak lze popsat na prvni pohled rtuznymi grafy
(rizné oznaceni vrcholi, zcela odlisné nakresleni grafu, ... ) Pritom se jedné o stejnou struk-
tury.

Je prirozené se ptat, jak mizeme poznat, ze dva grafy maji stejnou strukturu a ze se lisi
jen jejich oznaceni nebo nakresleni. Pravé proto se zavadi pojem isomorfismu.

Definice 1.29. Isomorfismus grafi G a H je bijektivni zobrazeni f : V(G) — V(H),
pro které plati, ze kazdé dva vrcholy w,v v grafu G jsou sousedni pravé tehdy, kdyz jsou
sousedni jejich obrazy f(u), f(v) v grafu H.

Stru¢né muzeme zapsat
Vu,v € V(G) :wv € E(G) & f(u)f(v) € E(H). (1.2)

Rikdme, ze dva grafy jsou isomorfni, jestlize maji stejnou strukturu. Hlavnim davodem,
pro¢ se zavadi pojem isomorfismu grafi je, abychom méli nastroj, pomoci kterého se budeme
snazit rozhodnout, zda néjaké dva grafy maji nebo nemaji stejnou strukturu.
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VIRV
Poznamka 1.30 (Isomorfni grafy si nejsou rovny). Uvédomte si, Ze pokud dva grafy G . 5
a H jsou isomorfni, tak si nejsou rovny, protoze kazdy ma treba uplné jinou mnozinu *% '3«5
vrcholu. Samoziejmé |V (G)| = |V (H)|, ale obecné nemusi platit V(G) = V(H). Dulezité je, >
ze struktura obou grafi je stejnd. Bylo by chybou napsat G = H. Pro vyjadieni informace,
ze grafy G a H jsou isomorfni pouzivame zapis G ~ H. D p ZAravocises
V PLZNI
Priklad 1.31. Jsou grafy G a H na Obrazku 1.19 isomorfni?
Vo U1 () X1
U3 V6 T3 6
V4 Us T4 L5

Obrazek 1.19 Grafy G a H.

Reseni. Ukazeme, 7e grafy G a H jsou isomorfni, nebot zobrazeni f : V(G) — V(H) dané
seznamem vrcholl a jejich obrazi zachovava sousednost.

flv1) = =
flva) = x4
f(v3) = =5
flve) = =z3
flvs) = e | Zovt dokument |
fw) = » o]
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Vsimnéte si, ze vrchol vy stupné 4 se zobrazi na vrchol x3, ktery je stupné 4. Oba vrcholy
v1, V9 stupné 3 se zobrazi opét na vrcholy z1, x4 stupné 3. A konecné zbyvajici vrcholy
vs, Us, Vg stupné 2 se zobrazi na vrcholy xo, x5, xg stupné 2. Ale pozor! Samotna rovnost
stupni jako dikaz isomorfismu nestaci! Ovérime zachovani sousednosti pro vsech osm hran
grafu G: hrana vjve grafu G se zobrazi na hranu f(v1)f(ve) = w124 grafu H, hrana vivy
grafu G se zobrazi na hranu f(v1)f(v4) = x123 grafu H a konecné hrana vivg grafu G
se zobrazi na hranu f(v1)f(vg) = x1we grafu H. Zbyvajicich pét hran se ovéri podobné.
Navic tfeba vrcholy v, v3 nejsou sousedni a proto ani jejich obrazy f(v1) = x1, f(vs) = x5
nemohou byt sousedni.

Vsimnéte si, ze pokud maji oba grafy G a H stejny pocet hran, staci ovérit zachovani
existujicich hran. Chybéjici hrany grafu G pak musi chybét i v grafu H. A

Samotna rovnost stupnii vrcholu a stupnu jejich obrazt k zajisténi isomorfismu nestaci,
jak ukazuje néasledujici priklad.

Priklad 1.32. Ukazte, ze zobrazeni h : V(G) — V(H) dané seznamem vrcholu a jejich
obrazi

h(v1) 1
h(ve) = x4
h(vs) = w5
h(ve) = 3
h(vs) = x2
h(ve) = w6

neni isomorfismus grafi G a H i kdyz stupen obrazu je vzdy roven stupni vzorového vrcholu
(ovétte si to).
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Reseni. Staci si vsimnou, ze zatimco hrana v;vg patii do grafu G tak jeji obraz h(vi)h(ve) =
= x1x¢ do grafu H nepatii. Je porusena podminka 1.2. To ale neznamena, ze grafy nejsou
isomorfni! To znamend, Ze zobrazeni h neni isomorfismem grafi G a H. A

Jak vsak pozname, ze dva grafy jsou isomorfni? Strucné receno ,tézko“. Pokud jsou dva
grafy isomorfni, musime najit isomorfismus (bijektivni zobrazeni mezi mnozinami vrcholi) a
overit, Ze zachovava sousednost vrcholu (vztah 1.2). Hledat zobrazeni ,zkusmo“ neni dobry
napad, nebot riznych bijektivnich zobrazeni mezi vrcholovymi mnozinami dvou grafi na n
vrcholech existuje n!.

Pro zajemce

Ani pouziti hrubé sily pocitace nemusi uz pro pomérné malé grafy stacit, nebot pocet provérova-
nych moznosti roste velmi rychle v zavislosti na poctu vrcholi. Slozitost takového algoritmu neni
polynomiélni, nebot pocet kroku je imérny O(n!). Navic pro kazdou moznost bychom méli ovérit
zachovani sousednosti pro vsechny hrany.

Jestlize naopak dva grafy isomorfni nejsou, necekejme, ze se nam podaii vyloucit kazdy
z n! moznych isomorfismu. Jiz pro malé grafy je takovych bijekei prilis mnoho. Pro vylouceni
isomorfismu dvou grafii doporucujeme najit néjakou vlastnost, ktery jeden graf ma a druhy
nema. Jakou vlastnost? Zde se uplatni davtip ¢i zkusenost resitele.

Priklad 1.33. Jsou grafy G a H na Obrazku 1.20 isomorfni?

Reseni. Ukazeme, Ze grafy G a H nejsou isomorfni. Nebudeme viak postupné zkoumat
vSechny mozné bijekce V(G) — V(H), kterych existuje 6! = 720. Dokonce nebudeme po-
stupné prochazet vsech 4! bijekei V(G) — V(H), které zobrazuji na sebe vrcholy odpovi-
dajicich stupnu. Vsimneme si, ze v grafu G jsou dva vrcholy stupné 2 sousedni (na Ob-
razku 1.21 jsou vyznaceny Cervené), avSak v grafu H 7adné dva vrcholy stupné 2 nejsou
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Obrazek 1.20 Grafy G a H.

sousedni (na Obrazku 1.21 jsou vSechny vrcholy stupné 2 vyznaceny modfe), proto nemohou
byt grafy G a H zakreslenim stejné struktury a nejsou isomorfni.

Obrazek 1.21 Grafy G a H s vyznacenymi vrcholy.

A

Dalsi animovany priklad najdete na adrese http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/
files/unit/izomorfismus.pdf.

P1i vySetfovani isomorfismu doporucujeme prozkoumat vlastnosti grafu, které shrnuje
nasledujici véta.



http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/izomorfismus.pdf
http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/izomorfismus.pdf
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Véta 1.34. Isomorfni grafy G a H maji

o

e stejny pocet vrcholi,

e stejny pocet hran,
ZAPADOCESKA
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o stejny nejuyssi stupenn A(G) = A(H),
o stejny nejnizsi stupen §(G) = 0(H),
e stejnou stupnovou posloupnost,

o kaZdy podgraf grafu G musi byt podgrafem grafu H a naopak

Jestlize se pro dané dva grafy bude nékterd z uvedenych vlastnosti lisit, pak jisté tyto obsen
dva grafy nejsou isomorfni. 44. strana ze 272

Naopak, pri konstrukei isomorfismu (bijekce f : V(G) — V(H)) vyuZijeme faktu, ze
vzor x i obraz f(z) musi byt vrcholy stejnych stupnd, tj. degg(v) = degy(f(v)). Opacna
implikace vsak neplati, jak jsme ukazali v Prikladu 1.20. Nestac¢i porovnat stupnové po-
sloupnosti!

Na zavér upozornime na jedno pozorovani o isomorfnich grafech.

5
"l

Véta 1.35. Relace ,bijt isomorfni“ ~ je relaci ekvivalence na tridé vsech grafi.

Diikaz. Relace >~ je

Zavrit dokument

e reflexivni, protoze kazdy graf je isomorfni sdm sobé (za isomorfismus zvolime identické

ZObI‘aZin), l Cels obrazovka/Okno




Pojem grafu 45 P S 0

RN
e symetrickd, nebot k isomorfismu (bijekci) f : V(G) — V(H) existuje (jednoznacné) v -
isomorfismus f~!: V(H) — V(G), N 4
/05'4' ““\Qﬁ
e tranzitivni, nebot skldddnim isomorfisma f : V(G) — V(H) a g : V(H) — V(F)
dostaneme isomorfismus (slozené zobrazeni) go f : V(G) — V(F). D eoocesrh
> UNIVERZITA
Ovérenim reflexivity, symetrie a tranzitivity jsme ukazali, Ze ~ je relaci ekvivalence na tiidé o

vsech grafu. O

Protoze relace ~ z Véty 1.35 je relaci ekvivalence, ma smysl sestavit rozklad tridy (mno-
ziny) vsech grafu podle této ekvivalence. Podrobnosti najdete v [0]. Pokud mluvime o né-
jakém grafu, myslime tim obvykle celou t¥idu takového rozkladu (Obrazek 1.22). Nezalezi
na konkrétni reprezentaci, nakresleni ¢i pojmenovani grafu, vSechny isomorfni grafy maji
stejnou strukturu. Kdyz fekneme naptiklad ,v cyklu C5“ najdeme dva nezavislé vrcholy,
myslime tim kazdy graf C5, nikoliv néjaké jeho jediné nakresleni v sesité.

Obrazek 1.22 Tridy graft.

Pojmy k zapamatovani

— isomorfismus grafi
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1.6. O implementaci graft

o

Pruvodce studiem

V' zavéru kapitoly zminime nékolik nejjednodussich zpidsobd implementace grafii v pocitaci.

s . Ve s v |7 Y Al CESKA

Upozornime na praktickd omezeni kaZzdé uvedené implementace. > nnerzma
V PLZNI

A4

Cile
Po prostudovani této sekce budete schopni:
e tremi zpusoby implementovat strukturu grafu do programovaciho jazyka,
e zvolit nejvhodnéjsi zpisob implementace v zavislosti na feseném problému,

e sestavit stuprniovou posloupnost daného grafu, Obsah

e poznat, zda dana posloupnost nezapornych celych ¢isel je stupniovou posloup- 46. strana ze 272
nosti néjakého grafu,

[=]
[£]
=]
[=]

e sestavit graf s danou stupnovou posloupnosti.

d
i

Méjme néjaky graf G. Vrcholy grafu G oznac¢ime prirozenymi ¢isly 0,1,...,n — 1, kde
n udava pocet vrcholl grafu G. V algoritmech budeme obvykle pro ulozeni poctu vrcholi
pouzivat proménnou N.
Vétsina algoritmil uvedenych v tomto textu neni psana pro néjaky konkrétni programo-
vaci jazyk, ale v jakémsi pseudokddu, ktery spis nez na formalni presnost se snazi o ndzornost
a dobré porozuméni. Pii implementaci uvedenych algoritmtt do konkrétniho programova-
ctho jazyka by mély stacit zakladni znalosti a klasické programovaci struktury jako jsou
podminky if/else, cykly for fizené proménnou nebo cykly while fizené podminkou. Déle Zaviit dokument

predpokladame, ze muzeme pracovat s jedno- nebo dvourozmérnymi poli, jejichz indexy
l Cels obrazovka/Okno
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budou zacinat od 0. Také budeme pouzivat funkce, zasobnik a frontu.
Zminime t¥i nejbéznéjsi implementace grafi v pocitaci.

1.6.0.9. Matice sousednosti

Pro grafy s velkym poc¢tem hran a pro grafy, které se v prubéhu algoritmu casto méni je
vhodné uloZeni pomoci Matice sousednosti.

Matice sousednosti grafu G je ¢tvercova matice A = (a;;) Tadu n, ve které je prvek
a;; = 1 pravé tehdy, kdyz jsou vrcholy i a j sousedni. V opacném piipadé je a;; = O,
pricemz i,j € {1,2,...,n}. Muzeme tedy psat:

1 jeli vjvy; € E(G)
Ai5 =
710 jinak.

Matici sousednosti muzeme ulozit do dvourozmérného pole g[] [1. Pozor: v matici A stejné
jako v poli g[1[] od 0.

Je ziejmé, ze matice A je pro jednoduché grafy symetrickd a ze soucet Cisel v i-tém
fadku (v i-tém sloupci) matice A je roven stupni vrcholu 7. Snadno ovérime, zda se hrana ij
v grafu nachazi nebo ne. Snadno také néjakou hranu ¢j do grafu pridame nebo ji z grafu
odebereme. Obecné vSak je matice sousednosti rozsdhla a zabird mnoho paméti i pro ridké

grafy.

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI
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)
1 2
4

0

Obrazek 1.23 Graf G se Sesti vrcholy 0,1,...,5.

Matice sousednosti grafu G z Obrazku 1.23 je

v\v 0 1 2 3 4 5
0 011000
1 101 1 0 O
A— 2 1101 00
3 011 0 00
4 0 0 00 01
S 0 00 010

1.6.0.10. Matice incidence

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

Pro grafy s mensim poctem hran a pro grafy, ve kterych se v pribéhu algoritmu neméni

pocet hran, je vhodné ulozeni pomoci incidenéni matice.

Incidencni matice B grafu G je obdélnikova matice s n fadky a m = |E(G)| sloupci.

Kazdému vrcholu grafu G odpovida jeden tadek matice B a kazdé hrané grafu G jeden
sloupec matice B. Hrany oznacime eq,e1, ..., en—1. Prvek b;; matice B nabyva hodnoty 1
pravé tehdy, kdyz vrchol 7 je incidentni s hranou e;, v opa¢ném piipadé je b;; = 0. Je snadné
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2 TORS
si uvédomit, ze soucet ¢isel v kazdém sloupci inciden¢ni matice je vzdy roven 2 a soucet ¢isel
AP : ) ) ) S : . AL <l
v i-tém radku je roven stupni vrcholu 7. Pro velké grafy by incidenc¢ni matice byla velmi NI
rozsahla a pomérné fidka. Obsahuje jen 2m jednicek z celkového poctu mn prvka. >
Incidenc¢ni matice grafu G je na Obréazku 1.23.
ZAPADOCESKA
w\e 01 02 12 13 23 45 D P e
0 11 0 0 0 O
1 1 0 1 1 0 0
B_ 2 0o 1 1 0 1 0
3 0o 0 o 1 1 0
4 0 0o 0 0 0 1
5 0O 0o 0 0 0 1

1.6.0.11. Seznam sousedu

Graf miiZzeme reprezentovat i pomoci seznamt sousednich vrcholi. Pro kazdy vrchol
i=0,1,...,n—1 grafu G vytvorime seznam (pole) vrcholi, naptiklad sous[i] [], které jsou
s vrcholem i sousedni. Kazdé pole bude mit deg(i) polozek, kde deg(i) je stupen vrcholu ¢,
ktery je ulozen v poli deg[]. Prvky sous[i] [0], sous[i][1], ..., sous[i] [deg[i]-1]
obsahuji vrcholy (nebo jejich indexy) sousedni s vrcholem i. Seznam stupnu vrcholu a se-
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znamy sousedu vrcholu grafu G z Obrazku 1.23 jsou

sous[0][1 = [1, 21,
sous[1][1] = [0, 2, 3],
degll = [2, 3, 3, 2, 1, 1, 2232% H _ E(l) ;]’ -
sous[4][] = [5],
sous[5][1 = [4].

Vsimnéte si, ze ma-li graf m hran, budou seznamy poli obsahovat celkem 2m polozek,
nebot kazda hrana ij je v seznamech ulozena dvakréat. Jednou jako vrchol j v poli a[i] []
a podruhé jako vrchol ¢ v poli al[j][].

Nevyhodou poli je naro¢na tprava takové struktury v pribéhu algoritmu. Pokud imple-
mentujeme algoritmus, ktery bude zpracovavat obecny ridky graf, tak pro seznamy sousedii
muze byt vhodnéjsi pouzit misto poli dynamické linkované seznamy. Vyhodou je, ze struk-
turu grafu muzeme v prubéhu algoritmu snadno modifikovat. Polozky seznamu muzeme
vyradit nebo do seznamu zaradit nové. Nevyhodou je ¢asova narocnost vyhledani konkrétni
hrany. Naproti tomu pouzijeme-li pole, muzeme (uz pii vytvoreni) sefadit seznamy sousedu
podle pevné zvoleného klice a pro vyhledani pouzit binarni déleni.

V Kapitole 4 se budeme vénovat ohodnocenym grafiim. Pro ulozeni ohodnocenych grafii
1ze pouzit podobna schémata a Cisla prifazend hrandm nebo vrcholim grafu budou obvykle
uzit i strukturované datové typy a pod.

Animovany ptiklad, ktery ukazuje ruzné zpusoby ulozeni grafu v pocitaci, je
na adrese http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/reprezentace_grafu_
v_pc.pdf.

o
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Pojmy k zapamatovani

— matice sousednosti
— matice incidence

— graf dany seznamem sousedti
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1.7. Test

Nasleduje jednoduchy test, pro nalezeni spravné odpovédi jedné otézky neni potreba vice
nez pul minuty.
Zakladni grafové pojmy

1. Kterd z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?

(a) Graf je mnozina G, kterd obsahuje podmnozinu vrcholi V' a podmnozinu hran E.

(b) Graf G je dvojice mnozin: mnozina vrcholi V' a mnozina hran F, pfi¢emz prvky
mnozin V a E jsou libovolné.

(¢) Graf G je dvojice mnozin: mnozina vrcholi V' a mnozina hran E, pfi¢emz mnozina E
obsahuje dvouprvkové podmnoziny mnoziny V.

(d) Graf G je dvojice mnozin: mnozina vrcholii V' a mnozina hran F, pti¢emz mnozina V'
obsahuje dvouprvkové podmnoziny mnoziny E.

(e) Graf G je mnozina ruznych bodu v roviné, pri¢emz nékteré body jsou spojené
kiivkou.

(f) Graf G je dvouprvkova mnozina {V, E'} libovolnych prvka V a E.

2. Kolik hran mé kompletni graf Kig?

(a) 10 hran, (b) 45 hran,
(c) 100 hran, (d) zddny z uvedenych pocti.
3. Které dvojice vrcholt jsou v grafu na Obrazku 1.24 sousedni?
(a) vrcholy v; a vg, (b) vrcholy v a vs, (c) vrcholy vs a vy,
(d) vrcholy vy4 a vs, (e) vrcholy vs a vg, (f) vrcholy vg a vr.

4. Kolik vrchold mé nejkratsi cyklus?

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
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Obrazek 1.24 Graf G.

5. Kolik hran ma cesta Pig?

(a) 9 hran, (b) 10 hran,
(c¢) 11 hran, (d) zaddny z uvedenych pocti.
6. Kolik hran mé kompletni graf Ky 7?
(a) 11 hran, (b) 28 hran,
(c) 45 hran, (d) zddny z uvedenych poctu.
7. Pro Které hodnoty m, n je kompletni bipartitni graf K, ,, cestou?
(a)m=1,n=1. (bym=1,n=2.
(c)m=2,n=1. (d) m=2,n=2.
(e) m =1 a n libovolné. (f) pro zadné z uvedenych parametru.

8. Jaka je stupnova posloupnost grafu Ko 57

(a) 2,2,5,5,5, 5,5, (b) 2,2,2,5,5,5,5 hran,
(¢) 6,6,6,6,6,6,6 hran, (d) zddné z uvedenych posloupnosti.
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9. Kolik hran mé graf s osmi vrcholy stupné 57

(a) 8, (b) 20,

(c) 40, (d) Takovy graf neexistuje.
10. Kolik hran mé graf s deviti vrcholy stupné 57

(a) 5, (b) 9,

(c) 45, (d) Takovy graf neexistuje.

11. urcuje stupnova posloupnost graf jednoznac¢né?
(a) ano, (b) ne
12. Ktera z nésledujicich tvrzeni jsou pravdiva?
(a) Neexistuje graf, ktery mé kazdy vrchol jiného stupné.
b) Existuje jediny graf, ktery ma stupen kazdého vrcholu roven 0.

)

¢) Soucet stupnu vSech vrcholu vSech vrcholu v grafu je roven poc¢tu hran.
)
)

(

(

(d) Pocet hran v kazdém grafu je sudy.

(e) V kazdém grafu je sudy pocet vrcholi lichého stupné.
(

f) Graf se sudym stupném kazdého vrcholu mé sudy pocet hran.

13. Ktera z nasledujicich posloupnosti jsou stupniovymi posloupnostmi néjakého grafu?

(a) 1,1,1,1,1,0,0,0. (b) 5,5,5,5,3,3.
(c) 3,3,2,2,1,1. (d) 4,2,2,2,2,2.
(e) 6,5,4,3,2,1. (f) 7,6,6,5,3,3,2,1,1.

14. Ktera z néasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?

(a) Kompletni bipartitni graf Ko 4 obsahuje podgraf Cs.
(b) Kompletni bipartitni graf K> 4 obsahuje podgraf Cy.

54 o
Ag
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

c) Kompletni bipartitni graf Ks 4 obsahuje podgraf Cs.
d) Kompletni bipartitni graf Ko 4 obsahuje podgraf Cg.
e) Kompletni bipartitni graf K» 4 obsahuje podgraf Ps.

(
(
(
(

Jaky je nejdelsi indukovany cyklus v kompletnim bipartitnim grafu K357

(a) Cs, (b) C4, (c) Cs,
(d) 067 (e) C7a (f) CS-
Jaka je nejdelsi indukovand cesta v kompletnim grafu Kg?

(a) P, (b) Py, (c) P,
(d) P47 (e) P57 (f) PG-

Se kterymi grafy je isomorfni cyklus Cy?

(a) Cs bez jednoho vrcholu,

(b) K22,

(C) C3U K1,

(d) s zddnym z uvedenych grafu.

Se kterymi grafy je isomorfni kompletni graf K37

(a) P3a (b> Kl,27

(c) Cs, (d) s zddnym z uvedenych grafi.
Se kterymi grafy je isomorfni cesta P3?

(a) K3, (b) K12,

(c) Cs, (d) s zddnym z uvedenych grafi.

Ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?

f) Kompletni bipartitni graf K 4 neobsahuje zadny z uvedenych podgrafi.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI




Pojem grafu 56 P S 0

VIR

1849

a) Isomorfni grafy maji stejny pocet vrcholu. . o7
b) Grafy se stejnym poc¢tem vrcholl jsou isomorfni.
)

(a)
(b)
(c) Isomorfni grafy maji stejny pocet hran.
(d)
(e)
)

d) Grafy se stejnym poctem hran jsou isomorfni.

ZAPADOCESKA
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e) Isomorfni grafy maji stejnou stupnovou posloupnost.

L

(f) Grafy se stejnou stupnovou posloupnosti jsou isomorfni.

21. Kolik existuje ruznych 2-pravidelnych grafii na osmi vrcholech?

22. Kolik existuje ruznych souvislych 2-pravidelnych grafii na osmi vrcholech?

Spravné zodpovézené otazky:

Ziskané body:

Procento tspésnosti:




e

Kapitola 2

Souvislost grafu

Jestlize mame pocitacovou nebo dopravni sit, tak je prirozené zkoumat, zda je v siti mozno
vyslat signdl, pripadné cestovat nebo dopravovat produkty z mista X do mista Y. Bude-li
tato sit reprezentovdna grafem, budeme zkoumat existenci cest mezi vrcholy. Zavedeme
proto pojem sledu, tahu a cesty v grafu. Predpokladdame, ze mezi vrcholy je dovoleno putovat
pouze po hranach grafu.

ZAPADOCESKA
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Navic je dulezité umét rozpoznat, jak odolna je dand sif vaci porucham, které mo-
hou narusit komunikaci nebo transport v siti. Vypadky mohou byt dvojiho druhu: porucha
miize nastat jednak v ramci kazdého spojeni, které odpovida hrané grafu, nebo v ktizovat-
kéch/uzlech sité, které odpovidaji vrcholum grafu. V druhé ¢asti kapitoly si ukdzeme, jak

takovou odolnost vici vypadkim mérit a ze je mozno ji popsat ¢iselnym parametrem.
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2.1. Souvislost grafu, komponenty grafu

Pruvodce studiem

Abychom mohli popsat, co to znamend, Ze graf je souvisly, zavedeme takzvany sled v grafu.
Zjednodusené miiZeme Fici, Ze sled mezi dvéma vrcholy u, v popisuje putovani' v grafu z vrcholu u
do vrcholu v po hrandch a vrcholech grafu. Viysvétlime, co to znamena, Ze dana dopravni Ci
komunikacni sit je souvisla nebo nesouvisla.

Cile
Po prostudovani této sekce budete schopni:

e vysvétlit, co to znamend, ze dand dopravni ¢i komunikac¢ni sit je souvisld nebo
nesouvisla,

e pro malé grafy ovérit, zda dand sit je souvisld nebo nesouvisla,
e najit komponenty souvislosti sité.

Abychom uméli popsat, co to znamend, ze graf je ,souvisly“, zavedeme nasledujici
pojem.

Definice 2.1. Sledem vgv,, v grafu G rozumime takovou posloupnost vrcholu a hran

(vo, €1,V1,€2,V2, ..., €n,Un),

kde v; jsou vrcholy grafu G a e; jsou hrany grafu G, pricemz kazda hrana e; ma koncové
vrcholy v;_1 a v;. PoCet hran nazveme délkou sledu vov,.
Vrchol vy nazyvame pocatecni a vrchol v, koncovi vrchol sledu.

@:
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Pro algoritmy, které maji prohledavat graf, je takova definice velmi Sikovna! Vsimnéte
si, ze sled je jakysi zdznam o putovani v grafu. Mame posloupnost vrchola a hran, pricemz
hrany a vrcholy se pravidelné stiidaji. Pokud graf reprezentuje silni¢ni sit, tak sled v grafu
je vlastné detailni popis cesty: ,,vyjedeme z Ostravy po cesté ¢islo 56, prijedeme do Frydku-
-Mistku, odkud déle pokrac¢ujeme po silnici ¢islo 48 do Ceského Tésina.

V jednoduchém grafu, tedy v takovém grafu, ktery neobsahuje nasobné hrany, je mezi
kazdou dvojici vrcholl jen jedna hrana nebo zddna hrana. Muzeme se proto domluvit, ze
pri popisu sledu v jednoduchém grafu nemusim hrany vypisovat, nebof je muzeme vzdy
jednoznacné doplnit. Podle této imluvy bude sled mozno zapsat jako posloupnost vrchola
a obvykle nebudeme v zapise sledu pouzivat zavorky (jako v Ptikladu 2.2). Je vSak potieba
mit na paméti, ze v redlné situaci nemusi byt predpoklad o jednoznacnosti hrany splnén. Na-
priklad z Ostravy muzeme do Frydku-Mistku prijet jednak po dalnici (cesta ¢islo 56) nebo
po silnici prvni t¥idy ¢islo 477. Proto ,sled“ zapsany stru¢né podle timluvy .,z Ostravy po-
jedeme do Frydku-Mistku a dale pokracujeme do Ceského Tésina“ neni urcen jednoznacéné.

U7
V4 Us Vg
\J
U1 V2 U3

Obrazek 2.1 Priklad sledu v grafu.

o
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Priklad 2.2. V grafu na Obrazku 2.1 je piiklad sledu mezi vrcholy v; a vs. Sled

o

U1, V102, V2, U2VUs5, Us, U5V7, U7, U7U6, U6, VU3, U3, U3V2, V2, UV2V5, Us, U5V4, V4, V405, Us

je vyznacen modrou kiivkou. Podle imluvy muzeme uvedeny sled zapsat strucéné
ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

v1, V2, Vs, U7, Vg, U3, U2, Us, U4, Us.
Dvé krivky mezi vrcholy vy a vs a mezi vrcholy ve a vs nejsou nasobné hrany, ale znazor-
nuji opakovani hrany v modfe vyznac¢eném sledu. Protoze sled obsahuje 9 hran (a tedy 10
vrcholi) je délka sledu 9. Pfipomenime, ze 9 hran nemusi byt 9 rizngch hran a 10 vrchola
nemusi byt 10 rdzngych vrchold, nékteré hrany nebo vrcholy se mohou i vicekrat opakovat.
Posloupnost, ktera obsahuje jediny prvek, treba vy je také sled v daném grafu. Jedna se
o trividini sled délky nula. A
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Priklad 2.3. Vsimnéte si, ze posloupnost vrcholu vy, v, v3, v4, vs, g neurcuje zadny sled
v grafu na Obrazku 2.1, protoze hrana vsvy v daném grafu neni. A

[=]
(=

d
i

Pojem ,souvislosti“ je vybudovan na pojmu sled.

Definice 2.4. Rekneme, 7e vrchol v je dosaZitelny z vrcholu u, jestlize v grafu existuje
sled z vrcholu v do vrcholu v.

Graf nazveme souvisly, jestlize pro kazdé dva vrcholy u, v je vrchol v dosazitelny z vr-
cholu u. V opac¢ném pripadé je graf nesouvisly.

Jestlize v neorientovaném grafu existuje sled z vrcholu w do vrcholu v, tak obracenim
poradi vrcholi sledu dostaneme sled z vrcholu v do vrcholu u. Pokud neni nutné peclivé
rozliSovat pocatecni a koncovy vrchol, fikdme, Ze existuje sled mezi vrcholy u a v.
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Rozhodnout o tom, zda graf je nebo neni souvisly patii mezi zdkladni tlohy, které
pro dany graf fesime. Odpovéd je obvykle zajimava v kontextu praktické dlohy, kterou dany
graf modeluje: ,je silni¢ni sit souvisla?“ Odpovéd je za normalni situace kladna. Avsak v ex-
trémnich pripadech musime umét rychle rozhodnout, zda ,,je silni¢ni sit souvisla v kalamitni
situaci, kdy doslo k uzavieni nékterych silnic?“ Pozdéji v této kapitole ukazeme algoritmus,
ktery bude umeét otazku zodpovédét pro libovolny graf.

o
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Priklad 2.5. Jsou grafy na Obrazku 2.2 souvislé?

V1 (08 U1 Ug

V2 U7 V2 U7

U3 V6 U3 U6 61. strana ze 272
Vg Us Vg Us EEEE
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i

Obrazek 2.2 Grafy G a H.

Reseni. Graf G (na Obrazku 2.2 vlevo) je souvisly, nebot mezi kazdymi dvéma vrcholy
existuje sled. Napiiklad vrchol vg je z vrcholu vy dosazitelny, nebof vy, vs, vs je sled mezi
vrcholy vy a vg. Sled mezi libovolnou dvojici vrcholtt muzete ziskat vybranim vhodné ¢asti
sledu vg, vy, v3, v9, V1, U5, Us, Vs, U4, Ktery obsahuje vsechny vrcholy grafu G.

Naproti tomu graf H (na Obrazku 2.2 vpravo) neni souvisly, nebot zadny sled mezi

. . ZavFit dokument
vrcholy vy a vg v grafu H neexistuje. A
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Priklad 2.6. Méjme pétiprvkovou mnozinu A = [1,5]. Sestavime graf G, jehoz vrcholy
budou vSechny dvouprvkové podmnoziny mnoziny A. Dva vrcholy spojime hranou, pokud
jsou odpovidajici podmnoziny disjunktni. Ukazte, ze graf G je souvisly.

Reseni. Ukazeme, ze graf G splituje definici souvislosti, tj. najdeme sled mezi libovolnymi
dvéma vrcholy. Oznacme Vi, V5 néjaké dva vrcholy grafu G. (Uvédomte si, Ze vrcholy jsou
dvouprvkové podmnoziny A a ze plati V1, Vo C A.) Rozlisime t¥i moznosti:

1. |[Vi N V| = 0. Podle definice grafu G je mezi vrcholy Vi a Vs hrana, nebot se jedna
o disjunktni podmnoziny.

2. [ViNVa| = 1. Mnoziny Vi a V2 maji jeden prvek spoleény a proto |V U V| = 3.
Oznacme V3 = A\ (V4 U V3), mnozina V3 obsahuje zbyvajici dva prvky mnoziny A.
Podle definice jsou v grafu G hrany V1 V3 i VoV3, nebot Vi a V3 a také Vo a V3 jsou
disjunktni dvojice podmnozin. Proto Vi, V3, V5 je sled mezi vrcholy Vi a V5.

3. Zbyvéa prozkoumat pripad |V1NVa| = 2. Protoze V; i V3 jsou dvouprvkové podmnoziny,
musi byt Vi = V5 a vrchol Vi je soucasné trividlni sled mezi V7 a Va.

Nasli jsme sled mezi kazdymi dvéma vrcholy grafu G, proto je graf G podle Definice 2.4
souvisly. Jedno mozné nakresleni grafu G je na Obrazku 2.3. A

Nékdy vsak neni zadouci, aby se pri putovani v grafu opakovaly hrany nebo vrcholy.
Opakuje-li se vrchol ve sledu, ktery modeluje silni¢ni sit, tak nejspis bloudime, opakuje-li
se hrana ve sledu, ktery modeluje dopravni sit, tak mrhame energii na dopravu. Zavedeme
nasledujici definici.

Definice 2.7. Tah je sled, ve kterém se neopakuji zadné hrany a cesta je sled, ve kterém
se neopakuji ani zadné vrcholy.

@:
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A

o O
{2,5} {1,3}

Obréazek 2.3 Graf G je Petersentiv graf.

Nézev ,tah* vychazi z analogie kresleni jednim tahem, nebot pii kresleni grafu mtzeme
vSechny hrany néjakého tahu nakreslit jednim tahem. Nézev ,cesta“ odpovida definici cesty
v Kapitole 1.2, protoze vrcholy a hrany takového sledu tvori podgraf, ktery je cestou.

Vsimnéte si, ze v daném grafu je kazdé cesta zaroven tahem a ze kazdy tah je soucasné
sledem. Opacné implikace obecné neplati.

Priklad 2.8. V grafu na Obrazku 2.4 vlevo je ptiklad tahu mezi vrcholy v; a vg. Hrany
tahu vy, v, vs, V7, Vg, Us, V4 jsou vyznaceny modre.

Vpravo je pak priklad cesty mezi vrcholy vy a vs. Hrany cesty vy, ve, vs, v7, vg, U3 jsou
vyznaceny modre.

Vsimnéte si, ze cesta na Obrazku 2.4 vpravo je soucasné tahem i cestou v daném grafu.
Naproti tomu tah na Obrazku 2.4 vlevo je soucasné sledem, avSak neni cestou, nebot vr-
chol vs se v ném vyskytuje dvakrat. A

Animovany ptiklad sledu, tahu a cesty je na adrese http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.
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http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/sled_tah_cesta.pdf
http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/sled_tah_cesta.pdf
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U7 U7
Vg Us, Vg Vg

l
V2

Obrazek 2.4 Priklad tahu v grafu z vrcholu vy do vrcholu vy a priklad cesty z vrcholu vy
do vrcholu wvs.

SO—QOS

U1 U3 U1 U3

vsb.cz/files/unit/sled_tah_cesta.pdf.
Tahtim v grafu se budeme vénovat podrobnéji v Kapitole 3. Nésledujici véta ukazuje,
ze kazdy sled mezi dvéma vrcholy lze nahradit cestou.

Véta 2.9. Pokud mezi dvéma vrcholy grafu G existuje sled, pak mezi nimi existuje cesta.

Dikaz. Méjme néjaky sled S mezi vrcholy u, v v grafu G. Vrcholy a hrany sledu S oznac¢me
U = vg,€e1,V1,...,6n, Uy = v, kde n je délka sledu S. Ukazeme, jak ze sledu S sestavit
cestu P mezi vrcholy u, v (v cesté se zadny vrchol neopakuje).

Pokud se ve sledu S zadny vrchol neopakuje, tak P = S je hledanou cestou.

Pokud se néktery vrchol opakuje, tak ozna¢me v; jeho prvni vyskyt a v; jeho posledni
vyskyt. Cely tsek mezi v; a v; vynechdme (vcetné vrcholu v;) a ponechdme jen prvni vyskyt
vrcholu v;. Dostaneme tak sled S/, ve kterém se dany vrchol jiz neopakuje.

Pokud se ve sledu S’ neopakuje uz zadny jiny vrchol, tak P = S’ je hledand cesta. Pokud
se néktery jiny vrchol opakuje, cely postup zopakujeme pro dalsi takovy vrchol.

o
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Postup je jisté konecny, nebot graf G obsahuje konecné mmnoho vrcholi a po nej-
vyse |V(G)| krocich dostaneme sled P, ve kterém se zadny vrchol neopakuje a ktery je
hledanou cestou mezi vrcholy u a v. O

Podle Véty 2.9 vime, ze existuje-li mezi nékterymi dvéma vrcholy grafu sled, tak mezi
nimi existuje také cesta. Navic dikaz Véty 2.9 je konstruktivni, nebot dava navod, jak ta-
kovou cestu z daného sledu zkonstruovat. Definici souvislosti bychom mohli vyslovit i takto:
,Graf nazveme souvisly, jestlize mezi kazdymi dvéma vrcholy existuje cesta.“ Na druhou
stranu sled ma jednu dilezitou vlastnost, kterou tah ani cesty v grafu nemaji. Spojenim
dvou sledd, kdy na posloupnost vrcholi jednoho sledu navdzeme vrcholy druhého sledu
(koncovy vrchol prvniho sledu splyne s pocdteénim vrcholem druhého sledu), dostaneme
opét sled. Toto obecné neni pravda pro cesty, ani pro tahy. Proto je pojem sledu sikovny
pro argumentaci fady tvrzeni tykajicich se souvislosti.

Priklad 2.10 (Pokracovani Prikladu 2.2). V grafu na Obrazku 2.4 je vyznacen sled
z vrcholu vy do vrcholu vs. Podle postupu popsaného v ditkkazu Véty 2.9 sestavte cestu
z vrcholu v1 do vrcholu vs.

Resend. Ve sledu vy, va, vs, v7, Vg, U3, Va2, Us, Vs, Us se vrchol vy opakuje dvakrat a vrchol vs
dokonce tfikrat. Nejprve vynechdme tsek mezi prvnim a poslednim (druhym) vyskytem
vrcholu vy. Dostaneme sled v1, vg, v5, v4, v5. Dale vynechame tisek mezi prvnim a poslednim
(nyni druhym) vyskytem vrcholu vs. Dostaneme sled v;,ve,vs, ktery je soucasné cestou
mezi vrcholy vy a vs. A

Jestlize graf neni souvisly, tak sestava z nékolika ,,casti“, které souvislé jsou. Tyto ¢asti se
nazyvaji ,komponenty*, jejich presnou definici uvedeme pozdéji na strané 67. Pro jednodu-
chost mtzeme fici, ze komponentu tvori kazdy takovy podgraf, ktery je souvisly a soucasné
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VRN
obsahuje co nejvice vrcholi a hran pivodniho grafu. Napriklad graf na Obrazku 2.5 ma v 5
tIi komponenty. Je dilezité si uveédomit, ze pokud bychom fekli pouze, ze komponenta je X '3«5
/0k‘ ““ﬂ

souvisly podgraf, tak napiiklad indukovany podgraf na vrcholech v3, v4 a vs je souvisly
podgraf grafu na Obrazku 2.5, ktery vSsak neni komponentou daného grafu.

ZAPADOCESKA
(%1} (OF] P> univerzima
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V2 U7

U3 V6

V4 Us

Obréazek 2.5 Graf se tfemi komponentami.

Pro zajemce

Pojem souvislosti je mozno vybudovat s vyuzitim sledi a relaci. Méjme néjaky graf G a na jeho
vrcholové mnoziné V(G) zavedeme relaci ~ tak, ze dva vrcholy u,v € V(G) jsou v relaci ~ (piSeme
u ~ v) pravé tehdy, kdyz v grafu G existuje sled wv. Relaci ~ fikdme ,relace dosazitelnosti.“

Lemma 2.11. Relace ~ je relaci ekvivalence.

Diikaz. Pripomenme, ze binarni relace je relaci ekvivalence, pokud je reflexivni, symetricka a tran-
zitivni. Abychom ukézali, Ze relace ~ je ekvivalenci, ovéfime vSechny tii vlastnosti

1. Reflexivita relace ~ plyne snadno z existence trividlniho sledu uu délky 0. Pro kazdy vrchol
u € V(G) proto plati u ~ u.
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RN
1849
2. Symetrie relace ~ je ziejmd, nebot ke kazdému sledu z vrcholu u do vrcholu v muzeme v @ o7
v grafu G sestavit sled z vrcholu v do vrcholu u tak, ze vezmeme posloupnost vrcholi a hran *% &5’
v opacném potadi. Za predpokladu, ze graf G je neorientovany, tak pro libovolnou dvojici Qx>
vrcholli u,v € V(G) plati u ~ v & v ~ u.
3. A konecné abychom ovérili tranzitivitu staci si uvédomit, ze spojenim sledu z vrcholu u do vr- ZAPADOCESKA
. . > UNIVERZITA
cholu v a sledu z vrcholu v do vrcholu w dostaneme opét sled, a sice sled z vrcholu u do vr- v PLZNI

cholu w. Plati proto implikace u ~ v Av ~ w = y ~ w a relace ~ je tranzitivni.

Ukazali jsme, zZe relace ~ je reflexivni, symetricka a tranzitivni a jedna se proto o relaci ekvivalence.
O

Nyni mtizeme vyslovit jinou definici souvislosti grafu.
Definice 2.12. Rekneme, 7e graf G je souvisly, jestlize relace ~ na mnoziné V(G) je tplna.
Nyni miizeme vyslovit definici komponenty daného grafu G. Pripomenme, ze v Lemmatu 2.11

jsme ukazali, ze relace ~ je relace ekvivalence. Miizeme proto sestavit rozklad vrcholové mnoziny
grafu G prislusny relaci ~. V kazdé tridé rozkladu jsou vrcholy, které jsou navzajem dosazitelné.

Definice 2.13. Tridy ekvivalence relace ~ jsou podmnoziny V' (G) a podgrafy indukované na téchto
podmnozinach se nazyvaji komponenty souvislosti grafu G.

Miuzeme vyslovit treti definici souvislého grafu, kterda vychazi z po¢tu komponent daného grafu.

Definice 2.14. Rekneme, ze graf G je souvislj, pokud je graf G tvofeny jedinou komponentou
souvislosti.
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Obrazek 2.6 Ptiklad souvislych grafi GG1, G2 a nesouvislého grafu Gs.

Priklad 2.15. Sestavte relaci ~ pro grafy na Obrazku 2.6. Urcete prislusné t¥idy rozkladu vrcholové
mnoziny.

Reseni. Graf G, je soucasné cyklem C7, a jedna se proto o souvisly graf. To znamend, ze mezi
kazdymi dvéma vrcholy najdeme sled a relace ~¢, obsahuje vSechny dvojice: ~¢,= V(G) x V(G).
Trida rozkladu této relace je jedind, obsahuje vSechny vrcholy grafu G;.

Zcela analogicky postupujeme pii urcovani souvislosti grafu Ga. Protoze graf G2 je kompletni
graf K7, dostaneme ~g,= V(G) x V(G). Ttida rozkladu této relace je opét jedind, obsahuje vsechny
vrcholy grafu Gs.

Naproti tomu graf G3 neni souvisly, obsahuje t¥i komponenty. Relace ~ obsahuje nasledujici
dvojice

~ = {(v1,01), (v2,v2), (v3,v3), (v3,v4), (v3, 05),
(U4, U3), (’U4,’U4), (1}4,’05), (U5, Ug), (’U5,’U4), (1}5,1}5)} .

Tridy rozkladu této relace ekvivalence jsou tii: [~g, v1] = {v1}, [~as v2] = {v2} a [~g, v3] =
= {Ug,U4,U5}. A

Ukéazali jsme, ze souvislost grafu je mozno popsat nékolika zpusoby. Samoziejmé vsechny tii
uvedené zpusoby jsou ekvivalentni, to znamend, Ze je-li graf souvisly dle Definice 2.4, tak je také
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souvisly podle Definice 2.12 i podle Definice 2.14 a naopak. Pro praktické ovéreni souvislosti se
mohou hodit vsechny pristupy v zavislosti na konkrétni implementaci.

V Kapitole 2.2 ukdzeme algoritmus, ktery najde vsechny komponenty daného grafu.

Priklad 2.16. Predstavme si graf .S, ktery bude popisovat mozné tahy strelce na klasické
Sachovnici. Pfipomenme, Ze stfelec se pohybuje diagonalné o libovolny pocet poli. Vrcholy
grafu budou policka Sachovnice a hranou spojime dvé policka, pokud mezi nimi bude mozno
tdhnout stielcem. Je graf S souvisly?

Reseni. Graf S ma 64 vrcholll a pomérné mnoho hran, napiiklad vrcholy, které odpovi-
daji rohovym polickim, jsou stupné 7, zatimco vrcholy, které odpovidaji polickim blizko
stfedu sachovnice, jsou stupné 13. Neni tézké si rozmyslet, ze graf S souvisly neni, aniz
bychom graf sestavovali. Protoze strelec se pohybuje pouze diagonédlné, nemuze vstoupit na
policko jiné barvy, nez na kterém se nachazi. Naproti tomu s vyuzitim dostatecného poctu
tahti se mizeme dostat na libovolné pole dané barvy. Proto graf S neni souvisly a ma dvé
komponenty souvislosti. Navic obé komponenty jsou navzajem isomorfni podgrafy. A

Priklad 2.17. Loydova patnactka je znamy hlavolam, jehoz ukolem je presouvanim pat-
nacti drevénych ¢tverecki s ¢isly 1 az 15 v krabici 4 krat 4 policka zajistit, aby ¢isla ¢tena
po Tadcich tvorila aritmetickou posloupnost 1, 2 az 15.. Vychozi pozice je na Obrazku 2.7.
Jak by mohl vypadat graf popisujici dany problém?

Reseni. Pokud bychom sestavili stavovy graf dané tilohy (kazdy vrchol odpovida jednomu
moznému rozmisténi ¢tverecki), bude takovy graf L mit 16! vrcholi. Kazdy vrchol bude
spojen s nejvyse ¢tyfmi dalsimi vrcholy (existuji nejvyse Ctyfi c¢tverecky, které muzeme
presunout na volné policko). D4 se vSak ukézat, Ze takovy graf nebude souvisly a vychozi
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Obrazek 2.7 Loydova patnactka, dobova ilustrace.

pozice s prohozenymi ¢isly 14 a 15, kterd je na Obrazku 2.7, se nachazi v jiné komponenté,
nez pozadovany cilovy stav. Proto dana tloha nema feseni.

Existuje vysvétleni, které vyuziva vlastnosti permutaci a které se obejde bez konstrukce
obrovského grafu s 16! = 20922789888000 vrcholy, nicméné vysvétleni prekracuje ramec
naseho textu. A

Pojmy k zapamatovani

— sled v grafu
— souvisly a nesouvisly graf

— tah a cesta v grafu
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— komponenty souvislosti

2.2. Prohledavani grafu

Pruvodce studiem

Ukazeme algoritmus, ktery umozni rychle ovéfit, zda dany graf (napfiklad graf, ktery odpovidad
realné dloze) je souvisly nebo neni. Algoritmus bude obecny, jednoduchou modifikaci bude mozZno
najit komponenty souvislosti grafu (resp. dané sité). Jinou jednoduchou modifikaci dostaneme
algoritmus pro ,,prohledavani do hloubky “ nebo pro ,prohledavani do Sitky. “ Uvedeny algoritmus
plijde snadno modifikovat a pouZit pro jakékoliv zpracovani struktury grafu, ¢imZ rozumime
zpracovani kazdého vrcholu grafu, pripadné kazdé hrany grafu. Nebudeme fesit implementaci
algoritmu do konkrétniho programovaciho jazyka, ale zaméfime se na princip algoritmu.

Cile

Po prostudovéani této sekce budete schopni:
e algoritmicky ovérit, zda dany graf (dand sit) je souvisly nebo nesouvisly,
e najit vSechny komponenty souvislosti libovolného grafu,

e popsat a pouzit algoritmy, které zpracuji dany graf (nebo sit) postupem
do hloubky ¢i do sitky.

Ve slibeném obecném algoritmu pro ,,prochizeni“ grafu vystacime s nékolika méalo da-
tovymi typy. Pro kazdy vrchol budeme rozlisovat jeden ze t¥i moznych stavu, ve kterych se
vrchol muze v prubéhu algoritmu nachéazet:

e iniciacni — vychozi stav na zacatku algoritmu,

@:

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

71. strana ze 272

L]

[=]
(=

d
i

Zavrit dokument

l Cels obrazovka/Okno




Souvislost grafu 72

e nalezeny — jakmile vrchol najdeme jako koncovy vrchol néjaké hrany,

@:

e zpracovany — jakmile prozkoumame vSechny hrany incidentni s timto vrcholem.

Pro kazdou hranu grafu budeme rozliSovat dva stavy

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

e inicia¢ni — vychozi stav na zacatku algoritmu,

e zpracovand — jakmile je hrana nalezena (prozkoumdna) jako hrana incidentni s nékte-
rym vrcholem.

Dale budeme udrzovat pomocnou strukturu se seznamem vsech vrcholi, které se nachazeji
ve stavu ,nalezeny“ (a dosud ,nezpracovany“). Tomuto seznamu budeme fikat dschovna.

Zpusob, jakym vybirame vrcholy z tschovny, urcuje rtizné varianty naseho algoritmu.
Mize se jednat o prochazeni grafu postupem ,do hloubky“ nebo ,do sitky“.
V algoritmu najdete volani funkci ZPRACUJ_VRCHOL () a ZPRACUJ_HRANU(). Tyto funkce

nemaji pro samotné prohledani grafu zadny vyznam, avsak vyuzijeme je pozdéji pii sestaveni
algoritmu, ktery zpracuje graf, tj. pro sestaveni algoritmu, ktery pro kazdy vrchol nebo
pro kazdou hranu provede néjakou operaci. Prislusnou operaci budou realizovat zminéné
funkce ZPRACUJ_VRCHOL () a ZPRACUJ_HRANUQ).
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Algoritmus 2.1 (Prochézeni souvislych komponent grafu).
// na vstupu je graf G

vstup < graf G;

stav(vSechny vrcholy a hrany G) = iniciacni;

uschovna U = libovolny vrchol u grafu G;

stav(u) = nalezeny;

// zpracovani vybrané komponenty G

while (U je neprazdna) {
vyber vrchol v a odeber jej z tdschovny U: U = U - v;
ZPRACUJ (V) ;

for (hrany e vychazejici z v) { // pro vSechny hrany
if (stav(e) == iniciacni)
ZPRACUJ (e) ;
w = druhy vrchol hrany e = vw; // zname sousedy?
if (stav(w) == iniciaéni) {

stav(w) = nalezeny;
pridej vrchol w do idschovny: U = U + w;
+
stav(e) = zpracovani;
}
stav(v) = zpracovany;
// ptipadny pfechod na dal8i komponentu G
if (U je prazdnad && G m& dal3i vrcholy)
uschovna U = {vrchol v_1 z dal$i komponenty G};
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Strucné popiseme hlavni ¢asti algoritmu. Na zacatku
e vSem vrcholiim i hranam pritadime inicia¢ni stav,
e vybereme libovolny vrchol z tischovny.
V pribéhu kazdého cyklu algoritmu zpracujeme néjaky jeden vrchol v. To znamena, ze
e zpracovany vrchol v z ischovny odstranime,

e prozkoumdame (a pripadné zpracujeme) vsechny dosud nezpracované hrany incidentni
s vrcholem wv,

e pokud je néktery vrchol w sousedni s vrcholem v v inicia¢nim stavu, priddme vrchol w
do tschovny U.

Prozkouméame (a zpracujeme) tak celou komponentu grafu, kterd obsahuje vychozi vrchol u.
Jestlize se v grafu nachdazi dalsi nezpracované vrcholy, vime Ze graf nebude souvisly a
bude mit vice komponent. Algoritmus umi najit (a zpracovat) vsechny komponenty, pro roz-
liseni komponent muzeme zpracované vrcholy zafazovat do ruznych struktur (poli, mnozin
a pod.).
Riznym zpusobem implementace tschovny dostaneme nékolik riznych variant Algo-
ritmu 2.1.

Prochéazeni ,,do hloubky*“  Jestlize tischovnu U implementujeme jako zasobnik, tak vr-
chol zpracovavany v dalsim cyklu bude posledni nalezeny vrchol. Zpracovavame stéale
dalsi a dalsi, treba i vzdalenéjsi vrcholy, pokud existuji.
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Prochéazeni ,do sirky*“  Jestlize tschovnu U implementujeme jako frontu, tak nejprve
zpracujeme vsSechny vrcholy sousedni s vrcholem u. Oznac¢me si tyto vrcholy pro pre-
hlednost vy, va, . .., vq. Dale postupné zpracujeme vsechny nezpracované vrcholy, které
jsou sousedni s vrcholy vy, va, ..., v4 (jedna se o vrcholy ve vzdalenosti 2 od vychoziho
vrcholu u; pojem vzdélenosti zavedeme v Kapitole 4), atd.

Dijkstrav algoritmus pro nejkratsi cesty 7 tuschovny vybirame vzdy ten vrchol,
ktery je nejblize k vychozimu vrcholu u. Podrobné se tomuto algoritmu budeme vé-
novat v Kapitole 4.

2.2.0.12. Poznamky o slozitosti Algoritmu 2.1

Méjme néjakou kladnou funkei g : N — N. Predpokladejme, ze funkce g(n) vyjadiuje pocet
krokt daného algoritmu v zavislosti na velikosti vstupu, ktera je ddna parametrem n. Pri-
pometime, ze symbolem O(g(n)) rozumime takovou mnozinu funkei f(n), pro které existuji
kladné konstanty ¢ a ng tak, Ze pro vSechna prirozend ¢isla n > ng plati g(n) < ¢- f(n).
Jestlize fekneme, ze algoritmus ma slozitost O(g(n)), tak tim chceme vyjadrit, ze pocet
kroku algoritmu, a tedy i doba béhu algoritmu, poroste stejné jako roste funkce g(n) v za-
vislosti na velikosti vstupu n. Pfesny pocet kroki nebo doba béhu pak zavisi (az na néjaky
konstantni ndsobek) na konkrétni implementaci nebo architektute, pripadné na taktu pou-
zitého procesoru.

Algoritmus 2.1 je nejen prehledny, ale soucasné rychly. Pocet kroku algoritmu je imérny
poctu vrcholu a hran daného grafu. Obecné muzeme ¥ici, Ze slozitost algoritmu je O(n+m),
kde n udava pocet vrcholii a m pocet hran daného grafu. To znamend, ze napriklad pro graf
se 100 vrcholy a 400 hranami bude Algoritmus 2.1 potfebovat fadové ¢-(1004-400) kroki, kde
parametr ¢ zavisi na konkrétni implementaci. Pokud bychom méli graf se 100 000 vrcholy
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a 400 000 hranami, tak pocet kroku Algoritmu 2.1 bude fadové ¢ - (100 000 + 400 000).
V nasem pripadé mlzeme cekat, ze parametr ¢ je v fddu desitek.

2.2.0.13. Ulohy souvisejici s prohledavanim grafu

Nyni zminime nékolik typickych problémi, které muzeme rfesit pomoci Algoritmu 2.1 pfimo
nebo s jeho drobnou modifikaci.

Priklad 2.18. Jak pomoci Algoritmu 2.1 vypsat vSsechny hrany daného grafu?

Resend. Staci vyuzit funkci zpracuj(e). Jestlize e je zpracovavani hrana, tak ji v téle
funkce zpracuj(e) vypiseme. A

Priklad 2.19. Jak pomoci Algoritmu 2.1 zjistime, zda je graf G souvisly?

Resend. Staci upravit posledni fadek algoritmu. Jestlize je tischovna U prazdnd a v grafu G
jsou dalsi vrcholy, tak graf G neni souvisly. Protoze jsme zpracovali vSechny vrcholy a hrany
komponenty, kterda obsahuje vrchol u, tak tischovna U je prazdna. Ale graf obsahuje dalsi
vrcholy, které nejsou dosazitelné z vrcholu v a neni proto souvisly.

Naopak, jestlize je tischovna U prazdna a zadné dalsi vrcholy v grafu G nejsou, jsou
vsechny vrcholy dosazitelné z vrcholu u a graf G je souvisly. A

Priklad 2.20. Jak pomoci Algoritmu 2.1 najit a oznacit vSechny komponenty grafu G?

Reseni. Zavedeme pomocnou proménnou oznacujici ¢islo komponenty, napiiklad k. Na za-
catku algoritmu polozime k = 1 a pri zpracovani kazdého vrcholu mu priradime ¢islo kom-
ponenty k.

Déle upravime posledni fadek algoritmu. Jestlize je tischovna U préazdna a soucasné jsou
v grafu G dalsi vrcholy, tak graf G neni souvisly. Do tischovny ulozime libovolny zbyvajici
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vrchol v_1 a zvySime hodnotu proménné k. Pii zpracovani vrcholi pak kazdému vrcholu
prirazujeme jiz nové ¢islo komponenty.
Podobné postupujeme i pro zbyvajici komponenty. A

Pojmy k zapamatovani

— prohledavani grafu

— postup do sirky a do hloubky

2.3. Vyssi stupné souvislosti

Pruvodce studiem

Jestlize néjaky graf reprezentuje dopravni nebo komunikacni sit, tak je dilezité védeét, jak je
takova sit odolna viici lokalnim vypadkim, které mohou narusit transport ¢i komunikaci v siti.
Vypadky mohou byt dvojiho druhu: jednak miiZe porucha nastat u kazdého spojeni, které od-
povida hrané grafu, ale i v kfizovatkdch/uzlech sité, které odpovidaji vrcholim grafu. V této
kapitole si ukaZzeme, jak popsat souvislost grafu Ciselnymi parametry a jak Ize souvislost grafu
mérit.

Na Obrazku 2.8 je dalnic¢ni sit v USA. Graf sité je evidentné souvisly a soucasné je
ziejmé, ze pripadnd uzavirka nékteré jedné délnice prilis nenarusi dopravu mezi vychodnim
a zapadnim pobrezim, nebof mezi atlantskym a tichomorskym existuje rada alternativnich
cest.
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Obrazek 2.8 Eisenhoweriv systém dalnic v USA.

Cile
Po prostudovani této sekce budete schopni:

e popsat Ciselny parametr, ktery charakterizuje souvislost grafu,

e na zdkladé znalosti stupné souvislosti rozhodnout, zda poruseni (odebrani) jis-
tého poctu vrchold nebo hran narusi souvislost sité,

e vysvétlit, jak disjunktni cesty mezi vrcholy v grafu zajisti vyssi souvislost,
tj. vyssi odolnost prislusné sité vici poruchdm.
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V praxi nds zajima nejen, jestli v dané siti existuje spojeni (cesta) mezi vrcholy grafu,
ale také jestli bude existovat néjaké spojeni v pripadé lokdlnich vypadkt. V feci teorie grafii
se ptame, zda odebrani nékolika vrcholi nebo hran porusi souvislost grafu. Dostavame se
tak prirozené k pojmum stupern vrcholové souvislosti a stupen hranové souvislosti.

Definice 2.21. Graf G je hranové k-souvisly, pokud k = 1 a po odebréni libovolnych k& —1
hran z G zistane vysledny faktor souvisly.
Stupen hranové souvislosti grafu G je takové nejvétsi ¢islo k, ze graf G je hranové k-souvisly.

Vsimnéte si, kazdy souvisly graf je podle uvedené definice automaticky hranové 1-sou-
visly, nebot odebrdnim 0 hran (neodebereme zadnou hranu), zustane graf souvisly.

Daéle je nutno upozornit, ze v definici hranové souvislosti neni feceno, které hrany se
odebiraji. Ma-li graf zistat souvisly po odebrani libovolnych k — 1 hran, musime uvazit
vsechny moznosti, jak k — 1 hran odebrat. Jestlize existuje alespon jedna mnozina néjakych
k — 1 hran, Ze jejich odebranim dostaneme nesouvisly graf, tak dany graf neni hranove
k-souvisly. Zejména musime zduraznit, zZe nestaci Sikovné odstranit £ — 1 hran grafu G tak,
aby vysledny graf zistal souvisly a pak muzeme graf G prohlasit za hranové k-souvisly.
To neni pravda. Napiiklad z kompletniho grafu K7 na Obrazku 2.9 vpravo lze sice Sikovné
odebrat az 15 hran a vysledny podgraf zistane souvisly, avsak nesouvisly podgraf mtzeme
dostat odebranim pouhych Sesti hran a proto stupen hranové souvislosti grafu K7 je 6.

Neni tézké si rozmyslet, ze kazdy graf, ktery je hranové k-souvisly, je podle definice také
hranové (k—1)-souvisly, hranové (k—2)-souvisly, atd. az hranové 1-souvisly, nebot nestaci-li
odebrat k — 1 hran, abychom dostali nesouvisly faktor, tak pro poruseni souvislosti nemiize
stacit odebrat méné neZ k — 1 hran. Na druhou stranu si vSimneme, ze graf, ktery neni
hranové k-souvisly, nemiize byt ani hranové (k + 1)-souvisly, hranové (k + 2)-souvisly, atd.,
protoze staci-li pro poruseni souvislosti odebrat nékterych k — 1 hran, mtzeme odebrat i
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Obrazek 2.9 Grafy s riznymi stupni souvislosti.

vice hran (pochopitelné ne vice, nez je pocet hran celého grafu) a souvislost porusit.
Priklad 2.22. Urcete stupen hranové souvislosti grafti na Obrazku 2.9.

Resend. Kazdy ze tii uvedenych grafi je souvisly, proto podle definice hranové k-souvislosti
jsou vSechny grafy hranové 1-souvislé.

V grafu na obrazku vlevo sta¢i odebrat jednu hranu a dostaneme nesouvisly graf, proto
graf vlevo neni hranové 2-souvisly. Stupen hranové souvislosti prvniho grafu je 1.

Rozebranim sesti moznosti snadno nahlédneme, ze odebranim jedné hrany grafu na ob-
razku uprostied souvislost neporusime. Proto uvedeny graf je také hranoveé 2-souvisly. Neni
vsak jiz hranové 3-souvisly, nebot staci odebrat dvé hrany incidentni s nékterym vrcholem
stupné 2 a dostaneme nesouvisly podgraf (faktor). Stupen hranové souvislosti druhého grafu
je proto 2.

Konecné v grafu na obrazku vpravo neporusime souvislost odebranim 1, 2, 3, 4 ani
5 hran, proto je kompletni graf K7 hranové 2-, 3-, 4-, 5- a 6-souvisly. Podrobné zduvod-
néni zahrnuje vysetreni mnoha pripadu, které zde nerozepisujeme, protoze pozdéji ukazeme
jednodussi argument. AvsSak odebranim vSech Sesti hran incidentnich s nékterym pevné
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zvolenym vrcholem, dostaneme nesouvisly podgraf (faktor), proto graf K7 neni hranové
7-souvisly. Stupen hranové souvislosti grafu K7 je 6. A

Zcela analogicky zavedeme stupné vrcholové souvislosti. Budeme zkoumat, zda ode-
branim vrcholi (a samozifejmé vSech hran s nimi incidentnich), dostaneme souvisly nebo
nesouvisly graf.

Definice 2.23. Definice Graf G je vrcholové k-souvisly, pokud |V (G)| > k = 1 a po ode-
brani libovolnych k£ — 1 vrcholt z grafu G ztuistane vysledny indukovany podgraf souvisly.
Stupen vrcholové souvislosti grafu G je takové nejvétsi cislo k, ze graf G je vrcholove
k-souvisly.

Vsimnéte si, ze na rozdil od definice hranové souvislosti pozadujeme, aby ¢islo k bylo
mensi nez pocet vrcholi. Nemélo by smysl zjistovat, zda po odstranéni vsech vrcholua je
vysledny graf souvisly, protoze po odstranéni vSech vrcholi neztistane zadny graf!

Zcela analogicky jako u hranové k-souvislosti miizeme vyslovit nasledujici pozorovani:
kazdy graf, ktery je vrcholové k-souvisly, je podle definice také vrcholové (k — 1)-souvisly,
vrcholové (k — 2)-souvisly, atd. az vrcholové 1-souvisly. Soucasné graf, ktery neni vrcholové
k-souvisly, neni ani vrcholové (k + 1)-souvisly, vrcholové (k + 2)-souvisly, atd., protoze
pro poruseni souvislosti sta¢i odebrat nékterych (k — 1) vrcholt.

Priklad 2.24. Urcete stupen vrcholové souvislosti grafii na Obrazku 2.9.

Reseni. Vsechny grafy na Obréazku 2.9 jsou souvislé, proto podle definice vrcholové k-sou-
vislosti jsou vrcholové 1-souvislé.

V grafu na obrazku vlevo i v grafu na obrazku uprostred stac¢i odebrat jediny vrchol a
dostaneme nesouvisly graf, proto ani jeden z téchto graft neni vrcholové 2-souvisly. Stupen
vrcholové souvislosti je pro oba grafy roven 1.
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V grafu na obrazku vpravo souvislost neporusime odebranim 1, 2, 3, 4 ani 5 vrchold,
proto je kompletni graf K7 také vrcholové 2-, 3-; 4-, 5- a 6-souvisly. Vsimnéte si, ze po ode-
brani ¢ vrcholu, kde 1 < t < 6 dostaneme souvisly podgraf K7 ;. Ale i kdyz odebranim
libovolnych 6 vrcholid dostaneme souvisly podgraf K, tak graf K7 neni vrcholové 7-sou-
visly, nebot podle definice volime k < |[V(G)|. Stupen vrcholové souvislosti grafu K7 je
6. A

Vsimnéte si, ze graf na Obrazku 2.9 uprostied je vrcholové 1-souvisly a hranové 2-
-souvisly. Obecné je mozno ukézat, ze stupen vrcholové souvislosti nemtze byt vyssi nez
stupen hranové souvislosti. Neni proto mozno sestavit graf, ktery by napriklad byl hranove
2-souvisly a vrcholové 3-souvisly.

Soucasné je ziejmé, ze stupen hranové souvislosti nemuze byt vétsi nez nejmensi stupen
vrcholu v daném grafu, nebof odebranim vsech hran incidentnich s vrcholem nejmensiho
stupné dostaneme nesouvisly graf.

Pro zajemce

Pro pravidelné grafy, ve kterych jsou vsechny vrcholy stupné 3, je mozno ukazat jesté silnéjsi tvr-
zeni. V kazdém 3-pravidelném grafu je vrcholovy i hranovy stupen souvislosti vzdy roven stejnému
¢islu. Naptiklad graf krychle (Obrazek 1.4) i Petersenuv graf (Obrazek 1.9) jsou hranové i vrcholové
3-souvislé, dale naptiklad graf na Obrazku 2.10 vlevo je hranové i vrcholové 3-souvisly, graf na Ob-
razku 2.10 uprostied je hranové i vrcholové 1-souvisly a konecné graf na Obrazku 2.10 vpravo je
hranoveé i vrcholové 2-souvisly.

Méjme ddn néjaky graf G a v ném dvé cesty P a P’ (cestou v grafu rozumime podgraf,
ktery je cestou). Rekneme, ze cesty P a P’ jsou hranové disjunktni, jestlize z4dna hrana grafu
nepatii soucasné do obou cest P i P’. Nésledujici véta pojedndvd o hranové disjunktnich
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B a2

Obrézek 2.10 3-pravidelné grafy.

cestach a o cestach, které nemaji spolecné vrcholy s vyjimkou prvniho a posledniho vrcholu.
Rekneme, ze cesty P a P’ jsou interné disjunkind, jestlize zaddny vrchol grafu neni soucasné
vnitinim vrcholem obou cest P i P’.

Véta 2.25 (Mengerovy véty). Graf G je hranové k-souvisly pravé tehdy, kdyz mezi
libovolnymi dvéma vrcholy existuje alespori k hranové disjunktnich cest (vrcholy mohou bijt
sdilené).

Graf G je vrcholové k-souvisly prave tehdy, kdyz mezi libovolnymi dvéma vrcholy existuje
alesponi k interné disjunktnich cest (koncové vrcholy jsou spolecné).

Dtikaz obou casti véty je mozné postavit na existenci maximalniho toku, kterému se
budeme vénovat v Kapitole 7. Naptiklad v cyklu najdeme mezi kazdou dvojici riiznych
vrcholi dvé hranové disjunktni cesty i interné disjunktni cesty (Obrézek 2.11).

Kompletni graf K, je hranové i vrcholové (n — 1)-souvisly. Podle Véty 2.25 to znamen4,
ze mezi kazdou dvojici vrcholl existuje n — 1 interné disjunktnich cest, které jsou soucasné
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Obrazek 2.11 Dvé hranové i interné disjunktni cesty mezi z a y v cyklu CY.

hranové disjunktni. Napriklad na Obrazku 2.12 je Sest interné disjunktnich cest mezi dvéma
vybranymi vrcholy z, y. Zadné dvé modfe vyznatené cesty nemaji spole¢nou hranu ani
spole¢ny vrchol (s vyjimkou koncovych vrcholu x a y).

Priklad 2.26. Urcete stupen hranové souvislosti i stupen vrcholové souvislosti grafu G
na Obrazku 2.13.

Resend. Je ziejmé, ze graf G je souvisly a odebranim jediného vrcholu se souvislost neporusi.
Naproti tomu odebranim obou vrcholti oznacenych cervené na Obrazku 2.14 dostaneme
nesouvisly graf, proto stupen vrcholové souvislosti grafu G je 2.

Stupen hranové souvislosti je nejvyse 4, nebot v grafu jsou vrcholy stupné 4 a odebranim
vsech hran incidentnich s takovym vrcholem dostaneme nesouvisly graf. Navic mezi kazdou
dvojici vrcholi najdeme ¢tyfi hranové disjunktni cesty (vzdy dveé cesty jsou v Obrazku 2.14
vyznaceny zelené a dvé modrte), proto je podle Véty 2.25 graf G hranové alespon 4-souvisly.
Dostavame tak, ze stupen hranové souvislosti grafu G je 4. A
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Pro zajemce

Stupen hranové souvislosti je mozno definovat a urcovat také pomoci fezi v grafu. Pojem rTezu
zavedeme v Kapitole 7, kde soucasné uvedeme algoritmus, ktery hledd minimalni fez v siti. Tento
algoritmus je mozno mirné upravit a pouzit pro urcéeni stupné hranové souvislosti libovolného grafu.

Internet (World Wide Web) byva Casto zndzornovan podobné jako na Obrazku 2.15. Takové
zobrazeni vsak nevystihuje jeden dulezity aspekt internetu — jeho pomérné vysokou hranovou i
vrcholovou souvislost. Vzdyt pravé vysoka souvislost a schopnost doruéeni zpravy mezi libovolnymi
dvéma vrcholy byl jeden z klicovych pozadavki, ktery stal u zrodu internetu.
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Obréazek 2.13 Grafy G.

Pojmy k zapamatovani

— stupen vrcholové souvislosti
— stupen hranové souvislosti

— Mengerovy véty
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Obrazek 2.14 Hranové disjunktni cesty v grafu G.
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AZIRINA
2.4. Test
AL <l
D &
Nasleduje jednoduchy test, pro nalezeni spravné odpovédi jedné otézky neni potreba vice s>

nez pul minuty.

Souvislost grafu D S
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1. Kolik nejvice rtiznych komponent mtze mit graf na 10 vrcholech?

2. Kolik nejvice riznych komponent miize 2-pravidelny mit graf na 10 vrcholech?

3. Kolik komponent ma souvisly graf?

(a) jednu komponentu, (b) jednu nebo dvé komponenty,
(c) dveé a vice komponent, (d) zddnou komponentu.
4. Kolik komponent méa nesouvisly graf?
(a) jednu komponentu, (b) pravé jednu nebo dvé komponenty,
(c) dveé a vice komponent, (d) zddnou komponentu.

5. Kolik komponent souvislosti mé 5-pravidelny graf na deseti vrcholech?

6. Ktera z néasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?

(a) Sousedni vrcholy v neorientovaném grafu jsou navzajem dosazitelné.
(b) Jsou-li vrcholy v jednoduchém grafu navzajem dosazitelné, tak jsou spojeny hranou.

(c¢) Jsou-li vrcholy v jednoduchém grafu navzdjem dosazitelné, tak mezi nimi existuje
v grafu cesta.
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2 TPRS
(d) Existuje-li mezi dvéma vrcholy v neorientovaném grafu cesta, tak jsou navzajem . =
dosazitelné. ’5% '3«5
Chi uwS
(e) Existuje-li mezi dvéma vrcholy v neorientovaném grafu sled, tak mezi nimi existuje e
také cesta.
(f) Jsou-li néjaké dva vrcholy v jednoduchém grafu navzéjem dosazitelné, tak graf je D P Inaooseskh
SOUViSl},’. V PLZNI

(g) Nejsou-li néjaké dva vrcholy v jednoduchém grafu navzajem dosazitelné, tak graf
je nesouvisly.

7. Ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?

a) Prohledavéni grafu do sitky umime urcit, zda je graf souvisly.
b) Prohledévani grafu do sitky umime urcit, zda je graf nesouvisly.
¢) Prohledavani grafu do hloubky umime urcit, zda je graf souvisly.

e) Prohledavani grafu do sirky je rychlejsi, nez prohledavani grafu do hloubky.

(
(
(
(
(
(

)
)
d) Prohledévani grafu do hloubky umime uréit, zda je graf nesouvisly.
)
)

f) Pro nesouvislé grafy nemtzeme pouzit algoritmus prohleddvano do sitky.
(g) Pro nesouvislé grafy nemizeme pouzit algoritmus prohleddvdno do hloubky.

8. Jaky je vrcholovy stupen souvislosti cyklu C,7
9. Jaky je hranovy stupen souvislosti cyklu C,?

10. Jaky je vrcholovy stupen souvislosti kompletniho grafu K77
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11. Jaky je hranovy stupen souvislosti cesty FPg? v 5
= g
) S

12. Jaky je vrcholovy stupen souvislosti kompletniho bipartitniho grafu K3 47

ZAPADOCESKA
13. Jaky je hranovy stupen souvislosti kompletniho bipartitniho grafu K3 47 D > T

14. Kterad z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?

(a) Kompletni graf Kg je vrcholové 1-souvisly.
b) Kompletni graf Kg je vrcholové 2-souvisly.
¢) Kompletni graf Kg je vrcholové 3-souvisly.

e) Kompletni graf K¢ je vrcholové 5-souvisly.

(b)
(c)
(d) Kompletni graf Kg je vrcholové 4-souvisly.
(e)
(f) Kompletni graf Kg je vrcholové 6-souvisly.
(

¢) Kompletni graf Kg je vrcholové 7-souvisly.
15. Ktera z néasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?

(a) Hranovy stupen souvislosti nemuze byt vétsi nez vrcholovy stuperti souvislosti.
(b) Vrcholovy stupen souvislosti nemuze byt vétsi nez hranovy stupen souvislosti.

(c) Jestlize mezi nékterymi vrcholy grafu existuje k interné disjunktnich cesta, tak graf
je vrcholové k-souvisly.

(d) Jestlize mezi nékterymi vrcholy grafu existuje &k interné disjunktnich cesta, tak graf
je hranové k-souvisly.
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(e) Jestlize stupen vrcholové souvislosti grafu je k, tak mezi nékterymi vrcholy grafu
existuje k interné disjunktnich cesta.

(f) Jestlize stupen vrcholové souvislosti grafu je k, tak mezi nékterymi vrcholy grafu
existuje k£ hranové disjunktnich cesta.

16. Ktera z néasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?

(a) Kazdy souvisly graf ma néjakou hranu.
b) Nesouvisly graf ma méné hran nez vrchola.
¢) Souvisly graf muze mit vice vrcholi nez hran.

(b)
(c)
(d) Vsechny souvislé grafy maji méné vrchola nez hran.
(e) Nesouvisly graf ma vrchol stupné 0.

(f)

f) Ma-li graf vrchol stupné 0, tak neni souvisly.

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tispésnosti:
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Historicky prvni problém vyreSeny pomoci Teorie grafii 1736 byl tak zvany Problém sedmi mosti
mésta Kralovce.

V osmnactém stoleti byl Kralovec bohatym méstem. Na tehdejsi dobu vyspéld ekonomika
umoznila méstu vystavét celkem sedm mosti pres feku Pregolu (Obrizek 3.1). Podle tradice
travili méstané nedéIni odpoledne prochazkami po mésté. Vznikla tak otazka, zda je mozno
projit vsech sedm kraloveckych mosti, kazdy z nich pravé jednou. Nikomu se to nedafrilo, ale
nikdo ani neumél zdivodnit, pro¢ by to nebylo mozZné.

Oslovili Leonharda Eulera, ktery v té dobé Zil v Petrohradu, zda by problém umél vyresit.
Euler tlohu snadno vyresil. Uvédomil si, Ze pfi jejim Feseni nevyuZil ani geometrii, ani algebru
ani zname pocetni metody, ale metodu, kterou ve své korespondenci s némeckym matematikem Zaviit dokument

d
i

Leibnizem nazvali ,,geometrie pozic.” Euler pfi FeSeni problému sedmi mostii mésta Kralovce
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KONINGSBERGA

Obrazek 3.1 Dobova mapa mésta Kralovce.

tuto metodu formalné zaved|. Dnes bychom frekli, Ze pouZil teorii grafi pri hledani tahu, ktery
obsahuje kaZdou hranu daného grafu pravé jedenkrat.

Postak ma za iikol roznést postu do kaZdé ulice ve svém okrsku. Je pfirozené, Ze si naplanuje
trasu tak, aby kaZdou ulici prochazel jen jednou — nachodi se tak co nejméné a navic postu
doruci dfive. Predstavme si graf, ktery modeluje ulice okrsku tak, Ze hrany odpovidaji ulicim a
kriZovatky vrcholiim grafu. Postikova tloha tak presné odpovida hledani tahu, ktery obsahuje
kaZzdou hranu pravé jednou.

Podobné miiZeme planovat trasu snézné frézy, ktera odklizi chodniky. MozZna budeme chtit
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nékteré ulice projit dvakrat — jednou po kazdé strané kde se nachazi chodnik. Grafovy model
snadno upravime tak, aby chodniky po obou stranach ulice odpovidaly nasobnym hranam nebo
interné disjunktnim cestam v grafu.

Podobné mohou trasy svych vozii planovat popelari, kropici vozy, vozidla technickych sluzeb
atd.

o
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3.1. Kresleni jednim tahem
Cile
Po prostudovéani této sekce budete schopni:

e zformulovat nékteré praktické tlohy jako tlohy nalezeni eulerovského tahu, Obsah

e rozpoznat, zda dany graf je mozno nakreslit (projit) jednim uzavienym tahem,
95. strana ze 272

e rozpoznat, zda dany graf je mozno nakreslit jednim (ne nutné uzavienym) tahem.

[=]
[£]
=]
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V dvodu jsme zminili celou fadu tloh, které lze fesit tak, ze v néjakém grafu hledame
tah, ktery obsahuje kazdou hranu grafu pravé jedenkrat.

d
i

Definice 3.1. Tah v souvislém grafu G, ktery zacind a konci ve stejném vrcholu a ktery
obsahuje vSechny hrany grafu G, se nazyva uzavreny eulerovsky tah. Tah v souvislém
grafu G, ktery obsahuje vsechny hrany grafu G a vychozi vrchol se lisi od koncového
vrcholu, se nazyva otevreny eulerovsky tah.

Graf, ve kterém existuje uzavieny eulerovsky tah, se nazyva eulerovsky graf. Rikdme, Ze

takovy graf lze nakreslit jednim tahem.
Zavrit dokument
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Pti popisu tlohy hledéni uzavieného nebo otevieného eulerovského tahu v daném grafu
budeme obvykle hovorit o kresleni jednim tahem, ackoliv hlavni motivaci daného problému
nemusi byt pravé kresleni jednim tahem, ale tfeba optimalni reseni néjakého dopravniho
problému. Je to proto, ze kresleni jednim tahem je nazorné a velmi dobfe popisuje dilezité
vlastnosti:

e hledany tah ma obsahovat kazdou hranu grafu,
e 74dna hrana se neopakuje,
e uzavieny tah zacind a konc¢i ve stejném vrcholu.

Budeme-li fikat ,graf G lze nakreslit jednim uzavienym tahem*, tak tim soucasné rikame
"v grafu G existuje uzavreny eulerovsky tah«.

Poznamka 3.2. Vsimnéte si, ze v definici eulerovského tahu pozadujeme, aby dany graf G
byl souvisly. Uvédomte si, ze napiiklad graf, ktery obsahuje dvé komponenty Cs neni podle
definice eulerovsky, ackoliv ma vsechny vrcholy sudého stupné. Dokonce ani graf, jehoz jedna
komponenta je eulerovsky graf a dalsi komponenty jsou izolované vrcholy neni eulerovsky,
ackoliv v ném najdeme uzavieny eulerovsky tah, ktery obsahuje vsechny hrany celého grafu.

Priklad 3.3. Které z grafti na Obrazku 3.2 lze nakreslit jednim tahem?

Reseni. Budeme-li zkouset nakreslit kompletni graf K4 jednim tahem, nepodaii se nam to.
Abychom to ukéazali nade vsi pochybnost, mohli bychom tfeba systematicky prozkoumat
vSechny moznosti, jak sefadit hrany. Graf K4 mé 6 hran a ty lze seradit celkem P(6) = 6! =
= 720 zpusoby, avSak ani jeden z nich neodpovida eulerovskému tahu v grafu. Ve Véte 3.4
ukazeme prekvapivé jednoduchou podminku, ktera pomize snadno rozpoznat, zda v daném
grafu (a tedy naptiklad i v grafu K4) existuje eulerovsky tah.
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T5
U3 V4

T4 T3

U1 V2 Z1 €2

Obrazek 3.2 Které z uvedenych graft Ize nakreslit jednim tahem?

Naproti tomu v grafu na obrazku vpravo existuje otevieny eulerovsky tah (dokonce
nékolik riznych), naptiklad x1, x9, 3, 4, x1, T3, T5, T4, 2. Na druhou stranu, pokud bychom
v grafu hledali uzavieny eulerovsky tah, tak neuspéjeme. V grafu neexistuje ani otevieny
eulerovsky tah, ktery by zac¢inal nebo kon¢il v nékterém z vrcholt x3, x4 nebo x5. A

Nésledujici véta dava jednoduché kriterium, kdy v daném grafu existuje uzavieny eule-
rovsky tah. Pravé tuto vétu zformuloval a dokazal Leonhard Euler uz v roce 1736.

Véta 3.4 (Eulerova véta). Graf G lze nakreslit jednim uzavrengm tahem prdve tehdy,
kdyz je graf G souwvisly a vsechny jeho vrcholy jsou sudého stupné.

Drikaz. Ukazeme si myslenku dikazu. Formalni dikaz vyzaduje peclivé znaceni, najdete jej
na strané 102. Protoze tvrzeni véty m4 tvar ekvivalence (fikdme, Ze néco plati ,pravé tehdy,
kdyz“ plati néco jiného), budeme dokazovat dvé implikace.

1. Nejprve ukdzeme implikaci "=" : ,jestlize 1ze graf nakreslit jednim uzavienym tahem,
tak je souvisly a vSechny jeho vrcholy jsou sudého stupné.“
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Méjme graf G, ktery je mozno nakreslit jednim uzavienym tahem. Abychom zdtvod-
nili, ze graf G je souvisly, staci si uvédomit, ze mezi kazdymi dvéma vrcholy najdeme
sled tak, ze z uzavreného eulerovského tahu vybereme piislusny tsek.

Daéle, protoze uzavieny eulerovsky tah do kazdého vrcholu vzdy néjakou hranou
vstoupi a jinou hranou pokracuje, tak stupen kazdého vrcholu je néjaky nédsobek
¢isla 2 a je proto sudy.

. Nyni ukazeme opac¢nou implikaci "<" | ktera zni: ,jestlize mame souvisly graf a
vSechny jeho vrcholy jsou sudého stupné, tak jej lze nakreslit jednim uzavienym ta-
hem.“

Dtikaz je konstruktivni, umozni nam uzavrieny eulerovsky tah najit. Postupujeme in-
dukci vzhledem k poc¢tu hran.

Zaklad indukce: Nejmensi graf, ktery je souvisly a méa vsechny vrcholy sudého stupné,
je trivialni graf. V trividlnim grafu existuje trividlni uzavieny sled a tvrzeni plati.

Nejmensi souvisly netrividlni graf G se vsemi vrcholy sudého stupné je cyklus C,,, pro-
toze v netrivialnim souvislém grafu nemohou byt vrcholy stupné 0 a pravé v cyklu Cp,
jsou vSechny vrcholy stupné 2. Cyklus (), je jisté mozno nakreslit jednim uzavienym
tahem, nebot hrany cyklu tvori hledany uzavieny sled.

Indukéni krok: Méjme néjaky netrividlni souvisly graf G = (V, E) se vSemi vrcholy
sudého stupné. Predpokladejme, Ze kazdy souvisly graf s méné nez |E| hranami je
mozno nakreslit jednim uzavienym tahem. V grafu G jisté najdeme néjaky uzavieny
tah T'. Pti hledani tahu 7" mizeme zacit v libovolném vrcholu a protoze kazdy vrchol
grafu G je stupné alespon 2, muzeme vzdy pokracovat hranou, kterd se v tahu zatim
nevyskytovala. Protoze graf je konecny, diive nebo pozdéji se v tahu zopakuje néjaky
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vrchol. Dostaneme tak uzavreny tah. Ale pozor! Vrchol, ktery se zopakuje, nemusi byt
pruni vrchol sestaveného tahu. Usek sestaveného tahu, ktery za¢ind prvnim vyskytem
zopakovaného vrcholu, je hledany uzavieny tah 7'

Odebereme-li nyni vSechny hrany uzavreného tahu 7', dostaneme graf oznaceny G —1T,
ve kterém jsou opét vSechny vrcholy sudého stupné (nékteré mohou byt izolované vr-
choly). Pokud graf G —T neni souvisly, 1ze kazdou jeho komponentu L; dle indukéniho
predpokladu nakreslit jednim uzavienym tahem 7;. Nyni do uzavieného tahu T pri-
dame za kazdou komponentu uzavieny tah 7T; (tah 7; je v komponenté eulerovsky a
obsahuje vSechny hrany komponenty) a ziskdme uzavieny eulerovsky tah pivodniho
grafu G.

Podle principu (silné) matematické indukce je dukaz hotov.

Ukéazali jsme, ze nutnou i dostatecnou podminku pro existenci uzavieného eulerovského
tahu v grafu je, aby graf byl souvisly a mél vSechny vrcholy sudého stupné. O

Na adrese http://mi2l.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/eulerova_veta.
pdf najdete animaci, kterd ukazuje jednotlivé kroky dikazu.

Eulerova véta tesi pouze existenci uzavreného eulerovského tahu. Jak je to s existenci
otevieného eulerovského tahu ukazuje nasledujici tvrzeni.

Véta 3.5. Graf G lze nakreslit jednim otevrenym tahem prdve tehdy, kdyz je graf G souvisly
a prave dva jeho vrcholy jsou lichého stupmneé.

Drikaz. Tvrzeni Véty 3.5 ma opét tvar ekvivalence a budeme dokazovat dvé implikace.
'=" Stejné jako v dikazu Véty 3.4 zdivodnime, ze miizeme-li graf G nakreslit jednim
otevienym tahem, je graf G souvisly a vSechny vrcholy jsou sudého stupné s vyjimkou
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prvniho a posledniho vrcholu otevieného tahu. Prvni i posledni vrchol jsou ruzné (tah je
otevieny) a kazdy z nich je incidentni s lichym poc¢tem hran, nebot prvni hrana tahu a
posledni hrana tahu ptispéji do stupné vrcholu jednickou, zatimco vnitini vrcholy tahu jsou
incidentni vzdy se sudym poctem riznych hran tahu.

'«<"  Mam-li souvisly graf G s pravé dvéma vrcholy u, v lichého stupné, mtizeme do grafu G
pridat novy vrchol z, ktery spojime hranami s vrcholy u, v a dostaneme souvisly graf G’,
ve kterém jsou vSechny vrcholy (dokonce i vrcholy u, v, z) sudého stupné a podle Eulerovy
véty 3.4 v grafu G’ existuje uzavreny eulerovsky tah T”, ktery zacind a kond¢i ve vrcholu .
Je zfejmé, Ze z uzavieného tahu T staci vynechat vrchol z a obé pridané hrany a dostaneme
otevieny eulerovsky tah 71" mezi vrcholy u a v v pivodnim grafu G. O

Vsimnéte si, ze dikaz Véty 3.5 jsme elegantnim trikem prevedli na tvrzeni, pro které jsme
vyuzili uz dokazanou Vétu 3.4. Zcela analogicky bychom mohli ukdzat uz prvni implikaci
"'=" Veéty 3.5. Proto je Véta 3.5 povazovana za dusledek Eulerovy véty 3.4 a pro konstrukei
otevieného eulerovského tahu miizeme pouzit stejny postup jako pro konstrukci uzavieného
eulerovského tahu.

Je dobré zdiraznit, ze existuje-li v daném grafu uzavieny eulerovsky tah, tak v ném
neeristuje otevieny eulerovsky tah. Existuje-li totiz v grafu uzavieny eulerovsky tah, tak
vsechny vrcholy grafu jsou sudého stupné a aby existoval otevieny eulerovsky tah, tak musi
v grafu byt pravé dva vrcholy lichého stupné.

Priklad 3.6. Které z grafi na Obrazku 3.3 je mozno nakreslit jednim tahem? Najdéte
alespon jeden takovy tah, pokud existuje.

Reseni. Graf na Obrézku 3.3 vlevo ma sice vSechny vrcholy sudého stupné, ale neni souvisly.
Proto v ném neexistuje uzavieny ani otevieny eulerovsky tah.
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Obrézek 3.3 Které z uvedenych grafu lze nakreslit jednim tahem?

Graf na Obrazku 3.3 uprostted je souvisly a ma pravé dva vrcholy lichého stupné: vs a
vr. V grafu existuje otevieny eulerovsky tah, napiiklad

v, Ve, V4, V1, V2, V3, U5, V1, U3, U7, Us, U6, V2, V4, Us.

Graf na Obrazku 3.3 vpravo je souvisly a ma vsechny vrcholy sudého stupné, proto
v ném existuje uzavieny eulerovsky tah, napriklad

wy, w2, Wr, Ws, Wy, W2, W3, W4, W, W1, W9, W4, Ws, We, Wy, W3, Wy, We, W1-.
A

Dalsi animovany priklad je k dispozici na adrese http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.
vsb.cz/files/unit/eulerovsky_tah.pdf.

Poznamka 3.7. Pokud bychom chtéli sestavit algoritmus, ktery bude v daném grafu hledat
uzavieny eulerovsky tah, tak nejprve mizeme snadno ovérit, zda takovy tah viibec existuje.
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Souvislost grafu ovérime uzitim postupu popsaného v Piikladu 2.19 a ovérit, zda je kazdy
vrchol sudého stupné je snadné. Nyni najdeme libovolny uzavreny tah 71" postupem, ktery
jsme popsali v indukénim kroku dikazu Véty 3.4.

Déle najdeme komponenty souvislosti grafu G — T (podle Prikladu 2.20) a pro kazdou
netrividlni komponentu najdeme rekurzivné uzavieny eulerovsky tah (eulerovsky vzhledem
ke komponenté, nikoliv vzhledem k ptuvodnimu grafu G). Tyto uzaviené tahy vhodné vlo-
zime do uzavieného tahu T a dostaneme uzavieny eulerovsky tah puvodniho grafu G.

Stejny trik jako v dikazu Véty 3.5 miizeme pouzit i pro ditkaz jesté obecnéjsiho tvrzeni:
kazdy souvisly graf s 2k vrcholy lichého stupné lze nakreslit k otevienymi tahy. Vzhledem
k praktickym motivacim, které jsme zminovali v ivodu kapitoly se kresleni vice tahy miize
hodit pri planovani tras pro vice postaki nebo pro vice popelairskych vozu.

Pro zajemce

Pro uplnost zde uvadime i peclivé zapsany dikaz Eulerovy véty 3.4. Doporucujeme tento dikaz
porovnat s dikazem uvedenym na strané 97.

Diikaz. Protoze Eulerova véta 3.4 mé tvar ekvivalence, ukazeme platnost dvou implikaci.

"=" Uzavieny eulerovsky tah v grafu G pfi kazdém prichodu vrcholem v obsahuje dvé hrany
incidentni s v. Navic prvni a posledni hrana uzavieného tahu jsou incidentni se stejnym vrcholem,
proto stupen kazdého vrcholu v grafu G je nasobek dvojky. Kazdy eulerovsky graf G méa proto
vSechny vrcholy sudého stupné.

"«<"  Postupujeme indukci vzhledem k poctu hran.

Zaklad indukce: Nejmensi graf splnujici podminky véty je trividlni graf, ktery obsahuje trivialni
uzavieny sled s jedinym vrcholem.

Indukéni krok: Méjme néjaky netrividlni souvisly graf G se vSemi vrcholy sudého stupné. Pied-
pokladejme, Ze vSechny souvislé sudé grafy s mensSim poctem hran obsahuji eulerovsky tah. Pro-
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toze graf G md vSechny vrcholy stupné alesporti 2 (vrchol stupné menstho by byl trividln{ kompo-
nentou), tak podle Lemmatu 5.3 (vétu ukdzeme v Kapitole 5) obsahuje graf G néjaky cyklus C.
V grafu G’ = G — E(C) zustane kazdy vrchol sudého stupné, nebot odebereme vzdy 0 nebo 2 hrany
incidentni s kazdym vrcholem. Proto kazdd komponenta L; grafu G’ je souvisly sudy graf s méné
hranami nez G a podle indukéniho predpokladu obsahuje komponenta L; uzavieny eulerovsky tah.
Navic kazda komponenta L; obsahuje néjaky vrchol cyklu C, jinak by ptvodni graf nebyl souvisly.
V kazdé komponenté L; oznac¢me v; jeden takovy vrchol cyklu C. Nyni postupujeme podle cyklu C'
a vzdy, kdyz narazime na néjaky vrchol v;, tak na stavajici tah navazeme uzavieny eulerovsky tah
komponenty L; a dédle pokracujeme po cyklu C. Sestavime tak uzavieny tah, ktery bude obsaho-
vat vSechny hrany cyklu C i vSech komponent grafu G — E(C), proto se jednd o eulerovsky tah
v grafu G. O

Pro zajemce

Vyuziti eulerovskych grafii se neomezuji pouze na putovani v grafu, ktery reprezentuje néjakou
mapu. Dalsi pékné aplikace eulerovskych grafi najdeme pro stavové grafy. Vrcholy stavového grafu
néjakého systému odpovidaji moznym stavim, které mohou nastat, a hrany spojuji stavy, mezi
kterymi existuje legalni prechod. Napriklad konecné automaty jsou jednim typem stavovych graft.
Pfi testu systému bychom radi provérili vSechny mozné stavy a prechody mezi nimi. Optimalni test
muzeme naplanovat podle eulerovského tahu grafem.

Pro zajemce

Neni tézké ukazat, ze platnost Eulerovy véty 3.4 je mozno rozsitit i pro grafy s ndsobnymi hranami
(multigrafy), ve kterych je stupen kazdého vrcholu uréen poctem incidentnich hran. VSimnéte si,
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Obrazek 3.4 Graf tlohy sedmi mostu mésta Kralovce.

ZAPADOCESKA
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ze dokonce puvodni tloha sedmi mostu mésta Kralovce vede na feseni ulohy v multigrafu, ktery je

na Obrazku 3.4.

Pro zajemce

Na okraj uvedeme, ze v dnesnim Kralovci je mozné projit kazdy z mostt pravé jednou, prochézka
vsak neni turisticky atraktivni, nebot musi za¢inat na jednom z ostrovii a kon¢it na druhém. V centru
dnesniho Kaliningradu je nyni mostu pét. Dva ze sedmi mostt z puvodni ulohy byly zni¢eny béhem
druhé svétové valky. Dalsi dva byly pozd€ji zbofeny a nahrazeny novymi. Zbyvajici t¥i mosty zustaly

zachovany, pricemz jeden z nich byl v roce 1935 prestavén. V terminologii teorie grafi by obéma

bfehtim odpovidaly vrcholy stupné 2 a obéma ostrovium vrcholy stupné 3 (Obrazek 3.5).

Pojmy k zapamatovani

— kresleni jednim tahem

— Eulerova véta
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Obrazek 3.5 Graf tlohy sedmi mostii dnesniho mésta Kralovce.

3.2. Hamiltonovské grafy

Pruvodce studiem

PFi hledani eulerovského tahu v grafu jsme chtéli navstivit kaZdou hranu daného grafu pravé
jedenkrat, pricemz opakované navstiveni vrcholu nehralo roli. PFirozené vznika analogicka uloha,
kdy nemusime projit kaZdou hranu, ale chceme navstivit kazdy vrchol praveé jednou. Jako klasicka
praktickd motivace takové dlohy se uvadi problém obchodniho cestujiciho, ktery ma navstivit
vSechna mésta svého regionu, vratit se do vychoziho mésta a pfitom nacestovat co nejkratsi
vzdalenost. Ve zjednodusené verzi nas zajima, zda miZeme navstivit kaZdé mésto pravé jednou
a vratit se zpét. V terminologii teorie grafii hledame cyklus, ktery obsahuje vSechny vrcholy
daného grafu. Takovy cyklus miiZe, ale nemusi existovat.

Dalsi podobné tlohy odpovidaji planovani trasy postiaka na vesnici, kde se roznasi jen malo
postovnich zasilek. Spis neZ projit kaZdou ulici, musi postik navstivit vsechny adresy (domy),
do kterych ma dorucit néjakou zasilku. Podobné ve velkoskladu se pfi navazeni nebo predavani
zbozi rozvazi paleta, nebo tfeba nékolik palet s riiznym zboZim na urcita mista ve skladu. Vozik
ma opét za tikol navstivit vsechna vybrana mista a pfitom urazit co nejkratsi vzdalenost. Vsechny
uvedené tlohy odpovidaji stejné tloze teorie grafii — nalezeni tzv. hamiltonovského cyklu v grafu.
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Cile
Po prostudovani této sekce budete schopni:

e popsat tlohu, kterda odpovida hledani hamiltonovského cyklu v grafu,

e pouzit nékteré jednoduché dostatecné podminky pro nalezeni hamiltonovského
cyklu.

Nejprve zavedeme nésledujici pojem.

Definice 3.8. Hamiltonovsky cyklus v grafu je takovy cyklus, ktery prochazi vSemi vrcholy.
Graf, ve kterém existuje hamiltonovsky cyklus, se nazyva hamiltonovsky graf.

Hamiltonovsky cyklus v grafu prochézi kazdym vrcholem praveé jedenkrat. Takovy cyklus
nemusi pochopitelné obsahovat vSechny hrany daného grafu.

Priklad 3.9. Které z grafi na Obrazku 3.6 jsou hamiltonovské?

U3 V2
on U1
Vs vg
H
G Ve v7

Obrézek 3.6 Které z uvedenych grafii obsahuji hamiltonovsky cyklus?
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Reseni. Snadno odhadneme, ze graf na Obrazku 3.6 vlevo neni hamiltonovsky. Zdivodnime
to neptimo. Kdyby hamiltonovsky byl, tak by obsahoval néjaky hamiltonovsky cyklus C' a
byl by soucasné vrcholové (i hranové) 2-souvisly, nebot mezi kazdou dvojici vrcholi bychom
nasli na cyklu C' dvé interné disjunktni cesty. Ale protoze vrcholova souvislost grafu na Ob-
razku 3.6 vlevo je rovna 1, tak tento graf neobsahuje hamiltonovsky cyklus.

Graf na Obrazku 3.6 vpravo je hamiltonovsky, nebot obsahuje hamiltonovsky cyklus.
Jeden takovy cyklus je napiiklad

U1, V7, V2, V3, Vs, V4, U6, US-
A

Hamiltonovsky graf zavedli jako analogii eulerovského grafu. Na prvni pohled se zda,
ze hledani hamiltonovského cyklu je velmi podobné hledani eulerovskému tahu. Neni tomu
tak! Zatimco pro rozhodnuti o existenci eulerovského tahu v souvislém grafu je nutnou i
dostatecnou podminkou sudost vSech stupna vrcholi, tak pro existenci hamiltonovského
cyklu zadna takové snadno ovéfitelnd podminka neni zndma. Rada matematikii se dokonce
domniva, ze takovou podminku ani nelze najit.

Neni znam jednoduchy a soucasné rychly algoritmus, pomoci kterého bychom v daném
grafu nasli hamiltonovsky cyklus a nebo poznali, ze takovy cyklus neexistuje. Pochopitelné je
mozno proverit vsech n! rtuznych poradi vrcholi, zda lezi po fadé na néjakém cyklu, avSak
takovy postup vyzaduje pro obecny graf az n! (exponencidlné mnoho) kroki v zavislosti
na poc¢tu vrcholi daného grafu. Algoritmus, ktery by existenci hamiltonovského cyklu ovéril
obecné s vyuzitim nejvyse polynomialné mnoha krokiu, znam neni. Pro obecny graf proto
neni lehké rozhodnout, zda je hamiltonovsky. Je zndmo nékolik jednoduchych dostate¢nych
podminek. Jestlize graf splnuje napriklad nékterou z néasledujicich podminek, tak vime, ze
obsahuje hamiltonovsky cyklus.
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Véta 3.10 (Diracova véta). Méjme graf G na n vrcholech, kde n = 3. Je-li nejmensi
stupert vrcholi v grafu alesponi n/2, tak je graf G hamiltonovsky.

Diracova véta 3.10 je specialnim pripadem nasledujiciho tvrzeni, které je obecnéjsi.

Véta 3.11 (Oreho véta). Méjme graf G na n vrcholech, kde n = 3. Jestlize pro kazdé dva
nesousedni vrcholy u a v v grafu G plati deg(u) +deg(v) = n, tak je graf G hamiltonovskiy.

Dukaz muzete najit napiiklad v [5]. VSimnéte si, Ze obé véty maji tvar implikace, nikoli
ekvivalence. Proto graf, ktery spliiuje podminky je hamiltonovsky, ale ne kazdy hamiltonov-
sky graf musi podminky véty splnovat. Napriklad kazdy graf cyklu je jisté hamiltonovsky,
ale pro n > 4 nespliiuje podminky ani Véty 3.10, ani Véty 3.11. Také graf na Obrazku 3.6
vpravo je hamiltonovsky, ale uvedené dostatecné podminky nesplnuje.

Priklad 3.12. Které kompletni bipartitni grafy K, ,, jsou hamiltonovské?

Resend. Kazdy bipartitni graf Ky, m prom 2 2 je hamiltonovsky podle Diracovy véty, nebot
mé 2m vrcholu a stupen kazdého vrcholu je (alespori) polovina poc¢tu vrcholu. Pro m = 1
Diracovu vétu nemtzeme pouzit, protoze graf K; 1 mé jen dva vrcholy. Na druhou stranu
je ztejmé, ze graf K ; hamiltonovsky neni. A

Priklad 3.13. Rozhodnéte zda je graf na Obrazku 3.7 hamiltonovsky.

Resend. Graf na Obrazku 3.7 je hamiltonovsky podle Oreho véty 3.11, nebot mé vice nez
dva vrcholy a soucet stupnti kazdych dvou nesousednich vrcholl je alespon 7. VSimnéte si,
ze Diracovu vétu 3.10 nemuzeme pouzit, nebot vrchol uy je stupné mensiho nez |V(G)|/2.
Podle Oreho véty 3.11 urcime, ze graf G je hamiltonovsky, protoze soucet stupnt kazdych
dvou (nejen nesousednich) vrcholu u, v je deg(u) + deg(v) = 7 = n.
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Uyg

Uz

us
Us Ug

Obrazek 3.7 Graf obsahuje pét vrcholt stupné 4, jeden vrchol stupné 5 a jeden vrchol
stupné 3.

Hamiltonovsky cyklus je napriklad

Uy, U2, U3, U6, U5, Ug, UT.

Pro zajemce

Hamiltonovskym grafim se ¥ikd ,hamiltonovské* podle irského matematika Williama Rowana Ha-
miltona, ktery v roce 1857 vymyslel a komer¢né vyuzil hru ,,Cesta kolem svéta“. Jednalo se o nale-
zeni takové cesty po hrandch dvanéctisténu, abychom kazdy vrchol navstivili jen jednou a vratili se
do puvodniho vrcholu. Piiklady hry jsou na Obrazku 3.8.

Dalsi dlohou, kterou je mozné preformulovat na hledani hamiltonovského cyklu je klasicka tloha
jezdce na sachovnici. Mame za kol koném objet celou Sachovnici tak, abychom kazdé policko navsti-
vili pravé jednou a nakonec se vratili na vychozi policko. Sestavime-li graf, jehoz vrcholy odpovidaji

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI




Eulerovské grafy 110

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

Obréazek 3.8 Ruzné varianty Hamiltonovy hry.

polickam sachovnice a hranou spojime kazda dvé policka, mezi kterymi existuje regulérni tah jezd-
cem, dostaneme graf s 64 vrcholy, ve kterém mame za kol najit hamiltonovsky cyklus. Takova cesta
jezdcem existuje. Dokazete ji najit?

Pojmy k zapamatovani

— hamiltonovsky cyklus

— hamiltonovsky graf
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AZIRIN
3.3. Test
A\ <2k
R 5
Nasleduje jednoduchy test, pro nalezeni spravné odpovédi jedné otézky neni potreba vice s>
nez pul minuty.
Eulerovké a hamiltonovskégrafy D P Inaooseskh
V PLZNI
1. Ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?

(a) Eulerovsky graf ma praveé dva vrcholy lichého stupné.
b) Eulerovsky graf mé vSechny vrcholy sudého stupné.
¢) Kazdy graf, jehoz hrany lze nakreslit jednim tahem, je eulerovsky.

)
)
d) Neni-li dany graf eulerovsky, staci pridat nékolik hran, aby vznikl eulerovsky graf.
e) Eulerovsky graf je souvisly.

)

f) kazdy pravidelny graf je eulerovsky.

(
(
(
(
(
(g) kazdy souvisly pravidelny graf je eulerovsky.

2. Které z nasledujicich grafu jsou eulerovské?

(a) K. (b) Cs. (c) K3a4.

(d) Ka4. (e) Ps. (f) Petersenuv graf.
3. Kolik vrcholi lichého stupné muze mit eulerovsky graf?

4. Eulerovsky graf 1ze nakreslit

(a) jednim otevienym tahem,
(b) jednim uzavienym tahem,
(c¢) jednim otevienym nebo uzavienym tahem.




FEulerovské grafy

10.

11.

12.

. Mtze mit eulerovsky graf vice vrcholi nez hran?

(a) ano, (b) ne.

. Mtize mit eulerovsky graf vice hran nez vrcholt?

(a) ano, (b) ne.

. Je pravda, ze kazdy eulerovsky graf ma vice hran nez vrcholu?

(a) ano, (b) ne.

. Pro které n je mozno kompletni graf K,, nakreslit jednim otevienym tahem?

Je pravda, ze kazdy graf, ktery neni mozno nakreslit jednim otevienym ani uzavienym

eulerovskym tahem neni souvisly?
(a) ano, (b) ne.
Ktera z néasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?

a) Kazdy eulerovsky graf je hamiltonovsky.
b) Kazdy hamiltonovsky graf je eulerovsky.

d

¢) Zadny eulerovsky graf neni hamiltonovsky.

(

(b)

(c) Alespon jeden eulerovsky graf je hamiltonovsky.
(d) Alespon jeden hamiltonovsky graf je eulerovsky.
(e)
(

f) Zadny hamiltonovsky graf neni eulerovsky.

Které z nasledujicich grafi jsou hamiltonovské?

2 o
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. Pro které n je mozno kompletni bipartitni graf K7 , nakreslit jednim otevienym tahem?




Eulerovské grafy

(a) P6. (b) K2,4~

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:
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Kapitola 4

Vzdalenost a metrika v grafu

Pruvodce studiem

V kapitole 2 jsme se zabyvali otazkou, zda v grafu, ktery modeluje néjakou redlnou situaci,
existuje cesta mezi vybranymi dvéma vrcholy. V. mnoha praktickych aplikacich ma smysl! zjistit
.Jjak daleko" jsou vrcholy v grafu. UkaZeme, jak pfirozené ,, mérit* vzdalenosti v grafu.

Jestlize napriklad mame graf, ktery reprezentuje silni¢ni sit, tak je velmi prirozené ptat se

,Jak daleko je z vrcholu (mésta) u do vrcholu (mésta) v?*
nebo
,Jak dlouho trva cesta z vrcholu (mésta) u do vrcholu (mésta) v7*

PFi podrobnéjsim zkoumani nebudeme ,,vzdalenosti* rozumét pouhy pocet hran, tedy napri-
klad pocet riiznych silnic, kterymi pojedeme, nebo pocet krizovatek, které projedeme. Pro urceni

o
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vzdalenosti bude zasadni délka hran, neboli délka jednotlivych dseki mezi krizovatkami. Vsim-
néte si, Ze informace o délkach usekd (hran) v grafu, tak jak jsme jej na strané 11 zavedli, zatim
obsaZena neni.

Proto, abychom mohli v grafu mérit vzdalenosti, zavedeme pojem ohodnoceni hran grafu.
Ohodnoceni bude zpravidla odpovidat néjaké fyzikalni veliciné, napriklad délce v metrech,
tloustce, kapacité, elektrickému odporu, barvé, a pod.

Budeme-li pracovat s ohodnocenym grafem, obvykle abstrahujeme od fyzikalni podstaty
prislusné veliciny a s ohodnocenim budeme pracovat jako s Cislem. Budeme napriklad pracovat
s hranami délek 4 a 12 a jejich navazanim dostaneme cestu nebo sled délky 16. Az budeme
vysledky interpretovat v kontextu pivodni tdlohy, neméli bychom zapomenout na pfislusnou
Jjednotku fyzikalni veli¢iny. Délka 16 bude odpovidat napriklad Sestnacti kilometriim, v jiné
interpretaci pak treba 16 ohmim. V jiné tloze budou napriklad hrany s ohodnocenim 4 a 12,
které jsou incidentni se stejnym vrcholem, odpovidat celkové kapacité potrubi 16 kubickych
metri za sekundu. A treba v dalsi dloze nebude mit smysl ohodnoceni navazujicich hran scitat,
nebot se bude jednat o barvu pripadné o sitku cest.

Poznamenejme jesté, Ze pFi ohodnocovani hran obvykle vystacime s celymi Cisly. Je-li na-
priklad vzdalenost udavana v kilometrech vcetné desetinné Casti odpovidajici stovkam nebo
desitkdm metrii, tak je vhodné pracovat se vzdalenosti vyjadrenou v metrech a vsechny délky
tak budou cela cisla.

Cile
Po prostudovani této kapitoly budete schopni:

e urcit vzdalenost (délku nejkratsi cesty) mezi dvéma vrcholy v ohodnoceném i
neohodnoceném grafu,
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Vzdalenost a metrika v grafu 116

e urcit vzdéalenost z jednoho vrcholu do vSech ostatnich vrcholi,

e urcit vzdalenost mezi kazdou dvojici vrcholtt daného grafu,

o

e spravné urcit meze pouzitelnosti jednotlivych algoritm.
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4.1. Vzdalenost v grafu

Drive nez podame formalni definici ohodnoceného grafu a diive nez nadefinujeme pojem
délka cesty v grafu, tak vystacime s intuitivni predstavou. Pro nazornost srovnejme vzdéle-
nost vrchold x a y pro tii rizné grafy na Obrazku 4.1. Pfedpoklddejme, ze ¢isla pritazena
hranam urcuji délku kazdého tseku. Zatimco v grafu na obrazku vlevo je vzdalenost mezi
vrcholy = a y rovna 3 (cesta ,spodem® vede pres tii hrany délky 1), tak v prostfednim
grafu najdeme dvé cesty délky 14 (obé ,horni“ i ,spodni cesta maji stejnou délku). Ko-
necné, v grafu na obrazku vpravo je nejkratsi cesta z vrcholu « do vrcholu y délky 13 (cesta 116. strana ze 272
yhorem* pres celkem ¢tyti hrany délek 2, 1, 6 a 4).

Obsah
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Obréazek 4.1 Rizné vzdalenosti v grafu v zavislosti na délkach hran.
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cesty. Z Obrazku 4.1 je jasné, ze délka cesty nemusi nutné odpovidat poc¢tu hran cesty.
Nyni zavedeme pojem vzdalenosti v neohodnoceném grafu. Pfipomenme, Ze na strané 58
jsme definovali délku sledu jako pocet hran sledu.

Definice 4.1. Vzddlenost distg(u, v) mezi vrcholy u a v grafu G je ddna délkou nejkratsiho
sledu mezi u a v v G. Pokud sled mezi u, v neexistuje, polozime vzdalenost distg(u,v) = oo.

Vsimnéte si, ze:
e nejkratsi sled (ze vSech sledi obsahuje nejméné hran) je vzdy cestou,
e v neorientovanych grafech plati distg(u,v) = distg (v, u),
e vzdalenost vrcholu od sebe samotného je distg(u,u) =0,
e pokud distg(u,v) = 1, tak hrana wv patii do grafu G.

Lemma 4.2. Vzddlenost mezi vrcholy v daném grafu G spliuje tzv. trojihelnikovou nerov-

nost:
Yu,v,w € V(G): distg(u,v) + distg(v, w) 2 distg(u, w).

Dikaz. Nerovnost ihned plyne ze zrejmého pozorovani, Ze na sled délky distg(u,v) mezi
vrcholy u, v lze navédzat sled délky distg(v,w) mezi v, w, ¢imz dostaneme sled délky
distg(u, v)+distg (v, w) mezi u, w. Proto nemuze byt distg(u, w) > distg(u, v)+distg (v, w).
Muze vsak existovat kratsi sled mezi u,w, proto distg(u,w) < distg(u,v) + distg(v, w).
Schématicky priklad je na Obrazku 4.2. O
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A

Obrazek 4.2 Dva sledy: mezi v a v a mezi v a w; krat$i mezi v a w.

Pro zajemce

V matematice je metrika takova funkce p, kterd prirazuje vzdalenost kazdé dvojici prvkia z néjaké
dané mnoziny A a kterd ma navic jisté vlastnosti. Mnozina A spolu s metrikou p se nazyva metricky

prostor.

Definice 4.3. Metrika p na mnoziné A je zobrazeni p : A X A — R takové, ze V,y € A plati

/

1. p(x,y) = 0 pticemz p(z,y) = 0 jen pro x = y,

2. p(z,y) = p(y, z),

3. p(x,y) + oy, 2) 2 p(x, 2).
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S riznymi metrikami se setkavame i v jinych matematickych disciplinach, tfeba v analyze je met-
rikou funkce absolutni hodnoty, v geometrii je metrikou eukleidovska vzdédlenost dvou bodu v roviné

nebo prostoru a v algebre jsou metrikou rtzné normy. Vzdalenost v grafu zavedend v Definici 4.1 je

metrika na mnoziné vrcholu daného grafu.
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Uz diive jsme zminili, ze budeme urcovat vzdalenost mezi dvéma vrcholy grafu proto,
abychom uméli urcit odpovidajici vzdélenost v néjaké praktické tloze. Jak vzdalenost ur-
¢ime? Uvédomte si, Ze obecné prozkoumani vSech moznych cest mezi dvéma vrcholy by bylo
nejen ¢asové narocné, ale také algoritmicky obtizné. Napriklad v kompletnim grafu umime
vSechny cesty mezi danou dvojici vrcholii najit snadno (Piiklad 4.4). Na druhou stranu
v obecném grafu je mezi danou dvojici vrcholl cest méné, ale urcit jejich pocet muze byt
naroc¢néjsi nez u kompletniho grafu na stejném poctu vrcholi. Zkuste si rozmyslet, jak byste
urcili pocet rtiznych cest mezi vrcholy u; a ug na Obrazku 3.7.

Priklad 4.4. Urcete pocet vsech cest mezi danou dvojici vrcholi u a v v kompletnim
grafu K,. Kolik je takovych cest mezi dvojici vrcholt v K77

Reseni. Méjme kompletni graf a v ném dva vrcholy u, v. Budeme urcovat pocet cest, které
zacinaji ve vrcholu u a konci ve vrcholu v. Rozlisime dva piipady:

1. Jestlize u = v, tak existuje jedind cesta z u do v — a sice trividlni cesta.

2. Jestlize u # v, tak déle rozlisime moznosti podle toho, kolik dalsich vrcholi se nachéazi
na cesté mezi vrcholy u a v.

(a) Pokud takovy vnitini vrchol neni zadny, existuje v grafu jedind cesta z u do v.

(b) Jestlize na cesté z vrcholu u do v najdeme k vnitinich vrcholi, tak existuje
ruznych takovych cest celkem V(n — 2, k) = % Za vnitini vrcholy cesty
muzeme vybrat libovolnych k vrcholi a pii sestaveni cesty rozlisime jejich poradi.
Jednd se tedy o variace bez opakovani (podrobné o urcovani poctu vybeéri se

doctete v [0]).

Pocet vnitinich vrcholi & miize nabyvat libovolné hodnoty od 1 po nejvyse n—2.

o
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Celkem je pocet hledanych cest dan vztahem

n—2
(n—2)!
1+ e, 4.1
Z (n—2—k)! (4.1)
k=1
Pro n = 7 stac¢i dosadit do obecného vztahu 4.1. Pocet vSech cest mezi dvéma vybranymi
5
vrcholy v grafu K7 je roven 1+ (5%), = 327. A
k=1 '
Nastésti se ukazuje, ze pro urceni vzdalenosti mezi dvéma vrcholy nemusime prozkouma-

vat vSechny cesty mezi danou dvojici vrcholi. V dalsi ¢asti této kapitoly se budeme vénovat
algoritmtm pro urceni vzdalenosti v neohodnoceném grafu.

Pojmy k zapamatovani

— vzdalenost v grafu

— metrika v grafu

4.2. Urceni vzdalenosti neboli vypocet metriky

Pruvodce studiem

V této sekci se budeme vénovat algoritmim pro urceni vzdalenosti mezi vrcholy grafu. UkdZeme
dva algoritmy, jeden pro urceni vzdalenosti mezi kazdymi dvéma vrcholy a druhy, rychlejsi,
pro urceni vzdalenosti vsech vrcholii od jednoho pevné zvoleného vrcholu. Oba algoritmy maji
polynomialni sloZitost, budeme proto umét urcit vzdalenost dvou vrcholi rychle i v pomérné
velkém grafu.

o
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Cile
AL\ <l
2B AR . 'S
Po prostudovani této sekce budete schopni: 2>

e urcit vzdalenost (délku nejkratsi cesty) mezi dvéma vrcholy v neohodnoceném

grafu, D 2APADOCESKA
> UNIVERZITA

e urcit vzdalenost mezi kazdou dvojici vrcholt daného grafu, ek

e rozhodnout, ktery z uvedenych algoritmu je pro danou tlohu nejvhodnéjsi.

Nejprve ukdzeme, jak jednoduchd modifikace algoritmu pro prohledavéni grafu (Algo-
ritmus 2.1) umozni uré¢it vzdalenosti z jednoho pevné zvoleného vrcholu do vsech ostatnich
vrcholi. Predpoklddejme, Ze mame implementaci Algoritmu 2.1 s postupem do Sitky, tj.
uschovna je implementovéana jako fronta. Misto oznaceni tischovny ,,U* jako v Algoritmu 2.1
budeme proto v tomto algoritmu tischovnu oznacovat , F*.

Nyni staci, kdyz v priabéhu algoritmu kazdému nové objevenému vrcholu pritadime vzda-
lenost, ktera je o jednicku vétsi, nez vzdalenost pravé zpracovavaného vrcholu. Pro uchovani
informace o vzdalenosti kazdého vrcholu pouzijeme jednorozmeérné pole vzdall[].

Pseudokdd algoritmu muze vypadat napriklad takto:
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Algoritmus 4.1 (Vzdalenosti z daného vrcholu).

// na vstupu je graf G

vstup < graf G;

stav(vSechny vrcholy a hrany G) = iniciacni;

fronta F = libovolny vrchol u grafu G;

stav(u) = nalezeny;

vzdal(u) = 0; // vzdalenost u

// zpracovani vybrané komponenty G
while (F je neprazdna) {
vyber vrchol v a odeber jej z fronty F: F = F - v;

for (hrany e vychizejici z v) { // pro viechny hrany
w = druhy vrchol hrany e = vw; // zndme sousedy?
if (stav(w) == iniciacni) {

stav(w) = nalezeny;
ptidej vrchol w do fronty: F = F + w;
vzdal[w] = vzdall[v]+1; // vzdalenost w

}

stav(v) = zpracovany;

// vrcholy z dal8ich komponent jsou nedosaZitelné!

while (v grafu G je nezpracovany vrchol w) {
vzdal [w] = MAX_INT; // nekoneé&no
stav(w) = zpracovany;

@:
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Po skonéeni béhu algoritmu bude kazda polozka pole vzdal[] obsahovat ¢iselnou hod-
notu, ktera udava vzdalenost prislusného vrcholu od vychoziho vrcholu u. Dokonce i vrcholy
nedosazitelné z vychoziho vrcholu budou mit spravné uréenou vzdalenost co.

Poznamka 4.5. Vsimnéte si, Zze po skonceni algoritmu sice bude znama vzdalenost kazdého
vrcholu od vychoziho vrcholu u, avSsak nejkratsi cestu nebudeme umét zrekonstruovat.
Pokud bychom chtéli navic zjistit, jak nejkratsi cesty vypadaji, bude potifeba v pribéhu
algoritmu ziskat dalsi informace. Elegantnim feSenim je pro kazdy vrchol w ulozit informaci
o predchozim vrcholu na néjaké nejkratsi cesté z vrcholu w do vrcholu w. K tomu staci
jednorozmérné pole pre []. Do algoritmu staci za radek, kde je uréena vzdalenost vrcholu w,
pridat nasledujici radek.
prelw] = v; // predchidce w

Na konci algoritmu bude pro kazdy vrchol, ktery se nachazi v komponenté spolu s vy-
chozim vrcholem u, ulozena v poli pre[] informace, kudy nejkratsi cesta z vrcholu « do vr-
cholu w vede. Tuto cestu muzeme zrekonstruovat:

e posledni vrchol takové cesty je vrchol w,

predposledni vrchol cesty je vrchol pre[w],

predpredposledni vrchol cesty je vrchol pre[pre[w]],

prvai (tj. vychozi) vrchol cesty je vrchol prel.. . pre[pre[w]]], coz je vrchol w.

o
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4.2.0.14. Slozitost Algoritmu 4.1

Uvedeny algoritmus je pomérné rychly. Pocet kroku zavisi na poctu vrcholt a hran daného
grafu. Pri vhodné implementaci je pocet kroki imérny poctu vrcholi (pro ridké grafy —
s malym poc¢tem hran) nebo poc¢tu hran (pro husté grafy). Obecné muzeme tici, ze slozitost
algoritmu je O(n + m), kde n udévd pocet vrcholi a m je pocet hran daného grafu. I
v kompletnim grafu, ktery md m = (g) = n(n — 1)/2 hran, je proto slozitost algoritmu
fadové O(n?).

4.2.0.15. Dikaz spravnosti Algoritmu 4.1

Ackoliv to nebylo vyslovné feceno, pii popisu Algoritmu 4.1 jsme predpokliadali, ze vzda-
lenéjsi vrcholy budou zpracovany pozdéji, nez vrcholy blize k vychozimu vrcholu u. Toto
pozorovani peclivé zformulujeme (Lemma 4.6), dokdzeme jeho platnost a pak jej pouzijeme
v diukazu, ze Algoritmus 4.1 funguje spravné, tj. ze po skonceni béhu algoritmu dostaneme
vzdalenosti (i nejkratsi cesty) z vychoziho vrcholu do vSech ostatnich vrcholi.

Lemma 4.6. Necht u,v,w jsou takové wvrcholy souvislého grafu G, Ze distg(u,v) <
< distg(u, w). Pak pri prochdzeni grafu G postupem do Sitky z vrcholu u je vrchol v nalezen
drive mez vrchol w.

Dikaz. Postupujeme indukei vzhledem ke vzdalenosti distg(u,v).

Zaklad indukce: Jestlize distg(u,v) = 0, tak u = v a tvrzeni je zfejmé — vrchol u dostane
na zacatku algoritmu stav ,nalezen* jako prvni.

Indukcni krok: Predpokladejme, Ze pro vrcholy ve vzdalenosti mensi nez néjaka pevné
zvolend hodnota d, tvrzeni plati. Mé&jme vrchol v, pro ktery plati distg(u,v) = d > 0
a ozna¢me v’ predposledni vrchol (sousedni k vrcholu v) na nejkratsi cesté z vrcholu u

o
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do vrcholu v. Vime, ze distg(u,v’) = d — 1. Stejné tak ozna¢me w’ predposledni vrchol
na nejkratsi cesté z vrcholu uw do vrcholu w. Protoze distg(u,v) < distg(u,w), je také
distg(u,v) — 1 < distg(u, w) — 1 tedy distg(u,v') < distg(u, w').

To podle indukéniho predpokladu znamend, ze vrchol v’ bude v prohleddvani do sifky
nalezen diive nez vrchol w’, protoZe vrchol v’ se nachdzi ve vzddlenosti mensi nez d od vy-
choziho vrcholu u. To ale soucasné znamen4d, ze vrchol v’ se dostal do fronty F diive nez
vrchol w', a proto sousedé vrcholu v’ (mezi nimi i vrchol v) budou pfi prohleddvéni nale-
zeni difve nez sousedé vrcholu w’. To je dokazované tvrzeni a podle principu matematické
indukce plati pro vrcholy v libovolné vzdalenosti. O

Nyni mtuzeme ukazat, ze Algoritmus 4.1 pracuje spravneé.

Véta 4.7. Algoritmus 4.1 urci vzddlenost z néjakého vijchoziho vrcholu w do vsech ostatnich
vrcholi.

Dikaz. Tvrzeni ukazeme opét indukci vzhledem ke vzdalenosti vrcholu od vychoziho vr-
cholu w..

Zaklad indukce: Podle Algoritmu 4.1 je na zacatku prifazena vrcholu u vzdélenost
dist[u]=0 a déle se vzdalenost do vychoziho vrcholu u jiz neméni, nebot vzdalenosti se
urcuji pouze pro vrcholy v inicia¢nim stavu. Proto i po skonceni algoritmu bude dist [u]=0,
coz odpovidd spravné vzdalenosti distg(u,u) = 0.

Indukcni krok:  Meéjme néjaky vrchol w ve vzdalenosti d > 0 od vrcholu u a predpokladejme,
ze vsechny vrcholy ve vzdalenosti mensi nez d maji vzdalenost urcenu spravné. Oznacme
w’ predposledni vrchol na nejkratsi cesté z vrcholu u do vrcholu w. Podle Lemmatu 4.6
budou vsechny vrcholy, které jsou blize k vychozimu vrcholu u zpracovany drive nez w,
tedy i vrchol w’ bude zpracovan diive. Nejpozdéji pii zpracovani vrcholu w’ bude nastavena
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hodnota polozky dist [w]=dist [w’]+1, nebot vSechny vrcholy s vzdélenosti od u mensi nez
vrchol w maji podle indukéniho predpokladu vzdalenost urcenu spravné a hodnota dist [w]
se nastavi pouze pri pracovani néjakého vrcholu sousedniho s w. O

Poznamka 4.8. Dobre si rozmyslete, zZe pii pouziti jiného algoritmu nez s postupem
do sitky (napfiklad s postupem do hloubky) by tvrzeni Véty 4.6 nebylo pravdivé. Pti pro-
hledavani grafu postupem do hloubky neni pravda, ze vrchol v, ktery je do ischovny vlozen
diive nez vrchol w, bude zpracovan diive nez vrchol w. Naopak dokonce vime, ze diive pri-
dany vrchol bude zpracovan pozdéji. Vzdalenosti od vychoziho vrcholu w by proto takovy
algoritmus neurcil spravné.

4.2.0.16. Vypocet metriky skladanim cest

Jak jsme uvedli na strané 118, je metrika funkce, kterd kazdé dvojici prvki dané mnoziny
priradi ¢islo tak, aby byly splnény vlastnosti v Definici 4.3.

Definice 4.9. Méjme dan graf G. Metrika grafu G je funkce, kterd kazdé dvojici vrcholi
u,v € V(G) pritadi jejich vzdalenost distg(u,v).

V dal$im budeme tuto metriku uklddat do dvourozmérného pole d[][], jehoz kazda
polozka d[i] [j] bude obsahovat hodnotu vzdalenosti dist(, j) mezi vrcholy ¢ a j v daném
grafu. (Pro jednoduchost predpokladédme, ze vrcholy jsou éisla 0,1,.. ., |V (G)|—1.) Tomuto
dvourozmeérnému poli budeme rikat ,,metrika d“, misto abychom dlouze opisovali ,,metrika,
jejiz funkéni hodnoty jsou ulozeny v poli d[] [].¢

Pro sestaveni metriky d bychom mohli opakované pouzit Algoritmus 4.1. Staci pro kazdy
vrchol u € V(@) ur¢it pomoci Algoritmu 4.1 vzdélenosti do vSech ostatnich vrchold a uréit
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tak vsechny hodnoty v u-tém radku metriky d. VSimnéte si, Ze pro neorientované grafy tak
soucasné urcime vSechny hodnoty v u-tém sloupci metriky d.
Existuje vSak jednodussi algoritmus:

Algoritmus 4.2 (Sestaveni metriky).

vstup: matice sousednosti G[][] grafu na N vrcholech, kde
G[i] [j]=1 pro hranu mezi i,j a
G[i] [j1=0 jinak;

// inicializace (hodnotu MAX_INT/2 povaZujeme za "nekonelno")
for (i=0; i<N; i++)
for (j=0; j<N; j++)
dlil[j] = (d==j 7 0 : (G[il[j]1 7 1 : MAX_INT/2));

// cyklus pro vSechny vrcholy
for (t=0; t<N; t++)
// probereme vSechny dvojice vrcholu
for (i=0; i<N; i++)
for (j=0; j<N; j++)
// vede pfes vrchol t krat3i cesta?
d[il [j] = min(d[i] [j], dl(il[t]+dlt]1[j1);

Rozebereme podrobné, jak Algoritmus 4.2 funguje. Vrcholy daného grafu G méame ozna-
¢ené jako 0,1,2,..., N — 1 (¢isla muzeme chépat naptiklad jako indexy vrcholu).
Na zacatku algoritmu polozime

e d[i] [j]=0 jestlize vrcholy i = j,

@:

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

127. strana ze 272

5
"l

Zavrit dokument

Cels obrazovka/Okno




Vzdalenost a metrika v grafu 128

e d[i] [j]=1 jestlize vrcholy i a j jsou sousedni (na strané 134 popiSeme modifikaci
algoritmu, kde budeme prvku d[i] [j] pritazovat délku hrany ij),

e nebo d[i] [j] polozime rovno nekone¢no (implementovino jako MAX_INT/2), pokud
hrana 75 v grafu neni.

Nyni postupné uréime metriku grafu G. Po kazdém kroku ¢ = 0 algoritmu bude hod-
nota d[i] [j] udavat délku takové nejkratsi cesty mezi vrcholy i a j, kterd vede pouze pies
spovolené“ vrcholy z mnoziny {0,1,2,...,¢}. V prubéhu kazdého kroku upravime vzdale-
nost pro kazdou dvojici vrcholt 4, j. Rozlisime dvé moznosti:

e najdeme kratsi cestu pres nové povoleny vrchol ¢; potom nahradime hodnotu d[i] [j]
mensi vzdalenosti d[i] [t] + d[t] [j] nebo

e pridani vrcholu ¢ do seznamu ,povolenych“ vrcholii nepomize najit cestu kratsi nez
byla d[i] [j] v predchozim kroku; potom hodnotu d[i] [j] ponechdme beze zmény.

Po nejvyse N iteracich cyklu rizeného proménnou ¢ budou prvky pole d[] [1 obsahovat
vzdalenosti mezi odpovidajicimi dvojicemi vrcholt. VSimnéte si, ze v kazdém priubéhu vnéj-
stho cyklu fizeného proménnou ¢ muzeme obecné upravit vzdalenost mezi kazdou dvojici
vrcholli. Proto kazdéa hodnota pole d[] [] se v pribéhu algoritmu mtze mnohokrat zménit.
Hodnoty v poli d[][] se v pribéhu algoritmu mohou pouze snizovat.

Pokud je graf G nesouvisly, tak i po skonceni algoritmu bude v kazdém prvku pole
d[]1[1, které odpovidd vziajemné nedosazitelnym vrcholim, ulozena hodnota MAX_INT/2.
Nemeéli bychom vsSak pracovat s hodnotou MAX_INT, aby na nékterych systémech nedoslo
prictenim k , preteceni* hodnoty odpovidajici nekonec¢nu.

Rozmyslete si, ze obecné neumime v priibéhu algoritmu poznat, zda algoritmus bude
hodnoty v poli d[][] ménit, nebo zda uz vSechny hodnoty v poli d[][] odpovidaji
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vzdalenostem. Neni tézké vymyslet takovy graf, aby se zménila hodnota jediného prvku
v poli d[][] a to az v poslednim kroku algoritmu.

4.2.0.17. Slozitost Algoritmu 4.2

Vsimnéte si, ze v kazdém prubéhu vnéjsiho cyklu fizeného proménnou ¢ pracujeme s kazdym
prvkem pole d[]1[]. Stejné tak pracujeme s kazdym prvkem pole d[] [] béhem inicializace.
Slozitost takového algoritmu je proto O(n?), kde n = N udava pocet vrcholtt daného grafii.

4.2.0.18. Porovnani Algoritmt 4.1 a 4.2

Srovnejme nyni oba algoritmy popsané v této sekci.

Zatimco Algoritmus 4.2 ma velmi jednoduchou implementaci a najde vzdalenosti mezi
kazdou dvojici vrchold, tak Algoritmus 4.1 mé o trochu slozitéjsi implementaci a dava pouze
vzdélenosti do vSech vrcholi z jednoho pevné zvoleného vrcholu.

Na druhou stranu ma Algoritmus 4.2 fadové vyssi slozitost O(n?) oproti slozitosti O(n?)
Algoritmu 4.1. A pokud nés zajim4 vzdalenost mezi jednou pevné zvolenou dvojici vrcholi,
tak Algoritmus 4.2 nemtzeme ukoncit predcasné. Abychom méli jistotu, ze mame urcenu
vzdalenost mezi danou dvojici vrchold, musi se uréit vzdalenost mezi kazdymi dvéma vr-
choly daného grafu.

Pojmy k zapamatovani

— algoritmy vypoc¢tu metriky v grafu
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4.3. Vzdalenost v ohodnocenych grafech

Pruvodce studiem

Uz v dvodu Kapitoly 4 jsme zminili vyznam grafu, ve kterém jsou hranam prifazena Cisla,
pricemZ tato Cisla odpovidaji délkam, tloustkam, kapacitam, pfipadné barvam v néjaké praktické
dloze. V této sekci nejprve zavedeme pojem ohodnoceni grafu formalné a pak vyslovime nékolik
zakladnich tvrzeni. Dale ukazeme, proc se v dalsSim textu omezime na grafy, které maji hrany
ohodnocené pouze kladnymi Cisly.

Cile
Po prostudovani této sekce budete schopni:
e vysvétlit vyznam ohodnoceni grafu,

e popsat nékteré praktické tlohy pomoci ohodnoceného grafu,

e vysvétlit, pro¢ se omezime na kladné ohodnocené grafy.

Definice 4.10. Ohodnoceny graf je graf G spolu s ohodnocenim hran realnymi cisly.
Ohodnoceni je funkce w : E(G) — R (anglicky ,weight“), kterd kazdé hrané pfiradi
redlné ¢islo w(e), kterému fikdme vaha hrany.

Kladné ohodnoceny (vdzeny) graf G méa takové ohodnoceni w, Ze pro kazdou
hranu e € E(G) je jeji vdha w(e) kladna.

Obecné mohou disla prifazend hranam byt libovolna realnd c¢isla. V praxi se vsak vétsi-
nou setkavame s grafy, v nichz vahy vSech hran jsou kladné. Kdyz budeme chtit zdaraznit,
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ze hrany grafu jsou ohodnoceny kladnymi ¢isly, budeme hovotit o ,kladné vazeném* pri-
padné jen o ,vazeném*“ grafu. Dale se z praktickych divoda ¢asto omezime na ohodnoceni
prirozenymi ¢isly (a pripadné nulou), nebot vahy obvykle odpovidaji fyzikdlnim veli¢indm
a my muzeme zvolit dostatecné malou jednotku pro jejich vyjadreni, aby rozdily v deseti-
nach nemély uz zadny prakticky vyznam. Navic se pfi pocetnich operacich s prirozenymi
¢isly vyhneme nékterym zaokrouhlovacim chybam, které mohou v riiznych implementacich
zpusobit, ze se vysledky algoritmu dosazené na ruznych systémech mohou mirné lisit.

Poznamka 4.11. Striktné vzato ohodnoceny graf je dvojice (G,w), kde G je graf a w je
jeho ohodnoceni. Déale v textu si vSak dovolime mluvit o ohodnoceném grafu G, protoze
z kontextu bude vzdy jasné, s jakym ohodnocenim pracujeme.

Nyni zavedeme vzdalenost v ohodnoceném (pfipadné vazeném) grafu. Vazena vzdalenost
nebude pouhy pocet hran mezi danou dvojici vrchold, ale bude se jednat o soucet vah
jednotlivych hran.

Definice 4.12. Méjme ohodnoceny graf GG s ohodnocenim w. Délkou ohodnoceného sledu
S = v, e1,v1,€2,V2,...,6n,0, v G rozumime soucet ohodnoceni vsech jeho hran

d&(S) = w(er) +w(e2) + - + w(ey),

pricemz kazda hrana se pocita tolikrat, kolikrat se ve sledu S objevuje. Vzddlenosti mezi
dvéma vrcholy u, v ve vazeném (ohodnoceném) grafu (G, w) rozumime

disté (u, v) = min{d&(S), kde S je cesta s koncovymi vrcholy u, v}.

Jestlize vrcholy u a v jsou nedosazitelné, klademe disté(u, v) = oo.
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Poznamka 4.13 (O existenci nejkratsiho sledu a cesty). Musime upozornit na jeden
podstatny rozdil mezi urcovanim vzdalenosti v neohodnocenych a ohodnocenych grafech.
Vsimnéte si, ze mezi dvéma vrcholy v grafu se zaporné ohodnocenymi hranami nemusi
nejkratsi sled viibec existovat! Naptiklad v grafech na Obrazku 4.3 budeme hledat nejkratsi
sled a cestu z vrcholu « do vrcholu y. V kladné vazeném grafu na obrazku 4.3 vlevo najdeme
po drobném rozmysleni nejkratsi sled S1 = z,u, w, v,y délky 11. Tento sled je soucasné i
nejkratsi cestou z vrcholu x do vrcholu y.

Jaky je vsak nejkratsi sled z vrcholu x do vrcholu y v grafu na obrazku 4.3 vpravo?
Sled S7 = x,u,w, v,y neni nejkratsi, nebot sled Sy = z,u, v,y ma délku 3. Ale sled S3 =
= z,u,v,w,u,v,y ma délku rovnu dokonce jen 1. Sled S3 = z,u,v, w,u, v, w,u, v,y Ma
délku dokonce —11, atd. A napriklad také sled Sy = x,u, v, u, v,y méa délku —7. Je zrejmé,
ze ke kazdému sledu s libovolné malou délkou najdeme sled s jesté mensi délkou. Proto
nejkratsi sled z vrcholu  do vrcholu y neexistuje.

Obrazek 4.3 Nejkratsi sled a cesta mezi vrcholy = a y.

Naproti tomu nejkratsi cesta z vrcholu z do vrcholu y existuje, je to cesta Sy = x,u, v,y
a ma délku 3. VSimnéte si, ze vzdalenost vrcholu x a y podle Definice 4.12 je rovna 3, nebot
je definovana jako délka nejkratsi cesty a nikoliv nejkratsiho sledu.
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Problém s nejkratsim sledem souvisi s tim, ze ve sledu se mohou zaporné ohodnocené
hrany libovolné mnohokrit opakovat a mohou tak ,pokazit® existenci minimalni délky
sledu. V algoritmu, ktery bude hledat vzdalenosti nebo nejkratsi cesty v ohodnoceném
grafu, musime tento jev vzit v ivahu. To je divod, proc¢ se pri popisu algoritmt omezime
na kladne vazené grafy. Urcovani vzdalenosti hran v grafu se zdporné ohodnocenymi hranami
je mozné, ale presahuje rdmec tohoto textu.

Déa se ukazat, ze podobné jako neohodnocené grafy je vazena vzdéalenost metrikou
v grafu. Plati nasledujici pozorovani.

Lemma 4.14. ViZend vzddlenost mezi vrcholy v daném kladné vdZeném grafu splniuje troj-
thelnikovou nerovnost:

Yu,v,w € V(G): disté&(u,v) + disté (v, w) = disté(u, w).

Priklad 4.15. Urcete, zda Lemma 4.14 plati i v ohodnocenych grafech se zaporné ohod-

nocenymi hranami.

Resend. Zkuste si TeSeni rozmyslet sami difve nez si prectete nasledujici zdfivodnéni.
Snadno najdeme priklad grafu a trojice jeho vrcholi w, v, w, které trojihelnikovou

rovnost nesplnuji. Jeden priklad je na Obrazku 4.4. Zatimco vzdalenost dist&(u,v) = 1,

vzdalenost disté(v,w) = 1, tak soucet téchto vzdalenosti neni vétsi nebo roven vzdéle-

nosti disté (u, w) = 4. A

4.3.0.19. Algoritmus 4.1 pro ohodnocené grafy

Jestlize jsou vahy daného grafu G tvofeny malymi prirozenymi Cisly (G je kladné vézeny),
mohli bychom pro nalezeni nejkratsich vzdalenosti z vrcholu u do ostatnich vrchola da-
ného grafu G pouzit Algoritmus 4.1. Misto abychom upravili algoritmus, upravime graf G.
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=1

U w
O2U2O

Obrézek 4.4 Priklad grafu se zaporné ohodnocenou hranou, ve kterém neplati trojihelni-
kova nerovnost.

Kazdou hranu e nahradime cestou, jejiz pocet hran (a tedy délka v neohodnoceném grafu)
bude rovna jeji vaze w(e). Dostaneme tak obvykle mnohem vétsi graf, ktery vSak nebude
ohodnoceny a vzdalenosti mezi ,pivodnimi“ vrcholy v ném budou odpovidat vzdalenostem
v ohodnoceném grafu G.

Zejména je dobré si uvédomit, ze by nestacilo v Algoritmu 4.1 upravit radek, kde se
nastavuje vzdalenost vrcholu. Kdybychom misto

vzdal[w] = vzdal([v]+1; // vzdalenost w
pouzili
vzdal [w] = vzdallv]+w(e); // vzdalenost w

algoritmus by nedaval spravné vysledky. Vzdyf nejkratsi cesta z vychoziho vrcholu ne-
musi nutné vést pres drive objeveny, ale spise pres blizsi vrchol nebo po kratsi hrane.
4.3.0.20. Algoritmus 4.2 pro ohodnocené grafy

Pro nalezeni metriky d (matice vzdalenosti mezi kazdou dvojici vrcholi) v kladné véze-
ném grafu G bychom mohli jednak pouzit modifikaci grafu G jako v predchozim odstavci,
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ale mohli bychom pomérné snadno upravit samotny Algoritmus 4.2. Staci, kdyz béhem " 5
inicializace poloZime *% 4
g Wi
e d[i] [j1=0 jestlize vrcholy i = j,
e d[i] [jl=w(e) jestlize vrcholy i a j jsou spojeny hranou e, D > e
V PLZNI

e nebo d[i]l [j] polozime rovno nekone¢no (implementovano jako MAX_INT/2, pokud
hrana 75 v grafu neni.

Zméni se tedy jediny radek algoritmu, inicializace. Misto fadku
dlil[j] = (i==j 7 0 : (G[il[j] 7 1 : MAX_INT/2));
pouzijeme Tadek
dlil[j] = (d==j 7 0 : (G[il[j] 7 wlil[j] : MAX_INT/2));

kde w[i] [j] je dvourozmérné pole, které obsahuje v i-tém radku a j-tém sloupci vahu
hrany ¢j nebo hodnotu oo, pokud hrana ij neexistuje, pripadné hodnotu 0, pokud ¢ = j.
Algoritmus bude pracovat spravné, dokonce se stejnou slozZitosti jako pro neohodnocené
grafy.

V dalsi sekci si ukazeme jiny algoritmus, ktery je rychlejsi zejména v pripadé, kdy
hledame vzdalenosti mezi danou dvojici vrchold nebo kdyz dany graf G obsahuje malo
hran.
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Pojmy k zapamatovani
— (kladné) vazeny graf
— vzdalenost v ohodnocenych grafech

— algoritmy pro urceni vazené vzdalenosti

4.4. Nejkratsi cesta v ohodnoceném grafu

Pruvodce studiem

V této sekci ukdZeme dalsi modifikaci Algoritmu 2.1, tzv. Dijkstriv algoritmus (Cti ,,Dajkstriv
podle nizozemského informatika Edsgera W. Dijkstry). Uschovna U nebude implementovana ani
Jjako fronta, ani jako zasobnik, ale jako mnoZina, ze které budeme v kazdém kroku vybirat vrchol
podle Cisla, které mu bude v priibéhu algoritmu prirazené. Dijkstriv algoritmus Ize pouZit pro na-
lezeni nejkratsi cesty z jednoho pevné zvoleného vrcholu do jiného zvoleného vrcholu, pripadné
do vsech vrcholii daného kladné vazeného grafu. Vskutku je to pravé Dijkstriv algoritmus a jeho
modifikace, které se pouZivaji v Fadé praktickych aplikaci, napriklad pfi vyhledavani vlakovych a
autobusovych spojeni.

Cile
Po prostudovéani této sekce budete schopni:

e pomoci Dijkstrova algoritmu najit nejkratsi cesty z pevné zvoleného vrcholu
daného grafu,

e odhadnout slozitost Dijkstrova algoritmu pro dany graf,
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e vysveétlit, pro¢ algoritmus funguje pouze pro kladné vazené grafy.

Meéjme dan kladne vazeny graf G s ohodnocenim w. Zvolime jeden vrchol u grafu G
za vychozi, z néj budeme hledat vzdalenost do jiného pevné zvoleného vrcholu v grafu G
(pripadné do vsech ostatnich vrcholu v grafu G). Podobné jako v Algoritmu 2.1 budeme
prohledavat graf G postupem ,,do sitky“. Budeme pracovat s nasledujicimi proménnymi:

pocet vrcholu grafu G oznac¢ime N,

predpokladejme, ze graf G bude uloZzen pomoci seznamu sousedti v dvourozmérném
poli sous [] [], kde prvek sous[j] [k] udava (k+1). souseda vrcholu j (pozor, protoze
indexujeme od 0, jedna se o (k+1). souseda, nikoliv o k. souseda); o seznamu sousedul
je psano na strané 49,

pro ulozeni stupni vrcholt pouzijeme jednorozmérné pole degl[],

pracujeme s kladné vazenym grafem, vahy budou uloZeny v dvourozmérném poli
w[] [1; hodnota MAX_INT bude reprezentovat oo,

v priubéhu algoritmu budeme pro kazdy vrchol i uklddat v poli vzdal[] informaci
o délce nejkratsi doposud nalezené cesty do vrcholu ¢,

abychom umeéli nejkratsi nalezenou cestu zrekonstruovat, budeme v poli pre[] ucho-
vavat pro kazdy vrchol ¢ informaci o predposlednim vrcholu na nejkratsi cesté do vr-
cholu ¢ (podobné jako u Algoritmu 4.1 na strané 123),

protoze se jednéd o modifikaci algoritmu prohledavani grafu, budeme pro kazdy vrchol
uklddat informaci o jeho stavu do pole stav[]; rozlisime, zda je vrchol v inicia¢nim
nebo zpracovaném stavu.
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V kazdém kroku vybereme z tschovny nalezenych vrcholi vzdy ten vrchol j, ktery ma
ze vSech vrchola v tischovné nejmensi (dosud nalezenou) vzddlenost od vychoziho vrcholu w.
Tato informace je uloZzena v proménné vzdal[j]. Pozdéji ukdzeme, ze takto zvoleny vrchol
uz mé spravné urcenou vzdalenost a protoze je graf G kladné vazeny, tak neexistuje kratsi
cesta do vrcholu j nez ta, kterou algoritmus predtim nalezl.

T7
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Algoritmus 4.3 (Dijkstriav algoritmus).

vstup: graf na N vrcholech danj seznamem sousedd sous[][] a w[][],
kde sous[i] [0], ..., sous[i][st[i]-1]} jsou sousedé vrcholu i
stupné st[i] a hrana z i do sous[i] [k] ma& délku w([i] [k] > O;

vstup: u, v (hledame cestu z u do v);

// stav[i] udava stav vrcholu i:

@:

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
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// O ... inicia&ni

// 1 ... zpracovany

// vzdal[i] udava zatim nalezenou vzdalenost do vrcholu i
// preli]l udava, ze kterého vrcholu jsme do i p¥isli

// inicializace

for (i=0; i<=N; i++) // MAX_INT déme navic i do vzdal[N]!
{ vzdal[i] = MAX_INT; stav[i] = iniciaéni; }
vzdal[u] = 0;

5
"l

while (stav[v] == inicialni) {
for (i=0, j=N; i<N; i++) // vzdal[N] = MAX_INT
if (stav[i] == inicialni && vzdal[i] < vzdalljl)
j=1;

// na8li jsme nejbliZzs$i nezpracovany vrchol j
// zpracujeme jej
if (vzdal[j] == MAX_INT) return NENI_CESTA;
stav[j] = zpracovany;
for (k=0; k<st[jl; k++)
if (vzdall[jl+wl[j][k] < vzdallsous[j]l[k]]) {
prelsous[j] [k]] = j;
vzdal [sous[j] [k]] = vzdal[jl+w[j][k];
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Na konci zpracovani budou v poli vzdal[] ulozeny vzdalenosti od vychoziho vrcholu
do cilového vrcholu v (a do kazdého vrcholu grafu G, ktery je blize nez vrchol v). Tuto cestu
budeme umét zrekonstruovat tak, jak bylo popsano na strané 123.

Pozor, Dijstrav algoritmus pracuje spravné jen pro kladné vazené grafy. Pro¢ tomu tak
je vysvétlime na strané 143.

Vsimnéte si, ze algoritmus pracuje vzdy pouze s prvky poli, které odpovidaji vrcho-
ltm v tschovné. To znamend, Ze jakmile je néjaky vrchol v zpracovany, nebude se ménit
ani odpovidajici polozka pole vzdal [v], ani jeho predchidce vzdal [v] na nejkratsi cesté
z vychoziho vrcholu w.

Animovand ukazka Dijkstrova algoritmu je na adrese http://mi21.vsb.cz/sites/
mi2l.vsb.cz/files/unit/dijkstruv_algoritmus.pdf.

4.4.0.21. Slozitost Algoritmu 4.3

vvvvvv

lejsi. Jestlize hleddme nejkratsi cestu z vychoziho vrcholu uw do néjakého vybraného vr-
cholu v, tak doba béhu zévisi v podstaté pouze na volbé vrcholu v. Cim vzdélenéjsi bude
vrchol v od vrcholu u vzhledem k ostatnim vrcholtim, tim bude potrebny pocet kroki vétsi.
V nejhorsim pripadé vsak bude pocet kroku odpovidat poc¢tu kroka pro nalezeni nejkratsi
cesty do vsech vrcholt. Celkovy pocet kroka Dijkstrova algoritmu potiebny k nalezeni nej-
kratsi cesty z vychoziho vrcholu u do vSech ostatnich vrcholi (v pfipadé, ze za v zvolime
vrchol, ktery je od u nejvzdalendjsi) je imérny zhruba n?, kde n je pocet vrcholi grafu.
Proto sloZitost Dijkstrova algoritmu je O(n?).

Pfi vhodné implementaci tischovny nezpracovanych vrchola (napt. haldou, ve které pou-
zivdme nalezenou vzdalenost jako vyhledavaci kli¢) lze dosdhnout i rychlejsiho béhu tohoto
algoritmu pro ridké grafy s malym poctem hran m. Potom je pocet kroku algoritmu timeérny

o
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poétu hran grafu a slozitost Dijkstrova algoritmu je O(m). Pro husté grafy je O(m) = O(n?)
a je tedy stejna jako pro Algoritmus 4.1, ktery hledd vzdalenosti z jednoho pevné zvoleného
vychoziho vrcholu v neohodnocenych grafech.

4.4.0.22. Modifikace Dijkstrova algoritmu

Jestlize vnéjsi cyklus nebude fizen podminkou (stav[v] == inicia&ni), ale trividlné spl-
nénou podminkou, tak najde takto upraveny algoritmus vzdélenost i nejkratsi cesty z vy-
choziho vrcholu u do vSech ostatnich vrcholt. Trividlné splnénou podminkou mame na mysli
nekoneény cyklus fizeny podminkou while (1).

Pokud bychom chtéli Dijkstrav algoritmus pouzit pro nalezeni nejkratsich vzdalenosti
mezi vSemi dvojicemi vrchold, bude nutno jej spustit opakované — jednou pro kazdy vrchol
zvoleny jako vychozi. Slozitost takového algoritmu je pak O(n?).

Rozmyslete si, ze Algoritmus 4.3 1ze pouzit i pro hledani nejkratsich cest v orientovaném
grafu. Pouze bude jinak vypadat struktura vstupnich dat, ale zddné dalsi tpravy samotného
algoritmu nejsou potreba.

Déle je snadné Dijkstruv algoritmus modifikovat i pro hledani nejsirsi cesty (naptiklad
pro prepravu nadrozmérného nékladu) z vychoziho vrcholu w do jiného vrcholu, pripadné
do vsech vrcholu daného grafu. Predpokladejme, Ze vaha hran udava jejich sitku a je ulozena
v poli w[] [] a Ze pole vzdal [] obsahuje $itky nejsirsich nalezenych cest. Stac¢i nahradit ¢ast
algoritmu

if (vzdall[jl+w(j][k] < vzdallsous[j][k]]) {
pre[sous[j] [k]] js

vzdal [sous[j][k]] = vzdal[jl+wl[j][k];
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nasledujicimi radky
if (min(vzdalljl, wl[jl[k]) > vzdallsous[j]l[k]]) {
prelsous[j] [k]] = j;
vzdal[sous[jl[k]] = min(vzdall[jl, wljl[k1);
}

Soucasné je prehlednéjsi nahradit zpravu o ukonceni béhu algoritmu
return NENI_CESTA za return KONEC, protoze algoritmus skonéi, jakmile v tschovné
nebude zadny nezpracovany vrchol s konec¢nou vzdalenosti od vychoziho vrcholu.

4.4.0.23. Dukaz spravnosti Dijkstrova algoritmu

Nyni ukazeme, ze v kladné vazenych grafech pracuje Dijkstrav algoritmus spravneé.

Véta 4.16. Mejme kladne vdzeny graf G a v ném néjaké dva pevné zvolené vrcholy u a v.
Algoritmus 4.3 najde nejkratsi cestu z vrcholu u do vrcholu v.

Dikaz. Klicovym faktem je, ze v kazdé iteraci obsahuje pole vzdal[] takové vzdélenosti
(a nejkratsi cesty) z vrcholu u do ostatnich vrcholt, které vedou pouze pres jiz zpracované
vrcholy. Pro prehlednost ozna¢me S mnozinu vrcholl, které jsou uz zpracované do urcité
iterace Algoritmu 4.3. UkdZeme, Ze tento fakt se v pribéhu algoritmu nezméni a proto
po skonceni algoritmu, kdy jsou zpracované vsechny vrcholy dané komponenty, jsou vSechny
ziskané vzdalenosti (a cesty) nejkratsi.
Dtikaz provedeme matematickou indukci vzhledem k poctu iteraci.

Zdklad indukce: V prvni iteraci Algoritmu 4.3 vybereme vrchol j, ktery je v inicia¢nim
stavu a mé nejmensi hodnotu v poli vzdal[j]. Takovy vrchol je jediny — a sice vrchol

o
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j = wu. Tento vrchol zpracujeme a upravime vzdalenosti vSem jeho sousediim podle vah
hran, které je spojuji s vrcholem j. Predpokladany fakt je splnén trividlné, nebot na konci
iterace je S = {u} a ziskané vzdalenosti do vSech vrcholu jsou nejmensi, jestlize bereme
v tvahu pouze cesty vedouci pres vrcholy mnoziny S.
Indukcni krok: 'V kazdé dalsi iteraci vybereme ten vrchol j, ktery ma ze vsech nezpraco-
vanych vrcholl nejkratsi nalezenou vzdalenost od vrcholu u. To ale soucasné znamena, ze
vzdélenost (a cesta) do vrcholu j je nejkratsi mozna v celém grafu a ze zadna kratsi cesta
uz do vrcholu j nevede. Uvédomme si, ze kazda ,oklika“ pres jiné nezpracované vrcholy ¢
(vrcholy mimo mnozinu S) musi byt delsi diky vybéru vrcholu j (Obrazek 4.5). Zde vyu-
zivame toho, Zze Zddnd hrana v grafu nemd zdporné ohodnocent, protoze jinak by pric¢teni
takové zaporné vahy k délce jiné cesty do vrcholu j mohlo znamenat kratsi cestu nez pres
zpracované vrcholy v mnoziné S. V iteraci algoritmu zbyvéa projit (a pripadné ,vylepsit®)
cesty do sousedu vrcholu j.

Na konci algoritmu zbyva sestavit nejkratsi cestu z vrcholu u do vrcholu v. Je ulozena
v poli pre[], miizeme ji ,,pozpatku“ od vrcholu v zrekonstruovat: predposledni vrchol pred
v je prelv], pred predposledni vrchol je pre[prel[v]], atd...

Podle principu matematické indukce je diikaz hotov. ]

4.4.0.24. Poznamky k Dijkstrovu algoritmu

Vsimnéte si, ze je-li néjaka hrana v daném grafu zdporné ohodnocend, tak v dikazu nemu-
zeme pouzit tvrzeni, ze nejkratsi cesty do vybraného vrcholu j vedou pouze pres zpracované
vrcholy v mnoziné S. V nékterych velmi specidlnich pripadech by takovy algoritmus mohl

vvvvv

nejkratsi cesty i v grafech se zdpornymi ohodnocenimi. Takovy je napriklad Bellman-Fordiv
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p

¥

Obrazek 4.5 K dtikazu spravnosti Dijkstrova algoritmu.

algoritmus, avsak jeho popis presahuje ramec tohoto textu.

Pékna analogie mezi Algoritmem 4.1 a Dijkstrovym algoritmem je popsdna v knize [!].
Autor ukazuje, jak odvodit Dijkstruv algoritmus z Algoritmu 4.1 pomoci velkého mnozstvi
paralelné prozkoumavanych hran.

Pojmy k zapamatovani

— Dijkstruv algoritmus

— modifikace Dijkstrova algoritmu
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VRN
4.5. Test
AL <l
D &
Nasleduje jednoduchy test, pro nalezeni spravné odpovédi jedné otézky neni potreba vice s>

nez pul minuty.

Vzdalenost a metrika v grafu D p Zeasocesca

V PLZNI

1. Jaka je nejvetsi mozna vzdalenost dvou vrchola v grafu Ps?
2. Jaka je nejvétsi mozna vzdalenost dvou vrcholu v grafu K57
3. Jaka je nejvétsi mozna vzdalenost dvou vrcholu v grafu Cs?
4. Jaké je nejvétsi mozna vzdalenost dvou vrcholt v grafu Ks 57

5. Ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?

(a) Vzdalenost vrcholu v grafu spliuje trojihelnikovou nerovnost.

b) Vazena vzdalenost vrcholi v grafu spliuje trojuhelnikovou nerovnost.
¢) Vzdalenost vrcholl z riznych komponent neni definovana.

d) Vzdalenost vrcholt z riznych komponent je oo.

(b)
(c)
(d)
(e) Existuje-li mezi vrcholy u a v cesta délky 1, je vzdalenost mezi vrcholy u a v rovna 1.
(f) Existuje-li mezi vrcholy u a v cesta délky 4, je vzdalenost mezi vrcholy u a v rovna 4.
()

¢) Existuje-li mezi vrcholy u a v sled délky 4, tak mezi vrcholy u a v existuje cesta
délky 4.
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Ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?

(a) Vzdélenost libovolnych dvou vrcholi kompletniho grafu je konecné ¢islo.

(b) Vzdélenost libovolnych dvou vrcholi kompletniho grafu je rovna 1.

(¢) Vzdalenost libovolnych dvou vrcholi kompletniho grafu je rovna n.

(d) kazdé dva vrcholy kompletniho bipartitniho grafu K, , jsou ve vzdalenosti 1.

Kterda z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?

(a) Vzdalenost mezi dvéma danymi vrcholy v ohodnoceném grafu je vzdy vétsi nez
v neohodnoceném grafu.

(b) Vzdélenost dvou vrcholii v nesouvislém ohodnoceném grafu neni definovana.

(c) Existuje graf a v ném takové dva vrcholy u a v, Ze mezi u a v vazena vzdalenost
neni definovana a pritom vzdalenost je definovana.

(d) Vézenou vzdélenost je mozno urcit v libovolné ohodnoceném grafu.
(e) Vazenou vzdalenost je mozno urcit v libovolné kladné ohodnoceném grafu.
(f) Vazenou vzdélenost v ohodnoceném grafu uréime tak, ze v neohodnoceném grafu

najdeme nejkratsi cesty a se¢teme ohodnoceni odpovidajicich hran.
Méjme neohodnoceny graf H na Obrazku 4.6. Jaka je vzdalenost vrcholt vi a vg?

Meéjme neohodnoceny graf H na Obrazku 4.6. Jaka je vzdalenost vrchold vy a v3?

Meéjme neohodnoceny graf H na Obrazku 4.6. Jaka je vzdalenost vrchold vy a vg?
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Obrazek 4.6 Neohodnoceny graf H.
Méjme ohodnoceny graf G na Obrazku 4.7. Jaka je vzdalenost vrchold u a v?

Méjme ohodnoceny graf G na Obrazku 4.7. Jaka je vzdéalenost vrcholi u a y?

Meéjme ohodnoceny graf G na Obrazku 4.7. Jaké je vzdalenost vrcholi x a 27

Méjme ohodnoceny graf G na Obrazku 4.7. Jaka je vzdalenost vrcholt x a w?

Kolik nejvice muze mit vrcholu graf, jehoz nejvétsi mozna vzdalenost mezi libovolnymi
dvéma vrcholy je 17

(a) 1 vrchol. (b) 2 vrcholy.
(¢) 5 vrcholu. (d) Pocet vrcholu neni omezen.

Kolik nejvice mtze mit vrchola graf, jehoz nejvétsi mozna vzdalenost mezi libovolnymi
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Obrazek 4.7 Ohodnoceny graf G.

dvéma vrcholy je 27

(a) 1 vrchol.

(b) 2 vrcholy.
(c) 5 vrcholi.

(d) Pocet vrcholi neni omezen.

Spravné zodpovézené otazky:

Ziskané body:

Procento tispésnosti:
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Jednim z nejbéznéjsich dtvard v pFirodé i v matematice jsou ,stromy”“, tj. objekty se ,,stromovou
strukturou “. Existuje celd Fada motivaci, které miiZeme popsat ,,stromem “: rodokmeny, evolucni
strom, elektrické rozvodné sité, hierarchické struktury se vztahem nadrfazeny a podrizeny, popis
vétveni pfi vyhledavani a pod. ViSechny tyto struktury maji jednu véc spolecnou — neobsahuji
SCykly“.

V evolucnim stromu cykly nenajdeme, cyklus v rozvodné siti miiZze znamenat kratké spojeni
a cyklus v rodokmenu zavani incestem. UkaZeme nékolik zakladnich tvrzeni tykajici se grafii,
kterym budeme fikat stromy. Zavedeme pojem centra stromu a ukdZeme, jak centrum vypada
a Ze centrum stromu je urceno jednoznacné.

V sekci 1.5 jsme zminili, Ze je obtiZné rozpoznat, zda dva obecné grafy jsou isomorfni. Zaviit dokument

d
i

V sekci 5.3 ukazeme, Ze ve specidlnim pripadé, kdy mame dva stromy, je pomérné snadné
l Cels obrazovka/Okno
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Fungi Gram-positives
Chlamydiae

Animals

Slime moulds

o

Plants Green nonsulfur bacteria

Algae Actinobacteria

Planctomycetes
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Fusobacteria

Crenarchaeota
Cyanobacteria

Nanoarchaeota (blue-green algae)

Euryarchaeota Thermophilic

sulfate-reducers

Acidobacteria
Protoeobacteria

Obsah
Obréazek 5.1 Zjednoduseny evoluéni strom a rodokmen.
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rozpoznat, zda jsou isomorfni. EEEE

V posledni Casti kapitoly zavedeme diileZity pojem kostry grafu a uvedeme nékolik algo- \II III
ritmi pro hledani kostry obecného grafu. Na zavér zminime jednu neCekanou a péknou aplikaci
algoritmii pro hledani minimalni kostry.

5.1. Zakladni vlastnosti stromu
Cile

Po prostudovéani této sekce budete schopni: T

e popsat zakladni vlastnosti stromu,
l Cels obrazovka/Okno
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e rozpoznat strukturu stromu v praktické iloze,

e popsat kostru grafu a jeji vyznam.

o

Rekneme, 7e graf neobsahuje cyklus (kruznici), jestlize zadny jeho podgraf nenf cyklem.
Jednim slovem se takovému grafu 1ika acyklicky graf.
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Definice 5.1. Strom je souvisly graf, ktery neobsahuje cyklus. Les je graf, jehoz kompo-
nenty jsou stromy.

Obsah
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Obrazek 5.2 Priklady strom.
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Na Obrazku 5.2 jsou tfi priklady grafii, kterym fikdme stromy. Tyto grafy tvoii dohro-
mady jediny graf, ktery je lesem.

Poznamka 5.2 (O nazvoslovi). Obvykle je lepsi definovat nejprve obecnéjsi strukturu a
potom specifikovat jeji dalsi vlastnosti a popsat specialni pripady. Bylo by tak prehlednéjsi
definovat les jako jednoduchy graf, ktery neobsahuje cyklus a strom jako souvisly les. Takova
definice stromu vsak zni prinejmensim ,podivné.*

Zavrit dokument

V kazdém stromu, ktery obsahuje alespon dva vrcholy, budeme rozlisovat, zda vrchol

je stupné 1 nebo vétstho. Vrcholim stupné 1 budeme fikat list (tento ndzev opét pékné l Cels obrazovka/ Okno
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koresponduje s analogii k opravdovym stromim). Ostatnim vrcholiim budeme fikat nelistové
vrcholy. Listy budou Casto hrat roli prfi rtiznych konstrukcich, popisech algoritmt nebo
v dtikazech. Nejprve ukazeme, zZe list najdeme v kazdém stromu s vyjimkou trividlntho
grafu (ktery je také stromem).

Lemma 5.3. KaZzdj strom s vice nez jednim vrcholem md vidy alespon jeden list.

Dikaz. Méjme néjaky strom 1" a v ném vybereme libovolny vrchol v. Protoze T je souvisly
graf s vice nez jednim vrcholem, tak nemtize mit vrchol v stupen 0 — takovy graf by nebyl
souvisly.

Ve stromu T sestrojime co nejdelsi tah S, ktery zacind ve vrcholu v. Tah S za¢neme
libovolnou hranou vychézejici z vrcholu v (uz vime, Ze takova hrana existuje). Nyni v kazdém
dalsim vrcholu u sestavovaného tahu S rozlisime:

e bud ma vrchol u stupen alespon 2; potom prodlouzime tah S o dalsi hranu do nového
vrcholu (ktery nyni ozna¢ime u) a postup opakujeme,

e nebo je vrchol u stupné 1 a zaroven je hledanym listem.

Vsimnéte si, ze pokud by se pti konstrukei tahu S mohl néktery vrchol stromu 7" zopakovat,
tak by tah S obsahoval néjaky cyklus. Tento cyklus by byl soucasné podgrafem stromu 7',
coz odporuje definici stromu! Protoze strom T je konecny, tak popsand konstrukce tahu S
musi skonéit v hledaném listu. O

Uvedeny ditkaz je konstruktivni, ukazuje, jak v grafu list najit. Pokud zname nejen
strukturu grafu, ale i stupné vrchold, je samoziejmé nalezeni listu jesté jednodussi.

Vsimnéte si, ze strom s jedinym vrcholem je z néjakého tthlu pohledu vyjimecény — neob-
sahuje list. Rika se mu trividlni strom. Rada tvrzeni (nejen Lemma 5.3) plati pro viechny
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stromy s vyjimkou trividlniho stromu a proto néktefi autori triviadlni strom za strom nepo-
vazuji. Méjte to na paméti pri studiu odborné literatury.

Neni tézké ukazat, ze v kazdém netrividlnim stromu existuji vzdy alespon dva vrcholy
stupné 1. Navic se da ukazat, ze je-li ve stromu T néjaky vrchol stupné k, tak v T' najdeme
alespon k listi. A dokonce se da spocitat, kolik listii je v daném stromu, jestlize zndme
stupné vsech nelistovych vrcholi (Priiklad 5.9). My vsSak v dalsim textu budeme praco-
vat s ,alespon jednim* listem, proto vystac¢ime s tvrzenim tak, jak bylo zformulovdno (a
dokézano) v Lemmatu 5.3.

Nyni ukazeme, zZe pocet hran stromu s danym poctem vrcholi je urcen jednoznacné.
Tvrzeni muzeme interpretovat tak, ze kazdy strom na daném poctu vrcholit mé stejny
pocet hran.

Véta 5.4. Strom s n vrcholy md pravé n — 1 hran.

Dukaz. Tvrzeni ukazeme indukci podle poctu vrcholt.
Zaklad indukce: Trividlni strom s jednim vrcholem ma n—1 = 0 hran a proto pro trivialni
strom tvrzeni plati.
Indukénd krok: Méjme netrividlni strom T s n vrcholy (tj. n > 1). Predpokladejme, ze
pro kazdy strom s méné néz n vrcholy tvrzeni plati, tedy ze takovy strom ma o jednu hranu
méné nez vrchold.

Nyni vyuzijeme Lemma 5.3, podle kterého mé strom 7T alespon jeden list v (vrchol
stupné 1).

Ozna¢me T' = T — v graf, ktery vznikne ze stromu 7T odebranim vrcholu v
(tzv. ,oholenim“). Odebranim listu neporusime souvislost grafu, nebot zadnéd cesta mezi
dvéma vrcholy riznymi od v nemuze vést pres vrchol v stupné 1. Proto je graf T" souvisly.
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Déle odebranim hrany nemuze vzniknout cyklus a proto je graf 7" také bez cykli. To zna-
mend, ze T je strom s n — 1 vrcholy a podle indukéniho predpokladu m4 o jednu hranu
méné nez vrchol. Strom 77 m4 tedy (n —1) — 1 hran a pavodni strom 7' m4 o jeden vrchol
a jednu hranu vice, tj. strom 7" md (n — 1) — 14+ 1 =n — 1 hran.

Podle principu matematické indukce je tvrzeni dokazano. O

Priklad 5.5. V databdzi je 12 zdznamu (objektt) a 34 vazeb mezi nimi. Chtéli bychom
strukturu databaze ptrehledné znizornit grafem, ve kterém jsou objekty znézornény jako
vrcholy a vazby mezi nimi jsou zakresleny jako hrany. a) Bude takovy graf stromem? b)
Muzeme tvrdit, ze takovy vysledny graf bude souvisly?

Reseni.  a) Vysledny graf jisté nebude stromem, ale musi obsahovat cykly, protoZe strom
s 12 vrcholy by musel mit pravé 11 hran (vazeb).

A dokonce ani kdyby vazeb bylo 11, nemohli bychom tvrdit, Ze vysledny graf bude
strom, nebot zalezi na strukture dat. Vysledny graf by mohl obsahovat cykly; v tako-
vém piipadé se vsak da ukazat, ze by nebyl souvisly.

b) Vysledny graf muze, ale nemusi byt souvisly. Vysledek velmi zavisi na struktufe dat.
Vysledny graf by mohl naptiklad obsahovat jednu komponentu s 9 vrcholy a 3 izolované
vrcholy, nebot kompletni graf Ko obsahuje (g) = 36 hran a my z néj mizeme vynechat
2 libovolné hrany.

Dokonce ani graf s 12 vrcholy a 55 hranami nemusi byt souvisly, nebot graf se dvéma
komponentami K; a Kj; ma pravé 12 vrcholi a 55 hran. Pokud by vSak dany graf
mél 12 vrchold a vice nez 55 hran, musi uz byt souvisly. Vskutku, graf Kis ma 66
hran a je hranové 11-souvisly a proto vynechanim libovolnych méné nez 66 — 55 = 11
hran zistane vysledny graf souvisly.
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A

Protoze strom je souvisly graf, tak podle definice vime, ze mezi kazdymi dvéma vrcholy
stromu najdeme alespon jednu cestu. Nyni ukdzeme silnéjsi tvrzeni, ze mezi kazdou dvojici
vrcholu existuje ve stromu vzdy jedind cesta.

Véta 5.6. Mezi kazdymi dvema vrcholy stromu existuje prave jedna cesta.

Dikaz. Tvrzeni dokdzeme sporem. Budeme vychazet ze soucasné platnosti predpokladu
véty (T je strom) a negace tvrzeni (mezi nékterymi vrcholy stromu 7' neexistuje zZadna
nebo existuje vice nez jedna cesta) a dojdeme ke sporu.

Podle definice stromu je T" souvisly graf, a proto vime, ze mezi kazdymi dvéma vrcholy u,
v stromu 7" vede néjaka cesta. Pro spor tedy predpokladame, ze takovych cest existuje vice.
Meéjme néjaké dvé rizné cesty mezi vrcholy u, v. Sjednoceni téchto cest je uzavieny sled
ve stromu T, ze kterého po vynechani pripadnych opakujicich se hran a vrchold vznikne
cyklus. Tento cyklus je podgrafem ve stromu 7', coz je spor s predpokladem, ze T je strom
a neobsahuje cyklus.

Vidime, ze negace tvrzeni vede ke sporu (sporem myslime situaci, kdy jsme ukézali, ze
strom 7" soucasné obsahuje i neobsahuje cyklus) a proto plati, ze mezi vrcholy u a v existuje
ve stromu pravé jedna cesta. O

Poznamka 5.7. Tvrzeni Véty 5.6 bychom mohli ukazat i nepiimo tak, ze dokdzeme obménu
véty. Vyjdeme z negace tvrzeni (mezi nékterymi vrcholy stromu 7' neexistuje zaddnd nebo
existuje vice nez jedna cesta) a odvodime negaci predpokladu véty (dany graf neni strom).
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Podle Véty 5.4 vime, zZe strom s n vrcholy ma pravé n — 1 hran. Pfiddnim néjaké hrany
do stromu souvislost neporusime, ale vysledny graf uz neni stromem (ma vice nez n — 1
hran) a proto musi obsahovat néjaky cyklus. Z Véty 5.6 snadno ukazeme, ze takovy cyklus
bude jediny.

Dausledek 5.8. Pridanim jedné (nové) hrany do stromu vznikne graf s prave jednim cyklem.

Drikaz. Méjme strom T a néjaké dva jeho vrcholy u, v, mezi kterymi neni hrana. Pridanim
hrany wv vznikne pravé jeden cyklus spojenim uv a jediné cesty mezi vrcholy u, v v T
(jediné podle Véty 5.6). O

Pozor, po pridani dvou hran do stromu pocet cykla vysledného grafu zavisi na tom, kam
hrany pridame. Pocet cykli uz neni (na rozdil od pfipadu popsaného v Dusledku 5.8) urcen
jednoznacné. Vysledny graf miize obsahovat dva nebo tii cykly.

Kontrolni otazky

1. Jak se jmenuje strom, ktery ma n vrchold a mezi nimi pravé dva listy?

2. Kolik musime z grafu K,, vynechat hran, abychom dostali strom?

Priklad 5.9. Ukazte, ze zndme-li stupné deg(vy),deg(va),...,deg(vx) vSech nelistovych
vrcholil v néjakém stromu 7', umime také urcit pocet listi ve stromu 7.

Reseni. Podle Véty 5.4 vime, Ze kazdy strom T s n vrcholy ma n — 1 hran. Nevime sice
kolik je listt (nezndme pocet n — k), ale vime, ze kazdy list je stupné 1.
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Déle vime podle Principu sudosti (Véta 1.15), Ze soucet stupnu vrcholu je roven dvoj-
2 ~ s 7 7 ez 7 Y 7
nasobku poctu hran. Dostavame tak nasledujici rovnost. ) 4

Q>
k
2(TL — 1) = Z deg(vz) + (n - k) -1 ZAPADOCESKA
=1 } UNIVERZITA
" V PLZNI
2n—2 = Zdeg(vi) +n—k
=1
k
n = 2— k:-l—Zdeg(vi)
=1

Hledany pocet lista n — k je proto

k k
n—k= 2—2k+2deg(vi) = 2+Z(deg(vi) —2).
i=1 i=1

Naprtiklad strom, ktery mé ¢tyfi nelistové vrcholy stupné 3 ma 2 + 4(3 — 2) = 6 listu a
celkem 10 vrcholt. A

Mame dan néjaky souvisly graf G. Pti urcovani stupné hranové souvislosti jsme se ptali,
kolik nejméné staci z grafu odstranit hran, aby se graf G stal nesouvisly.

M3 vsak také smysl se ptat, kolik nejvice hran muzeme z grafu G odstranit, aby G zustal
souvisly, nebo naopak kolik nejméné hran musi v grafu G ziistat, aby byl jesté souvisly. Jsou
to pravé stromy, které jsou souvislé grafy, ale uz z nich nemizeme odebrat zadnou hranu,
aniz by se porusila souvislost. To ukazuje nasledujici véta.




Stromy 158

Véta 5.10. Strom je minimalni souvisly graf (s dangm poctem vrcholi).

Drikaz. Strom je podle definice souvisly graf. Pokud souvisly graf obsahuje cyklus, zlistane
souvisly i po vynechani nékteré hrany cyklu. Proto je minimalni souvisly graf stromem.
Naopak, pokud by vynechanim néjaké hrany uv z daného stromu 7" vznikl souvisly graf,
pak by mezi vrcholy u, v ve stromu T existovaly alespon dvé riazné cesty: cesta z vrcholu u
do vrcholu v ve stromu 7'\ wv i samotnd hrana uv. To vsak podle Véty 5.6 neni mozné.
Proto je strom minimalnim souvislym grafem na danjch vrcholech. O

Obrazek 5.3 Graf G.

Priklad 5.11. Kolik nejvice hran mtizeme odstranit z grafu G na Obrazku 5.3, aby vysledny
graf zustal souvisly?

Resend. Podle Véty 5.10 vime, ze vysledny graf po odebirani hran bude stromem. Protoze
graf G ma 9 vrcholi a 16 hran, tak podle Véty 5.4 vime, Ze muzeme odstranit az 8 hran.
Z grafu na Obrazku 5.3 muzeme dokonce odstranit takovych 8 hran, Ze odstranéné hrany
tvori spolu s vrcholy grafu G souvisly faktor a soucasné ponechané hrany tvori souvisly
faktor. Najdete takovych 8 hran? A
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5.2. Korenové stromy

Pruvodce studiem

V této sekci zavedeme nékolik pojmi, které vyuZijeme v dalsi Casti pFi zkoumani isomorfismu
stromii. Zavedeme pojem kofenového stromu a usporadaného kofenového stromu. Nadefinujeme
centrum stromu a na prikladech ukdZeme, jak centrum stromu najit. Na zavér zminime obecnéjsi
pojem — centrum grafu.

Cile

Po prostudovani této sekce budete schopni:
e najit centrum stromu,
e vysveétlit rozdil mezi stromem a kofenovym stromem,
e vysvétlit rozdil mezi kofenovym stromem a usporadanym kofenovym stromem.

Pri préci se strukturou typu strom, je nékdy uzitec¢né oznacit vyznacny vrchol, tzv. ko-
ren. Koren muze predstavovat jakysi ,zacdtek“ uloZenych dat, nebo hlavni prvek v néjaké
hierarchické strukture objektii. Korenové stromy maji motivaci v rodokmenech, ze kterych
prevzaly i terminologii.
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Definice 5.12. Korenovym stromem je strom T spolu s vyznacenym korenem r € V(T).
Korenovy strom zapisujeme jako dvojici (T,r), pripadné fikdme pouze strom 7' s kore-
nem r.

Nemeéli bychom zaménovat pojmy ,strom“ a ,korenovy strom*, protoze korenovy strom
obsahuje dalsi informaci — vime, ktery vrchol je kofenem.

Obrazek 5.4 Ruzna nakresleni téhoz kotfenového stromu 7' s vyznac¢enym kofenem 7.

Na Obrazku 5.4 mame tfi riznd nakresleni téhoz kofenového stromu (7', ). Vlevo na ob-
razku je nejjednodussi nakresleni — mame strom 7' a jeho kofen r je oznaceny pro piehled-
nost puntikem. Uvédomte si, ze zvolenim kofene v libovolném stromu umime jednoznacné
priradit orientaci kazdé hrané, napriklad od listt ke koteni. V nékterych knihdch upfednost-
nuji opacnou orientaci, obvykle zavisi na interpretaci ulohy, kterd je grafem modelovéana.
Orientace hran je zndzornéna na Obrazku 5.4 uprostred. V nakresleni vsak tuto orientaci
nemusime uvadét, protoze orientaci snadno urcéime.

Pro prehlednost se korenové stromy casto zakresluji tak, aby kofen byl v nakresleni
vys nez ostatni vrcholy. Dalsi vrcholy kreslime do rtznych trovni niz a niz podle jejich
vzdalenosti od korene. V tomto nakresleni se orientace hran urci jesté jednoduseji — jsou
orientovany vzdy ,nahoru.“ Priklad takového nakresleni je na Obrazku 5.4 vpravo. V tomto
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nakresleni je navic jednoznacéné urcen koten i bez jeho oznaceni — jednd se o vrchol, ktery
je v obrazku nejvyse.

V dalsim textu budeme kofenové stromy zakreslovat pravé tak, aby koren byl nahote a
dalsi vrcholy budou zakresleny pod nim. Upozornime jesté, ze v nékterych knihach se kote-
nové stromy zakresluji ,naopak“, s korenem dole, coz mize nékdy lépe odpovidat problému,
ktery je stromem modelovan.

5.2.0.25. Rodice a potomci

V korenovém stromu muzeme pro dvojici sousednich vrcholi jednoznacéné urcit ,,pribuzensky
vztah,“ coz usnadnuje slovni formulace. Nejprve zavedeme nasledujici pojmy.

Definice 5.13. Méjme kofenovy strom (7', 7) a v ném dvojici vrchola u, v, kde vrchol u je
sousedni s vrcholem v na cesté z vrcholu v ke korenu r. Pak uw nazyvame rodicem vrcholu
v a v nazyvame potomkem vrcholu w.

X Yy z
Obrazek 5.5 Kotenovy strom T s rodici a potomky.

Na Obrazku 5.5 mame vyznaceny vrchol u, ktery je rodicem vrcholu v a vrchol v je
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potomkem rodice u. Naproti tomu vrchol v je rodi¢em vrchola z a y, pricemz vrcholy = a
y jsou jeho potomci.

Nékdy je sikovné popisovat jiné vztahy mezi vrcholy i kdyz nemame zavedenu formalni
definici. Je zfejmé, co mdme na mysli, kdyz naptiklad fekneme, ze na Obrazku 5.5 ,,vrcholy x
a y jsou sourozenci“, nebo ,vrchol u je prarodicem vrcholu .

Vsimnéte si, ze jinou volbou kofene se mize vzdjemny vztah vrcholi zménit. Pokud
bychom ve stromu 7" na Obrazku 5.5 zvolili za kotfen vrchol x, tak najednou bude vrchol v
rodicem vrcholu u a naopak u bude potomkem v. Pokud bychom vsak za koren zvolili
vrchol z, tak vztah mezi vrcholem u a v zlstane stejny jako na Obrazku 5.5.

V kofenovych stromech se misto ,list“ ¢asto pouziva termin koncovy vrchol. Kofen muze
byt listem, avSak v tomto pripadé preferujeme nazev koren a nerikame mu koncovy vrchol.
V kofenovém stromu koncové vrcholy nemaji potomky a nejsou kofenem. Napriklad v grafu
na Obrazku 5.5 je Sest koncovych vrcholi.

5.2.0.26. Centrum stromu

V dalsi ¢asti bude pro koren stromu hrat dilezitou roli tzv. centrum stromu. Centrem stromu
nazveme vrchol pripadné hranu spojujici dvojici vrcholi, které ziskame postupnym odstra-
novanim listd. Procesu, kdy ve stromu ozna¢ime vSechny jeho listy a potom je odstranime,
se tika oholeni stromu.
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1849
Definice 5.14. Centrem stromu T rozumime vrchol nebo hranu v daném stromu 7', které v 57
v , s A <
urcime nasledujicim postupem: D, 4

/05'4' ““\Qﬁ
1. Jestlize mé strom 7" jediny vrchol v, je v centrum stromu 7'. Pokud ma strom 7" dva
vrcholy, je centrem stromu 7" hrana spojujici tyto dva vrcholy. D R
> UNIVERZITA
2. Jinak vytvofime (mensi) strom 7" C T vynechédnim vsech listi stromu 7" (oholenim) e

a vracime se na predchozi bod 1.

Rekurzivnim postupem ziskané centrum stromu 7”7 bude zéroven centrem stromu 7.

Je zfejmé, Ze strom T, ktery vznikne ze stromu T je mens$i nez strom 7', protoze v kaz-
dém netrividlnim stromu budeme podle Lemmatu 5.3 holit alespon jeden list. Také si snadno
rozmyslime, ze oholenim v kroku 2) vznikne neprazdny strom, nebot netrivialni strom, jehoz
kazdy vrchol je listem, je pouze strom na dvou vrcholech, jehoZ centrem je podle kroku 1)
jedind jeho hrana.

Obréazek 5.6 Stromy 77 a Ts.

Priklad 5.15. Najdéte centrum stromu 77 na Obrazku 5.6 vlevo.
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Reseni. Ve stromu T najdeme vsechny listy (je jich Sest) a odstranime je (Obrazek 5.7
vlevo). Na obrazku jsou listy i hrany s nimi incidentni pro ndzornost ponechény, jsou vsak
obarveny Sedou barvou. Protoze vysledny strom méa vice nez dva vrcholy, cely postup zo-
pakujeme. Na Obrazku 5.7 uprostied jsme odebrali dalsi ¢tyri listy vysledného mensiho
stromu. Protoze vysledny strom ma opét vice nez dva vrcholy, cely postup znovu zopaku-
jeme. Dostaneme strom s jedinym vrcholem , ktery podle Definice 5.14 je centrem stromu 7}
(Obréazek 5.7 vpravo), ozna¢ime jej ¢ervené.

Obréazek 5.7 Hledani centra stromu 77.

Priklad 5.16. Najdéte centrum stromu 7T; na Obrazku 5.6 vpravo.

Reseni. Ve stromu T najdeme vsechny listy (je jich sedm) a odstranime je (Obrazek 5.8
vlevo). Opét jsou listy i hrany s nimi incidentni obarveny Sedou barvou. Protoze vysledny
strom méa vice nez dva vrcholy, cely postup zopakujeme. Na Obrazku 5.8 uprostied jsme
odebrali dalsi ¢tyri listy vysledného mensiho stromu. Vysledny strom ma jen dva vrcholy.
Proto podle Definice 5.14 je hrana, ktera je spojuje, centrem stromu 75. Centrum jsme
na Obrazku 5.8 vpravo oznagdili jako novy vrchol na této hrané.
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Obrazek 5.8 Hledéani centra stromu T5.

A

V Prikladu 5.16 jsme na hranu centra pridali novy vrchol. Vysledny graf ma o jeden
vrchol vice, nez mél pivodni strom 7', presto budeme pro jednoduchost nazyvat tento vrchol
ycentrem stromu 7%, ackoliv se jednd o jiny strom nez T'.

Je zajimavé si rozmyslet, pro¢ vrcholy centra stromu jsou ,,uprostied stromu, tj. zadny
jiny vrchol stromu nemé tak malou maximélni vzdélenost od ostatnich vrcholi, jako ma
vrchol centra (je-li jediny) nebo koncové vrcholy centra (je-li centrem hrana).

Vsimnéte si, ze kofen stromu obecné nemusi lezet v centru. My vsSak Casto budeme
za koren volit pravé centrum stromu. V nasledujici sekci budou uréeni centra a umisténi
kotfene do centra zakladni kroky algoritmu, ktery bude rozhodovat o isomorfismu danych
strom1.

5.2.0.27. Koren a centrum stromu

Budeme-li chtit néjakému stromu priradit koren jednoznacné, je nejlepsi jej priradit centru
stromu (protoze centrum je urc¢eno jednoznacéné). V pripadé, ze centrem stromu je hrana uv,
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,priddme“ na tuto hranu novy vrchol a zvolime jej korenem. Ptesnéji z daného stromu T
odstranime hranu wv, priddme kofen r a priddme dvé hrany wr, vr. Ziskdme strom 7.
Snadno nahlédneme, Ze nové pridany vrchol r je centrem stromu 77.

5.2.0.28. Péstované stromy

Dalsi informaci vazanou ke korenovym stromum je usporadani potomku kazdého vrcholu
(jako sefazeni potomku jedné generace v rodokmenech podle data jejich narozeni).

Definice 5.17. Korenovy strom T, r je usporddany, jestlize pro kazdy jeho vrchol je jed-
noznacné dano poradi jeho potomku (,zleva doprava“). Usporddany kofenovy strom se
také nazyva péstovany strom.

Formalné muzeme péstovany strom popsat jako trojici (T,r, f), kde T je néjaky strom
a r jeho kotfen. Funkce f : V(T) — N prifadi kazdému vrcholu jeho poradi mezi sourozenci.
Ma-li tedy vrchol k potomki, budou témto potomktm pritazena ¢isla 1,2, ..., k. Jestlize
néjaky vrchol nem4 sourozence (napiiklad kofen), mizeme mu priradit libovolné pfirozené
Cislo, treba cislo 1.

5.2.0.29. Centrum grafu

V Definici 5.14 jsme zavedli centrum stromu. Ma smysl definovat také centrum souvislého
grafu, avsak pro urceni centra obecného grafu nevysta¢ime s Definici 5.14. Obsahuje-li graf
cyklus, tak holenim neodstranime zadny vrchol cyklu, protoze kazdy vrchol cyklu je stupné
alespon 2 a neni listem.
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Obrézek 5.9 Péstovany strom.

Pro zajemce

Abychom mohli popsat centrum obecného grafu, musime nejprve zavést nékolik pojmu. Ezcentricita
vrcholu je Cislo, které pro kazdy vrchol udéava nejvétsi vzdélenost, kterou z daného vrcholu na-
jdeme. Pfedpoklddejme, ze mame sestavenou metriku (Definice 4.9) a uloZenou do dvourozmérného
pole d[] [1. Excentricitu vrcholu v uréime tak, ze v fadku pole d[] [], ktery odpovida vrcholu w,
vybereme nejvétsi ¢islo. Jestlize je graf nesouvisly, je excentricita kazdého vrcholu oco.

Na strané 36 jsme definovali indukovany podgraf na dané mnoziné vrchola.

Centrum obecného grafu je definovano jako podgraf indukovany na mnoziné vrchold s nejmensi
excentricitou. Da se ukazat, ze vezmeme-li strom, tak takto definované centrum grafu a centrum
stromu, které ziskdme podle Definice 5.14, jsou totozné.

Pojmy k zapamatovani

— kofenovy strom
— koten, rodi¢ a potomek

— centrum stromu
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— usporadany kofenovy (péstovany) strom

5.3. Isomorfismus stromu

Pruvodce studiem

Centrum stromu i jednoznacné poradi potomkii kofenového stromu jsme zavedli, abychom mohli
popsat algoritmus rozpozndvani isomorfnich stromii. V této sekci ukaZzeme, jak kazdému stromu
prifadit jednoznacné kéd a potom porovnanim kédi pozname, které stromy jsou isomorfni a
které ne.

Cile
Po prostudovéani této sekce budete schopni:
e kazdému péstovanému stromu (usporddanému kofenovému stromu) ptiradit jeho
kéd,
e kazdému stromu priradit jednoznacné jeho kdd,
e rozhodnout o isomorfismu danych strom.

Pojem isomorfismus stromaii je specidlnim pripadem isomorfismu grafi. Dva stromy jsou
isomorfni, pokud jsou isomorfni jako grafy.

Pripomenme, ze pro tlohu rozhodnout, zda dva grafy jsou isomorfni, neni znam zadny
rychly algoritmus (s polynomidlni slozitosti). Stromy jsou natolik specidlni tfida grafi, ze
pro né takovy algoritmus existuje! Nyni si jej ukazeme. Nejprve zavedeme nékolik pojmu.
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Definice 5.18. Dva kofenové stromy (7,7) a (T”,r") jsou isomorfni pokud existuje iso-
morfismus mezi stromy T a T”, ktery zobrazi kofen r na koten r’.

Na Obrazku 5.10 jsou dva stromy, které jsou isomorfni (zkuste isomorfismus najit), avsak
jisté nejsou isomorfni jako korenové stromy, nebot kofen stromu 7" je stupné 2, zatimco koren
stromu T” je stupné 3.

T T
Obrazek 5.10 Isomorfni stromy, které nejsou isomorfni jako kofenové stromy.

Protoze v algoritmu rozpoznavani stromii budeme pracovat s usporddanymi kofenovymi
stromy, bude diilezité poznat, zda isomorfismus zachova také poradi potomki. Proto zave-
deme také pojem isomorfismus péstovanych stromu“.

Definice 5.19. Dva usporddané korenové stromy (péstované stromy) jsou isomorfni,
jestlize pro né existuje isomorfismus korenovych stromu, ktery navic zachova poradi po-
tomkt kazdého vrcholu.

Stromy na Obrazku 5.10 nejsou isomorfni jako kofenové stromy a proto nejsou isomorfni
ani jako usporadané korenové stromy. Na Obrazku 5.11 jsou dva stromy, které jsou isomorfni
jako korenové stromy, ale jisté nejsou isomorfni jako usporadané korenové stromy, nebot se
lis{ poradi potomku kotene.

o
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Obrazek 5.11 Isomorfni korenové stromy, které nejsou isomorfni jako usporadané korenové
stromy.

5.3.0.30. Kédovani usporadanych korenovych stromii

Ukazeme, ze kazdému usporadanému kofenovému stromu lze snadnym postupem priradit
fetézec, ktery jej jednoznacné popisuje. Pri popisu fetézce vystac¢ime se dvéma symboly,
tfeba 0 a 1 a proto se kodu nékdy fika ,,binadrni kod stromu*.

Vsimnéte si, ze odebranim néjakého vrcholu uw z netrividlnitho stromu 7' vznikne les
(graf bez cykli). Tento les oznac¢ime T — u. Pokud odebrany vrchol byl listem stromu 7,
vznikne strom 7' — u. Podstromem vrcholu u daného kofenového stromu (7',7) rozumime
kazdou komponentu grafu T'— u, pricemz tato komponenta obsahuje nékterého potomka x
vrcholu u. Snadno si rozmyslime, ze kazdy podstrom vrcholu u je opét stromem, dokonce

kofenovym stromem s korenem .

Definice 5.20. Kdd usporadaného korenového stromu se sestavi rekurzivné z kédu vsech
podstromu kotene, serazenych ve stejném poradi jako jsou sefazeny koreny podstromu
(jeho potomci), a uzavienych do paru 0 a 1 (viz Obrazek 5.12).

Vsimnéte si, ze podle definice je kéd koncového vrcholu roven ,01¢“, nebot koncovy
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vrchol nemd potomky (fetézec kédu podstromu je prazdny), pouze obsahuje par symbola 0
a l.

Na Obrazku 5.12 jsme sestavili kod usporadaného korenového stromu. Nejprve jsme
priradili kéd ,,01¢“ koncovym vrcholim. Potom jsme prifadili kédy jejich rodi¢iim, potom
prarodic¢um, atd. Jako posledni sestavime kéd kotene a jeho kéd nazveme kdédem celého
usporadaného kotrenového stromu.

0000101101011 01 00010101111

0001011 01 011 0001010111

001011 00101011

01 01 01 01 01

Obrézek 5.12 Kédovani usporadaného korenového (péstovaného) stromu.

Poznamka 5.21. Misto ,0“ a ,1“ lze pouzit i jiné symboly, tieba ,(“ a ,)* nebo ,A“ a
B«.
5.3.0.31. Usporadany korenovy strom dany kédem

Ukaézali jsme, jak kazdému stromu priradit kod. Nyni ukdzeme opac¢ny postup, jak sestavit
nebo nakreslit usporadany korenovy strom, kdyz mame dan jeho kéd.

Lemma 5.22. Mdme ddan kod S usporddaného korenového stromu. Prislusny strom nakres-
lime nasledujicim postupem:
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e pri prectenti proniho znaku ,,0“ na zacdtku poloZime pero na papir a nakreslime koren,

o pri kaZdém dalsim precteni znaku ,0“ nakreslime hranu a nového ndsledujiciho po-
tomka x soucasného vrcholu a presuneme se do x,

e pri kaZdém precteni znaku ,1“ se vrdtime do rodice soucasného vrcholu, pripadné
ukoncime kresleni a zvedneme pero, pokud jsme v korenu.

Podobné, pokud bychom chtéli sestavit strom urceny kédem .S, snadno podle postupu
v Lemmatu 5.22 najdeme mnozinu vrcholt i mnozinu hran takového stromu.

Vsimnéte si, ze podle definice bude kéd usporadaného korenového stromu obsahovat
vzdy stejny pocet nul jako jednicek a sice tolik nul, kolik je vrcholt daného stromu. Mame-li
néjaky strom (ne kofenovy strom!) s alesporni tfemi vrcholy, tak vzdy muzeme zvolit kofen
nékolika riznymi zpusoby a ¢asto miuzeme ruzné seradit potomky vrcholi. To znamend,
ze dva isomorfni stromy mohou mit rizné kédy. Dokonce dva stromy, které jsou isomorfni
jako korenové stromy, mohou mit ruzné kédy. Avsak dva stromy, které jsou isomorfni jako
usporadané kotrenové stromy, budou mit vzdy stejny kéd. Toto pozorovani shrneme do
nasledujici véty, jejiz dikaz nebudeme uvadét.

Véta 5.23. Dva usporddané korenové (péstované) stromy jsou isomorfni prave tehdy, kdyz
jejich kody ziskané podle Lemmatu 5.22 jsou shodné retézce.

Uvédomte si, Ze ne kazda posloupnost 0 a 1 je kdem néjakého usporadaného korenového
stromu. Je-li naptiklad pocet jednicek a nul rtizny, nebo pokud posloupnost zac¢ina jednickou,
tak se jisté nejedna o platny koéd. Na druhou stranu kazda posloupnost stejného poctu
jednicek a nul, kde kazdy pocatecni tisek obsahuje méné jednicek nez nul, je platny kéd
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néjakého usporadaného korenového stromu. Stejny pocet jednicek a nul obsahuje teprve cely
kéd.

7 predchoziho textu je ziejmé, Ze pokud chceme priradit kéd jednoznacéné kazdému
stromu (nejen uspordadanému korenovému stromu) musime jednoznacéné zvolit kofen a mu-
sime umét jednoznacné seradit potomky kazdého vrcholu. Uz vime, Ze centrum stromu je
urceno jednoznacné a proto budeme volit kofen v centru. Jesté si vSimneme, ze potomky
vrcholu © muzeme seradit jednoznac¢né pravé pomoci kédu podstromii vrcholu wu.

5.3.0.32. Minimalni kéd stromu

Kédy mtuzeme chapat jako fetézce a ty umime seradit jednoznacné, napriklad lexikograficky.
Lexikografické usporadani je ,slovnikové usporadani“. To znamena, ze pro kazdou dvojici
Fetézcu (v nasem pripadé kodi) umime rozhodnout, ktery kéd by ve slovniku byl napsan
diive a ktery pozdéji. Predpokladédme, ze znak 0 se ve slovniku nachazi pred znakem 1.
Potom naptiklad fetézec 000111 by ve slovniku byl pred fetézcem 001011, ale i pfed fetézcem
0011 a O1.

Jestlize pro kazdy vrchol sefadime potomky podle jejich kodi, dostaneme jednoznacné
urceny kéd usporadaného korenového stromu, tzv. minimdlni kod.

Je dobré si uvédomit, ze Definice 5.20 je formulovana pouze pro usporddané korenové
stromy, zatimco minimalni kod mtzeme sestavit pro korenové stromy. Je proto nutno rozli-
Sovat pojmy kod usporddaného korenového stromu T a minimdini kod korenového stromu T .
Kdyz nakreslime strom, ktery je urcen kédem usporddaného korenového stromu, dostaneme
opét korenovy strom 7. Pokud ale nakreslime strom, ktery je urcen minimélnim kédem ko-
renového stromu, mutze se poradi potomki oproti vychozimu korenovému stromu 7 lisit.
Rikédme, 7e jsme kofenovy strom T ,pfepéstovali“ tak, aby jeho kéd byl minimaln{ a tim
padem jednoznacné urceny.

o
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0001001011011 01 00010101111 00001010111 00010110101101 1

001001011011 0001010111 000101101011 0001010111

0010 00101011 0010 00101011

01 01 01 01 01 01 01 01 01 01

Obrazek 5.13 Koéd usporadaného korenového stromu a minimalni kéd korenového stromu.

Priklad 5.24. Je néktery z kédt na Obrazku 5.13 minimélni?

Resend. Pfi sestaveni kédu ¢ervené vybarveného vrcholu na Obréazku 5.13 vlevo bylo zvo-
leno takové poradi kédu, jaké maji potomci ¢ervené oznaceného vrcholu. Toto potradi neni
lexikograficky nejmensi, nebot kod 00101 1 by musel pfedchézet kéd 01. Déle ani kéd kotene
neni lexikograficky nejmensi a proto kéd na Obrazku 5.13 vlevo neni minimalni.

Avsak pri sestavovani kddi vrcholt na Obrézku 5.13 vpravo bylo zvoleno vzdy takové
poradi kédu potomku, ze tyto kdédy jsou serazeny lexikograficky vzestupné. Proto je kod
na Obrazku 5.13 vpravo minimélni. A

Pro nalezeni minimalniho kédu pouzijeme nasledujici funkci minimalni_kod (), ktera
pro dany kotfenovy strom X s kofenem r rekurzivné sestavi (lexikograficky) minimalni kéd.
Tuto funkci pouzijeme v algoritmu rozpoznani isomorfismu stromii.

o
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Algoritmus 5.1 (Nalezeni minimalniho kédu kofenového stromu).
// na vstupu je kofenovy strom (pfipadné podstrom)
vstup < kofenovy strom (X,r);

funkce minimalni_kod(strom X, vrchol r) {
if (X md jeden vrchol)
return "01";
Y[1...d] = {podstromy po odebréni kofene r};
s[1...d] = {kofeny podstromi Y[] v odpovidajicim pofadil};
// kofeny jsou potomci koFfene r
for (i=1,...,d)
k[i] minimalni_kod(Y[il,s[il);
sort lexikograficky podle klice k[1] <= k[2] <= ...
return "O"+k[1]+...+k[d]+"1";

<= k[d];

Pro zajemce

Pocet riznych usporddanych korenovych stromii s danym poc¢tem vrcholt je roven

C. - 1 (2n>
n+1\n

C,, jsou tzv. Catalanova cisla. Catalanova ¢isla se objevuji pri feseni celé fady kombinatorickych
tloh, které obvykle popisuji strukturu, kterd se sklada z mensich struktur stejného typu — jako
jsou napriklad kofenovy strom a jeho podstromy. Vice se o Catalanovych ¢islech muzete dozvédét
napiiklad v [5].
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1849
Pro zajemce
AL <l
&, O

Lexikografické usporadani je relace usporadani na mnoziné vsech fetézcu, v naSem pripadé kédu "4'/%. 4 “\“"&
usporadanych korenovych stromii. Jedna se o reflexivni, antisymetrickou a tranzitivni relaci, ktera je
aplné, tj. pro kazdou dvojici fetézcti S; a Ss je bud S; £ S5 nebo Sy < S;. V fadé programovacich

jazykl je tato relace implementovana jako funkce pro porovnavani fetézci, pomoci které umime p ZAravocesih
rozhodnout, ktery fetézec nebo kéd je ,mensi“. veLzNI

Obecné bychom mohli zvolit jinou relaci pro nalezeni jednoznac¢né urceného kédu, dilezité vsak
je, aby takova relace na mnoziné vsech kodu byla relaci usporadani, kterd je navic uplna.

5.3.0.33. Urcovani isomorfismu stromu

Me¢jme nyni dva stromy a budeme zjistovat, zda jsou isomorfni. Proto
e najdeme centrum kazdého stromu a v centru zvolime koten,

e pomoci Algoritmu 5.1 najdeme minimalni kéd kazdého kofenového stromu,

e porovnanim kédl rozhodneme podle Véty 5.23 o isomorfismu jednotlivych stromi.

Cely postup zformulujeme jako algoritmus, ktery zjisti, zda dané dva stromy T a U jsou iso-
morfni. Nésledujici algoritmus vyuziva funkci minimalni_kod(X,r) z Algoritmu 5.1, kterd
pro strom X s kofenem r najde (lexikograficky) minimalni kéd.
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Algoritmus 5.2 (Urceni isomorfismu stromi).
// Mame dva stromu U, T se stejnjm poltem vrchold.
Vstup < stromy T a U;
for (X=T,U) {
// ureni center danjch stromi U, T
x = centrum(X);
if (x je jeden vrchol)
r = x;
else
pfidej novy vrchol r, nahrad hranu x=uv hranami ru, rv;
k[X] = minimalni kod(X,r);
}
if (k[T]1==k[U] jako Fetézce)
vypis ("Jsou isomorfni.");
else
vypis("Nejsou isomorfni.");
exit;

Vsimnéte si, ze v Algoritmu 5.2 predpokladame, ze oba stromy maji stejny pocet vr-
choli. Vskutku, pokud stromy maji razny pocet vrcholl, jisté nejsou isomorfni. Na druhou
stranu bez tohoto predpokladu by algoritmus mohl ve specialnich pripadech dat chybnou
odpovéd. Napriiklad cesty Po, a Ps,y1 jisté nejsou isomorfni, ale protoze centrum cesty Po,
je ,prostfedni® hrana, tak v Algoritmu 5.2 bude na tuto hranu pfidan novy vrchol a vznikne
tak druhd cesta Ps,11. Oba minimalni koédy pak budou stejné a vysledkem algoritmu by
pak byl chybny zavér, ze obé cesty P, a Pa,11 jsou isomorfni. Da se vsak ukézat, ze pokud
maji vstupni grafy stejny pocet vrcholl, tak bude vystup algoritmu spravny.
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Pokud bychom méli stromu vice, mizeme snadno upravit algoritmus tak, aby pro kazdy
strom nagsel jeho minimalni kéd a za isomorfni oznacil ty skupiny stromt, které maji stejny
miniméalni kod.

5.3.0.34. Slozitost Algoritmu 5.2

Slozitost Algoritmu 5.2 zavisi predevsim na slozitosti funkce minimalni_kod() v Algo-
ritmu 5.1. Pii detailnéjsim rozboru vidime, ze pro kazdy z n vrcholt daného stromu X
bude na néjaké tirovni rekurze volana funkce minimalni_kod (). Mizeme pro jednoduchost
predpokladat, ze sefazeni kédi vyzaduje polynomialni slozitost O(n?) a toto sefazeni bude
provadéno pro kazdy vrchol stromu. Dostdvame, ze horni odhad slozitosti Algoritmu 5.1
pro nalezeni minimélntho kédu jednoho stromu je O(n?).

Doba béhu celého Algoritmu 5.2 pak pochopitelné zavisi linedrné na poctu stromn,
pro které minimélni kéd hleddame.

5.3.0.35. Jina kédovani stromu

V praxi se setkdme s celou fadou ruznych kédovani stromii. Pro ukladani rozsdhlych dat se
pouziva Huffmaniv kéd. Jedna se o kéd sestaveny na zékladé binarniho stromu (v bindrnim
stromu ma kazdy rodi¢ nejvyse dva potomky), kde koncové vrcholy odpovidaji uloZenym
znakum a vzdalenost od kofene souvisi s relativni ¢etnosti jednotlivych znaki.

Upozornujeme, ze Huffmaniv kéd je zcela odlisny kédu z Definice 5.20. Zatimco Hu-
fmannuv kod slouzi k ukladani znakt rozsahlého souboru dat, tak binarni kody zavedené
v této kapitole slouzi k ukladani usporadanych korenovych stromi a porovnavani stromd.
Neméli bychom rtzné kédy zaménovat.
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Pojmy k zapamatovani

@:

— kod usporadaného korenového stromu
— minimalni kéd korenového stromu

— isomorfismus stromu ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA

V PLZNI

A4

5.4. Kostra grafu

Pruvodce studiem

V této sekci se budeme vénovat jednomu ze zakladnich problémii teorie grafii — hledani minimalni
kostry. UZ vime, Ze strom je minimalni souvisly graf na daném poctu vrcholi (Véta 5.10). V celé
Fadé praktickych aplikaci hraje takovy souvisly podgraf diileZitou roli pfi hledani optimalnich re-
seni. Hledani kostry se tak objevuje jako Cast jinych algoritmii, napfiklad Christofidiv algoritmus 179, strana ze 272
pro heuristické feseni tlohy obchodniho cestujiciho vychazi z minimalni kostry daného grafu.
P¥i Feseni elektrickych obvodii (vypoclet proudi a napéti v jednotlivych vétvich) s vyuZitim
Kirchoffovych zakonii je nutno sestavit dostatecny pocet linearné nezavislych rovnic. Najdeme-li
kostru grafu elektrické sité, existuje pak pomérné jednoduchy postup jak tyto rovnice sestavit.

Obsah
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Po prostudovéani této sekce budete schopni:
e vysveétlit pojem kostry grafu,

e najit kostru grafu pomoci hladového algoritmu,
Zavfit dokument

e najit kostru grafu pomoci Jarnikova algoritmu.
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Pripomenme, ze faktor grafu G je takovy podgraf, ktery obsahuje vSechny vrcholy
grafu G (Definice 1.28). Graf nazyvame ohodnoceny, jestlize kazdé hrané priradime re-
alné ¢islo (tzv. ohodnoceni hrany), a (kladné) vézeny, pokud je ohodnoceni kazdé hrany
kladné ¢islo.

Definice 5.25. Kostrou souvislého grafu G rozumime takovy faktor grafu G, ktery je
stromem. Vdhou kostry ohodnoceného grafu G rozumime soucet ohodnoceni vsech hran
kostry.

Vyznam ,koster® spociva v jejich minimalité vzhledem k poctu hran, pficemz soucasné
je zachovéana souvislost grafu (Véta 5.10). Pokud je ohodnoceni kazdé hrany stejné, bude mit
kazdé kostra grafu stejnou vahu. Jestlize se ale ohodnoceni jednotlivych hran lisi, mohou
mit rizné kostry téhoz grafu rtiznou vahu. Nasim tkolem bude najit takovou kostru, jejiz
vaha je nejmensi mozna.

Definice 5.26 (Problém minimalni kostry (MST)). Je ddn souvisly ohodnoceny
graf G s nezdpornym ohodnocenim hran w : E(G) — R(T . Problém minimalni kostry
znamend najit takovou kostru 7' v grafu G, kterd ma nejmensi moznou vahu. Formalné

MST = min Z w(e)
kostraT CG e€E(T)

MST (z anglického ,Minimum spanning tree“) je ¢islo, které udava vahu kostry
s nejmensi moznou vahou.
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Kontrolni otazky

1. Ma smysl hledat minimélni kostru v grafu se zapornym ohodnocenim hran? Je kazdy
souvisly faktor (podgraf se vSemi vrcholy grafu) s minimalnim ohodnocenim kostrou
takového grafu?

2. Kolik hran mé kostra souvislého grafu na n vrcholech?

Je znama celd fada algoritmil pro nalezeni minimalni kostry daného nezaporné ohod-
noceného grafu. My uvedeme nékolik z nich. Pfi feseni praktické tlohy mutzeme vybrat
nejvhodnéjsi z nich v zavislosti na zptisobu ulozZeni dat.

Prvni z nich popiseme neformalné:

Algoritmus 5.3 (Hladovy pro minimalni kostru). Méjme ddan souvisly ohodnoceny
graf G s nezdpornym ohodnocenim hran w. Pocet hran grafu G oznacime m.

o Seradime hrany grafu G vzestupné podle jejich ohodnoceni:

w(er) Swlez) = -+ S wl(em).

e Zacneme s prizdnou mmnozinou hran T = () pro kostru.

e Proi=1,2,...,m vezmeme hranu e; a pokud pridanim T U {e;} nevznikne cyklus,
tak pridame hranu e; do T.

Jinak hranu e; ,zahodime .

e Po zpracovdni vsech hran obsahuje T hrany minimdlni kostry vdZeného grafu G.

Vystupem algoritmu je mnozina T', ktera obsahuje pravé hrany minimélni kostry. Kostra

o

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

181. strana ze 272

5
"l

Zavrit dokument

l Cels obrazovka/Okno




Stromy 182

je pak tvorena vsemi vrcholy daného grafu a mnozinou hran 7'.

Poznamka 5.27. Algoritmu se ¥ika ,hladovy“, coz je preklad anglického vyrazu ,greedy“.
kroku co nejvyhodnéjsi kus — v nasem pripadé hranu s co nejmensi vahou. Hladovy algorit-
mus nefesi strategii, zda by nebylo vyhodnéjsi spokojit se v néjakém kroku s horsim prvkem
(hranou s vétsi vahou) za cenu toho, ze v pozdéjsich krocich budeme moci nevyhodu vyvazit
mnohem vyhodnéjsimi prvky, nez které ziska hladovy algoritmus.

Uvédomte si, ze algoritmus nikdy nevybird z vice moznosti a nezkousi riizné varianty
a vysledky mezi sebou porovnat. Uloha hled4ni minimélni kostry spad4 mezi nékolik malo
problémt, pii jejichz feseni hladovy postup vzdy vede k optimalnimu TfeSeni. V dalsich
kapitolach ukazeme nékolik problémt, pfi jejichz feseni by algoritmus selhal.

Nyni ukdzeme, ze Algoritmus 5.3 funguje spravné.

Véta 5.28. Algoritmus 5.3 najde minimdlni kostru souvislého grafu.

Diikaz. Spravnost Algoritmu 5.3 ukdzeme sporem.

Méjme souvisly graf G s ohodnocenim hran w. Necht T je mnozina hran zis-
kana v prubéhu Algoritmu 5.3. Predpoklddejme, Ze hrany jsou jiz sefazené podle vihy
w(er) £ w(e2) < -+ < w(ey,). Minimalnich koster daného grafu muze existovat se stejnou
vahou vice. Ozna¢me Ty mnozinu hran takové minimalni kostry, kterd se s mnozinou 7T’
shoduje na co nejvice prvnich hranich. Pokud Ty = T', algoritmus pracoval spravné.

Predpoklddejme pro spor, Ze algoritmus nenaSel minimdlni kostru a tedy ze Ty # T.
Oznac¢me j > 0 takovy index, ze se mnoziny Ty a 1 shoduji na prvnich j — 1 hranach
e1,e,...,ej_1, ale neshoduji se na hrané e;. To znamena, Ze e; € T a pritom e; &€ Tp, nebot
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podle Algoritmu 5.3 vybirdme hrany postupné a hrana e; nemuze tvofit cyklus s pfedchozimi
hranami, nebot patfi do mnoziny hran minimalni kostry Tp.

Piiddme-li hranu e; do kostry s mnoZinou hran Tp, vznikne podle Disledku 5.8 graf
s prave jednim cyklem C'. Cyklus C' vsak nemtze byt obsazen v nalezené kostie 7', a proto
existuje v cyklu C' hrana ey, kterd do mnoziny T nepatii, pticemz dle volby j vime, ze k > j.

Potom je vsak podle naseho sefazeni hran je w(ey) = w(e;), a proto kostra na hranach
T" = (To \ {ex}) U{e;} (kostra vznikne z minimélni kostry nahrazenim hrany ej hranou e;)
nemé vyssi ohodnoceni (neni horsf) nez kostra s hranami 7. Mnozina hran 7" této kostry
se vSak shoduje se s mnozinou hran 7" na vice hrandch nez Ty! To je spor s volbou Ty a proto
pripad Ty # T nemuze nastat. To znamend, ze Ty = T a algoritmus pracuje spravne. O

Obrézek 5.14 Kladné ohodnoceny graf G.

Priklad 5.29. Uzitim hladového algoritmu (Algoritmus 5.3) najdéte minimélni kostru
grafu G na Obrazku 5.14.

o

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

183. strana ze 272

5
"l

Zavrit dokument

I Cels obrazovka/Okno




Stromy 184

Reseni. Podle Algoritmu 5.3 nejprve sefadime hrany podle jejich ohodnoceni do neklesajici
posloupnosti. Dostaneme posloupnost: hrana s ohodnocenim 1 vqvg, hrany s ohodnocenim 2
V1V3, Va¥g, V2V7, VgU7, hrana s ohodnocenim 3 vsvy, hrany s ohodnocenim 4 vovs, vouvs, v3vy,
hrany s ohodnocenim 5 v1vs, v1v4, hrany s ohodnocenim 6 v3vs, v7vs, hrany s ohodnocenim 7
V5V, Vg7, a hrana s ohodnocenim 8 wv4vg.

Nyni budeme postupné pridavat hrany do mnoziny T tak, aby tyto hrany netvorily
zadny cyklus. Muzeme pridat prvni ¢tyri hrany v4vs, v1v3, v9vg, v2v7, ale patou hranu vegvy
(délky 2) pridat nemuZeme, protoze by spolu s jiz pfidanymi hranami vovg a vovy vytvorila
cyklus Cj.

Potom priddme dalsi dvé hrany vsvy a vsvs, ale osmou hranu vovs nemuzeme pridat,
protoze by vznikl cyklus na vrcholech vs, vs, v7. Ani devatou hranu vzvs nemuzeme pridat,
protoze by vznikl cyklus na vrcholech va, vs, v4, vg.

Stejné tak pridanim hran vjve, v1v4 nebo vzvs by vznikl cyklus, proto je také zahodime.
Koneéné priddnim hrany v;vg vznikne kostra (podle Véty 5.4 vime, ze vznikla kostra, nebot
graf G mé osm vrcholi a v mnoziné 7' je sedm hran). Pfiddanim kazdé ze zbyvajicich hran
by vznikl cyklus, proto algoritmus konc¢i. Na Obrazku 5.15 je minimélni kostra grafu G.
Véaha kostry je 1 +2+4+2+2+4+3+4+6 = 20.

A

Zminény hladovy algoritmus pro hleddni miniméalni kostry grafu byl popsan poprvé uzi-
tim teorie grafi Kruskalem (1956). Je vsak zndmo, ze Kruskal vychazel z préce c¢eského
matematika Otakara Bortivky. Uz v roce 1926 Tesil ¢esky akademik Otakar Borivka otazku
optimalni stavby elektrické sité na jizni Moravé a popsal velmi podobny algoritmus. Pii for-
mulaci ani v dikazu spravnosti vsak nepouzil teorii grafli, ale maticovou algebru.
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Obrazek 5.15 Minimalni kostra grafu G s vahou 20.

Algoritmus 5.4 (Boruvkuv algoritmus pro minimalni kostru). Méjme souvisly
(kladné) vazeny graf G s ohodnocenim hran w riznymi ¢isly. Na zacdtku seradime hrany
vzestupné podle jejich ohodnoceni w(er) < w(ez) < ... < w(enm). Kostru zacneme sestavo-
vat tak, Ze pridame hranu e; (proi=1,2,...,n), pokud pridinim nevznikne cyklus.

Obsah

185. strana ze 272

[=]
[£]
=]
[=]

Vsimnéte si, ze v algoritmu se predpokladd, ze zadné dvé hrany nemaji stejnou vahu.
Jako reakce na Boruvkovu praci vypracoval Vojtéch Jarnik v roce 1929 podobny algoritmus.
Jarniktv algoritmus je ve svété znamy jako Primiv algoritmus z roku 1957.

d
i

Algoritmus 5.5 (Jarnikiv algoritmus pro minimdélni kostru). Méjme souvisly
graf G s n vrcholy a s nezdpornym ohodnocenim hran w. Kostru zacneme sestavovat z jed-
noho (libovolného) vrcholu. V kazdém kroku algoritmu priddme nejmensi z hran, které
vedou z jiz vytvoreného podstromu do nekterého ze zbyvajicich vrcholi grafu G. Pon — 1
krocich algoritmus konci.
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tfeba testovat vznik cyklu, nebot v kazdém kroku pridavame do rozristajiciho se stromu
s 1 s . sy, A <k
néjaky list. To je vyhodné, nebot testovani existence cyklu v grafu je vypocetné narocné. D) 4

rn D
Ukéazky béhu hladového (Kruskalova) a Jarnikova (Primova) algoritmu najdete na adrese >
http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/minimalni_kostra.pdf.
ZAPADOCESKA
: i =
Pojmy k zapamatovani

— kostra grafu

— hladovy algoritmus

Pro zajemce

5.5. Bludisté

Mate radi bludisté? A jak souvisi bludisté a kostry grafu? Ukazeme, jak muzeme pomoci algoritmu
pro hledani minimalni kostry snadno sestavit bludisté.

Bludisté na Obrdzku 5.16 vzniklo p¥i béhu Jarnikova (neboli Primova) algoritmu, ktery hledal
minimalni kostru v néjakém grafu. Jednd se vlastné o kostru grafu pravidelné ctvercové sité: vrcholy
odpovidaji polickim na c¢tvereckovaném papife a ndhodné ohodnocené hrany spojuji sousedni po-
licka. Na strance http://en.wikipedia.org/wiki/File:MAZE_30x20_Prim.ogv najdete animaci,
ktera zachycuje proces vzniku bludisté.

Uvédomte si, ze bludisté, jehoz chodby odpovidaji hrandm néjaké kostry, ma pékné vlastnosti,
které od bludisté ocekdvame: Je souvislé (protoZze kostra je souvisly podgraf) a proto v bludisti
nejsou izolované nebo oddélené ¢asti, které nemohou prispét k ,,bloudéni“. Dale bludisté neobsahuje
cykly (protoZe kostra neobsahuje cykly) a proto mezi kazdymi dvéma misty v bludisti vede pravé
jedna cesta, kterou je nutno objevit. Pokud bychom vsak chtéli vicendsobné cesty umoznit, mizeme
vzdy nékteré stény v bludisti vymazat (neboli pfidat ndhodné hrany do nalezené kostry).



http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/minimalni_kostra.pdf
http://en.wikipedia.org/wiki/File:MAZE_30x20_Prim.ogv
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Kontrolni otazky

1. Bludisté na Obrazku 5.16 vzniklo pfi hledani kostry Primovym algoritmem. Lze pro sestaveni
bludisté pouzit i hladovy algoritmus? Jak se budou obé bludisté 1isit?

2. Jak se lisi bludisté ziskané jako miniméalni kostra néjakého ohodnoceného grafu a bludisteé,

jehoz sousedni policka jsou spojena ndhodné?

Poznamenejme jesté, ze pro generovani podobnych bludist mizeme pouzit i algoritmus pro pro-
hledavani do hloubky. Bud budeme v kazdé iteraci volit poradi sousedu k prozkouméni podle né-
hodného ohodnoceni nebo vezmeme neohodnoceny graf a v kazdé iteraci budeme vybirat ndhodné
dalsi vrchol mezi dosud nezpracovanymi sousednimi vrcholy v tschovné. Animaci takového postupu
najdete na adrese http://commons.wikimedia.org/wiki/File:MAZE_30x20_DFS.ogv. Rozmyslete
si, ze modifikace algoritmu prohledavani do sitky obvykle nedd pékné bludisté.
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Obrazek 5.16 Bludisté sestavené pomoci Jarnikova algoritmu.
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5.6. Test ‘.7

Nasleduje jednoduchy test, pro nalezeni spravné odpovédi jedné otézky neni potreba vice
nez pul minuty.

ZAPADOCESKA
Stromy D P univerzima
V PLZNI

1. Kterd z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?

(a) Pocet hran stromu je roven poc¢tu vrchol.
(b) Strom ma o jednu hranu vice nez vrchola.

(c¢) Pocet hran ve stromu je vzdy mensi nez pocet vrchola.

(d) Dva ruzné stromy se stejnym poc¢tem vrcholti musi mit vzdy stejny pocet hran.
(e) Vrcholy stupné 1 nemohou byt ve stromu sousedni.

(f) Soucet stupnu vrcholu stromu je o jednd vétsi nez pocet hran stromu..

2. Které z nasledujicich vlastnosti grafu zaruci, ze se jedna o strom?

(a) Graf je souvisly a obsahuje alespon jeden list.
(

b) Graf je souvisly a obsahuje alespon dva listy.
(c) Graf je acyklicky a obsahuje alespon jeden list.
)
)

(d
(e) Graf je souvisly a acyklicky.

Graf je acyklicky a obsahuje alespon jeden list.

3. Vime, zZe soucet stupnu stromu je 22. Kolik hran ma tento strom?

4. Kterd z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?
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(b) Kazdy les je soucasné strom.
(d) Acyklicky les je strom.
(f) Souvisly strom je les.

(a) Kazdy strom je soucasné les.
(¢) Acyklicky strom je les.
(e) Souvisly les je strom.

5. Ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?

(a) Kazdy strom obsahuje alespon jeden list.
(b) Kazdy strom obsahuje alespon dva listy.
(¢) Kazdy strom je souvisly.

(d)
(e)
(

e) Kazdy les obsahuje alespon jeden list.

Kazdy strom je acyklicky.

f) Kazdy les obsahuje alespon dva listy.

6. Které z nasledujicich posloupnosti mohou byt stupniovymi posloupnostmi stromu?

(a) 1,1,1,1,1,1,1,1, (b) 6,1,1,1,1,1,1,
(c) 2,2,2,2,2,2,1,1, (d) 3,2,2,2,2,1,
(e) 3,2,2,2,2,1, (f) 3,2,2,2,1,1,
() 2,2,1,1,0,0. (h) 0.

7. Ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?

a) Mezi dvéma vrcholy stupné k existuje ve stromu pravé k raznych cest.

)
¢) Pridéanim libovolné hrany do lesa vznikne les s mensim poc¢tem komponent.
d) Mezi kazdymi dvéma ruznymi vrcholy stromu existuje pravé jedna cesta.
e) Odebranim jedné hrany ze stromu zanikne nejvyse jeden cyklus.

)

(
(
(
(
(
(

f) Pridanim jedné hrany do stromu vznikne pravé jeden cyklus.

ZAPADOCESKA
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b) Mezi dvéma vrcholy stupné k existuje ve stromu pravé k interné disjunktnich cest.
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8. Kolik hran musime odebrat z cyklu C,,, aby vznikl strom?
9. Kolik hran musime odebrat z kompletniho bipartitniho grafu K, ,, aby vznikl strom?

10. Mizeme pouzit algoritmus pro hledani centra stromu pouzit i pro jiné grafy??

(a) ano, (b) ne,
(c) pouze pro acyklické grafy, (d) pouze pro souvislé grafy,
(e) pouze pro kompletni grafy, (f) pouze pro cykly.

11. Acyklicky graf mé 50 vrcholi a 35 hran? Kolik mé tento graf komponent?
(a) 14 komponent, (b) 15 komponent,
(¢) 35komponent, (d) 49 komponent,
(e) pocet komponent neni mozno (f) takovy graf neexistuje.

jednoznacné urcit,
12. Acyklicky graf mé 35 vrcholi a 50 hran? Kolik mé tento graf komponent?

(a) 14 komponent, (b) 15 komponent,
(¢) 35komponent, (d) 49 komponent,
(e) pocet komponent neni mozno (f) takovy graf neexistuje.

jednoznacné urdit,

13. Které z nasledujicich k6da nejsou platnym kédem kotfenového stromu?

(a) 001010101011. (b) OL.
(¢) 00000000001. (d) 0000011111.
(e) 000000111, (f) 0001100111.

14. Uvazujme korenovy strom (7, r) na Obrazku 5.17. Kterd z nésledujicich tvrzeni jsou
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Obrazek 5.17 Korenovy strom (T, r).

a) Koren r mé tii potomky.
b) Kofen r mé deset potomki.

d) Vrchol z je potomkem vrcholu u.

e) Vrchol z nemé rodice.

(a)

(b)

(¢) Vrchol u je rodi¢em vrcholu v.

(d)

(e)

(f) kazdy vrchol, ktery je stupné 1, nemé potomky.

(g) kazdy vrchol, ktery nemé potomky, je stupné 1.
15. Jaky je kéd kotfenového stromu (7', 7) na Obrazku 5.177

16. Jaky je minimélni kéd kofenového stromu (7', 7) na Obrazku 5.177

17. Nasledujici kdédy jsou kddy isomorfnich kofenovych stromil. Ktery z nich je minimélni?
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y <
(a) 00010110100111,

b) 0001011001011,
(¢) 00100101100111, d) 00100110010111, A )

(
( 7, <
(e) 00011001011011, (f) 00011010010111. i
18. Ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?

ZAPADOCESKA
(a) Kostra grafu je souvisly podgraf daného grafu, jehoz soucet ohodnoceni hran je D P omverzma

V PLZNI

nejmensi.

(b) Kostra grafu je acyklicky podgraf daného grafu, jehoz soucet ohodnoceni hran je
nejmensi.

(c) Kostra grafu je souvisly podgraf daného grafu, jehoz soucet ohodnoceni hran je
nejmensi.

(d) Kazdy acyklicky faktor daného grafu, je kostrou.

(e) Kazdy souvisly faktor daného grafu, je kostrou.

(f) Kazdy souvisly a acyklicky faktor daného grafu, je kostrou.

19. Ktera z néasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?

(a) Kazdy souvisly graf ma kostru.
b) Kazdy souvisly a acyklicky graf mé kostru.
¢) Kazdy acyklicky graf ma kostru.

(b)

(c)

(d) Kostra kazdého grafu je uréena jednoznacné.
(e) V kazdém grafu existuje nékolik riuznych koster.
(f)

f) Graf, ktery ma jedinou kostru, je stromem.




Stromy

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:
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V této kapitole se budeme vénovat dvéma tématiim — vrcholovému barveni grafii a rovinnému
kresleni grafii. Nejprve zavedeme zakladni pojmy.

Na prikladech vysvétlime, Ze barveni vrcholi grafu riznymi barvami slouzi k modelovani
vztahi mezi objekty. Barvy reprezentuji vlastnosti, pficemZ samotné barvy nejsou diileZité, slouzi
jen pro snadnou predstavu a vystizné formulace. Ukazeme, jak barveni grafi miZe pomoci
optimalizovat nékteré ulohy planovani.

Potom ukazeme, jak ovérit, zda je graf rovinny, tj. zda je mozZno jej nakreslit do roviny tak,
aby se zadné hrany neprotinaly. Rovinné kresleni grafii najde své uplatnéni pri vyrobé tisténych
spojdi.

V posledni &asti kapitoly se budeme vénovat barveni vrcholli rovinnych grafii a zminime Zavit dokument

d
i

pékné aplikace, které s barvenim rovinnych grafii souvisi.
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6.1. Barevnost grafi

Pruvodce studiem

Zminime dvé dlohy, které Ize snadno preformulovat jako tdlohu vrcholového barveni grafu.

6.1.0.36. Skladovaci problém

Ve skladu je ulozeno mnoho druhii potravin. Podle predpisii nékteré druhy potravin musi byt
skladovany v oddélenych prostorach. Napriklad ovocné salaty nesmi byt skladovany spolecné
s Cerstvymi syrovymi vejci nebo krajené salamy nesmi byt skladovany spolecné se syrovym
masem. Jaky je nejmensi pocet oddélenych mistnosti, ktery ve skladu potrebujeme?

Sestavime graf, jehoz vrcholy budou odpovidat skladovanym komoditam a hranou spojime
dva vrcholy, pokud odpovidajici komodity nesmi byt skladovany soucasné. Jaky je nejmensi
pocet barev potrebny k takovému obarveni vrcholii grafu, aby Zadné dva sousedni vrcholy nebyly
obarveny stejné?

6.1.0.37. Optimalizace krizovatek

KF¥iZzovatka ma riizné jizdni pruhy (koridory), jak pro auta, tak pro chodce. Doprava v koridorech,
které se nekrizi, miZe probihat soucasné. Naopak koridory, které se krizi, musi mit zelenou
v jinych Casovych intervalech. Jaky je nejmensi pocet casovych intervalii v jednom “cyklu”
semaforu, kdy kazdy koridor mél alespori jedenkrat zelenou?

Ulohu budeme modelovat grafem, jehoZ vrcholy odpovidaji dopravnim koridorim a kaZdé
dva koridory, které spolu koliduji, spojime hranou. Opét se budeme ptat na nejmensi pocet barev
nutny k takovému obarveni vrcholi grafu, kde koncové vrcholy kazdé hrany maji riznou barvu.
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Po prostudovani této sekce budete schopni: 2>

e vysvétlit vyznam barveni grafi,

e prevést prakticky problém na tlohu barveni grafu, D p ZhraoocEsch

V PLZNI

e poznat grafy s malou barevnosti.

Nejprve zavedeme pojem obarveni grafu a barevnost grafu. Potom uvedeme nékolik
zékladnich pozorovani a tvrzeni a ukazeme jak resit llohu barveni grafu pro nékteré specialni

pripady.
Definice 6.1. Obarveni grafu G pomoci k barev je takové zobrazeni
c:V(G) = {1,2,...,k},

ze kazdé dva vrcholy, které jsou spojené hranou, budou mit ruznou barvu, tj. ¢(u) # c(v)
pro kazdou hranu uv € E(G).
Uvedenému obarveni vrcholt grafu se tika také dobré vrcholové barveni grafu.

Samoziejmé muzeme kazdy graf obarvit pomoci tolika barev, kolik ma graf vrchold —
kazdy vrchol jednoduse dostane jinou barvu. Nas vsSak zajimé co mozna nejmensi pocet
barev, pro které existuje dobré vrcholové barveni grafu G. V praktickych tlohach odpovida
pocet barev ndkladiim nebo pozadavkim, které se snazime minimalizovat.

Definice 6.2. Barevnost grafu G je nejmensi prirozené ¢islo x(G), pro které existuje
obarveni grafu G pomoci x(G) barev.

Barevnosti se 1iké také chromatické c¢islo.
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Priklad 6.3. Urcete barevnost cyklu C5 a cyklu Cj.

Reseni. Nejprve uréime barevnost cyklu Cs. Vrcholy cyklu Cs oznadime
po tadé wvi,ve,vs,vq,v5. Protoze vy a we jsou spojeny hranou, potfebujeme na obar-
veni grafu Cs alespon dvé barvy. Zkusime cely graf obarvit dvéma barvami. Bez djmy
na obecnosti obarvime vrchol v; prvni barvou (naptiklad modfe) a vrchol vy druhou barvou
(napriklad ¢ervené). Potom vsak vrchol v sousedi s ¢ervené obarvenym vrcholem vg, proto
obarvime vrchol v3 modrou barvou a to si zase vynuti obarveni vrcholu vy ¢ervenou barvou
(Obréazek 6.1 vlevo).

Posledni neobarveny vrchol vs je sousedni s modre obarvenym vrcholem v; a c¢ervené
obarvenym vrcholem wv4. Po obarveni prvniho vrcholu v; jsme v zddném kroku uz neméli
moznost volby, proto dvé barvy na dobré vrcholové barveni cyklu Cs nestaci. Na obarveni
vrcholu vs musime pouzit dalsi barvu. Na Obrazku 6.1 je cyklus Cs dobte obarven tfemi
barvami a proto barevnost cyklu C5 je x(C5) = 3. Stejné bychom zduvodnili, Ze barevnost
kazdého lichého cyklu je 3.

@ Vg V1
V2 Us

U3 V6

U3 V4 V4 Us
Cs Ce

Obréazek 6.1 Dobré vrcholové barveni cykla Cs a Cg.

Nyni urc¢ime barevnost cyklu Cg. Oznacime vrcholy podobné jako v cyklu Cs. Thned
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je ziejmé, ze na dobré vrcholové barveni potfebujeme alespon dvé barvy. Na Obrazku 6.1
vpravo vidime, ze dvé barvy sta¢i, proto barevnost cyklu Cs je x(Cs) = 2. Analogicky
bychom zdtvodnili, ze barevnost kazdého sudého cyklu je 2. A

6.1.0.38. Horni odhad poctu barev

Je zfejmé, ze na obarveni daného grafu nemuzeme pouzit vice barev, nez je vrcholi v grafu.
Ukéazeme, ze barevnost grafu GG se rovnd poctu jeho vrcholi pouze, kdyz G je kompletni
graf.

Lemma 6.4. Pro kazdy jednoduchy graf G na n vrcholech plati x(G) < n. Rovnost nastdvd
pravé tehdy, kdyz G je uplny graf.

Drikaz. Pro kazdy graf G na n vrcholech stac¢i kazdy vrchol obarvit jinou barvou a mame
dobré vrcholové obarveni grafu G n barvami. To znamen4, ze x(G) < n.

Je-li G ~ K,, tak zadné dva vrcholy nemohou byt obarveny stejnou barvou, protoze
kazdé dva vrcholy jsou sousedni. Proto x(K,) = n.

Pokud ale graf G neni kompletni a nékterd hrana uwv v grafu G chybi, mizeme oba
jeji koncové vrcholy obarvit stejnou barvou c(u) = ¢(v) = 1 a zbyvajici vrcholy obarvime
ruznymi barvami 2,3,...,n — 1. Dostaneme tak obarveni grafu G méné nez n barvami a
plati x(G) < n. Tim je tvrzeni dokézano. O

Uz jsme ukéazali, ze x(C5) =3 = A(C5) + 1 a x(K,,) =n = A(K,,) + 1. Toto pozorovani
je mozno zobecnit a dé se ukazat, ze jsou to pravé jen liché cykly a kompletni grafy, pro které
plati x(G) = A(G) + 1.

Dokonce je mozno dokézat, ze na dobré vrcholové obarveni kazdého grafu kromé kom-
pletnich graft a lichych cykla staci nejvyse tolik barev, jaky je nejvétsi stupen v grafu.
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Véta 6.5 (Brooksova véta). Pro kazdy graf na n vrcholech rizny od K, a lichych cykli
Cy, plati x(G) £ A(G).

Diikaz tohoto tvrzeni presahuje rémec naseho kurzu, zdjemci jej mohou najit treba v [7].

Samozrejmé ne v kazdém grafu musime pouzit tolik barev, jaky je nejvyssi stupen vr-
cholu v grafu. Naptiklad na dobré vrcholové obarveni (kompletnich) bipartitnich grafi staci
dvé barvy (Obrézek 6.2).

T

Obrézek 6.2 Dobré vrcholové barveni grafu K46 a stromu 7.

Jak obecné pro dany graf G urcit x(G) a jak najit dobré vrcholové barveni pomoci x(G)
barev? Algoritmy pro nalezeni takového barveni jsou komplikované a nejsou soucésti tohoto
textu. Jednoduchou heuristiku, kterda vSak nemusi dat vzdy obarveni pomoci nejmensiho
mozného poctu barev najdete v [5]. Upozornime jesté, ze neni zndm algoritmus s polyno-
midlni slozitosti, ktery by umél najit dobré vrcholové barveni s nejmensim poctem barev
pro libovolny graf. Pro obecny graf existuje algoritmus slozitosti O(n2"), kde n je pocet
vrchold. V praxi se obvykle vyuzivaji heuristické algoritmy jako Brelazova heuristika nebo
hladova heuristika.
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6.1.0.39. Dolni odhad poctu barev

Brooksova véta 1iké kolik nejvice barev potrebujeme na dobré vrcholové obarveni daného
grafu. Nyni ukdZeme nékolik jednoduchych odhadu, kolik barev je pro dany graf potieba
nejmene.

Véta 6.6. Graf G md barevnost 1 prave tehdy, kdyz nemd Zadné hrany.

Diikaz. Dilkaz tvrzeni je snadny. Pokud graf nemé hrany, obarvime vSechny vrcholy bar-
vou 1. A maji-li vSechny vrcholy stejnou barvu, nemutze byt v grafu zadné hrana. O

S jedinou barvou vysta¢ime na dobré vrcholové barveni pouze v grafu bez hran. Grafy,
na jejichz dobré obarveni potfebujeme dvé barvy, uz jsou zajimavejsi.

Véta 6.7. Graf G md barevnost 2 prave tehdy, kdyz neobsahuje jako podgraf Zadny cyklus
liché délky.

Dikaz. Peclivy diukaz vyzaduje komplikované technické rozbory, proto jen naznac¢ime mys-
lenku dikazu.

Uz vime, ze lichy cyklus nelze dobfe obarvit dvéma barvami (Priklad 6.3). Tim jsme
nepiimo zduvodnili, ze graf s barevnosti 2 nemiize obsahovat lichy cyklus.

Zvolime libovolny vrchol v v grafu G a obarvime jej barvou 1. Vrcholy, jejichz vzdéle-
nost od v je licha, obarvime barvou 2 a vrcholy, jejichz vzdalenost od v je sudd, obarvime
barvou 1.

Oznac¢me w posledni spoleény vrchol na néjakych nejkratsich cestach z v do = a z v
do y. Pokud bychom ziskali dva vrcholy z, y v sudé vzdélenosti od vrcholu v (a tedy i
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od vrcholu w) spojené hranou xy, tak spojenim cesty z w do z, cesty z w do y a hrany zy
by vznikl uzavrieny sled liché délky. Tento sled je soucasné cyklem (proc¢?) liché délky, coz
podle predpokladu neni mozné.

Pro dva vrcholy v liché vzdalenosti je zdiivodnéni podobné. Proto navrzené obarveni je
dobré (neobarvi sousedni vrcholy stejnou barvou) a dvé barvy na obarveni grafu G stac¢i. [

Grafy, které neobsahuji cykly liché délky, jsou bipartitni (Obrazek 6.2). To znamen4, zZe
jejich vrcholy umime rozdélit do dvou mnozin (partit) tak, ze v ramci kazdé partity neni
mezi vrcholy zadna hrana. Potom stac¢i vrcholy v jedné partité obarvit jednou barvou a
vrcholy v druhé partité obarvit druhou barvou.

Bez dikazu uvedeme jesté jeden snadny dolni odhad barevnosti daného grafu.

Véta 6.8. Jestlize v grafu G je kompletni podgraf na k wvrcholech, tak na dobré obarveni
celého grafu G je potreba alespori k barev.

Kontrolni otazky

1. Muze byt barevnost grafu mensi nez nejvétsi stupen vrchola v grafu?
2. Muze byt barevnost grafu mensi nez nejmensi stupen vrcholi v grafu?

3. Muze byt barevnost grafu vyssi nez nejvétsi stupen vrcholt v grafu?

Pojmy k zapamatovani

— skladovaci problém

— dobré vrcholové barveni
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— barevnost (chromatické ¢islo) grafu

@:

— Brooksova véta

6.2. Rovinné nakresleni graft J, oo
P q q vz
ravodce studiem

Uz v Kapitole 1 jsme zavedli pojem nakresleni grafu. Dosud vsak nehralo roli, jak dany graf

nakreslime. Pro nékteré aplikace je vsak zdsadni, zda se ndm podafi nakreslit graf tak, aby

se hrany neprotinaly. Napriklad schémata elektrickych obvodi miizeme chapat jako grafy a pri

navrhu jednovrstevného tisténého spoje je Zadouci, aby se ve schématu nachazelo co nejméné

kFizeni, protoZe kfiZeni je nutno pfemostit.
V této a pristi sekci si zavedeme pojem rovinného grafu a ukaZeme si, jak rovinné grafy

Cile

d
i

Po prostudovani této sekce budete schopni:
e popsat rovinny graf a vysvétlit jeho vyznam,
e vysvétlit rozdil mezi rovinnym a nerovinnym grafem,
e urcit pocet oblasti grafu,
e pouzit Eulertiv vzorec pro urceni nékterych parametrti rovinného grafu,

e pro nékteré (husté) grafy poznat, Ze nejsou rovinné.
Zavfit dokument

Nejprve vyslovime definici rovinného grafu.
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Definice 6.9. Rovinnym nakresleni grafu G je takové nakresleni grafu, ve kterém jsou
vrcholy zndzornény jako rizné body v roviné a hrany jako kiivky spojujici body svych
koncovych vrcholi, pricemz hrany se nesmi krizit ani prochézet jinymi body, nez které
odpovidaji koncovym vrcholtim.

Rekneme, ze graf je rovinng pokud mame jeho rovinné nakreslen.

Grafiim, pro které existuje rovinné nakresleni, se nékdy ika plandrni grafy.
Na Obrazku 6.3 jsou priklady rovinnych graft. Péknym piikladem rovinnych graft jsou
grafy mnohosténi (graf ¢tyfsténu, graf krychle, graf osmisténu, graf dvanéctisténu, hranoly,

).

Obréazek 6.3 Rovinné grafy (graf ¢tyfsténu, graf trojbokého hranolu a graf osmisténu.

Bohuzel, ne kazdy graf ma rovinné nakresleni.

Priklad 6.10. Existuje rovinné nakresleni a) grafu K5, b) grafu K5 s jednou odebranou
hranou?

Reseni.  a) Na Obrazku 6.4 vlevo je obvyklé nakresleni grafu K3, ve kterém je celkem pét
kiizeni hran. Po nékolika pokusech se ndm muze podafrit najit nakresleni s jedinym
kifzenim hran (Obrézek 6.4 vpravo). Dale v textu na strané 211 ukdzeme, ze zadné
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nakresleni grafu K5 v roviné nemize byt bez kizeni hran. Graf K5 proto nemé rovinné
nakresleni.

Obrazek 6.4 Graf K5 a jeho nakresleni s jedinym krizenim hran.

b) Na Obrazku 6.5 vlevo je nakresleni grafu K5 bez jedné hrany. Na Obrazku 6.5 upro-
stTed je nakresleni stejného grafu, pricemz zadné dvé hrany se nektizi. Na Obrazku 6.5
vpravo je jiné nakresleni téhoz grafu, pricemz hrany jsou nakresleny jako tsecky. Pro
graf Ky bez jedné hrany existuje jeho rovinné nakresleni.

A

D4 se ukazat, ze grafy mnohosténu jsou vzdy rovinné a (alesporl) 3-souvislé. A naopak
také plati, ze kazdy rovinny 3-souvisly jednoduchy graf je grafem néjakého mnohosténu.

V rovinném nakresleni ma smysl zkoumat nejen vrcholy a hrany, ale také oblasti, na které
rovinu rozdéli dané nakresleni grafu.

Definice 6.11. Oblastmi rovinného nakresleni grafu nazyvame souvislé oblasti roviny
ohranicené nakreslenim grafu.
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Obrazek 6.5 Graf K5 bez jedné hrany a dvé jeho rovinna nakresleni.

Oblastem se nékdy iika stény a v anglické literature ,faces.“ PTi poc¢itani oblasti neza-
pomenme na ,vnéjsi“ oblast, nebot i ta je sou¢dsti roviny (Obrazek 6.6). Napfiklad grafy
na Obrazku 6.3 maji postupné 4, 6 a 8 oblasti. Pokud se na Obréazek 6.3 podivame jako
na nakresleni jediného grafu se tfemi komponentami, ma nakresleni celkem 16 oblasti. Uvé-
domte si, ze oblast grafu je ohranic¢ena cyklem (pfipadné jednim nebo vice uzavienymi sledy,
pokud jsou v grafu mosty nebo graf neni souvisly).

Obrazek 6.6 Oblasti rovinného grafu.

Uz Leonhard Euler si kolem roku 1750 vsiml, Ze mezi po¢tem vrchold, poc¢tem hran a
poctem oblasti rovinného grafu je jednoznacny vztah.
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Véta 6.12 (Euleruv vzorec). Méjme jednoduchy souvisly rovinng graf s f oblastmi, v
vrcholy a h hranami. Potom plati

v+ f—h=2.

Dikaz. Dikaz povedeme indukci vzhledem k poctu hran e.
Zdklad indukce: Nejmensi souvisly graf na v vrcholech je podle Véty 5.10 strom. Protoze
strom neobsahuje cyklus, tak nakresleni grafu ma jedinou oblast — vnéjsi oblast. Podle
Véty 5.4 vime, ze takovy graf ma h = v — 1 hran a snadno ovéfime, ze plati v+ f —h =v+
+1-(v—-1)=2.
Indukcni krok: Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro vSechny grafy, které maji h — 1 hran.
Pokud graf G obsahuje cyklus C, tak vynechdnim jedné hrany e cyklu C se pocet hran
snizi o 1. Zaroven se zméni pocet oblasti, protoze hrana e cyklu C' oddélovala dvé oblasti
(vnitfni a vnéjsi oblast cyklu C, které sousedily spole¢nou hranou e). Vynechdnim hrany e
tyto oblasti splynou v jedinou oblast a proto se pocet oblasti také snizi o 1. Pocet vrcholi
se nezmeéni.

Podle indukéniho predpokladu v mensim grafu plati v + (f — 1) — (h — 1) = 2, odkud
ihned vidime, ze plati také v + f — h = 2. O

Vsimnéte si, ze Eulertiv vzorec nezavisi na zvoleném nakresleni grafu, pouze na strukture
grafu. To znamen4, ze kazdé rovinné nakresleni grafu ma stejny pocet oblasti, tento pocet
je jednoznacné urcen poctem vrcholt a hran rovinného grafu.

Ackoli je vztah pomérné jednoduchy, mé mnoho aplikaci a disledkt. Nékteré dusledky
zminime a dokonce dokazeme.

Dusledek 6.13. Jednoduchy rovinnyg graf na v = 3 wvrcholech md nejvjse 3v — 6 hran.
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Drikaz. Ukazeme, ze nerovnost plati v kazdé komponenté rovinného grafu, proto mizeme
predpokladat, ze dany graf G je souvisly. Oznacime v pocet vrcholt v grafu G, f pocet
oblasti a h pocet hran.

Protoze jednoduchy graf neobsahuje smycky ani ndsobné hrany, tak kazdé oblast je (v li-
bovolném nakresleni grafu G) ohranic¢ena alespon tfemi hranami. Budeme-li pocitat hrany
na hranici kazdé oblasti, zapocitdme kazdou hranu nejvyse dvakrat (ve dvou prilehlych
oblastech). Plati tedy 2h = 3f, neboli %h 2 f. Dosazenim do Eulerova vztahu dostaneme

2 1
2:v+f—h§0+§h—h:v—§h,

odkud snadno vyjadiime horni odhad poc¢tu hran
h<3(wv—2)=3v-6,
coz je dokazované tvrzeni. O

Je zajimavé srovnat horni odhad poé¢tu hran 3v — 6 s poctem hran v(v — 1)/2 komplet-
niho grafu na v. Véta 6.13 1ikd, ze rovinny graf nemtize obsahovat ,mnoho hran“, ani ne
trojnasobek poctu vrcholi. Velky kompletni graf proto ma mnohem vice hran nez rovinny
graf se stejnym poctem vrcholi.

Pokud v rovinném grafu nejsou zadné kratké cykly Cs (fikdme jim trojuhelniky), tak
graf musi obsahovat jesté méné hran, ani ne dvojnasobek poctu vrcholt.

Dusledek 6.14. Jednoduchy rovinng graf bez trojuhelniki Cs na v = 3 vrcholech md nejuyse
2v — 4 hran.

Drikaz. Tvrzeni dokazeme obdobné. Oznacime v pocet vrcholi v grafu G, f pocet oblasti
a h pocet hran. Tentokrat vime, ze graf nema ani trojihelniky Cs, a proto je kazda oblast
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v libovolném nakresleni grafu ohranicena alespon ¢tyimi hranami. Opét, budeme-li pocitat
hrany na hranici kazdé oblasti, zapocitdme kazdou hranu nejvyse dvakrat. Plati tedy 2h =
2> 4f, neboli %h 2 f. Dosazenim do Eulerova vztahu dostaneme

2 1
2=v+f—h<v+-h—h=v— =h,
4 2
odkud snadno dostaneme horni odhad poc¢tu hran v grafech bez trojihelnik
h<2wv—2)=2v—4,
coz je dokazované tvrzeni. O

Prikladem grafti bez trojuihelnikt jsou bipartitni grafy. Rovinné bipartitni grafy jsou
velmi ridké — maji malo hran.
Diky Eulerovu vzorci mizeme dokonce ohranicit shora nejnizsi stupen rovinného grafu!

Disledek 6.15. Kazdy rovinng graf obsahuje vrchol stupné nejvyse 5. KaZdy rovinng graf
bez trojuhelniku obsahuje vrchol stupné nejvyse 3.

Drikaz. Postupujeme sporem. Pokud by vSechny vrcholy byly stupné alespon 6, cely graf by
meél podle Principu sudosti 1.15 alespon % -6v = 3v hran, coz je ve sporu s Dusledkem 6.13.
Proto musi mit néktery vrchol stupen mensi nez 6.

Podobné, pokud by vsechny vrcholy v grafu bez trojihelnikti byly pro spor stupné 4
nebo vétsiho, tak cely graf by mél podle Principu sudosti 1.15 alespon % -4v = 2v hran, coz
je ve sporu s Diisledkem 6.14. Proto musi mit néktery vrchol stupen mensi nez 4. O

Vsimnéte si, ze rovinny graf sice muze obsahovat vrcholy vysokych stupna, avsak sou-
casné musi vzdy obsahovat néjaky vrchol malého stupné. Je dokonce mozno ukézat, ze
takovych vrcholtt s malym stupném musi byt v grafu nékolik.
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Pojmy k zapamatovani

— rovinny graf

@:

— oblast grafu

— Euleruv vzorec ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA

V PLZNI

A4

6.3. Rozpoznani rovinnych grafti

Pruvodce studiem

. Byt rovinny"“, respektive , nebyt rovinny" je dilezitou vlastnosti grafu. Nejen, Ze nakresleni
grafu bez kfizeni hran je prehlednéjsi, ale (jak jsme zminili dvodu) najdeme praktické uplatnéni.
PFi vyrobé tisténych spojii pro schémata, kterym odpovida rovinny graf, vystacime s jednovrs-
tevnym tisténym spojem. 210. strana ze 272

Nyni ukaZzeme, jak pro dany graf rozhodnout, zda existuje jeho rovinné nakresleni nebo
ne. Pochopitelné nema smysl zkouSet nahodné nakreslit graf bez kfiZzeni hran, protoZe riiznych
nakresleni stejného grafu existuje nekonecné mnoho.

Ukazeme, Ze dobrym voditkem prfi urcovani rovinnosti grafu je Euleriv vzorec, respektive
jeho disledky uvedené v predchozi sekci.

Obsah

5
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Cile
Po prostudovani této sekce budete schopni:

e ukdzat, ze dva vyznamné grafy K5 a K33 nejsou rovinné,
Zavfit dokument

e vysvétlit pojem rozdéleni grafu,
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e pouzit Kuratowského vétu pro urceni, zda dany graf je rovinny.

Na rozdil od urceni barevnosti grafu, je uréeni rovinnosti grafu relativné rychle algorit-
micky Tesitelné. My se zamérime pouze na pripady malych grafii, protoze zminéné algoritmy
presahuji rdmec kurzu.

Nejprve ukazeme dva dilezité grafy, které nejsou rovinné.

Obrézek 6.7 Grafy K5 a K333

Priklad 6.16. Ukazte, Ze grafy K5 a K33 nejsou rovinné.

Resend. V&imnéme si, Ze graf K5 ma 5 vrchol@t a 10 hran. Ale podle Disledku 6.13 mé
rovinny graf na péti vrcholech nejvyse 3 -5 — 6 = 9 hran. Proto neni graf K5 rovinny.
Podobné graf K33 ma 6 vrcholi a 9 hran a navic neobsahuje zadné trojihelniky. Ale
podle Diusledku 6.14 méa rovinny graf bez trojuhelnikii na Sesti vrcholech nejvyse 2-6 —4 = 8
hran. Proto ani graf K33 neni rovinny. A

Vysledek prikladu zformulujeme jako dalsi dusledek Eulerova vzorce 6.12.

Dausledek 6.17. Grafy K5 a K33 nejsou rovinné.
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Ukazuje se, ze oba grafy K5 a K33 maji kliCové postaveni. Jejich struktura neumoznuje
rovinné nakresleni, naproti tomu zadné dalsi takova struktura neexistuje. Jestlize graf neni
rovinny, obsahuje vzdy jednu z uvedenych struktur.

Abychom nerovinnou ,strukturu popsali, zavedeme pojem rozdéleni grafu. Rozdéleni
grafu je graf, ktery ma stejnou strukturu, pripadné néjaké vrcholy stupné 2 navic.

Definice 6.18. Rozdélenim grafu G rozumime graf, ktery vznikne z grafu G nahrazenim
nékterych hran cestami.

Rozdéleni grafu se tika také subdivize. Neformalné muzeme Tici, ze v nakresleni grafu
smime na hrany pridévat vrcholy, ale nesmime pridavat vrcholy na krizeni hran. Také ne-
smime pridavat cesty tam, kde neni hrana.

Mgjme graf G, priddme novy vrchol w a odebereme napiiklad hranu wv grafu G a
nahradime ji dvojici hran uw a wv. Dostaneme novy graf G’, ktery je rozdélenim pivodniho
grafu G (Obrazek 6.8). Symbolicky muzeme zapsat, ze rozdéleni G’ grafu G je

G = (V(G) U{w}, (B(G) \ {wv}) U {uw, wo}).

Obrazek 6.8 Graf G s vyznacenou hranou uv a rozdéleni G’ grafu G.
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Kazimierz Kuratowski v roce 1930 ukézal, Ze plati nasledujici prekvapivé jednoduché
tvrzeni.

Véta 6.19. Graf G je rovinng pravé tehdy, kdyz neobsahuje jako podgrafy rozdeleni
grafi K5 nebo K3 3.

Dtikaz nebudeme uvadét, protoze je komplikovany. Priklady rozdéleni zakazanych pod-
grafi jsou na Obrazku 6.9. Takovych zakidzanych podgraft sice existuje nekone¢né mnoho,
vSechny vsak vychazeji ze struktury grafi K5 a K3 3.

Obrazek 6.9 Piiklady rozdéleni grafi K5 a K3 3.

Priklad 6.20. Je Peterseniiv graf na Obrazku 1.9 rovinny?

Reseni. Po chvili zkouSeni zjistime, Ze se ndm nedaii nakreslit Peterseniv graf bez kifzeni
hran. Zkusime ukézat, Ze neni rovinny.

Petersentv graf ma 10 vrcholi a 15 hran. Podle Dusledku 6.13 vime, Ze rovinny graf
na 10 vrcholech miiZze mit nejvyse 3 - 10 — 6 = 24 hran. To Petersenuv graf splniuje, proto
podle Disledku 6.13 nelze o rovinnosti nebo nerovinnosti rozhodnout.
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Vsimneme si, ze Petersenuv graf neobsahuje trojuhelniky. Podle Dusledku 6.14 vime,
ze rovinny graf bez trojthelnikid na 10 vrcholech mtze mit nejvyse 2 - 10 — 4 = 16 hran.
To Petersentiv graf splnuje, proto podle Disledku 6.14 nelze o rovinnosti nebo nerovinnosti
rozhodnout.

Déle Peterseniiv graf jisté neobsahuje rozdéleni grafu Kjs, protoze nema pét vrcholi
stupné 4 nebo vétsiho.

P1i peclivém zkoumani si vSimneme, ze nejkratsi cyklus v Petersenové grafu ma délku 5.
Proto Petersentiv graf neobsahuje K33 jako podgraf, protoze K33 obsahuje cyklus Cj.

Petersentiv graf vsak obsahuje rozdéleni grafu K33, proto neni rovinny (Obrazek 6.10).

A

Obrazek 6.10 Peterseniiv graf obsahuje rozdéleni grafu K33 jako podgraf.

Priklad 6.21. Existuje néjaky rovinny graf s 21 hranami a a 16 oblastmi?

Reseni. Ukézeme, Ze takovy graf neexistuje. Podle Eulerova vzorce 6.12 by takovy graf G
mélv=2+e— f =2+421—16 = 7 vrcholi. Podle Principu sudosti 1.15 by graf G mél
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VIR
soucet stupni roven 42 a protoze zadny vrchol nemutze byt stupné vétsiho nez 6, musel by " =
graf G byt kompletnim grafem K7. Ten vSak neni podle Kuratowského véty 6.19 rovinny, "‘::,/ '3«5
nebot obsahuje podgraf K. A TS
I7E) 2 EiEE D b oo

V PLZNI

Vime, ze rovinné grafy je mozno nakreslit bez kiizeni hran. D4 se ukazat, ze rovinné grafy je mozno
nakreslit dokonce tak ,pékné“, ze vystacime s pravitkem.

Véta 6.22. Kazdy jednoduchy rovinny graf lze nakreslit v roviné bez krizeni hran tak, Ze hrany
jsou usecky.

Pojmy k zapamatovani

— rozdéleni grafu

— Kuratowského véta

6.4. Barveni map a rovinnych grafi

Pruvodce studiem

Jeden z nejznaméjsich problémii teorie grafi je problém Ctyr barev. Dnes bychom méli fikat
., Véta o CtyFech barvach, “ nebot uz byla dokazana. Jeho formulace je sice jednoducha, ale reseni
si vyZadalo vice nez 100 let.
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6.4.0.40. Problém ctyr barev

Kolik nejméné barev je potreba k obarveni politické mapy tak, aby sousedni staty nebyly obarveny
stejnou barvou. Za sousedni povaZujeme ty staty, které maji spoleCny tsek hranice, nikoli pouze
bod.

Uplné Feseni daného problému si vyZadalo, kromé celé Fady diikazii teoretickych tvrzeni, také
vySetreni velkého mnoZstvi pfipadii na pocitaci.

V této sekci zavedeme nékolik pojmi a ukdZeme néktera jednodussi tvrzeni a specialni
pripady.

Cile
Po prostudovéani této sekce budete schopni:
e vysvétlit jak souvisi barveni politickych map a barveni graft,

e najit dobré vrcholové barveni rovinného grafu nejvyse sSesti barvami,

e najit dobré vrcholové barveni rovinného grafu bez trojihelniki nejvyse ¢tyfmi
barvami.

Obarveni politické mapy snadno prevedeme na barveni grafu. Vezméme napiiklad mapu
krajiu nasi republiky (Obrézek 6.11). Kazdou oblast nahradime vrcholem (hlavnim nebo
krajskym méstem) a dva vrcholy spojime hranou, jestlize jsou odpovidajici oblasti nebo stéty
sousedni. Obarveni oblasti mapy tak prevedeme na hledani dobrého vrcholového barveni
odpovidajiciho rovinného grafu.

@:

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

216. strana ze 272,

5
"l

Zavrit dokument

I Cels obrazovka/Okno




Barevnost a kresleni grafi 217 P S 0

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

Obrazek 6.11 Obarveni kraji republiky ¢tyfmi barvami.

Pro zajemce

Druhou moznosti, jak sestavit graf G dané tlohy, je oznacit hranice stati za hrany a mista kiizeni
za vrcholy. Dostaneme rovinny graf G. Potom budeme hledat barveni oblasti grafu G, ve kterém
zadné dvé sousedni oblasti nemaji stejnou barvu. K tomuto grafu G pak sestavime tzv. ,dudlni
graf.«

Definice 6.23. Dudlni graf rovinného nakresleni grafu G ziskame, kdyz kazdou oblast nahradime
vrcholem. Dva vrcholy nového grafu spojime hranou, jestlize odpovidajici dvojice oblasti sousedi
hranou grafu G.
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Na Obréazku 6.12 vlevo je rovinny graf G' a modfe vyznaceny dudlni multigraf G’. Dudlni mul-
tigraf obecné muze obsahovat ndsobné hrany a smycky. Pokud vSak v dudlnim multigrafu G’ od-
stranime ndsobné hrany (ndsobné hrany odpovidaji cestdm v grafu G, jejichz vnitini vrcholy maji
stupen 2) a smyc¢ky (smycky odpovidaji hrandm vrcholu stupné 1), tak dostaneme jednoduchy graf
(Obrézek 6.12 vpravo). D4 se ukdzat, ze tento dudln{ multigraf G’ i zjednoduseny dudlni graf k ro-
vinnému grafu jsou opét rovinné grafy.

Obréazek 6.12 Graf G s modre vyznacenym dudlnim multigrafem a prekresleny dualni graf.

Dualni graf je pro dané nakresleni grafu urcen jednoznacné, ale pro rizna nakresleni téhoz grafu
muzeme dostat rizné neisomorfni dualni grafy.

Mame tedy rovinny graf G' a hleddme jeho dobré vrcholovi barveni. Kolik nejméné barev
potfebujeme? Tuto otazku si polozil Francis Guthrie uz v roce 1852. Vsiml si, ze pti obar-
vovani map Anglie vystaci se ¢tyfmi barvami. Béhem nasledujicich let se o dukaz, ze Ctyri
barvy staci, pokousela fada matematiki. Az v roce 1976 Appel a Haken (a pozdéji v roce
1993 jinym zpusobem Robertson, Seymour, Sanders a Thomas), dokdzali vétu, kterd rozre-
sila problém c¢tyt barev. Jednd se o jeden z nejslavnéjsich vysledki diskrétni matematiky:
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Véta 6.24 (Véta o ¢tyfech barvach). Kazdy rovinng graf bez smycek lze obarvit ctyrmi
barvami.

Dtikaz je velmi rozsahly, vydal by na samostatnou knihu, a proto jej vynechame.
Nenf vsak tézké ukazat jednodussi tvrzeni, ze pro obarveni rovinného grafu staci 6 barev.
Také pro rovinné grafy bez trojuhelnikt vétu o ¢tyrech barvach dokdzeme snadno.

Véta 6.25. Kazdy rovinng graf lze obarvit Sesti barvami. Kazdy rovinng graf bez trojihel-
nikid lze obarvit ctyrmi barvams.

Dikaz. Tvrzeni ukdzeme indukci vzhledem k poctu vrchola.

Zdklad indukce: Graf s 1 vrcholem je jisté rovinny a na jeho dobré vrcholové barveni staci
jedna barva.

Indukcni krok: Méjme graf s alespon dvéma vrcholy. A predpokladejme, ze pro vSechny
mensi rovinné grafy tvrzeni plati.

Podle Diisledku 6.15 najdeme v grafu G vrchol v stupné nejvyse 5. Graf G — v je opét
jednoduchy rovinny graf bez smycek i trojuhelniki. Podle indukéniho predpokladu 1ze tento
mensi graf obarvit Sesti barvami. Z nich jen nejvyse pét bude pouzito na obarveni sousedu
vrcholu v a tak Sestou nepouzitou barvu muzeme vZdy pouzit na obarveni vrcholu v. Tim
dostaneme dobré vrcholové barveni grafu G.

Druhé cast se dokaze analogicky s vyuzitim druhé ¢asti Disledku 6.15. O

Vsimnéte si, ze ditkaz je konstruktivni. Dava jednoduchy navod, jak najit dobré vrcholové
obarveni rovinného grafu nejvyse Sesti barvami. Podle Véty 6.24 vSak vime, Ze budou stacit
¢tyTi barvy. Bohuzel optimalni algoritmus barveni je komplikovany a presahuje ramec naseho
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1849
textu. Algoritmus naznaceny v dikazu véty 6.25 nemusi dat barveni s nejmensim moznym . =
= N
5N &

poctem barev.
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Priklad 6.26. Urcete barevnost rovinného grafu na Obréazku 6.13.

Obrazek 6.13 Graf G

Reseni. Graf G je rovinny, proto podle Véty 6.24 na jeho obarveni potfebujeme nejvyse
¢tyti barvy. Proto x(G) £ 4. Na druhou stranu snadno najdeme v grafu G podgraf Kjs,
proto potfebujeme podle Véty 6.8 na obarveni grafu G alespon ti barvy: x(G) = 3. Nyni
vime 3 £ x(G) = 4. Protoze na Obréazku 6.14 se ndm podatilo najit obarveni grafu G tfemi

barvami, tak plati x(G) = 3. A

Pojmy k zapamatovani

— dudlni graf

— véta o Ctyrech barvach
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Obréazek 6.14 Obarveni grafu G tfemi barvami.
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6.5. Test

Nasleduje jednoduchy test, pro nalezeni spravné odpovédi jedné otézky neni potreba vice
nez pul minuty.

Barevnost a kresleni grafa

1. Aby dané barveni grafu bylo dobré, musi platit, ze

(a) Kazdy vrchol mé jinou barvu.
b) Kazdé dva sousedni vrcholy maji jinou barvu.

¢) Alespon jeden soused kazdého vrcholu m4 jinou barvu, nez samotny vrchol.

(b)

(c)

(d) Pocet pouzitych barev je alespon A(G).

(e) Pro kazdy vrchol maji vSechny s nim sousedni vrcholy navzdjem rizné barvy.
(f)

f) Pro kazdy vrchol maji vSechny s nim sousedni vrcholy jinou barvu nez samotny
vrchol.

2. Jaké je barevnost (chromatické ¢islo) netrivialniho stromu?
3. Jaka je barevnost (chromatické ¢islo) kompletnich bipartitnich grafa?

4. Kterd z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?

(a) Barevnost (chromatické ¢islo) kazdého lichého cyklu je pravé 3.

(b) Barevnost (chromatické ¢islo) kazdého lichého cyklu je alespon 3.
(c) Barevnost (chromatické ¢islo) kazdého cyklu je 2.

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI




Barevnost a kresleni grafi 223 P S 0

RN
(d) Jestlize graf G neni kompletni, tak barevnost (chromatické ¢islo) grafu G je nej- v 57
vide A(G). N/
/05'4' ““\Qﬁ

(e) Jestlize graf G neni lichy cyklus, tak barevnost (chromatické ¢islo) grafu G je nej-
vyse A(G).
(f) Barevnost (chromatické ¢islo) kompletniho bipartitniho grafu je min{d(G), A(G)}. D > invenm

V PLZNI

(g) Barevnost (chromatické ¢islo) kompletniho bipartitniho grafu je max{d(G), A(G)}.

5. Jaké je barevnost (chromatické ¢islo) grafu G vime-li, ze G obsahuje lichy cyklus jako
podgraf?
(a) alespon 2, (b) alespon 3,
(c) nejvyse 2, (d) nejvyse 3,
(e) prave 2, (f) prave 3.
6. Ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?

(a) Barevnost (chromatické ¢islo) grafu G je pravé n, jestlize G obsahuje podgraf K.
(b) Barevnost (chromatické ¢islo) grafu G je alespon n, jestlize G obsahuje podgraf K.
(c) Barevnost (chromatické ¢islo) grafu G je nejvyse n, jestlize G obsahuje podgraf K,.
(d) Barevnost (chromatické ¢islo) grafu G je n, jestlize A(G) = n.
(e) Barevnost (chromatické ¢islo) grafu G je n, jestlize §(G) = n.
(f) Barevnost (chromatické ¢islo) grafu G je n, jestlize §(G) = A(G) = n.
7. Jaka je barevnost rovinného grafu G?
(a) 2, (b) 4,
(c) IV(G)I; (d) A(G), [Zavne dotumee |
(e) A(G) + 1, (f) ani jedna z uvedenych moznosti neni
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8.

10.

11.

12.

Graf G m8 barevnost 1 pravé tehdy, kdyz?

(a) je kompletni, (b) ma nejvyse dva vrcholy,
(c¢) neobsahuje lichy cyklus, (d) neni souvisly,
(e) neobsahuje zddnou hranu, (f) neobsahuje vrchol stupné |V (G)| — 1.

. Kterd z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?

a) Graf je rovinny, jestlize je mozno jej nakreslit v roviné tak, aby se hrany nekrizily.
b) Graf je rovinny, jestlize neobsahuje podgraf K3 3.
¢) Graf je rovinny, jestlize neobsahuje podgraf Ks.

e) Graf Kg bez jedné hrany je rovinny.

(
(b)
(c)
(d) Graf je rovinny, jestlize neobsahuje podgraf K33 ani Ks.
(e)
()

f) Graf K5 neni rovinny.

Ozna¢me v pocet vrcholt rovinného grafu G, h pocet jeho hran a f pocet jeho oblasti.
Podle Eulerova vzorce v kazdém souvislém rovinném grafu plati nésledujici rovnost:
(@) v+ f+h=2, (b)v—f+h=2,

(c)v—f—h=2, (d)v+f—-h=2,

V rovinném nakresleni grafu mame 10 vrcholt a 15 hran. Kolik je v rovinném nakresleni
oblasti?

(a) 3 oblasti, (b) 5 oblasti,

(c) 7 oblasti, (d) pocet oblasti zavisi na nakresleni grafu.

Ktera z néasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?

(a) V rovinném grafu na v vrcholech je nejvyse 3v — 6 hran.
(b) V rovinném grafu bez trojihelniki C'3 na v vrcholech je nejvyse 2v — 4 hran.
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13.

14.

15.

(¢) V rovinném grafu je nejvyssi stupen vrcholu nejvyse 5 hran.

(d) V rovinném grafu bez trojihelniki je nejvyssi stupen vrcholu nejvyse 3 hran.

(e) Jestlize pocet hran v grafu na v vrcholech je nejvyse 3v — 6, tak graf je rovinny.

(f) Jestlize pocet hran v grafu bez trojuhelnikti C3 na v vrcholech je nejvyse 3v — 6,
tak graf je rovinny.

Abychom ukézali, ze dany graf G na v vrcholech neni rovinny, staci

(a) ukazat, ze G obsahuje vrchol stupné 6 nebo vétsiho,
) ukézat, ze G ma vice nez 3v — 6 hran,

c¢) ukazat, ze G obsahuje podgraf K,
)
)

(

(

(d) ukédzat, ze G obsahuje podgraf K3 3,

(e) ukazat, ze G obsahuje podgraf K5 a soucasné K33,
(

f) ukazat, ze G obsahuje podgraf K5 nebo K3 3.
Abychom ukézali, ze dany graf G bez trojithelniki C3 na v vrcholech neni rovinny, staci
a) ukdzat, ze G obsahuje vrchol stupné 4 nebo vétsiho,
b) ukézat, ze G mé vice nez 2v — 4 hran,
¢) ukézat, ze G obsahuje podgraf K,
d) ukézat, ze G obsahuje podgraf K3 3,
¢) ukazat, ze G obsahuje podgraf K5 a soucasné Ks 3,
f) ukazat, ze G obsahuje podgraf K5 nebo K3 3.

Jestlize graf G na v vrcholech neni rovinny, tak musi platit, ze

(a) G obsahuje vrchol stupné 6 nebo vétsiho,
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16.

17.

18.

19.

VIRV
b) G ma vice nez 3v — 6 hran, ¢ 57
c) G obsahuje jako podgraf rozdéleni grafu K, “&'&,,0 ‘.yg
KA oW

ZAPADOCESKA
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(b)

(c)

(d) G obsahuje jako podgraf rozdéleni grafu K33,

(e) G obsahuje jako podgraf rozdéleni grafu K5 a soucasné Ks 3,

(f) G obsahuje jako podgraf rozdéleni grafu K5 nebo K3 3. D

V PLZNI

Jestlize graf G bez trojihelnikii C5 na v vrcholech neni rovinny, tak musi platit, ze

(a) G obsahuje vrchol stupné 4 nebo vétsiho,
(b) G ma vice nez 2v — 4 hran,

(¢) G obsahuje jako podgraf rozdéleni grafu Ks,

(d) G obsahuje jako podgraf rozdéleni grafu K33,

(e) G obsahuje jako podgraf rozdéleni grafu K a soucasné Ks 3,
(f) G obsahuje jako podgraf rozdéleni grafu K5 nebo Ks 3.

Ktera z néasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?

(a) Kazdy rovinny graf 1ze dobte obarvit tfemi barvami.

(

b)
(¢) Kazdy rovinny graf 1ze dobfe obarvit péti barvami.
(d)

Kolik nejméné vrcholit musi mit rovinny graf s barevnosti 37

Kazdy rovinny graf lze dobie obarvit ¢tyfmi barvami.

Kazdy rovinny graf lze dobie obarvit Sesti barvami.

Kolik nejméné vrcholit musi mit rovinny graf s barevnosti 47
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Teorie grafii hraje klicovou roli pfi feseni Fady sitovych dloh. Mame dénu sit (pocitacovou sit,
produktovod, a podobné), kde hrany reprezentuji spojeni a vrcholy jsou napfiklad kfiZovatky
nebo switche.

Je prirozené, Ze hrany a vrcholy maji omezenou kapacitu, kterd je dana néjakym C&islem (a
fyzikalni jednotkou). Hlavni otdzka zni: Jaky nejvétsi objem latky nebo dat miZeme prepravit
po siti s danymi omezenimi z vychoziho vrcholu z do cilového vrcholu s. Této tloze se rika
hledani nejvétsiho toku v siti.

Na Obrazku 7.1 je mapa ropovodii a plynovodii v Evropé. V poslednich letech se Casto resila
otazka, zda je moZno dopravit dostatecny objem plynu z mist téZby na vychodé a na severu do
mist spotreby ve stredni Evropé. Zavfit dokument

d
i
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V této kapitole zavedeme nutné pojmy pFipravime teoretické nastroje k tomu, abychom uméli

stévajici
patrubi
planavané
potrubl

Obréazek 7.1 Trasy evropskych plynovoda.

nejvétsi tok v dané siti najit.

7.1. Definice sité

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete schopni:

e popsat nasledujici pojmy: sif, kapacity hrany a tok v siti,

e vysvétlit a pro konkrétni sit ovérit platnost zdkona kontinuity,

e vysvétlit rozdil mezi béznym uzlem sité, zdrojem a stokem v siti,

O

N
STRA &s
4
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e sestavit graf sité odpovidajici realné tloze.

Na strané 15 jsme definovali orientovany graf. Pripomenme, ze mnozina (orientova-
nych) hran E v orientovaném grafu obsahuje usporddané dvojice vrcholi. Pro orientovanou
hranu e = (u, v) rozliSujeme poé¢ateéni vrchol u a koncovy vrchol v.

Pod pojmem sit budeme rozumét orientovany graf, ve kterém mame dva vyznacné vr-
choly (zdroj a stok) a ohodnocené hrany (stanovime kapacity hran).

Definice 7.1. Sit je ¢tverice S = (G, z, s, w), kde G je orientovany graf. Vrcholy z € V(G),
s € V(G) budeme nazyvat zdroj a stok v siti S. Funkce w : E(G) — R* je kladné
ohodnoceni hran, které kazdé hrané priradi tzv. kapacitu hrany.

Nékdy budeme pro zjednoduseni fikat sit G, pricemz zdroj stok i kapacity hran budou
znamy z kontextu. Priklad sité je na Obrazku 7.2.

Obréazek 7.2 Sit (G, z, s, w).

Uvédomte si, Ze kapacita hrany nemusi nutné odpovidat fyzikalni kapacité. Cislo pfi-
fazené hrané muze reprezentovat sirku vozovky, maximalni pocet automobild, ktery cestou
projede za jednu minutu, tloustku potrubi, pocCet prenesenych megabyti za vterinu, od-
por vodic¢e a podobné. Pti popisu se budeme drzet terminologie, kterd vychazi z dopravy

o
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tekutin. Umozni to vystizné formulace a nazornou predstavu. Budeme mluvit o mnozstvi,
které ,tece“ hranou, budeme zkoumat, kolik jednotek ,,pritéka“ do vrcholu a kolik z vrcholu
,odtéka“.

Budeme fesit tlohu nalezeni nejvétsiho toku: jaky je nejvétsi objem, ktery mutzeme
v dané siti dopravit ze zdroje do mista spotieby? Je samoziejmé, Ze musime dodrzet ma-
ximalni stanovené kapacity hran, tj. hranou nikdy nesmi byt prepravovano vétsi mnozstvi,
nez udava kapacita hrany.

Na druhou stranu je nutné si uvédomit, ze nejvétsi tok neznamend prosté naplnéni vsech
hran na maximélni kapacitu. Takovy postup by ani nemuset odpovidat fyzikalni realité!
Napriklad do vrcholu vy v siti na Obrazku 7.2 muze pritékat maximélné pét jednotek,
zatimco kapacita odchozi hrany by pojala Sest jednotek. Tato kapacita Sesti jednotek nemiize
byt nikdy naplnéna. Proto kromé pojmu ,kapacita hrany“ zavedeme jesté pojem ,tok
hranou. “

Pro zjednoduseni zapisu zavedeme nésledujici znaceni: Symbolem e — v oznacCime
vSechny prichozi hrany do vrcholu v a symbolem e < v oznac¢ime vsechny odchozi hrany
z vrcholu v. Oba symboly reprezentuji mnoziny orientovanych hran grafu G.

e—sv={uw:ueV(G)A (u,v) € E(G)}

e« v={vu:ueV(G)A (v,u) € E(G)}

Nyni zavedeme tok v siti jako ohodnoceni hran, pricemz budeme pozadovat, aby ohod-
noceni splinovalo urcité vlastnosti.

@:
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2 TPRS
Definice 7.2. Tok v siti S = (G, z,s,w) je funkece f : E(G) — R(T, pro kterou plati ‘.7
nasledujici vlastnosti D, 7S
/0"4- ““\‘\

i) ohodnoceni hrany se nazyva tok hranou a nesmi neptrekrocit kapacitu hrany

Ve € B(G): 0 < f(e) < w(e), D ) toson

V PLZNI

ii) pro vSechny vrcholy s vyjimkou zdroje a stoku plati zdkon kontinuity

Yo e V(G),v # z,s: Zf(e) = Zf(e)

e—v e<—v

Velikost toku f oznacime || f|| a je ddna vztahem

IFl =" fle) =D fle)

1/6 1/1
(L) »
‘M’ .|
2/2 2/6 2/2
O © =

Obrazek 7.3 Tok a nejvétsi tok v siti (G, z, s, w).

3/3

3/4
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Na Obréazku 7.3 vidime piiklady tokt v néjaké siti. Cisla a/b pfifazend hrandm maji
vyznam toku a kapacity prislusné hrany. Napriklad hranou zwv; v siti vlevo tece jedna
jednotka, zatimco kapacita hrany je 3, hrana vovs méa nasycenou kapacitu a tok hranou voug
je nulovy, tfebaze jeji kapacita je 3.

Uvédomte si, ze zakon kontinuity rika: ,,co do vrcholu pritece, to z vrcholu odtece“. Tato
rovnost vsak obecné neplati pro zdroj ani stok, protoze ze zdroje (mista vzniku nebo vyroby)
odtéka do sité vice jednotek nez do zdroje pritéka a naopak do stoku (mista spotieby) pritéka
ze sité vice jednotek nez ze stoku odtéka.

Obrazek 7.4 Sit s vyznacenym tokem i kapacitami hran.

Priklad 7.3. Které vrcholy v siti na Obrazku 7.4 jsou zdroje? A které vrcholy jsou stoky?

Resend. Ovéfime platnost zdkona kontinuity pro kazdy vrchol. Vidime, Ze z vrcholu vy
odtéka 1 4+ 2 = 3 jednotky a jedné se proto o zdroj. Do vrcholu vy pritékaji i odtékaji dveé
jednotky, nejedna se o zdroj ano o stok. Do vrcholu v3 pritékaji dvé jednotky, ale odtéka
celkem 142+ 2 = 5 jednotek, proto je vrchol vs druhym zdrojem v dané siti. Do vrcholu vy

o
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pritékaji i odtékaji ¢tyri jednotky, nejednd se o zdroj ano o stok. Do vrcholu vs pritékaji
2 4+ 2 = 4 jednotky, ale odtékaji jen 3 jednotek, proto je vrchol vs stokem v dané siti. A
konec¢né do vrcholu vg pritéka 2+ 3 = 5 jednotek, proto je vrchol vg druhym stokem v dané
siti. A

Vsimnéte si, ze definice toku v siti nevylucuje moznost, ze i do zdroje mohou prichazet
hrany s nenulovym tokem a ze stoku mohou odchézet hrany s nenulovym tokem. Proto je
velikost toku rovna rozdilu vseho, co ze zdroje odtece a toho co do zdroje pritece.

Snadno ovéfite, ze pro kazdy vrchol siti na Obrazku 7.3 (kromé zdroju a stoka) plati
zékon kontinuity a také ze velikost toku v siti na Obrazku 7.3 vlevo je 3, zatimco vpravo
je tok o velikosti 6, ktery je nejvétsi. Pozdéji v této kapitole ukazeme, jak poznat, ze tok je
nejvétsi mozny a jak takovy tok najit.

Uz jsme Tekli, ze pro zdroj a stok obecné neplati zdkony kontinuity! Ze zdroje odtéka
vice jednotek nez do zdroje pritéka a do stoku pritéka vice nez ze stoku odtéka avsak tento
rozdil musi byt pro oba vrcholy (az na znaménko) stejny. Toto pozorovani shrneme jako
tvrzeni.

Lemma 7.4. Oznacime-li f, rozdil tokd na odchozich hrandch a na prichozich hrandch
do zdroje a oznacime-li fs rozdil toku na odchozich hrandch a na prichozich hrandch
do stoku, plati f, = — fs.

Dikaz. Tvrzeni ukdzeme piimo. Méjme sit G(V, E) se zdrojem z, stokem s a tokem f.
Vyuzijeme ndsledujici trik: napiSeme nulu jako rozdil dvou stejnych vyrazia f(e) — f(e)
pro kazdou hranu e € E(G) v siti.
0 = > (fle)-f(e)
e€E(G)
Nyni preorganizujeme sc¢itance sum tak, aby jsme pro kazdy vrchol seéetli ohodnoceni

o
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vsech odchozich hran a odecteme pro kazdy vrchol souc¢et ohodnoceni vsech prichozich hran.

0= > D= > fle

veV(G) e veV(G) e—v
- ¥ (Sro-Xr0)
vGV(G) e<—v e—v

Podle zdkona kontinuity je pro kazdy vrchol (s vyjimkou zdroje z a stoku s) rozdil
> f(e) = > f(e) roven nule. Dostaneme soucet s pouze dvéma s¢itanci.

0 - 3 (zf<e>—zf<e>>

'Ue{z7g} e<v e—v
Odtud ihned dostaneme hledané tvrzeni.

(Z fle) - Zf(e)) = - (Z fle) = Zf(6)>

e<—z e—z e<—s e—S

Kontrolni otazky

1. Muze existovat sif, kde pro zdroj i stok plati zakon kontinuity?
2. Muze existovat sit s nenulovym tokem, kde pro zdroj i stok plati zdkon kontinuity?

3. Muze existovat sit s nenulovym tokem na odchozich hranach ze stoku, kde vsSak
pro zdroj i stok plati zakon kontinuity?

Poznamka 7.5. Zdroj se v anglické literatuife nazyva ,source® a stok se nazyva ,sink“.
V cCeské v literature se stoku rika také ,nor“, podobné jako se nazyva misto, kde reka
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prechazi pod zem.

Obrazek 7.5

Pojmy k zapamatovani

— sit

— zdroj a stok v siti

— tok a velikost toku v siti

Reka Punkva v Moravském krasu.
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7.2. Hledani nejvétsiho toku

Pruvodce studiem

V predchozi sekci jsme ukazali, jak popsat realnou dopravni nebo komunikacni dlohu siti, tj. gra-
fem s predepsanymi kapacitami hran a vyznacenym vychozim i cilovym mistem dopravy nebo
komunikace. Nyni ukaZeme, jak najit co moZna nejvétsi objem dopravované latky nebo dat v této
siti s pfedepsanymi omezenimi.

Cile
Po prostudovani této kapitoly budete schopni:

e popsat, co je to Tez v siti a vysvétlit, jak souvisi s tokem v siti,

e vysveétlit pojem ,nenasycend cesta“ v siti a nenasycené cesty v dané siti najit,

e najit nejvétsi tok v dané siti.

Hlavnim tikolem, kterému se vénuje tato kapitola, je nalezeni co nejvétsiho toku ze zdroje
do stoku v siti dané orientovanym grafem G s predepsanymi kapacitami hran. V sekci 5.4
jsme pii hledani minimaln{ kostry s vyhodou vyuzili hladovy algoritmus. Bohuzel, pti hledani
nejvétsiho toku v siti hladovy algoritmus obecné nevede k nejlepsimu reseni! Na Obrazku 7.6
vlevo je priklad sité s kapacitami hran, pro ktery hladovy algoritmus selze.

Budeme-li hladovy algoritmus hledat co nejvyhodnéjsi cestu v siti, tak vyuzije cestu z,
vy, V2, V3, V4, Us, Vg, U7, Vg, S, PO které muze zvysit tok o dvé jednotky (Obrazek 7.6
vpravo). Uzitim hladového algoritmu najdeme tok o velikosti 2. Potom sice vedou jesté

nenasycené hrany ze zdroje do vrchola vs, vs a vy, ale z ani jednoho z téchto vrcholi jiz
nevede hrana, kterd by méla volnou kapacitu. Tok uz nemtzeme zvysit pfidanim néjaké

o
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Obrazek 7.6 Priklad sité, kdy hladovy algoritmus neda optimalni feseni.

cesty s nenulovym tokem, avSak nalezeny tok neni nejvétsi, nebot v dané siti existuje tok
velikosti 5 (Obrazek 7.7).

Uvédomte si, ze viibec nemusi byt na prvni pohled jasné, zda nalezeny tok je nejvetsi.
Abychom uméli poznat, ze néjaky tok je nejvétsi mozny, zavedeme tzv. ,Fez“ v grafu. Jeli
X mnozina hran grafu, tak symbolem G — X budeme rozumét graf, ktery vznikne z grafu G
odebranim hran mnoziny X.

Definice 7.6. Rez v siti S = (G, z,s,w) je takovd podmnozina hran C C E(G), 7e
v grafu G — C neztistane zadna orientovand cesta ze zdroje z do stoku s.

Kapacitu (nebo velikosti) fezu C' znac¢ime ||C|| a definujeme ji jako soucet kapacit vsech
hran fezu C, tj. |C]| = Y. w(e).

ecC
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Pro oznaceni fezu pouzivame pismeno ,,C“ podle anglického terminu ,cut“. Vyznam
fezu je jasny, odebrani hran rezu rozdéli, ,roziizne“’, graf na nesouvisly graf tak, ze stok se
nachézi v jiné komponenté nez zdroj. Nasledujici véta ukaze, ze Tez je kliCovym nastrojem
pro rozpoznani, zda néjaky tok je nejvétsi.

Véta 7.7. Velikost nejvetsiho toku v siti je rovna kapacité minimdlniho rezu.
Dtikaz Véty 7.7 uvedeme pozdéji, na strané 241.

Na Obréazku 7.7 je priklad fezu, ktery je vyznacen modie. Zdiraznéme, zZe fez je mnozina
modryjch hran. Cervena ¢ara jen naznacuje, jak bude vypadat graf G — C.

Obrazek 7.7 Priklad sité, s nejvétsim tokem o velikosti 5 a fezem s kapacitou 5.

Véta 7.7 je dobrou charakterizaci nejvétsiho toku. Podle ni snadno pozndme, ze tok
o velikosti || f|| v dané siti je nejvetsi, jestlize najdeme fez o velikosti ||C|| = || f]|. Zatim
jesté neumime nejvétsi tok najit.
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Zatim jsme mlcky predpokladali, Ze pti zvétSovani toku po néjaké cesté ze zdroje do stoku
musime vzdy postupovat ,,ve sméru Sipek“. Ukazuje se, ze v algoritmu hledani nejvétsiho
toku s takovymi cestami nevysta¢ime a budeme pracovat i s cestami, jejichz nékteré hrany
budou orientovany ,proti* postupu ze zdroje do stoku, ovSsem za predpokladu, ze takova
hrana uz mé nenulovy (opa¢ny) tok, ktery budeme moci ,pretlacit* a snizit.

Definice 7.8. Mdme danu sit S = (G, z,s,w) a v ni tok f. Nenasycend cesta v siti S
je neorientovand cesta ey, es, ..., e, v orientovaném grafu G z vrcholu u do vrcholu v
(obvykle ze zdroje z do stoku s), kde

o tok nedosahuje kapacity (f(e;) < w(e;)) pro hrany e; ,ve sméru“ z u do v,
e tok je nenulovy (f(e;) > 0) pro hrany e; v opa¢ném smeéru.

Hodnoté w(e;) — f(e;) pro hrany e; ve sméru z vrcholu u do vrcholu v fikdme rezerva
kapacity hrany e; a stejné rikdme hodnoté f(e;) pro hrany e; v opa¢ném sméru.

Nenasycena cesta je cesta s kladnymi rezervami kapacit vSech hran. Na Obrazku 7.8 je
nejmensi takova rezerva kapacit hran oznacena 4.

4/7 2/5 1/6
OO = O e O
rezerva +3 — rezerva +2 “— rezerva +5 G

Obrazek 7.8 Cesta s rezervou kapacit § = 2.

Nyni muzeme popsat algoritmus, ktery v dané siti najde nejvétsi tok.
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Algoritmus 7.1 (Ford—Fulkersonuv algoritmus).
vstup < sit S = (G,z,s,w);
vychozi tok f je pro kazdou hranu nulovy;

do {
prohledanim grafu najdeme mnoZinu U vrchold G,
dosaZitelnych ze z po nenasycenjch cestach;
if (s nalezi U) {
P = n&jakd (vySe nalezend) nenasyceni cesta v S ze z do s;
zvétSime tok f o minimdlni rezervu kapacit hran cesty P;
} while (s néalezi U);
vystup: vypiSeme nejvétsi tok f;
vystup: minimdlni Ffez je mnoZina hran vedoucich z U do V(G)-U.

Nyni ukazeme, ze Algoritmus 7.1 pracuje spravné. Navic ukédzeme, na konci béhu algo-
ritmu dostaneme tok, jehoz velikost se rovna kapacité néjakého fezu a tim soucasné ukazeme
platnost Véty 7.7.

Véta 7.9. Méjme sit S = (G, z,s,w) s celociselnymi kapacitami hran. Algoritmus 7.1
najde nejuétsi tok v siti S.

Dikaz. Dukaz spravnosti algoritmu provedeme primo.

Podle definice toku a Fezu je zfejmé, ze musi platit ||f|| < [|C]||. Jestlize po skonceni
algoritmu budeme mit tok f a najdeme v siti S Fez o stejné velikosti ||C|| = || f]|, tak to
znamend, ze jsme nasli nejvétsi mozny tok v siti S, nebot ||f|| nemuze presdhnout ||C/|.
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Staci tedy dokdzat, ze po skonceni algoritmu dostaneme rovnost || f|| = ||C||, kde C je fez
mezi vrcholy v mnoziné U a zbyvajici ¢asti grafu G.

Predpoklddejme, ze mame tok f v siti S a ze algoritmus skondil, protoze uz v siti neni
nenasycena cesty ze zdroje z do stoku s. To znamend, ze mnozina U (po skonceni algoritmu)
neobsahuje vrchol s (uz neni dosazitelny po nenasycené cesté).

Z vrcholi mnoziny U nevedou zadné nenasycené hrany (ani cesty), ani do vrcholi mno-
ziny U nevedou hrany s nenulovym tokem, protoze bychom koncové vrcholy takovych hran
mohli pfidat do mnoziny U. Ozna¢me mnozinu vsech hran odchazejici z mnoziny U sym-
bolem e <— U a mnozinu vSech hran prichazejici do mnoziny U symbolem e — U. Kazda
z hran v e <~ U ma plny tok f(e) = w(e) a kazdd hrana v e — U m4 nulovy tok f(e) =0,
jinak by mnozina U neodpovidala algoritmu.

Odstranénim vSech hran mnoziny e < U z grafu prerusime vsechny cesty ze zdroje
do stoku, proto je tato mnozina soucasné fezem C' v dané siti. Vypocitame velikost toku f
ze zdroje z do stoku s:

IFl=D" fle) =D fle)= fle)=0=" w(e)=IIC]|.

e<U e—U e«U ecC

Vidime, ze velikost toku f, je rovna kapacité fezu C. To znamend, algoritmus pracuje
spravné a najde nejvétsi tok i minimalni fez. To je dokazované tvrzeni. O

Uvedeny algoritmus nejen najde nejvétsi tok s velikosti || f||, ale snadno sestavime i
minimalni fez s kapacitou ||C/|.

Posledni tvrzeni této sekce ukazuje jedno pékné pozorovani: Nejveétsi tok v siti vzdy plné
vyuzije kapacity hran néjakého fezu a proto je velikost toku soué¢tem ohodnoceni hran rezu.
To znamend, ze budou-li vSechny kapacity celé ¢isla, bude i velikost toku celociselna.
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AZIRIN
Dusledek 7.10. Jsou-li kapacity hran sité S celociselné, tak nejvétsi tok v siti bude také ® =
lociselny. A 5
celociselny NS

Priklad 7.11. Najdéte nenasycené cesty v siti na Obrazku 7.6 vpravo.

Reseni. Nenasycenych cest existuje v dané siti Sest riznych (najdete je?). My vyznacime D [y

V PLZNI

tfi z nich, které jsou interné disjunktni a kazda z nich ma rezervu kapacit rovnu 1.

Na Obrazku 7.9 jsou nenasycené cesty vyznaceny modie. Zvétsenim toku pomoci téchto
nenasycenych cest dostaneme tok o velikosti 5, ktery je nejvétsi a ktery je uveden na Ob-
razku 7.7. Také ez uvedeny na Obrazku 7.7 se shoduje s minimalnim fezem, ktery sestavime
pomoci Algoritmu 7.1. A

Obrazek 7.9 Priklad ti{ nenasycenych cest v siti.
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Pro zajemce

Uvédomte si, ze ¢ast pseudokédu Algoritmu 7.1 je velmi volné zformulovana. Nefika, jakym zpu-
sobem najdeme nenasycené cesty, protoze postup zavisi na konkrétni implementaci sité. Muazeme
postupovat napriklad modifikovanym Dijkstrovym algoritmem 4.3 a pro kazdy vrchol ukladat nej-
vétsi rezervu a predchozi vrchol pro snadnou rekonstrukci nenasycenych cest. Tak muzeme dostat
modifikaci Ford-Fulkersonova algoritmu, kde se v kazdém kroku pouZije nenasycend cesta s nejveétsi
kapacitou. Muzeme vsak sestavit mnozinu U prohleddvanim do Sitky a dostaneme modifikaci Ford-
-Fulkersonova algoritmu, kde pracuje s nejkratSimi nenasycenymi cestami. Mtuzeme dokonce volit
libovolnou nenasycenou cestu a vzdy nakonec dostaneme tok se stejnou nejveétsi velikosti.

Poznamka 7.12. Je nutno upozornit, ze v matematice rozliSujeme pojmy maximélni a
nejvétsi. Rozdil je podrobné popsén v textu [0]. Zatimco ,nejvétsi“ nabyva v porovnani
s ostatnimi variantami nejvétsi mozné hodnoty, tak ,maximalni“ obvykle chapeme jako
stav, kdy dany parametr pouzitym postupem jiz nejde zvétsit. Pozor, nemusi se jednat
o nejvétsi hodnotu, pouze rikdme, ze danym postupem jiz nemulzeme ziskat stav s vétsi
hodnotou parametru.

Proto se disledné bavime o ,nejvétsim toku“ a ne o maximélnim toku. Vzdyt bez zna-
losti nenasycenych cest muzeme chapat tok na Obrazku 7.6 jako maximalni, ktery ale jisté
neni nejvétsim tokem v dané siti (Obrazek 7.7).

Pro zajemce

Je dobré upozornit, ze pokud vynechdme pozadavek, aby kapacity hran byly celoéiselné (nebo ra-
ciondlni), tak je moZno sestavit priklady jednoduchych siti s iraciondlnimi kapacitami, pro které
Algoritmus 7.1 neskoné¢i po konecném poctu krokia. Dokonce postupné iterace ziskané v prubéhu al-
goritmus nemusi konvergovat k maximalnimu toku. Pokud jsou vSak vSechny kapacity hran jsou cela
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cisla, tak algoritmus dava spravné vysledky. V dikazu jsme vychéazeli z predpokladu celociselnosti
kapacit a predpokladali jsme, ze algoritmus skonéil.

Pojmy k zapamatovani
— Tez v siti
— nenasycend cesta v siti

— Ford-Fulkersontv algoritmus

7.3. Zobecnéni siti

Pruvodce studiem

V predchozich sekcich jsme peclivé popsali tdlohu hledani nejvétsiho toku v siti s jedinym zdrojem
a jedinym stokem. V praxi je bézné, Ze v dopravni nebo komunikalni siti je vSak zdroji i mist
spotreby mnoho. Pro reSeni tilohy hledani nejvétsiho toku v siti s vice zdroji a stoky nebudeme
modifikovat algoritmus, ale ukaZeme, jak jednoduchym trikem prevést sit s vice zdroji na sit se
zdrojem jedinym (a podobé s jedinym stokem). Dale ukazeme, jak upravit sit s neorientovanymi
hranami tak, abychom mohli pouZit Algoritmus 7.1, ktery pracuje s orientovanymi hranami.

V této sekci navic ukaZzeme, jak ulohu hledani nejvétsiho toku v siti s danymi kapacitami
hran zobecnit na ulohu v siti, kde jsou navic pfedepsané kapacity vrcholii a jak tuto dlohu Fesit.
Také se zminime o komplikacich, které prinasi obecnéjsi problém, kdy zkoumame sit, ve které
se prepravuje vice riiznych komodit a upozornime na chyby, kterych se musime pro spravné
rfeseni vyvarovat. Na zdvér zminime zobecnéni ilohy (které souvisi napfiklad s pfepravou pitné
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vody), kdy mame pro kazdou hranu kromé maximalni kapacity stanovenu poZadavek minimalni

kapacity, kdy pozadujeme, Ze danou hranou musi téci néjaké minimalni pfedepsané mnoZstvi.

Cile
Po prostudovéani této kapitoly budete schopni:

e prevést tlohu hledani nejvétsiho toku v siti s vice zdroji a stoky na tlohu s je-
dinym zdrojem a jedinym stokem,

e prevést tlohu hledani nejvétsiho toku v siti s danymi kapacitami vrchold na dlohu
v siti s kapacitami hran,

e vysveétlit rozdil v piistupu k feseni mezi sitémi s jedinym a s vice dopravovanymi
produkty.

Jak jsme zminili v ivodu, dopravni nebo komunikac¢ni sit mize mit predepsané kapacity
vrchold, minimélni kapacity hran, v siti se mtze vyskytovat vice zdroji a stokti a muize se
dopravovat vice ruznych produkti. Ukazeme, Ze nékteré z téchto tloh muzeme prevézt
na zékladni{ tlohu nalezeni nejvétsiho toku v siti fesitelnou Algoritmem 7.1. Misto abychom
sestavovali nové algoritmy, tak ukazeme, jak modifikovat samotnou sit a vyuzit uz popsany
(a dokdzany) Algoritmus 7.1. V nésledujicich odstavcich se vénujeme postupné riznym
zobecnénim.

7.3.0.41. Vice zdrojt a stokl v siti

Vyskytuje-li se v grafu sité vice zdroju nebo stokil, mtizeme tlohu jednoduse prevést na tlohu
s jedinym zdrojem a jedinym stokem. Staci, kdyz do sité pridame jeden novy ,hlavni“
zdroj a spojime jej orientovanou hranou s kazdym ze zdroju v siti (Obréazek 7.10). Kapacity
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novych hran stanovime dostate¢né vysoké, pro nazornost jsme v obrazku zvolili kapacitu oo.
Podobné priddme novy ,hlavni“ stok. Tak dostaneme sit s jedinym zdrojem a jedinym
stokem a neni tézké si rozmyslet, Ze nalezeni nejvétstho toku v nové siti je ekvivalentni
uloze nalezeni nejvétsiho toku v ptvodni siti.

o
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Obrézek 7.10 Prevedeni sité s vice zdroji a stoky (vlevo) na sit s jedinym zdrojem a stokem

247. strana ze 272,
(vpravo).
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Muzeme dokonce stanovit kapacity jednotlivych zdroju a stokl, protoze v praxi je pri-
rozené pozadovat, zZe mista vyroby nebo spotieby maji také omezenou kapacitu. Abychom
stanovili kapacitu ¢; zdroje z;, tak hrané zz; misto kapacity oo priradime kapacitu c;.

d
i

Pro zajemce

Novému zdroji se nékdy rikd ,superzdroj“ a stoku ,superstok® z anglického ,supersource“ a
ysupersink “. Slovicko ,super® mé v tomto kontextu vyznam ,nadrazeny“, ne ,vynikajici“.
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7.3.0.42. Neorientované hrany

Pokud mame naptiklad kanaliza¢ni potrubi, tak orientace hran je jasnd, protoze voda tece
vzdy dold. U silnic¢ni sité je orientace vétsinou také dand, protoze jizdni sméry jsou oddé-
lené a kazdy smér ma svij jizdni pruh. Avsak u produktovodi mohou byt hrany orientované
(komoditu muZzeme dopravovat jen jednim smérem), ale i neorientované, kdy smér dopravy
miuze byt fizen podle potfeby (napriklad nékteré plynovody a ropovody). A koneéné in-
formacni nebo pocitacové siti odpovida vétsinou neorientovany graf, protoze komunikace
probiha obéma sméry.

Uvédomte si, ze Algoritmus 7.1 funguje spravné jen pro orientované grafy, tedy takové
grafy, kde kazda hrana je orientovana. Pri hledani nenasycenych cest peclivé rozlisujeme
orientaci hran a pro spravné ukonceni algoritmu je rozliseni souhlasné a nesouhlasné orien-
tovanych hran klicové.

N o
TN

Obrézek 7.11 Nahrazeni neorientované hrany dvojici opacné orientovanych hran.

Nastésti mtuzeme snadno neorientovanou hranu v siti eliminovat, kdyz ji nahradime dvo-
jici opacné orientovanych hran se stejnou kapacitou (Obrazek 7.11). Ale pozor, po skonéeni
algoritmu se muze stat, ze existuje nenulovy tok obéma opac¢né orientovanymi hranami. To
neodpovidé realité, nebot ve skutecnosti je mezi koncovymi uzly spojnice jedina. Tok pi-
vodni (neorientovanou) hrany je dan rozdilem hodnot tokt na obou orientovanych hranach
a smér toku odpovida sméru hrany s vétsi hodnotou nalezeného toku.
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7.3.0.43. Kapacity vrcholi

@:

V praktické tloze, kterd odpovida néjaké siti, mohou mit omezenou kapacitu nejen hrany,
ale také vrcholy (uzly nebo mista kiizeni). V dopravni siti jsou nejvice omezujicim mistem

kiizovatky, v internetové siti je rozhodujici zatiZzeni aktivnich prvku (uzlu sité). Ukazeme, Aorsotecs
ZAPADOCESK,
ze sit s predepsanymi kapacitami hran i vrcholi mizeme pomérné snadno prevést na sit, > (L)
ve které jsou ohodnocené pouze hrany.
C
o)——(2)
Obrazek 7.12 Vrchol s predepsanou kapacitou ¢ (vlevo) a jeho zdvojeni s kapacitou ¢ Obsah

na hrané (vpravo).

249. strana ze 272,
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Staci, kdyz kazdy vrchol s néjakou stanovenou kapacitou ¢ zdvojime, tj. nahradime jej
dvojici vrcholi spojenych hranou s kapacitou c. Pritom vsechny hrany prichazejici do vr-
cholu v budou pfichazet do vrcholu v; a vsechny hrany odchéazejici z vrcholu v budou
odchéazet z vrcholu vy. Jestlize takto zdvojime kazdy vrchol s omezenou kapacitou, tak do-
staneme (vétsi) sit, ve které jsou ohodnocené pouze hrany a pro hledani nejvétsiho toku
vystacime opét s Algoritmem 7.1.

[=]
(=
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Pro zajemce

7.3.0.44. Viceproduktové toky

Zavrit dokument

Jestlize mame dopravni sit, ve které se dopravuje vice ruznych produkti (typickym piikladem je

silni¢ni sit, muze se vsak jednat i o schéma vyrobni haly, kde se pohybuji dopravni voziky, tak se jedna I @l el lolam
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vvvvv

ale neni tomu tak, pokud se produkty dopravuji ve spolecné siti. Budeme-li pro kazdy dopravovany
produkt pocitat s plnou kapacitou hrany, tak se snadno muze stat, ze soucet tokt riznych komodit
jednou hranou presdhne kapacitu hrany. Na druhou stranu, pokud po nalezeni toku pro prvni produkt
snizime kapacitu hrany hodnotu toku prvniho produktu, tak pfi hleddni nejvétsiho toku dalsich
produkti nemusime najit nejlepsi mozné reseni nebo dokonce tok bude nulovy. Pro rizné poradi
zpracovanych produktu dostaneme muzeme dostat ruznd feSeni. Algoritmus pro hleddni nejvétsiho
viceproduktového (vicekomoditniho) toku je nad rdmec tohoto textu.

Ukéazeme alespon, jak pfevedeme neorientovany graf na orientovany s predepsanou kapacitou
hrany. Vsimnéte si, ze nemizeme pouzit trik z Obrazku 7.11, protoze by kazdou z orientovanych
hran mohl byt takovy nenulovy pro jiny produkt, Zze celkem bude prekrocena kapacita neorientované
hrany uv. Pritom neni mozné uvazovat pouze rozdil tokl, nebo se jedna o tok jiné komodity.

o oy () T ()
TN ®)

Obrazek 7.13 Nahrazeni neorientované hrany pro viceproduktové toky.

ddme dva nové vrcholy z, y a pét novych orientovanych hran. Pritom kapacita ¢ je omezena jen
pro hranu xy. Nyni tok pro kazdou komoditu bude dopravovan orientovanou hranou xy v tomto
smeéru a zabranime vyse popsanému prekroceni kapacity.
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7.3.0.45. Minimalni kapacity hran

Ackoliv to nebylo vyslovné feceno, tak existuje-li néjakd orientované cesta ze zdroje do stoku s klad-
nymi kapacitami hran, tak tloha nalezeni nejvétsiho toku ma vzdy reseni. Pokud vSak kromé maxi-
malnich kapacit hran stanovime i minimalni kapacity hran, tj. budeme pozadovat, aby tok hranou
mél néjakou nenulovou hodnotu, tak takova tloha obecné nemus? mit reseni. Minimalni tok pozadu-
jeme naptiklad ve vodovodnim Fadu nebo v bezdratové siti pro udrzeni spojeni. Hledani nejvétstho
toku v grafu s omezenymi maximalnimi i minimalnimi kapacitami hran opét presahuje ramec textu,
zajemcu doporu¢ime napiiklad [2].

Pojmy k zapamatovani

— superzdroj a superstok
— kapacity vrcholta

— viceproduktové toky

7.4. Dalsi aplikace algoritmu pro hledani nejvétsiho toku

Pruvodce studiem

Rozmanitost aplikaci algoritmu pro hledani nejvétsiho toku je prekvapiva. V této sekci ukazeme
nékolik odlisnych problémd, které budou mit jednu véc spolecnou: pro jejich feseni vyuZijeme
dlohu hledani nejvétsiho toku.

Ukézeme, jak najit pomoci nejvétsiho toku najit nejvétsi parovani v bipartitnim grafu, do-
kaZzeme Mengerovu vétu, kterou jsme bez ditkazu vyslovili na strané 83, budeme hledat systém
reprezentantii v systému mnoZin a dokazeme Hallovu vétu.

@:

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

251. strana ze 272,

5
"l

Zavrit dokument

I Cels obrazovka/Okno




Toky v sitich 252

Cile

Po prostudovani této sekce budete schopni:
e najit nejvetsi parovani v bipartitnim grafu,
e vyresit prirazovaci tlohu,

e 7zjistit zda existuje a najit systém reprezentantiit daného mnozinového systému.

7.4.0.46. Nejvétsi parovani v bipartitnim grafu

Bipartitni grafy patii mezi zdkladni tridy grafi (Sekce 1.2). Pfipomenme, Ze bipartitni
grafy maji vrcholy rozdélené do dvou mnozin (partit) a hrany grafy se vyskytuji pouze mezi
vrcholy z rtznych partit. Zadné hrana se nevyskytuje mezi dvéma vrcholy stejné partity.

V praxi se bipartitni grafy ptirozené objevi napriklad pfi popisu pfifazovaci tlohy (na-
zyva se také pritazovaci problém): mame nékolik pracovniki nebo stroji a mame mnozinu
ukolu, které je nutno vykonat. Kazdy pracovnik muiZze soucasné pracovat jen na jednom
udkolu a navic mohou mit riizni pracovnici rizné kvalifikace nebo moznosti a kazdy tak
miize provadét jen nékteré pozadované tkoly. Cilem je zjistit, komu ktery kol priradime
tak, aby bylo co nejvice tikolu pridéleno a feseno.

V teorii grafti popiSeme pritazovaci tilohu pomoci bipartitniho grafu: jednu partitu budou
tvorit pracovnici a druhou tkoly. Hranou spojime kazdého pracovnika s témi tkoly, které
miize vykonat. Samotné pridéleni kol je pak popsano mnozinou nezavislych hran, tedy
takovou mnozinou hran M, ze zadné dvé hrany v M nemaji spolecny vrchol. Této mnoziné
se Iika ,,parovani“, coz pékné vystihuje podstatu tlohy: délame dvojice typu ,,zaméstnanec,
ukol “.
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VIR
Definice 7.13. Pdrovani v (bipartitnim) grafu G je podmnozina nezdvislych hran v 5
M C E(G) (za&dné dvé hrany z M nemaji spoleény koncovy vrchol). *::,* ‘&5’
- e ®d
Rikame, ze parovani M pokryvd vrchol v, jestlize v je koncovym vrcholem néjaké hrany <

v parovani M.

ZAPADOCESKA
‘ . > ST BeomceBnl D Bmn e Beomcedendd T . T P univenza
Cilem je najit nejvétsi parovani, coz je parovani s nejvétsim poctem hran. Nejvétsi v pLzni
parovani je resenim prifazovaci tlohy, tj. vime jak pridélit tkoly tak, aby co nejvice ukoli
bylo v feseni.

() K s

Obrazek 7.14 Parovani v bipartitnich grafech je vyznacen modre.

Na Obrazku 7.14 vidime priklady parovani v ruznych bipartitnich grafech. Zatimco
v prvnim grafu existuje parovani, jehoz hrany pokryvajici vSechny vrcholy, tak pro druhy
graf (hvézdu) mé parovani nejvyse jednu hranu. Ve tfetim grafu je vyznaceno nejvétsi
parovani, parovani vyznacené ve ¢tvrtém grafu neni nejveétsi.

Ukéazeme, jak prevést tlohu hledani nejvétsiho parovani na tdlohu hledani nejvétsiho
toku.
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Algoritmus 7.2 (Nalezeni nejvétsiho bipartitniho parovani). Méjme bipartitni
graf G s vrcholovou mnozinou rozdélenou do partit U, W.

1. Sestrojime sit S: do bipartitniho grafu priddime zdroj z a stok s, vsechny vrcholy z U
spojime se zdrojem z a vSechny vrcholy z W spojime s stokem s, ddle vSechny hrany
site S orientujeme od zdroje do stoku a priradime jim kapacity 1,

2. najdeme (celociselny) nejuétsi tok v S Algoritmem 7.1,

3. nejuetsi parovdni grafu G obsahuje hrany site, které maji nenulovy tok.

Kdyz uvedeny postup najde tok o velikosti & = || f||, tak to soucasné znamena, ze nejvétsi
parovani ma k hran.

Véta 7.14. Algoritmus 7.2 najde nejvétsi parovani daného bipartitniho grafu.

Drikaz. Podle Disledku 7.10 bude nejvétsi tok celociselny, tj. kazdou hranou ,,potece” bud
tok 0 nebo tok 1.

Oznac¢me M mnozinu hran mezi partitami U a W, které maji nenulovy tok. Do kazdého
vrcholu v partité U vede pouze jedna hrana s kapacitou 1, proto bude kazdy vrchol partity U
patrit nejvyse jedné hrané v mnoziné M. Podobné kazdy vrchol mnoziny W bude patfit
nejvyse jedné hrané v nalezeném mnoziné M. To znamend, Zze hrany v mnoziné M jsou
nezavislé (zadné dvé nesdili koncové vrcholy) a odpovidajici hrany puvodniho bipartitniho
grafu tvori parovani.

Zbyva ukézat, ze toto parovani je nejvétsi. To ukdzeme sporem: kdyby nalezené parovani
nebylo nejvétsi, tak tok nalezeny Algoritmem 7.1 nemohl byt nejvétsi, nebot z kazdého
parovani s k hranami 1ze konstrukei v Algoritmu 7.2 najit odpovidajici tok o velikosti k. O
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Cely postup si ukazeme na prikladu.

- N

J

w2

elels)

Ug

X/ PR\N

Cel666

[Q:Q 5

A /

Obrazek 7.15 Bipartitni graf G.

Priklad 7.15. Nejdéte nejvétsi parovani v bipartitnim grafu G na Obrézku 7.15.
Resend. Nejprve sestrojime pifslusnou sit S:
e do bipartitniho grafu G priddme zdroj z a stok s,

e zdroj z spojim hranou se vSemi vrcholy v partité U a vSechny vrcholy z partity W
spojime se stokem s,

e vSechny hrany sité S orientujeme od zdroje do stoku a prifadime jim kapacity 1.
(Protoze vSechny hrany maji stejnou kapacitu 1, nemusime kapacity do grafu znacit.)

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Dostaneme sit na Obrazku 7.16.

Obrazek 7.16 Sit S, ktera vznikne pridani zdroje, stoku, a orientovanych hran s kapaci-

tou 1.

e

(S

J

%

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

V nové sestavené siti S najdeme nejvétsi tok pomoci Algoritmu 7.1. Podle Disledku 7.10
vime, Ze tento tok bude celo¢iselny (tok kazdou hranou bude 0 nebo 1). Ziskany tok je na Ob-

razku 7.17. Hrany s nenulovym tokem jsme pro prehlednost zvyraznili ¢ervené.

Hledané parovani obsahuje jen ty hrany puvodniho grafu G, kterym odpovidaji ori-
entované hrany s nenulovym tokem v siti S. Nejvétsi parovani v grafu G je vyznaceno

na Obrazku 7.18.

A
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Obrazek 7.17 Nejvétsi tok v siti S je vyznacen Cervené.

Pro zajemce

vvvvvv

ulohu, ktera presahuje ramec tohoto textu. Zajemci se mohou docist vice v [5].

7.4.0.47. Vyssi stupné souvislosti

V kapitole 2.3 jsme popsali, jak 1ze mérit vyssi stupné souvislosti. Bez dikazu jsme uvedli
Mengerovy véty:
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2,
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Obrazek 7.18 Nejvétsi parovani v grafu G.

Véta 2.25 (Mengerovy véty). Graf G je hranové k-souvisly pravé tehdy, kdyz mezi
libovolnymi dvéma vrcholy existuje alespon k hranové disjunktnich cest (vrcholy mohou
byt sdilené).

Graf G je vrcholové k-souvisly pravé tehdy, kdyz mezi libovolnymi dvéma vrcholy existuje
alespon k interné disjunktnich cest (koncové vrcholy jsou spoleéné).

Nyni pomoci algoritmu hledani nejvétsiho toku vétu dokézeme. Nejprve si vSimneme,
ze podle definice hranové i vrcholové souvislosti plati:

Lemma 7.16. Necht u, v jsou dva vrcholy grafu G a k > 0 je prirozené cislo. Mezi vrcholy u
a v v grafu G existuje alespon k hranoveé disjunktnich cest pravé tehdy, kdyZ po odebrdni libo-
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volngjch k—1 vrcholi rizngch od u, v z grafu G zistanou vrcholy u a v ve stejné komponente
souvislosti.

Dikaz. Jednd se o ekvivalenci, proto dokdzeme obé implikace.

"'=" Jestlize mezi vrcholy u a v v grafu G existuje alespon k interné disjunktnich cest,
tak odebranim k£ — 1 vrcholl odstranime nejvyse k — 1 rtiznych cest z u do v a vrchol v
zustane dosazitelny po alespon jedné cesté z vrcholu u. To znamena, ze u i v patii do stejné
komponenty souvislosti.

'<" Meéjme graf G a v ném zvolené dva vrcholy u a v. Oznac¢ime napiiklad vrchol w
za zdroj a vrchol v za stok a kazdé hrané prifadime kapacitu 1. Pomoci Algoritmu 7.1
najdeme nejvétsi tok z u do v.

Nejprve sporem ukazeme, ze velikost toku je alespon k. Vskutku, pokud by nejvétsi tok
mél hodnotu mensi nez k, tak kapacita nejmensiho fezu by byla podle Véty 7.7 také mensi
nez k. Odebranim libovolného koncového vrcholu kazdé hrany fezu dostaneme nesouvisly
graf, pricemz odebranych vrcholl je méné nez k, coz podle predpokladu neni mozné.

To znamena, ze nejvétsi tok ma hodnotu alespon k a hrany s tokem 1 tvori ruzné
(hranove disjunktni) cesty z u do v. O

Z Lemmatu 7.16 nyni snadno dokazeme prvni Mengerovu vétu. Vrcholy u a v miizeme
zvolit v grafu libovolné a proto graf G je k-souvisly podle definice k-souvislosti, nebot
odebranim libovolnych k£ — 1 vrcholu zustane vysledny graf souvisly.

Druhé Mengerova véta se ukaze podobné.

7.4.0.48. Systém reprezentanta

Sestaveni systému reprezentantii je tloha velmi podobna prifazovacimu problému. Méjme
néjakou mnozinu X a systém jejich podmnozin M, My, ..., M C X. Ptame se, zda je
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mozné v kazdé podmnoziné M; vybrat jeden prvek, urcitého reprezentanta tak, aby kazda " 5
= g
N S

mnozina méla jiného reprezentanta.
Napriklad pokud X predstavuje mnozinu darct pro transplantaci ledviny a M; je takova

podmnozina darci, ktefi jsou vhodnym darcem pro pacienta i (i = 1,2,, ..., k), tak D

ZAPADOCESKA

nalezeni systému reprezentanti odpovida nalezeni vhodného darce pro kazdého pacienta. >
UNIVERZITA

Systém reprezentanti nadefinujeme peclivé:

V PLZNI

Definice 7.17. Necht My, My, ..., My jsou neprazdné mnoziny. Systémem ruznych
reprezentanty mnozin My, Mo, ..., M} rozumime takovou posloupnost rizngch prvka
(x1,x2,...,2L), 2 ; € M; pro kazdé i = 1,2,... k.

o8

Obréazek 7.19 Mnoziny My, Ms, Ms.

Priklad 7.18. Najdéte systém reprezentantti pro mnoziny na Obrézku 7.19.

Resend. Sta¢i zvolit napiiklad prvek x; jako reprezentanta mnoziny M;, prvek z4 jako
reprezentanta mnoziny My a prvek zj jako reprezentanta mnoziny Ms (Obrazek 7.20).
Protoze se jedna o rtuzné prvky a plati 1 € My, x4 € Ms, x5 € Ms, tak se jedna o platny

systém reprezentantii.
A
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“n

Obréazek 7.20 Systém reprezentantti mnozin My, Mo, Ms.

Ale ne kazdy systém mnozZin mé svuj systém reprezentantl, jak ukazuje nasledujici
priklad.

Priklad 7.19. Najdéte systém reprezentantu systému mnozin M; = {1,5,9}, My =
= {2,6,7), M3 = {3,4,8), My = {1,6,8}, Ms = {2,4,9}, Mg = {3,5,7}, My = {1,4,7},
Mg = {2,5,8}, Mg = {3,6,9}, M10 = {1,2,3}, M11 = {4,5,6} a M12 = {7,8,9}.

Reseni. Systém reprezentantti pro danych dvanict mnozin neexistuje. Staci si vSimnout, ze
vsechny mmnoziny obsahuji nékteré z deviti ¢isel 1,2,, ..., 9 a proto mezi nimi nemtzeme
najit dvanact riznych reprezentantii. A

Ale pozor, ani pokud je rtuznych prvka vice nez mnozin, tak prislusny systém reprezen-
tantt nemusi existovat. Jak pozname, zda systém reprezentantu existuje? Strucné receno
tézko — vypocet je narocny, pro obecny pripad neni zndm polynomidlni algoritmus pro na-
lezeni nebo ovéreni systému reprezentantu.

Dilezitym a vysledkem je Hallova véta, kterd udava nutnou a dostate¢nou podminku
pro to, aby systém reprezentantt existoval:

o
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Véta 7.20 (Hallova véta). Necht My, Ma,..., My jsou neprdzdné mnoziny. Pro tyto
mnoziny existuje systém riuznich reprezentanti prave tehdy, kdyz plati

VI c{1,2,... k) : )UjEJMj\ > |J],

neboli pokud sjednocent libovolné skupiny j téchto mnozZin md alespon j prvku (tedy tolik
proki, kolik mnoZin je sjednoceno).

Diikaz. K dukazu opét vyuzijeme Algoritmus 7.1.

Oznac¢me x1, Zo, . .., Ty po Fadé vsechny prvky ve sjednoceni My U Mo U ... U Mjy. De-
finujeme bipartitni graf G na mnoziné vrcholu s partitami {1,2,...,k} a {x1,29,...,Zn}.
Dale pfidame vrcholy w a v. Navic pfidame hrany {w,i} pro i = 1,2,...,k, hrany {z;,v}

pro j = 1,2,...,m a hrany {i,z;} jestlize z; € M;. Dostaneme graf na Obrazku 7.21.
(Konstrukce grafu G je obdobna konstrukei sité v Algoritmu 7.2.)

Kazdé cesta mezi v a v ma tvar u,%,xj,v a kazdd takova cesta ukazuje reprezentanta ¢
mnoziny x; € M;. Systém riznych reprezentanti odpovida k disjunktnim cestdm mezi u
av.

Necht X je nyni libovolnd minimalni mnozina vrcholt v G, po jejimz odebrani z grafu
nezustane zadnd cesta mezi u a v. Podle Lemmatu 7.16 maji nase mnoziny systém riznych
reprezentantu prave tehdy, kdyz kazda takova oddélujici mnozina X mé aspon k prvku.

Polozme J = {1,2,...,k} \ X. Na Obrazku 7.22 je mnozina J znazornéna Cervene.

Pak kazda hrana z vrcholt v mnoziné J vede (s vyjimkou vrcholu u) do vrcholi z X N
N{z1,...,zn} (jinak by existovala cesta mezi u a v). Proto plati

‘UjGJM]-‘ = XN {21, 2} = X = X O{L,... kY = |X| =& +|J].
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Obrazek 7.21 Graf pro hledani systému reprezentantii.

Vidime, ze | X| = k pro vSechny (minimdlni) volby oddélujici mnoziny X pravé tehdy, kdyz

‘Uje J Mj‘ = |J| pro vSechny mnoziny J, coz je dokazované tvrzeni. O

Pojmy k zapamatovani

— parovani v bipartitnim grafu
— systém reprezentantu

— Hallova véta
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Obrazek 7.22 Graf pro hledani systému reprezentanti.
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7.5. Test
A\ <l
% &
Nasleduje jednoduchy test, pro nalezeni spravné odpovédi jedné otézky neni potreba vice s>
nez pil minuty.
Toky v sitich D oy
V PLZNI
1. Kterd z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?

(a) Pro kazdy vrchol sité plati zdkon kontinuity.

(b) Tok hranou nesmi prekrocit kapacitu hrany.

(c) Kapacita hrany nesmi prekrocit tok hranou.

(d) Velikost toku v siti je rovna sou¢tu kapacit na odchozich hranéch ze zdroje.
(e) Velikost toku v siti je rovna souctu toku na odchozich hranéch ze zdroje.
(f) Nejvetsi tok v siti mize obsahovat nulovy tok néjakou hranou.

2. Méme sit na Obrazku 7.23. Které vrcholy jsou zdroje v dané siti?

0/2

Obrazek 7.23 Sit s vyznacenymi toky a kapacitami.
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3.

4.

5.

6. Ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?

U1, (b) V2, (C) U3,
v, (e) vs, (f) ve. AN/

(a
(d

)
)
Mame sit na Obrazku 7.23. Které vrcholy jsou stoky v dané siti?
)
)

v, (b) V2, (C) U3,
v (e) vs, (£) vs, D p Ziosostem

V PLZNI

(a
(d
Rez v siti je

(a) soucet kapacit nékterych hran,
(b) mnozina hran,
(c)

takovd mnozina hran, po jejichz odebrani nezustane zadna orientovand cesta
ze zdroje do stoku,

(d) mnozina vsech vrchold s vyjimkou zdroje a stoku,
(e) takovd mnozina hran, po jejichz odebrani nezustane zadna cesta ze zdroje do stoku,

(f) mnozina vSech hran incidentnich s néjakym vrcholem.

Kterd z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?

(a) Kapacita nejvétsiho fezu je rovna velikosti nejmensiho toku v siti.

(b) Kapacita fezu je vzdy rovna velikosti toku v siti.

(c) Kapacita Fezu je vzdy nejvysSe rovna souc¢tu kapacit vSech hran v grafu.
(d) Kapacita fezu je vzdy vétsi nebo rovna velikosti toku v siti.

(e) Kapacita nejmensiho fezu je rovna velikosti nejvétsiho toku v siti.

(f) Rez je takové cesta ze zdroje do stoku, kterd mé nejvétsi kapacitu.
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VIRV
1849
(a) Nenasycend cesta ma nenasycené hrany orientované ve sméru od zdroje do stoku.
) o : . y . ® AT
(b) Nenasycend cesta ma vSechny hrany orientované ve sméru od zdroje do stoku. R
DY

(c) Nenasycend cesta ma hrany s nenulovou kapacitou orientované ve sméru od stoku

ke zdroji.
2 , v v/ v e . ZAPADOCESKA
(d) Nenasycend cesta ma vsechny hrany s tokem mensim, nez je kapacita hrany. P univerzia

V PLZNI

(e) Nenasycend cesta nema ziadnou nasycenou hranu orientovanou ve sméru od stoku
ke zdroji.
(f) Nenasycena cesta muze mit vSechny hrany orientované od stoku ke zdroji.

7. Ktera z nésledujicich tvrzeni jsou pravdiva?

a) Sit s celo¢iselnymi kapacitami hran a necelo¢iselnym tokem neni platny.
b) Nejvétsi tok v siti nemtze byt nulovy.
¢) Tok kazdou hranou e v siti s nejvétsim tokem musi byt roven kapacité hrany e.

e) Kapacita nékterych hran v siti s nejvétsim tokem nemusi byt naplnéna.

(
(b)
(c)
(d) Sit s celoc¢iselnymi kapacitami hran a necelo¢iselnym tokem neni nejveétsi.
(e)
()

f) Jestlize tok v siti neni nejvétsi, tak existuje orientovand cesta ze zdroje ke stoku
s kladnymi rezervami vsech hran.

8. méjme sit na Obrazku 7.24. Ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?

(a) Tok v siti(S,w, z, s) je nejvetsi.

(b) Velikost toku v siti (S, w, z, s) je 3.

(¢) V siti nenajdeme fez o kapacité 3.

(d) Tok v siti (S, w, z, s) nespliuje zakon kontinuity.
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Obrézek 7.24 Sit (S,w, z, s) s vyznacenymi toky a kapacitami.

9. méjme sit na Obrazku 7.24. Které z uvedenych cest jsou nenasycené cesty?

(a) Cesta z,v1,v2,s.
(c) Cesta z,vs, vy, S.

(e) Cesta z,vs,v1, V2, S.

(b) Cesta z,v1,v4, S.
(d) Cesta z,vs,ve, s.

(f) Cesta z,vs,v1,v2, V4, S.

10. Ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?

(a) Nejvétsi parovani v bipartitnim grafu nemusi byt incidentni se vSemi vrcholy.
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(b) Jestlize v bipartitnim grafu jsou vrcholy, které nejsou koncovym vrcholem zadné
hrany parovani, tak parovani neni nejvétsi.

(¢) Parovani v grafu je takovd mnozina hran bipartitniho grafu, jejimz odebrdnim do-

staneme izolované vrcholy.

(d) Neni-li parovani nejvétsi, mizeme vzdy parovani zveétsit pridanim néjaké nezavislé

hrany.
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Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:
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Prehled pouzitych symbola

A(G)
B(G)
1€
deg(v)
dist(u, v)
E(Q)
171l
h(Q)
f(G)
V(G)
v(G)
I(Q)
A(G)
x(G)
O(n)
G~H
GUH

H?:l aq

n

> a;

=1

0
rzeA
ACA
ACA
ANRB

matice sousednosti grafu G (str. 47)
incidenéni matice grafu G (str. 48)

kapacita fezu C' (str. 238)

stupen vrcholu v v grafu (str. 24)

vzdélenost vrcholt u a v v grafu (str. 117)

mnozina hran grafu G (str. 11)

velikost toku f (str. 232)

pocet hran grafu G (str. 207)

pocet oblasti grafu G (str. 207)

mnozina vrchola grafu G (str. 11)

pocet vrchola grafu G (str. 207)

nejmensi stupen v grafu G (str. 24)

nejvetsi stupen v grafu G (str. 24)

chromatické ¢islo (barevnost) grafu G (str. 197)
horni odhad slozitosti algoritmu (str. 75)

isomorfni grafy G a H (str. 40)

sjednoceni grafi G a H

soucin prvku posloupnosti (a;)"

soucet prvki posloupnosti (a;);

prazdna mnozina
prvek x mnoziny A
podmnozina A mnoziny B

vlastni podmnozina A mnoziny B

oruanik mnozin A a B

(]
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