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Predmluva

Vézeni Ctenari,

text, ktery se vam dostava do rukou, vznikéd v ramci reseni projektu ,Matematika pro in-
zenyry 21. stoleti - inovace vyuky matematiky na technickych skolach v novych podminkach
rychle se vyvijejici informacni a technické spolecnosti“. Tento projekt je feSen na Vysoké

skole banské - Technické univerzité v Ostravé a Zapadoceské univerzité v Plzni v obdobi
2009-2012.

Hlavni motivaci tohoto projektu je potieba reagovat na zménu ilohy jednotlivych par-
til matematiky pri reSeni praktickych problému, zpusobenou zejména velkym pokrokem
v matematickém modelovani, dramatickym zlepSovanim software a rychlym zvySovanim
vypocetnich kapacit modernich pocitaci. Inzenyri tak nyni bézné vyuzivaji stale se vyvi-
jejici komplikované softwarové produkty zalozené na matematickych pojmech, se kterymi
se v kurzech matematiky budto nesetkaji viibec nebo v nevhodné formé. Na druhé strané
neodrazi z nejruznéjsich divodl prezentace nékterych pojmu v zakladnich kurzech potieby
odbornych kateder. Tento stav ztézuje studentiim aktivni pouzivani ziskanych védomosti
v odbornych predmétech i orientaci v rychle se vyvijejicich metodach inzenyrské praxe. Ci-
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lem projektu je inovace matematickych a nékterych odbornych kurzi na technickych vyso-
kych skolach s cilem ziskat zajem studentt, zvysit efektivnost vyuky, zpristupnit prakticky
aplikovatelné vysledky moderni matematiky a vytvorit predpoklady pro efektivni vyuku
inzenyrskych predméta. Zkvalitnéni vyuky matematiky budoucich inzenyrt chceme dosah-
nout po strance formalni vyuzitim novych informacnich technologii ptipravy elektronickych
studijnich materidlti a po strance vécné peclivym vybérem vyucované latky s duaslednym
vyuzivanim zavedenych pojmt v celém kurzu matematiky s promyslenou integraci moder-
niho matematického aparatu do vybranych inzenyrskych predméti. Metodiku vyuky mate-
matiky a jeji atraktivnost pro studenty chceme zlepsit dirazem na motivaci a duslednym
pouzivanim postupu ,,od problému k feSeni“.

V ramci projektu vytvaiime 40 novych vyukovych materidlti z oblasti matematické ana-
lyzy, linearni algebry, numerickych metod, metod optimalizace, teorie grafti, diskrétni mate-
matiky, statistiky a vybranych odbornych kurzi. Vsechny hotové vyukové materialy budou
volné k dispozici na webovych strankach projektu http://mi21.vsb.cz/. Autofi predem
dékuji za vSechny podnétné nédpady k vylepseni textu a za upozornéni na chyby.

V Ostravé 3.1. 2011 Autori
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Kapitola 1

Co je dobré védeét

Vazeni studenti,

pripravili jsme pro véas spoustu her a testll na procvic¢eni a pochopeni zakladnich pojmi
integralniho poctu funkci vice proménnych. Dozvite se, jaky je geometricky vyznam dvoj-
ného a trojného integralu, jak vypocitat objem télesa jednou pomoci dvojného a podruhé
pomoci trojného integralu, kdy zvolime pii vypoctu objemu télesa transformaci do valcovych
soutradnic a kdy do sférickych souradnic a mnoho dalsiho.

Cekajf na vas interaktivni parovaci hry s tajenkou, hry typu Riskuj pro jednoho ¢éi dva
hréce a interaktivni testy s vyhodnocenim a ukdzkou spravnych odpovédi. A aby bylo vse
maximalné nazorné, otazky ilustrujeme interaktivni 3D grafikou.




Parovaci hry

Pérovaci hra je interaktivni PDF s doplnovaci tajenkou. Cilem hrace je spravné sparovat
nabizené otazky a odpovédi. Hrac¢ tedy zaklikne policko u jedné otazky a nésledné u jedné
odpoveédi. Pri nalezeni spravného paru se odkryje jedno pismeno v tajence. Pri chybé ziska
hrac trestny bod a pokracuje ve hre.

Hry Riskuj

Hra typu Riskuj je obdobou televizni hry Riskuj. Hrac¢ si vybird otdzky ruznych témat
a obtiznosti. Otazky jsou ohodnoceny 100 body, 200 body, 300 body atd. Pri kliknuti na
vybrané policko se zobrazi otdzka s vybérem odpovédi. Po zakliknuti odpovédi je otazka
vyhodnocena a hraci jsou body bud pric¢teny nebo odecteny. Celkové skére je zobrazeno na
hracim poli. Zabavnéjsi variantou této hry je varianta urcend pro dva hrace. Tehdy se oba
hraci pravidelné stridaji a soupeti navzajem. Vitézem se pochopitelné stava ten, ktery ziska
vice bodi.

Testy

Interaktivni testy obsahuji otdzky s vybérem z predem danych moznosti, kdy muze byt
spravna pravé jedna odpovéd nebo vice odpovédi. U otazek, kde lze volit jen jednu odpo-
véd (test nedovoli zaskrtnout vice odpovédi), je spravnd odpovéd bodovana pocétem bodu
uvedenych v zavorce u zadani a Spatna odpovéd je bodovana 0 body. U otéazek, kde lze volit
vice spravnych odpovédi, je soucet bodu spravnych odpovédi uveden v zavorce u zadani a za
kazdou spatnou odpovéd bude odecten jeden bod.

Test zahajite kliknutim na tlacitko ,,Zacatek testu“. Nasledné resite jednotlivé testové
otazky a test ukoncite kliknutim na tlacéitko , Konec testu“. Tim dojde automaticky k vyhod-
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noceni testu a zobrazeni poctu spravné zodpovézenych otazek, ziskanych bodu a procenta
uspésnosti. Opraveni testu se provede kliknutim na tlacitko ,,Vysledky“. Spravné odpoveédi
budou oznaceny zelené a chybné odpovédi Cervené.

3D grafika

Vétsina her a testl obsahuje ilustra¢ni 3D grafiku. Vsechny 3D obrazky jsou interaktivni,
je tedy mozno s nimi otacet a prohlizet si téleso ze vSech stran a thla. Pro dalsi manipulaci
je tfeba zobrazit 3D Toolbar (je soucasti Adobe Readeru). Toolbar zobrazime kliknutim
pravého tla¢itka mysi na obrézek a volbou Néstroje — Zobrazit pruh néstroju (Tools — Show
Toolbar). Zékladni moznosti Toolbaru jsou dynamicky zoom, posunuti, natoceni, zména
osvétleni, zména barvy pozadi ¢i skryti, zobrazeni nebo izolovani pouze urcitych prvku
modelu. Mozné je rovnéz vyuziti ruznych zobrazovacich médu (Solid, Transparent, Shaded
Mlustration atd.). Pro korektni zobrazeni interaktivni 3D grafiky je tfeba pouzit Adobe
Reader verze minimalné 8.1.1.
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Jaké transformacni rovnice jsou ve sbirce pouzity?

Pripomenme si zakladni transformacni rovnice pri transformaci dvojného integralu do polar-
nich soutadnic a trojného integralu do valcovych soutadnic a sférickych souradnic. Vzhledem
k tomu, Ze jsou bézné pouzivany dvé varianty transformace do sférickych souradnic, uvadime
zde obé varianty a stejné tak je na kazdou z variant pripraven samostatny test, parovaci
hra i hra typu Riskuj.

Transformace do polarnich souradnic

Uvazujme bod T' v roviné s kartézskymi soufadnicemi [z, y]. Oznac¢me r vzdélenost bodu T°
od pocatku O kartézské soustavy souradnic a ¢ hel, ktery svird poloprimka OT s kladnou
Casti osy x.

Vztah mezi kartézskymi souradnicemi [x,y] a poldrnimi soutad-

nicemi [r,t] je ddn rovnicemi:
y
T = rcost, Voo , T
Yy = rsint.
-
Jakobidn |J| = r.
t L x
0 x

Pritom r =2 0 a t nabyva hodnot z intervalu (0, 27) nebo z jiného intervalu délky 2.
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Transformace do valcovych souradnic

W4
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Uvazujme bod T v prostoru s kartézskymi soufadnicemi [z,y, z] a jeho kolmy pramét 7"
do roviny zy s kartézskymi soufadnicemi [z, y,0]. Jak jiz vime, v roviné lze provést trans-
formaci kartézskych soutadnic [z,y] bodu T” do polarnich souradnic [r,t]. Nyni vyuzijeme D p raoocesus

V PLZNI

tohoto vyjadreni prvnich dvou soutfadnic bodu 7' v polarnich souradnicich k zavedeni nové
transformace kartézskych souradnic [z,y, z] bodu T do tzv. valcovych (cylindrickych) sou-
fadnic [r, t, z].

Vztah mezi kartézskymi soufadnicemi [z, y, z] bodu
T a valcovymi souradnicemi [r, ¢, z] je d4n rovnicemi:

T =1cost,
y = rsint,
z =z.

Jakobian |J| = r.

Pritom r 2 0 a ¢t nabyva hodnot z intervalu (0, 27)
nebo z jiného intervalu délky 2.




Transformace do sférickych souradnic — varianta I

Uvazujme bod T v prostoru s kartézskymi soufadnicemi [z, y, z] a jeho kolmy prumét 77 do
roviny zy s kartézskymi souradnicemi [z, y,0]. Ozna¢me r vzdalenost bodu T od poéatku
O kartézské soustavy soufadnic a ¢ tihel, ktery svird poloprimka OT" s kladnou ¢asti osy x.
Déle oznacme ¢ thel, ktery svira poloptimka OT' s kladnou ¢asti osy z. Polohu bodu T
v prostoru pak uréime trojici ¢isel [r, @, 9], kterou nazveme sférické souradnice bodu 7.

Vztah mezi kartézskymi souradnicemi [x,y, z] bodu
T a sférickymi souradnicemi [r, ¢, ] je ddn rovni-
cemi:

T = rcospsind,
y = rsin psind,

z = rcos?.

Jakobian |J| = r?sin 9.

Pritom r = 0, thel ¢ nabyvd hodnot z intervalu
(0,27) nebo z jiného intervalu délky 27 a uhel
nabyva hodnot z intervalu (0, 7).
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Transformace do sférickych souradnic — varianta II

WS
%, &
Y, 5

TS

Uvazujme bod T v prostoru s kartézskymi soufadnicemi [z, y, z] a jeho kolmy prumét 77 do
roviny zy s kartézskymi souradnicemi [z, y,0]. Ozna¢me r vzdalenost bodu T od poéatku
O kartézské soustavy soufadnic a ¢ thel, ktery svird polopfimka OT" s kladnou ¢ésti osy . D p raoocesus

V PLZNI

Dale ozna¢me ¥ tihel, ktery svird polopiimka OT s polopiimkou OT". Polohu bodu T v pro-
storu pak uréime trojici ¢isel [r, ¢, 9], kterou nazveme sférické souradnice bodu 7.

Vztah mezi kartézskymi souradnicemi [x,y, z] bodu
T a sférickymi souradnicemi [r, ¢, ] je ddn rovni-
cemi:

T = 7 coSpcosv,
y = rsin pcos v,

z = rsind.

Jakobidn |J| = r%cosd.

Pfitom r = 0, thel ¢ nabyvd hodnot z intervalu
(0,27) nebo z jiného intervalu délky 27 a uhel
nabyva hodnot z intervalu (—m/2,7/2).

Podékovani

Zévérem bychom radi podékovali panu doc. RNDr. J. Kubenovi, CSc. za peclivé precteni
celé sbirky a pomoc pti pripravé metapostovych obrazki.




Kapitola 2

Mnoziny bodu v prostoru

Tato kapitola slouzi k procvic¢eni urc¢ovani zakladnich kvadrik a téles, které vznikly prunikem
dvou nebo vice ploch v trojrozmérném prostoru. S podobnymi télesy se setkate v dalsich
kapitolach.
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2.1. Kvadriky

Pérovaci hra:

8L (L)) B (L))
af (L)) L))
e




Kvadriky

(a)

Kvadrika s rovnici 22 + y* 4+ 2% = r?, 7 > 0 je na obrazku

(a) (b) ()




2. (10b.) K mnoziné na obréazku pfiradte odpovidajici rovnici. P¥itom necht a, b, ¢, p,q > 0




3. (10b.) K mnoziné zobrazené na obrazku pritadte odpovidajici rovnici. Pfitom
a,b,c,p,q > 0.




2 yz 22

Kvadrik ici — 4+ = + —
vadrika s rovinici 9 + 5 + 1
(a) (b) (c)

=1 je na obrazku




2 2

Necht a,b > 0. Kvadrika s rovnici — — 2= 1 je na obrazku

(a) (b) ()




2 2 2

. " z
Kvadrika s rovnici — y_2 =
a b c

(a) (b) () (d)

= —1, kde a, b, c > 0, je na obrazku




.’L‘2 Yy

2
Kvadrika s rovnici z = o + %9 kde p,q > 0, je na obrazku
P q

(a) (b) (c)




8. (10b.) K mnoziné na obrazku prifadte odpovidajici rovnici. P¥itom a, b, ¢, p,q > 0




2 2 2
z—z — 2—2 =1 je na obrazku
(a) (b) (c) (d)

Necht a, b, c > 0. Kvadrika s rovnici :c_2 +
a




Spravné zodpovézené otazky:

Ziskané body:

Procento tspésnosti:




2.2. Mnoziny bodt v prostoru

Parovaci hry:
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1. (10b.) Rozhodnéte, kterd z nésledujicich mnozin je zobrazena na obrézku

test8.u3d

M= {lz,y,2] eR*: 1£a°+9* - 2°<4,05253,250,y 20}
M={[z,y,2) €R®*: 1<22+42<4,0<253,250,y20}
M={[zyzeR: 1<2?-4y*<4,052<3,250,y =20}

M={lz,y,2] eR*: 1<2°+y*+2°<4,0<2<3,20,y=0}




2. (10b.) Rozhodnéte, kterymi plochami je ohrani¢eno téleso na obrazku

testl.u3d

P4y =1z2=2—y% 2=4

2+ =1z2=a2+¢% 2=4

4y =12=1-2>—¢y> 2=4

w2—y2=1,z=1—x2—y2,z=4




3. (10b.) Rozhodnéte, kterymi plochami je ohrani¢eno téleso na obrazku

test1l.u3d

wz—y2=1,x2+y2—z2=0

x2+y2—m=0,m2+y2—z2=1
2+l —x=022+92+22=1

2oy =1, 2421
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4. (10b.) Rozhodnéte, kterymi plochami je ohrani¢eno téleso na obrazku, je li z = 0 AN\ o /A
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test2.u3d
2 2 2
2 2 2 x Yy z
—2=0, —+ = — — =-1

Yy +z T 9+9 9
2 2 2 2

9 9 Z T y z
Ty oy =0 gty

2
m2+y2—%:0,$2+y2+z2:1

PP+ =022+ -2 =1




M = {[z,y,2] € R*:
M = {[z,y,2] € R*:
M = {[z,y,2] € R*:

M = {[z,y,2] € R*:

5. (10b.) Rozhodnéte, ktera z nasledujicich mnozin je zobrazena na obrazku

test3.u3d

2

A

?+y? -2 <1 2 P+ 22 <4, 220}
x2+y2—z2§—1,1§x2+y2+22§4,z§0}
:L‘2+y2§1,1§x2+y2+22§4,z§0}

?+y? =22 20,152 +y* +22 54,220}
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6. (10b.) Rozhodnéte, ktera z nasledujicich mnozin je zobrazena na obrazku

M = {[z,y, 2] e R3:
M = {[z,y,2] € R*:
M = {[z,y, 2] e R3:

M = {[z,y, 2] e R3:

I\

N

N

I

A v v

1\
N’lgw N’lgw N’lgw N’law

test4.u3d

_l’_

cat oyt 22 <3)

+
“H

2+y2—z2§3}

2+y2—22§3}

+
Mltﬁw N’lqﬁw N’ltew Mlﬁm

8

, 224yt + 2% 23}
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7. (10b.) Rozhodnéte, kterymi plochami je ohranic¢eno téleso na obrazku

testb.u3d

22—y =122 -9 =4, 2=0,2=3—y
22—y =1, 22 +y?=4, 2=0, 2=3—=x
2+t +22=1, 22 +y’+22=4,2=0,2=3-2

24y =1, 22+ =4, 2=0,2=3—-y

}
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M = {[z,y,2] € R*:
M = {[z,y,2] € R*:
M = {[z,y,2] € R*:

M = {[z,y,2] € R*:

8. (10b.) Rozhodnéte, ktera z nasledujicich mnozin je zobrazena na obrazku

test6.u3d

22—y <9,05y, 05 252}
2’ +y° 9,05y, 05 2 < 2}
2’ +y’+2229,05y,05 252}

?+y*—22<9,0y, 05 2 <2}
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9. (10b.) Rozhodnéte, ktera z nasledujicich mnozin je zobrazena na obrazku

test9.u3d

M={zyz2eR —1<3<1, -15y<1,y*+2<2<1-27}
M:{[m,y,z]€R3: —1§:c§1,—1§y§1,1—m2§z§y2+2}
M:{[w,y,z]eRS: —-1<5x2<1, —1§y§1,1—|—x2§z§x2+y2}
M:{[m,y,z]€R3: —1§:c§1,—1§y§1,1—x2§z§x2+y2}
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Spravné zodpovézené otazky:

Ziskané body:

Procento tspésnosti:
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2.3. Zkus co umisS — hry Riskuj a Poznej * L]
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Hra Riskuj (varianta pro jednoho hrace):  Hra Riskuj (varianta pro dva hréace):

Trojny integrdl

Body: 300 - | Body: 100 | Body: 300 -

Hra Poznej:




Kapitola 3
Dvojny integral

Cilem této kapitoly je procviceni problematiky dvojnych integralt, predevsim Fubiniovy
véty a Teseni integralii pomoci transformace do polarnich souradnic.
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3.1. Fubiniova véta
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Dvojny integral — Fubiniova véta A

1. (2b.) Uvedte nazev véty, kterd pojednava o prevedeni vicerozmérného integralu na in-
tegral vicendsobny.

Fubiniova Cauchyova D ZAPADOCESKA

> UNIVERZITA

V PLZNI

Weierstrassova Greenova
2T 2+sinx y 3
2. (2b.) Plati // f(z,y)dzedy = / (/ 3 dy)dx =5 Rozhodnéte, které z na-
A 0 0
sledujicich tvrzeni je pravdivé.

- 3
Cislo ; predstavuje obsah rovinné oblasti A.

= 3T
Cislo -5 predstavuje obsah rovinné oblasti, kterd je ohranicena funkcemi z =

az=2+sinx.

= 3T
Cislo — predstavuje objem télesa, které je shora ohraniceno grafem funkce z =

a jehoz podstava je A.

= 3
Cislo — predstavuje objem télesa, které je ohraniceno grafem funkce z = 2 4+ sinx

a jehoz podstava je A.




3. (6b.) Prevedte dvojny integrél / / f(z,y) dzdy na dvojnisobny, je-li mnozina A zvy-
A

raznénd na obrazku.
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4. (6b.) Prevedte dvojny integral / / f(z,y) dzdy na dvojnisobny, je-li mnozina A zvy- AT~
A
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raznénd na obrazku.




5. (6b.) Prevedte dvojny integrél / / f(z,y) dzdy na dvojnisobny, je-li mnozina A zvy-
A

raznénd na obrazku.
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6. (6b.) Prevedte dvojny integrél / / f(z,y) dzdy na dvojnisobny, je-li mnozina A zvy- AT~
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7. (6b.) U nésledujiciho piikladu vyberte dvojndsobny integrél, ktery vznikne zdménou A\ oo Zlh
0 0 6‘0&'?/0 ."'(h Q:é\
poradi integrace u integrilu: / ( / da:) dy. s>
-2 y2_4

0 0 0 0 ZAPADOCESKA
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) —vax+4 —4 z+4
0 0 0 0
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8. (6b.) Urcete integral pomoci néhoz spocitdme objem télesa S leziciho pod paraboloidem A\ oo/l
0"4'/ 2 é‘&
"'r o
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z = 22 + y? a nad mnozinou A v roviné zy ohrani¢enou p¥imkou y = 2z a parabolou
y = z. MnoZina A je zobrazena na obrazku.

/;x(/oz(azz—i—yQ)dy)dx
w/02(/;z(x2+y2)2dy)dx
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9. (6b.) Urcete integral pomoci néhoz spocitdme objem télesa S ohrani¢eného plochou \C

¥ P . . <,
T+ 1y + z =1 a souradnymi rovinami zy, zz, yz. R

Chj N

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

t1-09.u3d

1(/01(1‘+y—|—z—1)dy)da: /0 /0
1(/01(1—x)dy)dx /01(/01_m(x+y—1)dy)dm
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10. (6b.) Urcete integral pomoci néhoz spoéitame objem télesa S ohrani¢eného shora elip- A
tickym paraboloidem z = 8 — 222 — 4 a ze zdola rovinou xy. R

2

»
13} ‘é\
4,
Q>

L‘[{'“

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

t1-10.u3d

/11</22(8—2:c2—y2)dy)d:c /11(/;;(8—%2—@,2)@)@

2 V8 2 V8—2a2
/ (/ (8—21‘2—y2)dy)daz / (/ (8—2x2—y2)dy>dx
—9) —V8 -2 —V/8-222




11. (6b.) Urcete integral pomoci néhoz spoé¢itdme obsah mnoziny
A= {[z,y] € R% 22 <y, y—z < 2}. Mnozina A je zobrazena na obrézku.
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i 2sin (%)
12. (6b.) Zameénte poradi integrace u integralu / ( / ’ f(z,y) dy)dx. Integracni
0 2z
mnozina je zobrazena na obrazku.

y
y=2x

2 ..................................
y = 2sin(3)

T x
™ 2 2 3Y
/ (/ f(fv,y)dw)dy / (/ f(w,y)dw)dy
0 0 0 arcsin (¥)
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13. (6b.) Zaménte poradi integrace u integralu / ( / flz,y) dy)dx. Integracni mno- V' &> 7
0 (z—1)2 LS

zina je zobrazena na obrazku.
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Spravné zodpovézené otazky:

Ziskané body:

Procento tspésnosti:




3.2.

Transformace do polarnich souradnic

Parovaci hry:
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Dvojny integral — transformace do polarnich soutradnic

1. (2b.) Urcete absolutni hodnotu jakobidnu transformace do polarnich soufadnic:

T =rcost
Yy =rsint
rcost r ? rsint

2. (6b.) Jaky integral vznikne transformaci / / V2% + y?2dxdy do polarnich soufadnic,
Q
je-li Q = {[z,y] € R?: 22 +¢* < 4}.

/02W</02r2dr)dt /027«2(/027r dr)dt /02W</04\/r_2dr)dt
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3. (6b.) Jaky integral vznikne transformaci / sin v/ 2 + y? dzdy do polarnich souradnic, V IZ,‘.;RI )2
Q X S
joli 0 = {[z,3] € R: 7% € 2 42 < (dn)1). :
y ZAPADOCESKA
x2 4 y2 — 167‘[2 D > onvERZITA
2., 2\_ 2
X*t+y \=m
AR
\L/7 47
Q

2 2 4 2
/ (/ sinrdr)dt / r? (/ rdt)dr
0 T 0 0
2 4 4 4
/ (/ rsinrdr)dt / (/ rsin\/ﬁdr)dt
0 by T T




4. (6b.) Jaky integrél vznikne transformaci / / (2% + y?)dzdy do polarnich soufadnic,
Q
jeli Q= {[z,y] eR*: 1L a?+y* <4 A 2 Sy < 22).

y
y =2x
2.
y=x
Q
1-
1 2 x

4 27 4 21
/ (/ r3 dt) dr / (/ r? dr) dt
1 w/4 1 w/4
2 /3 2 arctg 2
/ (/ r? dt) dr / (/ r3 dt) dr
1 /4 1 /4
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5. (6b.) Jaky integral vznikne transformaci / / = ) (ZJ +g )

jeli Q= {[z,y] eR?: 1< 224+ <4 Ay 20}

dzdy do polarnich souradnic,

y
Q
ﬁ\ 24y =4
-2 -1 0 1 2 T x

2 27 2 T
1
1 0 0
2 m 2 s
1
/ (/ - ; T dt) dr /
1 o T 0
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6. (6b.) Urcete integral pomoci néhoz spoc¢itame objem télesa S leziciho pod kuzelovou
plochou z = v/22 + y? a nad mnozinou 2 v roviné xy, kterd je zobrazena na obrazku.

y
y=—-X y=x
Q
X
iy
B 2 i
/ (/ 'er'r)dt / (/ rdr)dt
by 1 - 0

o
Jisis

&
S

=

A\ oo /2
% >
%, <

AT
ZAPADOCESKA

> UNIVERZITA
V PLZNI




7. (6b.) Urcete integrdl pomoci néhoZ spoéitdme objem télesa S leziciho pod plochou
z = cos (22 + %) a nad mnozinou Q v roviné zy, ktera je zobrazena na obrazku.

y ZAPADOCESKA
P> univerzita
V PLZNI

N
y—ﬁx

=




o
e
L]

OsTRavY, N 7

o
\“*“

&
S

=

8. (6b.) Urcete integral pomoci néhoz spocitdme objem télesa S, které je ohranic¢eno ro- \C

. . %
vinou z = 0 a paraboloidem z = 1 — 2% — ¢%. %,
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np9.udd

/OQW(/Olrdr)dt /027r</01x2(1—x2—y2)dr>dt
/O%(/Olru—r?)dr)dt W/()ﬂ(/owrdr)dt




9. (6b.) Necht Q = {[z,y] e R?*: 2 +y> S2Ay 2>

oY dzdy do polarnich soufadnic.

i dr) dt

x} Transformujte integral
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10. (6b.) Necht Q = {[z,y] € R? : 2® + y*> < 1 Az +y = 1}. Transformujte integrél

zy dzdy do polarnich souradnic.
Q

T/ .
/ / r2costsintdr |dt
0 Ttteost
|

WP

1
(/Sl et r3costsintdr)dt
1
5000,
/ / r°costsintdr |dt
0 0
1 3
/ (/ r?’costsintdt)dr
1 0

sint+4cost
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11. (6b.) Transformujte integral /

/02”( [ roin 0% dr )t
[( [ rsmeyar)a
([ ranrar)a
b

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:

sin (22 + o) dy) dx do polarnich souradnic.
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Hra Riskuj (varianta pro jednoho hrace):  Hra Riskuj (varianta pro dva hréace):

Trojny integrdl

Body: 300 - | Body: 100 | Body: 300 -

Hra Poznej:
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Kapitola 4

Trojny integral

Cilem této kapitoly je procviceni problematiky trojnych integralt, predevsim Fubiniovy véty
a TeSeni integraltt pomoci transformace do valcovych s sférickych souradnic.




4.1. Fubiniova véta

Pérovaci hra:

Té od neptitele dostaneme ¢asto dobton ________

4 N - »

QL))
af ([ ([ a)w)a
OL([([ " x)u)e
O

it gt vl e
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Trojny integrial — Fubiniova véta

1/ /27 3
1. (8b.) Necht I = / ( / ( / dz)dy)dm. Rozhodnéte, kterd z nésledujicich tvrzeni
0o \Jo \Jo

jsou pravdiva.

I:/Ol(/023dy)dx.

Pomoci integralu I spocitame objem kvadru o stranéach 1, 2, 3.

= LG oo Joo

Objem kvadru o stranich 1, 2, 3 je roven obsahu obdélniku o stranach 2, 3.
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2. (10b.) Prevedte trojny integral / / f (z,y, z) dedydz na trojndsobny. Mnozina V
A LSy
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A={[z,y,2] ER3: 220,y>0,220,z+y+2z <5} je zobrazena:

t1l.u3d

5

5—x 5 r—y
( f(z,y,2) dx)dy)dz
5(/ f(z,y,z dz)dy)dx

5—x 5 z—y
( (m,y,z)dz)dy)dx

5 5 r— y
( (z,y,2 )dw)dy)dz
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3. (10b.) Prevedte trojny integral / / f (z,y, z) dedydz na trojndsobny. Mnozina V
A LSy

ZAPADOCESKA
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A={[z,y,2] €ER?: 052<1,0<y<1,0< 2 < 2% 492 + 1} je zobrazena:

t2.u3d

1 1+x z24y2+1

/( ( f(w,y,Z)dZ)dy)dw
O1 2+y +1

/( ( f(x,y,z>dx)dy)dz
01 1+:c z24y2+1

/( ( f(:v,y,z)dz)da:)dy
01 z 24 y241

/( ( f(w,y,Z)dZ)dy)dx
0
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4. (10b.) Prevedte trojny integral / / / f (z,y, z) dedydz na trojndsobny. Mnozina AT~
A

Chj N
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A={[z,y,2] ER3: 220,y20,220,2c+y <4, 2<4— 22} je zobrazena:

t3.u3d
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5. (10b.) Ptevedte trojny integral / / f (z,y, z) dedydz na trojndsobny. Mnozina V
A LSy
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A={[z,y,2] ER3: 220,y20,220,z+y <1, 2 < 2y} je zobrazena:

t4.u3d

/01 /01 m(/ P )dz)dy)da:
/Omyf(ac,y,z)dz)dy)dx

f(z,y,2) d:ﬁ)dy)dz

/0“’(01 (/fxy, dx)dy)dz
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. (10b.) Urcete integral pomoci né¢hoz spoéitdme objem zobrazeného télesa
Q= {[r,y,2] €R®: 220,420,220, y<4— 2z, 2 <62}
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. (10b.) Urcete integral pomoci né¢hoz spoéitdme objem zobrazeného télesa \C-

2

Q={[z,9,2]eR?>: 021,05y <1,0=5 25 22 +9°%) o
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8. (10b.) Urcete integral pomoci néhoz spoéitdme objem zobrazeného télesa A
Q={[z,y,2] eR?: 220,920,220,z +y+2=<1} R
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9. (8b.) Uvazujme rotacni valec o poloméru podstavy r a vysce h. Necht V' znaci objem A
tohoto valce. Rozhodnéte, ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva. R

Q <&
x>

v/ pE=ZE ; ph
v=[ ([T ([ a)a)as D
—r _m 0 P> univerzita

V PLZNI

R = .
Vz/ (/ hdy)dm.
ST a2

V = mrh

h
V:7r/ r?dx
0

Spravné zodpovézené otazky:

Ziskané body:

Procento tispésnosti:




4.2. Transformace do valcovych souradnic

Pérovaci hra:

Nejhorsi zpisob chudaby  chudobas
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Trojny integral — transformace do valcovych souradnic

1. (2b.) Vztah mezi kartézskymi a valcovymi souradnicemi pfi pouziti r, ¢, z je ddn rov-
nicemi:

xr =rsint, y =rcost, z=t xr=rcost,y=rsint, z=t P inremoseskh
V PLZNI

r =rcost,y=rsint, z ==z r =rsint, y =rcost, z ==z

2. (2b.) Absolutni hodnota jakobidnu transformace do valcovych soutadnic pfi pouziti r,

rcost




3. (10b.) Jaky integrél vznikne transformaci / / / 1dzdydz do valcovych soutradnic, je-li
A

A= {[as,y, 2] €eR3: a2 +92 <4, 2525202 O}. Mnozina A je zobrazena na
obrazku.

tv2.u3d
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4. (10b.) Jaky integral vznikne transformaci / / / dxdydz do valcovych souradnic, je-li
A

A= {z,y,2] €eR>: 1 <22 +35%<40<Z 2 <3 -y} Mnozina A je zobrazena na
obrazku.

testH.u3d

LU (L))
/0 7r</0 (/0 _Tsmtrdz) dr) dt

LUy
/0 7r(/1 (/0 _Tsmtrdz> dr) dt
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. (10b.) Jaky integral vznikne transformaci / / / dxdydz do valcovych souradnic, je-li
A

A= {[m,y,z] eR3: 1<224+92<4, 25252, 25 0}. Mnozina A je zobrazena na
obrazku.

tv7.u3d
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6. (10b.) Jaky integral vznikne transformaci / / / dxdydz do valcovych souradnic, je-li
A

A= {[w,y, 2 €R3: 1522492 <4,05253,250,y2 0}. Mnozina A je zobrazena
na obrazku.

test&.u3d

/0:/2(5(/037«012)017«)& /02</0:(/1:d)d)dt
/0(/0 (/Odt)d)d /2(/1 </0 rdz)dr)dt
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7. (10b.) Jaky integral vznikne transformaci / / / dxdydz do valcovych souradnic, je-li
A

A= {[a:,y,z] eR: 22 +42<9,0<5y,0< 2 < y}. Mnozina A je zobrazena na
obrazku.

tvl.u3d
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8. (10b.) Jaky integral vznikne transformaci / / / dxdydz do valcovych souradnic, je-li
A

A= {[m,y,z] eR3: 224+ 2 <4, y—2<2<2- y}. Mnozina A je zobrazena na
obrazku.

tv3.u3d
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9. (10b.) Jaky integral vznikne transformaci / / / dxdydz do valcovych souradnic, je-li
A

A= {[z,y,2] eR3: 22+ 42 <9,y —3=<2<3—y, 2 >0} Mnozina A je zobrazena
na obrazku.

tv4.u3d
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10. (10b.) Jaky integrdl vznikne transformaci / / / dxdydz do valcovych souradnic, je-li
A

A={[z,y,2] €ER3: 1 <2?4+42 <9, y—3< 2 <3—y, > 0}. Mnozina A je zobrazena
na obréazku.

tv6.u3d

/_g (/03(/y:yrdz)dr)dt /;(/f(/ys_yr?dz)dr)dt

-3

3 3—rsint T 9 3—rcost
(/ (/ rdz) dr) dt / (/ (/ rdz) dr) dt
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11. (10b.) Jaky integrdl vznikne transformaci / / / dxdydz do valcovych souradnic, je-li
A

A= {[w,y, 2 €R3: 15224924, 05254,y |x|} Primét mnoziny A do roviny
Yy je zobrazen na obrazku.
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12. (10b.) Jaky integrél vznikne transformaci / / / dxdydz do valcovych souradnic, je-li
A

A= {[w,y,z] eR3: 22 +42<1,1<253,y 2,22 O}. Primét mnoziny A do
roviny zy je zobrazen na obrazku.
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13. (10b.) Jaky integrdl vznikne transformaci / / / dxdydz do valcovych souradnic, je-li
A

A= {[a:,y,z] eR: 22+ —y<L0,22+y2 222 O}. Mnozina A je zobrazena na
obrazku.
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14. (10b.) Jaky integrdl vznikne transformaci / / / dzdydz do valcovych soutadnic, je-li AT~
A

Chj N
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A= {[w, y,z] ER3: 22 492 <4z, 2 < 4}. Mnozina A je zobrazena na obrazku.

npl4.u3d
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15. (10b.) Jaky integral vznikne transformaci / / / 3z2dzdydz do valcovych soufadnic, je-li
A

A={[z,y,2] e R*: 2*+y* < 2 <2—(2* +y*)}. Mnozina A je zobrazena na obrazku.
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Spravné zodpovézené otazky:

Ziskané body:

Procento tspésnosti:




4.3. Transformace do sférickych souradnic — varianta I

Pérovaci hra:
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Trojny integral — transformace do sférickych souradnic

1. (2b.) Vztah mezi kartézskymi a sférickymi souradnicemi je pri pouziti r, ¢ a ¥ dén
rovnicemi:

ZAPADOCESKA

T =rcospsind, y =rsinesind, z = rcosd > univenzima

T =rsinpsiny, y = rcospsind, z = rcosd
T =rcospsind, y =rsingsind, z =rsinp
x =rsingsind, y =rcospsind, z =rsinp
2. (2b.) Absolutni hodnota jakobidnu transformace do sférickych souradnic prfi pouziti r,
pad je:
72 sin 19 7 cos 1>

rsind r? sin




3. (10b.) Jaky integral vznikne transformaci integralu / / / dzdydz do sférickych sourad-
A

nic, je-li

A:{[x,y,z]:x2+y2+z2§R2,R>O,x20,y20,z20}.

np3.udd
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R o s R
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T 2w R % T 2 cos ¥
/ (/ (/ 7“2sin19dr)dg0)d19 / (/ (/ r2sin19d7“)d<,0)d19
0 0 0 0 0 0
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4. (10b.) Jaky integral vznikne transformaci / / / dzdydz do sférickych soutadnic, je-li AT~
A

OsTRANY, 7
A= {z,y,2] €eR®: 1 < a?+¢y?>+ 22 < 4,9y 20,2 2 0}. Mnozina A je zobrazena na \
obrazku.
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5. (10b.) Jaky integral vznikne transformaci / / / dzdydz do sférickych souradnic, je-li
A

A= {[z,y,2] € R®: 2% +9? + 22 < 1,v/x2 +y2 < z}. MnoZina A je zobrazena na
obréazku.
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6. (10b.) Jaky integral vznikne transformaci / / / dzdydz do sférickych soutadnic, je-li AT~
A

A={[z,y,2) €R3: 22222 + 4?1 < 2?2+ 92+ 22 < 4,22 0,2 2 0}. Mnozina A je
zobrazena na obrazku. D
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7. (10b.) Jaky integral vznikne transformaci / / / dzdydz do sférickych souradnic, je-li
A

A={[z,y,2] ER3: 22 4+142+22—2 20,22 +9?+22—22 £ 0, /22 + y2 < z}. MnoZina
A je zobrazena na obrazku.
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8. (10b.) Jaky integral vznikne transformaci integralu / / / dzdydz do sférickych sourad-
A

nic, je-li:
A={[z,y,2]: 4+ + 225422 2+ (2 —2)2 <4,z20}.

Mnozina A je zobrazena na obrazku na dalsi strané.
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9. (10b.) Jaky integral vznikne transformaci integralu / / / dzdydz do sférickych sourad-
A
nic, je-li

A={lz,y,2]: 22 +y* + 22 S RL22 + > + (: — R)>< R, R > 0} .
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Spravné zodpovézené otazky:
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4.4. Transformace do sférickych souradnic — varianta II

Pérovaci hra:
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Trojny integral — transformace do sférickych souradnic

1. (2b.) Vztah mezi kartézskymi a sférickymi souradnicemi je pri pouziti r, ¢ a ¥ dén
rovnicemi:

ZAPADOCESKA

T =rcospcost, y=rsinpcosd, z =rsind > univenzima

T =rsinpsind, y =rcospsind, z = rcosd
T =rcospsind, y =rsingsind, z =rsinp
T =1rcospcost, y =rcospsind, z =rsing
2. (2b.) Absolutni hodnota jakobidnu transformace do sférickych souradnic prfi pouziti r,
pad je:
72 sin 19 7 cos 1>

rsind r? cos




3. (10b.) Jaky integral vznikne transformaci integralu / / / dzdydz do sférickych sourad-
A

nic, je-li

A:{[x,y,z]:x2+y2+z2§R2,R>O,x20,y20,z20}.
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R & I R
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/ (/ (/ TQCosﬁdr)dgo)dﬂ / (/ (/ r2sin19d7“)d<,0)d19
0 0 0 0 0 0
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4. (10b.) Jaky integral vznikne transformaci / / / dzdydz do sférickych souradnic, je-li
A

A={[z,y,2) eR3: 1 < 2?+¢y?>+ 22 <4,y 20,2 2 0}. Mnozina A je zobrazena na
obrazku.

tsf3.u3d
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5. (10b.) Jaky integral vznikne transformaci / / / dzdydz do sférickych souradnic, je-li
A

A= {[z,y,2] € R®: 2% +9? + 22 < 1,v/x2 +y2 < z}. MnoZina A je zobrazena na
obréazku.

tsfl.u3d
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6. (10b.) Jaky integral vznikne transformaci / / / dzdydz do sférickych souradnic, je-li

A
A={[z,y,2) €R3: 22222 + 4?1 < 2?2+ 92+ 22 < 4,22 0,2 2 0}. Mnozina A je
zobrazena na obrazku.

tsf2.u3d
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7. (10b.) Jaky integral vznikne transformaci / / / dzdydz do sférickych soutadnic, je-li V
A X u\\\“é"
A={[z,y,2] ER3: 22 4+142+22—2 20,22 +9?+22—22 £ 0, /22 + y2 < z}. MnoZina
A je zobrazena na obrazku. D
>

(/Ozﬂ(/zcowr cosﬁdr)dgo)dt? / </027T(/é r cosﬁdr)dcp)dﬁ
(/0%(/:;197» cosﬁdr)dcp)dﬁ / (/O%(/ r cosﬁdr)dga)dﬁ

FNE] Mq

m\, M\




8. (10b.) Jaky integral vznikne transformaci integralu / / / dzdydz do sférickych sourad-
A

nic, je-li:

A:{[x,y,z]::ﬁ2+y2+22§4,x2+y2+(z—2)2§4,a:§0}.

Mnozina A je zobrazena na obrazku na dalsi strané.
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9. (10b.) Jaky integral vznikne transformaci integralu / / / dzdydz do sférickych sourad-
A

nic, je-li

A={lz,y,2]: 22 +y* + 22 S RL22 + > + (: — R)>< R, R > 0} .

/2#
0

N N

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:
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4.5. Zkus co umis — hry Riskuj a Poznej — varianta I ™ .. ST
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Hra Riskuj (varianta pro jednoho hrace):  Hra Riskuj (varianta pro dva hréace):

R ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
- - o v PLZNI

Body: 300 - | Body: 100 | Body: 300 -

Hra Poznej:
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4.6. Zkus co umis — hry Riskuj a Poznej — varianta II ™ .. 57

&
S

=

Hra Riskuj (varianta pro jednoho hrace):  Hra Riskuj (varianta pro dva hréace):

R ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
- - o v PLZNI

Body: 300 - | Body: 100 | Body: 300 -

Hra Poznej:
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