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Predmluva

Vazeny ctenari,

text, ktery prave cCtete, vznikl v ramci feseni projektu ,Matematika
pro inZenyry 21. stoleti — inovace vyuky matematiky na technic-
kych skolach v novych podminkach rychle se vyvijejici informacni
a technické spolec¢nosti.* Projekt je resen na Vysoké skole banské — Tech-
nické univerzité v Ostravé a Zapadoceské univerzité v Plzni v obdobi 2009 —
2012.

Hlavni motivaci projektu je potfeba reagovat na zmény vyznamu jed-
notlivych partii matematiky pri Tfeseni praktickych problémi, zptisobenou
zejména velkym pokrokem v matematickém modelovani, dramatickym zlep-
sovanim software a rychlym zvysovanim vypocetnich kapacit modernich po-
¢itacu. Inzenyti nyni bézné vyuzivaji stéle se vyvijejici komplikované softwa-
rové produkty zalozené na matematickych pojmech, se kterymi se v kurzech
matematiky budto nesetkaji viibec nebo v nevhodné formé. Na druhé strané
prezentace nékterych pojmi v zakladnich kurzech neodrazi z nejrtiznéjsich
divodu potreby odbornych kateder. Bohuzel tento stav ztézuje studentim
aktivni pouzivani ziskanych védomosti v odbornych predmétech i orientaci v
rychle se vyvijejicich metodach inzenyrské praxe.

Cilem projektu je inovace matematickych a nékterych odbornych kurzi
na technickych vysokych skolach s cilem ziskat zajem studentt, zvysit efek-
tivnost vyuky, zpristupnit prakticky aplikovatelné vysledky moderni mate-
matiky a vytvorit predpoklady pro efektivni vyuku inzenyrskych predméti.
Zkvalitnéni vyuky matematiky budoucich inzZenyrti chceme dosdhnout po
strance formélni vyuzitim novych informacnich technologii pripravy elektro-
nickych studijnich materidli a po strance vécné peclivym vybérem vyucované
latky s diislednym vyuzivanim zavedenych pojmt v celém kurzu matematiky
s promyslenou integraci moderniho matematického aparatu do vybranych in-
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zenyrskych predméti. Metodiku vyuky matematiky a jeji atraktivnost pro
studenty chceme zlepsit dirazem na motivaci a daslednym pouzivanim po-
stupu ,,od problému k reseni‘.

V ramci projektu vytvarime 40 novych vyukovych materiali z oblasti
matematické analyzy, linearni algebry, numerickych metod, metod optima-
lizace, diskrétni matematiky, teorie grafii, statistiky a nékolika odbornych
kurzli. VSechny hotové vyukové materidly budou volné k dispozici na webo-
vych strankach projektu http://mi2l.vsb.cz

Autofi predem dékuji za vsechny pripadné napady a navrhy k vylepseni
textu i za upozornéni na chyby.



Uvod

Tento text slouzi pro podporu vyuky predmétu Funkce komplexni proménné
a integralni transformace, ktery je vyucovan v 1. ro¢niku magisterského stu-
dia na Fakulté elektrotechniky a informatiky VSB-Technické univerzity Os-
trava. Jeho vznik byl podpoten projektem MI21 - Matematika pro inzenyry
21. stoleti, http://mi21.vsb.cz

V celé radé technickych tloh se setkavame s potfebou analyzovat funkce,
jejichz prubéh se pravidelné opakuje. Prikladem jsou funkce, které popisuji
periodické déje v raznych fyzikalnich procesech (chvéni konstrukei, ustéleny
pohyb pistu spalovacich motort, ustélené tocivé pohyby). Jako vhodny pro-
stfedek k jejich analyze se ukézala metoda rozvijejici danou periodickou
funkci v nekonecnou trigonometrickou radu, tzv. Fourierovu radu. Jeji de-
finice, vlastnosti a priklady pouziti k harmonické analyze signala jsou naplni
prvni kapitoly.

V technické praxi se rovnéz casto setkdavame s tlohami, které vedou na
reseni diferencidlnich nebo integro-diferencialnich rovnic (analyza napéti v
soucasti pri jejim zatézovani, pribéh proudu v elektrickych obvodech, roz-
lozeni teploty v télese pii jeho zahtivani). Ve druhé kapitole se proto zamé-
fime na teSeni diferencialnich rovnic pomoci uc¢inného nastroje nazvaného
Laplaceova transformace, ktery umoznuje transformovat dané diferencialni a
integro-diferencialni rovnice na cisté algebraické rovnice, ¢imz se vyznamné
zjednodusi proces hledani feseni. Po zavedeni Laplaceovy transformace na-
sleduje vycet jejich vlastnosti, realizace zpétné Laplaceovy transformace a
ilustrace uziti na prikladech z oblasti elektrotechniky a regulac¢nich systémii.

Dékujeme studentim za pripominky k prvnimu vydani textu a také
doc. RNDr. Jitfimu Bouchalovi, Ph.D. za cenné rady.

T. Kozubek, M. Lampart
Ostrava
22. srpna 2012
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Kapitola 1

Fourierovy rady

V mnohych technickych tlohach se setkdvame s funkcemi, jejichz pribéh
se stale opakuje. Tyto funkce vyjadiuji periodické déje v rtznych fyzikal-
nich procesech (chvéni konstrukei, ustaleny pohyb pistu spalovacich motort,
ustélené toc¢ivé pohyby) ¢i mechanickych kmitech (akustické kmity) a stii-
davé elektrické proudy.

Takové funkce nazyvame periodické, tj. mame-li funkci f(¢) redlné pro-
ménné t a existuje-li kladné realné ¢islo T takové, ze pro kazdé t z definiéniho
oboru plati

f)=f+T). (1.1)

Cislo T, pro néz plati rovnice (1.1), se nazyvé perioda, tedy funkce f je perio-
dickd s periodou T. Je-li T perioda fuknce f, pak je také periodou kazdé ¢islo
nT', kde n € N. Nejmensi ¢islo T, pro néz plati rovnice (1.1) pak nazyvame
zalkadni periodou. Poznamenejme, Ze zakladni perida nemusi existovat. Jako
priklad poslouzi konstantni funkce, kterda ma za periodu libovolné kladné
realné c¢islo, ale zakladni periodu neméa. Nadédle budeme pro jednoduchost
pouzivat oznaceni perioda a z textu bude vzdy jasné, zda se jedna o peri-
odu zakladni nebo ne. Dale pro libovolné o € R nazveme interval (o, o + T
intervalem periodicity a specielné zdakladni interval periodicity je pripad, kdy
a = 0 nebo a = —=T/2, tedy zakladni interval periodicity m4 tvar (0, 7] nebo
(=T/2,T/2].

Nasledujici lema ukazuje, ze se pri dalsim studiu stac¢i omezit na perio-
dické funkce s periodou 2.

13



14 KAPITOLA 1. FOURIEROVY RADY

Lema 1 Ke kazdé periodické funkci f(t) s periodou T ezistuje transformace
argumentu! t = tr(z) takovd, Ze transformovand funkce f(tr(x)) md periodou
2m.

Dukaz: Bud
T

t=tr(z) = e
T

Pak

1(0) = (@) = f (50) = o(o).

Funkce g(z) je definovand pro kazdé z a je periodické s periodou 27

gle+2m) = f (2T (:E+27r)) .y <T$—I—T> — f(t+T) = f(t) = g(2).

o 2

g

Jako elementarni priklad nam poslouzi jednoduchy harmonicky kmit dany
obecnou sinovou funkci

f(t) = Asin(wt + ¢). (1.2)

Zde nezavislou proménnou t interpretujeme jako cas, A je amplituda udavajici
vychylku z rovnovazné polohy, cely argument wt + ¢ nazyvame fdze kmitu,
pro t = 0 dostavame pocdtecni fdzi a konstantu w, udavajici pocet kmiti za
27 vtefin, nazyvame kruhovou frekvenci (ihlovou rychlosti). Doba jednoho
kmitu, perioda, se oznacuje T' a v nasem piikladé je T' = 27 /w.

V praxi se ovSem setkavame se slozitéjsimi periodickymi funkcemi, které
jak ukazeme v dalsich podkapitolach, 1ze napsat jako soucet nekonecné rady
jednoduchych harmonickych kmitt, kde prvni ¢len této fady ma stejnou pe-
riodu jako dana periodicka funkce. Periody nasledujicich kmiti jsou pak po
radé polovina, tretina, atd. periody kmitu prvniho. Tak vznikne periodicka
funkce vyjadrujici slozené harmonické kmitani, ktera je popsana nekonec¢nou
radou s ¢leny

up, = Ay sin(nwt + ¢y,). (1.3)

Itransformaci argumentu rozumime transformaci soufadnic, s pojmem jiz byl étenaf
seznamen pii transformaci kartézské soustavy souradnic na souradnice polarni, sférické
nebo valcové
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Tyto lze ekvivalentné zapsat ve tvaru
Up, = ay, cos(nwt) + b, sin(nwt), (1.4)

kde pro jednoduchost klademe

a
Radu - o
Z U, = % + Z(an cos(nwt) + by, sin(nwt)) (1.6)

n=1
nazyvame trigonometrickou radou. Pokud fada konverguje, jak ukazeme poz-
dgji, tak konverguje k funkci s periodou? T = 27 /w, tj. s periodou ¢lenu s
indexem 1. Koeficienty a, a b, se nazyvaji Fourierovy koeficienty funkce f(t).

1.1 Fourierova rada

V podkapitole 1.5 si ukadzeme, ze je-li trigonometricka rada

50 z_: a, cos(nt) + by, sin(nt)) (1.7)
stejnomérné konvergentni v R, dava soucet, ktery je spojitou periodickou
funkei f(t) s periodou prvniho ¢lenu fady?, tj. T' = 27 (zde jsme uZili Lematu
1, tudiz T'= 27 a w = 1). Plati tedy
50 Z ay, cos(nt) + b, sin(nt)). (1.8)

Nasim tkolem je nyni urc¢it koeficienty a,, a b, stejnomérné konvergentni
trigonometrické fady (1.8) a to na zdkladé funkece f(t), kterd je jejim souctem.
K feseni tohoto problému pouzijeme ortogonality systému funkei z Prikladu
10 (str. 44) na intervalu [—m, 7], tj. intervalu délky 2.

Koeficient ag urc¢ime integraci rovnice (1.8) v mezich od —m do 7. Tedy

[at0ae= [ (54 X ascostut) + bsingun) ) o = mao

2pozorny ¢tendi si vdiml, Ze dand perioda nemusi byt zédkladni. Pokud by bylo a; =
by = 0, pak by 27 /w bylo periodou, ale né nejmensi. Je-li navic alespoii jeden z koeficientti
as nebo by nenulovy, pak je zékladn{ prioda 7/w.
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ao = i/:; £(t) dt, (1.9)

zde jsme uzili faktu, ze pro kazdé n je [*_cos(nt)dt =0a [ _sin(nt)dt = 0.
Koeficienty a,, ur¢ime tak, ze rovnici (1.8) pfendsobime funkci cos(nt) a opét
integrujeme ve stejnych mezich. Pak podle vypoctu z Prikladu 10 (str. 44)
dostavame

™

/7r f(t)cos(nt)dt = an/ cos?(nt)dt = a,,

iy = i/_i F(t) cos(nt) d . (1.10)

Koeficienty b, urc¢ime analogicky jako a, s tim rozdilem, Ze rovnici (1.8)
prendsobime funkei sin(nt):

/7r f(t)sin(nt)dt = b, /jr sin®(nt) dt = b,,

by = ;/ F(t)sin(nt) d . (1.11)

Vzorce pro vypocet koeficientt, které jsme pravé odvodili, se nazyvaji (Eu-

lerovy)-Fourierovy. Dané trigonometrickd fada se nazyva Fourierova tada
funkce f(t) a koeficienty a,, a b, Fourierovy koeficienty funkce f(t).

Nasleduje prirozena otazka, kterou je nutno zodpovédét, zda Fourierova

rada (1.8) konverguje a je-li jeji soucet roven f(t) v intervalu [—m, 7]. Odpoved
nam dava nasledujici véta, ktera bude dokazana v podkapitole 1.5:

Véta 1 (Dirichlet) Vyhovuje-li funkce f(t) tzv. Dirichletovym podminkdm,
pak dand Fourierova tada funkce f(t) konverguje v kazZdém t k hodnoté

S +0) + (2~ 0)

a plati

;(f(t +0)+ f(t—0)) = % + i ay cos(nt) + by, sin(nt).

n=1

Navic v bodech t, kde je f(t) spojitd, je

S+ 0)+ (- 0)) = f().
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Kde v predeslé vété pouzivame standardni notaci?

f(E+0) = lim f(#)a f(t —0) :tlh_{ItL f(t1).

t1—tt
Dirichletovy podminky jsou nasledujici:
1. funkce f(t) je periodicka,

2. funkce f(t) ma v intervalu periodicity jen konefny pocet nespojitosti
1. druhu,

3. funkce f(t) ma v intervalu periodicity po ¢astech spojitou derivaci.

Priklad 1 Nésledujici funkce nesplnuji na intervalu [—, 7] Dirichletovy pod-
minky:
2

fi(t) = T fa(t) = sin (22—t> .

Skute¢neé, fi(t) ma v bodé ty = 1 bod nespojitosti 2. druhu a f5(¢) ma v okoli
bodu ¢y = 2 nekoneéné mnoho extrémi.

Vyse uvedené vztahy (1.9) — (1.11) lze zobecnit pro funkce s periodou
T = 2I, tedy pro funkce s intervalem periodicity [—[,[]. Pomoci Lematu 1

i F
provedeme transformaci t = Tt a dostaneme pro n € N vzorce:

ag = }/_llf(t)dt, (1.12)
ay, = ;/llf(t) cos(n%t)dt, (1.13)
b, = }/_llf(t) sin(n%)dt (1.14)

a Fourierova rada ma tvar

[M]8

F(t) = % +S (a, cos(%nt) + by sin(%nt)). (1.15)

Il
—

n

3nékdy se pouziva kratsf notace f(t+) resp. f(t—)
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1.2 Fourierova rada v komplexnim oboru

V podkapitole 1.1 jsme odvodili vzorce pro Fourierovy koeficienty a, a b,
Fourierovy fady dané perodické funkce peridy 27. Dané vzorce maji tvar

f) = ;ao+§(ancos(m)+bnsm(nt)), (1.16)
- jr/:f(t)dt, (1.17)
n = 1/” F(t) cos(nt) dt, (1.18)
by = 7/ )sin(nt) d1. (1.19)

PtepiSme nyni funkce sin(nt) a cos(nt) v fadé (1.16) pomoci nésledujiciho
exponencialniho vyjadrent:

1 . .
cos(nt) = 5(6”” + e, (1.20)
sin(nt) = E(emt —e M) = —%(emt —e . (1.21)
i

Po dosazeni (1.20) a (1.21) do fady (1.16) dostavame

1

f(t) _ §a0 N Z (an ein _|_2€m ) B ibn(em_;m)> = (1_22)

1

. 1 .
_ sy ((an—ibn)e‘"t+(an—iribn)e_mt)). (1.23)
20T 2\ 2

Polozme nyni

Ch = 5@0, (124)
1

Cn = i(an —iby,), (1.25)
1

cn = =(a,+1iby,), (1.26)
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pricemz ¢, a c_, jsou komplexné sdruzené koeficienty. Nyni miizeme vyjadrit
pomoci Fourierovych koeficientit komplexni koeficienty ¢, a c_, takto:

1 1 g
e = glan—iby) = 5 / F(t)(cos(nt) — isin(nt))dt = (1.27)
T J—7
1 .
- 7/ ft)e™dt, n=1,2,3,..., (1.28)
27 —
Cp = ;(an—klb oy / (cos(nt) +1isin(nt))dt = (1.29)
1 s
- 7/ Ft)emtdt, n=1,2,3,... (1.30)
2T -

Pro koeficient ¢y dostavame

1 1 =
Cop = 5@0: %[ﬂf(t)dt

Vidime tedy, ze je mozné vyjadrit vSechny koeficienty ¢; pomoci jediného

vzorce 1 -
en = 2—/ Ft)e ™ dt, n=0,+1,+2,+3,. .. (1.31)
mwJ—7

Po dosazeni koeficientu ¢, do (1.23) dostavame nasledujici tvar Fourierovy
rady
ft)=co+ Z cn€™ 4 c ey = Z cne™, (1.32)
n=1 n=-—00
kde ¢, jsou dany vzorcem (1.31). Tvar fady (1.32) nazyvame komplezni zdpis
Fourierovy tady funkce f(t). Koeficienty ¢, nazyvame komplezni Fourierovy
koeficienty.

Poznamenejme, ze vyhodou komplexniho zapisu Fourierovy fady je prave
(1.31), tedy vypocet koeficientti jedinym integralem (integral komplexni fun-
kce redlné proménné). Déle pak, mé-li funkce f(t) periodu T, pak vzorce
(1.31) a (1.32) maji tvar

f(t) =cy+ Z(Cneimmf 4 Cinefinwt% (133)
n=1
1 /T .
Cn = f/ FBe ™ dt, n=0,4+1,£2, 43, ... (1.34)
0

kde w = 27/T.
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Konec¢né, pokud jsme provedli zapis Fourierovy fady v komplexnim tvaru
a chceme jej prevést do tvaru redlného, pak staci pro vypocet koeficienti
pouzit vzorcu

ap, = Cp+c_p, (1.35)
b, i(c, —c_p). (1.36)

Vzorce (1.35) a (1.36) jsme vyjadiili ze vzorca (1.25) a (1.26).

Priklad 2 Urceme komplexni a redlny zapis Fourierovy rady funkce f(t) =
1/2 €' se zdkladnim intervalem periodicity (0,7 a f(0) = f().

Postupujme podle vyse uvedené poznamky, tj. hledejme nejprve kom-
plexni tvar a pak provedeme prevod na tvar redlny. Tedy podle (1.34) je (zde
w=2)

9 or Jo T onl—2in 0
1
- T_ 1) p=0, 41 42 +3. ...
w1 g ¢ 1 n=0£L 5243

¢, = 1 /Tr }et672int di — 1 /7T o(1-2in)t 4 1 1 {e(lfQin)t}ﬂ _
7 Jo
1

Komplexni zapis Fourierovy rady zadané funkce ma tvar

f(t) = i(ew i 1) + e —1 i <1€21nt + 16_217“5) _

21 or  ~=\1-2in 1+ 2in
e -1 & 1 2int
= Ton n;oo1—2me '

Prevedme danou fadu do realného tvaru. Nejprve uréime podle vzorcta
(1.35) a (1.36) koeficienty a,, a b,:

. L 1)( Lo )
ap = Cp Cp=_——6 — . X =
2 1—2in 14 2in

e™—1 1
= =0.1.2.3....
7T 1—‘,—4”27” Pl i B | M
i 1 1
bn = 1 n — C—n) = T T—1 T X =
i(en —en) =5 (e )<1—2m 1+21n>
m—1
— 9f b n=1,23,...

w1+ 4n?’
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Konecné, realny tvar hledané Fourierovy rady je

1 (e —1) + e’ —1 ( cos(2t) N cos(4t) N ) B

t) = —
1) 27 T 14+4-12  144.22

_26“—1 < sin(2t) N sin(4t) +> _

us 144-12  1+4-22
1 -1 1
= —(e"—1 2nt) —
27T(6 )+ T nz::()l—kéln? cos(2nt)
-1
— 2 in(2nt).
™ ;1+4n2sm( )

Nedilnou soucasti harmonické analyzy je analyza spekter. Zde se budeme
zabyvat otazkou fazového a amplitudového spektra.
Prvné, jednostrannym spektrem rozumime usporadanou dvojici posloup-

nosti
{AntoZos {entnet);,

kde {4, }5°, predstavuje jednostranné amplitudové spektrum a je definovano
vzorci

Qo

Ao = 5| = leol, (1.37)

Ay = Ja2+b02=2c,|, n=1,2,... (1.38)

a {@n o2, je jednostranné fazové spektrum definované vztahem

op = —arge, € (—m,7), n=1,2,.... (1.39)
Dvoustrannym spektrem rozumime usporadanou dvojici posloupnosti

({lenl3necor {@£n}ntr),

kde {|c,|}22 predstavuje dvoustranné amplitudové spektrum a {pin}>2

n=—oo

dvoustranné fazové spektrum definované
on = —arge, € (—m, 7], n==+1,4£2,+3.... (1.40)

Poznamenejme, zZe faze ¢y neni definovana. Je-li analyzovana komplexni
funkce s nenulovou imaginarni ¢asti, pak plati, Ze koeficienty ¢, a c_, nejsou
komplexné sdruzené. Tedy amplitudové spektrum neni sudé a fazové spek-
trum neni liché.
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I
\
1
L
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| 2
-2 /
_3,

Obrazek 1.1: Graf funkce (1.41)

1.3 Rozvoj periodické funkce

Zabyvejme se nejprve situaci, kdy mame rozvijet Fourierovu radu periodic-
kych funkci. Mame-li periodickou funkci, pak jeji rozvoj snadno provedeme
podle vzorcu (1.12), (1.13) a (1.14). Uvedme nyni dva priklady, na zdkladé
Lematu 1 mizeme bez Gjmy na obecnosti uvazovat zakladni interval perio-
dicity 2.

Priklad 3 Rozvinime ve Fourierovu fadu periodickou funkci f(¢) se zdklad-
nim intervalem periodicity (—m, 7] (viz obrazek 1.1) zadanou predpisem

i) = t prote (—m,nl, (141

T prot = —m,

provedme spektralni analyzu.
Nejprve je zapottebi ovérit Dirichletovy podminky:
1. funkce je zrejmé periodicka,
2. funkce je uvnitt intervalu periodicity spojita, nespojita je v krajnich bodech
(2k + 1), (k € Z), jedna se vSak o nespojitosti 1. druhu,
3. funkce je uvnitt intervalu periodicity diferencovatelnd (f'(t) = 1).

Nic ndm tedy nebrani pouzit vzorce (1.9), (1.10) a (1.11) k vypoctu Fou-
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rierovych koeficientii:

1 = 1 [2]”
Y TP
T J—r TL2]

™

1 /= 17¢ 1
a, = —/ tcos(nt)dt = — { sin(nt) + — cos(nt)} =0,
™ J—m n

T n?

1 17 ¢ 1. T
b, = ;/_Wtsm(mf)dt = {_n cos(nt) + nQSln(nt)}ﬂ =

23

2
_1n+17'
(-1

Vsimnéme si, ze rozvijena funkce je lichd a vSechny koeficienty a, jsou

nulové, tedy prislusnd Fourierova rada bude mit pouze sinové

¢leny, bude

licha. To neni nahoda, jak ukdzeme v dalsi kapitole. Hledany rozvoj nasi

funkce tedy je
i1 Sin(nt)

F(t) =2 2(‘”

n

Podle Dirichletovy véty 1 je soucet této rady roven f(t) = t pro t €

(—m,m). V bodech 7 je nespojitost prvniho druhu a plati:
f(n)=ma f(r,) =,
f(=m)=ma f(-my) = —m.

Tedy
flem) 4 f=m)
5 )
fla)+ flr) _
+ . _0,

tyto hodnoty ma soucet fady v bodech +m, tj. f(7) =0 a f(—

souctu je na obrazku 1.2.
Céstecné soucty prvnich c¢lent

s1(t) = 2sin(t),

So(t) = 2 <sin(t) -

Sin(2t)> |

Y

s3(t) = 2 (Sin(t) _ sin 3t))

(
3

sin(2t)  sin(3t)  sin(4¢)
3 )

s(t) = 2 (m(z) . ;

m) = 0, graf

(1.42)

(1.43)
(1.44)

(1.45)
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e :

3z - T
2

Obrazek 1.2: Graf souctu rozvoje funkce (1.41)

3z - T
2

Obréazek 1.3: Graf souctu s;(t) rozvoje funkece (1.41)

_31'c - b4 4
2

Obréazek 1.4: Graf souctu so(t) rozvoje funkece (1.41)
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_3TE - n T 3n
2

Obrazek 1.5: Graf sou¢tu s3(t) rozvoje funkce (1.41)

_37: - b4 b4 3n
2

Obréazek 1.6: Graf souctu s4() rozvoje funkce (1.41)

25
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jsou po tadé v obrazcich 1.3, 1.4, 1.5 a 1.6.
Sestavme nyni jednostranné a dvoustranné fazové a amplitudové spek-
trum, uzijeme vzorcu (1.37), (1.38), (1.39), (1.40) a (1.24), (1.25), (1.26):

Ay =

2 2
An = m: 0"‘(—1)"“;:%7

= Y~y =L (o—i— n+12>_~_ nl
e = Hlan—ibn) =5 (0= i(=1"12) =iy

—7m/2 pron=...,—5-3,—-1,2/4,6,...,
Op = —arge, =
/2 pron=...,—6,—4,-2,1,3,5,....

Dvoustranné amplitudové (resp. fazové) spektrum je zobrazeno na obrazku
1.7 (resp. 1.8). Hodnoty koeficientii jsou uvedeny v tabulce 1.1.

n | 3 | 2] 1 0|1 2 3
an || — | — | — o] o0 0 0
by | — | — | — | —| 2| -1 | 2/3

e | i/3 | =i/2] i o | =i i/2 | -i/3

leol | 1/3 | 12 1 o 1| 1/2 | 1/3

Al — | — | — Jo| 2| 1 |23

on | =7/2 | ®/2 | —w/2 | — | ®/2 | —7/2 | w/2

Tabulka 1.1: Tabulka koeficientti harmonické analyzy funkce (1.41)

Priklad 4 Rozvitime ve Fourierovu fadu periodickou funkei f(¢) se zdklad-
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0,5

Obréazek 1.7: Dvoustranné amplitudové spektrum funkce (1.41)

Obréazek 1.8: Dvoustranné fazové spektrum funkce (1.41)
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IR
.

Obréazek 1.9: Graf funkce (1.46)
nim intervalem periodicity (—m, 7] (viz obrazek 1.9) zadanou predpisem

t prote|0,7],
f(t) = (1.46)
—t prot € (—m,0),

provedme spektralni analyzu.
Analyzu problému provedeme tplné stejné jako u predchoziho prikladu.
Nejprve overime Dirichletovy podminky:
1. funkce je zrejmé periodicka,
2. funkce je spojita,
3. funkce je diferencovatelnd na intervalu (kw,m + km) pro k € Z.
Muzeme tedy pouzit vzorce (1.9), (1.10) a (1.11) k vypoc¢tu Fourierovych
koeficienti:

1 7 1/ /0 ™
- —/ f(t)dtz(/ —tdt+/ tdt>:7r,
-7 0
1/ 0 "
a, = 7/ ) cos(nt) dt—(/ —tcos(nt)dt+/ tcos(nt)dt>=
0

= ﬂ_ng<<_1)n_ 1))

1 0 ™

b, = —/ ) sin(nt) t—(/ —tsin(nt)dt—i—/ tsin(nt)dt)—o.
m -7 0

Za zminku stoji, ze rozvijena funkce je suda a vSechny koeficienty b, jsou

nulové, tedy ptislusné Fourierova rada bude mit pouze kosinové ¢leny, bude

suda. To neni ndhoda, jak ukdzeme v dalsi kapitole. Hledany rozvoj nasi
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Obrazek 1.11: Graf souctu s3(t) rozvoje funkce (1.46)

funkce tedy je

4 & cos(2n — 1)t
I =522 o =1e T

(2n —1)2

M\ﬁ

kde jsme vyuzili toho, ze a,, = 0 pro suda n.
Podle Dirichletovy véty 1 je soucet této rady roven f(t) pro t € R, graf
souctu je taktéz na obrazku 1.9. Castecné soucty prvnich ¢élenti

So(t) = g — j (cos(t) + coséBt)) , (1.47)
s3(t) = g — i (cos(t) + cosé?)t) + 0082(55t)> , (1.48)

jsou po tadé znazornény na obrazcich 1.10 a 1.11.
Sestavme nyni jednostranné a dvoustranné fazové a amplitudové spek-
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trum, uzijeme vzorcu (1.37), (1.38), (1.39), (1.40) a (1.24), (1.25), (1.26):

a
AO = 50 :77'/27
2 2
Ay = Ja2 +02 = ((~1)" = 1)+ 0= —|(=1)" — 1],
N e [ 1
1 ‘ 1/ 2 " . 1 n
e = 2(an—1bn)—2(7mQ((—1) —1)—10)—W((—1) _1),
0 pron==42 4+4,+6,...,
Pn = —argcéy =

m pron==+1,+3, 45, ....

Dvoustranné amplitudové (resp. fazové) spektrum je zobrazeno na obrazku
1.12 (resp. 1.13). Hodnoty koeficientt jsou uvedeny v tabulce 1.2.

n -3 -2 -1 0 1 2 3
an, — — | — m | —4/7 | 0| —4/(97)
by, — — | — — 0 0 0

e || =2/97) | O | =2/7 | w/2 | =2/ | 0| —2/(97)

leo || 2/(97) | 0 | 2/m | O 2/ | 0| 2/(9)

A, — — | — | #®/2| 4/7 | 0| 4/(97)

©n s 0 s — s 0 T

Tabulka 1.2: Tabulka koeficientti harmonické analyzy funkce (1.46)

1.4 Sinova a kosinova rada

V prikladech 3 a 4 jsme pozorovali zajimavou vlastnost, ze kdyz byla dana
funkce licha (resp. sudd), tak Fourierova rada obsahovala jen sinové (resp.
kosinové) ¢leny. Toto pozorovani vystihuji nésledujici véty:
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Jetnl
0,5

Obrézek 1.13: Dvoustranné fazové spektrum funkce (1.46)

Véta 2 Bud f(t) lichd funkce s periodou 2w spliiugjici Dirichletovy podminky.
Pak jeji Fouriertuv rozvoj obsahuje pouze sinové cleny

f(t) = i by, sin(nt). (1.49)

Dikaz: Prvné, podle Dirichletovy véty 1 fada (1.49) konverguje.

Nyni ukazeme, ze a,, = 0 pron € NU{0} a b, € R. Jelikoz je funkce f(t)
lichd, tj. f(—t) = —f(t) pro kazdé t, a taktéz f(t) cos(nt) je licha, dostavame
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pron € N
w = L[ a2 ([ ~senaes [ o) -
- i(_ Oﬂf(t)dtJr/O f(t)dt> =0,
A i/:;f(t)cos(nt)dt—
B 71T( OW i) cos(nt)dt‘i‘/oﬂ (1) Cos(nt)dt> _
1

<_ /07T f(t)cos(nt)dt + /O7T f(t) cos(nt) dt) =0,

kde pro vypocet prvého integralu v predposledni rovnosti jsme uzili linearni
substituce t = —t.
Funkce f(t)sin(nt) je zfejmé sudd, pro n € N mame

1 ™
b, = — f(t)sin(nt)dt =

™ J—7
1/ /0

= ( f(t) sin(nt) dt—i—/ sm(nt)dt)—
7r
1

= (/ f(t) sin(nt) dt—i—/ sm(nt)dt):
7 \Jo

= ;/0 f(t)sin(nt) dt.
U

Véta 3 Bud f(t) sudd periodickd funkce s periodou 2 spliiujici Dirichletovy
podminky. Pak jeji Fourieriv rozvoj obsahuje pouze kosinové cleny

f@:?+i%mW) (1.50)

n=1

Diikaz: Diukaz povedeme stejné jako predesly, pticemz nyni f(—t) = f(t).
Tedy, funkce f(t)sin(nt) je zfejmé lichd a pro n € N mame

bnzlﬁﬂmmmmz

</_OTr f(t)sin(nt)dt + /07T f(t)sin(nt)dt
<— /07r f(t)sin(nt)dt + /OW f(t) sin(nt)dt) = 0.

SIS
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Dale, funkce f(t)cos(nt) je suda a pro n € NU {0} je
1 ™
a, = —/ f(t)cos(nt)dt =
™ J—7

— 1 </O f(t)cos(nt)dt + /07T f(t) Cos(nt)dt)

_ (/Oﬂ f(t) cos(nt)dt + /07r f(t) Cos(nt)dt)

/O7r f(t) cos(nt)dt.

o |

0

Dikazy predeslych vét nam davaji také navod, jak pocitat prislusné koe-
ficienty:.

Je-li funkce f(t) licha s periodou T' = 2l se zakladnim intervalem perio-
dicity (—,1], budou vsechny koeficienty a, = 0 a

b, = ?/Ol f(t)sin <n7lrt> dt.

Je-li funkee f(t) suda s periodou T = 2I se zdkladnim intervalem perio-
dicity (—,1], budou vSechny koeficienty b, = 0 a

a, = ?/Ol f(t) cos (n?t) dt.

Predpokladejme, Ze mame na intervalu (0, I] funkei f(¢) spliujici Dirichle-
tovy podminky a chceme ji rozvinout ve Fourierovu radu. Takovy tkol lze
provést ruznym zpusobem. Zadanou funkci je mozno prodlouzit na interval
(—1,1], coz muzeme provést tak, ze se na intervalu (—[,0) dodefinuje tak, aby
prodlouzeni bylo sudé ¢i liché.

Definice 1 Bud f(t) po cdstech spojitd funkce na intervalu (0,1]. Liché peri-
odické prodlouzeni funkce f(t) se zdkladnim intervalem periodicity (—,1] je
funkce g(t) definovand predpisem

o(t) = f(t) prot € 0,1], (L5
—f(=t) prote (=L,0).
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Definice 2 Bud f(t) po castech spojitd funkce na intervalu (0,1]. Sudé peri-
odické prodlouzeni funkce f(t) se zdkladnim intervalem periodicity (—,1] je
funkce g(t) definovand predpisem

o(t) = f@)  prote (0,1, (152

f(=t) prote (=1,0).

Rada (1.49) se nazyva sinova Fourierova tada a fada (1.50) kosinova
Fourierova tada.

Pozorny ¢tendr si vSiml, Ze predpoklddame zakladni interval (0,1], coz
se muze zdat byt omezujici v pripadé, kdy je zadana funkce definovana na
intervalu (a, b]. Potom staci provést transformaci souradnic 7 =t —a a trans-
formovat interval (a,b] na (0,!], kde | = b — a.

Priklad 5 Rozvinme nasledujici funkci v sinovu a kosinovu Fourierovu radu
f(t) = tsin(t) pro t € (0,7]. (1.53)

Sinova Fourierova rada
Nejprve provedeme liché prodlouzeni (viz obrazek 1.14). Rozvijend funkce
mé periodu 27 a zdkladni interval periodicity (—m, 7]. Podle Véty 2 je a,, = 0

2
ab, = jfol f(t)sin (n?t) dt. Tedy pron=2,3,... je

= i/oﬂtsin(t) sin (nt)dt = 4: o E_ll))ngn_jl)z‘

Pro n =1 dostavame

2 [ T
bl:;/o t81n2(t)dt:§.

Dané rada ma tvar

ngﬂ n—l)

sin(nt).

Kosinova Fourierova rada
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1,54
Sy 1
0,5
- - -0,5 L n
2 ’ 2
,1, f
-1,54

()
\I\)‘;\—

Obrézek 1.15: Graf sudého prodlouzeni funkce (1.53)

Nejprve provedeme sudé prodlouzeni (viz obrazek 1.15). Rozvijend funkce
mé tedy periodu 27 a zdkladni interval periodicity (—m,7]. Podle Véty 3 je

2
b, =0aa, = 7[5 f(t) cos (n?t) dt. Tedy pron =0,2,3,... je

2 T ) (_1)n+1
= —/ tsin(t) cos (nt)dt =2 :
mJo (n—1)(n+1)
Pro n = 1 dostédvame
2 7 1
= —/ tsin(t)cos (t)dt = —.
m Jo 2
Dané rada ma tvar
1 1)n+1
f(t )—1+fcos —1—22 cos(nt).

(n+1)
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1.5 Vlastnosti Fourierovych rad

Véta 4 Pro kazZdou po castech spojitou funkci f(t) na intervalu |a,b] plati

b

lim f(t)sin(nt)dt =0, (1.54)
Jim. /b f(t) cos(nt)dt = 0. (1.55)

Dikaz: Je-li interval [a, b] délky 27, pak neni tézké ovéfit, ze vzorce (1.54)
a (1.55) plati. Je-li interval [a,b] delsi nez 2w, pak jej rozdélme na k + 1
intervali

k

la,b] = [U [a+2(i—1)m,a+ 2i7r]] U [a + 2km, a + 2k + b],

i=1
kde délka posledniho je méné nez 2. Nyni prodluzme funkci f(t) napravo
od bodu b tak, ze ji polozime rovnu nule na intervalu [b, a + 2(k + 1)7|. Pak

k+1  q42ir

; / F(t)sin(nt) d 1

+2(i—-1)7

b
/ F(t) sin(nt) dt =
a kazdy z integralii na pravé strané je pro n — oo v limité roven nule.

Obdobné ukazeme platnost (1.55), ¢imz je véta dokazédna. U

Nasledujici véta, kterou jsme jiz uvedli v podkapitole 1.1 a pouzili v pod-
kapitole 1.3, dava odpovéd na otazku, jaké podminky musi splnovat funkce
f(t), aby prislusna Fourierova fada konvergovala.

Véta 1 (Dirichlet) Vyhovuje-li funkce f(t) Dirichletovgm podminkdm, pak
dand Fourierova rada funkce f(t) konverguje v kazdém t k hodnoté

SUE+0) + f(t—0))

a plati

;(f(t +0)+ f(t—0)) = % + i ay, cos(nt) + by, sin(nt).

n=1

Navic v bodech t, kde je f(t) spojitd, je

S+ 0)+ (- 0)) = f().
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Diikaz Dirichletovy véty: Dé se ukazat (viz [7]), ze pro kazdé n plati

) 1
1 xS0 << —l—n) t)
| = f/ 2 dt. (1.56)
o sin ()
2
Dany vztah pfenasobme vyrazem

ft+0)+ f(t-0)
2

(1.57)

a dostavame

) 1
fE+0)+ f(t=0) _ 1/ﬂ [f(t+0)+f(t—0)1 Sm((z*”) “) du
2 ™ Jo 2 sin <u>
2
(1.58)
Nyni zavedeme
t+0 t—
Ry(1) = (1) - LEFOLIEZD) (1.59)
kde | .
sp(t) = 500 + > (ay cos(kt) + by sin kt). (1.60)
k=1
K dikazu tvrzeni nyni staci ukazat, ze
lim R, (t) = 0.

Pro ¢astecny soucet plati (viz [7])

L [f(tJrU)Jrf(t—U)] sin (5. 7) ) du.  (L61)

sn(t) = — 9 ] (u>
sin | 5
Pak z (1.58) a (1.61) dostédvame

(1
R.(t) = 1/0” [f(HU)—QFf(t—U)} Smgj(ts)@ du -
2

_71T/0 lf<t+0>—£f<t—0>] Si“(@*”)“)d

)

u.
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Integral upravime

du+

TR (S
R o
PR PR R {GO) R U0 A0 S
A

Na oba integraly I i I5 lze nyni uplatnit vétu 4. Skutecné, pro I; mame

=1+ I,.

il — /0” ft+u) — f(t+0) sin<(;+n>u)du:

2 sin (u>
L 2 i

| - f )
/0 i 2 sin (g) |

My e e

= 2/ f(t+u)— f(t+0)]cos(nu)du+

+/07r flt+u) = f(t£0) cos(é)sin(nu)du:

U
2sin | =
sin ()

Na integréal J; lze ptimo pouzit Vétu 4. Pro integral Js je zapotiebi vysSettit
chovani funkce

sin (g) cos(nu) du +

- J1+J2.

flt+u)— f(t+0)

2 sin (u)
2
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v bodé u = 0. Jednoduchou tpravou dostaneme

flt+u)—f(t+0) f(t+u)— f(t+0)

u
2 .
2 sin (g) u sin (g)

Prvni ¢initel konverguje pro v — 0 k limité

fltAw) = fE+0) L flE+h) = fE+0)
}g(l) U _llzlg(l) h =),

kterda je podle predpokladu konecna. Druhy ¢initel ma limitu pro v — 0
rovnu 1 a tato funkce je zfejmé po c¢astech spojita. Tedy i na integral J, lze
aplikovat vétu 4.

Celkove tedy

n—oo
Analogicky se ukaze
n—oo
Véta je timto dokéazana. O

1.6 Prostor Ly(a,b)

Ozna¢me Ls(a,b) mnozinu vSech vhodnych (viz Poznamka 1) komplexnich
funkei f : (a,b) — C, pro které je integral

JNIGIRY. (1.62)

konec¢ny. Funkce nélezici prostoru Lo (a, b) se nazyva integrovatelnd s kvadrd-
tem.

Poznamka 1 Pozorny ctenar si vsiml zvyraznéného slova vhodnjch ve vyse
uvedené definici. Tento vyraz je podstatny pro korektnost textu. Neni totiZ
mozno bez omezeni budovat prostor integrovatelnyjch funkci s kvadratem. Ma-
tematict umi toto omezeni presné vymezit, a to jedinym slovem mé¥itelnych.
Za predpokladu méFitelnosti je wse korektni. K tomu, abychom pouZivali
tento termin, musime budovat teorii miry, kterd svym rozsahem prekracuje
tento text a mnohd inZenyrska studia. Celkové tedy, funkce, které jsou pro nds
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pripustné, vhodné, jsou ty, se kterymi se vétsinou setkame v praxi a v tomto
textu, neni-li receno jinak. Pro dalsi omezeni vénujte pozornost nasledujicim
pozndmkam.

Prostor Ls(a,b) s operaci souctu (h(t) = f(t) 4+ g(t)) a ndsobkem skalaru
(h(t) = cf(t)) je linedrni. K tomu je zapotiebi ovérit podminky:

1. soucet dvou funkei z Ly(a,b) je opét funkce z Ly(a,b). Vime, ze plati
nerovnost [a+b[* < 2(Jal?+[b]?). Stadi tedy polozit a = f(t) a b = g(t).
Pak | f(t) + g(t)|> < 2(|f()]* + |g9(t)]?). Integraci dané nerovnosti pres
interval (a,b) mame [7 [£(£)+g(t) dt < 2(J7 |f(B)2d e+ [? |g(t)? d2).
Oba integraly na pravé strané nerovnosti jsou konecné, tedy i inte-
gral na levé strané je kone¢ny a funkce f(t) + g(t) je integrovatelna s
kvadratem.

2. soucin funkce z Ls(a,b) s komplexnim ¢islem je funkce z Ly(a,b). Sku-
tecnd, [P lef(t)>dt = |c> [P |f(t)]2dt, tedy funkce cf(t) je integrova-
telnd s kvadratem.

Priklad 6 Integraci lze ovérit, ze

1+i 141 141
t)=—= € Ly[1,2], f(t) = —= & L»(0,1 t) = —~= € Ly(0,1].
f(t) v 2[1,2], f(2) \/gsz 2(0,1] a f(t) i 2(0,1]

Poznamka 2 Pri feseni mnohych problémi se ¢asto pouziva specialni pro-
stor Ly (a, b), prostor funkci integrovatelnyich na intervalu (a,b). Tento prostor
je opét linearni. Rekneme, Ze funkce f patii do L;(a, b), je-li na intervalu (a, b)
(absolutné) integrovatelnd, tj.

/:|f(t)|dt<oo.

Ziejmé, je-li f(t) € La(a,b), pak také f(t) € Ly(a,b). Opacnd implikace vSak
neplati, viz priklad 8.

Priklad 7 Integraci lze ovérit, ze
141 141
t)=— € Li|1,2] a f(t) = —= € L1(0,1].
f() \/I_f 1[ ] f() % 1( ]
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Priklad 8 Rozhodnéme, zda funkce f(t) = je integrovatelnd s kvadra-

1
Vi—1
tem, ¢i alespon absolutné integrovatelna na intervalu [1,2]. Spoc¢téme pri-
slusné integrély:

2 1 ) 2 1 ) 9

2 1 2 . 2 _ )
A QﬁtT)dt:PHLt_ldp:Pymu—mu:mx

1 1
\/t——l c L1{172], ale ﬁ g L2[1,2]

Uvedme nyni postacujici podminku na integrovatelné funkce s kvadratem.

Celkové, dana funkce

Véta 5 Kazdd po castech spojitda funkce na uzavreném intervalu je na tomto
intervalu integrovatelnd s kvadratem.

Poznamka 3 Vjse uvedend véta charakterizuje prvky prostoru Lo(a,b) a
doplnuje predchozi Poznamku 1. K uplnosti je vsak nutno definovat po castech
spojitou funkci. Je to takovd funkce, kterda vyhovuje ndsledujicim podminkdam:

1. existuje konecné déleni intervalu (a,b) takové, Ze délici intervaly jsou
navzajem disjunktni a jejich sjednocent je prave interval (a,b),

2. funkce zuZend na kaZdy délici interval je spojitd.

Jediné, co je zapotrebi zvdZit, je omezenost funkce na prislusném délicim
intervalu, coZ pilny ctenar zvladne sam.

Budte f a g funkce z Ly(a, b), pak skaldrni soucin funkci f a g na intervalu
(a,b) definujeme vztahem

b
(f.9)= [ F®g)at. (163)
Normu funkce f z Ly(a,b) definujeme predpisem

Il = (s f)- (1.64)

Normu funkce tedy chapeme jako jeji vzdalenost od nulové funkce.
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fo(t)

0 a b t

Obrazek 1.16: Graf funkce fy

fi(t)

0 a b t
Obrazek 1.17: Graf funkce f;

Poznamka 4 Zvidavy ctendr si vsiml, Ze vezme-li napriklad funkce fo(t) a
fi(t) definované na obrdzcich 1.16 a 1.17 pak

||f0|| = ||f1|| = 0.

Tedy pro dvé rizné funkce dostavd stejnou normu, coZ nent v poradku. Vezmeme-
li v dvahu predchozi poznamku 1, pak vzhledem k Lebesgueové mire jsou tyto
funkce totozné, lisi se pouze na mnoziné miry nula.

Formulujme zakladni vlastnosti skalarniho soucinu a normy, dikaz je
snadny a proto jej prenechavame ¢tenari:

Lema 2 Budte f, g a h funkce z Ly(a,b) a ¢ € C, pak
L(f,f) =L ff@)de= [ f@))Pde = f|,
2. (cf,g) =c(f.9),
5. (f+hg)=(f9)+(hg),
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- (fy9) = (9, 1),

. Schwarz-Buriakovského nerovnost: |(f, )| < ||fIllgll,

[ S

6. ||f]| = 0 prdvé tehdy, je-li f(t) =0 pro kaZdé t,
7 Nlefll = lelll 1,
8.+ gll < [LFIF+ llgll-

Systém funkei {f,}52, z Lo(a,b) je ortogondlni, je-li skalarni soucin kaz-
dych dvou rtznych funkei roven nule, tj. plati-li pro kazdé m # n

(fmafn) = 0. (165)

Je-li navic norma kazdé funkce posloupnosti rovna jedné, nazyvame takovy
systém ortonormdlini, tj.

1 prom =n,
(frms fn) = (1.66)
0 prom #n.

Priklad 9 Systém funkci {€™}°° __ je na intervalu [0, 27| ortogondlni, nenf

viak ortonormalni. Prvng, ;" e |>dt = 27, tedy €™ € L,[0, 27] pro kazdé
n. Dale

JETemtemint At = 21 pro m = n,
JEmemte=int At =0 pro m # n.

Dany systém funkci 1ze jednoduchym zpusobem normalizovat prendasobenim
kazdé funkce prevracenou hodnotou normy, tj.

eint o) eint o]
{ Heint” }n:oo - { V2 }n:oo'

eint 1

27T||2 — %(eint’eint) —1.

Pak ztejmeé
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Priklad 10 Posloupnost trigonometrickych funkci

1, cos(t), sin(t), cos(2t), sin(2t), ...
je na intervalu (—m, m) ortogonalni, neni vSak ortonormélni. Skutecné:
J7 . cos(mt)sin(nt)dt = 0,

pro m #mnje 4 [ cos(mt)cos(nt)dt =0, (1.68)

ST _sin(mt) sin(nt) dt = 0,

J7_cos(mt)sin(mt)dt =0,
prom =mnje { [T cos(mt)cos(mt)dt =, (1.69)

J7 sin(mt) sin(mt) dt = 7.

Normalizaci dané posloupnosti ziskdme ortonormalni systém funkci:
1 cos(t) sin(t) cos(2t) sin(2t)
Vor Wm D omoyE T
Priklad 11 Systém funkef {€™}°° _ nen{ na intervalu [0, 7] ortogonalni.
Skutecné

(s fu) = [ emtemtat =
0

eyl # 0 pro m — n liché.

Necht je ddna posloupnost funkei {f,}22; z La(a,b). Existuje-li funkce f
z Lo(a,b) takovd, ze
lim || f, — fIl =0, (1.70)

n—oo

pak fikame, Ze posloupnost {f,,}°°, konverguje k f v normé La(a,b). Nékdy
se také pouziva oznaceni konvergence v prumeéru nebo konvergence ve smyslu
stredni kvadratické odchylky.

Posloupnost funkei {f,,}5°, z Ly(a, b) konverguje na mnoziné M k funkci
f stejnomeérne, jestlize pro kazdé e¢ > 0 existuje ny takové, ze pro kazdé
n>ngakazdé z € M je |f.(2) — f(2)| < e

Poznamenejme, ze pokud vime, Ze posloupnost {f,}5°, je stejnomérné
konvergentni, pak je také konvergentni. Nasledujici priklad ukaruje, ze nao-
pak tomu tak byt nemusi.
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Priklad 12 Geometricka posloupnost {t"}>°, je konvergentni, ale neni stej-
nomérné konvergentni na intervalu [0, 1). Snadno se ovéri, ze dand posloup-
nost konverguje k 0 na intervalu [0, 1). Dale plati, ze sup [t"| = 1 prot € [0, 1),
tedy limitou neni 0, dana posloupnost nekonverguje absolutné.

1.7 Zobecnéna Fourierova rada

Jak jsme jiz popsali v predeslych odstavcich, celd teorie Fourierovych rad
vznikla z potfeby rozvinout danou periodickou funkci v periodickou funkci
tvorenou trigonometrickymi funkcemi, viz priklad 10. Vétsina vét platnych
pro Fourierovy rady zustane platna, nahradime-li v puvodnich tvahach tri-
gonometrické funkce systémem funkci, jez jsou ortogonalni popiipadé orto-
normalni (viz podkapitola 1.6).

Vzniké tedy otézka, zda je mozno zadanou funkci f(t), ktera je integro-
vatelna s kvadratem na intervalu [a, b], rozvinout v nekone¢nou fadu

i—.éo an‘;pn(t)

pomoci ortonormovaného systému funkef {¢,}°°,, ¢, € L*(a,b) a urcit koe-
ficienty a,.

1. Aproximace

Budeme aproximovat funkci f(¢) polynomem T, na zdkladé nejmensi
stfedni kvadratické odchylky za predpokladu, ze {¢,(t)}5°, je ortonormalni
soustava funkci. Je tedy otazkou, jak volit koeficienty a,, v mnohoclenu

Ti(t) = appo(t) + arpi(t) + - - + arppr(t),

aby byla hodnota integralu

b= = [0 - TR ar

minimalni. Upravme dany integral

1
. (/ dt—2/ (OTa(t dt+/Tk dt).
b—(l a
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Pak je
b

b k
/af(t)Tk(t)dt:ZOén/a f)pn(t)dt.

Oznacéme a, = [” f(t)@n(t) dt a nazvéme toto &slo Fourieroviym koeficientem
funkce f(t) vzhledem k dané soustavé funkci {p,(t)}5°,. Pak mdme

/abf(t)Tk(t) dt = i .

Nyni spoc¢téme

/ab[Tk(t)]th _ /ab[nz:angon]th:

b k k
= [ X aet+2 3 avaneupn |dt -
a n=0

m,n=0
n<m

k
= Z Oé?ﬂ
n=0
diky ortonormalité systému {¢,(t)}2,. Integral ma tudiz tvar

Lo bia </abf(t)2dt + zk:(ai —20,a, + a2 — ai)) = (1.71)

- b—la </abf(t)2dt—|—nz:(an—an)2—gﬁ) : (1.72)

Tato rovnice plati pro libovolnou volbu koeficient «,. Integrél I, ma tedy
minimalni hodnotu pfi volbé «,, = a,,. Ozna¢me mnohoclen T}, s koeficienty
o, = a, jako Py a prislusné integraly Ji. Pak

Je = bia /ab[f(t) — Py(t))?dt = bia (/ab[f(t)]zdt - Z@ﬁ) . (173)

n=0

Jelikoz je pro kazdé k

je

b
>a < [fePat (1.74)
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Nerovnost (1.74) se nazyva Besselova. Jelikoz jsou formule (1.73) a (1.74)
platné pro kazdé k, je nekonecné tada

> a,

n=0
konvergentni, nebot jsou vSechny castecné soucty mensi nez dané pevné
kladné &slo a to podle (1.74) [P[f(#)]?dt.

2. Uzavrenost

Resme nyni prirozenou otazku, zda

k—o0

Ortonormalni systémy, jez splnuji tuto vlastnost, oznacujeme jako uzavrené.
Proto pro né plati:

i ['170) = 3 (Pt = [FOR A= > at =0,

k—o0 Jq
cili \ -
[lrwrar=3Y . (1.75)
a k=0
rovnice (1.75) se nazyva Parsevalova. O posloupnosti trigonometrickych funkei

jsme jiz dokazali, Ze je v intervalu [0, 27| ortonormélni, viz piiklad 10. Uza-
vienost se dokaze pomoci Fejérovych vét.

3. Ortonormalita

V predchozich podkapitolach jsme si jiz ukazali, Ze ortonormalita systému
funkci podstatné zjednodusuje rozvijeni dané funkce pomoci téchto funkei.
Bohuzel mocninna posloupnost funkci

op(t) =t", kde k =0,1,... (1.76)

neni ortonormalni ani normovand, navzdory ¢astému tkolu rozvinout funkci
f(t) v mocninnou fadu. Zptsob, jak sestavit koeficienty takové mocninné
rady, je znam, staci rozvijet danou funkei f(¢) v Taylorovu fadu. Tento zpu-
sob je teoreticky dobry, v praxi vSsak narazime na problém, ktery nemusi mit
feSeni, a to urceni hodnot vsech radu derivace dané funkce. Tento problém
1ze odstranit tak, Ze danou funkci nebudeme rozvijet pomoci systému (1.76),
ale pomoci systému slozeného z mnohoclent, ktery tvori ortonormovanou
soustavu funkci na daném intervalu.
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Véta 6 (Schmidt) Bud
{en(t)}n%0 (1.77)

posloupnost spojitych a nenulovych funkei na intervalu [a,b] takovd, Ze kazdy
konecny tsek po(t), ©1(t),... ,@r(t) predstavuje k + 1 linedrné nezdvisljch
funkci. Pak lze z této posloupnosti vytvorit posloupnost funkci

{n()}nio (1.78)
spojitiych na intervalu [a, b] takovou, Ze

1. kazdy jeji konecny usek 1o(t), 1(t), ... ,Uk_1(t) predstavuje k linedrné
nezdvislych funkct,

2. kazdd funkce i (t) je linedrni kombinaci funkei po(t), p1(t), ... , op_1(t),

3. posloupnost (1.78) tvori ortonormovanou soustavu.

Dikaz véty ma dvé casti. Prvni ¢ast je konstrukcéni, konstruuje se pri-
slusna ortonormovanéa soustava. Ve druhé se ovéri platnost vlastnosti popsa-
nych danou vétou. Provedme nyni konstrukei, provéreni danych vlastnosti se
jiz provede snadno a je prenechéno ¢tenari jako cviceni.

Konstrukce posloupnosti (1.78):

1. Polozme

golt) = 228, (1.79)

Co

kde ¢ = [P @3(t) dt. Funkee v(t) je zfejmé normovans. Skutené
b b
[uinar=1/¢ [ gyar=1.

2. Zavedme funkci
X1(t) = p1(t) — ar0to(t), (1.80)

kde ajp volime tak, aby funkce x;(t) byla ortogondlni k funkci ¢(t), tedy
aby platilo

b

[t ar= [ To0) - a0 d =0
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Odtud mame , ,
a1 =/ am%(t)dt:/ ©1(t)o(t)dt.

Oznacme ,
= [xwar,
pak funkce
n(p) = X2 (181)

je na intervalu [a, b] ortonormaélni k funkei ().
Podobné zavedeme funkci

X2(t) = pa(t) — axtho(t) — ani(t), (1.82)

kde agy a ag; volime tak, aby funkce yo(t) byla ortogonélni k funkcim ()
a 11(t). Snadno odvodime, 7Ze

b
oy = / o2 ()0 (1) d (1.83)
91 = /ab @2(t)¢1(t) dt. (184)
Potom funkce ,
D (t) = Xii”, ke dd= [ 3, (1.85)

je normovand a ortogonalni k ¢y (t) a 1y (¢).

3. K urceni dalsich ¢lentt posloupnosti (1.78) staci postupovat analogicky s
pomoci matematické indukce. Poznamenejme, Ze ¢isla ¢; jsou vesmés rizna
od nuly vzhledem k linearni nezavislosi kazdého konec¢ného tiseku posloup-
nosti (1.77). Z konstrukce (1.78) pak plyne linearni nezavislost kazdého jejiho
konec¢ného tseku.

Priklad 13 Aplikujme Vétu 6 na mocninnou posloupnost funkei (1.76) na
intervalu [—1, 1]. VySe popsanym procesem odvodime mnohocleny, které, az
na konstantni faktory, jsou tak zvané Legendreovy polynomy. Konstruujme
prvni tfi ¢leny hledané ortonormované soustavy.

Prvne, ¢o(t) =1 a

1
C(Q):/ go%(t)dt:27
-1
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tedy
Co = V2
) 1
O
Yo(t) 5
Déle polozme
1
Xl(t) - ng(t) - a10¢0(t) =t — a10—2,
1 1oy
o = / o1 ()o(t) dt = / LA
-1 _1 2
proto
xi(t) =t
a
ci = / )ydt= [ #dt=
- -1
Dostavame tedy
t t 3
win=20__t__ /35
1 2/3 2
Nyni polozme
1
x2(t) = a(t) = axto(t) — amt (1) = 1 = <,

2 ! 2 8

a
X2(t) 5 (3 9 1)
t) = SNV G —
vat) = = 2\2" 2
Prvni tti ¢leny hledané posloupnosti jsou:

dlt) = -

0 - \/5’

3

Pi(t) = §t7

Pa(t) = ; (§t2 — ;) .

Zavérem, danou funkci f(t), kterd je v intervalu [—1, 1] spojitd, muzeme
rozvijet v fadu tvorenou z téchto mnohoclent.
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1.8 Gibbsiv jev

V predchozich kapitolach jsme se zabyvali rozvojem funkei z Lo (a, b) ve Fou-
rierovu fadu. Jiz vime, Ze Fourierova rada funkce f € Ls(0,27) konverguje
v normé prostoru Ls(0,27) k funkci f. Jsou-li navic splnény dalsi podminky
(viz Véta 2.11 z [6]), pak konverguje Fourierova fada stejnomérné. Jednodu-
chym prikladem funkce nesplnujici tyto podminky je

—t
fo(t) = % pro t € (0,27),

kterd je periodicky rozsitena na celé R viz. obrézek 1.18. Lze ovérit (viz
Kapitola 2 z [10]), ze

fo(t) = i Sin]ikt)7 (1.86)
k=1

zde rovnost plati ve smyslu konvergence v Ly(l,l 4+ 27), | € R, a také ve
smyslu stejnomérné konvergence na kazdém intervalu s krajnimi body 2[m+€
a2(l+1)m—e kde e € (0,m) (viz Véta 2.4 z [6]). Problémem jsou tedy body
nespojitosti funkce fy, napriklad nevime, co se déje v bodé t = 0. V tomto
bodeé je soucet fady (1.86) roven 0, tedy pruméru limit v nule zprava a zleva

SL(0+0) + o0~ 0)] = 0.

Zamérme se nyni na chybu ¢astecného souctu rady (1.86)

m™—1

Rn(t):sn(t)—fo(t)zlijsmlikt)— 5 prot € (0,27).

Lehce ovérime, ze

. 1
Rit) = =+ cos(kt) = i (<n i 2) t)

1 9
2 2sin <t>
2

a tedy

x.

el
VAl



52 KAPITOLA 1. FOURIEROVY RADY

Funkce s,(t) je rostouci v okoli nuly. Nyni hledejme takovy bod ¢, > 0, v
némz ma funkce R, (t) lokdln{ extrém a je nejblize k nule. Z rovnice R/, (t) = 0

dostavame .
sin <(n+ 2) t> =0

1—1
a:n:7r<n—|—2> .

Oznaéime-li n + 1/2 = p a pouzijeme substituci pxr = s dostaneme

Rufty) = [ g, T sl

! 2 2
2 sin <2I> 2psin <2sp>

Pak pro dosti velké p (tj. pro dosti velké n) je

2p sin <S> > 0,
2p

. . S
pll)rgo 2p sin <2p> = s.

Nyni najdeme integralni majorantu a dostavame

a tedy

pro s € (0,7) a

lim Ry (t,) = / SIN() gy T =g 180
n—00 0 S 2
a pro velka n je

Sn(tn) = 1, 18%.

Kazdy ¢astecny soucet s, () ma tedy maximum, které prevysuje asi o 18
% maximum funkece fy, viz obrézek 1.18. Tomuto fenoménu se 1ika Gibbstv
jev.

Maximum se s rostoucim n stale podstatné lisi od maxima funkce fo,
jen bod t, se blizi k nule, v némz je maxima dosazeno. Proto nikdy nemi-
zeme dosdhnout toho, aby ¢asteény soucet rady (1.86) aproximoval funkci fy
stejnomérné.
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f(t)
/2

— Jo

— Sn

—27 27t
—m/2

Obrazek 1.18: Gibbsuv jev

D4 se ukazat (viz Kapitola 6 v [6]), ze kazda funkce f, kterd ma konecny
pocet bodu nespojitosti prvniho druhu, lze zapsat ve tvaru

ft) = g(t) + h(),

kde g(t) je funkce spliujici nase dodatecné podminky kladené na funkci fj a
jejiz Fourierova rada konverguje stejnomérné, a kde

h(t) = i cifo(t —t:)

je funkce, kterd zachycuje skoky funkce f.

7 vlastnosti funkce fy vime, ze Fourierova fada funkce f konverguje v
kazdém bodé t k hodnoté

S+ 0)+ £t~ 0)

a ze v okoli kazdého bodu funkce f se projevi Gibbsuv jev. Tedy, ¢aste¢ny
soucet Fourierovy rady funkce f bude v okoli kazdého bodu nespojitosti t;
nabyvat, az na zanedbatelnou odchylku, hodnotu

ST+ 0)+ (8 = 0)] & SLIS[F(E+ )+ (1~ )

v okoli bodu nespojitosti tedy nebudou ¢astecné soucty konvergovat stejno-
meérne.
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1.9 Reseny piiklad

V této kapitole vytesime jeden priklad, ve kterém budeme hledat Fourierovu
radu periodického signalu. Jak vyplyva z predchozich kapitol, Fourierova rada
periodického signalu je matematicky zapis tvrzeni, ze periodicky signal f(t) s
opakovacim kmitoc¢tem 1/T lze slozit z konstantniho signalu a harmonickych
signali o kmitoctech 1/kT, kde k =1,2,3,.... Tedy

f(t) = Ao+ Ajcos(wt+¢1) +

pruni (zdkladni) harmonickd

+ Ay cos(2wt + @2) + As cos(3wt + p3)+

+ -+ Ay cos(kwt + op) + - (1.87)

k-td harmonickd (vyssi)

00

A + Y Ay cos(kwt + ¢y),
k=1

stejnosmeérnd slozka (stredni hodnota)

stridavd slozka

kde A; je amplituda k-té harmonické slozky, kw je kruhovy opakovaci kmi-
tocet k-té harmonické slozky a ¢y je pocatecni faze k-té harmonické slozky.

Z vyse uvedené formule (1.87) je ziejmé, 7ze kazdy periodicky signdl mé
stridavou a stejnosmeérnou slozku. Stejnosmérna slozka je rovna stfedni hod-
noté signalu za opakovaci periodu. Stridava slozka se sklada z harmonickych
signalt o nulovych stfednich hodnotach, je to tedy ptvodni signéal zbaveny
stejnosmeérné slozky. Stridava slozka obsahuje tzv. proni harmonickou o kmi-
toctu, ktery je stejny jako opakovaci kmitocet periodického signalu, a z vys-
sich harmonickyjch, kterych je obecné nekoneény pocet a jejichz kmitocet je
celo¢iselnym nasobkem kmitoc¢tu prvni hamonické.

Rozklad vyse uvedeného periodického signdlu (1.87) na diléi komponenty
je jednoznacny a plati, ze kazdé dva rtzné periodické signdly o opakova-
cim kmitoc¢tu w jsou jednoznacné reprezentovany riznymi dvojicemi mnozin
{Ag, A1, ... Agy ... Y ad{wo, 01, - - @k, - . . } viz kapitola Fourierova fada v kom-
plexnim oboru 1.2. Grafické znazornéni téchto mnozin ve formé spektralnich
car na kmitoctové ose se nazyva spektrum signdlu.

Prochazi-li signal elektrickym obvodem, muzeme to chapat jako pri-
chod mnoziny jeho harmonickych slozek. V disledku rozdilnych prenosovych
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T T i

~15 0 15 t

Obrazek 1.19: Graf periodického signalu f(t) = || se zakladnim intervalem
periodicity (—0.5,1).

schopnosti obvodu na rtznych kmitoc¢tech dojde k tomu, zZe na vystupu ob-
vodu budou jednotlivé harmonické slozky vzajemné rizné utlumeny a fazove
posunuty, takze vystupni signél sice bude rovnéz periodicky, ale oproti vstup-
nimu signalu bude zkresleny. Spektrum signélu, resp. rozlozeni jeho spektral-
nich ¢ar na kmitoc¢tové ose, tak spolu s kmitoctovou charakteristikou obvodu
prinasi uzitecny a nézorny nastroj na chapani jevi spojenych s interakcemi
signalu a obvodi.

Protoze harmonicky signél je mozné zapsat jesté v jinych tvarech, nez jak
je uvedeno v diskutovaném vzorci (1.87) (konkrétné v rozkladu na sinovou
a cosinovou slozku a také v komplexnim tvaru jako soucet dvou rotujicich
fazort), existuji tomu odpovidajici tvary Fourierovy fady viz kapitoly 1.4 a
1.2. Dalsi motivacéni iivahy a aplikace je mozno nalézt v préci [1], kterou jsou
také motivovany predchozi odstavce.

Konstruujme nyni Fourierovu fadu pomoci 10 harmonickych signalu

f@) =t

na zakladnim intervalu periodicity (—0.5, 1) viz obrazek 1.19. Déle provedme
harmonickou analyzu, tedy konstruujme amplitudové a fazové spektrum.

Postup a nutné vzorce k vypoctiim jsou uvedeny v kapitole Fourierova
fada v komplexnim oboru 1.2. Vysledek je tedy mozno nalézt primym vy-
poctem za pomoci tuzky a papiru nebo si miizeme pomoci vhodnym algo-
ritmem. My pouzijeme software Matlab, ptislusny koéd m-filu je uveden nize
i s komentari, porovnejte vzorce z kapitoly Fourierovy tady v komplexnim
oboru 1.2 se zapisem jadra algoritmu 1.1 na fadcich 19 az 29.
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KAPITOLA 1. FOURIEROVY RADY

Algoritmus 1.1: Algoritmus rozvoje ve Fourierovu radu

function Fourierova_rada(f,a,b,N)

BRIt TR IRt RR LT TRIRR T TRRIRETTRRIRRLTTRIIL S
/% Rozvoj zadane funkce f(t) z L2(a,b)

/4 ve standardni Fourterovu radu

% v kompleznim tvaru pomocti N harmonickych

/ Priklad wolant: Fourierova_rada(’abs(t)’,-0.5,1,10)
BRIt R RN TR RR LT TRIRR R TRRIRLTTIRIRRLETERRLL S

syms t real; / Symbolicka promenna t
T=sym(b-a); /# Perioda
w=2*xpi/T; % Uhlova rychlost

/% Vypocet koeficientu cn Fourierovy rady fN
% a jeji sestavent
% Vypocet amplitud An a fazi FIn pro n=-N,...,N

fN=0; An=zeros (2*xN+1,1); FIn=zeros (2*xN+1,1);
for n=-N:N
cn=1/T*xint (f*xexp (-i*w*n*t) ,t,a,b);
/% Koeficient n-teho clenu FR
fN=fN+cn.xexp (i*w*n*t) ;
% Sestaventi Fourierovy rady [N
An(n+N+1)=abs (double(cn));
% Vypocet amplitudy (indexzace wvek. od 1)
FIn(n+N+1)=-angle (double(cn));
/% Vypocet faze (indexace vektoru od 1)
end ;

% Grafy funkci f a fN
figure; hold on; grid on; box on;
set(gca,’ FontSize’ ,14);

/% Puvodni funkce f
hf=ezplot (f,[a,bl);
set (hf,’ Color’,’Red’,’LineWidth’ ,2);

% Aprozimace fN pomoci N harmonickych
hfN=ezplot (fN, [a,b]);

set (hfN, ’Color’,’Blue’,
’LineWidth’,2,’LineStyle’,’-=");

xlabel (’t’);

title ([’Fourierova rada funkce f(t)=’,f]);
legend (’f(t)’, [’f_{’,num2str(N),’}(t)’],
’Location’,’NorthEastOutside’);
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Algoritmus 1.2: Algoritmus rozvoje ve Fourierovu radu

a7
4| 4/ Amplitudove spektrum

| figure; hold on; grid on; box on;
so| set (gca, ’ FontSize’ ,14);

s1/bar (-N:N,An); xlabel(’n’);

s2| title (’ Amplitudove spektrum’)

53
sa| 4 Fazove spektrum

ss| figure; hold on; grid on; box on;
s¢| set (gca, ’FontSize’ ,14);

s7| bar (-N:N,FIn); xlabel(’n’);

ss| title (’Fazove spektrum’)

Po provedeni vypoctu vyse uvedeného algoritmu v Matlabu obdrzime
feseni vypoctu, tedy Fourierova fada z ptislusnych 10 harmonickych (obrazek
1.20), amplitudové (obrézek 1.21) a fazové (obrazek 1.22) spektrum.

Fourierova rada funkce f(t)=abs(t)

—f(t)
== f1 O(t)

-0.5 0 0.5 1

Obrazek 1.20: Graf 10 harmonickych
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Amplitudove spektrum

0.5

-15 -10 -5 0 5 10 15

Obrazek 1.21: Amplitudové spektrum daného signalu

Fazove spektrum

15 -10 -5 0 5 10 15

Obrazek 1.22: Fazové spektrum deného signalu
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1.10 Apendix

7 historického hlediska vznikly Fourierovy rady v oblasti matematické fyziky.
Motivaci bylo Teseni pocatecné okrajové ulohy pro vinovou a difuzni rovnici
na koneéném intervalu. S fesenim problému ptisel J. Fourier (1768 — 1830),
francouzsky matematik a fyzik.

Metoda, kterou navrhnul a kterd dnes nese jeho jméno, vedla pozdéji k
systematickému studiu trigonometrickych rad, dnes nazvanych Fourierovymi.
Konstrukci provedeme pro vlnovou rovnici, dalsi konstrukce a priklady ¢tenar
nalezne v [3].

Konstruujme pocatecné okrajovou tlohu, ktera popisuje kmitani struny
na koneéném intervalu délky [. Koncové body struny jsou upevnény v nu-
lové poloze. Uvazujme pocatecni vychylku p(z) a pocatecni rychlost i(zx).
Problém mé tedy tvar

Uy = CPUyy, 0<ax<l, t>0,
w(0,t) = u(l,t) =0, t>0, (1.88)
u(z,0) = p(z), u(x,0) =(z), 0<x<l,

kde u = u(z,t) popisuje prihyb struny v bodé x a case t.
Vyjdéme z predpokladu, Ze Teseni existuje a ma tvar

u(z,t) = X(x)T(t), (1.89)

kde X = X(z) a T = T(t) jsou realné funkce jedné realné proménné majici
spojitou druhou derivaci. Proménné x a t jsou v tomto pripadé vzajemné
oddéleny. Dosazenim (1.89) do rovnice problému (1.88) dostavame

XT" =2X"T.
Vydélime ¢lenem —c?>X 7T, zde piedpoklddame, ze XT # 0, tedy

B T"(t) _ _X”(QS)
AT (t) X(z)

Tento vztah nam 7ika, Ze vyraz na levé strané zavisi pouze na casové pro-
meénné t a vyraz na pravé strané zavisi pouze na prostorové promeénné .
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Navic, tato rovnost musi platit pro vsechna ¢t > 0 a x € (0,1) a tedy

B T'(t) _ _X”(x) _,
AT (t) X () ’

kde A je konstanta.

Prevedli jsme tedy puvodni parcialni diferencialni rovnici na rovnici oby-
¢ejnou diferencialni se separovanymi proménnymi s neznamymi funkcemi

X(z)aT(t)
X"(x) + AX (z) =0, (1.90)
T"(t) + AN\ (t) = 0. (1.91)

Déle mame okrajové podminky problému (1.88), médme tedy okrajové
podminky
X(0)=X()=0. (1.92)

Nejprve budeme fesit okrajovou tlohu (1.90), (1.92). Zfejmé trividlni fe-
Seni X (z) = 0 nds nezajimd, tedy vylouéime piipad A < 0. Je-li A > 0, pak
ma rovnice (1.90) Teseni tvaru

X (z) = Ccos(VAz) + Dsin(VAz)

a z okrajovych podminek (1.92) plyne

X (1) = Dsin(vVAl) = 0.

Netrivialni feseni tedy ziskame, kdyz
sin(vV/Al) = 0,

neboli

2
An:(”f> neN.

Kazdému takovému A, pak odpovida reseni

X, (z) = C, sin <n7lm"> ,neN, (1.93)
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kde C), jsou libovolné konstanty.

Nyni feSme rovnici (1.91), feseni pro A = A, ma tvar

t t
T, (t) = A, cos (m;c ) + B,, sin (mrlc> ,neN, (1.94)

kde A, a B, jsou opét libovolné konstanty. Ptivodni parcidlni diferencialni
rovnici (1.88) fesi posloupnost funkei

up(z,t) = (An coS <n7;ct> + B, sin (T”;Ct)> sin <n7lr:c> ,n €N,

které splnuji predepsané okrajové podminky. Pozorny ctenar si vSiml, Ze
misto A,C, (resp. B,C,) piseme A, (resp. B,), nebot jde o libovolné re-
4lné konstanty. Uloha je linedrni, a proto i libovolny koneény soucet je opét
resenim

N

t t
u(z,t) = (An oS <n7;c > + B, sin (mrlc)) sin (nlm:) ,neN. (1.95)

n=1

Musime jesté zohlednit pocateéni podminky. Tedy funkce (1.95) bude
vyhovovat pocateénim podminkam, pokud bude platit

o(z) = ni::lAn sin (mlm) : (1.96)

N

nwe nmwx
n=1

Pro libovolnd pocatecni data je tiloha (1.88) jednoznac¢né fesitelnd a prislusné

reseni je dano vzorcem (1.95). Podminky (1.96) a (1.97) jsou znacné omezujic

a jejich splnéni se da tézko zarucit. Z tohoto duvodu hledame reseni problému

(1.88) ve tvaru nekone¢ného souctu a vyjadiime jej ve formé Fourierovy rady

> t t
u(z,t) => (An cos (m;c ) + B, sin (m;c )) sin (mlmc) ,neN. (1.98)

n=1

Konstanty A,, a B, jsou pak dany jako Fourierovy koeficienty sinovych roz-
voju funkei ¢(x) a ¥(x), tedy

o(r) = i A, sin (mlrw) ,

n=1
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o0
V() =) ?Bn sin (mlms) :

n=1
Jinak feceno, FeSeni tlohy (1.88) pro vlnovou rovnici je v kazdém case ¢
vyjadiené ve tvaru Fourierovy sinové fady v proménné z, pokud lze takto
vyjadrit poc¢atecni podminky p(x) a ¥(z). Ukazuje se, ze pro dostatecné
sirokou tridu funkci je takovyto rozklad mozny a prislusné fady konverguji.
V takovém pripadé koeficienty pocitame pomoci vzorciu

9
A, = —/ @(x) sin (mm) dz,
[ Jo l

2
nme

! nmx
B, () sin (l) dzx
0
Zéavérem je nutno poznamenat, ze ke korektnosti je zapotiebi diskutovat kon-
vergenci. Uvahy o konvergencich je zapotiebi vztahnout na funkce ¢ a 9, ty

byly provedeny v predchozich kapitolach.



Kapitola 2

Laplaceova transformace

Laplaceova trasformace je efektivni metoda k feseni riiznych praktickych loh
oblasti matematické fyziky, elektrotechniky i regulac¢nich systémii.

Tato kapitola je motivovana pracemi [4] - [11] a je organizovana nasleduji-
cim zptisobem. Nejprve zavedeme nutné pojmy, poté se budeme v podkapitole
2.1 vénovat vlastnostem Laplaceovy transformace. V podkapitole 2.2 se nau-
¢ime provadét zpétnou Laplaceovu transformaci a nakonec v podkapitole 2.3
poukazeme na aplikaéni piiklady: FeSeni diferencidlnich rovnic (i systémi),
priklady z oblasti elektrotechniky a regulac¢nich systémii.

Budeme uvazovat komplexni funkce f redlné proménné t € (—oo, ), tj.
f R — C, a komplexni proménnou p = x + iy € C. Predpokladejme, Ze
nevlastni integral

/O T Fem dt (2.1)

existuje a ma konefnou hodnotu pro alespon jedno p. Pak integral (2.1)
nazyvame Laplacetuv integral funkce f.

Priklad 14 Spoctéme Laplacetv integréal funkce f(¢) = 1. Podle (2.1) mame

00 o'} gel 1 1
/ ft)e P dt = / e P'dt = lim e P'dt = lim < — e‘po‘) :
0

0 a—r00 0 a—r00 p p
Jelikoz a € R, pro p = = + iy plati |e7P*| = e¢=**. Tedy pro Rep > 0

plati lim,_,o, e ?* = 0 a Laplacetv integral funkce f(¢t) = 1 pro Rep > 0
konverguje a je roven funkci 1/p. Pro Rep < 0 Laplacetv integral neexistuje.

63
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Piiklad 15 Spoctéme Laplaceiv integral funkce f(t) = e, kde a € C.
Podle (2.1) médme

/ fe™Pdt = / ee P dt = lim [ e Pldt=
0 0

a—oo J

1 1 1
_ hm( Sa-pa >:
a=oo \a—p a—p) p-a

pro Re(p —a) > 0. Tedy Laplacetv integral funkce f(t) = e* konverguje pro
Rep > Rea k funkei 1/(p — a) a jinak diverguje.

Definice 3 Bud f komplexni funkce redlné promeénné t € (—oo,00). Bud
M c C mnoZina vsech p, pro nez je Laplacetiv integrdl (2.1) konvergentni.
Pak komplexni funkci F definovanou vztahem

Fp) = [ feat (pe M) (22)

nazyvame Laplacetv obraz funkce f. Dané zobrazeni, které prirazuje funkci
f jeji Laplaceuv obraz F', nazijvdme Laplaceova transformace a znacime

L(f(1) = F(p)-

Definice 4 Funkci f nazjvame predmét (nekdy také vzor, original), jsou-li
splnény nasledujici podminky:

1. f je na [0,00) po édstech spojitd,
2. f(t) =0 pro kazdé t <0,
3. existuje redlné cislo M > 0 a « takové, Ze pro kazdé t € [0, 00) plati
F(0)] < M. (23
Definice 5 Bud oy = inf{a € R : « vyhovuje (2.3)}. Cislo ag nazjvime
index rustu predmétu f.
Diilezitym prikladem predmétu je Heavisideova funkce zobrazena na ob-

razku 2.1, definovana vztahem

0, pro t<0,
n(t) = (2.4)
1, pro t>0.
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0 t

Obrazek 2.1: Heavisideova funkce

i 1//./ Rep > ay
0 ao:l/// %x

Obrazek 2.2: Polorovina Rep > «q

Y

Véta 7 (o existenci Laplaceova obrazu) Bud f predmét s indexem ristu
«g. Pak Laplacetv integrdl

Flp)= [~ e de

konverguje v poloroviné Rep > «q (viz obrazek 2.1) absolutné a definuje
Laplacetiv obraz L(f(t)) = F(p), ktery je v té poloroviné analytickou funkci.

Diukaz: Nejprve dokazme absolutni konvergenci integralu v poloroviné Rep >
. Existence integralu [7 f(t)e " d ¢, pro kazdé 7 > 0, plyne z faktu, ze f(t)
je na [0, 00) po Céstech spojitd. Je-li p = z+iy a Rep > ag, pak e P = e~
7 tteti podminky na predmét pak pro kazdé a takové, ze z > a > ap plyne

\f(t)e_pt] < Meteat — Me(a—a:)t‘

Tedy

00 00 0o (a—z)t]
’/ f(t)eptdt’ g/ If(t)e ™| dt < M/ et ¢ = [Me ] .
0 0 0 0

a—x
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Jelikoz o — z < 0, je limy_ oo et =0 a

(2.5)

/Ooo f(t)eptdt’ <

r—a

Tedy mame dokazano, ze Laplacetv integral konverguje absolutné v poloro-
viné Rep > ap.
Ukazme nyni, ze F' je analytickd v poloroviné Rep > ay. Bud a; takové,
7e x> oy > a > «qq. Pak z tfeti podminky na predmét mame
|f(t)e ™| < Melement,

Vyraz pravé strany nerovnosti nezavisi na p a jelikoz o — oy < 0, integral
o0
|7 meleera
0

konverguje. Tedy Laplacetiv integral konverguje v poloroviné Rep > a; stej-
nomérné. Navic plati

95 (0e ] = ~tf (1)

dp
a
| — f ()| < Mtelomont,
kde u
/ Mtel—otqp = ——
0 (v — aq)?

To znamena, ze integral
/ —tf(t)e P dt
0

konverguje v poloroviné Rep > «;.

Celkové tedy, Laplacetuv integral funkce f mtizeme integrovat podle para-
metru p. To znamena, ze funkce F' je analytickd v poloroviné Rep > a3 > ay.
Z liboville ay pak plyne, ze F' je analyticka v poloroviné Rep > «y. O

Disledek 1 Bud L(f(t)) = F(p) a x = Rep. Pak lim, ., F(p) = 0.

Dikaz: Tvrzeni plyne z formule (2.5) dikazu véty 7. 0
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Priklad 16 Neleznéme funkei f(t) tak, aby jeji Laplaceiv obraz byl roven

funkei /p.
Prvné lim, ,., /= + iy # 0. Tedy podle predchoziho Disledku 1 funkce

/P nemiize byt Laplaceovym obrazem zadné funkce f(t).

Diikaz nasledujictho tvrzeni, které nam dava uplnou informaci o chovani
funkce F' v okoli oo, prekracuje rozsah tohoto textu a je mozné ho nalézt
napriklad v [6].

Véta 8 (prvni limitni) Bud f predmét s indexem ristu oy a o > . Pak
pro Laplacetiv obraz F' funkce f plati

lim  F(p)=0.

p— 0

Rep > «

2.1 Vlastnosti Laplaceovy transformace

V této podkapitole se budeme zabyvat zakladnimi vlastnostmi Laplaceovy
transformace. Formulujeme vétu, kterda bude zakladnim stavebnim kamenem
pro operatorovy pocet a uvedeme celou radu priklada k jeji ilustraci. Tyto
priklady ndm poskytnou velké mnozstvi obraziu funkci, které jsou dilezité
a pouzivané v praxi. Podkapitolu uzavieme druhou a treti limitni vétou a
Duhamelovym vzorcem.

Véta 9 (pravidla operatorového poctu) Necht fy. jsou predméty, L(fi(t)) =
Fi(p) ac, € Cprok=1,2,...n. Pak
L. linearita

n

L0 enfilt)) = 2 e Fi(p),

k=1
I1. podobnost

L(FOM) = /1\F (i) A0,

111, substituce v obrazu
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L(e"f(t)) =F(p—a),

1V. derivace podle parametru

Of(t,\) _ 9F(p,A)
N OA

» kde L(f(t, ) = F(p,A),

V. posunuti

LA =7)n(t —7)) = e "F(p),

VI. derivace predmeétu

L) = p"F(p) =" f(04) — ... = fO7D(04),

kde f a jeji derivace aZ do vadun—1 jsou spojité a f@(0,) = lim,_o, fO(2),

VII. derivace obrazu

L(=tf(t)) = F'(p),

VIII. integrace predmetu

1X. integrace obrazu

£<m>:/pr(z)dz: lim /qu(z)dz,

t Re g—o0

kde f(t)/t je predmét s indevem ristu o, [)° F(z)dz existuje a graf inte-
gracni krivky [ F(z)dz lezi v Rep > aq.
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Dikaz:
L. linearita
7 linearity integralu mame

n

LO afe(t) = /Ooo <z": Ckfk:(t)> e dt =

k=1 k=1

= Yoo [T hberar=Y R
k=1 70 k=1

kde [5° fr(t)e P dt = Fi(p). Poznamenejme, Ze integral

/OOO (znj ckfk(t)> e Phdt

k=1

goee

rustu funkce f; pro kazdé i.

I1. podobnost
Podle (2.2) mame

Lf(M)) = /Om FOM)e ™ dt.

Substituujme v pravé strané u = A, (tj. dt = 1/ du), pak

L) = i |7 e au= iF (%).

Ziejmé, je-li ap index rustu f zavisejici na t, pak Aag je index rastu f pro-
meénné u.
III. substituce v obrazu

Podle (2.2) méme

L) = [ etrwerat= [T e e dt=F(p—a)

kde [° f(t)e~ P9t d t konverguje pro Re(p — a) > ap, ap je index ristu f.

IV. derivace podle parametru
Ditkaz této ¢asti presahuje nadrocnost tohoto textu, je mozno jej nalézt v

[6].
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V. posunuti
Podle (2.2) mame

L=t =) = [~ ft =t = r)edr.

Navic f(t — 7)n(t — 1) = 0 pro kazdé t € (0, 7), tedy

LU =T —=7) = [ J(t =t = r)e ™ at.

T

Zavedeme-li substituci t — 7 = u, tak dostavame

L(fE =t —7) = [

0

o

Flm()e ™ du= e [7 e du,

celkové tedy
Lt =mnt =) = e [T fer at = e Fp)

VI. derivace predmétu
Nejprve dokazme pripad pro i = 1, tj.

L(f'(t) =pF(p)— f(04).

Podle (2.2) mame
L@ = [ Fweradt,

pro Rep > «ag. Poznamenejme, Ze je-li o index rustu funkce f’, pak je také
indexem riustu f. Pocitejme nyni integral na pravé strané metodou per partes,
tedy pro t € (0,00) polozme

ut) = F(1). o
= f/(t)v /
Pak -

L®) = @™ +p [ f@e dt (2:6)

Jelikoz |f(t)] < Me® (o > ap) pro kazdé p takové, ze Rep > a > «y, pak

plati
|[f()e ™| < MeloRer)t,
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Navic limy_, oo Mel@Rep)t — () o

lim f(t)e " = 0. (2.7)

t—o00

Dosadime-li (2.7) do (2.6) dostédvame

L(f'(t)) = pF(p) — f(04).
Pro libovolné n se diikaz provede matematickou indukci.

VII. derivace obrazu
7 dtkazu Véty 7 plyne, ze

/OOO f(t)e P dt

/oo —tf(t)e ' dt
0

jsou rovnomérné konvergentni v poloroviné Rep > a > ay, kde g je index
rustu f. Laplacetuv integral funkce f muzeme derivovat podle parametru p,
tedy je-li
LU®) = [~ B dt = Fp),

pak

o 0 00

Fip) = [* = (f0e)dt= [ —tfer at
o OJp

0

Konecné, podle (2.2) mame
L(=tf(t)) = F'(p).

VIII. integrace predmétu
Oznac¢me

L(g(t) = £ (/Ot f(r)dr) = Glp).
Ziejmé plati
g'(t) = f(t), g(0) = 0.

7 vlastnosti derivovani predmétu plyne

L(g'(t)) = pG(p) — g(04).
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Tedy
L(f(t)) =pG(p).
Celkové tedy

IX. integrace obrazu
Bud L(f(t)/t) = G(p). Pak dle Véty 7 je funkce G analyticka v poloroviné
Rep > «g. Jelikoz

oo | f(t o0 M
|G(p)’§/ |f( )6—pt dtSM/ 6_(U_a0)tdt: ’
0 t 0 o — Qp
kde M je kladna konstanta a Rep = 0 > ag, mame
lim |G(p)| = 0. (2.8)

g—00

7 vlastnosti derivace obrazu mame

L(=f(1)) = C'(p)

F(p) = =G'(p).
Pak pro integraly funkci F' a —G’ mame

zde integrujeme po ktivce s koncovymi body p a ¢ spliujici podminku Re ¢ >
Rep > ap.

Nyni staci prejit v predchozim vzorci k limité Req = 0 — oo, uplatnime
(2.8) a dostédvame

g

Nasledujici priklady 17 az 24 ukazuji, jak pouzit vlastnosti z predchozi
Véty 9.
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Priklad 17 Najdéte Laplaceiv obraz funkce f(t) = sin(wt).
Podle Eulerovych vzorci plati

elwt _ e—lwt

sin(wt) = 5
i

Polozime-li v Prikladu 15 parametr a = 4iw a navic uzijeme linearity Véty
9, pak pro Rep > Re(+iw) = | Imw| dostavame

Lsin(et) = o (p ! 1 ) .

—iw  pH+iw :pQ—l—w?'

Piiklad 18 Najdéte Laplacetv obraz funkce f(t) = e sin(wt). K vypoctu
pouzijeme vysledku Prikladu 17 a vlastnosti substituce v obrazu Véty 9. Tedy
pro Rep > Rea + |Im w| mame

w

,C(eat Sin(wt)) = m

Piiklad 19 Najdéte Laplaceiuv obraz funkce f(t) = t"e®. Z Piikladu 15
vime, ze

1
p—a
Vyuzijme nyni vlastnosti derivace podle parametru z Véty 9 a derivujme
levou i pravou stranu podle parametru a

£<eat) —

1
L(te™) = —.
W)= —ap
Dalsi derivace maji tvar
2
L(t2e™ =,
() (p—a)?
3!
L(te™) = ,
() (p—a)t
|
E(tneat) — n
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Priklad 20 Najdéte Laplaceiv obraz funkce f(t) = n(t—7). Poznamenejme,
ze funkce f je posunuta Heavisideova funkce o 7, tedy

0, pro t<T,
n(t—7)=
1, pro t>r.

Z Prikladu 14 vime, ze L£(n(t)) = 1/p. Nyni z vlastnosti posunuti Véty 9

plyne
e P

b

L(n(t—7)) =

Priklad 21 Najdéte Laplacetv obraz funkce f(t) = sin(wt — ¢)n(wt — ¢),
kde ¢ > 0 a w > 0. Z vlastnosti podobnosti Véty 9 plati

Llsinwt — ehnlwt — ) = —F (L),

w \w
kde L(sin(t — ¢)n(t — ¢)) = F(p). Z Prikladu 17 vime, ze

1

L(sin(t)) = |

a z vlastnosti posunuti Véty 9 dostavame

. 1 -
F(p) = L(sin(t — p)n(t —p)) = g 16 .
Celkove tedy
. 1 1 e we—ep/w
Elsintwt =it =) = Lo " T

Priklad 22 Najdéte Laplacetv obraz funkce f(t) = sin®(¢). Nejprve oznac¢me
L(sin®(t)) = F(p). Dale

(sin®(¢))’ = 3sin®(t) cos(t)

(sin®(t))"” = 6sin(t) cos*(t) — 3sin®(t) = 6sin(t) — 9sin’(¢),
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podle Prikladu 17 mame

6 6

.3 " i3 —
L((sin”(2))") = a1 9 L(sin°(t)) = P 9F (p). (2.9)
Navic
(sin’(t))]e=o, = (sin®(t))'|e=0, =0
a podle vlastnosti derivace predmétu Véty 9 mame
L(sin®(t))") = p°F(p) —p-0—0=p*F(p). (2.10)

Nyni porovnejme (2.9) a (2.10), dostavame

6

o 9F(p) = p*F(p),

tedy
6

o = roy

Priklad 23 Najdéte Laplacetv obraz funkce f(t) = t™.
7 Prikladu 14 vime, ze

Pak z vlastnosti integrovani predmétu dostavame

E(t)-ﬁ(/(fldr) —plQ,

Tedy
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Priklad 24 Najdéte Laplaceiv obraz funkce f(t) = sin(t)/t.
7 Prikladu 15 vime, ze

L(sin(t)) = e :_ T

Pak z vlastnosti integrovani obrazu mame

sin(t)y o 1 B o T B
L ( p ) _/p o] dz = [arctg(2)] " = 5 arctg(p) = arccotg(p).

Véta 10 (druhd limitni) Necht f a f' jsou predméty a navic f je na in-
tervalu (0,00) spojitda. Je-li L(f(t)) = F(p) a ag je index ristu funkce f',
pak

lim pF(p) = (0.

p—0o0

Dikaz: 7 vlastnosti derivovani predmétu Véty 9 plyne, ze

L(f'(t)) = pF(p) = f(04).
Jelikoz f(t) je pfedmét s indexem rustu «g, pak z Véty 8 vyplyva

lim (pF'(p) — f(04)) =0

p—o0

v poloroviné Rep > a > «y. Tedy

lim pF(p) = £(0,).

p—0o0

g

Véta 11 (tfeti limitni) Necht f a [’ jsou predméty a navic f je na inter-
valu (0, 00) spojita. Je-li L(f(t)) = F(p) a existuje lim; o f(t) # oo, pak

lim pF(p) = lim f(t).

Dikaz: Vime, ze
L(f'(t) = pF(p) — f(04).
Pak podle (2.2) mame

LW) = [ f/ 0™ dt = pF(p) = [(04) (2.11)
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Navic plati
hm/cﬂmﬁﬂiz/lmf@émm. (2.12)
0 0o p—=0

p—0

Pak z (2.11) a (2.12) plyne

lig (pF(p) — (0:)) = [ f/(®)dt = lim £(2) = F(0).

p—0
My vsak predpoklddame, Ze existuje lim; o, f(t) # oo, tedy
limpF'(p) = lim f(t).
U

Definice 6 Konvoluci funkci f a g nazgvame funkci h definovanou predpisem

Mﬂ:/mfﬁmu—ﬂdﬂteR

—00

a znacime

h=fxg.

Pokud jsou funkce f a g predméty, pak

Mo = (f+9)0) = [ f(glt - )

coz plyne z vlastnosti predmétu, tj. f(7) =0proT <0ag(t—7) =0prot <
7. Dikaz nasledujicich vlastnosti konvoluce je jednoduchy a prenechédvame
jej ctenari.
Véta 12 Konvoluce ma ndsledujici vlastnosti:

1. komutativita: fxg=g=x* f,

2. asociativita: (fxg)xh= f*(g*h),

3. distributivita na séitani fx (h+g) = (f «h) + (f * g),

4. (ef)xg=f=x(cg) =c(f *g), kde ¢ je konstanta.
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Priklad 25 Najdéte konvoluci pfedméti f(¢) =t a g(t) = sin(?).
Postupujme podle definice, tedy

(F * g)(t) = sin(t) s £ = /Otsin(T)(t _r)dr =t —sin(t).

Poznamenejme, ze duha rovnost plati diky predpokladu, ze obé funkce jsou
predméty (tj. f(1)=0proT <0ag(t—7)=0prot <rT).

Véta 13 (nasobeni obraztl) Budte f a g piedméty s indexy ristu of a
of, L(f(t) = F(p) a L(g(t)) = G(p). Pak oy = max{af, af} je index ristu

funkce h = f % g. Navic plati
L((f x9)(t)) = F(p)G(p).
Disledek 2 (Duhameliv vzorec) Budte f a g predméty, L(f(t)) = F(p)

a L(g(t)) = G(p). Bud f" predmét a f je spojitd funkce na intervalu [0, 00).
Pak

pF(p)G(p) = L(f(0+)g(t) + (f"* g)(1))-

Priklad 26 Najdéte predmeét k Laplaceovu obrazu

1
P*+1)*
Z Prikladu 17 vime, Ze
. 1

L(sin(t)) = P

Polozme .
F(p)=G(p) =
(p) = G(p) 1

Nyni pouzijeme Vétu 13

1

m = F(p)G(p) = L(sin(t) xsin(t)) =

= [Csin(r)sin(t — ) dr = 1/2 sint) — 1/2cos().
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Véta 14 Budte [ a g predméty s indexy ristu o) a of, ap = max{of, ad},

L(f(t)) = F(p) a L(g(t)) = G(p). Pak

U090 = 5 [ G- 2)dz,

27 —ioco

kde p e C, Rep > a+ ay a oy < a.

Symbolem [*"1%° rozumime limitu [*7%° = limy_. [*f) a v integrélu
J94 integrujeme po integracni kiivee z = a +1it, t € [=b,b], zde 0 < b€ R a

a € R volime tak, aby oy < a. Dikaz Vét 13 a 14 vynechavame, je mozné je
nalézt v [5].

Piiklad 27 Pomoci Véty 14 najdéte Laplacetv obraz funkce e’ sin(t).
7 ptikladi 17 a 15 vime, ze

£UE) = £(sin(®) =~
) Llg(t) = L£(e) =
(9(t)) = (6)—E-

Navic, o) = 0, of =1 a ap = max{0,1} = 1. Pak dle Véty 14

L(sin(t)e!) = — /

T 27 Jasice 224 1(p—2)—1

a—+ioco 1 1 d
Z,

kde a > 1 a Rep > a + 1. Pak dle zdkladni véty o reziduich integral dopoci-
tame

1 1 B 1
241p-2)—1],_, , (@-12+1

L(sin(t)e’) = — Res l

2.2 Zpétna Laplaceova transformace

V predchozi podkapitole jsme se zabyvali vypoctem Laplaceova obrazu F' k
zadanému predmétu f. Laplaceovu transformaci jsme definovali jako zobra-
zeni

L:P— O,
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které priradi pfedmétu mnoziny P jeho obraz mnoziny O. Zkoumejme nyni
inverzni operaci, inverzni zobrazeni, zpétnou Laplaceovu transformaci

L£L':0— P

kterd priradi dané komplexni funkci komplexni proménné F' predmét f, pro

ktery plati L(f(t)) = F(p).
K tomu je zapotiebi zodpovédét otazky:

OT1: existence zpétné Laplaceovy transformace,

OT?2: identifikovat defini¢ni obor £,
Céstetnou odpovéd na otdzku OT1 dava nasledujici véta:

Véta 15 (Lerch) Budte L(f(t)) = F(p) a L(g(t)) = F(p). Pak f = g az

na izolované body, v nichZ alespon jedna z funkci neni spojitd.

Poznamenejme, ze podminka na izolované body z Lerchovy véty neni
nikterak omezujici, v praxi nam na hodnotach v izolovanych bodech nezalezi.

K TeSeni otazky OT2 je ziejmé, Ze F musi spliiovat nutné podminky
Laplaceova obrazu F' predmétu f. Tj.

1. existuje ag € R takové, ze F' je v poloroviné Re p > «g analyticka,
2. v libovolné poloroviné Rep > a > ay plati lim,_,., F'(p) = 0.

Véta 16 Bud F analyticka v C s vyjimkou konecného poctu singuldrnich
bodia; € C (i =1,2,...n). Necht pro kazdé a € R takové, Ze a > max;—1 2 n{|ai|},
plati:

1. existuje posloupnost kruznic k; se stredem v 0 a poloméry R;, pro které
plati la| < Ry < -+ < R, < ... alim,_, R, = oo tak, Ze
lim max{[F(p)[} =0,

n—0 peky,

2. integrdl [

a—ico

|F'(p)| dp ma konecnou hodnotu.
Pak na R existuje spojity predmet f, ktery je urcen predpisem

", Res[F(p)ert] =, prot >0

=1 p=a; )

f) = (213)
0 pro t < 0.
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Poznamka 5 Poznamenejme, ze se rezidua ve vzorci (2.13) poéitaji v sin-
gularitdch funkce F(p)e?'. Funkce e je vSak analytickd v C, tedy rozhodujici
jsou pro vypocet rezidua funkce F(p).
Pokud je napriklad a; jednoduchy pél, pak podle pravidel pro pocitani
rezidui je
Res[F(p)e]y—a, = * Res[F(p)]pea.

Pokud je a; pdl nasobnosti 2, dostavame

Res[F(p)e"],=a, = lim i[(p —a,)’F(p)e™] =

p—ai AP

= Res[F(p)]pma e + lim [(p — 0 F(p)]te™.

Vsimli jsme si, Ze podstatnou roli hraji obrazy F', jez maji racionalni
tvar, viz Priklady 17 - 24. Zabyvejme se tedy nyni zpétnou Laplaceovou
transformaci funkei tvaru

P(p)

F(p) = ma (2.14)

kde P(p) a Q(p) jsou polynomy nad oborem komplexnich ¢isel.

Véta 17 Funkce (2.14) je Laplaceiv obraz néjakého predmétu prdvé tehdy,
pokud st(P(p)) < st(Q(p)).

Dikaz: Prvné, v poloroviné Rep < « plati

P(p)
o, Fle) = I’I*OOQ(p) .

Coz nastava jediné v ptipadé st(P(p)) < st(Q(p)) (st oznacuje stupen poly-
nomu).

Na druhou stranu, necht st(P(p)) < st(Q(p)). To znamend, Ze existuje
rozklad pravé strany (2.14) na parcialni zlomky nad polem komplexnich ¢isel

m Tk

F(p) Plp) = Z (2.15)

Qlp) =D (p—a)

kde Py, € C, ry je nasobnost kofenu ay polynomu Q(p) a m je pocet ruznych
nulovych bodu polynomu Q(p).
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7 Prikladu 19 vime, ze

Diky linearity Laplaceovy transformace a (2.15) mame pro t > 0

P = o = £ (30 M),

k;lll

Pak z Véty 15 plyne

S Sk, P’“’t ,e pro t > 0,

ft) =
0 pro t < 0.

7, dikazu predchozi véty plyne

Véta 18 (druhd véta o rozkladu) Laplaceiv obraz F funkce f je racio-
nalni funkce pravé tehdy, kdyZ pro t > 0 miZeme predpis [ vyjddrit jako
linedrni kombinaci funkci tvaru t"e®, kde n € Ny a a € C.

p+1
TR

Priklad 28 Urcete predmét funkce F(p) =

K vypoctu pouzijeme ivah Poznamky 5. Funkce F' mé& dva jednoduché
poly 0 a 1. Mame tedy

Res[F(p)e"],—o = —1, Res[F(p)e*],=1 = 2¢".
Pak podle vzorce (2.13) Véty 16 mame pro ¢ > 0
ft) =—1+2¢".

1

(p+1)(p—1020p*+1)

Vypocet budeme provadét stejné jako u predeslého prikladu, tedy pou-
zijeme uvah Poznamky 5. Funkce F' ma tri jednoduché pély —1, +i a pdl
tretiho radu 1. Mame tedy

Priklad 29 Urcete pfedmeét funkce F(p) =

Res[F(p)e?'],=_1 = —1/16 7", Res[F(p)e?],—; = 1/8¢"
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i 20> — 6t +5
Res[F(p)e’],= i = —1/8 e, Res[F(p)e!]p=1 = 2_’_ et
Pak podle vzorce (2.13) Véty 16 mame pro ¢ > 0
i ¢ 2P —6t+5
ft)=—-1/16e"+1/8¢" —1/8e™" + 2+ et

Tabulka 2.1: Laplaceovy transformace nékterych funkci

Predmét Obraz
1 1
p
oot 1
p—a
sin(wt) e :Ld 3
cos(wt) e f e
sinh(wt) - d 3
cosh(wt) e f 3
e sin(wt) (p_C;;W
e cos(wt) (p—pa;;:—aﬂ
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Tabulka 2.1: Laplaceovy transformace nékterych funkei

Predmét Obraz
" n!
t",neN pr
. N n!
e ’ c e
enn (p — a)"*1
. 2pw
t sin (wt) m
2 2
pr—w
t COS(Wt) m

2.3 Aplikace Laplaceovy transformace

ResSeni diferenciilnich rovnic

Uvazujme Cauchyho tlohu pro linearni diferencidlni rovnici s konstant-

nimi koeficienty a; (i = 1,2,...,n) a poc¢atecnimi podminkami
™ 4+ a2 44 A1)t + anx = f, (2.16)
2(to) = xo, '(to) = 2, ..., "V (te) = xi" V. (2.17)

Dale predpokladejme, ze prava strana rovnice f a TeSeni x véetné jejich
derivaci az do tadu n jsou predméty. Za téchto podminek miizeme danou
ulohu tesit Laplaceovou transformaci.

Bez jmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze pocatecni podminky
jsou dany v bodé tg = 0, tedy
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2(04) = w0, #/(04) = af, ..., 2"I(04) = 2. (2.18)

Oznacme L(z(t)) = X(p) a L(f(t)) = F(p). Pak rovnici (2.16) muzeme
prepsat do tvaru (Véta 9)

n n— n— n—1
"X (p) — p"two — p"Pap... -2l +

ai[p" X (p) — p" g — p 3l . — 2P+
(2.19)
a(n-1)[PX (p) — ] +
an X (p) = F(p)
Po tpravach dostavame
X(p) l%g@?m, (2.20)

kde Q(p) = p"+ap" ' +- - -+a,_1p+ay, je charakteristicky polynom rovnice
(2.16) a stupen polynomu P je nejvyse (n — 1).

Nyni staci najit k funkci X predmét x. Takovyto predmét je pak podle
jednoznacnosti zpétné Laplaceovy transformace (Véta 15) feSenim diferenci-
alni rovnice (2.16) na intervalu (0, co).

Poznamka 6
1. Vyse popsany postup se nazyva operdtorovd metoda.
2. Rovnice (2.19) se nazyva operdtorovd.
3. Vyhodou operatorové metody je jednoduchost operaci pri reseni.

4. ResSenim dostavame rovnou partikularni feseni (pokud nejsou pocéatec¢ni
podminky znamy, dostavame Feseni obecné).
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Pi¥iklad 30 ReSme diferenciilni rovnici

=22 +x =4,
(2.21)

2(04) =0, 2/(0,) = 1.

Budeme postupovat vyse popsanou operatorovou metodou. Tedy polozme
L(x(t)) = X(p), pak
L(2'(t)) = pX(p),

L(z"(t)) =p*X(p) — 1.
Déle L(4) = 4/p, Rep > 0. Odpovidajici operatorova rovnice ma tvar
p’X(p) — 1 —2pX(p) + X(p) = 4/p.
Vyjadiime X (p)

p+4
X(p)=——=, Rep> 1.
) p(p—1)°
Po rozkladu na parcialni zlomky dostavame
4 4 5
X(p) =

p p—-1 (-1
Zpétnou Laplaceovou transformaci ziskame pro ¢t > 0 reseni
x(t) = 4 — 4e' + 5te'.

Ve vyse popsaném postupu je mozno se vyhnout rozkladu na parcidlni
zlomky. Staci si vS§imnout, ze funkce

_pti
p(p—1)?
ma v bodé 0 jednoduchy pol a v bodé 1 dvojnasobny pdl a pouzit postup

popsany v Kapitole 2.2 (viz Véta 16 a Priklad 29). Pak podle znamych vzorci
pro vypocet rezidui dostavame

X(p) =

Res[X (p)e™],—o — 4,
Res[X (p)e”],—1 = bte' — 4e’.
Na zékladé zpétné Laplaceovy transformace dostavame feseni

z(t) = 4 — 4e' + bte'.
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Priklad 31 ReSme diferenciilni rovnici

2" + 4z = 2 cos(2t),
(2.22)

z(04) =0, 2/(04) = 4.

Budeme postupovat vyse popsanou operatorovou metodou. Tedy polozme
L(x(t)) = X(p), pak
L(2'(t)) = pX(p),

L(z"(t)) =p*X(p) — 4.
Dale £(2cos(2t)) = 2p/(p* + 4). Odpovidajici operatorova rovnice ma tvar

2p
2ENX(p)—4= .
(p”+4)X(p) P
Vyjaditme X (p):
4 2p

X(p) = + .
(») pPP+4 (p?+4)2
Zpétnou Laplaceovou transformaci dostavame reseni

x(t) =1/2 (4 +t)sin(2t).

Priklad 32 Nespojita prava strana I.
Resme diferencidlni rovnici

4= f(t), (2.23)
z(04) =1, 2'(04) = -1,
kde
1, pro0<t<1
f(t) = (2.24)

0, prot > 1.

Postupujme podobné jako u predchozich piikladi. Polozme L(z(t)) =
X(p), pak
L(2'(t)) = pX(p) — 1,

L(z"(t)) =p*X(p) —p+ 1.
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Déle L(f(t)) je mozno pocitat ptimo z definice (2.2):

LIf(t)) = /O°° Fh)e P dt = /01 et = ;(1 _em). (2.25)

Nebo si sta¢i vSimnout, ze f(t) = n(t) — n(t — 1) a podle vlastnosti posunuti
Véty 9 opét dostavame (2.25). Odpovidajici operatorova rovnice mé tvar

P+ 1D)X(p)—p+1= ;(1 —e ).

Vyjadiime X (p), po rozkladu na parcidlni zlomky
1 1 1 P
Xp)p=—————|-————]€"
) p @+1) (p P+ 1>
Zpétnou Laplaceovou transformaci dostavame reseni
z(t) = (1 —sin(t))n(t) — (L — cos(t))n(t — 1)
nebo bez uziti n(t)

o) 1 — sin(¢), te0,1),

cos(t) —sin(t), t> 1.

Priklad 33 Nespojita prava strana II.
Resme diferencidlni rovnici

2+ = f(t), (2.26)
z(04) =1, 2/(04) =0,
kde
1, pro0 <t <3
F(t) = (2.27)

2, prot > 3.

Postupujme analogicky jako u predchoziho ptikladu. Polozme L(z(t)) =

X(p), pak
L(x"(t)) = p*X(p) — p-
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Déle si stac¢i vsimnout, ze f(t) = n(t) + n(t — 3) a podle vlastnosti posunuti
Véty 9 dostavame

LOF() = ]19(1 ey, (2.98)
Odpovidajici operdatorova rovnice ma tvar
X))+ X () = (1)
Vyjadiime X (p):
Xp) = L — L g,

(P*+1) pp*+1)

Zpétnou Laplaceovou transformaci dostavame teseni

z(t) =14 (1 —cos(t — 3))n(t — 3)

nebo bez uziti n(t)

o(f) = 1, t €]0,3),

2 —cos(t—3), t>3.

Priklad 34 Posunuté pocatecni podminky
Resme diferencidlni rovnici

2’ + 32 + 2z = ¢,
(2.29)
$(1+) - 1, x/(l_;’_) — 1

Protoze pocatecéni podminky nejsou déany v bodé t, = 0, musime provést
substituci t =7+ 1 a z(t) = (1 — 1) = y(7). Nova rovnice ma tvar

Y+ 3y +2y =€t
y(04) =1,9'(04) = 1.
Tedy polozme L(y(t)) = Y (p), pak

L(y'(T)) =pY(p) — 1,

(2.30)
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L(y'(t) =pY(p) —p—1.

Daéle
1

p—1
Vyjadiime Y (p) po rozkladu na parcidlni zlomky

L) =eL(e") =e

6 3—e/2 3—2
e/ N e/ +e/

Y(p) = .
W)=+ T T

Zpétnou Laplaceovou transformaci dostavame pro 7 > 0 reseni
y(r) =e/6e” +(3—¢/2)e " +(e/3 —2)e .
Zpétnou substituci 7 =t — 1 a y(7) = x(t) dostdvame pro t > 1 FeSeni
z(t) =e/6e™ +(3—e/2) e+ (e/3 —2)e* .
Piiklad 35 Re$me soustavu diferencidlnich rovnic
¥—x+y=2,
r—y —y=c¢, (2.31)

z(04) =1, 2/(04) = 1.

Polozme L(z(t)) = X(p) a L(y(t)) = Y(p), pak L(2(t)) = pX(p) —1 a
L(y'(t)) = pY(p) — 1. Odpovidajici operdtorovy systém ma tvar

p+2
(p—DX(p)+Y(p)=—0,
p ’ (2.32)
X(p)=(p+1)Y(p) = —
p—1
Po upravé a rozkladu na parcialni zlomky
2 1 1
Xp)=5+5+—,
p? p* p-—1 (2.33)
2 1 1 '
V(p) = = — ot =

p> p* p



2.3. APLIKACE LAPLACEOVY TRANSFORMACE 91

Zpétnou Laplaceovou transformaci dostavame reseni

z(t)=t*+t+e,
(2.34)

y(t) =t>—t+ 1.

Ulohy z elektrotechniky

Uvazujme nejprve jednoduchy oscilacni obvod znazornény na obrazku 2.3
popsany integro-diferencidlni rovnici
di(t)

LS Rie) + é /Otz’(f) dr = uft), (2.35)

kde L, R, C jsou po tadé konstanty indukce, odporu a kapacity. Dale u je
elektomotorické napéti a ¢ je proud.

Bez Gjmy na obecnosti mtizeme predpokladat, ze celym obvodem na po-
catku neprochézi proud. Tato poc¢atecni podminka odpovida situaci zapinani.
Tedy, obvodem neprochazi proud a i(0;) = 0. Déle posledni ¢len levé strany
(2.35) predstavuje napéti na deskach kondenzéatoru, na poc¢atku je nulové.

Oznacme L(i(t)) = I(p) a L(u(t)) = U(p), funkce I(p) a U(p) se nazyvaji

operdtorovy proud resp. operdtorové napéti. Potom z vlastnosti derivovani
predmétu Véty 9 mame
di(t)
L|——= ] =pl(p),
< 1 ) pI(p)

z vlastnosti integrovani predmétu Véty 9 mame

E(/Otz'(T)dT> = ](;)

PtepiSeme rovnici (2.35) do operatorového tvaru

zm®+mw+ﬁ?%wx

po uprave

I(p) = - (2.36)
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R

[ 1
||

u(t) () §L

Obrazek 2.3: Oscila¢ni okruh

R1 Cl

||
I 1

PO R La

L

Obrazek 2.4: Oscilacni okruh

kde Z(p) je operatorova impedance okruhu. Vzorec (2.36) nazyvame operd-
torovy tvar Ohmova zdkona.

Zavérem, zpétnou Laplaceovou transformaci pak z (2.36) urc¢ime proud
okruhu .

Priklad 36 Naleznéme operatorovou impedanci a opratorovy proud proté-
kajici siti zndzornéné na obrazku 2.4.
Nejprve, pro operatorové impedance plati:

1
vétev 1. se sklada z odporu R; a kapacity C, a plati Z; = Ry + o
1D

vétev 1I. se sklada z odporu Ry a indukénosti L, a plati Zo = Ry + Lp,

vétev 11I. se sklada z kapacity Cy, a plati Z3 = o
2P

Vétve 11 a III jsou zapojeny paralelné, tedy jejich vysledna impedance ma
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tvar
1 1 1

— =4
Zy oy I3
Déle muzeme uvazovat obvod jako sériové zapojené operatorové impedance

Z1 a Zy. Tedy s
243

Ty + Zs

Po dosazeni a uziti druhého Kirchhofova zékona U(p) = E/p dostavame

=00+ 24y=21+

1
Ulp) E it e,
1) =70 p<R +1> (R +L +1>+(R )
! 01]9 2 b CQP ? pC2P

zde v uvazovaném oscila¢nim okruhu uvazujeme zapojené konstantni elektro-
motorické napéti u = F.

Ulohy z regulaénich systémii

Regula¢ni systém si lze predstavit jako c¢ernou skritku (viz Obrazek 2.5)
a jeho vlastnosti lze popsat pomoci reakei vystupti na vstupni signaly. Dy-
namické vlastnosti regulacnich systémii jsou urceny vztahy mezi vystupnimi
a vstupnimi veli¢inami. Dynamické vlastnosti takovychto systémt budeme
popisovat v ¢asové zavislosti pomoci linearnich diferencialnich rovnic s kon-
stantnimi koeficienty

S ay(t) =" bul (1),
i=0 §=0

kde a;, b; € R a m < n je podminka realizovatelnosti systému.
Casové posunuti signalu lze popsat jako dopravni zpozdéni

y(t) = u(t — Ty).

Prenosovou funkci daného systému urcime jako pomér obrazu vystupni
veliciny k obrazu vstupni veli¢iny vzhledem k Laplaceové transformaci za
predpokladu nulovych pocatecnich podminek

y"D(0) =y D(0) = - - = /(0) = y(0) = 0.
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cerna .
vstup—— SlFinkd — vystup

Obrazek 2.5: Regulac¢ni systém jako cerna skrinka

Prenosova funkce pak ma tvar racionalni lomenné funkce

_P() _ bmlp=m)(p—n2) ... (p—1m)
Qlp)  anlp—hk)p—ha)...(p—kn)’

kde k; jsou poly pfenosu a n; jsou nuly pienosu.

Impulsni charakteristiku pouzivame pro popis casové zavislosti daného
regulacniho systému, kterou lze ziskat jako odezvu na vstupni signal tvaru
Diracova impulsu pti nulovych poc¢atecnich podminkach. Impulsni charakte-
ristiku f(t) dostavdme po zpétné Laplaceové transformaci

Priklad 37 Naleznéme impulsni charakteristiku prenosové funkce

B op + 3
PP+ 62+ 11p+6

F(p)

Danou funkci rozlozime na parcialni zlomky

B —1+ 7 6
T p4+1 p+2 p+3

F(p)

Zpétnou Laplaceovou transformaci dostavdme impulsni charakteristiku (viz
Obréazek 2.6) prot > 0

ft)=—e "t +e —6e .
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N~— St

Obrazek 2.6: Impulsni charakteristika systému

95



96

KAPITOLA 2. LAPLACEOVA TRANSFORMACE



Literatura

[1] Biolek, D. - Hajek, K. - Krticka, A. - Zaplatilek, K. - Donar, B. - Elek-
tronické obvody 1. Univerzita obrany, 2006.

2] Castova, N. - Funkce komplexni proménné a integrdini transformace.
Interni ucebni text, Katedra aplikované matematiky, FEI, VSB-TU Os-
trava, 2008.

[3] Drabek, P. - Holubové, G., - Parcidlni diferencidlni rovnice. Uvod do

klasické teorie, Zapadoceska univerzita v Plzni, 2001.

[4] Galajda, P. - Schrotter, S. - Funkcie kompleznej premennej a operdtorouvy
pocet. Vydavatelstvo Alfa, Bratislava, 1991.

[5] Jevgarov, M., A., - Funkce komplexni proménné. SNTL Nakladatelstvi
technické literatury, Praha, 1981.

(6] Kufner, A. - Kadlec, J. - Fourierovy rady. Academia, Brno, 1969.
[7] Martan, F. - Srovnal, A. - Fourierovy 7ady. CVUT Praha, 1965.

[8] Pirko, Z. - Veit, J. - Laplaceova transformace. SNTL Nakladatelstvi tech-
nické literatury, Praha, Bratislava, 1970.

[9] Rektorys, K. a spolupracovnici - Prehled uZité matematiky. SNTL Na-
kladatelstvi technické literatury, 1981.

[10] Srovnal, V. -Analyza regulacnich systémai. Vysoka skola banska — Tech-
nickd univerzita Ostrava, 2004.

[11] Srovnal, V. -Regulacni systémy II. Vysoka skola banska — Technicka
univerzita Ostrava, 2005.

97



98 LITERATURA

[12] Stein, E., M. - Shakarchi, R. -Complex analysis. Princeton lectures in
Analysis II, Princeton University Press, Princeton, Oxford, 2003.



Rejstrik

funkce
absolutné integrovatelna, 40
Heavisideova, 64
integrovatelna s kvadratem, 39
periodické, 13

integral Laplacetv, 63
interval periodicity, 13
zakladni, 13

jev Gibbstiv, 52

koeficienty Fourierovy, 15, 19
konvergence posloupnosti funkci, 44
konvoluce, 77

metoda operatorova, 85

nerovnost
Besselova, 47
norma, 41

obraz Laplacetv, 64

perioda, 13
zakladni, 13
podminky Dirichletovy, 16, 17
prodlouzeni
liché, 33
sudé, 34
prostor

99

Ly(a,b), 40
Ls(a,b), 39
predmeét Laplacetiv, 64

rovnost
Parsevalova, 47

soucin skalarni, 41
spektrum
amplitudové, 21
tazové, 21
stejnomérna konvergence funkei, 44
systém
ortogonalni, 43
otonormalni, 43

transformace
Laplaceova, 64
zpétna Laplaceova, 80

uzavrenost systému, 47

vzorec Duhameltv, 78

véta
Dirichletova, 16, 36
Fejérova, 47
limitni, 36
o existenci L. obrazu, 65
Schmidtova, 48

rada



100 REJSTRIK

Fourierova, 19
Fourierova kosinova, 34
Fourierova sinova, 34
trigonometricka, 15



