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Predmluva

O modulu ,Integralni pocet funkci vice proménnych*“

Integralni pocet patii k pilifim matematické analyzy a mé zdsadni vyznam nejen v ma-
tematice, ale i v mnoha technickych oborech. Proto je zapottebi tuto disciplinu dobre zvlad-
nout.

Toto skriptum se bude vénovat vicerozmérnym (dvojnym a trojnym) integralum. Je
proto vhodné pripomenout si vypocet integrali jednorozmeérnych. To je dobfe popsano
napt. v [1], [2], [4]

Samotny text je rozdélen do dvou hlavnich kapitol. Prvni kapitola pojednava o dvojnych
integralech, zatimco druhda o integralech trojnych. Kazda z téchto kapitol je nasledné dale
rozdélena na podkapitoly. Vylozené pojmy jsou vzdy ilustrovany na resenych prikladech. Na
konci kapitol najdete i neresené priklady k procviceni, a to véetné vysledki.

Na zavér bychom vam radi poprali mnoho tispécht a radosti pii studiu.

V Ostravé, v 1été 2012 Petr Vodstréil a Jiff Bouchala !

1e—maily: petr.vodstrcil@vsb.cz a jiri.bouchala@vsb.cz
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O projektu
Vazeny ¢tenari,

text, ktery pravé ctete, vznikl v ramci feseni projektu ,,Matematika pro inzenyry 21.
stoleti — inovace vyuky matematiky na technickych skoldch v novych podminkéch rychle
se vyvijejici informacni a technické spolecnosti“. Projekt je fesen na Vysoké skole banské -
Technické univerzité v Ostravé a Zapadoceské univerzité v Plzni v obdobi 2009 — 2012.

Hlavni motivaci projektu je potieba reagovat na zmény vyznamu jednotlivych partii
matematiky pri reseni praktickych problémii, zptisobenou zejména velkym pokrokem v ma-
tematickém modelovani, dramatickym zlepsovanim software a rychlym zvySovanim vypo-
¢etnich kapacit modernich pocitach. Inzenyri nyni bézné vyuzivaji stale se vyvijejici kompli-
kované softwarové produkty zalozené na matematickych pojmech, se kterymi se v kurzech
matematiky budto nesetkaji viibec nebo v nevhodné formé. Na druhé strané prezentace
nékterych pojmu v zakladnich kurzech neodrazi z nejriznéjsich duvodu potreby odbornych
kateder. Bohuzel tento stav ztézuje studenttim aktivni pouzivani ziskanych védomosti v od-
bornych predmétech i orientaci v rychle se vyvijejicich metodach inzenyrské praxe.

Cilem projektu je inovace matematickych a nékterych odbornych kurzi na technic-
kych vysokych skolach s cilem ziskat zdjem studentti, zvysit efektivnost vyuky, zpiistupnit
prakticky aplikovatelné vysledky moderni matematiky a vytvorit predpoklady pro efektivni
vyuku inzenyrskych predmétiu. Zkvalitnéni vyuky matematiky budoucich inzenyra chceme
dosdhnout po strance formalni vyuzitim novych informacnich technologii pripravy elektro-
nickych studijnich materiali a po strance vécné peclivym vybérem vyucované latky s di-
slednym vyuzivanim zavedenych pojmut v celém kurzu matematiky s promyslenou integraci
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moderntho matematického aparatu do vybranych inzenyrskych predmétti. Metodiku vyuky . 5
matematiky a jeji atraktivnost pro studenty chceme zlepsit diirazem na motivaci a dusled- SN §

/. ~Nso 22 7 v v , /05" \‘\‘
nym pouzivanim postupu ,,od problému k feSeni. AU
V ramci projektu vytvarime 40 novych vyukovych materiala z oblasti matematické ana- p ZAravocises
Iyzy, linearni algebry, numerickych metod, metod optimalizace, diskrétni matematiky, teorie v PLZNI
YZy, Y, Yy ) ) )

grafl, statistiky a nékolika odbornych kurzti. VSechny hotové vyukové materidly budou volné
k dispozici na webovych strankdch projektu http://mi21.vsb.cz. Autofi predem dékuji za
vSechny pripadné napady a navrhy k vylepsSeni textu i za upozornéni na chyby.

Text byl vysdzen pomoci sdzeciho systému TEX ve formatu pdf IXTEX.

ot


http://mi21.vsb.cz
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Kapitola 1

Dvojny integral

1.1. Pripomenuti (jednorozmérného) integralu.

b
Bud funkce f: (a,b) — R* spojitd. Integral [ f(z)dz je pak obsahem plochy ohranicené

a
grafem funkce f a pfimkami y =0,z = a,z = b.

Y
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Pfipomenme si, jak je Riemanntv integral definovan. . . o7
Bud f: (a,b) — R omezena (ne nutné spojita). Pro kazdé déleni O Y

STRANS,

% <
XxTS>
Dia=zxg<z1<---<x8=0

intervalu (a, b) jsou definovéna ¢isla
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s(D) = ZZ inf  f(z) - (zk — k1),

S(D) = Z sup  f(x) - (xp — xp—1)

k=1 TE(TK—1,%k)

a pomoci nich pak

b b
/f(:v) dx = 8111)p s(D), /f(m) dex = i%f S(D).

O funkci f fikdme, Ze je Riemannovsky integrovatelna na (a, b), plati-li

b b
/ f(z)dz = / (z) dz.

Tuto spole¢nou hodnotu pak nazyvame Riemannovym integrdlem funkce f na (a,b) a zna-

¢ime
/ f(z)dex.

a
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2 TR
Pripomenme, ze plati nasledujici tvrzeni.
AL\ A
2y
Véta 1.1 (o existenci (jednorozmérného) Riemannova integralu). Necht funkce f
b
je spojitd nebo monotdnni na intervalu (a,b). Pak ezistuje [ f(z)dx. D p ZAravocesih
a V PLZNI

Véta 1.2 (o vypoc¢tu Riemannova integralu pomoci primitivni funkce).
b

Predpoklddejme, Ze existuje [ f(x)dx. Necht ddle funkce F je spojitd na intervalu (a,b)
a

a pro kazdé x € (a,b) plati F'(z) = f(x) (F je primitivni funkce k f na (a,b)). Pak

b

/ f(z)dz = [F(z)]2 = F(b) — F(a).

a

Priklad 1.3. Diky vétam 1.1 a 1.2 mizeme naptiklad lehce spocitat, ze

/ 372 17
/mzda:: T :§——:—.
3], 3 3 3

1
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1.2. Dvojny integral na intervalu
Dvojny Riemanntv integral na intervalu zavedeme zcela analogicky. Pro spojitou funkci
f:J={(a,b) x (¢,d) - R

bude [[ f(z,y)dzdy definovan tak, aby jeho hodnota odpovidala objemu télesa ohranice-

J
ného grafem funkce f a rovinami z =0,z =a,z =b,y = ¢,y = d.
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Nyni pristupme ke slibené definici.
t g )
) 4

rn D
V celé této kapitole bud funkce f: R? — R omezené na dvojrozmérném >
uzavieném intervalu (predpoklad spojitosti je opét vynechdn) J = (a,b) x {(c,d), kde
a, b, C, d € R, a < b, c < d. D > 3:7:::;.;::“
y V PLZNI
d,
i
cl
T T X
a b

To znamend, Ze existuje ¢islo k € RT takové, ze pro kazdé (z,y) € J je |f(x,y)| < k.
Definujme pro libovolna déleni

Dy:a=xg<a1 < <axp=0,
Dy:c=yp<ypn<---<ym=d

intervalt (a,b) a (c,d) déleni D = (D, D,)) intervalu J jakozto systém uzavienych dvojroz-
mérnych interval

Jkl = <Ik—la$k> X (yl—lvyl>7 kde k € {1a o ,’I’L},l € {13 v 7m}
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xR

&
S

a oznac¢me
A Jw) = (op — 2p—1) - (Y1 — Yi—1)

obsahy obdélnikid Jy;.

Y
d:ym’
Y1
€= Yo+
a_ —b g
87 481, ocooooooo T

n m
s(D) = inf ~ f(z,y) - A(J dolni{ soucet),
(D) ;; G nE F@y) M) ( )
S(D) = Z Z sup  f(z,y) - M(Ju) (horn{ soucet)
=1 =1 @Y€k

-
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a pomoci nich doln{ a horn{ dvojny Riemanntv integral funkce f na intervalu J.

// f(z,y)daxdy = sup{s(D): D je déleni J},
.
// f(z,y)daedy = inf{S(D): D je déleni J}.
J

Rekneme, Ze funkce f je na intervalu J (Riemannovsky) integrovatelnd, plati-li

[ t@waaay= [[ ) dza
J J

Tuto spole¢nou hodnotu pak zna¢ime [[ f(z,y)dz dy a nazgvdme dvojnym Riemannovym
J
integralem funkce f na intervalu J.

Priklad 1.4. Piimo z definice dvojného integralu lze snadno odvodit, ze

// ldxdy = 1.

(0,1)x(0,1)

Priklad 1.5. Podobné jako v predchozim prikladu lze zjistit, ze

[ f(z,y)dxdy, kde
<0?1>X<0’1>

0 prozeQ,

f@y) = {1 proz € R\ Q,

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI




Dvojny integral

neexistuje, nebot

// f(z,y)dzdy =0 a // flz,y)dedy = 1. g o
MBI 10,1 x(0,1).
ZAPADOCESKA
Poznamka 1.6. Bud D? = (D%, DY) libovolna posloupnost déleni intervalu J takova, ze D vrLzn

IDEI =0, [ID§] =0 prop— +oo. "

Vytvofme pro kazdé DP (tvofené systémem obdélniku J,fl) tzv. integralni soucet

I(DP) =" " f(&n,67) - A(JE),

k

kde (&,67) € J, je libovolny bod. Pak plati, ze

n m

11=1

p——+00

[[ s dsay= tm_rom),
J

pokud integral na levé strané vyse uvedené rovnosti existuje.

!Symbolem ||D||, kde D: a = x0 < 1 < --- < o = b je délen{ intervalu (a, b), pfitom rozumime tzv.

normu déleni D definovanou rovnosti
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Véta 1.7 (o existenci dvojného integralu). Je-li funkce f: R? — R spojitd v uzavre-

ném intervalu J, pak existuje [[ f(z,y)dxdy.
J

Véta 1.8 (Fubiniova véta pro dvojny integral funkce na intervalu).
Necht funkce f je integrovatelnd na intervalu J.

1) Jestlize pro kazdé x € (a,b) je funkce y — f(x,y) integrovatelnd na intervalu (c,d), je

b/ d
//f(:n,y) dz dy :/ /f(x,y) dy | d=z (tzv. dvojnasobny integral).
J a c

@:
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AZIRINA
2) Jestlize pro kaZdé y € (c,d) je funkce x — f(x,y) integrovatelnd na intervalu (a,b), je "7
4,,/0“ ““\‘.jo”
d b
// f(fE, y) dz dy = / f(ma y) dz dy ZAPADOCESKA
g /N P e
Yy
d
3 5

Poznamka 1.9. Soucésti tvrzeni 1), resp. tvrzeni 2), je skutecnost, ze funkce

d b
xH/f(x,y)dy, resp. yH/f(w,y)dx,

je integrovatelnd na intervalu (a, b), resp. (c,d).

Poznamka 1.10. Prvni varianta véty 1.8 odpovida ,sc¢itani funkénich hodnot po sloupcich“
a druhd varianta ,po rfadcich® (viz ilustrace ve véte).
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Priklady 1.11. I!V!I
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// mdy_/ /d dx_/[y o= 222
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// (4x—y+3)dmdy=/ 2/(4x—y+3)dy do =
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Y, X
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2 /1
// (x2+a:y+y2) dxdyz/ /(m2+xy+y2) dy | dz =
1 \0

(1,2) x(0,1)

/2x + y— dw—/2 $+ b = x—3+x—2+£2—
v+ T3] T 3) T3 T4 T3,
1 1

B 8+1+2 1+1+1 1311 41
- \3 3 3 4 3/ 3 12 12

Muzeme jesté zkusit tentyz priklad spocitat tak, ze budeme integrovat v opa¢ném poradi.

1 /2
// (2 + 2y + 9?) dxdyz/ /(x2+a:y+y2) dz | dy =
(1,2)%(0,1) 0o \1
! 3 2 2 L 8 1
2 &Y 2 2 Y 2
JE ol () (ot
0 0

1
7 3 7y 3 371 7 3 1 41
=/ ) dy = y-l-i-l—y— === Fo=—,
2 3| 4
0

o,

3 4

Vidime tedy, Zze naro¢nost obou postupu je v tomto ptripadé srovnatelna.
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5 /1
// zy?sin(z?y) dz dy = / (/ zy?sin(z?y)dz | dy =
0 \0

(0,1)x(0,3)
substituce
=| 2zydz = i:lt :/ /ﬁysintdt dy:/%[—cost]i’zody:
rydr = 5dt o \0 0
0—0,1—uy
3 215 1 2 per-partes
:/%(—cosy+1)dy: {yz} —§/ycosydy: u=y v =cosy |=
0 e 0 u'=1 wv=siny
2 1 o ; 2 1/xw z 2 7 1
=16 3 lysiny|; —/smydy :1—6—5(5—[—C08y]5) :E—Z+§.
0

Student si mize sam vyzkouset, ze pokud by integroval nejdiive podle proménné y,

dostal by se pri vypoctu do potizi.
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2 TORS

1.3. Meéritelné mnoiiny Vv R2
e A
D) 4

Bud M C R2. Definujme charakteristickou funkci mnoziny M predpisem
XM(Qf y) = ! e (m, y) < M7 > ZAPADOCESKA
’ 0 pro (z,y) € R*\ M. ez

Definice 1.12. Rekneme, %e omezend mnozina M je (Jordanovsky) méfitelnd, je-li funkce
x» Riemannovsky integrovatelnd na uzavieném intervalu J C R? takovém, ze M C J.

Cislo

AMM) = //XM(x,y) dz dy
J

pak nazyvame (Jordanovou) mirou mnoziny M.

Poznédmka 1.13. Je-li M C R? omezen4, existuje nekoneéné mnoho uzavienych intervalt
J takovych, ze M C J. Vyse uvedena definice je vsak na volbé takovéhoto J nezavisla.

Poznamka 1.14 (ke geometrické interpretaci miry mnoziny). Bud M méfitelnd, J
uzavieny interval v R? takovy, ze M C J. Pokusme se najit geometricky vyznam ¢isla

A0 = [ [ o) do
J
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Zvolme D = (D, D) déleni intervalu J. VSimnéme si, ze

ZZZ Hlf xm (2, ) - A Jwr),

1 l:l z,y) €k

coz je soucet obsahi vsech obdélniku Jy; lezicich v M. Podobné

ZZ SUP xm(,y) - A(Jk)

k=1 =1 (#:¥)€Jn

je soucet obsahii vSech obdélnikt Ji; majicich s M neprazdny prinik.

Yy Tustrace s(D):
] = W7 J
Dy ] [ 3
| \ /
1 ™~ %
"""""" %
0 D,

m

2\ IsTRAvY,
S Q\I5TRAY
TRA Q

%
Y, 5
70, i v “\Q‘v

L

ZAPADOCESKA
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y Mustrace S(D):
i u ramgd
D, [ \
| \ /
| N
"""""" %
0 D,

Pro miru mnoziny M plati

AM) =sups(D) = i%f S(D).
D

Mira mnoziny M je zobecnénim pojmu ,,obsah“ mnoziny, ktery nam je intuitivné jasny pro
nékteré specidlni mnoziny M (napt. obdélnik, kruh, apod.).

o

1849
v7
@ &
2 <
Ckj ““\‘\
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Véta 1.15 (vlastnosti méfitelnych mnozin).

@:

1) Md-li M C R? nejuyse konecné mnoho bodii, je M méritelnd a plati \(M) = 0.

2) Kazdyj omezensj interval v R? (nejen uzavieny) je méritelnd mnoZina.
ZAPADOCESKA
) UNIVERZITA
V PLZNI

A4

3) Je-li M meéritelnd, je A\(M) = 0.
4) Sjednoceni nebo prunik konecného poctu méritelngch mnozin je méritelnd mnozina.
Rozdil dvou meritelnych mnoZin je meritelnd mnozina.

5) Jsou-li My, Ms, ..., M, méritelné a navzdjem disjunktni mnoZiny
(tj. My N M; =0 proi#3j), je

)\(Ml UMsU... U Mn) = A(Ml) aF )\(MQ) SR A(Mn) o

6) Plati-li pro meéritelné mnoziny M a N, Ze M C N, potom A(M) £ A(N). SR i S

7) Mnozina

[=]
[£]
=]
[=]

M ={(z,y) € R?: z € (a,b) A gi1(x) Sy < ga(x)},

Yy
kde funkce g1,g2 jsou spojité na intervalu (a,b) a gi(x) < ga(z) pro kazdé x € (a,b),
je meritelnd.

d
i

o y = ga(x)

Zavrit dokument
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8) Mnozina

@:

M = {(z,y) e R%: y € (e,d) A hi(y) < = < ha(y)},

x
kde funkce hy, hy jsou spojité na intervalu (c,d) a hi(y) < ha(y) pro kazdé y € (c,d),
j@ meritelnd. > lzji’\url’c:;zx‘ﬁ:m

A4

Y

]

€ 26. strana ze 167
oo o

d
i

9) Bud M C R? omezend. Pak M je méritelnd pravé tehdy, kdyZ mmoZina viech hranicnich
bodi, mnoziny M md Jordanovu miru 0.

Poznamka 1.16. Je-li M jako v 7), resp. v 8), fikdme, ze M je elementarni
(uzaviend) oblast prvniho, resp. druhého, druhu.

Zavrit dokument
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RN
Priklad 1.17. Mnozina
’ v7
& &
M = {(x,y) € (0,1) x (0,1): z,y € Q} xS
neni (Jordanovsky) méritelna.
D ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
1.4. Dvojny integral na méritelné mnoziné

Definice 1.18. Bud f omezend ® na neprazdné métitelné mnoziné M C R2. Rekneme, Ze
p >

funkce f je na mnoziné M (Riemannovsky) integrovatelnd, je-li funkce f - xas definovand
predpisem

_J f(z,y) pro (z,y) € M,
(fXM)(:C7y) - {0 pro (a:,y) c RQ\M,

integrovatelna na néjakém uzavieném intervalu J C R? takovém, ze M C .J.
Dvojnym (Riemannovym) integrdlem funkce f na mnoziné M pak rozumime ¢islo

J[ 1@ aaay= ([0 dsdy.
M J

Navic definujeme

// f(z,y)daedy =0 pro kazdou funkei f: R? > R.
0

® Tzn. (3k € RT) (V(z,y) € M) : |f(z,y)| S k.
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Poznamka 1.19.

i) VysSe uvedend definice nezavisi na volbé uzavieného intervalu J takového, ze M C J.
ii) Viimnéme si, ze funkce f -y je definovana v R2.

Véta 1.20 (Vlastnosti dvojného integralu). Necht M C R? je méfitelnd mnozina
a necht funkce f a g jsou integrovatelné na M. Pak plati:

1) Pro kazdé o, B € R je

[ @i + stz dsay=a [[ fep)deay+5 [[ gto.) doay.
M M M

2) Je-li M = My U My, kde My a Ms jsou méritelné mnoziny a A(My N My) =0, je

J[ 1@ iady= [[ s@yasay+ [[ o) doay
M My Mo

3) Je-li f($7y) é g(x,y) pro kazdé (l‘ay) € M; je

[[ sewasays [[ g dzay.
M M

@:
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//f(w,y)dxdy §/ |f(z,y)|dz dy.
M M ’ ZAPADOCESKA
5) Je-li )\(M) = 07 je sl:ivzsunlzm

A//I/f(a:,y)dxdy =0.

6) Je-li funkce h omezend na M a je-li f(x,y) = h(z,y) pro kazdé (z,y) € M \ My, kde
My je meritelnd mnozina miry nula, je

//f(:r,y)dmdy://h(:c,y)dmdy.
M M

7) Je-li funkce h spojitd na uzaviené méritelné mnoziné M, je h na M integrovatelnd.

Poznamka 1.21.

i) Soucésti véty je také tvrzeni, ze vSechny uvedené integraly existuji.
ii) Vsimnéme si, ze ¢ast 7) je zobecnénim véty 1.7.
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1.4.1. Fubiniova véta pro dvojny integral
Véta 1.22 (Fubiniova véta pro dvojny integral).

i) Necht funkce f je integrovatelnd na mnoziné
M = {(z,y) €R*: z € (a,b) N g1(z) Sy < ga(2)},

kde funkce g1 a ga jsou spojité v {a,b) a gi(x) < go(x) pro kaZdé x € (a,b). Necht pro
kazdé x € (a,b) je funkce y — f(x,y) integrovatelnd na intervalu (g1(z), g2(x)). Potom

b [ 92(»)
//f(:v,y) dxdy:/ / flz,y)dy | dx (tzv. dvojnasobny integral).
M a 1(1‘)

9 Yy = ga()

y=g(x)

@:
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ii) Necht funkce f je integrovatelnd na mnoziné
M= {({E,y) € ]R2: Yy e <C’d> A hl(y) § z é h?(y)}u

kde funkce h1 a hge jsou spojité v (c,d) a hi(y) < ha(y) pro kazdé y € (c,d). Necht
pro kazdé y € (c,d) je funkce x — f(z,y) integrovatelnd na intervalu (hi(y),h2(y)).

Potom
d [ ha(y)
// f(,y) dz dy = / / f(z,y)dz | dy.
M c 1(y)
y
d]
= hi(y) x = ha(y)

Poznamka 1.23. Fubiniova véta nam umoznuje dvojny integral prevadét na dva do sebe
vnorené jednorozmeérné integraly (mluvime o tzv. dvojndsobném integralu).

@:
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&
S

=

Priklad 1.24. Vypodtéte integral I = [[ (22 +y? + 1) dady, kde % . -
M o\ & S
%/

4'/0“““\@@
M:{(w,y)eRzz rZ20Ay20Az+y<1}.

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

Reseni. Mnozina M je trojihelnik s vrcholy (0,0), (1,0) a (0,1) (viz obrazek).

L

Y
»
y=1—=z
M
0 Nz

Neni tézké si uvédomit, ze

M:{(x,y)€R2: z€(0,1) ANOSy<1-—a},
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R

&
S

=

a proto (podle véty 1.22) plati l
proto (p y 1.22) p ey
%,

N
%, &y

STRANS,
TS

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI
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(Y]
+
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SN—
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8
I
o
| — |
1)
(Y]
<
+
|
_|_
<
_
S 0T
L d
a
8
I
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Piiklad 1.25. Vypoctéte integrdl I = [[z%e ¥ dzdy, je-li M omezend uzaviend oblast v . -
M o\ & S
%/

STRAVY,
6% 2 T . <
ohrani¢end kiivkami y = 2%,y = 0,2 = 2. L

Reseni. Mnozina M je znazornéna na nasledujicim obrazku.

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

<
<
|
8
w

/ 0 1 n B

M= {(z,y) eR?: 2€(0,2) A 0Sy=<2a’}.
Proto podle véty 1.22 plati

Ziejmeé lze psat

2 [ 23 2 2
3
I=/ /x2e_ydy dx=/x2 [—e_y]Z:O dx=/x2 (—e_”s—i-l) dx =
o \0 0 0
substituce 0
B -8
B —x° =1 1 ‘ 1 ¢ o T+e
i | =3 (D A= el =T o
oozl T ot/ o]
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VIR
Mohli bychom také postupovat jingym zpusobem (chédpeme-li M jako elementdrni mnozinu
. C e A\ <l
druhého druhu). Plati totiz D 73
4'/0“. >

M:{(;E,y)GR?: y € (0,8) A €/§§x§2},

’ ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
Oded V PLZNI

8 2 8 32 8 ”
I:/ /azze_ydx dy:/e_y[%] dyZ/%(S—y)dy:
—3
0 % 0 =3y 0
per-partes 1 8 8 ]
=| u=8—y, o= = [—ge_y(8—y)] —/ (ge_y) dy =
UI: —17 v = _%e_y 0 0
s 1 _..1° 8 1 7+e8
= — —e ¥ = — — -8 —_— =
3+ [36 L 373° 73 3

Vidime, Ze pii prvnim pristupu jsme potiebovali substituéni metodu (pro jednorozmérné
integraly), zatimco ve druhém fesSeni bylo potfeba uzit metodu per-partes (pfipomeriite si je
— viz napf. [1] nebo [2]).

Znéni substitu¢ni metody pro jednorozmérné integraly jesté zopakujeme pred vétou
o substituci ve dvojném integralu (viz véta 1.29 na strané 40). A
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Priklad 1.26. Vypoctéte integral I = [ sin (y?) da dy, kde
M

M:{(m,y)eRzz 0<z<y<1}.

Resend.
Mnozina M je trojihelnik s vrcholy (0,0), (1,1) a (0,1).
)
y=x
1 s
v
6 P@

Neni tézké si promyslet, ze
M= {(z,y) eR?*: 2€(0,1) A 2 Sy<1},

chapeme-li M jako elementarni oblast prvniho druhu. Podle véty 1.22 pak plati
1 /1
I :/ /sin (y2) dy | dez.
0 \z

Zde se vsak dostavame do velkych potizi, protoze nedokazeme spocitat vnitini integral. D&
se totiz ukdzat, ze [ sin (yz) dy (tzv. Fresneluv integral) sice existuje, ale neni elementéarni

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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1849
funkei, tj. jedné se o vyssi transcendentni funkci.
A\ <2
) S

To ale neznamena, ze zadany dvojny integral nedokazeme spocitat. Zkusme na mnozinu
M pohlizet jako na elementarni oblast druhého druhu, tj.
D o
y} . v PLZNI
1

- /1 /y s (o2) € | cly= /1 [osin (4%)]7_, dy = / et (5P) iy =

0

M={(z,y) eR*: ye€(0,1) NOZz

A

Pak podle véty 1.22 plati

substituce
y? =t !
1 [ 1 L1
=| 2ydy=dt |=: [sintdt= -[-cost]y==(1—cosl).
1 2 2 2
ydy = 5 dt 0
0—0,1—1
A

Poznamka 1.27. Posledni ptiklad ukazuje, zZe v nékterych situacich je zcela zasadni, zda
mnozinu M chapeme jako elementarni oblast prvniho nebo druhého druhu.
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Priklad 1.28. Vypoctéte integral I = [[ |z|dz dy, kde
M

M= {(z,y) e R%: 22 <y A 42 +9? <12}

Reseni. Mnozina M je ¢ast elipsy ohranicend parabolou (viz obrazek).

Ax? + y? = 12

Dale si uvédomme, Ze muzeme psat

M:{(m,y)eRQ: € (—V2,V2) A a2 <y< 12—4332}.

38 P oS

R

“ 2 7
%,

»
STRAN (.\}
4,
70, i v “\"v

&
S

=

ZAPADOCESKA
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jny integ <
Odtud (podle véty 1.22) dostaneme I!!I 5
%’%' “\“'3\
V2 [ V12—4x2 V2 4o
I= / |z|dy | dz = / || (\/12—4m2—x2> do =
J/ ZAPADOCESKA
V2 x? V2 sudé}:lnkce D vazEunlzm
V2 V2 V2
:2/x<\/12—4x2—m2> $—2/m\/12 4m2daz—[—} -
0 0 0
substituce
V2 12— 4z =1t .
:2/35\/12—43;201;1;—2: —8xdr = dt :Z/\/%dt—Qz
0—12, V24
1 2 12 1
=—-—[\/t_3] -(12\/ —)—2:4\/'——
4 3 4 6
A
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VIRV
1.4.2. Substituc¢ni metoda pro dvojny integral v 7
R S
Nejdrive si zopakujme substituéni metodu v uréitém (jednorozmérném) integralu. Plati oS
nasledujici véta.
Véta 1.29 (substituéni metoda). Nechl funkce @ md spojitou pruni derivaci na inter- D > éﬁi{{zﬁ“

valu {(a,b) a necht zobrazuje tento interval do intervalu J C R. Ddle necht funkce f je
spojitda na intervalu J. Pak plati

»(b) b

»(a) @
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Véta 1.30 (o substituci ve dvojném integralu).

1) Necht zobrazeni ®: R? — R? dané rovnicemi

x = g1(u,v)
y = g2(u,v)

} ,  tzn. P(u,v) = (gl(u,v),gg(u,v)),

je prosté na oteviené mmoZiné Q,, C R2, necht funkce g1, g2 jsou tridy C* na Qy, (4.
vSechny parcidlni derivace 1. tddu funkci g1 a ga jsou spojité na Q) a necht — tzv.

Jacobian —
891(“7’0) 891(“7”)
_ ou ov
J(u, U) a 892(’“7”) 692(’”7”) # 0
ou ov

pro kazdé (u,v) € Qyy.
2) Necht My, C Quy a necht My, a Myy = ®(My,) jsou uzavrené meéritelné mnoZiny.
3) Necht funkce f je spojitd na Ma,.

Potom

// f(z,y)dedy = //f(gl(u,v),gg(u, v)) - |J(u, v)| dudv.

Mry Moy

Poznamka 1.31. Nalezeni spravné substituce ve dvojném integrilu je obecné pomeérné
komplikované a vyzaduje jistou davku zkusenosti. To je ukazdno v nasledujicim prikladu.
Velkou dulezitost vSsak bude mit specidlni substituce do tzv. polarnich soutradnic. To, ze by

@:
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se tato substituce méla pouzit, uz odhali i méné zkuseny pocCtar.

Priklad 1.32. Vypoctéte I = ff%d:v dy, kde
M

M={(z,y) eR*: s <y<2z A 2> <y <222} {(0,0}.

Resent.
Mnozina M je znazornéna na nésledujicim obrazku.

y y:x2 y=2fl}
= 272

4 Y

3,

2,
M ==z

1,

-1 0 1 2 x

1

A

g <2 a 15 % <2 (viz zadéni),
53 5

mohlo by byt uzitecné zavést nové proménné u a v vztahy

_Yy _ Y
u=- a v=_.
T a3

1849
v7
@ &
2 <
Cy, i ““\‘\

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

L

(1.1)




Dvojny integral 43

Pak by se totiz mnozina M dala snadno popsat nerovnostmi

1Su<2 a 15vE2 (viz obrazek).

Pro zdarné provedeni substituce ale potfebujeme ze vztaht (1.1) vyjadfit puvodni proménné

x a y (viz véta 1.30). To ale neni obtizné, nebot z prvniho vztahu v (1.1) plyne y = ux
u2

a dosazenim do druhého vztahu dostaneme v = 7, odkud snadno x = 7 a nasledné y = .

Zavedeme tedy substituci
( =01 (uv U))a
( = ga(u, v))

Tim je definovano zobrazeni ® z véty 1.30. Polozme Q,, = (0,4+00) x (0,+00) (oteviena
mnozina) a M, = (1,2) x (1, 2). Pak nutné ®(M,,) = M (viz tvahy vyse). Jisté My, C Qyy.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Navic My, a M jsou uzaviené méritelné mnoziny. Déale plati

1 U
L = 2 2 2
v 2 u 2u U
Juwv)=|, el @t 5 =370 nalu
E

Podle vety 1.30 plati

2

2
dudv://%dudvz/ /%du dv
v v
Mo 1
2

u 2

I — e
W (3
v

uv

1
2

1 u2]? 112 1 1 1 9
= | fuan) [ —Hl'[‘WL—(Q‘i)'<‘§+5)—E'

1 1

Poznamka 1.33. V poslednim prikladu jsme vyuzili nasledujiciho faktu (pfedpokldddme
spojitost funkce f na intervalu (a,b) a funkce g na intervalu (c, d)):

// f(w)g(y)dxdy:/b /df(x)g(y)dy de =
(a,b)x (c,d) s\
b

z/f(m)- /dg(y)dy dz = /dg(y)dy : /bf(iﬁ)dx

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Domaéci cviceni 1.34. Pokuste se predchozi priklad spocitat bez pouziti véty o substituci .
Y IsTRaVS, 7
Yp
0&1 ““\‘\

ve dvojném integralu.

1.4.3. Substituce do polarnich souradnic

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA

V PLZNI

A4

V této kapitole si ukdzeme jeden vyznamny specidlni ptripad véty 1.30 (véta o substituci
dvojného integralu).

Jedné se o substituci
T = rcost,
y = rsint,

kde r 20 at € (0,2m) (popt. t € (—m, 7) nebo t € (a,a + 2m) pro a € R).
Y

oY)

Piimym vypoctem zjistime, ze
cost —rsint

. =rcos’t+ rsin’t = r.
sint rcost

J(r,t) =
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Poznamka 1.35. Tuto substituci Ize zpravidla s ispéchem aplikovat v pripadech, Ze hranice
mnoziny M, pres kterou integrujeme, obsahuje ¢asti kruznic. Vhodnost této substituce vsak
také zavisi na integrované funkei.

Priklad 1.36. Vypoctéte integral I = [[ zdxdy, kde
M

M={(z,y) eR®: 220Ay=0A 1<z’ +y*<4}.

Reseni. Mnozina M je ¢tvrtina mezikruzi se stfedem v pocatku a s poloméry 1 a 2.

Y
.24
.T2 b y2 =4
1'\]\4
0 1 2 T
2 + g2 =1

Bude proto vhodné zavést polarni souradnice
x=rcost, y=rsint (J(r,t)=1).

Pokusime se tedy mnozinu M popsat v téchto novych souradnicich. Vzhledem ke geometric-
kému vyznamu proménné ¢ snadno dostaneme prvni omezeni 0 < ¢ < 7. Nyni si pfedstavme,

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
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2 7ORS
ze thel t je zafixovan a zkoumejme, jak se muze ménit r (vzddlenost od pocatku). Z obréazku I!V!I
<17 v < < , " W) 7
vidime, ze 1 < r < 2. Proto plati D) 4
x>
™
Mz{(rcost,rsint)ERQ: 0§t§§ A 1§r§2}. (1.2)
ZAPADOCESKA
o UNIVERZITA
Polozme v PLzN
Qe = (0, 400) X (—m,7)
& T
Mrt:{(r,t)eR2: 0St< 2 A 1§r§2}.
T
2
Mrt
1
0 z t
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Véta 1.30 (s vyuzitim poznamky 1.33) déva
3 /2 3 /2
:/ /rcost-]J(r,t)\ dr dt:/ /7“2costdr dt =
———
0 \1 r 0 \1
2 3
372 T 7
= /r2dr . /costdt = [T—] - [sint]§ = 5.
3|, 3
1 0
A

Poznamka 1.37. Pokud bychom omezeni (1.2) nedokazali sestavit na zdkladé obrézku,
museli bychom ho ziskat vypoctem — a to tak, ze transformacni vztahy

r =rcost, y=rsint

dosadime do nerovnosti, jimiz je mnozina M zadand. Pritom pifihlédneme k tomu, ze r = 0
ate (—m,m).

V nasem pripadé bychom dostali

reost >0, rsint>0 a 1=<r?cost+r2sin’t < 4.

r2

Z posledni podminky (a r = 0) ziskdme 1 < r < 2 a z prvnich dvou poté dostaneme
cost 2 0 asint 2 0, odkud (vzhledem k t € (—m, 7)) plyne, Ze ¢ lezi v prvnim kvadrantu,

.0t < T

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI




Dvojny integral 49 P S 0

AVIRINA
Piiklad 1.38. Vypoctéte integral I = [ de dy, kde - || =
M ’é}. Isranst IS
x 2SS
M = {(:v,y) € R*: /3 Sy<2e AxSaP+y° < 343}\{(070)}-

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

=
)
o
ca
3
S\

Provedeme transformaci do poldrnich souradnic. Protoze pro kazdé (x,y) € M plati x > 0
ay >0, ze vataht = rcost, y = rsint (a r 2 0, t € (0,27)) plyne ¢ € (O, %) ar > 0.
Z podminky \/ig < y < 2z plyne

rcost

V3

< rsint < 2rcost,

odkud
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tj. t € (%, arctg2). Podobné, z podminky = < z* + y* < 3z obdrzime v 5
’é}. Isranst IS

rcost < f2 cos? t + r? sin2§ < 3rcost,

>
ZAPADOCESKA
coz dava nerovnost cost < r < 3cost. D P v
Polozme
Qe = (0, 400) x (0,27)
a

My, ={(r,t) € R?®: t € (¥, arctg2) A cost<r < 3cost}.

r

31 r =3cost

2,

14 r =cost

0 ; ; t
o arctg 2 a
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Podle véty 1.30 a Fubiniovy véty 1.22 mame

arctg2 / 3cost arctg2 / 3cost
1 1
I= o~ S 2-'rdr dt = —3d'r dt =
(r?2 cos?t + r?sin”t) r
s cost s cost
6 6
arctg 2 arctg 2 arctg 2

1 ]3eest 1/ 1 1 4 1
:/ LN [ / - - dt = / S P
2r2 | st 2 \9cos?t cos?t 9 cos?t

o 4 arctg2
) [tg t]% =

ol
ol
ol

O =~
O =

7r
(tg(arctg 2) —tg 6) =
Domaci cviceni 1.39. Pokuste se na omezeni
t € (§,arctg2) a cost = r < 3cost
z predchoziho prikladu prijit pouze na zdkladé geometrické ivahy.
1.4.4. Substituce do zobecnénych polarnich souradnic
Tentokrat uvazujme substituci

T =a-7rcost,

y=>b-rsint,

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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2 TR
kde a,b > 0 jsou konstanty, r =2 0 a ¢t € (0,27) (popt. t € (—m,m) nebo t € (a, a + 27) pro v 5
& & 5
a €R) e
Piimym vypoctem opét zjistime
. ZAPADOCESKA
J(r,t) = aC,OSt —arsint —ab-rcos’t+ab-rsin’t=ab-r. D Vo
bsint  brcost

Poznamka 1.40. Substituci do zobecnénych polarnich souradnic zpravidla pouzivame,
pokud hranice oblasti, pres kterou integrujeme, ma elipticky tvar (a, b jsou poloosy zminéné

elipsy).
Piiklad 1.41. Vypoctéte integral [[(z — 2y)dzdy, kde
M

2
Mz{(x,y)eRQ: %+y2§1 A O§a:§\/12-y}.

]
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Pouzijeme zobecnéné polarni soutadnice

=2
@ = 2r cost, (J(r, t) = 2r).

y = rsint,
Podminka 0 < z < V12 -y pak dava 0 = 2rcost = V12 -rsint a t € (0, 5). Odtud snadno

V12
cotgt < T = V3.

Proto dostédvame, ze t € (g, 5). Podminka % + 42 <1 déva
472 cos® t
— +r2sin?t <1,

~ /

r2

odkud (vzhledem k podmince r =2 0) mdme 0 < r < 1. Podle véty 1.30 tedy plati

2

2

1 1
I:/ /(2rcost—2rsint)-2rdr dt:/ /4r2(cost—sint)dr dt =
0 0

6

]

1 5 "

3 =

4. /err . /(cost—sint)dt :4-{%] - [sint + cost]2 =
6

0

SI

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI




Dvojny integral 54

Poznamka 1.42. VsSimnéme si, ze jsme uzili tvrzeni véty 1.30 (o substituci dvojného in-
tegralu), a to presto, ze nebyly splnény vsechny jeji predpoklady.

Zobrazeni ®(r,t) = (2rcost,rsint) totiz zobrazuje celou tsecku {0} x (%, %) do bodu
(0,0) (tj. zobrazeni ® neni prosté) a navic J(0,¢) = 0.

Takovéto nekorektnosti (kdy predpoklady véty 1.30 nebudou splnény na jisté mnoziné
miry nula) se dopustime castéji. V ,rozumnych piipadech® i pfes tuto nekorektnost ziskdme
spravny vysledek.

Poznamka 1.43 (naznak korektniho feSeni prikladu 1.41). Pro ¢ € (0,1) definujme
mnozinu

2
Mgz{(a:,y)ERQ: 52§%+y2§1 A 0§x§\/12-y}.
Yy
y=—
M. V2
g
- =il 0 i X
_ x? 9
Z+y =1l

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Neni tézké ukazat, ze

e
D S
I= //(x—?y)da:dy = lim //(x—Qy)da:dy.
M M,

e—0+

> T
Pro kazdé e € (0,1) vSak integrdl I. = [[(z — 2y) dz dy mizeme (tentokrat zcela korektné) D dikiL
M.

transformovat do zobecnénych polarnich souradnic. Zvolime-li Q,+ = (0,4+00) x (0,27),
M, = (g,1) x (%, 5), pak vSechny predpoklady véty 1.30 jsou splnény a plati

I. = //(:c—2y)d:cdy: //(2rcost—2rsint)-2rdrdt:

ME Mrt
1

1

=/ /(2rcost—2rsint)-2rdr dtz/ /4r2(cost—sint)dr dt =

€3

NIE]

o

€

o3

1

371
=4. /rzdr . /(cost—sint)dt =4-[%] - [sint 4 cos ]

g

[SIEIVE]

Proto plati

= Jig o= g 5 (=) (1-v3) =3 (1- 8).
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Pro zajemce
ey
Nyni si ukdzeme, jak 1ze dvojné integraly vyuzit i pfi poc¢itani integralti funkei jedné realné proménné, 2 R
které bychom jinak nebyli schopni spocitat. Dale uvidime vyuziti dvojnych integrald pii dikazu tzv.
zakladni véty algebry, coz je velmi dulezité tvrzeni tykajici se polynomu.
> ZAPADOCESKA
.y v , c v . : .1 o
1.4.5. Vypocty nékterych jednorozmérnych integrala

Priklad 1.44. Necht 0 < a < b jsou libovolna redlnd c¢isla. Vypoctéte integral

1

b __ ,.a
I:/udx.
Inz

0

Resent. V prvni fadé si uvédomme, Ze zadany nevlastni integral opravdu existuje. Funkce f(z) =
b_ @ v 7’ .. 7’ . . . 7 7’ v . 7’ ’ v Vv 7’
= &=L totiz neni spojitd na intervalu (0, 1), proto existence integralu neni zfejma. Neni viak tézké

si rozmyslet, ze

g f@=0 & lip o=l F—— b

P1i vypoctu druhé limity jsme pouzili ’'Hospitalovo pravidlo. Vidime, Ze obé jednostranné limity
jsou konecné, a proto lze funkci f, kterd je spojitd v otevieném intervalu (0, 1), spojité rozsifit na
uzavieny interval (0, 1). Proto uvazovany integral

1 b 1—e b
z’ — z? . z° — ¢
I= | ——dz= lim —dz
Inx e—0+ Inx
0 €

existuje (viz véta 1.1). Kdybychom chtéli integral fesit klasickou cestou, museli bychom vypodéitat

primitivni funkei k funkei f(z) = m’;;;c“ To by se nam ale nepodafilo. Nyni si ukazeme, jak lze
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situaci vytesit s pouzitim dvojného integralu. Uvazujme integral

J://xydxdy, kde M = (0,1) x (a,b).
M

Poznamenejme, Ze pro x > 0 vyrazem z¥ rozumime e¥™? a pro y > 0 klademe 0Y = 0. Snadno se
vidi, Ze funkce g(z,y) = a¥ je na (uzaviené) mnoziné M spojitd, a tedy integrovatelna (viz véta 1.7).
Z Fubiniovy véty (véta 1.8) plyne, Ze

! b ZL’b — x0
dx:/ de =1. (1.3)
y=a

1 /b )
J:/ /:L’ydy dx:/ o
Inz|, _ Inz

0 a 0

Na druhé strané (zaménime-li poradi integrace) dostaneme

b/ 1 b
¥t
J:/ /xydm dy:/[ } y—/—dy—
a 0 a y+
— (Bl DY = D=t 1) = T = 1) = I bi (1.4)
Celkem tedy (viz (1.3) a (1.4))
i b a b+1
I:/x % dz=In + .
Inz a+1
0
A

£

STRAVY,
', D
%, S
/05'4' ““\Qﬁ

L

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Priklad 1.45. Vypoctéte tzv. Laplacetv integral

+oo

2
I= /e_w dx.

— 00

Reseni. Jedna se o nevlastni Riemannuv integral. Integrovana funkce je kladna, odkud snadno usou-
dime, ze

+oo a
I= / e dz = lim I,, kdel, = /e_g”2 dz.
a—+00

Standardni vypocet tohoto integralu (pomoci primitivni funkce) by selhal. Funkce e~ sice pri-
mitivn{ funkci m4 (vzhledem ke spojitosti), ale tato neni elementarn{ funkei, tzn. nelze ji vyjadiit
pomoci koneéné mnoha ,,zakladnich“ pocetnich operaci — jedna se o tzv. vyssi transcendentni funkci.

Uvazujme dvojny integral

J, = //e—;‘wz—y2 dzdy, kde M, = <_a,’ a> X <—a,a>.

Ma

Fubiniova véta dava

I =/ /e_zz_yz dy | dz =/ /e‘ﬁ eV dy | doz =

a a a a
:/ e_mz/e_?ﬂdy dx:/(e_z2-1a> dx:Ia-/e_””zdleaJa:Ig.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Pro kazdé p > 0 uvazujme kruh U, = {(z,y) € R?: 2? + y? < p?}. Snadno si rozmyslime, Ze pro " @ 7
libovolné a > 0 je U, € M, C U, s5. ! Vzhledem k tomu, Ze integrovana funkce je kladnd, dostaneme '5% &5
/05'4' ““\Qﬁ
// eV dg dy £ J, = // eV 4y dy < // eV dg dy. (1.5)
i A, 0 D e
V PLZNI

Pro libovolné p > 0 vSak integral [ e’ dg dy lze spocitat transformaci do polarnich soutradnic
Up
x =rcost, y = rsint (nezapomeneme na Jacobidn J = r).

substituce
27 P —7‘2 =38
//e—xz_yz dxdyz/ /e_r2 crdr | dt=| —2rdr=ds |=
e 4\ —rdr=1ds
00, pr— —p?
1 27 0 1 2m
25/ /eSdS dt=§/[es]3p2 dt:w(l—e—pz).
0 —p? 0

Proto plati

// e~V dg dy=mn (1 — e_“2) a // e~V dg dy=mn <1 — e_2“2> ,
Ua

U,z

!Nakreslete si obrazek.
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RN
odkud (vzhledem k (1.5
( (15) v7
2 >
T (1 — 67“2) <J,= Ig <z (1 — 672“2) %"u >
\
l_e-a®) <[ < 1 _ o—2a? > e
7T( =€ ): ® = 7'('( =€ ) v PLZNI
Protoze
3 —_e—a®)y — 1i _ e—2a%) —
agl}rloowﬁ(l e=9?) agl}rloo (1l —e 20%) = /7,
je
+oo
I= /e_mzdx: lim I, = /7.
a—-+oo
— 00

1.4.6. Zakladni véta algebry

Jako dalsi ukazku pouziti dvojnych integralti uvedeme dikaz tzv. zékladni véty algebry.

Véta 1.46 (Zakladni véta algebry).
Necht f: C — C je polynom definovany predpisem

f(2) = anz™ + an_12" 1+ -+ a12 + ay,
kde n € N, ag,a1, ..., a, € C a a, # 0. Pak existuje zg € C takové, Ze f(z9) = 0.

Poznamka 1.47. Zékladni véta algebry vlastné tvrdi, Ze libovolny nekonstantni polynom (tj. po-
lynom stupné alesponi 1) s komplexnimi koeficienty mé alesponl jeden komplexni kofen.
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Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti mtizeme predpokladat, ze polynom f je normovany, tj. a, = 1. Pak
polynom f ma tvar
f(Z) =2"4 an—lznil + -+ a1z + ap.

Koeficienty tohoto polynomu jsou komplexni ¢isla, a proto mizeme psat
ap = ag + 16y (ke{0,1,...,n—1}, o, Pr€R).
Komplexni proménnou z polynomu f piSme v ,goniometrickém tvaru®, tj.
z=r(cost +isint), kderteR.

Pak zfejmé dostaneme’

n—1 n—1
flz)=2"+ Z arz® = r™(cosnt + isinnt) + Z(ak +iB) (rk(cos kt + isinkt)) =
k=0 k=0
n—1 n—1
= |r" cosnt + Z ¥ (ay cos kt — By sinkt) | +i [r" sinnt 4 Z ¥ (ay sin kt + By coskt) | .
k=0 k=0

p(r,t) q(r,t)
Tim jsou definovany nekoneéné diferencovatelné funkce p,q: R? — R spliujici

f(r(cost +isint)) = p(r,t) +ig(r,t) pro kazdé (r,t) € R?.

1Je potieba pouzit Moivreovu vétu

(Vn € N) (Vr,t €R) : (r(cost+isint))" = r"(cosnt + isinnt).

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Ptedpokladejme sporem, Ze pro kazdé z € C plati f(z) # 0. To ale znamen4, e pro kazdé (r,t) € R? " =
plati :3% S
p2 (7", t) + q2(7“7 t) >0 */05'4' ““\‘é’
(p a ¢ nemohou byt v zddném bodé soucasné nulové).
ZAPADOCESKA
Deﬁnujme funkce U,v: R? - R pi"edpisy D P univerzita
V PLZNI
w(r, 1) = pr(nt)a(nt) —p(rtlar(nt) (rt) = pi(r,)a(r,t) = p(r, ay(r,t)

p2(r,t) + ¢*(r, 1) p2(r,t) + ¢*(r, 1)

Vzhledem k piedchozimu jsou funkce u a v spojité v celém R2. Dokonce i vechny jejich parcidlni
derivace viech Fadl jsou spojité v celém R? (tj. u,v € C*°(R?)).

Nyni ukdzeme, 7e pro libovolny bod (r,t) € R? plati
uy(r,t) = vl.(r,t).

Necht tedy (rg,to) € R? je libovolny (pevné zvoleny) bod.

Jestlize q(ro,to) # 0, pak jisté q(r,t) # 0 i v néjakém okoli bodu (rg,tg). PHmym vypoctem lze
ovérit, ze v tomto okoli plati

u(r,t) = % (arctg ’;E; g) s o(nt)= % (arctg ZE: 3) .

Rovnost u}(ro, to) = v..(ro, to) pak plyne z véty o zdménnosti parcidlnich derivaci (viz napt. [7]).

Je-li g(ro, o) = 0, pak (vzhledem k podmince p?(ro, to)+q>(ro,to) > 0) plati p(ro,to) # 0. V takovém
pripadé je p(r,t) # 0 v jistém okoli bodu (r9,tp). V tomto okoli vSak plati

u(r,t) = _62 <arctg ZE:’ 2) a  v(rt)= —% (arctg ZE:’ g) .
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Rovnost w}(rg, to) = v..(ro, to) plyne opét z véty o zdménnosti.
AL\ A
Pro R > 0 uvazujme dvojny integral ""/0“- ““\&&
Ir = //ui(r, t)drdt, kde Mg = (0,R) x (0,27). D
ZAPADOCESKA
MR ’ UNIVERZITA
V PLZNI
Podle véty 1.7 vyse uvedeny integrél existuje. Z véty 1.8 navic pro kazdé R > 0 dostaneme
R /2 R R
Ir = / /ui(r, t)dt | dr = /[u(r, )27, dr = /(u(r, 27) — u(r,0))dr = 0.
—_———
0 \o 0 0 0

Zde jsme vyuzili toho, ze pro kazdé r € R je funkce ¢ — u(r,t) (proménné t) periodickd s periodou
2.

Integral Ir v8ak muzeme spodcitat i jinak (opét vyuzijeme véty 1.8 a jiz dokdzané vlastnosti u) = v..).

o [ R or [/ R 2
Ir :/ uy(r, t)dr dt:/ vl (r,t)dr dtz/[v(r,t)]ﬁzodt:
o \0 o \0 0
2 2
= /(’U(R, t) —v(0,t)) dt = /’U(R, t) dt.
0 0

Pouzili jsme fakt, ze v(0,t) = 0. Ten ovéfime piimym vypoctem (nebot p;(0,t) = ¢;(0,t) = 0).
Dale miizeme spoéitat, Ze pro kazdé (r,t) € R? plati

—nr?" + fon 1 ()P -+ 1) + folt)
2% + gon—1(E)r2 L 4 - + g1 (E)7 + go(2)

v(r,t) =
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kde fo, ..., fon—1 @ o, -, Gon—1 jsou omezené funkce proménné t. Upravou ziskdme
fanoa(® OO R 5
n— S
v(r,t) = S e A e A8 22
) e P
1 S g2 Tl(t) db oo b ,,.gln(f)l L g,,(‘](n)
Odtud snadno odvodime, ze pro kazdé t € R je p Ziranocesua
lim w(r,t) = —n. v
r—+o0 ’
Protoze funkce fy, ..., fon_1 a go, ---, gon—1 jsou omezené, je vyse uvedend konvergence stejno-

mérna vzhledem k . To vSak znamend, Ze pro dostatecné velké R > 0 plati
1
v(R,t) < —5n Pro kazdé t € R.

Pro takto zvolené R mame
27 27

1
Ip = /U(R,t)dt < /—éndt =—mn <0,
0 0
coz je spor, nebot diive jsme zjistili, ze pro libovolné R > 0 plati I = 0. OJ

1.5. Nékteré aplikace dvojného integralu

1.5.1. Obsah rovinného obrazce

Necht M C R? je méfitelnd mnozina. Pak pro obsah (miru) A(M) rovinného obrazce M

plati
A(M) =//1dxdy.
M
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Priklad 1.48. Pro libovolné a > 0 vypoctéte obsah rovinného obrazce v -
2 2 2)2 2 ‘oo"%- \@\&
MaZ{(l‘,y)GRZ (l‘ +y) §2agjy} X4 UN
Reseni. Nejprve popisme mnozinu M, v polarnich soufadnicich. Proto do podminky D p ZArmoncescs
V PLZNI

(x2 + y2)2 < 2d%zy
dosadme transformacni vztahy
T =rcost a y = rsint.

Obdrzime tedy

(r2 cos® t + r? sin? t)2 < 2a’r cost - rsin t,
(7’2) 2 < 2a%r? costsint,
r* < a?r?sin 2t,
7?2 (r2 — a*sin 2t) < 0. (1.6)

Necht nyni t € (—m, ) je pevné. Zkoumejme, jakd r = 0 pak vyhovuji podmince (1.6).
Jestlize

te <—7r, —g> U <0, g> (prvni a tieti kvadrant),

tj. v pripadé sin 2t = 0, dostdvame z (1.6)

0 <r < avsin2t.
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te (-30)v (),

tj. v pfipadé sin 2¢ < 0, vyhovuje podmince (1.6) pouze r =0

Jestlize

Y

=a .

Z vét 1.30 a 1.22 plyne, ze
_% av/sin 2t P} av/sin 2t
AN M,) = // 1dzdy 20l P / rdr | dt +/ / rdr | dt =
M, - 0 0 0
3 7‘2 av/sin 2¢ 2 7‘2 av/sin 2¢ 1 3 1 3
= [—} dt +/ [—] dt = = a’sin 2t dt + = /a2 sin 2t dt =
2 |, 2 |, 2
—T 0 - 0
———aQ[cos2t]_2 —az[COS2t:|g =1(12—i-1 2
- 0 2 2

2

o

m @

( e 94 »

) STRAN S
2 <
0"4' ““\‘\

&
S

-

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI
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A

Poznamka 1.49. Hranice mnoziny M, z predchoziho prikladu je kfivka zvana lemniskata.

1.5.2. Objem valcového télesa

Bud
T ={(z,y,2) €R3: (z,y) e M A 0L 2 < f(z,y)},

kde M C R? je uzaviend méfitelnd mnozina a f je nezdporna a spojita funkce na M. Objem
V(T) télesa T pak definujeme pomoci vzorce

va) = [[ sy dzdy,
M

Priklad 1.50. Pro libovolné a > 0 vypoctéte objem tzv. Vivianiova télesa
Ta = {(m?yaz) GR?): x2+y2+z2 § CL2 A .%‘z—l—yQ § a:ﬂ},

Reseni. Téleso T, je prunikem koule o poloméru a a rota¢niho valce majictho priamér a,
pricemz plast vélce prochézi stredem koule (viz obrézek).

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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" ".7
% &,
Qa-| e 470#4' ““\‘QS’
M5
‘o ey
I
0+ //, ZAPADOCESKA
01 P univerzima
V PLZNI
—a B .
a
T2
y 0 0 =z
a
a Y 5 @ T

Vzhledem k symetrii télesa Tp, podle roviny z = 0 je zfejmé, ze V(1,) = 2V (1)), kde

Tr={(z,y,2) eR3: 2?2+ 2 <azx AN 0L 2< Va2 — a2 —y2}.
a

Déle je jasné, ze

V(T = / / JEZ Pdedy,
M,

kde
M, = {(ﬂfay) eR?: 22442 < aa:}.
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Pfejdeme-li k polarnim soufadnicim = = 7 cost, y = rsint, omezeni 22 + y?> < ax dostane
tvar (nutno ptihlédnout k podminkdm r =2 0 a t € (—m, 7))

r?cos?t + r?sin?t < arcost,

r? < arcost,
r(r —acost) <0, (1.7)

odkud méme (r — acost) < 0, tj.
0<r<acost.

Z posledni nerovnosti (vzhledem k nezapornosti vyrazu acost a a > 0) snadno dostaneme

t€<_7r 7r>
272/
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m

- 94 N
STRAN!
o TRA &

Proto plati

/0[( A\ W

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

acost

:2//\/(12—x2—y2d:cdyp()l'zsomvr 2/ / rva?—r2dr | dt =
Ma

A4

MH

substituce
aQ _ r2 — 2 a?sin?t
rdr = —% du = a2
2

0 — a?, acost > a’sin’t

7 3
2 a? 2 4
:_/ [w/uz”} dt:—a3/(1—|smt| = -a 3/ 1—5111 t)dt =
0

—Z  sud4 funkce
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substituce v o
J— = N
cost =wv \“% 4

bl
2ma® 4 2
-5 73 3/(1—008 t)sint dt = | —sintdt=dv |= Qs>
3 3 g :
0 e sintdt = —dv
O|—>1, %’—)O D’ZA”M“S“
4, 54,
2 2
i +§a3/ 1—v 7;a —ga?’/(l—vZ)dv:
1 0
2ma® 4 5[ 0] " oma® 8, s (2m 8
= — —Q —_ = — —a = Q — = =
3 3 3]0 3 9 3 9

1.5.3. Obsah plochy
Bud § # M C R? uzaviend méfitelnd mnozina a bud f: R? — R tiidy C' na oteviené
mnozme Q C R? takové, ze M C €. To znamend, Ze f mé na € spojité parcidlni derivace

gf; a 8y Obsah plochy 7 definované jako graf funkce fas, tj.

T:{(x,y,z)€R3: (m,y)GM A Z:f(x7y)}7

definujme pomoci vzorce

- ) () e
M
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Priklad 1.51. Pro libovolné a > 0 vypoctéte obsah plochy
Lo={(z,y,2) €R*: 220 A 2® +y*+2°=a® A 2° +y* S az}.
Resend. Jisté plati
Le = {(m,y,z) eER3: (z,y) € M, A z=+/a2? — 22 —yQ},

kde

M, = {(z,y) e R*: 2° +y* < az}.

@:

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Obsah

72. strana ze 167

5
"l

Zavrit dokument

l Cels obrazovka/Okno
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<

Polozme

flz,y) = Va2 — 22 —y2.

Snadno se vidi, ze

0
o (o) = ~—ee

a 2

22y

Proto plati

of
dy

2
Y

1
AN/ e —

dxdy‘//m

(xvy) ==

0 »
e\ G N/
S TRA Q

%/
() Y
Zxg ynis

L

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

Y

a2_$2_y2

dz dy.
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1849
Zavedenim polérnich soutadnic (viz predchozi piiklad) ziskdme v 5
A S,
5N &

substituce Q>
b1 acost . a2 _ 7“2 =m
P(Ly)=a / / ——dr | dt = —2rdr = du =
2 2 ZAPADOCESKA
- g as —r rdr = _% du P univerzita
— V PLZNI
0+ a?, acost — a?sin®t
3 a? 3 3
1 1 a2 .
=50 %du dt=a [\/a]a2sin2t dt =a [ (a—alsint|) dt =
—_———
—% \a?sin?t =% —7%  sudd funkce

3

7
= 2a2/(1 —sint) dt = 2a® [t + cost]g = 2a® (z — 1) =a’(m - 2).
0

Poznamka 1.52. Uvedeny vypocet neni — vzhledem k predchazejicimu vykladu — ko-
rektni. VSimnéme si, ze parcidlni derivace funkce f(z,y) = /a? — 22 — y? nejsou v bodé
(a,0) € M, viubec definovany.

Domaci cviceni 1.53. Rozmyslete si, jak lze vypocet provést korektné.

1.5.4. Nékteré aplikace dvojného integralu v mechanice

Predstavme si tenkou desku jako uzavienou méfitelnou mnozinu M C R? a predpokladejme,

ze jeji plosnd hustota je popséna spojitou a nezdpornou (na M) funkei h. _
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VRN
Pak lze odvodit nasledujici vzorce:
AL\ A
e Pro hmotnost desky M: 2y

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA

V PLZNI

m(M) = // h(z,y)dz dy.
: L

e Pro statické momenty desky M vzhledem k ose z, resp. y:
Sz(M) = //y -h(z,y)dzdy, resp. Sy(M) = //x -h(z,y) dzdy.
M M

e Pro tézisté desky M:

_ Sy(M) SI(M)
T(M) = (m(M>’ m<M>) |

e Pro momenty setrvacnosti desky M vzhledem k ose x, resp. y:

I,(M) = // y? - h(z,y)dzdy, resp. I,(M) = // 22 - h(z,y) dzdy.
M

M

Poznamka 1.54 (fyzikdlni vyznam ¢&isla h(xz,y)). Necht (z,y) € M je dané a pro
kazdé § > 0 je
A(U((@,9).5) " M) £0.

Cislem h(z,y) pak rozumime limitu

 m(U(@y),8) 0 M)
e y) = o (@), ) Nty
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2 TORS
Poznamka 1.55. Je-li plosnd hustota h funkce konstantni na M, fikame, ze deska M je . =
h 1. 2 S
omogenni NS
Poznamka 1.56. K vypoctum dvojnych integrali vede cela fada dalSich fyzikalnich tloh,
napf. v teorii rovinnych fyzikalnich poli (gravitacnich, elektrickych, magnetickych, tepel- N
ZAPADOCESK,
1’1},/'Ch7 000 ) | 2 sl:lLvZE"nlzm\

Priklad 1.57. Homogenni tenka deska M ma tvar vysece mezikruzi s poloméry 1 a 3

VVev

Reseni. Nejprve si desku M umistéme do souradného systému (viz obrazek).
Y

/{,3 M
NI

B}

Deska M je homogenni, proto existuje ¢islo ¢ > 0 takové, ze pro kazdé (x,y) € M plati

h(z,y) = c.

P1i vypoctu je vyhodné pouzit polarni souradnice z = rcost, y = rsint. Pak lze totiz M
popsat vztahy

te <0,%> a re(l3).
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Dvojny integral
% llg &

Pro hmotnost desky tedy plati

5 /8
293
1. sour. T\ T 1 4m
M) = dady *"= //d dt=c -5 || =c 5 5" 8=c- -
m()//cxy ¢ rar “312),”3 2 ‘73
M 0 1 > ZAPADOCESKA
Nyni vypocteme statické momenty vzhledem k obéma osidm. D o

r3 3 13

J— =c =

3

5 /3
Sy (M) = //cydxdy el 2o c/ /rzsintdr dt = c[—cost]og- [
—_— | 3
M 0 1 %

P 378 13v/3
Sy(M) = // cxdzdy el S c/ /7“2 costdr | dt = clsint]g - [T—] =c- .
— |31 3
M 0 1 V3
2
Pro souradnice tézisté desky plati
T(M) = Sy(M) Sy(M)\ (13v/3 3 13 3\ [13V3 13
\m(M)’ m(M) ) 3 4n’ 3 4rw) \ 4m 4w )’
Je vidét, ze soutadnice tézisté homogenni desky nezavisi na jeji hustoté, coz neni viibec
prekvapujici.
Hledana vzdalenost tézisté od stfedti obou kruznic je
169-3 169 13
ITODN =\ Tom *+ 16m2 = 2 [ 2ot dtument
b [octiotraomta/onme]
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AZIRINA
Domaéci cviceni 1.58. Zkuste se zamyslet, jak jinak bychom mohli umistit tenkou desku . o7
z predchoziho prikladu do souradného systému, aby se vypocet jesté vice zjednodusil. SN '3«5
/0"4- ““\‘\
Priklady k procviceni
D ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

1. Pomoci Fubiniovy véty vypoctéte integraly:

i) //(x2+y)dxdy, kde M = (0,2) x (1, 3);
ii) //(m+y2)dacdy, kde M = (0,2) x (1,3);

iii) //(m—y)dxdy, kde M ={(z,y) eR?*: y20 A y<z A z+y<2};
M

2

iv)//x—zdmdy, kdeMz{(w,y)ERZ:O§x§2/\y§x/\xy§1};
0 Yy

v) //cos(x—l—y)dxdy, kdeM:{(m,y)ERQ:xiO/\yzx/\y§7r};
M

vi) //(3q:y2—2a:)d:cdy, kdeM:{(m,y)ER2:0§x§l/\w2§y§x};
M

vii) //gdxdy, kde M ={(z,y) eR?*: 221 Az<2Ay<z Ay=1};
M
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vii) //e%*ydxdy, kde M = {(z,y) eR?: 24+ y<2 A y20Ay<1Az20}
M
ix) / / z?ydady, kde M je trojihelnik s vrcholy A = (0,0), B = (3,0), C = (2,1);
M
X) // xy*drdy, kde M je trojihelnik s vrcholy A = (0,0), B = (3,0), C = (2,1);
M
1
xi) // Fi1 daxdy, kde M je trojuhelnik s vrcholy A = (0,0), B = (1,1), C = (0,1).
M

2. Pomoci transformace dvojného integralu reste:

i) //\/l—xg—de:cdy, kde M = {(z,y) eR*: 22+ 32 <1 Az 20 A y = 0};
M

ii) //x\/$2+y2dxdy, kde M = {(z,y) e R?: 2> +¢y> <4 A y 2 0};
M

iii) //ydxdy, kde M = {(z,y) € R?: 2 +y? <3z A y = 0};
M

iv) //arctggdxdy, kde M = {(z,y) eR?: 1<2?+y? <4 A0Sy <z},
%
M

o

1849
v7
@ &
2 <
4 ““\‘\

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA

V PLZNI

A4
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v) //emz"’yzdxdy, kde M = {(z,y) e R?: 20 A 2 +y?> < 1};
M

vi) //xyd:cdy, kdeM:{(x,y)€R2: 20 ANy20A %2+y2§1};
M

vii) //(2m+y)dxdy, kde M = {(z,y) € R?: 2% + 49> <36 A z = 0}.
M

Kli¢ k prikladiim k procvicéeni

1.
i) 2
i) &
iii) 2;
iv) 2
v) —2;
vi) —%;
vii) 2In2 — 2;
viii) 1 (et —e® —e+1);
ix) 35;
X) 251
xi) 212

T7

e 2; Y N
<, STRAN $
1, &
x>

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

L




[P ¥ ).
Ko & ol »®

—~ o~ ~
— o o= B
= =

= .
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1.6. Kontrolni testy I!,!I o

2\ IsTRAvY,
S Q\I5TRAY
TRA Q

%
Y, 5
70, i v “\Q‘v

L

Test 1. Rozhodnéte, zda nasledujici tvrzeni (tykajici se Riemannova integralu) jsou
pravdiva.

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

1
1. Pro kazdou funkei f: R — R spojitou na intervalu (0, 1) existuje / f(z
0

ANO NE

1
2. Pro kazdou funkci f: R — R rostouci na R existuje /f(x) dz.
0

ANO NE

1
3. Pro kazdou funkci f: R — R omezenou na R existuje / f(z)dz.
0

ANO NE
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0 »
e\ G N/
S TRA Q

4. Pro kazdou funkci f: R — R plati:

1
/f )dz existuje — /|f )| dz  existuje.
0

%/
() Y
Zxg ynis

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

A4

ANO NE
5. Plati:
%
I T TN
/008233 x_[tgx]*%_tgzl tg( 4) 1-(-1)=2
-I
ANO NE
6. Plati:
; 1
/_sin2xdx = [cotg] 1z = cotg 7 — cotg (‘Z) =1—-(-1)=2
-1
ANO NE
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jny integ <
7. Plati: (]
“ 9STRAVY, 7
& S
o substituce L S
l1+sinx=t 1
/ﬂdx: :/—dt:[ln|t|]%:ln1—ln1:0.
1+ sinx cosxdx = dt t ZAPADOCESKA
0 01,271 ! i
ANO NE
8. Plati:
. , substitucet )
+sinx = 1
/ﬂdx: :/—dt:[mytug:mz_lnz:o.
2+ sinz coszdz = dt t
0 02 22| °2
ANO NE
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%
™
inzdr = — 1.
/smw xXr 9
0

9. Plati:
%
/xcosxdx = [zsinz]|§ —
0
ANO NE
10. Plati:
3 3
/xsinxdx: [—z cos x| —/
0 0
ANO NE

Spravné zodpovézené otazky:

Ziskané body:

Procento tspésnosti:

coszdx = —1.

o

1849

{ O\ U A ’
O &
2, <S>
Sk g\

ZAPADOCESKA

> UNIVERZITA
V PLZNI

A4
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1849
Test 2. Rozhodnéte, zda nésledujici tvrzeni jsou pravdiva. .
Y IsTRavY 7
R 5
Qe
0&1 ““\‘\

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

L

1. Kazd4 kone¢na mnozina M C R? je Jordanovsky méfitelnd a ma nulovou miru.
ANO NE

2. Kazd4 omezens mnozina M C R? je Jordanovsky méfitelnd a ma koneénou miru.
ANO NE

3. Sjednoceni libovolného poétu Jordanovsky méfitelnych mnozin (v Rz) je Jordanovsky
meéfitelnd mnozina.

ANO NE

4. Primik libovolného poétu Jordanovsky méfitelnjch mnozin (v R?) je Jordanovsky mé-
fitelnd mnozina.
ANO NE
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R

&
S

-

5. Mnozina M = {(z,y) € R*: 22 +4y? <1 Az20AyS z} je Jordanovsky méfitelna. v . 5
ANO NE N

»
STRAN (.\}
4,
70, i v “\"v

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

6. Necht M = (0,1) x (0,1). Pak pro kazdou funkci f Riemannovsky integrovatelnou na

M plati //f(x,y)dxdy =//|f(m7y)|da:dy.
ANO N N NE

L

7. Kazda funkce f: R? — R spojitd na mnoziné M = {(z,y) € R?: 22 + 4% < 1} jena M
Riemannovsky integrovatelna.
ANO NE

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tispésnosti:
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Test 3. Sestavte pravdivy vyrok. !

1. Pro kazdou funkei f: R? — R spojitou na R? plati

1 2
/ £, ) dy
0 1
1 2
/f(:v,y) dy
0 1
1 2
/f(fv,y) dy
0 1

dx

o,
8

S P T —
H\w O\H O\H

f(z,y)dy

f(z,y)dx

f(z,y)dx

dx.

dy.

2. Pro kazdou funkci f: R? — R spojitou na R? plati

/l/xf(w,y)dy dx:/l /yf(a?,y)dw dy.
0 0 0 0

Kreslete si obrazky.

&
S

57

S
<

( e 94 »
) STRAN
% D
0"4' ““\‘\

-

2,

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L
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89 P oS

—_

O/ f(, ) dy

o
-

O/ f(, ) dy

S O~

0/ £z, ) dy

=]
—_

0.

[}

H\..@ O\

f(z,y)dy

f(z,y)da

f(z,y)dy

S S~ O~

dzx.

dzx.

3. Pro kazdou funkei f: R? — R spojitou na R? plati

1 [V
0/ m[f(fc,y)dy

Ve
[ty

o —__

o _

i
[ty

w"’\é ﬁ:\% O\H

VY

f(z,y)dy

St— L Ot

f(z,y)dz

f(z,y)d=

dy.

dy.

dx.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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1 [V 1
O/x[ﬂw,y)dy dx=0/

Y

y2

4. Pro kazdou funkei f: R? — R spojitou na R? plati

T

1
0/ [ f@way
1

2

jf(w,y) dy

\ZZ f(z,y)dy

if(w,y) dy

O O O

dx

@w\@

S

Ot — i T St

v
/ f(z,y)dy | dx.

f(z,y)dz | dy.
f(z,y)dz | dy.
f(z,y) dy) dz.

f(z,y) d:v) dy.

&
S

\C
«é:’ 0

-

<2k

O

STRAVY,
Y, %
/05'4' ““\Qﬁ

L

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI
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5. Pro kazdou funkci f: R? — R spojitou na R? plati

/
/
/
/

1
/f(x,y)dx dy.
|yl
[yl
f(z,y)dz | dy
0
0

Spravné zodpovézené otazky:

Ziskané body:

Procento tispésnosti:

&
S

57

S
<

( e 94 »
) STRAN
% D
0"4' ““\‘\

-

2,

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L
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Test 4. Sestavte pravdivy vyrok. !

1. Necht
M={(x,y)€R2: x2+y2§1/\xZO/\y§0}.

Pak pro kazdou funkei f: R? — R spojitou na R? plati

A//f(w,y)dwdyzo/

jus
2

[ s@pazay= |
M 0

™

f(rcost,rsint)dr | dt.

f(rcost,rsint)rdr | dt.

2

4/f(w,y)dxdy=0/

s

A//f(x,y)dxdy=o/

Kreslete si obrazky.

f(rcost,rsint)dt | dr.

f(rcost,rsint)rdt | dr.

S O O o~

&
S

57

S
<

‘ e 94 »
) STRAN
% v
Ckj ““\‘\

-

2,

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L
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2. Necht

M= {(z,y) eR?: 2* +y*> < y}.

Pak pro kazdou funkei f: R? — R spojitou na R? plati

™

A//f(x,y)dxdy=0/

™

A//f(ac,y)dxdy:0/

™

[ s@wazay= |
M 0
!/f(w,y)dxdy=0/
A//f(ac,y)owccly:0/

[ s@wazay= |
M 0

1
/f(rcost,rsint)dr dt.
0

1
/f(rcost,rsint)rdr) dt.
0

sint
/f(rcost,rsint)dr dt.
0

sint
f(rcost,rsint)rdr | dt.

0
cost

f(reost,rsint)dr | dt.

0
cost

f(rcost,rsint)rdr | dt.

0

&
S

57

S
<

( e 94 »
) STRAN
% D
0"4' ““\‘\

-

2,

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L
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3. Pro kazdou funkci f: R? — R spojitou na R? plati ¢ 5
D o
V PLZNI

o,
&
Il
O\Mﬂ O\MA O\MA O\MA o\m\

a2 1
/f(a:,y) dy | dz /f(rcost,rsint)’rdr dt.
0 0

1

o
8
Il

/f(x,y)dy /f(rcost,rsint)dr dt.
0 0

cost

f(recost,rsint)rdr | dt.

0/ £, ) dy

O O O O~ o~ _

0
T cost
/f(m,y)dy dr = f(rcost,rsint)dr | dt.
0 0
1
z cost
/f(ac,y)dy dx = f(rcost,rsint)rdr | dt.
0 0
1 x % colst
/(/f(a:,y)dy) dm:/ /f(rcost,rsint)dr dt.
0 \0 0 0
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4. Necht

M:{(x,y)€R2: 22+ y2 <4 N ly| <z} .

Pak pro kazdou funkei f: R? — R spojitou na R? plati

4 f(z,y) dz dy =
A// f(z,y) dz dy =

4
%
/facydxd /
z

™

4

/
]

2
= /f(rcost,rsint)rdr dt.
0

2
/f(rcost,rsint)dr dt.
0

o, CY——

f(rcost,rsint)rdr

f(rcost,rsint)dr

dt.

dt.

AL l!“.‘ls

OsTRANY,
TRA &

%
Y, 5
70, i v “\Q‘v

L

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI
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2 R
5. Zobrazeni ®: R? — R? je ddno predpisem ®(u,v) = (uv2, u+ 1)2). Pak pro Jacobidn J I!!I
7 v o1z 2 7 “ ) 7
tohoto zobrazeni a kazdé (u,v) € R” plati ) 4
>
J(u,v) = 2u(u? —v). J(u,v) = 2u(u? +v).
J(U, U) = 2'1)(1)2 — U) J(U, U) = 2U(U2 + U) ZAPADOCESKA

L

UNIVERZITA
V PLZNI

6. Zobrazeni ®: R? — R? je ddno predpisem ®(r,t) = (3r cost, 5rsint). Pak pro Jacobidn
J tohoto zobrazenf a kazdé (r,t) € R? plati

J(r,t) = 15r. J(r,t) = 1502,
J(rt)=r. J(r,t) =12,

7. Zobrazeni ®: R? — R? je déno piedpisem ®(r,t) = (re_t,ret). Pak pro Jacobidn J
tohoto zobrazen{ a kazdé (r,t) € R? plati

J(ryt)=r. J(r,t) =r°
J(r,t) =2r. J(r,t) = 2r2.
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2 R
o u v iy (]
8. Zobrazeni ®: R — R* je ddno predpisem ®(u,v) = ( —, — ). Pak pro Jacobidn J tohoto ¢ 5
vV u ’Qé‘ ITRn
zobrazeni a kazdé (u,v) € R?, pro které je uv # 0, plati oS
J(u,v) = uv. J(u,v) =u+wv.
J(u,v) = 1. J(u,v) = 0. D st
V PLZNI

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tispésnosti:
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Test 5. Dopliite spravné vysledky. ! . 7
’é}. Isranst IS

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

L

1. Necht M = (0,1) x (1,2). Pak

// (2zy + 3y?) dady =
M

2. Necht M = (1,2) x (0,1). Pak

// (:c2+my+y2) dedy =
M

3. Necht’M:{(a:,y)eR2: t20Ay=20Az+y<1}. Pak

//($2+y2+1) dxdy =
M

! Zlomek » " piste jako ,a/b“, nasobeni ,ab“ jako ,a*b“, mocninu La’¢ jako ,,a”b“, odmocninu Aak
jako ,sqrt(a)“, logaritmus ,lna* jako ,1ln(a)“, ¢islo ,7* jako ,pi“, apod. Napt. vyraz ,,"—82 -(3 In®7— é)“
napiSeme jako ,,(pi)"2/8%(3*(1n(7)) " 3-sqrt(5)/2)“.
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4. NechﬁM:{(x,y)eRQ: O§y§mAm§%}.Pak

// cos(x +2y)dedy =
M

5.Necht’M:{(a:,y)eR2: y§:v/\33y§4/\y§1}.Pak

//xydxdy =
M

6. Necht M = {(z,y) ER*: z+y<2Az220Ay=1}. Pak

X
//?dwdy:
M

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:

99 o
R
57

S
<

“ 2, 'S
) STRAN
% v
Ckj ““\‘\

&
S

=

2,

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
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Test 6. Dopliite spravné vysledky. '

1. NechﬁM:{(x,y)€R2: 2?4942 <1 /\:v§0/\y§0}.Pak

//ln(x2+y2+1) dxdy =
M

2. NechﬁM:{(:c,y)eR2: P+ <2 Ay<a A y 2 0}. Pak

//mydxdy =
M

3. Necht M = {(z,y) €R*: 220 A y20 A 2?+¢> < 1}. Pak

//(a:2+y2+1) dedy =
M

! Zlomek »7 * piste jako ,a/b“, nasobeni ,ab“ jako ,a*b“, mocninu »a’¢ jako ,a"b“, odmocninu ,/a“
jako ,sqrt(a)“, logaritmus ,Ina“ jako ,1n(a)“, ¢islo ,7“ jako ,pi“, apod. Napi. vyraz ,,"—82 -(3In*7— é)“
napiSeme jako ,,(pi)"2/8%(3*(1n(7)) " 3-sqrt(5)/2)“.

o

1849
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4. Necht M = {(z,y) € R*: 2? +y* < 4}. Pak - L] =
«é"’/ ”é‘mu‘l“é;\s'
// (x +y+10) dedy = >
M

L
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5. Necht M = {(az,y) eR?: 22+ 42 < 1}. Pak

1
- _dady=
//1+332+y2 v
M

6. Necht M = {(z,y) eR*: 1<2?+3y* <4 A220Ay=0}. Pak

dxdy =

I

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tispésnosti:




Kapitola 2

Trojny integral

V této kapitole budeme postupovat podobné (a proto méné podrobné) jako u dvojnych

integrald.

2.1. Trojny integral na intervalu
Uvazujme funkci f: R* — R omezenou na trojrozmérném uzavieném intervalu
J = (a,b) x {c,d) x (e, g).

Definujme pro libovolna déleni D, Dy, D, intervali (a,b), (c,d), (e, g) déleni
D = (D, Dy, D) intervalu J jakozto systém uzavienych trojrozmérnych intervali

Jpim = (Tk—1, Tk) X (Yi—1, Y1) X (Zm—1, 2m)

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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a znacéme
AMJkim) = (xr — k—1) - (Y1 — Y1) * (2m — 2m—1)

jejich objemy. Kazdému takovémuto déleni pritadme soucty

s(D) = Z ( inf  f(x,y,2)  AM(Jkim) (dolni soucet)

kel 2,9,2)€Jkim

S(D) = Z sup  f(z,y,2) - AM(Jkim) (horni soucet).

k,l,m (mayvz)e‘]klm

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

Pomoci téchto souctit definujme dolni a horni trojny Riemanntv integral funkce f na inter-

valu J.

/J// f(z,y,2)dedydz = S%pS(D)’ /J// f(z,y,2)dedydz = i%fS(D),

Rekneme, Ze funkce f je na J (Riemannovsky) integrovatelna, plati-li

///f(:c,y,z)dxdydzz///f(x,y,z)da:dydz,
= J

Tuto spolecnou hodnotu pak znac¢ime

///f(a:,y,z) dz dy dz
J

a nazyvame trojnym Riemannovym integralem funkce f na intervalu J.
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2 TR
Véta 2.1 (o existenci trojného integralu). Je-li funkce f: R3 — R spojitd v uzavieném
: o AL <l
intervalu J, pak existuje [[[ f(z,y,z)dzdydz. ) &
7 /0"4' ““\Qﬁ
D > ZAPADOCESKA
2.2. Méfitelné mnoziny v R3 e

Definice 2.2. Omezenou mnozinu M C R? nazveme (Jordanovsky) méfitelnou, je-li jeji
charakteristicka funkce y s

( ) 1 pro (z,y,2) € M,
z,Y,z) =
XA Y 0 pro (z,y,2) ER3\ M

Riemannovsky integrovatelna na néjakém uzavieném intervalu J C R? takovém, ze M C J.
Miru mnoziny M pak definujeme rovnosti

A(M) = ///XM(az,y, 2)dz dydz.
J

Poznamka 2.3. Ptredchozi definice nezévisi na volbé uzavieného intervalu J C R3 tako-
vého, ze M C J.

Poznidmka 2.4. Miru mnoziny M C R? lze chapat jako zobecnéni pojmu ,,objem télesa,
ktery ndm je intuitivné jasny pro néktera télesa (kvadr, koule, vilec, apod.).
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RS
Poznidmka 2.5. Pro méfitelné mnoziny v R? plati tvrzeni analogickd tvrzenim 1)-6) ‘,7
Vety ].15 ::‘;’/0#‘ ““\"3"0
Véta 2.6. Necht D B
’ UNIVERZITA
Q={(z,5,2) €R®: (z,9) € M A hi(z,y) < 2 < ha(e, )},

kde M C R? je uzavrend méritelnd mnozina v R? a funkce hi,hy: R? — R jsou na M
spojité a takové, Ze
hi(z,y) £ ho(z,y) pro kazdé (z,y) € M.

Pak Q je méritelnd mnoZina v R3.

Poznamka 2.7. Vétu lze preformulovat rovnéz pro pripady

Q={(z,y,2) ER®: (z,2) € M A hi(z,2) Sy < ha(z,2)}

Q={(z,y,2) ER’: (y,2) € M A hi(y,z) Sz < hao(y,2)}.
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2.3. Trojny integral na méritelné mnoziné

>
Definice 2.8. Bud funkce f: R? — R omezené na neprizdné méfitelné mnoziné M C R3.
Rekneme, Ze f je na M (Riemannovsky) integrovatelnd, je-li funkce f - xas definovand p oot
predpisem T

(f 'XM)(:E?y?Z) =

f(x7 y, Z) pro (x7 y’ z) G M7
0 pro (z,y,2) € R3\ M

integrovatelna na néjakém uzavieném intervalu J C R? takovém, ze M C J.
Trojnym (Riemannovym) integralem funkce f na mnoziné M pak rozumime ¢islo

///f(w’y’Z)dxdydz:///(f'XM)(l‘,y,z) dzdydz.
B 7
///f($’y’z)da:dydzzo
0

pro kazdou funkei f: R? — R.

Navic definujme

Poznamka 2.9. Tvrzeni 1)-7) véty 1.20 (str. 28) je mozné preformulovat i pro pripad

trojnych integralu.
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2.3.1. Fubiniova véta pro trojny integral

Véta 2.10 (Fubiniova véta pro trojny integral).

1) Necht f: R3 — R je integrovatelnd na mnoziné Q, kde

Q= {(z,y,2) ER®: (z,y) € M A hi(z,y) £z < ha(z,y)}

spliiuje predpoklady véty 2.6. Necht pro kazdé (z,y) € M existuje

Potom plati

ha (x,y)

h1 (I/y)

/Q//f(m,y,z)dxddeI

f(z,y,2)dz.

ha (x,y)

// /f(%y,z)dz dz dy.

M 1 (x,y)

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
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2) Necht funkce f je integrovatelnd na méritelné mnoziné
Q= {(z,9,2) ER’: 2 € (e,9) A (z,y) € M.},

kde e,g € R (e < g) a M, C R? je méritelnd mnoZina pro kazdé z € (e,g). Necht pro
kazdé z € (e, g) je funkce (z,y) — f(x,y,z) integrovatelnd na M,. Potom plati

g

[[[ tevmazayaz= [ | [[ e0.00a0ay) =
Q p M.

Poznamka 2.11. Analogicka tvrzeni lze ziskat zdménou ,roli“ proménnych z,y, z.

Poznamka 2.12. Podobné jako u dvojnych integrali nam Fubiniova véta umoznuje trojny
integral prevést na dva do sebe vnorené integraly — jeden jednorozmérny a jeden dvojny.
Takto vznikly dvojny integrél lze opét (tentokrat pomoci ,dvojrozmérné“ Fubiniovy véty
1.22) ,rozbit“ na dva do sebe vnorené jednorozmérné integraly. To vSak znamend, ze kazdy
trojny integral lze (za vhodnych predpokladi) nakonec napsat jako tzv. trojndsobny in-
tegral (t¥i do sebe vnorené jednorozmérné integraly).

Pokud naprt.

0= {($,y,2’) € RS: x € <a7b> A gl(x) § Yy é 92(33) A hl(xvy) § z é h2(x7y)}7

@:
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£

dostaneme (za vhodnych predpokladii) v l
,

b [ g92(z) [ ha(z,y)

///f(x,y,z)dxdydz=/ / /f(x,y,z)dz ay | de.
Q

a 1(z) 1(z,y) ZAPADOCESKA

UNIVERZITA
V PLZNI

L

Priklad 2.13. Vypoctéte integral

Iz///ldmdydz,
Q

kde

Q:{(x,y,z)6R3::ciO/\yiO/\zzO/\y§1—m2 ANzS1-g}.
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Reseni. Mnozina €2 a jeji pudorys M jsou zndzornény na nasledujicim obrazku.

%, D
Q <&
/ Ckj ““\‘\
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2 TR
Ziejmé lze psat
jme e p "7
Qz{(a:,y7z)€R3: re(0,1) ANOSy<1—22 A O§z§1—x}, oS

a proto (podle prvni ¢asti véty 2.10 a ,dvojrozmérné“ Fubiniovy véty 1.22) plati

- L (1 1 D > B
I:// /ldz dxdy:/ / /1dz dy | dz =
M 0 0

0 0
1
0

1—a2 1 [ 1-22 1

o dy dx=/ /1—30 dy dm—/[( —x)];;“fdx:
0

0 0

o\

1 1
/1—95 l—x)dx:/(l—a:—x2+w3)dx:
0 0

Priklad 2.14. Vypoctéte integral
1= / / / : _dzdydz,
) @2+ 20

Q:{(m,y,z)€R3: xZ21AN2z20A $2+y2+22§4}.

kde
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Reseni. Mnozina ) je polovina kulové tsece (viz

Podle prvni ¢asti véty 2.10 mame

kde

S W
Wahi
I\\k\“\\\\\\\\‘\\ N

N W\

W

N
SR

\
R

il

\

N

\
i

N

\
\

I

obrézek).

M={(z,y) €R*: 221 A 2® +y> <4}.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA

V PLZNI




Trojny integral 113 P S 0

AZIRENA
1849
y |
“ IsTRavY 7
NI
Iz = X w4
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Transformujeme-li mnozinu M do polarnich souradnic, dostaneme

M:{(rcost,rsint)eR2: —-=t r

[IA

wlA
A

[IA

2}

Odtud (vzhledem k tomu, ze Jacobidn transformace do poldrnich souradnic je r) dostaneme

T A 1
3 cost
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(pomoci Fubiniovych vét 2.10 a 1.22)

9 =2 2subs;utuce
rT+z"=u

z
VA
I:/ / n / (Tz_l_zz)%dz dr | dt = z dz=1du
-3 0 0— 712 Vi—r24

_% costf _%
(5-%)
3 3
1/ 1+1 ! t) di 2/ S 1 t) dt
= —= -—+-——— —cos =—= - — ———— — o8 =
3 4 2 16cos?t 3 4  16cos?t
_r -~ - 0
3 sud4 funkce
273 1 5 2 3 V3 3
=2 |St— —tgt—sint| =-= T_¥8 9By 7.8
314 16 0 3 \4 16 2 6 8
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~— e
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/Q \O./ = =] =
— . ° Ne] S~—}——
() < —
e B § T
= > = vmu.u I
i o =l o ~
[=14] = — +—
Q [S) = g
< = ) N=
m > m < O
2 M =i — von m
>O = < ~ g
= = = = @
Q = oS} S
o N ™ @
5 25
& o9 =S
> wmd £ m 3
= 3 2 B 2 2
~ S > o=
N ) = 72
O 2 +— = o
= N O o~ ,.Imm -
8 o] 0] ,w >N m
B < B~ ® QT
=] rv! c S Q [a\
o~ = ve o S5 >
Q Nl () ) =i
154 o= = Ve (o] [ anLb
= [a W = Rz zZ 'z
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kde
Mz:{(x,y)eRQ:0§$§1—z/\0§y§1—z}.
Y
=4
M,
0 1—2 7T
Proto plati
1 -2 /1-2 1 =g
I=/ / /zdy dx) dz=/ /[zy]yodx dz =
0 \0 \D0 0 \0
1 /1-2 1
:/ /(z—zQ)daz) dz:/[(z—zQ)x]i_g dz= [ (z—22)(1 — 2)dz =
0 \0 0
/ 2 928 A 1 o2 1 1
- 924 BV de= | L E L 2 _ 2,2 _ 2
/(z e dz {2 3 T4, 2 3711
0
A

R
57

S
<

‘ e 94 »
) STRAN
X v
Ckj ““\‘\

&
S

-

2,
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Priklad 2.16. Vypoctéte integral

I:///demdydz,

Q

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA

kde V PLZNI
Q= {(z,y,2) €R’: |z] + [yl + o] £ 1}.

Reseni. Mnozina Q je pravidelny osmistén (rozmyslete si).

Podle druhé ¢asti véty 2.10 mame

7=

S
—
—

8
[\
o
8
a
<
o
kS
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R

57

kde " ..
M. ={(z,y) €R%: la| + | S1-|el}  (z€({-1,1)).
A YN
Yy

&
S

=

1—|z|
ZAPADOCESKA
UNIVERZITA

V PLZNI

L

1—|z|

Neni obtizné si uvédomit, ze

M. ={(,y) €R*: —(1-[z) So <12 A
A==zl —J2) Sy £ 1 [2] - fal},

odkud obdrzime

1 1-|2| 1—|z] ||

I:/ / / 22dy | da | dz =

-1 \~(1—|z]) \~(1—|z|-|z|)

= / 222(1 — |z| — |z|)dz | dz =

-1 \-(1-2)
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AZIRINA

L[ 1) L1
= 2/ / 222(1 — |2| — |z|) dz | dz = N\

-1 0

%
Y, 5
70, i v “\Q‘v

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

1—|z|
/ 222(1 — |z| — |z|) dz
0

1—2z

:8/1 /_(mQ(l—z)—m?’)dx dz:8/1[éx3(1—z)—im4] d=
0 \0 0 =

1\3
N
o _
o,
Q
Il
0
o _
—
\I
N
8
Do
—~
=
|
S
|
8
S~—
o,
8
o
xQ
Il

1 substituce 0 1
_2 4 _ l—z=u _ 2 4 _2 4 B
_3/(1_2) dz = A — du _—3/udu—3/udu—
g 0—1,1—0 L v
2[5]1 2
- 3[5], 15

Poznamka 2.17. Pri reseni predchoziho prikladu jsme opét vyuzivali faktu, ze pro sudou
funkci f integrovatelnou na (0, a) plati

[ rwras=2 [ rran e
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2.3.2. Substituc¢ni metoda pro trojny integral

Véta 2.18 (o substituci v trojném integralu).

1) Necht zobrazeni ®: R® — R? dané rovnicemi

x = g1(u,v,w),
Yy = QQ(U,U,U]),
z = g3(u,v,w)

je prosté na oteviené mnoZiné Qypw C R3, necht funkce g1, g2, g3 jsou tridy C' na Qypw
a necht Jacobidn

T (u,v,w) Fr(u,v,w) G (u,v,w)
J(u,v,w) = |92 (u,v,w) %2 (u,v,w) L2 (u,v,w)|#0
%(U,U,’U)) %(U,U,w) %(U,U,U})

pro kazdé (u,v,w) € Qypuy-

2) Necht Myvw € Quvw @ necht My a Mgy, = ®(Mypw) jsou uzaviené méritelné mno-
Ziny.

3) Necht funkce f je spojitd na My,,.

o
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Potom T7
N S
///f(w,y,z) dzdydz =
Mwyz

e
— ///f(gl(u,v,w),g2(u,v,w)793(u,v,w)) T (v, w)| du dv duw. [‘ velzw

Muvw

Poznamka 2.19. Podobné jako u dvojnych integrali neudélame v ,rozumnych“ ptipa-
dech chybu, uzijeme-li tvrzeni véty i v situaci, kdy jeji predpoklady (nenulovost Jacobidnu,
prostota @, ...) nebudou splnény na jisté mnoziné miry (v R?) nula.

2.3.3. Substituce do cylindrickych (valcovych) soufadnic

Jedné se o substituci

T =TCost,
Yy =rsint,

z=2z"(=2),
kde

r=20, te(0,2r) (popt.té€ (—m,m) nebot € (a,a+ 2m) pro a € R)

<
N
*
m
=
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(z,y,2)

Jacobian tohoto zobrazeni je

cost —rsint 0
J(r,t,z*) = [sint rcost 0 :r(0082t+sin2t) =r.
0 0 1

Poznamka 2.20. Substituci do cylindrickych soutadnic zpravidla pouzivime, pokud hra-
nice pudorysu télesa 2, pfes které integrujeme, obsahuje ¢asti kruznic. Samoziejmé, zZe
vhodnost ¢i nevhodnost substituce ovliviiuje také samotna integrovand funkce.

Priklad 2.21. Vypoctéte integral I = [[[ (z* 4+ y*) zdz dy dz, kde
Q

Q:{(;U,y,z)eR3: 224+1P<S1 A 220 A x2+y2+z2§4}.

o

57

S
<

( e 94 »
) STRAN
% D
0"4' ““\‘\

&
S

-

2,
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Reseni. Mnozina € je valec ,sefiznuty“ shora kulovou plochou.

Zavedeme-li valcové souradnice

I

= rcost,

rsint,

L]

{ A\ UDY A ’

@ &
2 <

Ckj ““\‘\
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AZIRINA
obdrzime omezeni . I!V!I o7
0<r<1, 05t<2m, 0=Zz2<+V4—1r2. «%g
LT

Podle véty 2.18 tedy plati

I:/// (r4cos4t+r4sin4t)z-rdrdtdz,

Mrtz

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L

kde
M,tzz{(r,t,z)eR3; 0Sr<1 A0St 2n /\O§z§\/4—r2}.

Uzijeme-li nyni Fubiniovy véty (2.10 a 1.22), dostaneme
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125

<
L [ on [ VisE
= / / / (r4 cos* t + r*sin* t)z-rdz | dt | dr= ‘- 7
x>
0 \o 0
2 1 Va—r? 2m ZAPADOCESKA
= / (cos4t + sin® t) dt - / rd / zdz dr = / (cos4t + sin? t) dt- Ve
0 0 0 0
1 27 7 2 . 1
/ r® [—] dr = / (cos4t+sin4t) dt - —/(41"5 —r7) dr =
2 1,0 2
0 0 0
7 1r28 810 T 1 13
4 .4 r r 4 . 4
:/(cos t + sin t) dt - 3 [?—g]oz/(cos t + sin t) dt - —-ﬂ:
0 0
27 27
13 13
= 18 / (cos4t + sin? t) dt = E/ ((cos2t + sin? t)2 — 2sin?t cos? t) dt =
0 0
27 27 4
13 1 13 1 — cos4t
= == 1——sin?2¢t) dt = — l———F— ) dt=
48 ( g oM ) 48 / ( 4 )
0 0
27 . o
13 3 o cos 4t " 13 3t i sin 4t 13 3 9 13
= — —_ = — —_ = — s — m = —T
48 4 4 48 |4 16 0 8 4 32 _
0
L [cot obraroa/orne]
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1849
Pozndmka 2.22. Rozmyslete si, ze substituci do cylindrickych soutadnic a Fubiniovou v 5
v v . Ve, s . v ’ 7 . ’ ’ - NS
vétou dostaneme totéz, jako uzitim Fubiniovy véty a nasledné substituce do polarnich sou-
v . v/ ~_ 7 e 7 . ’ /05" )
fadnic v prislusném dvojném integralu. (x>

ZAPADOCESKA
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2.3.4. Substituce do sférickych souradnic

L

Uvazujme zobrazeni

T = pCcospcosv,
y = psin pcos ¥,

z = psind,

p=0, e (0,2n) (popt. € (—m, ) nebo ¢ € (o, + 27) pro a € R),
Ve (-

o
o
~

(z,y,2)
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Nyni pfimym vypoctem (rozvojem podle posledniho fadku) uréime Jacobidn tohoto zobra-
zeni. Plati

cospcost) —psinpcosy —pcospsind
J(p,p,¥) = |singpcost? pcospcost? —psingsint| =
sin 9 0 pcos i

= sin (p2 sin 4 cos 19) + pcos? (p cos? 19) = p?cos? (sin2 ¥ + cos? 19) = p%cos .

Poznamka 2.23. Pro substituci do sférickych souradnic se zpravidla rozhodneme, pokud
hranice télesa (2, pres které integrujeme, obsahuje ¢asti kulovych ploch.

Piiklad 2.24. Pro a > 0 vypoctéte integral I, = [[[ (m2 +9y2+ z2) dx dydz, kde
Qq

Qo = {(:L‘,y,z) eR3: 22+ 4%+ 22 < 2az A $2+y2§3z2}.

Reseni. Podminku 2 4 y% + 22 < 2az Ize upravit do tvaru 22 4 y% + (z —a)? < a®. Mnozina
Q, je tedy prunikem koule (se stfedem v bodé (0,0,a) a polomérem a) a rotaéniho kuzele
(viz obrazek).
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2a+

Zavedme sférické souradnice

0

22+ y? + 2% = 2az

<)

2t +y? =322

I\

I
Sl

<

z = psind.

<

T = pcospcost,

y = psin pcos v,

L]

{ A\ UDY A ’

& &

2 <
Ckj ““\‘\
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X

&7
> &

STRAVY,
0k4- ““\‘\*’

&
S

-

Uvédomme si jesté jednou, ze " .
)
%,

£

ony Q0€<0727r> a 0€<_%7%>

Dosazenim transformacnich vztaht do podminek
ZAPADOCESKA

UNIVERZITA
V PLZNI

L

22 +y2+22<22z a x?49y% <322
obdrzime
p? < 2apsin®d A p?cos? 9 < 3p?sin? 0,

odkud dostaneme (p = 0)

p < 2asind A cos? 9 < 3sin? .
Z prvni nerovnosti obdrzime ¥ € (0, §) a z druhé nasledné cos v < V/3sin¥. Celkem tedy

mame
0 €(0,2m), V€ (g, 5), p€(0,2asind).
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RN~
Z veét 2.18, 2.10 a 1.22 pak plyne ® || =
2 [ 5 /2asind o p5 Srafea) g e
Iaz/ / / p% - p?cosddp | dv d<p=27r/cos,19 [—] dd =
Y Y 5 p:(] ZAPADOCESKA
© © TEE T
T substituce 1
2w 5 5 5 sind = u 2m 5 5
:?/COS’&~2'(I-SIH #dy = cosddi — du Z?-32a /u du =
s T3, 21 3
64 [uS]" 64 /1 1 1 21
=—7a¢’ |—| =—ma’|=-—=-— | =—7
5 6 |1 5 6 6 64 10

2.3.5. Substituce do zobecnénych sférickych souradnic
Necht a,b,c > 0 jsou dana ¢isla. Uvazujme zobrazeni
T =a-pcosypcosv,

y=>b-psinycosd,

z=c-psind,
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kde
p=0, ¢e(0,2n) (popf. € (—m, m) nebo ¢ € (o, + 27) pro a € R),
Ve (-3 %)
Podobné jako u klasickych sférickych souradnic mtizeme i zde vypocitat Jacobidn zobrazeni
J(p, @, ) = abc - p? cos V.

Poznamka 2.25. Substituce do zobecnénych sférickych souradnic se pouziva, pokud téleso
Q), pres které integrujeme, ma tvar elipsoidu.

Piiklad 2.26. Vypoctéte integrdl I = [[[ zdzdydz, kde
Q

2

2
Q:{(m,y,z)€R3: %+%+22§22}.

Reseni. Podminku % + % + 22 < 22 1ze ekvivalentné upravit do tvaru % + % +(z—1)2 < 1.
Odtud je vidét, ze Q je elipsoid se stfedem v bodé (0,0, 1) a poloosami 2, 3 a 1.

ZAPADOCESKA
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Pouzijeme zobecnéné sférické soutradnice

T = 2pcospcosV,
y = 3psinpcos,
z = psinv.

Jacobian tohoto zobrazeni je ziejmé J = 6p? cos?. Dosazenim transformacénich vztaht do
2

podminky %2 iy % + 22 < 22 dostaneme p? < 2psin . Neni tézké si uvédomit, ze elipsoid €

je pak urcen omezenimi

p€(0,2m), J€(0,5), pe€(0,2sin).

To tedy znamena, ze

I:///psinﬁ- |[J|dpdpdd = ///6p3sin1900819dpdg0d19,
M M

ol
&7

S
<

‘ e 94 »
) STRAN
% v
0"4- ““\‘\

&
S

-
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kde

Trojny integral
} Y
o 2 ll% 2

M:{(p,go,ﬁ)eR3: 0§<p§27r/\0§19§% A 0<p<2sind

Odtud podle vét 2.10 a 1.22 mame
D ’ ZAPADOCESKA

V PLZNI

or [ 5 /2sind

I=/ / /6p3sin19(:0819d,0 dd | dp =

0

0 \oO 0
z . z substituce
6p4 2sin sind — u
:27r/sim9cos19 —_— d19:37r/1681n519cosz9d19: =
4 |, cosv¥dv = du
0 0 0—0, 21
/ ub ! 1
= 487r/u5du=487r [F] = 487 - = = 8.

0
Jind moznost, jak integral spocitat, je pouzit ,posunuté® zobecnéné sférické souradnice

x = 2pcos pcost,
y = 3psinp cos v,
z =1+ psind.

Jacobian tohoto zobrazeni je opét J = 6p®cos® a dosazenim transformacnich vztahii do
2 2
podminky %2—1—%—1—22 < 2z, ktera je ekvivalentni s nerovnosti %2+%+(z—1)2 < 1, obdrZime
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p? <1, tj. 0 < p < 1. Odtud (podobné jako u prvniho zpiisobu vypoétu) dostaneme, ze

N N

kde

N:{(p,(p,’ﬂ)E]R?’: 0Sp<21 A —g§19§g A 0§p§1}.
Podle vét 2.10 a 1.22 pak pro integral I plati
1 f2n [ 3
I:/ / /(1+psinz9)-6p2cosz9d19 do | dp =
0 \0 \-z
1 /(3
:27r/ /(6p200819+6p38in1900819)d19 dp =
0 _m
1 2
:27r/ /(Gp2 cos® + 3p>sin29)dd | dp =
0\
/ 2 3 3 : / 2 * '
:27r/ [Gp sin — 2P (303219}19:_7r dp:27r/12p dp = 24n {g]oz
0 2 0
=247T'1=87T.
3
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VIR
2.4. Nékteré aplikace trojného integralu ‘,7
j & «}:’4'/ - "3"&
2.4.1. Objem télesa A
Necht M C R? je méfitelnd mnozina. Pak objem télesa M definujeme pomoci vztahu D
e

)\(M):///ld:cdydz.
M

Poznamka 2.27. Uvazujme mnozinu T stejnou jako v kapitole 1.5.2. Pak zfejmé plati
V(T) = \T).

Piiklad 2.28. Vypoctéte objem télesa M C R? ohrani¢eného plochami
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Jeho prunikem s rovinou z = zg, kde 0 < 2zp < 2, je mnozina

3. ? P < 2 <1
(x,y,20) € R”: £y +3 = (20 — 2) (tj. elipsa).

Neni obtizné si uvédomit, ze pro objem télesa M plati (viz véta 2.10)

)\(M):///ld:vdydz:/2 //1dxdy dz,
M 0

M

kde
2

2
MZ:{(x,y)€R2: %+%§(z—2)2}.

Y

2 2

L m=2a)

Mz / X
Pro vypocet vnitiniho integralu [/ 1dzdy pouzijeme transformaci do zobecnénych polér-
M

ol
&7

S
<

( e 94 »
) STRAN
% D
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&
S
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nich souradnic ..
<k

2\ IsTRAvY,
S Q\I5TRAY
TRA Q

1, P S
z =3 rcost, Chi

Y= V2 - rsint.

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Jacobian tohoto zobrazeni je ziejmé J = /6 - r. Pfitom mnozinu M, (pro z € (0,2)) lze
v téchto zobecnénych polarnich souradnicich popsat nerovnostmi

05t<2mr, 0Sr<2-—2z.

Odtud a z vét 1.30 a 1.22 plyne, ze

2
M)=///1dxdydz=/ //1dxdy dz =
M 0 M,
21 =2

_0/2//\/67-@ dt z—2770/2[ ] dz =

2o [ V5.2 oty . [ 2nE
0
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VRN
Poznamka 2.29. V predchozim prikladu bychom také mohli postupovat tak, ze bychom
) : S AL <2
(pro vhodn4 a, b) zavedli tzv. zobecnéné cylindrické souradnice, tj. ) 7S
/0"‘ ““\‘\

T =a-rcost,

_ . . ZAPADOCESKA
Yy b-rsin t, P> univerzima
L Z*(: 2)7 v PLZNI

kde

r20, te(0,2r) (popf.te (—m, m) nebot e (o, a+ 2m) pro o € R)
a zFeR.
Jacobian tohoto zobrazeni je

acost —arsint 0
J(r,t,2*) = |bsint brcost 0| =ab-r(cos’t+sin’t) =ab-r.
0 0 1

Domaci cviceni 2.30. Pokuste se vytesit priklad 2.28 pomoci zobecnénych cylindrickych
soutadnic (viz pozndmka 2.29).

Priklad 2.31. Vypoctéte objem télesa M ohrani¢eného plochou (anuloidem)

(\/x2+y2—a)2+z2:b2 (0<b<a).
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a—b\yaﬁ-b y

Vime, 7e pro objem télesa M plati A(M) = [[[1dzdydz. Rezem télesa M rovinou z = 0
M

je mezikruzi znazornéné na obrazku nize.

a+b

a—>b

dh
w N

R

m @

‘ e 94 »
) STRAN S
2 <
0[(4- ““\‘\

&
S

=
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140
o
Pro vypocet A(M) bude tedy vhodné pouzit v prislusném integralu transformaci do cy- . o7
lindrickych souradnic
/01(4' ““\Qﬁ
T =7 Cost,
y =rsint, [l b
V PLZNI
z=2z.

Jacobidn tohoto zobrazeni je J = r. Téleso M v téchto novych (cylindrickych) souradnicich
popiseme podminkami (promyslete to!)

te(0,2rr), re€fa—ba+b), ze€ <—\/b2—(r—a)2,\/b2—(r—a)2>.
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141
Proto (vzhledem ke vétdm 1.22, 2.10 a 2.18) pro objem télesa M plati
2 [ a+b b2—(r—a)?
)\(M)z///ldﬂcdydzz/ / / rdz | dr | dt =
M 0 \a=b \_\/P_(r—a)
substituce
atb r—a=u b
=27-2- / ry/b? — (r—a)?dr = dr = du :47r/(u+a)\/b2 —u?du =
asb a—b— —b 2
at+br—b
b b b
:47T/u\/b2 —u? du—i—47ra/\/b2—u2 du:87m/\/b2 —u?du =
—_——— —_———
—b lichd v u —b suddvu 0
substituce z z
= y=bsing =8ma [ Vb2 —b2sin2s-beossds = 8mab® [ cos® sds =
du = bcossds
0—0,b—3 0 0
; 1 2 in2s]?
2
= 8mab? / 1tcosas ds = 8mab? I + S 28 = 2n%ab?.
2 2 1,

0

ZAPADOCESKA
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Jinou moznost, jak spocitat objem naseho télesa M, dava tzv. Guldinovo pravidlo " 5
(via [7]);

,Dang profil o obsahu P se pohybuje tak, Ze jeho rovina zustdvd kolmd k prostorové
krivee, kterou opisuje jeho tézisté. Pak objem télesa je P - D, kde D je délka drdhy opsand D ZAPADOCESKA

’ UNIVERZITA

Vvev

V PLZNI

Podle Guldinova pravidla pak plati

AM) = P-D = (nb?) - (2ma) = 27%ab’.

2.4.2. Nékteré aplikace trojného integralu v mechanice

Necht téleso M je uzaviend méfitelnd mnozina v R® a necht jeho objemova hustota je
popséna spojitou a nezapornou funkci h

. m(U((z,y,2),6) N M)
<h(x7y7 Kt AU((z,y,2),8) N M) > '

Pak plati nasledujici vzorce:

e Pro hmotnost télesa M:

m(M) = /// h(z,y, ) da dy dz.

M
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e Pro statické momenty télesa M vzhledem k souradnicovym rovindam zy,yz, xz:

Smy(M):///z-h(m,y,z)dxdydz, SyZ(M):///m-h(a:,y,z)dmdydz,
M M

Sez(M) = ///y - h(z,y, z) de dy dz.
M

Vvev

T(M) = (Syz(M) Sez(M) Sxy(M)>.

m(M)’ m(M)’ m(M)

e Pro momenty setrvacnosti télesa M vzhledem k osam =z, y, 2:

I,(M) = ///(y2 + 2%) - h(x,y,2) dz dy dz,
M

I,(M) = ///(:1:2 + 2%) - h(z,y, 2) dz dy dz,
M

L(M) = ///(1‘2 + %) - h(z,y,2z) dedydz.
M

Poznamka 2.32. Rekneme, e téleso M je homogenni, je-li jeho objemova hustota h funkce
konstantni na M.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Priklad 2.33. Vypoctéte hmotnost télesa M,, kde a > 0, ohrani¢eného plochami
z=0, az=a2—x2—y2a
je-li jeho objemova hustota h definovana rovnosti h(x,y,z) = 23.
Reseni. Téleso M, je ohrani¢ené rovinou z = 0 a rota¢nim paraboloidem az = a? — z2 — 3.

o

1849
v7
@ &
2 <
Cy, i ““\‘\
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Pro hmotnost télesa M, plati

m(M,) = [w// 22 dzdydz.

Posledni integrél 1ze pritom spocist napt. transformaci do cylindrickych soutadnic

T = 1T1Cost,
y = rsint,
= %

Jacobian tohoto zobrazeni je J = r. Téleso M, v téchto novych souradnicich mtizeme pritom
popsat podminkami

t€(0,2m), re€(0,a), zé€ <O,a— §>

o

1849
v7
@ &
2 <
Ck, i ““\‘\
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Proto plati

r2

2w a a—--
m(Ma)Z///z?’dwdydz:/ / / 2ordz | dr | dt=
M, o \o 0
substituce
/ 2\ 4 a-Z =y U
:271'/—7’ a—r— dr = —&dar:du _T (_E) /u4du=
4 a a a 2 2
0 rdr=—5du p

Vvev

Qr={(z,y,2) eR*: 2> + 3>+ 22 < R* A 2 20}.

oD
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kde (pfi objemové hustoté k& > 0)

Szy(Qr) = ///z kdzdydz, m(Qr) =///kd:cdydz.
Qr

Pro snadnéjsi vypocet téchto dvou integrali pouzijeme transformaci do sférickych soutadnic

T = pcosycost,
y = psin pcos v,

z = psind.

Jacobian tohoto zobrazeni je J = p? cos ). Ve sférickych souradnicich polokouli Qr popiSeme
totiz velmi snadno:
€ <07 27T>, v e <07 g>7 P e <07 R>

Proto plati

or (3 /R
Sxy(QR)zk-/ / /psin’ﬂ-pQCosﬂdp dd | dyp =
0 \0 \O
sin? 972 ot r 1 R* 7R
_k.zﬁ.[ . ]0’[Z]O‘k'2”'§'Z‘T'k

m

2\ IsTRAvY,
S Q\I5TRAY
TRA Q

%
Y, 5
70, i v “\Q‘v

L
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a
T7
2T 2 R
/ / /p2cosﬂdp dd | dp =
o \o \o D b e

m(QR) =k-

p

31R 3 3
x 2
:k-27r-[sim9]§-[3] :k-2w-1-%: ”f k.

0

Posledni integral jsme vlastné nemuseli poéitat, protoze v nasem pripadé vychazi m(Qg) =
= k- M(Qpg). Déle si uvédomme, ze Qg je polokoule, a proto jeji miru (objem) dokazeme

1 2
R? = Z7R3.

spocitat i bez integrali:
4
AQp)=="-=
Qr) =557 :

Vvev

AN
Tr= {0,055 = (0.0.3R
3
A

Priklad 2.35. Vypoctéte moment setrvacnosti vzhledem k ose z télesa M ohranic¢eného

anuloidem
2 2 2
(vx2+y2—a) +22=0" (0<b<a),

je-li objemova hustota tohoto télesa v kazdém jeho bodé rovna jedné.
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X

AZIRINA
Resend. V piikladu 2.31 jsme se s anuloidem jiz setkali. Pro jistotu si pfipometime, jak I!!I
v , . , s 2 , “ OsTRaN®, 7
téleso M vypad4 (viz nésledujici obrazky). ) 7S
/0k4- ““\‘\

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

A4

abeaer Yy

Rez télesa M rovinou z = 0 vidime nize.
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VIRV

(M) =/// (x2+y2)-1dxdydz:/// (2 + y?) dz dyde. N
M i

Pro snadnéjsi vypocet integrdlu provedeme transformaci do cylindrickych soufadnic (viz APADOEESK
pfl'klad 231) Pak | 2 sn:’llvzsunlzm\

27 [ atb b2 —(r—a)?

IZ(M):/ / / r?.rdz | dr| dt =

0 \a=b \_/Z_(r—a)

substituce
atb r—a=u b
=272 /r3\/b2—(r—a)2dr= dr = du =47r/(u+a)3\/62—u2du=
a—b a—b— —b b
a+b—b

b
= A7 / u3\/b2—u2+§u2a\/b2—u2+§ua2\/b2—u2+g3\/b2—u2 du | =
b WV TV TV WV

liché v u sudé v u liché v u sudé v u

b substituce
_ 2 T 2., 3./ 2 _ u=bsins _
—8ﬂ/<3ua b* —u?+a’Vb u)du du — beos s ds
U 0—0,b— %
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3
= 87r/ (3(1()2811128 -beoss+a’ - bcoss) -bcossds =
0

1

s
2
= &m / 3ab* sin? scos® s +a’b? cos’ s | ds =
—_—
0 1 sin? 2s

L

2
:87{/(3ab4.$+a3b2.1—k+0828) ds =

Priklady k procviceni

1. Pomoci Fubiniovy véty vypoctéte integraly:

i) ///xy2zdxdydz, kde M = (0,2) x (1,3) x (1,2);
M

ii) ///esm”y“dxdydz, kde M = (0,1) x (0,1) x (0, 1);
M

R
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iv) ///xydmdydz, kde
M

M={(z,y,2) ER>: 220 A y20Azc+y<1 A0Z 2522 +9y2 +1);

1
—_— k
V) ///x+y+1dzdydz, de
M

M={(r,y,2) ER*: =20 Ay=20A220Az+y+2=1)

vi) ///x2y23 dzdydz, kde
M

M={(z,y,2) ER3: 2Say Ay=2xz=20Ay<1A 220}

iii) ///ﬁdxdydz, kde M = (0,1) x (2,5) x (2,4);
M

2. Pomoci transformace trojného integralu reste:

i) ///zda:dydz, kde M = {(z,y,2) €R3: 2= /22 +y2 A 2 < 1}
M

ii) ///zzdmdydz, kde M = {(z,y,2) € R3: 22 + 32 < 22— 22 — 4%}
M

iii) ///z\/x2 +y?2dxdydz, kde
M

M ={(z,y,2) eER3: 22 +9y2 <9 A y=20 A 0=Z 252}

1849
v7
@ &
2 <
Ckj ““\‘\
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VIR

1849

) [[[@+1?) dodydz, kde M = {(@y,2) € R 0?4 4? S 25 A 2 S 2k v
M AT

v) ///zd:rdydz, kde
M

M={(z,y,2) ER3: 220 A /22 +132-1Z 21— /22 +y2};

vi) ///(x2 +y*)dazdydz, kde
M

M ={(z,y,2) eER3: 2?2+ 92 +22 <1 A 22 +9% +22 < 22}

vii) ///alcydacdydz7 kde
M

M={(z,y,2) ER3: 22 +9y2 +22S1 A z2Z20Ay=0 A 220}

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

L

viii) /// Va2 +y?2 +22dxdydz, kde
M

M={(z,y,2) ER3: 0Zax<y A z=20 A 22+y?>+22 <1}
ix) ///ldxdydz, kdeM:{(az,y,z)eR3: 22+ 2 +2254 A zgx/:ﬁ—l—yz};
M

X) ///zdxdydz, kdeM={(z,y,z)eR3: 242+ 22 <4 N 22 /x2+y2}.
M
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Trojny int

S
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i¢eni

Kli¢ k prikladim k procvi

v

y =N

i) 26;

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

>

.a
—

|
o)

(]
S~—
)

— .

Yo

I = ..
N oy o

5] m ﬂ
—~ N

— = |

=

| nM (o} o [a\]

o g e | : -k - 15 oc  om == .
= o < k .“_0

~|Q - M .- ) 0
) % _1 ol 1_% K<t ~m_6 olo S = e 1_1 .n_w oM_S nM
— ~—~ ~—~ ~~ ~—~ — —~ — — — —~ —~ —~ — —~
== > > g — = = > -~ = = o] <
o= .- o o v cw -



Trojny integral 156 P S 0
R

2.5. Kontrolni testy ] | o

( e 94 »
) STRAN
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S
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Test 7. Rozhodnéte, zda nasledujici tvrzeni jsou pravdiva. <

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L

1. Pro kazdou funkei f: R® — R spojitou na mnoziné

M={(z,y,2) eR*:1<2<3A2Zy<3A15254)

/J/f(x’y’z)dxdydzl/g 2/3 1/4f(96,y,2)01y dz | da.

ANO NE

plati

2. Pro kazdou funkei f: R?* — R spojitou na mnoziné

M:{(w,y,z)ER3:0§w/\0§y/\0§z/\$+y+z§1}

plati
1 1 l-z—y
/// f(z,y,2)dedydz = / / / f(z,y,2)dz | dy | dz.
h AT (e
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3. Pro kazdou funkci f: R® — R spojitou na mnoziné " l 7
2\ 5
%,

O
%, <

STRANS,
TS

M={(z,y,2) eR>:0Z2<3AN-25y<2A1Z 250+ y+ 2012}

lati
b 5 T ) 5 D sl
///f(a:,y, z)dxdydz = / / /f(a:,y, z)dz | dz | dy.
M ) 1 0
ANO NE

Spravné zodpovézené otazky:

Ziskané body:

Procento tispésnosti:
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Trojny integral

Test 8. Rozhodnéte, zda nasledujici tvrzeni jsou pravdiva

1. Pro kazdou funkei f: R® — R spojitou na mnoziné
M ={(z,y,2) eR®>: 2?2 +y? <4z A —2Z 220}

plati
0 4cost
// f(z,y,2 d:cdydz—/ / /rf(rcost,rsint,z)dr dz | dt.
Zx \%2 \ 0
ANO NE

2. Pro kazdou funkci f: R® — R spojitou na mnoziné
M ={(z,y,2) e R®: 22 + y? < 4z A z £ 2 £ 50}

plati
2 50 4cost
// f(z,y,2 dxdydz—/ / rf(rcost,rsint,z)dr | dz | dt.
—%  \rcost 0
NE

ANO

m
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3. Pro kazdou funkci f: R® — R spojitou na mnoziné " . 7
2\ 5
%,

O
%) <

STRAVY,
0[(4- ““\‘\*’

M={(z,y,2) eR3: 22+ 92+ 22 <42 A 0L g}

plati D ZAPADOCESKA
M
T % 4sin?9
= / / / f(pcospcosd, psin pcos®d, psind)p? cosddp | dv | de.
0 \O 0
ANO NE

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tispésnosti:
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Test 9. Dopliite spravné vysledky. !

1. Necht M = {(z,y,2) ER*: 2 20Ay20A220Az+2y<2A0Z 25z +y}
Pak
///ldazdydz:
M

2.Necht’M:{(x,y,z)E]R3: T20AyZ20A2Z20Az+y=<1AzZay} Pak

///azydmdydz =
M

3.NechﬁM={(ﬂc,y,z)€R3: yiO/\y§ﬁ/\z§0/\x§0/\x+z§g}.Pak

/Z\Z/ycos(:v—i-z)dxdydz =

1 Zlomek »%  piste jako ,a/b“, ndsoben{ ,ab“ jako ,a*b“, mocninu ,a’¢ jako ,a"b“, odmocninu ,/a*
jako ,sqrt(a)“, logaritmus ,Ilna* jako ,ln(a)“, ¢islo ,7“ jako ,pi“, apod. Napf. vyraz ,,’T—; -(3In®7— é)“
napiseme jako ,,(pi)”2/8*(3*(1n(7)) 3-sqrt(5)/2)“.
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4.Necht’M={(x,y,z)€R3:xiO/\yiO/\ziOAy§1—x2A2§x+y+1}. % I!V!I -
Pak R \ Isranit f
>

/J/ldmdydzz

5.Necht’M:{(a:,y,z)E]R3: x%O/\yiO/\z%O/\z§1—x/\z§1—y}.Pak

/]\Z/zdxdydz:

6. Necht’Mz{(x,y,z)eR?’: xiOAyiO/\ziOAx+y+z§1}.Pak

/]\Z/asdxdydz:

ZAPADOCESKA
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Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:




Trojny integral 162

Test 10. Dopliite spravné vysledky. !

1. Necht’M:{(x,y,z)ER?’: 1§:L‘2+y2§4/\0§z§3—y}.Pak

///x2ydxdydz =
M

2.Necht’M:{(:z:,y,z)ER3: 1§m2+y2§4/\0§z§3/\x§0/\yiO}.Pak

///a:zx/:ﬂ—l-yzdxdydz =
M

3. Necht’M:{(x,y,z)ER?’: 24+ +22<4Ay=0A ziO}.Pak

/J/(az+y+z)dmdydz:

! Zlomek »  piste jako ,a/b“, nasobeni ,ab“ jako ,a¥b“, mocninu »a’¢ jako ,a"b“, odmocninu ,/a“
jako ,sqrt(a)“, logaritmus ,Ina“ jako ,1n(a)“, ¢islo ,7“ jako ,pi“, apod. Napi. vyraz ,,"—82 -(3In*7— é)“
napiSeme jako , (pi)”2/8*(3*(1n(7)) " 3-sqrt(5)/2) “.
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4. Necht M = {(z,y,2) € R®: 2% + 3> + 22 < 2}. Pak v .
%,

/// Vaz+y?+22dedydz =
M

STRAVY,
4,
/01(4' ““\Qﬁ

L
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5. Necht M = {(m,y,z)€R3: xiO/\ng/\zg()/\x2+y2§l/\z§\/x2—|—y2}.
Pak

///(m+z)dwdydz=
M
6. NechﬁM:{(x,y,z)eR3: TZ0AYyZ20A 2222+ y>? /\1:2+y2+22§2}.Pak

/]\Z/ldxdydz:

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tispésnosti:
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anuloid, 138, 149
déleni intervalu, 10, 13, 102

funkce

charakteristicka, 22, 104

omezena, 13

primitivni, 11

Riemannovsky integrovatelna, 10, 15,
27, 103

tiidy C*, 41, 71, 120

vyssi transcendentni, 37, 58

hmotnost
desky, 75
télesa, 142
hustota
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plosné, 75

integral
dvojnésobny, 17, 30
dvojny, 9
dolni, 15
horni, 15
na intervalu, 12, 15
na méfitelné mnoziné, 27
Fresneluv, 36
jednorozmeérny, 10
Laplacetv, 58
trojnasobny, 108
trojny, 102, 103
dolni, 103
horni, 103
na méritelné mnoziné, 106
interval
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dvojrozmérny, 13
trojrozmérny, 102

Jacobian, 41, 120
lemniskata, 67

mira

Jordanova, 22
mnozina

méfitelna, 22, 104
moment

setrvacnosti, 75, 143

staticky, 75, 143

norma déleni, 16

objem télesa, 67, 135
oblast
elementarni
druhého druhu, 26
prvniho druhu, 26
obsah

obrazce, 64
plochy, 71
pravidlo
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souéet L

dolni, 14, 103
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integralni, 16 UNIVERZITA
souradnice

cylindrické (valcové), 121
zobecnéné, 138
polarni, 45
zobecnéné, 52
sférické, 126
zobecnéné, 131

téleso
Vivianiovo, 67
téziste, 75, 143

véta

Fubiniova
pro dvojny integral na M, 30
pro dvojny integral na intervalu, 17
pro trojny integral na M, 107

o existenci
dvojného integralu, 17
jednorozmérného integralu, 11
trojného integralu, 104
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o substituci
dvojného integralu, 41
jednorozmérného integralu, 40
trojného integralu, 120

o vlastnostech
dvojného integralu, 28
métitelnych mnozin, 25

o vypoctu jednorozmérného integralu,

11
zékladni, algebry, 60
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