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<« obsah Zakladni soubor funkei v R 1-1

Linearni funkce

R prok#0,
fry=kx+q  kqgeR,  D(f)=R, H(f)=
{¢} prok=0.
YA YA YA

. / y=q \ y=kx+gq
q/ y=kr+q 1 q\
Tk

/ 0 >

o
Y
o

|
Y
Y

Grafy linearnich funkci
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<« obsah

Zakladni soubor funkei v R

Linearni funkce

R prok #0,
fry=kz+q,  kqg€eR,  D(f)=R, H(f)={
{¢} prok=0.
Vlastnosti:
grafem linedrni funkce je pFimka,
linedrni funkce je konvexni, konkavni a monotdnni,
linedrni funkce je spojitd, diferencovatelnd a hladka,
pro k > 0 je f prostd a rostouci,
pro k < 0 je f prosta a klesajici,
[ pro k =0 je f konstantni funkce (konstanta),
pro k = 0 je f neklesajicii nerostouci, omezend a periodickd s libovolnou periodou,
B prog=0ak#0se f¥ka pfima umérnost,
El pro g =0 je f licha,
it progq=Fk=0 je f lichd i sud4.

kma.zcu.cz 2012 2
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<« obsah Zakladni soubor funkei v R 1-2

Kvadraticka funkce

f:y:am2+bm+c=a(m—mo)2+y0, a,bceR, a#0, z9g=—=

0 Yo =C— 4a>»
D(f) =R, H(f)—{ (w0, $0)  proa >0,

(—o0,y0) proa<o0.

y y=az?+br+c
b2
4~
/\ ¢
a<0
b
i 2a
b [0 T
2a
. \
2|
S
Grafy kvadratickych funkci
mi21. ¥4 kma.zcu.cz 2012
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<« obsah Zakladni soubor funkei v

Kvadraticka funkce
fry=ar?+br+c=alr—x0)*+9, a,bce€R, a#0, zo=—2=

(Yo, +00) pro a >0,
(—o0,y0) proa<o0.

D(f) =R, H(f)= {

Vlastnosti:
grafem kvadratické funkce je parabola,
kvadraticka funkce neni omezeng,
kvadraticka funkce je spojitd, diferencovatelnd a hladk3,
A pro a > 0 je f ryze konvexni, omezend zdola a neni omezend shora,
A pro a <0 je f ryze konkdvni a omezena shora a neni omezend zdola,
@ pro b =0 je f sud4.

kma.zcu.cz 2012
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<« obsah Zakladni soubor funkei v

Mocninna funkce s celym exponentem

fry=2", nez, {1} pro n = 0,
R pro n > 0 liché,
D(f) = K pron = 1, H(f)=< R\ {0} pron <0 liché
] R\{0} pron<o0, - P ’

(0,+00) pron >0 sudé,
(0,4+00) pron < 0 sudé.

Y Y

Grafy mocninnych funkci s celym exponentem

kma.zcu.cz
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<« obsah Zakladni soubor funkei v

Mocninna funkce s celym exponentem

fry=z", nez, {1} pron =0,
R pro n > 0 liché,
D(f) = K pron = 1, (f)y=1< R\ {0} ron < 0 liché
“ 1 R\ {0} pron<o0, - P )

(0,+00) pron >0 sudé,
(0,4+00) pron < 0 sudé.
Vlastnosti:

grafem mocninné funkce je pro n = 1 p¥imka, pro n > 2 parabola n-tého stupné,
pro n = 0 &ast pfimky a pro n < —1 hyperbola stupné —n + 1,

mocninna funkce je lichd pro n liché a sudd pro n sudé,
mocninnd funkce je spojitd a diferencovatelnd na D(f),

pro n liché f neni omezend zdola ani shora, nemd minimum ani maximum, je
rostouci pro m > 1 liché a klesajici na (—o00,0) a na (0, +00) pro n < —1 liché,

pro n > 2 sudé je f zdola omezend, neni omezend shora, nema maximum, je
rostouci na {0, +00) a klesajici na (—oo,0), ma ostré minimum v bod& x = 0,

pro n < —2 sudé je f zdola omezend, neni omezend shora, nema maximum ani
minimum, je rostouci na (—o0,0) a klesajici na (0, +00).

kma.zcu.cz 2012 4 /82



<« obsah Zakladni soubor funkei v R

Funkce n-ta odmocnina

je funkce inverzni k &asti mocninné funkce s p¥firozenym mocnitelem

R pro n liché,
fry= ¥z, neN, n>2 D(f)—H(f)—{

(0,+00) pro n sudé.

)

Graf druhé, t¥eti, paté a desité odmocniny

3
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<« obsah Zakladni soubor funkei v

Funkce n-ta odmocnina

je funkce inverzni k &asti mocninné funkce s p¥firozenym mocnitelem

R pro n liché,
fry= ¥z, neN, n>2 D(f)—H(f)—{

(0,+00) pro n sudé.

Vlastnosti:
n-td odmocnina je prostd, rostouci a neni omezen3,
n-td4 odmocnina je spojitd na D(f) a diferencovatelnd na D(f) \ {0},
pro n liché je f lichd, neni omezena zdola ani shora, nema minimum ani maximum,

pro n sudé je f omezend zdola, neni omezend shora, nema maximum a ma ostré
minimum v bod& x = 0,

f neni lipschitzovsky spojita na okoli bodu 0.

Vztahy:
(Yo)r = Y = =z pro € R a n liché,
Vz

N
3
I
3
8
3
I

x pro z € (0,+00) a n sudé.

kma.zcu.cz 2012 5



<« obsah

Z3kladni soubor funkei v

Mocninna funkce s racionalnim exponentem

f:y:a:%, méeZ, néeN,
YA
‘1/7,1‘:
1-//.1/—
71= 0 =1
71-

Grafy mocninnych funkci s raciondlnim exponentem

(0,+00) pro ™ >0, n sudé,
R pro 7t > 0, n liché,
(0,+00) pro = <0, n sudé,
R\ {0} pro ™ <0, n liché.
y
y=a
_—k Yy =710
| ;
71: 0 :1 T
S\ -1
y=a
kma.zcu.cz 2012
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<« obsah Zakladni soubor funkei v

Mocninna funkce s racionalnim exponentem

(0,+00) pro ™ >0, n sudé,
™ R pro 7t > 0, n liché,
fry=an, meZ, neN, D(f) =
(0,+00) pro = <0, n sudé,
R\ {0} pro ™ <0, n liché.
Vlastnosti:

mocninna funkce je lichd pro m a n liché a je sudd pro m sudé a n liché,

mocninna funkce je spojitd na D(f) a diferencovatelnd na D(f) \ {0}.

kma.zcu.cz 2012
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<« obsah Zakladni soubor funkei v R

Mocninna funkce s obecnym redlnym exponentem

(0,+00) proa >0,
fry=2a", a € R\Q, D(f)=H(f)={
(0,400) proa<O0.

]Y

Grafy mocninnych funkci s iraciondInim exponentem
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<« obsah Zakladni soubor funkei v

Mocninna funkce s obecnym redlnym exponentem

(0,+00) proa >0,

fry=2%  a€eR\Q D(f):H(f):{
(0,400) proa<O0.

Vlastnosti:
mocninnd funkce je prostd a ryze monotdnni,
mocninnd funkce neni omezena,
mocninna funkce je spojitd na D(f) a diferencovatelnd na (0, +00),
f je rostouci pro a > 0 a klesajici pro a < 0,

f je zdola omezend, neni shora omezena, nemd maximum, pro a < 0 nema
minimum a pro a > 0 ma ostré minimum v bodé = = 0.

kma.zcu.cz 2012
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<« obsah

Zakladni soubor funkei v R 1-7

Polynomicka funkce n-tého stupné
P:y=anz"+an_12" '+ -+ a1z + ao,

n € No, an #0,
ar €R, £=0,...

7”7 an 7é 07
D(P)=R.

Y A

VANV
V.

Grafy polynomickych funkei

Y
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<« obsah Zakladni soubor funkei v

Polynomicka funkce n-tého stupné

P:y:anx"—i-an—lm"_l+---+a1w+ao, n € No, an #0,
ar €ER, k=0,...,n, ap, #0,
D(P) =R.

Vlastnosti:
polynomicka funkce je spojitd, diferencovatelnd a hladka,
polynomicka funkce stupné n > 1 neni omezen3,
podle zakladni véty algebry ma kazda algebraickd rovnice P(z) = 0 stupné n > 1
v oboru komplexnich &isel alespori jeden kofen,

kazd3 algebraickd rovnice P(z) = 0 stupn& n > 1 md v oboru komplexnich &isel
pravé n kofenil (se zapot&itanim nédsobnosti),

podle Descartovy véty je pocet kladnych kofen(i algebraické rovnice P(z) =0
stupn& n > 1 bud roven po¢tu znaménkovych zmé&n v posloupnosti koeficientil ao,
ai, ..., Gn, nebo je o sudy pocet mensi.

kma.zcu.cz 2012 8 /82



<« obsah

Z3kladni soubor funkei v

Linearni lomena funkce

ar+b

fry=

cx+d’

a,b,c,d€R, c#0, ad—bc#0, D(f)=

YA

ar+b
cx+d

ad —be <0

Graf nepfimé timé&rnosti (pro k = 1) a linedrni lomené funkce

kma.zcu.cz
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<« obsah Zakladni soubor funkei v

Linearni lomena funkce

Fry="2F0 e deR, c£0, ad—be £ 0, D(f) =R\ {-¢},

cx +d’
H(f)=R\{2}.

Vlastnosti:
grafem linedrn& lomené funkce je rovnoosd hyperbola se sttedem v bod& [—%, %]
linedrn& lomena funkce je prostd,
linedrn& lomend funkce je spojitd a diferencovatelnd na D(f),

f neni omezena zdola ani shora, nema minimum ani maximum,
pro ad —be < 0 je f klesajici na (—oo, —2) a na (—%,400),
d

pro ad —be > 0 je f rostoucina (—oo,—%) ana (—%,+00),

f neni monoténni na D(f) = (—oo,—¢) U (—¢,400),

c

f neni spojitd na R, v bodé = = f% ma bod nespojitosti 2. druhu,

lim f(z) =Foo proad—becs 0, lim f(z) =400 proad—bcs0,
z—>—27 z—s—dT
proa=d=0,b#0 k= % jef:y= % jeZ se nazyva nepfima umérnost;

je to licha funkce.

kma.zcu.cz 2012 9



<« obsah Zakladni soubor funkci v R 1-9

Exponencialni funkce

f:y=a", a>0,a#1, D(
f:y=¢€", e je Eulerovo ¢&islo, D(

0

Grafy exponencialnich funkef

mi21.vsb.cz kma.zcu.cz

2012
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<« obsah Zakladni soubor funkei v

Exponencialni funkce

fry=a", a>0,a#1, D(f) =R, H(f) = (0,+00),
f:y=¢€", e je Eulerovo ¢&islo, D(f) =R, H(f) = (0,400)
Vlastnosti:

graf exponencidlni funkce je exponenciala,

exponencidlni funkce je prostd,

exponencidlni funkce je spojitd, diferencovatelnd a hladka,

f je rostouci pro a > 0 a klesajici pro a < 0,

f je zdola omezend a neni omezend shora, nema maximum ani minimum,

e je Eulerovo ¢&islo:

n—-+oo

n +oo
1 1
e= lim (1 + 7> = E -5 = 2.718281828459045235360287471 . ..
n n.

n=0

kma.zcu.cz 2012



<« obsah

Logaritmicka funkce

Zakladni soubor funkei v R 1-10

[ y=log,z, a>0,a#l, D(f) = (0,400), H(f) =R,
f: y:lOgZIJ:lOglol’, D(f):(0,+00), H(f):Ra
[+ y=Ilnz=log, =, e=2.71828182... D(f)=(0,400), H(f)=R.

YA

A

y=logz

2
3

3}

Grafy logaritmickych funkci

mi2l.vsb.cz | kma.zcu.cz 2012

je funkce inverzni k exponencidlni funkci
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<« obsah Zakladni soubor funkei v

LogaritmiCké funkce je funkce inverzni k exponencialni funkci
f: y=log,z, a>0, a#l, D(f)=(0,+00), H(f)=R,
[+ y=logz =log,u, D(f) = (0,+00), H(f)=R,

f: y=Inz =log,x, e=12.71828182... D(f)=(0,+c0), H(f)=R.

Vlastnosti:
graf logaritmické funkce je logaritmicka kFivka,
logaritmicka funkce je prosta,
logaritmicka funkce je spojitd, diferencovatelnd a hladk3,
f je rostouci pro a > 1 a klesajici pro 0 < a < 1,

f neni omezena zdola ani shora, nema minimum ani maximum.

Vztahy:

log, =

a =x prox >0, log,a” =z prox €R.

kma.zcu.cz 2012 11
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<« obsah Zakladni soubor funkei v R

Goniometrické funkce

f: y:SiHZL’, D(f):R7 H(f):<_171>7
f: Yy =cosz, D(f): H(f):<_171>,
fry=tge =222, D(f):R\{2k+ V3. keZ}, H(f)=R,
fiy=cotgr = &2, D(f) =R\ {kr, k€ Z}, H(f) =R

y =sinx le
,;w\/zn n\—4i ﬂ\/n <l7r\ T

Grafy goniometrickych funkci

kma.zcu.cz 2012
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<« obsah Z3kladni soubor funkei v

Goniometrické funkce

f: y:sinx, D(f):R7 H(f):<_171>7
f: Yy =cosz, D(f): H(f):<_171>7
fry=tgs =2L D(f):R\{2k+ )3, keZ}, H(f)=R,
f:y=cotgx =22 D(f) =R\ {kn,keZ}, H(f)=R.

Vlastnosti:
funkce sinus, tangens a kotangens jsou liché funkce, kosinus je funkce sudd,

funkce sinus a kosinus jsou omezené 2m—periodické funkce,
funkce tangens a kotangens jsou neomezené m—periodické funkce,

v8echny goniometrické funkce jsou spojité na D(f).

Vztahy pro z,y € R:

sin(2z) = 2sinzcosz, sinz +siny = 2sin m;y cos TZ¥,
cos(2x) = cos’x —sin’z, sinz —siny = 2cos Zf¥sin %
. _ . . _ x4y
sin(rty) = sinzcosy =t coszsiny, cosx +cosy = 2cos F¥ cos TFY,
cos(xty) = cosxcosyFsinzsiny, CoST — Ccosy = —ZSlnLﬂ‘sm—

kma.zcu.cz 2012 12



<« obsah

Cyklometrické funkce
f:

.Y = arccoszx,

- =

Zakladni soubor funkei v R

y = arcsinx,

1y = arctgx,

: y = arccotg x,

j = arcsinx

H

'y

B

jsou funkce inverzni k &istem goniometrickych funkei

Y

D(f) = (-11),
D(f) = (-1,1),
D(f) =R,
D(f) =R,

y = arctgx

Grafy cyklometrickych funkci

kma.zcu.cz
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<« obsah Zakladni soubor funkei v

Cyk'Ometl‘iCké funkce jsou funkce inverzni k &istem goniometrickych funkei
f: y:arCSinx, D(f):<_171>7 H(f):< g7g>7
f: y=arccos, D(f)=(-1,1),  H(f) = (0,7),
[ y=arctgz, D(f) =R, H(f)=(-%.%):
f: y = arccotgz, D(f) =R, H(f)=(0,m).
Vlastnosti:
funkce arkussinus a arkustangens jsou liché funkce,
arcsin(—z) = —arcsinz a  arccos(—z) = m —arccosz  pro x € (—1,1),
arctg(—x) = —arctgx a arccotg(—x) = w — arccotgx  pro x € R,

vdechny cyklometrické funkce jsou spojité na D(f).

Vztahy:
sin(arcsinz) = = proxz € (—1,1), cos(arccosx) = = proz € (—1,1),
arcsin(sinz) =« proz € (—%,%), arccos(cosz) = = pro x € (0, ),
tg(arctgz) = = proz € R, cotg(arccotgz) = & proz € R,
arctg(tgz) = = proz € (-3, %), arccotg(cotgx) = = pro z € (0,7),
arcsinx + arccosxz = 3 pro x € (—1,1), arctgr = arccotg% pro x > 0,
arctgx + arccotgr = 3 prox € R.

kma.zcu.cz 2012 13
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<« obsah Zakladni soubor funkei v R

Hyperbolické funkce

f+ y=sinhe =S=—, D(f) =R, H(f) =R,
f: y=coshzx :#, D(f) =R, H(f)=(1,+00),
f:y=tghz =2z, D(f) =R, H(f)=(-11),
f: y=cotghe = P2, D(f) =R\ {0}, H(f) =R\ (-1,1)
YA YA
1 y =tghx
, 0 T
1 y=sinhe |
0 g L
x

Grafy hyperbolickych funkei

kma.zcu.cz 2012 14



<« obsah Z3kladni soubor funkei v

Hyperbolické funkce

f: y=sinhe =<=—, D(f) =R, H(f) =R,

f: y=coshzx :#, D(f) =R, H(f)=(1,+00),

f:y=tghe =i D(f) = R, H(f) = (-1,1),

f:y=cotghs = sz, D(f)=R\{0},  H()=R\(-1,1)
Vlastnosti:

funkce hyperbolicky sinus, hyperbolicky tangens a hyperbolicky kotangens jsou
liché funkce, hyperbolicky kosinus je funkce sudd,

vdechny hyperbolické funkce jsou spojité na D(f).

Vztahy pro z,y € R:

sinh(2z) = 2sinhz coshz, sinhz + sinhy = 2sinh £¥ cosh 25¥

T—

cosh? & + sinh? , sinhz — sinhy = 2cosh %ﬂ sinh
2 cosh % cosh ¥,

coshz coshy + sinhxsinhy, coshz —coshy = 2sinh % sinh #5¥.

cosh(2x)

sinh(z + y) = sinhz coshy & coshzsinhy, coshz + coshy
cosh(z £ y)

kma.zcu.cz 2012 14 / 82



<« obsah Zakladni soubor funkei v R

Hypel’b0|0metriCké funkce jsou funkce inverzni k &astem hyperbolickych funkci

f: y=argsinhz, D(f) =R, H(f) =R,
f: y=argcoshz, D(f) = (1, +0), H(f)=(0,+00),
[+ y=argtghu, D(f) = (-1,1), H(f) =R,
f: y=argcotghz, D(f) =R\ (-1,1), H(f) =R\ {0}.
YA YA
y = argsinh x : |\ y = argcotg
X —1 0 '1 x
0 1 T 3 3
: Yy = argtéhx

Grafy hyperbolometrickych funkei

kma.zcu.cz 2012 5]



<« obsah

Hyperbolometrické funkce

Y

Z3kladni soubor funkei v

: y = argsinhz,
: y = argcosh z,

.y = argtghx,

f: y = argcotghuz,

Vlastnosti:

R, H(

(1, 4+00), H(

H(

[ =R\ (-1,1), H(

=R,
= (0, +00),
:]R7

R\ {0}.

funkce argument hyperbolického sinu, argument hyperbolického tangens a
argument hyperbolického kotangens jsou liché funkce,

viechny hyperbolometrické funkce jsou spojité na D(f).

Vztahy:
sinh(argsinh z)
argsinh(sinh z)

)
)

tgh(argtgh =
argtgh(tgh x

x proz €R, cosh(argcoshz) = z
x prox €R, argcosh(coshz) = z
x prox € (—1,1), cotgh(argcotghz) = =
z prozx€R, argcotgh(cotghz) = =
argsinhz = In(z++vz2+4+1) proz €R,
argcoshz = In(z++vz2—-1) proz >1.

kma.zcu.cz

prox > 1,
pro xz > 0,

prox € R\ (-1,

pro z € R\ {0},

2012

jsou funkce inverzni k &astem hyperbolickych funkci

1),
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<« obsah Zakladni soubor funkei v

Funkce signum (znaménkova funkce)

—1 prozxz <0,
fiy=sgnz = 0 proxz=0, D(f) =R, H(f)={-1,0,1}.
1 prox >0,
Yy
Y =Sgne
1 Y g
0 T
-1

Graf znaménkové funkce

kma.zcu.cz 2012 16 / 82



<« obsah Zakladni soubor funkei v

Funkce signum (znaménkova funkce)

—1 prozxz <0,
fiy=sgnz = 0 proxz=0, D(f) =R, H(f)={-1,0,1}.
1 prox >0,

Vlastnosti:
funkce signum je lichd funkce,
funkce signum je neklesajici funkce,
funkce signum je spojitd v kazdém bod& z € R\ {0},

funkce signum neni spojitd v bodé = = 0, v tomto bod& ma bod nespojitosti
1. druhu se skokem 2

f(0—=) = lim sgnz = —1,
z—0"
f(0+) = lim sgnz =1.

z—0

kma.zcu.cz 2012



<« obsah Zakladni soubor funkei v R

Funkce absolutni hodnota

—x  prox <0,
fry=lz|= 0 proz=0, D(f) =R, H(f) =0, +00).
z proz >0,
YA
1 y = |z|
-1 0 1 =

Graf funkce absolutni hodnota

2012 17

kma.zcu.cz
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<« obsah Zakladni soubor funkei v

Funkce absolutni hodnota

—x  prox <0,
fry=lz|= 0 proz=0, D(f) =R, H(f) = (0, +00).
z proz >0,

Vlastnosti:
funkce absolutni hodnota je sudd funkce,
funkce absolutni hodnota je konvexni funkce,
funkce absolutni hodnota je spojitd na D(f),

funkce absolutni hodnota nemd derivaci v bod& x = 0 (neni diferencovatelnd
v bod& z = 0), jelikoZ ma v tomto bod& rizné jednostranné derivace

! _ . f(h)*f(())_ imM—_
7=0) = hl—lil)l— h B hl—>0— h L
/ o f(h)—fO) . |R]
fO) = hlgg+ h N h£%+ h L

kma.zcu.cz 2012



<« obsah Zakladni soubor funkei v R 1-17

Funkce horni a dolni cela ¢ast
[z] =min{k € Z, k >z} proz <0,
fry=Int(z) = 0 pro x =0,
lz] =max{k €Z, k<z} proz>0,

4

y=lz]

I funkce 1

| dolni celd &ast 1
-3
" 1
Y y=x— |z y=x — Int,(:r,)'/

= Frac(z) T j i j f

Grafy funkei horni a dolni celd &3ast, funkce Int a jejich zbytkd

mi21. >.CcZ kma.zcu.cz
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<« obsah Zakladni soubor funkei v

Funkce horni a dolni cela ¢ast
[z] =min{k €Z, k >z} proxz <0,

fry=Int(z)={ 0 proz =0, D(f)=R, H(f)=Z.
lz] =max{k €Z, k<z} prozxz >0,

Vlastnosti a poznamky:
funkce horni a dolni celd ¢ast a funkce Int jsou funkce neklesajici,
funkce Int a Frac : y = « — Int(z) jsou funkce liché,

e

funkce dolni celd &ast y = |x] byva Easto uvddéna jako celd &3st a znalena y = [z].

Vztahy:
VeeZ: Jz|=|z|=It(z) = =z,

I
8

Vz eR: Int(z) 4+ Frac(zx)

kma.zcu.cz 2012 18
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<« obsah Zakladni soubor funkei v R 1-18
Nékteré periodické funkce
fl: yzsgn(sinx), D(fl):]R7 H(fl =
f2 1y =sgn(cosw), D(f2) =R, H(f2
f3: y = arcsin(sinz), D(f3) =R, H(fs
fa: y = arccos(cosx), D(f1) =R, H(fs) =
Yy
v
y = sgn(cosx) A
Yy
?/A y = arccos(cos z)

0

Grafy periodickych funkei f1, f2, f3 a fa

kma.zcu.cz

2012
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<« obsah Zakladni soubor funkei v

Nékteré periodické funkce

fi: y=sen(sinz), D(f)=R,  H(f)={-1,0,1},
f2 : y:sgn(cos:r), D(fQ) :R7 H(fQ):{—l,O,l},
f3: y:arcsin(sinm), D(f3):R7 H(f3)2<—%7%>7
fa: y = arccos(cosz), D(f1) =R, H(fs) = (0, 7).
Vlastnosti:

funkce fi, f2, f3 a fa jsou omezené 2m-periodické funkce,
funkce f1 a f2 jsou po Edstech spojité a po Edstech hladké funkce,

funkce f3 a fa jsou spojité a po &dstech hladké funkce.

kma.zcu.cz 2012 19
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<« obsah

>

>

>

>

UZiteZné integralni funkce v R

Funkce gama

Exponencialni integralni funkce

Funkce integrélni logaritmus (integréllogaritmus)

Funkce integraIni sinus (integralsinus)

kma.zcu.cz

2-1
2-2

2-3
2-4

2-5
2-6

2012
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<« obsah UZitetné integralni funkce v R

Funkce gama

Y, D(T) = (0, +00).

Graf funkce gama

kma.zcu.cz 2012 20
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<« obsah UZitetné integralni funkce v R

Funkce gama

Vlastnosti:
Vz € D(T): I'(z) >0,
funkce I' je omezend zdola, neni omezend shora,
funkce I' je spojitd a diferencovatelna,

funkce I' je ryze konvexni,

lim I'(z) = +oo,
z—01
lim T'(z) = oo,
x— 400

[ funkce I' ma pravé jedno ostré lokdIni minimum v bod& o € (1,2),

zo = 1,46163.

kma.zcu.cz
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<« obsah

Funkce gama

Uzitegné integralni funkce v

- pro 0 < x <1,
sin 7w

21727 . /7 - T'(2z),

+o0o
/ e ' t* ' In"tdt proneN.
0

kma.zcu.cz

2012
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<« obsah UZite¢né integrélni funkce v R

Funkce chyb (chybova funkce)

erf(z) = %/0 et dt, D(erf) = R.

SY

Graf chybové funkce

kma.zcu.cz 2012 21 / 82



<« obsah

Uzitegné integralni funkce v

Funkce chyb (chybova funkce)

erf(z) = %/0 et dt, D(erf) = R.

Vlastnosti:
erf je lichd funkce,
erf je omezend, spojitd a diferencovatelnad funkce,

derf(z) _ ie 2

dx T , zkrfoo erf(z) = £1.

Vztahy:

/I erf(t)dt = werf() ~ o= (1-e"),

erf(z) — %(x_§+f_...>: z fﬂ

kma.zcu.cz 2012 21

82



<« obsah UZiteZné integralni funkce v R

Exponencialni integralni funkce

x t
/ %dt prox <0,  D(Ei) =R\ {0},

T t
v.p./ %dt prox >0,  H(Ei) =R

Graf exponencidlni integralni funkce

kma.zcu.cz 2012
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<« obsah UZite¢né integralni funkce v

Exponencialni integralni funkce

x t
/ %dt prox <0,  D(Ei) =R\ {0},

x t
v.p./ Cdt prox>0,  H(Ei)=R.

t

Vlastnosti:

Ei je spojitd na D(Ei),

x = 0 je bod nespojitosti 2. druhu, limg_,o Ei(z) = —oo,

Ei neni omezend zdola ani shora, lim Ei(z) =0, liT Ei(x) = 400,
T——00 r—r+400
dEi(z) €*

Ei je diferencovatelnd na D(Ei), 1 = -,
xr T

Ei je klesajici na (—oc0,0) a je rostouci na (0, +00),
Ei je ryze konkdvni na (—o0,0) a na (0,1), je ryze konvexni na (1,+o0),
Ei ma prévé jeden nulovy bod zo = 0,3725074107814, Ei(zo) = 0.

kma.zcu.cz
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<« obsah UZite¢né integralni funkce v

Exponencialni integralni funkce

T et
/ Tdt pro z < 0,

Ei(z) =
T et
v.p./ Tdt pro x > 0,
Vztahy:
Ei(z) = li(e”),
x ax __1
/ Ei(at)dt = zEi(az)— ,
0 a

2 30 4

Ei(z) = m_Z+T8_%+ :—Z

kma.zcu.cz

D(Ei) = R\ {0},

H(Ei) =R.

2012 22
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<« obsah UZite¢né integralni funkce v

Funkce integralni logaritmus (integrallogaritmus)

1
/ —dt pro0<z<l, D(li) = (0,1) U (1, +00),
0

Int
li(z) = -
.p- —dt 1 H() =R.
v.p /0 7 prox > 1, (1i)

YA
1T

L 5
0 : T

i Graf integrallogaritmu

kma.zcu.cz 2012 23 /82



<« obsah UZite¢né integralni funkce v

Funkce integralni logaritmus (integrallogaritmus)

1
/ —dt pro0<z<l, D(li) = (0,1) U (1, +00),
o Int

1
v.p./0 mdt prox > 1, H(li) =R.

Vlastnosti:

li je spojitd na D(li),

x = 1 je bod nespojitosti 2. druhu, lim1 li(x) = —o0,
T—
li neni omezena zdola ani shora, lim li(z) =0, lim li(z) = 400,
z—0+ T—r+o00
li je diferencovatelnd na D(li), d1iz) = L7
dx Inz

li je klesajici na (0, 1) a je rostouci na (1,+00),
li je ryze konkdvnina (0,1) a na (1, 4o0),
li m3 prévé jeden nulovy bod xo = 1,4513692348838, 1i(zo) = 0.

kma.zcu.cz 2012



ni funkce v

<« obsah UZitetné

Funkce integralni logaritmus (integrallogaritmus)

1
/ —dt pro0<z<l, D(li) = (0,1) U (1, +00),
0

Int
li(z) = -
v.p./0 i dt proxz>1, H(li) =R.
Vztahy:
li(z) = Ei(ln(z)),
* 1
/ li(at)dt = zli(az) — . li(a®*z®) pro a >0,
0
! In(2 + p)
tPlit)dt = ————2 prop > —2,
| e o
e In(—2 — p)
tPli(t)dt = ————72~ pro p < —2.
e —

kma.zcu.cz 2012
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<« obsah UZite¢né integrélni funkce v R

Funkce integralni sinus (integralsinus)

Si(x) = / Sty D(Si) = R.
0

t
YA
y = Si(z)
us
4
1
sin a
y=—
—— - Ny e e >
AN 0 1 x
-1
s
2

Graf integralsinu

kma.zcu.cz 2012 24 /82



<« obsah

Uzitegné integralni funkce v

Funkce integralni sinus (integralsinus)

Si(x) = / st gy,
0 t

Vlastnosti:

Si je lichd funkce,

Si je omezend, spojitd a diferencovatelna funkce,

sin x

d Si(z)
de

pro x # 0,
1 pro z =0,

Vztahy:

/Om Si(t)dt =
S

i(z) =

z Si(z) — 1+ cos(z),

Si(z) =~

kma.zcu.cz

D(Si) = R.

lim Si(z) = ig.

z—+oo

—+o0

(7x2)n

- x; @n+1)(2n+1)’

0
pro mala z,

2012

— — 7) sinx pro velkad kladna x.
T

24
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<« obsah UZite¢né integrélni funkce v R

Funkce integralni kosinus (integralkosinus)

+oo
Ci(z) = — / Lat, DO = (0, +00).

=
t

Graf integrélkosinu

2012 25 / 82
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<« obsah UZite¢né integralni funkce v

Funkce integralni kosinus (integralkosinus)

+oo
Ci(m):f/ Lat,  D(CI) = (0, +00).

Vlastnosti:
Ci je shora omezend, spojitd a diferencovatelna funkce,
dCi(z) cosz

e = 2 zlgél+ Ci(z) = —o0, IETOO Ci(z) = 0.

Vztahy:

/OECi(t)dt — 2 Ci(z) —sin(a),

122 12* 128 = (—x®)"
Ci = me—-2 4= 2% 4 4
i) Tt Tee T 7+”+T;(2n)!2n’
¥+ Ilnx pro mala kladna z,

Ci(x)

X
RS
8|~
|
Hw‘w
N————
2.

B

)

|
VS
H.o"—‘

6 [ (
— —; ) cosz pro velkd kladnd z,
T

kde v je Eulerova—Mascheroniho konstanta: v = 0, 577215664901533 . ..

kma.zcu.cz 2012
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<« obsah

>

>

>

>

>

>

Pozoruhodné funkce v R

Omezens funkce s bodem nespojitosti 2. druhu

Spojita funkce bez derivace v potatku

Diferencovatelna funkce, kterd neni hladkd

Cantorovy d'dbelské schody

Takagiho spojitd a nikde diferencovatelnd funkce

Féjerova spojitd funkce s divergentni Fourierovou fadou

Riemannova funkce

kma.zcu.cz

3-1
3-2

3-3
34

3-5
3-6

3-7
3-8

2012
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<« obsah Pozoruhodné funkce v R 3-1

Omezena funkce s bodem nespojitosti 2. druhu

1
sin — pro z # 0,
0 pro z =0,

008 %

1T

Grafy funkce f

mi21.vsb.cz | kma.zcu.cz 2012 26 / 82



<« obsah Pozoruhodné funkce v

Omezena funkce s bodem nespojitosti 2. druhu

1
f@y={ e PeTEY pyor H() = (1),
0 pro x = 0,

Vlastnosti:
funkce f je omezena,
funkce f je lichd,
funkce f je spojitd na R\ {0},

funkce f neni spojita v bodé = = 0, v tomto bod& ma bod nespojitosti 2. druhu,
jelikoZ obé jednostranné limity neexistuji,

n = %7 nll}}rloo n = 0 a ngl-T&-loof(an) - 0’
1 . .
bp = ——— lim b, =0 a lim f(b,) =1.

% —+ 21’L’7‘r7 n—-+4oo n—-+4oo

kma.zcu.cz 2012
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<« obsah Pozoruhodné funkce v R

Spojita funkce bez derivace v pocatku

1
rsin— prox #0,
flx) = z D(f) =R.
0 pro x = 0,
Y4 Y
0.02]
> QL -
T —0.02
1] o002

Grafy funkce f

kma.zcu.cz
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<« obsah Pozoruhodné funkce v

Spojita funkce bez derivace v pocatku

f(z) =

{ msin% pro x # 0, D(f) =R.

0 pro x = 0,

Vlastnosti:
funkce f je omezend,
funkce f je sudd,
funkce f je spojitd na D(f) =R,
funkce f je diferencovatelnd na R\ {0},

1 1 1
A4 R  f =sin — — — —
z € R\ {0} (z) = sin . Cos e

funkce f nemd derivaci v bodé z =0,

f/(0) = lim S0 =10 _ lim sin% heexistuje.

h—0 h h—0

kma.zcu.cz

2012
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<« obsah Pozoruhodné funkce v R

Diferencovatelna funkce, ktera neni hladka

2 . 1
fa@y={ Ty PerEL R H() =R
0 pro x = 0,

—0.61 S 001t

Grafy funkce f

kma.zcu.cz 2012
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<« obsah Pozoruhodné funkce v

Diferencovatelna funkce, ktera neni hladka

2 . 1
fa@y={ Ty PerEL R H() =R
0 pro x = 0,

Vlastnosti:
funkce f neni omezena zdola ani shora,
funkce f je licha,
funkce f je spojitd na D(f) =R,
funkce f je diferencovatelnd na D(f) = R,
VreR\{0}: f'(z)= szin% — Cosé,

7(0) = tim L0 —10)

. 1
M T T mpheing =0

derivace f’ neni spojitd v bod& = = 0, jelikoZ limita lin%J f'(z) neexistuje,
T—

funkce f neni hladkd na D(f).

kma.zcu.cz 2012 28
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<« obsah Pozoruhodné funkce v R
Cantorovy dabelské schody
=

=

—
=
=
~
—

Il

—~
L

[
=

f(x)= lim fu(z),  D(f

n——+oo

~

2 fn-1(32) prox € [0,1),
fo(z) ==, VneN: fu(z)=¢ 1 proz € [1 2],
T4+ 3f1(Bz—2) proxe (2,1]
YA YA YA
! y = fo(z) ! y = fi(z)
1]
z v = f(@)
0 1% 0 12 1 %
3 3
Y 4 Y4
Ty =fa o P
0 T 1 0 T 1 0 1z

Grafy funkci fo, f1, f2. f3 a graf limitni funkce f.
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<« obsah Pozoruhodné funkce v

Cantorovy dabelské schody

f)= dim_ful@).  D(f)=(0.1), H(f)
3fn—1(3)
folz) =z, VneN: folz)=14 2
Ll Be—2)

Vlastnosti:
funkce f je spojitd i stejnomérné spojitd,
funkce f neni absolutn& spojitd na (0, 1),
funkce f ma omezenou variaci,
funkce f je Lebesgueovsky i Riemannovsky integrovatelnd,

derivace f’ je skoro viude nulova,

0= / F(@)da # £(1) — F(0) = 1.

kma.zcu.cz

2012
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<« obsah

Pozoruhodné funkce v R

Takagiho spojita a nikde diferencovatelna funkce

n

i 1 k
f@) = lm_fo@),  D()=R  Wnelo: fule) =3 5o (2*2),
p(z) = dist(z,Z) = min |x — m|.
mezZ
y YA
1 4
y = fo(z) = p() 1
2 y = f(x)
0 1 1 =%
2 i1~ X
y 2
1]
y = f2()
%.
— é [ >
+ — 1 1 3
0 1 ,; 1 z 0 1 2 1 L
Grafy funkci fo, f1, f2, f3 a graf limitni funkce f.
kma.zcu.cz 2012



<« obsah Pozoruhodné funkce v

Takagiho spojita a nikde diferencovatelna funkce

n

fl@y= lim fa(w),  D(f)=R,  Vn€No: falx)=>_ 2%0 (2*2),
k=0
p(z) = dist(z,Z) = mér% |x —m].
Vlastnosti:
H(f) € (0,1),

funkce f je sud3,

funkce f je periodickd se zékladni periodou 1,

funkce f je spojitd,

funkce f neni diferencovatelna pro zadné x € R,
funkce f nem3 jednostranné derivace pro Zzadné x € R,

funkce f je a-hélderovsky spojitd pro a € (0,1).

kma.zcu.cz 2012
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<« obsah Pozoruhodné funkce v R

Féjerova funkce s divergentni Fourierovou fadou

n_ 2sin (2’“333) 2k°

f(z) :nEwan(x), D(f) =R, VneN: fu(z) :Z 5 ZSir;lx-

k=1 =1
y
3
2
—+ -
-7 | T T
-1

Grafy funkci f1, f2 a graf limitni funkce f.

kma.zcu.cz 2012 31
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<« obsah Pozoruhodné funkce v

Féjerova funkce s divergentni Fourierovou fadou

n_ 2sin (2’“31') 2k°
f(z)= lim fu(z), D(f)=R, VneN: fu(z)=

inl
n—-+oo r Z ]{j2 Z Slr} :C.

k=1 =1

Vlastnosti:
funkce f je sudd,
funkce f je periodickd se zakladni periodou 27,
funkce f je spojitd,

Fourierova ¥ada funkce f je divergentni v bodé 0.

kma.zcu.cz 2012 31
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<« obsah Pozoruhodné funkce v R

Riemannova funkce

f(@) = lim fn(z),

n—-+oo

Yy
y = fi(z) 1T/\
~ T

D(f)

R,

VneN: fo(z) =

y = f(x)

Grafy funkei f1, f2, f3 a graf limitni funkce f.

kma.zcu.cz
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<« obsah Pozoruhodné funkce v

Riemannova funkce

f@)= lm fu@), D()=R,  ¥neN: fula)
Vlastnosti:
funkce f je licha,
funkce f je periodickd se zakladni periodou 27,
funkce f je spojita,
funkce f neni nikde diferencovatelnou funkci,
funkce f ma kone&né derivace pouze v bodech
2p+1
= Z
Zo 7T2q ¥ 1’ P, q € 4,

a navic f'(zo) = —%.

kma.zcu.cz
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<« obsah

Pozoruhodné funkce v R

Riemannovsky integrovatelna funkce

f@= lm fu@), DFH)=R  VneN: ful)=3 ~="
y
Yy Y
y=h) 1 : y=fole) 1 /
/ / y=f(z) 1
=1 0 1 z /—1 0 1 T
5 /
Y
y=fila) 1

// /

ol

/ /

Grafy funkci f1, fo a fa a graf limitni funkce f.

kma.zcu.cz
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<« obsah Pozoruhodné funkce v

Riemannovsky integrovatelna funkce

n

f@)= lim fuo(x), D(f)=R, VYneN: fo(x)=)_

n——+oo
k=1

kx — [kx]
k2

Vlastnosti:
funkce f je lichd,
funkce f je periodickd se zakladni periodou 2,
funkce f je omezena,
funkce f neni spojitd na R,
funkce f ma nekone&n& mnoho bodii nespojitosti mezi dvéma libovolnymi body,

funkce f je Riemannovsky integrovatelna.

kma.zcu.cz 2012
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<« obsah Z&kladni soubor funkei v R

e > ey = £y 1
me > f(@oy) =l H Iyl 42
== > f@y) = +6ay+uv 43
== >y =ayin@2+y®) 44
m= rf@w = tey+yro—2y 45
== > fley) =t p2yt — 1402 — 16y 4240 46
me > f(wy) =sinefsiny 47
== > f(woy) =sinwsiny 8

Y f(eiy) =sin(e+y) . 49

Y f(ey) =sin(@y) 410
me (@2 4% 222 = a2 g2 22 411

ye-ye2e?=1-s2 w12
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<« obsah Z&kladnf soubor funkei v R 4-1

f(xvy):x2+y2v D(f):R27 H(f)=<0,+00)

XSS
SRS
S

Graf funkce f Y
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<« obsah

Z&kladni soubor funkci v R®  4-1

flay)=2"+y>,  D(f) =R?

% S
DN A
e
% >

Ao
0%
O
"z\‘&

J

S
s
o

<S5

%

S
S

So

<

Graf funkce f

mi21.vsb.cz kma.zcu.cz
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<« obsah Z&kladni soubor funkei v R
fay)=2"+y*,  D()=R’,  H(f)=(0,+00).

Vlastnosti:
f je omezend zdola, neni omezend shora,

f je spojitd a diferencovatelna,

of _ of _ _
5 = 2T 9y =2y, grad f(z,y) = (22, 2y),

f ma prévé jedno ostré minimum v bod& (x,y) = (0,0), nema maximum.
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<« obsah

Z&kladni soubor funkei v R

flzy)=lal+lyl,  D(f)=R*  H(f)=(0,+00).

Graf funkce f Y
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H(f)=(0,+00).

4-2
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Z&kladni soubor funkei v R

<« obsah

D(f) =R?,

f(@,y) = |2 + [y,

Graf funkce f
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<« obsah Z&kladni soubor funkei v R
flzy)=lal+lyl,  D(f)=R*  H(f)=(0,+00).

Vlastnosti:
f je omezend zdola, neni omezend shora,
f je spojitd na D(f) = R? a diferencovatelnd na {(z,y) € R*: zy # 0},

of 1 proxz >0, of 1 proy >0, grad f(z,y) = (sgnz,sgny)
or —1 proxz <0, By -1 proy <O, pro xy # 0,

f ma pravé jedno ostré minimum v bod& (x,y) = (0,0), nem3 maximum.
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<« obsah Z&kladni soubor funkci v R 4-3

fla,y)=2"+6zy+y>,  D(f)=R>  H(f)=R

Grafy funkce f
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4-3

Z&kladni soubor funkci v R

<« obsah

D(f) =R,

fla,y) = 2° + 62y + 9y,

Grafy funkce f
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<« obsah Z&kladni soubor funkei v R

flz,y) =2 +6zy+y°,  D(f)=R>,  H(f)=R.

Vlastnosti:
f neni omezena zdola ani shora,

f je spojitd a diferencovatelna,

% = 2z + 6y, % = 6 + 2y, grad f(z,y) = (2z + 6y, 6z + 2y),

f nemd Zadny globalni ani lokalni extrém, v bod& (x,y) = (0,0) m3 sedlovy bod.
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<« obsah Zakladni soubor funkci v R“ 4-4

D(f)=R?>  H(f)=R.

fmwz{wmw+f)mu%m¢mm

pro (x,y) = (0,0),

Grafy funkce f
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<« obsah Zakladni soubor funkci v R“ 4-4

D(f)=R?>  H(f)=R.

f@wz{wmw+f)mﬂaw#mm

pro (x,y) = (0,0),

Grafy funkce f
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<« obsah Zékladni soubor funkci v R*

f(:v,y) =

o

{ zyln(z® +y?)  pro (z,y) # (0,0),
pro (,y) = (0,0),

Vlastnosti:
f neni omezena zdola ani shora, je spojita,
f nema Zadny globalni extrém, ma &ty¥i lokdIni extrémy,
f ma pé&t sedlovych bodi: (0,0), (£1,0) a (0,+£1).
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<« obsah Zakladni soubor funkci v R“ 4-5

flzy) =2 +ay+y° +x—2y,  D(f) =R

Grafy funkce f
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<« obsah Zakladni soubor funkci v R“ 4-5

flzy) =2 +ay+y° +x—2y,  D(f) =R

Grafy funkce f
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<« obsah Zékladni soubor funkci v R*

fly) =" +ay+y>+2—-2y, D(f) =R

Vlastnosti:
f je omezend zdola, neni omezend shora,

f Je spojitd a diferencovatelnd,

of af

or Jy

f ma pravé jedno ostré minimum v bod& (z,y) = (fg, g), nema maximum.

Y
SN\\ | /LSS p LS
DN Bl A P
——~N\ LSS

A=\ S S AL
PV s Sl

kma.zcu.cz 2012



<« obsah Z&kladni soubor funkci v R 4-6

fla,y) =z + 25" — 142® — 16y° + 24z,

Grafy funkce f
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<« obsah Z&kladni soubor funkci v R 4-6

f(z,y) =a* +2y* — 142 — 169> + 24z,  D(f) = R>.

Grafy funkce f
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<« obsah Zékladni soubor funkci v R*
flay) =" +2y" — 142® — 16y° + 242,  D(f) =R’

Vlastnosti:
f je omezend zdola, neni omezend shora,

f Jje spojitd a diferencovatelna,

% = 4a® — 280424, % = 8y® —32y, grad f(z,y) = (4o — 282424, 8y> —32y),

f ma pét lokdlnich extrémii, ma &ty¥i sedlové body, nema maximum.
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<« obsah Z&kladni soubor funkci v R 47

flx,y) =sinz +siny,  D(f)=R?,  H(f)=(-2,2).

Graf funkce f
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<« obsah Zakladni soubor funkci v R“ 47

flz,y) =sinz+siny,  D(f)=R*  H(f) = (-2,2).
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<« obsah Z3akladni soubor funkei v

flx,y) =sinz+siny,  D(f)=R*  H(f)=(-2,2).

Vlastnosti:
f je omezend,

f Jje spojitd a diferencovatelna,

of _ of _ _
5p — CO5 % 9y cosy, grad f(z,y) = (cosz,cosy),

f ma nekone&n& mnoho ostrych lokdlnich minim a ostrych lokdlnich maxim.
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<« obsah Z&kladni soubor funkei v R 4-8

f(z,y) =sinz siny,  D(f)=R>,  H(f)=(-1,1).

Graf funkce f
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<« obsah Z&kladni soubor funkci v R 4-8

f(z,y) =sinz siny, D(f) = R?, H(f)=(-1,1).
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<« obsah Zakladni soubor funkci v

f(z,y) = sinz siny, D(f) =R?, H(f)=(-1,1).

Vlastnosti:
f je omezena,

f Jje spojitd a diferencovatelna,

7] . 0 . . .
a—i = coszsiny, 8—;; =sinzcosy, grad f(z,y) = (coszsiny,sinzcosy),

f ma nekone&n& mnoho ostrych lokdlnich minim a ostrych lokdlnich maxim.
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H(f) =(-1,1).
= f(m,y)
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<« obsah

Z&kladni soubor funkei v R®  4-9

f(x,y):sin(x—l—y), D(f) sz H(f): <_171>'
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<« obsah Zékladni soubor funkci v R*

f(x,y):sin(x—l—y), D(f):R27 H(f):<_1,1>'

Vlastnosti:
f je omezena,

f Jje spojitd a diferencovatelna,

oL —cos(ot9) G —costa ), rad fo,) = (costa + ), cos(a + 1),

f ma nekone&n& mnoho lokdlnich minim a lokalnich maxim.
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<« obsah Zakladni soubor funkei v R“ 4-10

f(x,y) = sinzy, D(f) :R27 H(f): <_171>'

Graf funkce f
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<« obsah Z&kladni soubor funkci v R 4-10

f($,y) = sinzy, D(f) :R27 H(f): <_171>'

Graf funkce f
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<« obsah Zékladni soubor funkci v R*

f(a:,y):sinxy, D(f):R27 H(f):<_171>'

Vlastnosti:
f je omezena,

f Jje spojitd a diferencovatelna,

g—i = ycoszxy, % = rcoszy, grad f(z,y) = (ycoszy, x cos y),

f ma nekone&n& mnoho lokdlnich minim a lokalnich maxim.
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<« obsah Z&kladni soubor funkci v R 4-11

Plocha zadana implicitné rovnici

M = {(z,y,2) eR?: (m2+y2—|—22)2:x2—|—y2—z2}.

Plocha M
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<« obsah Z&kladni soubor funkci v R 4-11

Plocha zadana implicitné rovnici

M = {(z,y,2) eR?: (m2+y2—|—22)2:x2—|—y2—z2}.

Plocha M
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<« obsah Z&kladni soubor funkci v R<  4-11

Plocha zadana implicitné rovnici

M = {(z,y,2) eR?: (m2+y2+22)2:x2+y2—22}.

Vlastnosti:
M je uzavFend plocha,
M je hladkd plocha s vyjimkou bodu (z,y, z) = (0,0,0),
M je rotacné symetrickd okolo osy z.

Casti plochy M
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<« obsah Z&kladni soubor funkci v R 4-12

Plocha zadana implicitné rovnici

M:{(m,y,z)€R3: (Q—W)Q=1—22}.

Plocha M
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<« obsah Z&kladni soubor funkei v R®  4-12
Plocha zadana implicitné rovnici
M= {(m,y,z) eR®: 2—x2+y2) =1 —22}.

z

Plocha M
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2012
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<« obsah ZéKladni soubor funkei v R®  4-12
Plocha zadana implicitné rovnici
M= {(m,y,z) eER?: 2—z22+¢y2)?=1-— 22}.

Vlastnosti:
M je uzavFend plocha (vymezuje oblast, kterd nenf jednoduse souvisla),
M je hladka plocha,

M je rotacné symetricka okolo osy z.

Y

Casti plochy M

mi21.vsb.cz | kma.zcu.cz 2012 45 / 82



<« obsah

Pozoruhodné funkce v R

> flz,y) =

> flz,y) =

> f(x,y)

> f(x,y)
> flz,y) =
> fm,y) =

> f(m,y) =

Y f(xy) = o

> fey) =

> flz,y) =
> f(m,y) =
> flz,y) =
> fm,y) =
> fx,y) =

> flz,y) =

> flz,y) =

> flz,y) =

z2,y2

T2y Z e
m2y2

- §+y2 .....................................................

2,2

€T
2y2+(z+y)2 ............................................
.’L‘2y
g2 e
lwy|?

lyl

VTzyl

(22 +4?)
zt+y

\/ﬁ ..................................................
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obsah Pozoruhodné funkce v R 5-1

D(f) =R

Grafy funkce f

mi2l.vsb.cz | kma.zcu.cz 2012 46 / 82



<« obsah Pozoruhodné funkce v R 5-1

Y
f(ac,y)Z{ ZII2+’y2 PO( 7y)7é(0,0)5 D(f):]R2
0 pro (z,y) = (0,0),

Grafy funkce f

mi21.vsb.cz kma.zcu.cz 2012
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<« obsah Pozoruhodné funkce v R

22y
flay)=q @+
0

Vlastnosti:

pro (z,y) # (0,0),

pro (x,y) = (07 0)7

D(f) =R

f je spojitd na D(f), je omezend zdola a neni omezena shora,

$2y2

(w2+y2)2 o

Va,y € R*\{(0,0)}: 0 <

f Jje diferencovatelnd na D(f).

x2+y2 -

$2+y2

=x

+1°

, 1
(z,y)—(0,0)
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5-2

Pozoruhodné funkce v R

<« obsah

)

i

0

ty

™
8

—

Graf funkce f, vrstevnice a normované gradienty
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<« obsah Pozoruhodné funkce v R 5-2

.’172:1,[2

flz,y) = W,

D(f) = {(x,y) eR?: &%+ 47 750}

Vlastnosti: f je spojitd na D(f), neni omezend zdola ani shora,

1
x — 0 x — 0 z— 0 k
y =kx y = ka? z® +y? = ka®
keR keR ke R\ {0}
lim T,y).
(z,y)—(0,0) f@y)

Grafy funkce f
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<« obsah Pozoruhodné funkce v R“ 5-3

x2y2
PN pro (z,y) # (0,0), D(f) = B2,

0 pro (z,y) = (0,0),

Y
Grafy funkce f
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<« obsah Pozoruhodné funkce v R“ 5-3

m2y2
PN pro (z,y) # (0,0), D(f) = B2,

0 pro (z,y) = (0,0),

Ly

Grafy funkce f
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<« obsah Pozoruhodné funkce v R

x2y2
x4 + y4

0 pro (z,y) = (0,0),

pro (z,y) # (0,0),
f(a:,y) =

Vlastnosti:

f je omezend, je spojitd viude kromé& bodu (z,y) = (0,0),

k’2
li =
Jim f(z,y) =
y = kx
keR

Y Y
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P
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<« obsah Pozoruhodné funkce v R 5-4

2

z’y
fay) = P pro (z,y) # (0,0), D(f) = B2,

0 pro (,y) = (0,0),

Grafy funkce f
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<« obsah Pozoruhodné funkce v R

2

ry
P R pro (z,y) # (0,0), D(f) = B2,

0 pro (z,y) = (0,0),

Vlastnosti:
[ je omezend, je spojitd vsude kromé& bodu (z,y) = (0, 0),

k
lim z,y) =0, lim T,Y) = —=, lim T,y).
x50 f(@y) z—0 f() 1+k2 ﬂ(as,y>—><o,o>f( v)
y = kzx y = ka?
keR keR
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Vrstevnice grafu funkce f a normované gradienty funkce f
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obsah Pozoruhodné funkce v R 5-5

@y D(f) =R
0 pro (z,y) = (0,0),

fz,y) =

{ & pro (ac,y) 7£ (Oa 0)5

8.
S

ni2l.vsb.cz |Kmalzeulez 2012 50 /82



<« obsah Pozoruhodné funkce v R 5-5

z? 4y D(f) = R2.

_ry pro (ac,y) # (0’ 0)’
0 pro (z,y) = (0,0),

Grafy funkce f
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<« obsah Pozoruhodné funkce v R

T
pro (z,y) # (0,0),
fay)y =4 TV D(f) =R,
0 pro (z,y) = (0,0),
Vlastnosti:
f je omezend, je spojitd viude kromé& bodu (z,y) = (0,0),
. . ka? k .
mhino F,y) = ilg}) 22 + k222 14 k2’ (ac7y%l—>m(0’0)
y = kx
keR
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Vrstevnice grafu funkce f a normované gradienty funkce f
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obsal

flz,y) = {

Pozoruhodné funkce v R 5-6

Yy

0

pro (z,y) # (0,0),

pro (z,y) = (0,0),

Grafy funkce f

2012
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obsal

flz,y) = {

0

Pozoruhodné funkce v R 5-6

2y pro (z,y) # (0,0),

pro (z,y) = (0,0),

Grafy funkce f

mi21.vsb.cz kma.zcu.cz
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<« obsah Pozoruhodné funkce v R

zy
—=—  pro (z,y) # (0,0),
Sy ={ VPP D(J) =B,
0 pro (z,y) = (0,0),
Vlastnosti:

[ Jje spojitd na D(f), neni omezend zdola ani shora,

%(0,0) =0a gi (0,0) =0, ale f nenf diferencovatelnd v bod& (z,y) = (0,0),
lim f(h1,ha) = £(0,0) = im haha neexistuje
(h1,hg)—(0,0) /hf +h2 (h1,h2)—(0,0) h2 + h3 '
Y Y
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<« obsah Pozoruhodné funkce v R 5-7

fwy) =1 D) ={(y) €& : y£0}.

Grafy funkce f
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<« obsah Pozoruhodné funkce v R

fwy) =1, DU ={(y) € B

Vlastnosti:
f je spojitd na D(f), neni omezend zdola ani shora,

- i &L
ﬂ?o f@w)—g%km—k,
y = kx

k€ R\ {0}

lim  f(z,y).

(@,9)—(0,0)

Y

S S S —
S S —
/S S
e
TSRS

— ~ N\
— ~'N\
- X N\
~NON\
N\

y#0}.

S —— ~ N\

W
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.
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Vrstevnice grafu funkce f a normované gradienty funkce f
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<« obsah Pozoruhodné funkce v R 5-8

x2y2
fla =] Frtrgp PO g

0 pro (z,y) = (0,0),

Grafy funkce f
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<« obsah Pozoruhodné funkce v R 5-8

x2y2
fla =] Frtrgp PO g

0 pro (z,y) = (0,0),

Grafy funkce f

mi2l.vsb.cz | kma.zcu.cz 2012 53 /82



<« obsah Pozoruhodné funkce v R

1‘2y2
Sy = Ty POENFO0 L

0 pro (x,y) = (070)7

Vlastnosti:
f je omezend na D(f), je spojitd viude kromé& bodu (z,y) = (0,0),

lm  floy) = lm e Leek=slo e e
— = im z,y).

o0 @y =50 k222 (14 k)2 0 prok#—1, (,9)—(0,0) Y

y = kzx

keR

Y Y

\ s a7 7
S | e 7 S
Sra~— | S S
e ==

; ;
; e | e A ;
S S S e | e/
S S S s a7
N S S areaa— | e

Vrstevnice grafu funkce f a normované gradienty funkce f
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Pozoruhodné funkce v R

<« obsah

54 / 82
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<« obsah Pozoruhodné funkce v R 5-9

2,2

Sy =2 D) ={y) R oy’ £0}.

Vlastnosti:
f je spojitd na D(f), neni omezend zdola ani shora,

. . . 1 .

lim  f(z,y) =0, lim  f(z,y) =0, lim fley)=-—, 3 lim  f(zy).
z— 0 x — 0 z— 0 k (=,y)—(0,0)
y = kx y = ka? z 4+ y? = kab
keR keR ke R\ {0}

Grafy funkce f
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<« obsah Pozoruhodné funkce v R“ 5-10

fzy) =lzy>,  D(f) =R

Graf funkce f
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<« obsah Pozoruhodné funkce v R“ 5-10

f@y) =lzyl’,  D(f) =R

Graf funkce f
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<« obsah Pozoruhodné funkce v R

f($7y) = |1"y|27 D(f) - RZ.

Vlastnosti:
f je spojitd na D(f), je omezend zdola a neni omezen3 shora,
[ je diferencovatelnd na D(f),

i f(h1,h2) — £(0,0) _ . h%h% _
im = lim —_— =
(h1,h2)=(0,0) Vh2+ h3 (h1,h2)=(0,0) y/h% + h2
Yy Y
/ \ N NN
NNNN~—=r s/
ANNN N~/ S/
VANN~= /1
FAANANNZ A ]
T FT1T 7 77INVV T T ¢
F A A /[~ N NN
/A=~ NN NN
\\ J S~ NONON N
\ / S S = NN\

Vrstevnice grafu funkce f a normované gradienty funkce f
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obsah Pozoruhodné funkce v R 5-11

f(x,y)=|wy|, D(f):R2

Graf funkce f
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<« obsah Pozoruhodné funkce v R 5-11

f@y) =lzyl,  D(f) =R

Graf funkce f
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<« obsah Pozoruhodné funkce v R

f@y)=lzyl,  D(f) =R

Vlastnosti:

[ Jje spojitd na D(f), je omezend zdola a neni omezend shora,

f e diferencovatelnd v bodé (z,y) = (0,0),
f(h1>h2)_f(070) li |h’1h2|

lim = im —
(h1,h2)—(0,0) Vh3+hi (h1,h2)=(0,0) y/h% + h3

N~ e S

% N

NN~ A S
N~ —~|—=—~ s/
e e SONONO N

X
X
\
1
/
/
/
7

Z

7 PPl IGNENENEN

Vrstevnice grafu funkce f a normované gradienty funkce f
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obsah Pozoruhodné funkce v R“  5-12

Graf funkce f

2012 57 / 82



5-12

Pozoruhodné funkce v R

<« obsah

D(f) =R>.

Vzyl,

f(z,y)

S X\
OOSAXOS Y

%%,\N/‘VM\’/‘\‘/‘I!I‘!

Graf funkce f

57 / 82
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<« obsah Pozoruhodné funkce v R

f@y) =Vlwyl,  D(f) =R

Vlastnosti:

f je spojitd na D(f), je omezend zdola a neni omezen3 shora,

%(0,0) =0a 3—5(07 0) =0, ale f neni diferencovatelnd v bodé (z,y) = (0,0),

f(h15h2) —f(0,0) lim V |h1h2|

lim =
(h1,h2)—(0,0) \/ h% + h% (h1,h2)—(0,0) \/h% + h%

NN NN~ 7
NN =/
NANAN~~f—= )
ANNN S|/
VANt

neexistuje.

P v
/A SN
/S s~ NN\
S = NN
S S S N NN

NN ™~ ~—p—

S S~ ~NON L

Vrstevnice grafu funkce f a normované gradienty funkce f
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<« obsah Pozoruhodné funkce v R“  5-13

2 2y . 1
P (" 4y )Smm pro (z,y) # (0,0), D(f) = -

0 pro (z,y) = (0,0),

Graf funkce f
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<« obsah Pozoruhodné funkce v R 5-13

2 2y . 1
P (z° 4+ y°) sin P 7 pro (z,y) # (0,0), D(f) = -

0 pro (z,y) = (0,0),

Graf funkce f
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<« obsah Pozoruhodné funkce v R

2 2y .
P (z° 4+ y°) sin m pro (z,y) # (0,0), D(f) = -

0 pro (z,y) = (0,0),
Vlastnosti:
f je omezend a je spojitd na D(f),
[ je diferencovatelnd na D(f),

— 1
fm SO0 2SO0 /13 + h3 sin 55 = 0.
(h1,h2)—(0,0) Vh3+ h3 (h1,h2)—(0,0) hi + h3

Yy
NAANANN N L L L L
NN\ MW AL s
SXNANAN LA
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Vrstevnice grafu funkce f a normované gradienty funkce
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<« obsah Pozoruhodné funkce v R“  5-14

f(x,y)zﬁ D(f):{(:c,y)eR2: x—|—y>0}.

Graf funkce f
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<« obsah Pozoruhodné funkce v R“  5-14

fey) = % D(f) = {(z,y) €R*: z+y >0}
Vlastnosti:

f je spojitd na D(f), je omezend zdola a neni omezend shora,

1 1+k
lim r,y)= lim —+ - — = 400
S Jwn = o Ui T
y =kax
k> -1
I fay) = i ka” VE 3 m fay)
im x, = lim = - im ,Y).
z—0 Y 20 \/3kx? — 3k2x5 4 k3x6 3 (z,9)—(0,0) Y
y:7w+kz2
k>0

Grafy funkce f
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5.

Pozoruhodné funkce v R

<« obsah

Graf funkce f a jeho dratény model
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<« obsah Pozoruhodné funkce v R

flay) = VP +1ylP,  D(f) =R"

Vlastnosti:

f ma v nule derivaci ve viech smérech,

1o}
%(070) = 3\/ |'Ul|3 + ‘v2|37 v = (U17U2)7

f neni diferencovatelnd v bod& (x,y) = (0,0) (derivace podle vektoru nezdvisi

linedrn& na slozkdch vektoru).

Y Y
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Vrstevnice grafu funkce f a normované gradienty funkce f
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Pozoruhodné funkce v R*

Ty (:52 — y2)
f(xvy) = { 2 +y2 pro (‘Tﬂy) 7£ (070),

0 pro (z,y) = (0,0),




<« obsah Pozoruhodné funkce v R“  5-16
Ty (:52 _ y2)

flz,y) = o? +y?
0 pro (z,y) = (0,0),

o () £ 0.0, o

Vlastnosti:
pro x,y # 0 plati
(22 — 4?) (z* + 102242 + y) ey
(2 + y2)® "~ Oyow

*f _
ooz (0,0) = fy=(0,0),

82
Fou@) = (o) = (220) = e ),

8% f B B
fwy(0>0):8may(0,0)_l;é—1_

fofor £y € CR?), fay, fya € C(R?\ {(0,0)}),

smiSené parcidlni derivace f;, a fy. nejsou spojité v polatku (z,y) = (0,0).

z

N
A
VAU
vele
[
T
o4
s LS
Fe a4

VA AV s I N
A e

i sar i N NN

S S S =N NN

Graf smiené parcidlni derivace f;,, vrstevnice a normované gradienty
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<« obsah

f(x,y)= (

{
{
{
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Pozoruhodné funkce v R
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D(f) = (071) X (07 1)7

Graf funkce f a jeho Fezy
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<« obsah Pozoruhodné funkce v R

y? — 22

W’ D(f):(ovl)x(ovl)’ H(f):]R

flz,y) =

Vlastnosti:

dvojndsobné integraly se nerovnaji

[ ([ reman)ar=5 25 = [ ([ sena) ax

dvojny integral [ f(z,y) dz dy neexistuje.
(0,1)x(0,1)

Yy Yy
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<« obsah Z3akladni funkce v C

» Linedrni funkce 6-1
> Funkce argument komplexniho &isla 6-2
> Zékladni linedrni lomend funkce 63
» Linearni lomena funkce 6-4
¥ Funkce n-td mocnina e 6-5
» Funkee n-td odmocnina 6-6
» Exponencidini funkee 6-7
> Logaritmickd funkee 6-8
» Goniometrické funkce 6-9
» Cyklometrické funkce

» Hyperbolické funkce 6-11
> Hyperbolometrické funkce 6-12
» Obecna mocninnd a exponencialni funkce 6-13
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<« obsah Z3kladni funkce v C

Linearni funkce

frw=az+b, a,beC, a##0, D(f)=C".

Vlastnosti:
H(f)=Cr,
f(o0) = o0,

linedrni funkce f je jednozna&nd, prosta a spojitd funkce na C*,

geometrickd interpretace linedrni funkce:

linedrni funkce f:w=2+b, 2 € C*, b € C, predstavuje geometricky v Gaussové
rovin& z posunuti o vektor (Reb,Imb),

linedrni funkce f:w =az, z € C*, a € C, a # 0, pfedstavuje v Gaussov& roviné z
tato geometrickad zobrazeni:

pro a = 1 identické zobrazeni,

pro a = e'® ototen se stfedem v potatku o orientovany thel velikosti a,
pro a = —1 stfedovou soumé&rnost (oto&eni o dhel ),

pro a € RT stejnolehlost se stfedem v po&atku a kvocientem a,

pro a € C, a # 0, obecn& geometrické zobrazeni sloZené z oto&eni a
stejnolehlosti,

kma.zcu.cz 2012 63
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<« obsah Z3kladni funkce v C

Linearni funkce

frw=az+b, a,beC, a##0, D(f)=C".
Vlastnosti:

linedrni funkce f:w=az+b, z€ C*, a,b € C, a#0, po vyjidfeni koeficientu a
v exponencidlnim tvaru a = |a|e'“ se d§ geometricky interpretovat v Gaussové
roviné z jako geometrické zobrazeni sloZené ze t¥i sloZek:

otoleni se stfedem v po&atku o orientovany uhel velikosti «,
stejnolehlosti se stfedem v po&atku a koeficientem |al,
posunuti o vektor (Reb,Imb),

linedrni funkce f je konformni zobrazeni na mnoZzin& D(f) = C* (konformni
zobrazeni mnoZiny C* na sebe),

linedrni funkce f zobrazuje kaZdy geometricky Utvar na dtvar s nim podobny (.
téhoZ typu: p¥imku na p¥imku, kruZnici na kruznici, vnitfek kruhu na vnitfek kruhu,
polorovinu na polorovinu apod.) a p¥i zobrazeni orientovaného tihlu se zachovavd
nejen jeho velikost, ale také jeho orientace.

kma.zcu.cz 2012 63



<« obsah Z3kladni funkce v C  6-2

Funkce argument komplexniho d&isla
firw=Argz={p eR: z=|z|(cosp +ising)}, D(f)=C\ {0}

Funk&ni hodnota funkce Arg z, pro niz plati @ € (—m, 7), se nazyvé hlavni hodnota komplexniho &isla z a zna&i se arg z.

Imz 1 —1 ORez

w = arg z

w = Arg z

Graf funkce argument Arg z a hlavni hodnota argumentu arg z

kma.zcu.cz
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<« obsah Z3kladni funkce v C

Funkce argument komplexniho d&isla

frw=Argz={peR: z=|z|(cosp +isiny)}, D(f) =C\ {0}.

Vlastnosti:

funkce f : w = Arg z je nekonetn&znaind funkce,

funkce f : w = arg z je jednozna¢nd a spojitd na C\ {z e R: 2z <0} (tj. na
Gaussové rovin& bez nekladné &asti redIné osy),

funkce Arg z i funkce arg z jsou redlné funkce komplexni promé&nné z,

funkce arg z je nespojitd v kazdém bod& zp € {z € R: z < 0}:

lim argz=argzy=m, lim argz= —m.
zZ — 20 zZ — 20
20 <0 20 <0
Imz >0 Imz <0

kma.zcu.cz 2012
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<« obsah Zikladni funkcevC  6-3

Zakladni linearni lomena funkce

fiw==, D(f)=C", H(f)=C"

1
Graf redlné a imagindrni &asti zakladni linedrni lomené funkce w = —.
z
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<« obsah Z3kladni funkce v C

Zakladni linearni lomena funkce

frw=2 D=cC,  H()=C"

N

Vlastnosti:
f(0) =00, f(o0) =0,
funkce f je jednozna&nd, prostd a spojitd funkce na C*,
funkce f vyjad¥fuje geometrické zobrazeni sloZzené z téchto dvou sloZek:

kruhové inverze se stfedem v pocatku a s polomérem ¥idici kruznice r =1,
osové soumérnosti podle redIné osy x,

funkce f zobrazuje jednotkovou kruZnici ¢1 : |z| = 1 v Gaussové roving z na
jednotkovou kruznici ¢} : |w| = 1 v Gaussové& rovin& w, vnitfek kruZnice cy
zobrazuje ve vné&jsek kruZnice ¢} a vn&jek kruZnice c; zobrazuje ve vnitfek
kruZnice cj,

funkce f je konformni zobrazeni na mno%ing D(f) = C*,

funkce f zobrazuje kruZnice a p¥imky v kruZnice nebo p¥imky (tzv. zobecn&né
kruZnice),

funkce f zobrazuje sit vzajemn& ortogondlnich kruZnic v Gaussov& rovin& z v
konformné ekvivalentn{ kartézskou sit v Gaussov& rovin& w a naopak.
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<« obsah Zakladni funkce v C

Linearni lomena funkce

az+b
Td pro z # oo,
frw=4{ & a,b,e,d€C, c#0, ad—bc#0, D(f)=C".
% pro z = oo,
Vlastnosti:
H(f)=C",
F-4) =

jednoznaina, spojitd a prostad funkce z C* na C*,

az—‘,—b_a_‘rc%(bC*CLd)

cz+d ¢ z+%

inverzni zobrazeni linedrni lomené funkce je linedrni lomena funkce

dw=b prow € C\ {4},

1 —cw+a
f(w) = oo prow = %,
d
c

pro w = 00,

inedrni é 7 zeni zobrazuje z &né kruzni z &né kruzni
linedrni lomené zobrazeni zobrazuje zobecné&né kruZnice na zobecnéné kruznice
(p¥imky a kruZnice v C* nazyvdme zobecn&nymi kruZnicemi v C*),
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<« obsah Zakladni funkce v C

Linearni lomena funkce

az+b
Td pro z # oo,
frw=4{ & a,b,e,d€C, c#0, ad—bc#0, D(f)=C".
% pro z = oo,

Vlastnosti:

linedrni lomené zobrazeni zobrazuje oblasti, na které rozdéluje rovinu zobecnéna
kruZnice v na oblasti, na kterou rozd&luje rovinu zobecn&nd kruznice f(v),

linedrni lomené zobrazeni zachovava dvojpomér
V21, 22,238,220 € C7 1 (21, 22,23, 24) = (f(21), f(22), f(23), f(24)),

kde dvojpomér uspofadané Etvefice navzdjem riznych bodi z1, 22, 23,24 € C* je
definovan

zZ3 — 21 Z4 — 21 z3 — 21 zZ4 — 22
: = . pro zi, 22, 23,24 € C,

23— 22 Z4a—22 Z3—22 Za—72

(21,22, 23, 24) = lim (21, 22, 23, 24) Pro z = oo,

ZJ—+00
ke {1,2,3,4}.
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<« obsah Z3kladni funkce v C ¢

Funkce n-ta mocnina

frw=2", neN,

Yt/
Nt
“'[

Graf redlné a imaginarni &3sti funkce druhd mocnina w = z

b.cz kma.zcu.cz



<« obsah Zakladni funkce v C 6-5
Funkce n-ta mocnina

frw=2", neN, D(f)=C", H(f)=C".
Vlastnosti:
f(0) =0, f(oo) = oo,

n-td mocnina je jednozna&na a spojita funkce na C*.

2

Transformace pomoci druhé mocniny w = u+iv =2%, z =z + iy

{z%:2z¢e€ M}

Transformace pomoci t¥eti mocniny w = u +iv =22 z =2 + iy

mi2
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<« obsah Zikladni funkce v C  6-6

Funkce n-ta odmocnina
frw=z={weC: w" =2}, neN, n>2 D(f)=C".

u = Re({¥/z)

Grafy redlnych &3sti funkci druhd, t¥eti a &tvrtd odmocnina
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<« obsah Zikladni funkce v C  6-6

Funkce n-ta odmocnina
frw=z={weC: w" =2}, neN, n>2 D(f)=C".
Vlastnosti:
H(f)=C", f(0)=0, f(o0) = o0,
n-td odmocnina je n-zna&na funkce.

{weC*:w?e M} {w e C*:w? € Mz} {weC*:w? e M3}

Transformace pomoci tieti odmocniny w = u +iv = ¥z, z =z + iy

kma.zcu.cz 2012 68 / 82



<« obsah Zikladni funkcevC 67

Exponencialni funkce

n
z 2

n!’

Graf redlné a imaginarni &3sti exponencialni funkce w = e*
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<« obsah

Exponencialni funkce

+
3

2
frw=e" = =

n

n
n!’
0

Vlastnosti:

Zakladni funkce v C

exponencidlni funkce je jednozna&na funkce,

pro z = x + iy plati €*

exponencidlni funkce je periodickd v Im z s periodou 27 (pro z = iy plati

e =e'Y =cosy+1isiny).

— e:t:+iy — ex(

cosy + 1 siny),
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<« obsah Zikladni funkce v C  6-8

Logaritmicka funkce

fiw=ILnz={weC: "=z},

Re(Ln z) Im(Ln z)

Graf redlné a imagindrni &asti logaritmické funkce w = Ln z
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<« obsah Z3akladni funkce v C

Logaritmicka funkce

frw=Lnz={weC: " =z}, D(f) =C\ {0}, H(f)=C.

Vlastnosti:
logaritmicka funkce je nekone&n&zna&na funkce,
je-liwo € Lnz, potom Lnz ={w € C: w=wo +12km, k € Z},
Lnz =1In|z|+1i Argz,
hlavni hodnota logaritmu In z = In |z| 4 i arg z,

hlavni hodnota logaritmu je jednozna&na a prosta (tj. jednolistd) funkce na
mnozin& C \ {0},

@ Inz=Inr+ip, z=rc% pc(-m,x), r>0.
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<« obsah Zikladni funkce v C  6-9

Goniometrické funkce

L ' D(sin) = C, H(sin) = C,
3 _ e~ —e __ sinz
smz= 2 182 = oz D(cos) = C, H(cos) = C,
iz iz D(tg) = C, H(tg) = C*\ {#i
cosz = & +2e , Cotgz — (5:41:)557 ( g) ( g) \{ ?}’
D(cotg) = C, H(cotg) = C*\ {£i}.
u = Re(sin z) u = Re(cos z) u = Re(tg z)

Grafy redlnych a imaginarnich &asti goniometrickych funkei
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<« obsah Zékladni funkce v C

Goniometrické funkce

. iz _—iz
sinz = 55—, tgz =

cosz = —5—, cotgz =

Vlastnosti:

sin z

cosz’  D(cos)

el ® +efi ® cosz D(tg)
sin z? D(COtg)

D(sin) = H (sin
, H(cos
; H(tg

,  H(cotg

= C,
C,

= C\ {i},
C*\ {+i}.

Il
L ZE
([ [l

Il
Qa0 aa

sin z, cos z, tg z a cotg z jsou jednozna&né funkce,

sin z a cos z jsou periodické funkce v Re z s periodou 2,

tg z a cotg z jsou periodické funkce v Re z s periodou T,

@A plati
sin(z1 & 22

(
(
(
(

cosh(z1 £ z2

COSs

sin 21 cos z2 + cos z;1 sin 22,
COS 21 €OS 22 F sin 21 sin 22,
sinh z; cosh za %+ cosh z; sinh 23,

cosh z1 cosh z5 =+ sinh 27 sinh z5.
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<« obsah Z3kladni funkce v C  6-10

Cyklometrické funkce

Arcsinz = {w € C: sinw = z}, D(Arcsin) = C, H(Arcsin) = C,
Arccosz = {w € C: cosw = z}, D(Arccos) = C, H(Arccos) = C,
Arctgz = {w e C: tgw =z}, D(Arctg) = C*\{£i}, H(Arctg) = C,
Arccotgz = {w € C: cotgw =z}, D(Arccotg) = C*\ {%i}, H(Arccotg) = C.
u = Re(Arcsin 2) u = Re(Arccos z) u = Re(Arctg z) u = Re(Arccotg z)

Grafy redlnych &asti cyklometrickych funkei

kma.zcu.cz 2012 72/ 82



<« obsah Z3kladni funkce v C  6-10

Cyklometrické funkce

Arcsinz = {w € C: sinw = z}, D(Arcsin) = C, H(Arcsin) = C,
Arccosz = {w € C: cosw = z}, D(Arccos) = C, H(Arccos) = C,
Arctgz = {fwe C: tgw =z}, D(Arctg) = C*\{£i}, H(Arctg) = C,
Arccotgz = {w € C: cotgw =z}, D(Arccotg) = C*\ {%i}, H(Arccotg) = C.

v = Im(Arctg z) v = Im(Arccotg z)

v = Im(Arcsin z) v = Im(Arccos z)

Grafy imaginarnich &3sti cyklometrickych funkci
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<« obsah Zakladni funkce v C

Cyklometrické funkce

Arcsinz = {w € C: sinw = z}, D(Arcsin) = C, H(Arcsin) = C,
Arccosz = {w € C: cosw = z}, D(Arccos) = C, H(Arccos) = C,
Arctgz = {w e C: tgw =z}, D(Arctg) = C*\ {£i}, H(Arctg) = C,
Arccotgz = {w € C: cotgw =z}, D(Arccotg) = C*\ {%i}, H(Arccotg) = C.

Vlastnosti:
cyklometrické funkce jsou nekone&nézna&né funkce,
hlavni hodnoty oznaéujeme arcsin, arccos, arctg, arccotg,
hodnoty arkustangens a arkuskotangens v bodé& oco:
Arctgoo = (2k+1)%, keZ,
Arccotgoo = km, kcZ.
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<« obsah

Hyperbolické funkce

Zakladni funkce v C

B _ e —e __ sinhz
sinhz = &=*—, tghz = 2022,
coshz = €4 %  cotghy = coshz

2 ) g sinh z?

u = Re(sinh z)

u = Re(cosh z)

6-11

H(sinh) = C,
H(cosh) = C,

Hisgh) = €\ {+1},
H(cotgh) = C* \ {£1}.

u = Re(cotgh z)

Grafy redlnych a imagindrnich &asti hyperbolickych funkci.

mi21.vsb.cz
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<« obsah

Hyperbolické funkce

D(sinh) =
sinhz = &=¢ tghz = sinhz (
- 2 ’ g ~ coshz? D(COSh
%4 a—z i D(tgh
coshz = £~ cotghz = Lh2 (ts
D(cotgh
Vlastnosti:

Zékladni funkce v C

sinh z, cosh z, tgh z a cotgh z jsou jednozna&né funkce,

sinh z a cosh z jsou periodické funkce v Im z s periodou 27,

tgh z a cotgh z jsou periodické funkce v Im z s periodou T,

A plati

sin z
cos z
sinh z

cosh z

sin x cosh y 4+ i cos x sinh y,
cosx coshy — i sinzxsinhy,
sinh z cosy + i cosh z sin y,

coshx cosy + i sinh x sin y,

kma.zcu.cz

cosh z
coshiz
sinh z

sinhiz

= C,
= C,

= C"\ {£1}
= C"\ {£1}

cosiz,
cos z,
—i sini z,

isinz.
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<« obsah Z3kladni funkce v C  6-12

Hyperbolometrické funkce

Argsinhz = {w € C: sinhw =z}, D(Argsinh) = C, H(Argsinh) = C,
Argcoshz = {w € C: coshw =z}, D(Argcosh) = C, H(Argcosh) = C,
Argtghz = {w e C: tghw =z}, D(Argtgh) = C*\ {£1}, H(Argtgh) = C,
Argeotghz = {w € C: cotghw = z}, D(Argcotgh) = C*\ {£1}, H(Argcotgh) = C.

u = Re(Argsinh z) u = Re(Argcosh z) u = Re(Argtgh z) u = Re(Argcotgh z)

Grafy redlnych &3sti hyperbolometrickych funkei
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<« obsah Z3kladni funkce v C  6-12

Hyperbolometrické funkce

Argsinhz = {w € C: sinhw =z}, D(Argsinh) = C, H(Argsinh) = C,
Argcoshz = {w € C: coshw =z}, D(Argcosh) = C, H(Argcosh) = C,
Argtghz = {w e C: tghw =z}, D(Argtgh) = C*\ {£1}, H(Argtgh) = C,
Argeotghz = {w € C: cotghw = z}, D(Argcotgh) = C*\ {£1}, H(Argcotgh) = C.
v = Im(Argsinh z) v = Im(Argcosh z)
v = Im(Argtgh z) v = Im(Argcotgh z)

Grafy imaginarnich &asti hyperbolometrickych funkei
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<« obsah Zakladni funkce v C

Hyperbolometrické funkce

Argsinhz = {w € C: sinhw =z}, D(Argsinh) = C, H(Argsinh) = C,
Argcoshz = {w € C: coshw =z}, D(Argcosh) = C, H(Argcosh) = C,
Argtghz = {w e C: tghw = z}, D(Argtgh) = C*\ {£1}, H(Argtgh) = C,
Argeotghz = {w € C: cotghw = z}, D(Argcotgh) = C*\ {£1}, H(Argcotgh) = C.

Vlastnosti:
hyperbolometrické funkce jsou nekonedn&znainé funkce,
hlavni hodnoty oznalujeme argsinh, argcosh, argtgh, argcotgh,
hodnoty argumentu hyperbolického tangens a argumentu hyperbolického
kotangens v bodé oco:
Argtghoo = (2k+1)7i, kcZ,
Argcotghoo = kri, keZ.
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<« obsah Z3akladni funkce v

Obecnd mocninna a exponencialni funkce
frw=2%=e*n? D(f)=C\ {0}, a€C,
fiw=a®=e"t"7 D(f) =C, a € C\ {0}.

Vlastnosti:
f(z) = 2% je funkef

jednoznaénou pro a € Z,
n-zna&nou pro a € Q, a=" meZ, neN,

nekone&néznatnou pro a € C\ Q.
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<« obsah Zakladni funkce v C  6-13

Obecnd mocninna a exponencialni funkce
frw=2z"=e*tn2, D(f)=C\ {0}, a€C,
fiw=a*=e*tna, D(f) =C, a € C\ {0}.

Transformace pomoci mocninné funkce w = u +iv=2',z =z +iy
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<« obsah

>

>

>

>

Ptilohy

Kvadriky v R3 v zékladni poloze (v kanonickém tvaru)

Omezené, spojité a lipschitzovské funkce na otevieném intervalu

Omezené, spojité a lipschitzovské funkce na uzavfeném intervalu

Recka
Recka
Recka

abeceda - 1.
abeceda — 2.

abeceda - 3.

kma.zcu.cz
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7

P¥ilohy

<« obsah

Kvadriky v R? v zakladni poloze

i hyperbolicky paraboloi

elipticky parabolo

elipsol

76 / 82
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<« obsah P¥ilohy

Kvadriky v R? v zakladni poloze

jednodilny hyperboloid kuzel

dvoudilny hyperboloid
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7

Ptilohy

<« obsah

Kvadriky v R? v zakladni poloze

alec

ky v

parabolic

alec

hyperbolicky v

icky valec

elipt

=0

y2 + 2ax

“.,

e/
b%ff N

76 / 82

2012

kma.zcu.cz

N




<« obsah

P¥ilohy

Omezenost, spojitost a lipschitzovskost funkci na
(_17 1)

C' — mnoz. stejnomérné spojitych funkei na (—1,1)
D — mnoz. lipschitz. spojitych funkef na (—1,1)
E — mnoz. hladkych funkei na (—1,1)

fa) = { % pro x # 0,

0 proz=0.

mnoz. spojitych funkei na (—1,1)

T
z+1

~
|

f(x) = sgnx

A — mnoz. omezenych funkef na (—1,1)

-




<« obsah

P¥ilohy

Omezenost, spojitost a lipschitzovskost funkci na

«_171>

c

E

1
ﬂw—{f
0

mnoz.

mr

10z. hladkych funkef na (—1,1)
pro x # 0,

pro z = 0.

stejnomérné spojitych funkci na (—1,1)
D — mnoz. lipschitz. spojitych funkef na (—1,1)

B - mnoz. spojitych funkef na (—1,1)

-

f(z) =sgnz

A — mnoz. omezenych funkef na (—1,1)
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<« obsah Ptilohy 7-4
"4 rd ~ 7
Recka abeceda — 1. ¢ast
nézev pitkaz TEXu velké t. | malé t. | velké p. | mal p.
alfa A, \alpha A @ e
beta (béta) B, \beta B /3 E
gama (gamma) \Gamma , \gamma I Y E ﬁ
delta \Delta, \delta A ) E E
epsilon E, \varepsilon, \epsilon | E €, € T
(d)zéta Z, \zeta VA ( E
éta H, \eta H n M
théta \Theta , \theta (C] 0 E ﬁ
mi2l.vsb.cz | kma.zcu.cz
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<« obsah

Ptilohy

Recka abeceda — 2. &ast

7-5

nazev prikaz TEXu velké t. [ malé t. | velké p. malé p.

iGta I, \iota I L

kapa (kappa) K, \kappa K K H

lambda | \Lambda, \lazbda | A A j{b ﬂ

mi M, \mu M 12 M

ny N, \nu N v H

ksi \Xi, \xi = 13 E
omikron 0,0 O (0]

i e | T mw |

mi21.vsb.cz
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<« obsah Ptilohy 7-6

Recka abeceda — 3. &ast

nézev prikaz TEXu velké t. | malé t. | velké p. malé p.
16 P, \rho, \varrho P P, 0 w
sigma | \Sigma , \sigma, \varsigma 2 g, ¢ E odod
tau T, \tau T T
, TT
ypsilon Y, \upsilon Y v
fi \Phi , \phi, \varphi (0] o, ¢ 2—.:57 %@:
chi X, \chi X X F
pst \Psi, \psi v v Y ZM
omega \Omega , \omega Q w % E
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<« obsah P¥ilohy
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