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Předmluva
Herbář funkcı́ je přehledový soubor vybraných funkcı́. Každé funkci v herbáři je

věnován jeden list, který obsahuje definici funkce, jejı́ graf a základnı́ vlastnosti či často
použı́vané vztahy. Herbář obsahuje reálné funkce jedné a dvou reálných proměnných
a komplexnı́ funkce. Kromě základnı́ho souboru funkcı́ je možno v herbáři najı́t také
integrálnı́ funkce či funkce s pozoruhodnými vlastnostmi.

V Plzni 12. 2. 2012 Autoři
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1-1 verze 0.45 HERBÁŘ

Lineárnı́ funkce

f : y = kx+ q, k, q ∈ R, D(f) = R, H(f) =

{
R pro k 6= 0,

{q} pro k = 0.

Obr. 1.1: Grafy lineárnı́ch funkcı́

Vlastnosti:

i) grafem lineárnı́ funkce je přı́mka,

ii) lineárnı́ funkce je konvexnı́, konkávnı́ a monotónnı́,

iii) lineárnı́ funkce je spojitá, diferencovatelná a hladká,

iv) pro k > 0 je f prostá a rostoucı́,

v) pro k < 0 je f prostá a klesajı́cı́,

vi) pro k = 0 je f konstantnı́ funkce (konstanta),

vii) pro k = 0 je f neklesajı́cı́ i nerostoucı́, omezená a periodická s libovolnou periodou,

viii) pro q = 0 a k 6= 0 se f řı́ká přı́má úměrnost,

ix) pro q = 0 je f lichá,

x) pro q = k = 0 je f lichá i sudá.

Odkazy: Polák [8].
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Kvadratická funkce

f : y = ax2 + bx+ c = a(x− x0)2 + y0, a, b, c ∈ R, a 6= 0, x0 = − b
2a
, y0 = c− b2

4a
,

D(f) = R, H(f) =

{
〈y0,+∞) pro a > 0,

(−∞, y0〉 pro a < 0.

Obr. 1.2: Grafy kvadratických funkcı́

Vlastnosti:

i) grafem kvadratické funkce je parabola,

ii) kvadratická funkce nenı́ omezená,

iii) kvadratická funkce je spojitá, diferencovatelná a hladká,

iv) pro a > 0 je f ryze konvexnı́, omezená zdola a nenı́ omezená shora,

v) pro a < 0 je f ryze konkávnı́ a omezená shora a nenı́ omezená zdola,

vi) pro b = 0 je f sudá.

Odkazy: Polák [8].
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Mocninná funkce s celým exponentem

f : y = xn, n ∈ Z,

D(f) =

{
R pro n ≥ 1,

R \ {0} pro n ≤ 0,
H(f) =



{1} pro n = 0,

R pro n > 0 liché,
R \ {0} pro n < 0 liché,
〈0,+∞) pro n > 0 sudé,
(0,+∞) pro n < 0 sudé.

Obr. 1.3: Grafy mocninných funkcı́ s celým exponentem

Vlastnosti:

i) grafem mocninné funkce je pro n = 1 přı́mka, pro n ≥ 2 parabola n-tého stupně,
pro n = 0 část přı́mky a pro n ≤ −1 hyperbola stupně −n+ 1,

ii) mocninná funkce je lichá pro n liché a sudá pro n sudé,

iii) mocninná funkce je spojitá a diferencovatelná na D(f),

iv) pro n liché f nenı́ omezená zdola ani shora, nemá minimum ani maximum, je
rostoucı́ pro n ≥ 1 liché a klesajı́cı́ na (−∞, 0) a na (0,+∞) pro n ≤ −1 liché,

v) pro n ≥ 2 sudé je f zdola omezená, nenı́ omezená shora, nemá maximum, je rostoucı́
na 〈0,+∞) a klesajı́cı́ na (−∞, 0〉, má ostré minimum v bodě x = 0,

vi) pro n ≤ −2 sudé je f zdola omezená, nenı́ omezená shora, nemá maximum ani
minimum, je rostoucı́ na (−∞, 0) a klesajı́cı́ na (0,+∞).

Odkazy: Polák [8].
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Funkce n-tá odmocnina
je funkce inverznı́ k části mocninné funkce s přirozeným mocnitelem

f : y = n
√
x, n ∈ N, n ≥ 2, D(f) = H(f) =

{
R pro n liché,

〈0,+∞) pro n sudé.

Obr. 1.4: Graf druhé, třetı́, páté a desáté odmocniny

Vlastnosti:

i) n-tá odmocnina je prostá, rostoucı́ a nenı́ omezená,

ii) n-tá odmocnina je spojitá na D(f) a diferencovatelná na D(f) \ {0},

iii) pro n liché je f lichá, nenı́ omezená zdola ani shora, nemá minimum ani maximum,

iv) pro n sudé je f omezená zdola, nenı́ omezená shora, nemá maximum a má ostré
minimum v bodě x = 0,

v) f nenı́ lipschitzovsky spojitá na okolı́ bodu 0.

Vztahy:
( n
√
x)n = n

√
xn = x pro x ∈ R a n liché,

( n
√
x)n = n

√
xn = x pro x ∈ 〈0,+∞) a n sudé.

Odkazy: Polák [8].



1-5 verze 0.45 HERBÁŘ

Mocninná funkce s racionálnı́m exponentem

f : y = x
m
n , m ∈ Z, n ∈ N, D(f) =


〈0,+∞) pro m

n
> 0, n sudé,

R pro m
n
> 0, n liché,

(0,+∞) pro m
n
< 0, n sudé,

R \ {0} pro m
n
< 0, n liché.

Obr. 1.5: Grafy mocninných funkcı́ s racionálnı́m exponentem

Vlastnosti:

i) mocninná funkce je lichá pro m a n liché a je sudá pro m sudé a n liché,

ii) mocninná funkce je spojitá na D(f) a diferencovatelná na D(f) \ {0}.

Odkazy: Spanier [7].



HERBÁŘ verze 0.45 1-6

Mocninná funkce s obecným reálným exponentem

f : y = xa, a ∈ R \Q, D(f) = H(f) =

{
〈0,+∞) pro a > 0,

(0,+∞) pro a < 0.

Obr. 1.6: Grafy mocninných funkcı́ s iracionálnı́m exponentem

Vlastnosti:

i) mocninná funkce je prostá a ryze monotónnı́,

ii) mocninná funkce nenı́ omezená,

iii) mocninná funkce je spojitá na D(f) a diferencovatelná na (0,+∞),

iv) f je rostoucı́ pro a > 0 a klesajı́cı́ pro a < 0,

v) f je zdola omezená, nenı́ shora omezená, nemá maximum, pro a < 0 nemá minimum
a pro a > 0 má ostré minimum v bodě x = 0.

Odkazy: Spanier [7].
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Polynomická funkce n-tého stupně

P : y = anx
n+an−1x

n−1+· · ·+a1x+a0, n ∈ N0, ak ∈ R, k = 0, . . . , n, an 6= 0, D(f) = R.

Obr. 1.7: Grafy polynomických funkcı́

Vlastnosti:

i) polynomická funkce je spojitá, diferencovatelná a hladká,

ii) polynomická funkce stupně n ≥ 1 nenı́ omezená,

iii) podle základnı́ věty algebry má každá algebraická rovnice P (x) = 0 stupně n ≥ 1
v oboru komplexnı́ch čı́sel alespoň jeden kořen,

iv) každá algebraická rovnice P (x) = 0 stupně n ≥ 1 má v oboru komplexnı́ch čı́sel
právě n kořenů (se započı́tánı́m násobnosti),

v) podle Descartovy věty je počet kladných kořenů algebraické rovnice P (x) = 0
stupně n ≥ 1 bud’ roven počtu znaménkových změn v posloupnosti koeficientů
a0, a1, . . . , an, nebo je o sudý počet menšı́.

Odkazy: Spanier [7].
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Lineárnı́ lomená funkce

f : y =
ax+ b

cx+ d
, a, b, c, d ∈ R, c 6= 0, ad−bc 6= 0, D(f) = R\

{
−d
c

}
, H(f) = R\

{
a
c

}
.

Obr. 1.8: Graf nepřı́mé úměrnosti (pro k = 1) a lineárnı́ lomené funkce

Vlastnosti:

i) grafem lineárně lomené funkce je rovnoosá hyperbola se středem v bodě
[
−d
c
, a
c

]
,

ii) lineárně lomená funkce je prostá,

iii) lineárně lomená funkce je spojitá a diferencovatelná na D(f),

iv) f nenı́ omezená zdola ani shora, nemá minimum ani maximum,

v) pro ad− bc < 0 je f klesajı́cı́ na
(
−∞,−d

c

)
a na

(
−d
c
,+∞

)
,

vi) pro ad− bc > 0 je f rostoucı́ na
(
−∞,−d

c

)
a na

(
−d
c
,+∞

)
,

vii) f nenı́ monotónnı́ na D(f) =
(
−∞,−d

c

)
∪
(
−d
c
,+∞

)
,

viii) f nenı́ spojitá na R, v bodě x = −d
c

má bod nespojitosti 2. druhu,

lim
x→− d

c

−
f(x) = ∓∞ pro ad− bc ≶ 0, lim

x→− d
c

+
f(x) = ±∞ pro ad− bc ≶ 0,

ix) pro a = d = 0, b 6= 0, k = b
c

je f : y = k
x
, jež se nazývá nepřı́má úměrnost;

je to lichá funkce.

Odkazy: Polák [8].
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Exponenciálnı́ funkce

f : y = ax, a > 0, a 6= 1, D(f) = R, H(f) = (0,+∞),

f : y = ex, e je Eulerovo čı́slo, D(f) = R, H(f) = (0,+∞).

Obr. 1.9: Grafy exponenciálnı́ch funkcı́

Vlastnosti:

i) graf exponenciálnı́ funkce je exponenciála,

ii) exponenciálnı́ funkce je prostá,

iii) exponenciálnı́ funkce je spojitá, diferencovatelná a hladká,

iv) f je rostoucı́ pro a > 0 a klesajı́cı́ pro a < 0,

v) f je zdola omezená a nenı́ omezená shora, nemá maximum ani minimum,

vi) e je Eulerovo čı́slo:

e = lim
n→+∞

(
1 +

1

n

)n
=

+∞∑
n=0

1

n!
= 2.71828182845904523536028747135266249775724709 . . .

Odkazy: Polák [8].
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Logaritmická funkce
je funkce inverznı́ k exponenciálnı́ funkci

f : y = loga x, a > 0, a 6= 1, D(f) = (0,+∞), H(f) = R,
f : y = log x = log10 x, D(f) = (0,+∞), H(f) = R,
f : y = lnx = loge x, e = 2.71828182 . . . D(f) = (0,+∞), H(f) = R.

Obr. 1.10: Grafy logaritmických funkcı́

Vlastnosti:

i) graf logaritmické funkce je logaritmická křivka,

ii) logaritmická funkce je prostá,

iii) logaritmická funkce je spojitá, diferencovatelná a hladká,

iv) f je rostoucı́ pro a > 1 a klesajı́cı́ pro 0 < a < 1,

v) f nenı́ omezená zdola ani shora, nemá minimum ani maximum.

Vztahy:
aloga x = x pro x > 0, loga a

x = x pro x ∈ R.

Odkazy: Polák [8].
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Goniometrické funkce

f : y = sinx, D(f) = R, H(f) = 〈−1, 1〉,
f : y = cosx, D(f) = R, H(f) = 〈−1, 1〉,
f : y = tg x =

sinx

cosx
, D(f) = R \

{
(2k + 1)π

2
, k ∈ Z

}
, H(f) = R,

f : y = cotg x =
cosx

sinx
, D(f) = R \ {kπ, k ∈ Z} , H(f) = R.

Obr. 1.11: Grafy goniometrických funkcı́

Vlastnosti:

i) funkce sinus, tangens a kotangens jsou liché funkce, kosinus je funkce sudá,

ii) funkce sinus a kosinus jsou omezené 2π–periodické funkce,
funkce tangens a kotangens jsou neomezené π–periodické funkce,

iii) všechny goniometrické funkce jsou spojité na D(f).

Vztahy pro x, y ∈ R:

sin(2x) = 2 sinx cosx, sinx+ sin y = 2 sin x+y
2

cos x−y
2
,

cos(2x) = cos2 x− sin2 x, sinx− sin y = 2 cos x+y
2

sin x−y
2
,

sin(x± y) = sinx cos y ± cosx sin y, cosx+ cos y = 2 cos x+y
2

cos x−y
2
,

cos(x± y) = cosx cos y ∓ sinx sin y, cosx− cos y =−2 sin x+y
2

sin x−y
2
.

Odkazy: Polák [8].
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Cyklometrické funkce
jsou funkce inverznı́ k částem goniometrických funkcı́

f : y = arcsinx, D(f) = 〈−1, 1〉, H(f) = 〈−π
2
, π
2
〉,

f : y = arccosx, D(f) = 〈−1, 1〉, H(f) = 〈0, π〉,

f : y = arctg x, D(f) = R, H(f) =
(
−π

2
, π
2

)
,

f : y = arccotg x, D(f) = R, H(f) = (0, π) .

Obr. 1.12: Grafy cyklometrických funkcı́

Vlastnosti:

i) funkce arkussinus a arkustangens jsou liché funkce,

arcsin(−x) = − arcsinx a arccos(−x) = π − arccosx pro x ∈ 〈−1, 1〉,
arctg(−x) = − arctg x a arccotg(−x) = π − arccotg x pro x ∈ R,

ii) všechny cyklometrické funkce jsou spojité na D(f).

Vztahy:

sin(arcsinx) = x pro x ∈ 〈−1, 1〉, cos(arccosx) = x pro x ∈ 〈−1, 1〉,
arcsin(sinx) = x pro x ∈ 〈−π

2
, π
2
〉, arccos(cosx) = x pro x ∈ 〈0, π〉,

tg(arctg x) = x pro x ∈ R, cotg(arccotg x) = x pro x ∈ R,
arctg(tg x) = x pro x ∈ (−π

2
, π
2
), arccotg(cotg x) = x pro x ∈ (0, π),

arcsinx+ arccosx = π
2

pro x ∈ 〈−1, 1〉, arctg x = arccotg 1
x

pro x > 0,

arctg x+ arccotg x = π
2

pro x ∈ R.

Odkazy: Polák [8].
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Hyperbolické funkce

f : y = sinhx =
ex− e−x

2
, D(f) = R, H(f) = R,

f : y = coshx =
ex + e−x

2
, D(f) = R, H(f) = 〈1,+∞),

f : y = tghx =
sinhx

coshx
, D(f) = R, H(f) = (−1, 1),

f : y = cotghx =
coshx

sinhx
, D(f) = R \ {0} , H(f) = R \ 〈−1, 1〉.

Obr. 1.13: Grafy hyperbolických funkcı́

Vlastnosti:

i) funkce hyperbolický sinus, hyperbolický tangens a hyperbolický kotangens jsou
liché funkce, hyperbolický kosinus je funkce sudá,

ii) všechny hyperbolické funkce jsou spojité na D(f),

Vztahy pro x, y ∈ R:

sinh(2x) = 2 sinhx coshx, sinhx+ sinh y = 2 sinh x+y
2

cosh x−y
2
,

cosh(2x) = cosh2 x+ sinh2 x, sinhx− sinh y = 2 cosh x+y
2

sinh x−y
2
,

sinh(x± y) = sinhx cosh y ± coshx sinh y, coshx+ cosh y = 2 cosh x+y
2

cosh x−y
2
,

cosh(x± y) = coshx cosh y ± sinhx sinh y, coshx− cosh y = 2 sinh x+y
2

sinh x−y
2
.

Odkazy: Polák [8].
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Hyperbolometrické funkce
jsou funkce inverznı́ k částem hyperbolických funkcı́

f : y = argsinhx, D(f) = R, H(f) = R,

f : y = argcoshx, D(f) = 〈1,+∞), H(f) = 〈0,+∞),

f : y = argtghx, D(f) = (−1, 1), H(f) = R,

f : y = argcotghx, D(f) = R \ 〈−1, 1〉, H(f) = R \ {0} .

Obr. 1.14: Grafy hyperbolometrických funkcı́

Vlastnosti:

i) funkce argument hyperbolického sinu, argument hyperbolického tangens a argu-
ment hyperbolického kotangens jsou liché funkce,

ii) všechny hyperbolometrické funkce jsou spojité na D(f).

Vztahy:

sinh(argsinhx) = x pro x ∈ R, cosh(argcoshx) = x pro x ≥ 1,
argsinh(sinhx) = x pro x ∈ R, argcosh(coshx) = x pro x ≥ 0,

tgh(argtghx) = x pro x ∈ (−1, 1), cotgh(argcotghx) = x pro x ∈ R \ 〈−1, 1〉,
argtgh(tghx) = x pro x ∈ R, argcotgh(cotghx) = x pro x ∈ R \ {0},

argsinhx = ln(x+
√
x2 + 1) pro x ∈ R,

argcoshx = ln(x+
√
x2 − 1) pro x ≥ 1,

argtghx = 1
2

ln 1+x
1−x pro x ∈ (−1, 1),

argcotghx = 1
2

ln x+1
x−1 pro x ∈ R \ 〈−1, 1〉,

argtghx = argcotgh 1
x

pro x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1).

Odkazy: Spanier [7].



1-15 verze 0.45 HERBÁŘ

Funkce signum (znaménková funkce)

f : y = sgnx =


−1 pro x < 0,

0 pro x = 0,

1 pro x > 0,

D(f) = R, H(f) = {−1, 0, 1}.

Obr. 1.15: Graf znaménkové funkce

Vlastnosti:

i) funkce signum je lichá funkce,

ii) funkce signum je neklesajı́cı́ funkce,

iii) funkce signum je spojitá v každém bodě x ∈ R \ {0},

iv) funkce signum nenı́ spojitá v bodě x = 0, v tomto bodě má bod nespojitosti 1. druhu
se skokem 2

f(0−) = lim
x→0−

sgnx = −1,

f(0+) = lim
x→0+

sgnx = 1.

Odkazy: Polák [8].
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Funkce absolutnı́ hodnota

f : y = |x| =


−x pro x < 0,

0 pro x = 0,

x pro x > 0,

D(f) = R, H(f) = 〈0,+∞).

Obr. 1.16: Graf funkce absolutnı́ hodnota

Vlastnosti:

i) funkce absolutnı́ hodnota je sudá funkce,

ii) funkce absolutnı́ hodnota je konvexnı́ funkce,

iii) funkce absolutnı́ hodnota je spojitá na D(f),

iv) funkce absolutnı́ hodnota nemá derivaci v bodě x = 0 (nenı́ diferencovatelná v
bodě x = 0), jelikož má v tomto bodě různé jednostranné derivace

f ′−(0) = lim
h→0−

f(h)− f(0)

h
= lim

h→0−

|h|
h

= −1,

f ′+(0) = lim
h→0+

f(h)− f(0)

h
= lim

h→0+

|h|
h

= 1.
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Funkce hornı́ a dolnı́ celá část

f : y = Int(x) =


dxe = min {k ∈ Z, k ≥ x} pro x < 0,

0 pro x = 0,

bxc = max {k ∈ Z, k ≤ x} pro x > 0,

D(f) = R, H(f) = Z.

funkce
hornı́ celá část

y = dxe

y = x− dxe

funkce
dolnı́ celá část

y = bxc

y = x− bxc

y = Int(x)

y = x− Int(x)

= Frac(x)

Obr. 1.17: Grafy funkcı́ hornı́ a dolnı́ celá část, funkce Int a jejich zbytků

Vlastnosti a poznámky:

i) funkce hornı́ a dolnı́ celá část a funkce Int jsou funkce neklesajı́cı́,

ii) funkce Int a Frac : y = x− Int(x) jsou funkce liché,

iii) funkce dolnı́ celá část y = bxc bývá často uváděna jako celá část a značena y = [x].

Vztahy:
∀x ∈ Z : dxe = bxc = Int(x) = x,

∀x ∈ R : Int(x) + Frac(x) = x.

Odkazy: Polák [8], Spanier [7], Knuth [5].
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Některé periodické funkce

f1 : y = sgn(sinx), D(f1) = R, H(f1) = {−1, 0, 1},

f2 : y = sgn(cosx), D(f2) = R, H(f2) = {−1, 0, 1},

f3 : y = arcsin(sinx), D(f3) = R, H(f3) = 〈−π
2
, π
2
〉,

f4 : y = arccos(cosx), D(f4) = R, H(f4) = 〈0, π〉.

Obr. 1.18: Grafy periodických funkcı́ f1, f2, f3 a f4

Vlastnosti:

i) funkce f1, f2, f3 a f4 jsou omezené 2π-periodické funkce,

ii) funkce f1 a f2 jsou po částech spojité a po částech hladké funkce,

iii) funkce f3 a f4 jsou spojité a po částech hladké funkce.
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Funkce gama

Γ(x) =

∫ +∞

0

e−t tx−1 dt, D(Γ) = (0,+∞).

Obr. 2.1: Graf funkce gama

Vlastnosti:

i) ∀x ∈ D(Γ) : Γ(x) > 0,

ii) funkce Γ je omezená zdola,
nenı́ omezená shora,

iii) funkce Γ je spojitá a diferen-
covatelná,

iv) funkce Γ je ryze konvexnı́,

v)
lim
x→0+

Γ(x) = +∞,

lim
x→+∞

Γ(x) = +∞,

vi) funkce Γ má právě jedno
ostré lokálnı́ minimum
v bodě x0 ∈ (1, 2),

x0
.
= 1, 46163.

Vztahy:

Γ(x+ 1) = xΓ(x),

Γ
(
1
2

)
=
√
π =⇒ Γ

(
3
2

)
= 1

2

√
π, Γ

(
5
2

)
= 3

4

√
π, . . .

Γ(1) = 1 =⇒ Γ(2) = 1, Γ(3) = 2 · 1, Γ(4) = 3 · 2 · 1, . . .

Γ(n) = (n− 1)! pro n ∈ N,

Γ(x)Γ(1− x) =
π

sin πx
pro 0 < x < 1,

Γ(x)Γ
(
x+ 1

2

)
= 21−2x ·

√
π · Γ(2x),

d(n)Γ(x)

dx(n)
=

∫ +∞

0

e−t tx−1 lnn t dt pro n ∈ N.
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Funkce chyb (chybová funkce)

erf(x) =
2√
π

∫ x

0

e−t
2

dt, D(erf) = R.

Obr. 2.2: Graf chybové funkce

Vlastnosti:

i) erf je lichá funkce,

ii) erf je omezená, spojitá a diferencovatelná funkce,

d erf(x)

dx
=

2√
π

e−x
2

, lim
x→±∞

erf(x) = ±1.

Vztahy: ∫ x

0

erf(t) dt = x erf(x)− 1√
π

(
1− e−x

2
)
,

erf(x) =
2√
π

(
x− x3

3
+
x5

10
− · · ·

)
=

x√
π

+∞∑
n=0

(−x2)n

n!
(
n+ 1

2

) .
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Exponenciálnı́ integrálnı́ funkce

Ei(x) =


∫ x

−∞

et

t
dt pro x < 0,

v.p.
∫ x

−∞

et

t
dt pro x > 0,

D(Ei) = R \ {0}, H(Ei) = R.

Obr. 2.3: Graf exponenciálnı́ integrálnı́ funkce

Vlastnosti:

i) Ei je spojitá na D(Ei),

ii) x = 0 je bod nespojitosti 2. druhu,

lim
x→0

Ei(x) = −∞,

iii) Ei nenı́ omezená zdola ani shora,

lim
x→−∞

Ei(x) = 0,

lim
x→+∞

Ei(x) = +∞,

iv) Ei je diferencovatelná na D(Ei),

d Ei(x)

dx
=
ex

x
,

v) Ei je klesajı́cı́ na (−∞, 0)
a je rostoucı́ na (0,+∞),

vi) Ei je ryze konkávnı́ na (−∞, 0) a na (0, 1), je ryze konvexnı́ na (1,+∞),

vii) Ei má právě jeden nulový bod x0
.
= 0, 3725074107814, Ei(x0) = 0.

Vztahy:
Ei(x) = li(ex),∫ x

0

Ei(at) dt = xEi(ax)− eax−1

a
,

Ei(x) = x− x2

4
+
x3

18
− x4

96
+ · · · = −

+∞∑
n=1

(−x)n

n!n
.
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Funkce integrálnı́ logaritmus (integrállogaritmus)

li(x) =


∫ x

0

1

ln t
dt pro 0 < x < 1,

v.p.
∫ x

0

1

ln t
dt pro x > 1,

D(li) = (0, 1) ∪ (1,+∞), H(li) = R.

Obr. 2.4: Graf integrállogaritmu

Vlastnosti:

i) li je spojitá na D(li),

ii) x = 1 je bod nespojitosti 2. druhu,

lim
x→1

li(x) = −∞,

iii) li nenı́ omezená zdola ani shora,

lim
x→0+

li(x) = 0,

lim
x→+∞

li(x) = +∞,

iv) li je diferencovatelná na D(li),

d li(x)

dx
=

1

lnx
,

v) li je klesajı́cı́ na (0, 1)
a je rostoucı́ na (1,+∞),

vi) li je ryze konkávnı́ na (0, 1) a na (1,+∞),

vii) li má právě jeden nulový bod x0
.
= 1, 4513692348838, li(x0) = 0.

Vztahy:
li(x) = Ei(ln(x)),∫ x

0

li(at) dt = x li(ax)− 1

a
li(a2x2) pro a > 0,∫ 1

0

tp li(t) dt = − ln(2 + p)

1 + p
pro p > −2,∫ +∞

1

tp li(t) dt =
ln(−2− p)

1 + p
pro p < −2.
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Funkce integrálnı́ sinus (integrálsinus)

Si(x) =

∫ x

0

sin t

t
dt, D(Si) = R.

Obr. 2.5: Graf integrálsinu

Vlastnosti:

i) Si je lichá funkce,

ii) Si je omezená, spojitá a diferencovatelná funkce,

d Si(x)

dx
=


sinx

x
pro x 6= 0,

1 pro x = 0,

lim
x→±∞

Si(x) = ±π
2
.

Vztahy:∫ x

0

Si(t) dt = x Si(x)− 1 + cos(x),

Si(x) = x− 1

3

x3

3!
+

1

5

x5

5!
− 1

7

x7

7!
+ · · · = x

+∞∑
n=0

(−x2)n

(2n+ 1)!(2n+ 1)
,

Si(x) ≈


x pro malá x,

π

2
−
(

1

x
− 2

x3

)
cosx−

(
1

x2
− 6

x4

)
sinx pro velká kladná x.
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Funkce integrálnı́ kosinus (integrálkosinus)

Ci(x) = −
∫ +∞

x

cos t

t
dt, D(Ci) = (0,+∞).

Obr. 2.6: Graf integrálkosinu

Vlastnosti:

Ci je shora omezená, spojitá a diferencovatelná funkce,

d Ci(x)

dx
=

cosx

x
, lim

x→0+
Ci(x) = −∞, lim

x→+∞
Ci(x) = 0.

Vztahy:∫ x

0

Ci(t) dt = x Ci(x)− sin(x),

Ci(x) = γ + lnx− 1

2

x2

2!
+

1

4

x4

4!
− 1

6

x6

6!
+ · · · = γ + lnx+

+∞∑
n=1

(−x2)n

(2n)! 2n
,

Ci(x) ≈


γ + lnx pro malá kladná x,(

1

x
− 2

x3

)
sinx−

(
1

x2
− 6

x4

)
cosx pro velká kladná x,

kde γ je Eulerova–Mascheroniho konstanta:

γ = lim
n→+∞

(
n∑
k=1

1
k
− lnn

)
= 0, 577215664901533 . . .
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Cantorovy d’ábelské schody . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3-4
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Omezená funkce s bodem nespojitosti 2. druhu

f(x) =

 sin
1

x
pro x 6= 0,

0 pro x = 0,

D(f) = R, H(f) = 〈−1, 1〉.

Obr. 3.1: Grafy funkce f

Vlastnosti:

i) funkce f je omezená,

ii) funkce f je lichá,

iii) funkce f je spojitá na R \ {0},

iv) funkce f nenı́ spojitá v bodě x = 0, v tomto bodě má bod nespojitosti 2. druhu, jelikož
obě jednostranné limity neexistujı́,

an =
1

2nπ
, lim

n→+∞
an = 0 a lim

n→+∞
f(an) = 0,

bn =
1

π
2

+ 2nπ
, lim

n→+∞
bn = 0 a lim

n→+∞
f(bn) = 1.
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Spojitá funkce bez derivace v počátku

f(x) =

 x sin
1

x
pro x 6= 0,

0 pro x = 0,

D(f) = R.

Obr. 3.2: Grafy funkce f

Vlastnosti:

i) funkce f je omezená,

ii) funkce f je sudá,

iii) funkce f je spojitá na D(f) = R,

iv) funkce f je diferencovatelná na R \ {0},

∀x ∈ R \ {0} : f ′(x) = sin
1

x
− 1

x
cos

1

x
,

v) funkce f nemá derivaci v bodě x = 0,

f ′(0) = lim
h→0

f(h)− f(0)

h
= lim

h→0
sin

1

h
neexistuje.
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Diferencovatelná funkce, která nenı́ hladká

f(x) =

 x2 sin
1

x
pro x 6= 0,

0 pro x = 0,

D(f) = R, H(f) = R.

Obr. 3.3: Grafy funkce f

Vlastnosti:

i) funkce f nenı́ omezená zdola ani shora,

ii) funkce f je lichá,

iii) funkce f je spojitá na D(f) = R,

iv) funkce f je diferencovatelná na D(f) = R,

∀x ∈ R\{0} : f ′(x) = 2x sin
1

x
−cos

1

x
, f ′(0) = lim

h→0

f(h)− f(0)

h
= lim

h→0
h sin

1

h
= 0,

v) derivace f ′ nenı́ spojitá v bodě x = 0, jelikož limita lim
x→0

f ′(x) neexistuje.

vi) funkce f nenı́ hladká na D(f).
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Cantorovy d’ábelské schody

f(x) = lim
n→+∞

fn(x), D(f) = 〈0, 1〉, H(f) = 〈0, 1〉,

f0(x) = x, ∀n ∈ N : fn(x) =


1
2
fn−1 (3x) pro x ∈

[
0, 1

3

)
,

1
2

pro x ∈
[
1
3
, 2
3

]
,

1
2

+ 1
2
fn−1 (3x− 2) pro x ∈

(
2
3
, 1
]
.

Obr. 3.4: Grafy funkcı́ f0, f1, f2, f3 a graf limitnı́ funkce f .

Vlastnosti:

i) funkce f je spojitá i stejnoměrně spojitá,

ii) funkce f nenı́ absolutně spojitá na 〈0, 1〉,

iii) funkce f má omezenou variaci,

iv) funkce f je Lebesgueovsky i Riemannovsky integrovatelná,

v) derivace f ′ je skoro všude nulová,

0 =

∫ 1

0

f ′(x) dx 6= f(1)− f(0) = 1.
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Takagiho spojitá a nikde diferencovatelná funkce

f(x) = lim
n→+∞

fn(x), D(f) = R, ∀n ∈ N0 : fn(x) =
n∑
k=0

1

2k
ϕ
(
2kx
)
,

ϕ(x) = dist(x,Z) = min
m∈Z
|x−m| .

Obr. 3.5: Grafy funkcı́ f0, f1, f2, f3 a graf limitnı́ funkce f .

Vlastnosti:

i) H(f) ⊂ 〈0, 1〉,

ii) funkce f je sudá,

iii) funkce f je periodická se základnı́ periodou 1,

iv) funkce f je spojitá,

v) funkce f nenı́ diferencovatelná pro žádné x ∈ R,

vi) funkce f nemá jednostranné derivace pro žádné x ∈ R,

vii) funkce f je α-hölderovsky spojitá pro α ∈ (0, 1).
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Féjerova spojitá funkce s divergentnı́ Fourierovou řadou

f(x) = lim
n→+∞

fn(x), D(f) = R, ∀n ∈ N : fn(x) =
n∑
k=1

2 sin
(

2k
3
x
)

k2

2k
3∑

l=1

sin lx

l
.

Obr. 3.6: Grafy funkcı́ f1, f2 a graf limitnı́ funkce f .

Vlastnosti:

i) funkce f je sudá,

ii) funkce f je periodická se základnı́ periodou 2π,

iii) funkce f je spojitá,

iv) Fourierova řada funkce f je divergentnı́ v bodě 0.

Odkazy: Jarnı́k [4].
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Riemannova funkce

f(x) = lim
n→+∞

fn(x), D(f) = R, ∀n ∈ N : fn(x) =
n∑
k=1

sin (k2x)

k2
.

Obr. 3.7: Grafy funkcı́ f1, f2, f3 a graf limitnı́ funkce f .

Vlastnosti:

i) funkce f je lichá,

ii) funkce f je periodická se základnı́ periodou 2π,

iii) funkce f je spojitá,

iv) funkce f nenı́ nikde diferencovatelnou funkcı́,

v) funkce f má konečné derivace pouze v bodech

x0 = π
2p+ 1

2q + 1
, p, q ∈ Z,

a navı́c f ′(x0) = −1

2
.



HERBÁŘ verze 0.45 3-8

Riemannovsky integrovatelná funkce

f(x) = lim
n→+∞

fn(x), D(f) = R, ∀n ∈ N : fn(x) =
n∑
k=1

kx− [kx]

k2
.

Obr. 3.8: Grafy funkcı́ f1, f2, f3 a f4

Obr. 3.9: Graf limitnı́ funkce f

Vlastnosti:

i) funkce f je lichá,

ii) funkce f je periodická
se základnı́ periodou 2,

iii) funkce f je omezená,

iv) funkce f nenı́ spojitá na R,

v) funkce f má nekonečně mnoho
bodů nespojitosti mezi dvěma
libovolnými body,

vi) funkce f je Riemannovsky
integrovatelná.





Kapitola4
Základnı́ soubor funkcı́ v R2

f(x, y) = x2 + y2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3-1
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4-1 verze 0.45 HERBÁŘ

f(x, y) = x2 + y2, D(f) = R2, H(f) = 〈0,+∞).

x
y

z

z = f(x, y)

Obr. 4.1: Graf funkce f

Vlastnosti:

i) f je omezená zdola, nenı́ omezená shora,

ii) f je spojitá a diferencovatelná,

∂f

∂x
= 2x,

∂f

∂y
= 2y, grad f(x, y) = (2x, 2y),

iii) f má právě jedno ostré minimum v bodě (x, y) = (0, 0), nemá maximum.

x

y

x

y

x

y

Obr. 4.2: Vrstevnice grafu funkce f , normované gradienty funkce f a spádnice



HERBÁŘ verze 0.45 4-2

f(x, y) = |x|+ |y|, D(f) = R2, H(f) = 〈0,+∞).

x
y

z

z = f(x, y)

Obr. 4.3: Graf funkce f

Vlastnosti:

i) f je omezená zdola, nenı́ omezená shora,

ii) f je spojitá na D(f) = R2 a diferencovatelná na {(x, y) ∈ R2 : xy 6= 0},

∂f

∂x
=

{
1 pro x > 0,

−1 pro x < 0,

∂f

∂y
=

{
1 pro y > 0,

−1 pro y < 0,

grad f(x, y) = (sgn x, sgn y)

pro xy 6= 0,

iii) f má právě jedno ostré minimum v bodě (x, y) = (0, 0), nemá maximum.
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y

Obr. 4.4: Vrstevnice grafu funkce f , normované gradienty funkce f a spádnice



4-3 verze 0.45 HERBÁŘ

f(x, y) = x2 + 6xy + y2, D(f) = R2, H(f) = R.

x

y

z

z = f(x, y)

x y

z

x

y

z

Obr. 4.5: Grafy funkce f

Vlastnosti:

i) f nenı́ omezená zdola ani shora,

ii) f je spojitá a diferencovatelná,

∂f

∂x
= 2x+ 6y,

∂f

∂y
= 6x+ 2y, grad f(x, y) = (2x+ 6y, 6x+ 2y),

iii) f nemá žádný globálnı́ ani lokálnı́ extrém, v bodě (x, y) = (0, 0) má sedlový bod.
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y

Obr. 4.6: Vrstevnice grafu funkce f , normované gradienty funkce f a spádnice



HERBÁŘ verze 0.45 4-4

f(x, y) =

{
xy ln(x2 + y2) pro (x, y) 6= (0, 0),

0 pro (x, y) = (0, 0),
D(f) = R2, H(f) = R.

x

y

z

z = f(x, y)

x y

z

x

y

z

Obr. 4.7: Grafy funkce f

Vlastnosti:

i) f nenı́ omezená zdola ani shora, je spojitá,

ii) f nemá žádný globálnı́ extrém, má čtyři lokálnı́ extrémy,

iii) f má pět sedlových bodů: (0, 0), (±1, 0) a (0,±1).
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Obr. 4.8: Vrstevnice grafu funkce f , normované gradienty funkce f a spádnice



4-5 verze 0.45 HERBÁŘ

f(x, y) = x2 + xy + y2 + x− 2y, D(f) = R2.

x

y

z

z = f(x, y)

x

y

z

x

y

z

Obr. 4.9: Grafy funkce f

Vlastnosti:

i) f je omezená zdola, nenı́ omezená shora,

ii) f je spojitá a diferencovatelná,

∂f

∂x
= 2x+ y + 1,

∂f

∂y
= 2y + x− 2, grad f(x, y) = (2x+ y + 1, 2y + x− 2),

iii) f má právě jedno ostré minimum v bodě (x, y) =
(
−4

3
, 5
3

)
, nemá maximum.
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y

Obr. 4.10: Vrstevnice grafu funkce f , normované gradienty funkce f a spádnice



HERBÁŘ verze 0.45 4-6

f(x, y) = x4 + 2y4 − 14x2 − 16y2 + 24x, D(f) = R2.

xy

z

z = f(x, y)

x

y

z

x

y

z

Obr. 4.11: Grafy funkce f

Vlastnosti:

i) f je omezená zdola, nenı́ omezená shora,

ii) f je spojitá a diferencovatelná,

∂f

∂x
= 4x3−28x+24,

∂f

∂y
= 8y3−32y, grad f(x, y) = (4x3−28x+24, 8y3−32y),

iii) f má pět lokálnı́ch extrémů, má čtyři sedlové body, nemá maximum.
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Obr. 4.12: Vrstevnice grafu funkce f , normované gradienty funkce f a spádnice



4-7 verze 0.45 HERBÁŘ

f(x, y) = sinx+ sin y, D(f) = R2, H(f) = 〈−2, 2〉.

x

y

z

z = f(x, y)

Obr. 4.13: Graf funkce f

Vlastnosti:

i) f je omezená,

ii) f je spojitá a diferencovatelná,

∂f

∂x
= cosx,

∂f

∂y
= cos y, grad f(x, y) = (cos x, cos y),

iii) f má nekonečně mnoho ostrých lokálnı́ch minim a ostrých lokálnı́ch maxim.
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y
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y

Obr. 4.14: Vrstevnice grafu funkce f , normované gradienty funkce f a spádnice



HERBÁŘ verze 0.45 4-8

f(x, y) = sin x sin y, D(f) = R2, H(f) = 〈−1, 1〉.

x

y

z

z = f(x, y)

Obr. 4.15: Graf funkce f

Vlastnosti:

i) f je omezená,

ii) f je spojitá a diferencovatelná,

∂f

∂x
= cosx sin y,

∂f

∂y
= sinx cos y, grad f(x, y) = (cos x sin y, sinx cos y),

iii) f má nekonečně mnoho ostrých lokálnı́ch minim a ostrých lokálnı́ch maxim.
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Obr. 4.16: Vrstevnice grafu funkce f , normované gradienty funkce f a spádnice



4-9 verze 0.45 HERBÁŘ

f(x, y) = sin(x+ y), D(f) = R2, H(f) = 〈−1, 1〉.

x

y

z

z = f(x, y)

Obr. 4.17: Graf funkce f

Vlastnosti:

i) f je omezená,

ii) f je spojitá a diferencovatelná,

∂f

∂x
= cos(x+ y),

∂f

∂y
= cos(x+ y), grad f(x, y) = (cos(x+ y), cos(x+ y)),

iii) f má nekonečně mnoho lokálnı́ch minim a lokálnı́ch maxim.
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y

Obr. 4.18: Vrstevnice grafu funkce f , normované gradienty funkce f a spádnice



HERBÁŘ verze 0.45 4-10

f(x, y) = sin xy, D(f) = R2, H(f) = 〈−1, 1〉.

x

y

z

z = f(x, y)

Obr. 4.19: Graf funkce f

Vlastnosti:

i) f je omezená,

ii) f je spojitá a diferencovatelná,

∂f

∂x
= y cosxy,

∂f

∂y
= x cosxy, grad f(x, y) = (y cosxy, x cosxy),

iii) f má nekonečně mnoho lokálnı́ch minim a lokálnı́ch maxim.
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y
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x

y

Obr. 4.20: Vrstevnice grafu funkce f , normované gradienty funkce f a spádnice



4-11 verze 0.45 HERBÁŘ

Plocha zadaná implicitně rovnicı́

M =
{

(x, y, z) ∈ R3 : (x2 + y2 + z2)2 = x2 + y2 − z2
}
.

x

y

z

Obr. 4.21: Plocha M

Vlastnosti:

i) M je uzavřená plocha,

ii) M je hladká plocha s vyjı́mkou bodu (x, y, z) = (0, 0, 0),

iii) M je rotačně symetrická okolo osy z.
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Obr. 4.22: Části plochy M
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Plocha zadaná implicitně rovnicı́

M =
{

(x, y, z) ∈ R3 : (2−
√
x2 + y2)2 = 1− z2

}
.

x

y

z

Obr. 4.23: Plocha M

Vlastnosti:

i) M je uzavřená plocha (vymezuje oblast, která nenı́ jednoduše souvislá),

ii) M je hladká plocha,

iii) M je rotačně symetrická okolo osy z.
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Obr. 4.24: Části plochy M
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5-1 verze 0.45 HERBÁŘ

f(x, y) =


x2y2

x2 + y2
pro (x, y) 6= (0, 0),

0 pro (x, y) = (0, 0),

D(f) = R2.

x y

z

z = f(x, y)

x

y

z

x

y

z

Obr. 5.1: Grafy funkce f

Vlastnosti:

i) f je spojitá na D(f), je omezená zdola a nenı́ omezená shora,

∀x, y ∈ R2 \ {(0, 0)} : 0 ≤ x2y2

x2 + y2
≤ (x2 + y2)2

x2 + y2
= x2 + y2, lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = 0,

ii) f je diferencovatelná na D(f).

x

y
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y

x

y

Obr. 5.2: Vrstevnice grafu funkce f , normované gradienty funkce f a spádnice



HERBÁŘ verze 0.45 5-2

f(x, y) =
x2y2

x3 + y2
, D(f) =

{
(x, y) ∈ R2 : x3 + y2 6= 0

}
.

xy

z

z = f(x, y)

Obr. 5.3: Graf funkce f , vrstevnice a normované gradienty

Vlastnosti:

f je spojitá na D(f), nenı́ omezená zdola ani shora,

lim
x→ 0
y = kx
k ∈ R

f(x, y) = 0, lim
x→ 0
y = kx2

k ∈ R

f(x, y) = 0, lim
x→ 0

x3 + y2 = kx5

k ∈ R \ {0}

f(x, y) = −1

k
, @ lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y).
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y

z

x
y

z

Obr. 5.4: Grafy funkce f



5-3 verze 0.45 HERBÁŘ

f(x, y) =


x2y2

x4 + y4
pro (x, y) 6= (0, 0),

0 pro (x, y) = (0, 0),

D(f) = R2.

x
y

z

z = f(x, y)

x
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z

x

y

z

Obr. 5.5: Grafy funkce f

Vlastnosti:

f je omezená, je spojitá všude kromě bodu (x, y) = (0, 0),

lim
x→ 0
y = kx
k ∈ R

f(x, y) =
k2

1 + k4
, @ lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y).

x
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y

x

y

Obr. 5.6: Vrstevnice grafu funkce f , normované gradienty funkce f a spádnice



HERBÁŘ verze 0.45 5-4

f(x, y) =


x2y

x4 + y2
pro (x, y) 6= (0, 0),

0 pro (x, y) = (0, 0),

D(f) = R2.

x

y

z

x

y

z

z = f(x, y)

Obr. 5.7: Grafy funkce f

Vlastnosti:

f je omezená, je spojitá všude kromě bodu (x, y) = (0, 0),

lim
x→ 0
y = kx
k ∈ R

f(x, y) = 0, lim
x→ 0
y = kx2

k ∈ R

f(x, y) =
k

1 + k2
, @ lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y).

x
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y

x

y

Obr. 5.8: Vrstevnice grafu funkce f , normované gradienty funkce f a spádnice

Použité zdroje: [11].



5-5 verze 0.45 HERBÁŘ

f(x, y) =


xy

x2 + y2
pro (x, y) 6= (0, 0),

0 pro (x, y) = (0, 0),

D(f) = R2.

x

y

z
z = f(x, y)

y
x

z

y

x

z

Obr. 5.9: Grafy funkce f

Vlastnosti:

f je omezená, je spojitá všude kromě bodu (x, y) = (0, 0),

lim
x→ 0
y = kx
k ∈ R

f(x, y) = lim
x→0

kx2

x2 + k2x2
=

k

1 + k2
, @ lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y).

x

y

x

y

x

y

Obr. 5.10: Vrstevnice grafu funkce f , normované gradienty funkce f a spádnice



HERBÁŘ verze 0.45 5-6

f(x, y) =


xy√
x2 + y2

pro (x, y) 6= (0, 0),

0 pro (x, y) = (0, 0),

D(f) = R2.

x

y

z

z = f(x, y)

y
x

z

y

x

z

Obr. 5.11: Grafy funkce f

Vlastnosti:

i) f je spojitá na D(f), nenı́ omezená zdola ani shora,

∀x, y ∈ R2\{(0, 0)} : 0 ≤

∣∣∣∣∣ xy√
x2 + y2

∣∣∣∣∣ ≤ x2 + y2√
x2 + y2

=
√
x2 + y2, lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = 0,

ii) ∂f
∂x

(0, 0) = 0 a ∂f
∂y

(0, 0) = 0, ale f nenı́ diferencovatelná v bodě (x, y) = (0, 0),

lim
(h1,h2)→(0,0)

f(h1, h2)− f(0, 0)√
h21 + h22

= lim
(h1,h2)→(0,0)

h1h2
h21 + h22

neexistuje.
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Obr. 5.12: Vrstevnice grafu funkce f , normované gradienty funkce f a spádnice



5-7 verze 0.45 HERBÁŘ

f(x, y) =
x

y
, D(f) =

{
(x, y) ∈ R2 : y 6= 0

}
.

x

y

z
z = f(x, y)

y

x

z

y

x

z

Obr. 5.13: Grafy funkce f

Vlastnosti:

f je spojitá na D(f), nenı́ omezená zdola ani shora,

lim
x→ 0
y = kx

k ∈ R \ {0}

f(x, y) = lim
x→0

x

kx
=

1

k
, @ lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y).

x

y

x

y

x

y

Obr. 5.14: Vrstevnice grafu funkce f , normované gradienty funkce f a spádnice



HERBÁŘ verze 0.45 5-8

f(x, y) =


x2y2

x2y2 + (x+ y)2
pro (x, y) 6= (0, 0),

0 pro (x, y) = (0, 0),

D(f) = R2.
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z = f(x, y)
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x

z

Obr. 5.15: Grafy funkce f

Vlastnosti:

f je omezená na D(f), je spojitá všude kromě bodu (x, y) = (0, 0),

lim
x→ 0
y = kx
k ∈ R

f(x, y) = lim
x→0

k2x2

k2x2 + (1 + k)2
=

{
1 pro k = −1,

0 pro k 6= −1,
, @ lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y).

x

y

x

y

x

y

Obr. 5.16: Vrstevnice grafu funkce f , normované gradienty funkce f a spádnice
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f(x, y) =
x2y2

x+ y2
, D(f) =

{
(x, y) ∈ R2 : x+ y2 6= 0

}
.

y x

z

z = f(x, y)

Obr. 5.17: Graf funkce f , vrstevnice a normované gradienty

Vlastnosti:

f je spojitá na D(f), nenı́ omezená zdola ani shora,

lim
x→ 0
y = kx
k ∈ R

f(x, y) = 0, lim
x→ 0
y = kx2

k ∈ R

f(x, y) = 0, lim
x→ 0

x+ y2 = kx3

k ∈ R \ {0}

f(x, y) = −1

k
, @ lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y).

y

x

z

y

x

z

yx

z

Obr. 5.18: Grafy funkce f
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f(x, y) = |xy|2, D(f) = R2.

x

y

z

z = f(x, y)

Obr. 5.19: Graf funkce f

Vlastnosti:

i) f je spojitá na D(f), je omezená zdola a nenı́ omezená shora,

ii) f je diferencovatelná na D(f),

lim
(h1,h2)→(0,0)

f(h1, h2)− f(0, 0)√
h21 + h22

= lim
(h1,h2)→(0,0)

h21h
2
2√

h21 + h22
= 0.

x

y

x

y

x

y

Obr. 5.20: Vrstevnice grafu funkce f , normované gradienty funkce f a spádnice
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f(x, y) = |xy|, D(f) = R2.

x

y

z

z = f(x, y)

Obr. 5.21: Graf funkce f

Vlastnosti:

i) f je spojitá na D(f), je omezená zdola a nenı́ omezená shora,

ii) f je diferencovatelná v bodě (x, y) = (0, 0),

lim
(h1,h2)→(0,0)

f(h1, h2)− f(0, 0)√
h21 + h22

= lim
(h1,h2)→(0,0)

|h1h2|√
h21 + h22

= 0.

x

y

x

y

x

y

Obr. 5.22: Vrstevnice grafu funkce f , normované gradienty funkce f a spádnice
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f(x, y) =
√
|xy|, D(f) = R2.

x

y

z

z = f(x, y)

Obr. 5.23: Graf funkce f

Vlastnosti:

i) f je spojitá na D(f), je omezená zdola a nenı́ omezená shora,

ii) ∂f
∂x

(0, 0) = 0 a ∂f
∂y

(0, 0) = 0, ale f nenı́ diferencovatelná v bodě (x, y) = (0, 0),

lim
(h1,h2)→(0,0)

f(h1, h2)− f(0, 0)√
h21 + h22

= lim
(h1,h2)→(0,0)

√
|h1h2|√
h21 + h22

neexistuje.

x

y

x

y

x

y

Obr. 5.24: Vrstevnice grafu funkce f , normované gradienty funkce f a spádnice
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f(x, y) =


(x2 + y2) sin

1

x2 + y2
pro (x, y) 6= (0, 0),

0 pro (x, y) = (0, 0),

D(f) = R2.

x

y

z

z = f(x, y)

Obr. 5.25: Graf funkce f
Vlastnosti:

i) f je omezená a je spojitá na D(f),

∀x, y ∈ R2\{(0, 0)} : 0 ≤
∣∣∣∣(x2 + y2) sin

1

x2 + y2

∣∣∣∣ ≤ x2+y2, lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0,

ii) f je diferencovatelná na D(f),

lim
(h1,h2)→(0,0)

f(h1, h2)− f(0, 0)√
h21 + h22

= lim
(h1,h2)→(0,0)

√
h21 + h22 sin

1

h21 + h22
= 0.

x

y

x

y

Obr. 5.26: Vrstevnice grafu funkce f a normované gradienty funkce f
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f(x, y) =
x+ y√
x3 + y3

, D(f) =
{

(x, y) ∈ R2 : x+ y > 0
}
.

x

y

z

z = f(x, y)

Obr. 5.27: Graf funkce f .

Vlastnosti:

i) f je spojitá na D(f), je omezená zdola a nenı́ omezená shora,

lim
x→ 0+

y = kx
k > −1

f(x, y) = lim
x→0+

1√
x
· 1 + k√

1 + k3
= +∞,

ii) lim
x→ 0

y = −x+ kx2

k > 0

f(x, y) = lim
x→0

kx2√
3kx4 − 3k2x5 + k3x6

=

√
k

3
, @ lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y).

x

y

z

y

x

z

y

x

z

Obr. 5.28: Grafy funkce f
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f(x, y) = 3
√
|x|3 + |y|3, D(f) = R2.

x
y

z

x
y

z

z = f(x, y)

Obr. 5.29: Graf funkce f a jeho drátěný model

Vlastnosti:

i) f má v nule derivaci ve všech směrech,

∂f

∂v
(0, 0) = 3

√
|v1|3 + |v2|3, v = (v1, v2),

ii) f nenı́ diferencovatelná v bodě (x, y) = (0, 0) (derivace podle vektoru nezávisı́
lineárně na složkách vektoru).

x

y

x

y

x

y

Obr. 5.30: Vrstevnice grafu funkce f , normované gradienty funkce f a spádnice

Použité zdroje: [2].
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f(x, y) =


xy (x2 − y2)
x2 + y2

pro (x, y) 6= (0, 0),

0 pro (x, y) = (0, 0),

D(f) = R2.

x y

z
z = f(x, y)

x

y

x

y

Obr. 5.31: Graf funkce f , vrstevnice a normované gradienty

Vlastnosti:

i) pro x, y 6= 0 platı́

fxy(x, y) =
∂2f

∂x∂y
(x, y) =

(x2 − y2) (x4 + 10x2y2 + y4)

(x2 + y2)3
=

∂2f

∂y∂x
(x, y) = fyx(x, y),

ii) fxy(0, 0) =
∂2f

∂x∂y
(0, 0) = 1 6= −1 =

∂2f

∂y∂x
(0, 0) = fyx(0, 0),

iii) f, fx, fy ∈ C(R2), fxy, fyx ∈ C(R2 \ {(0, 0)}),

iv) smı́šené parciálnı́ derivace fxy a fyx nejsou spojité v počátku (x, y) = (0, 0).

x y

z
z = fxy(x, y)

x

y

x

y

Obr. 5.32: Graf smı́šené parciálnı́ derivace fxy, vrstevnice a normované gradienty
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f(x, y) =
y2 − x2

(x2 + y2)2
, D(f) = (0, 1)× (0, 1), H(f) = R.

x

y

z

z = f(x, y)

x

y

z

x

y

z

Obr. 5.33: Graf funkce f a jeho řezy

Vlastnosti:

i) dvojnásobné integrály se nerovnajı́∫ 1

0

(∫ 1

0

f(x, y) dx

)
dy =

π

4
6= −π

4
=

∫ 1

0

(∫ 1

0

f(x, y) dy

)
dx,

ii) dvojný integrál
∫∫

(0,1)×(0,1)
f(x, y) dx dy neexistuje.

x

y

x

y

x

y

Obr. 5.34: Vrstevnice grafu funkce f , normované gradienty funkce f a spádnice
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Lineárnı́ funkce

f : w = az + b, a, b ∈ C, a 6= 0, D(f) = C∗.

Vlastnosti:

i) H(f) = C∗,

ii) f(∞) =∞,

iii) lineárnı́ funkce f je jednoznačná, prostá a spojitá funkce na C∗,

iv) geometrická interpretace lineárnı́ funkce:
lineárnı́ funkce f : w = z + b, z ∈ C∗, b ∈ C, představuje geometricky v Gaussově
rovině z posunutı́ o vektor (Re b, Im b),
lineárnı́ funkce f : w = az, z ∈ C∗, a ∈ C, a 6= 0, představuje v Gaussově rovině z
tato geometrická zobrazenı́:

(a) pro a = 1 identické zobrazenı́,

(b) pro a = eiα otočenı́ se středem v počátku o orientovaný úhel velikosti α,

(c) pro a = −1 středovou souměrnost (otočenı́ o úhel π),

(d) pro a ∈ R+ stejnolehlost se středem v počátku a kvocientem a,

(e) pro a ∈ C, a 6= 0, obecně geometrické zobrazenı́ složené z otočenı́ a stejnoleh-
losti,

lineárnı́ funkce f : w = az + b, z ∈ C∗, a, b ∈ C, a 6= 0, po vyjádřenı́ koeficientu
a v exponenciálnı́m tvaru a = |a| eiα se dá geometricky interpretovat v Gaussově
rovině z jako geometrické zobrazenı́ složené ze třı́ složek:

(a) otočenı́ se středem v počátku o orientovaný úhel velikosti α,

(b) stejnolehlosti se středem v počátku a koeficientem |a|,
(c) posunutı́ o vektor (Re b, Im b),

v) lineárnı́ funkce f je konformnı́ zobrazenı́ na množině D(f) = C∗ (konformnı́ zob-
razenı́ množiny C∗ na sebe),

vi) lineárnı́ funkce f zobrazuje každý geometrický útvar na útvar s nı́m podobný (tj.
téhož typu: přı́mku na přı́mku, kružnici na kružnici, vnitřek kruhu na vnitřek
kruhu, polorovinu na polorovinu apod.) a při zobrazenı́ orientovaného úhlu se
zachovává nejen jeho velikost, ale také jeho orientace.
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Funkce argument komplexnı́ho čı́sla

f : w = Arg z = {ϕ ∈ R : z = |z|(cosϕ+ i sinϕ)} , D(f) = C \ {0}.

Funkčnı́ hodnota funkce Arg z, pro niž platı́ ϕ ∈ (−π, π〉, se nazývá hlavnı́ hodnota
komplexnı́ho čı́sla z a značı́ se arg z.

Re zIm z

w = Arg z

−5π

−4π

−3π

−2π

−π
0

π

2π

3π

4π

5π

−1
0

1 −1
0

1

Re z

−1

0

1

Im z

1

0

−1

w = arg z

π

0

−π

w

Obr. 6.1: Graf funkce argument Arg z a hlavnı́ hodnota argumentu arg z.

Vlastnosti:

i) funkce f : w = Arg z je nekonečněznačná funkce,

ii) funkce f : w = arg z je jednoznačná a spojitá na C\{z ∈ R : z ≤ 0} (tj. na Gaussově
rovině bez nekladné části reálné osy),

iii) funkce Arg z i funkce arg z jsou reálné funkce komplexnı́ proměnné z,

iv) funkce arg z je nespojitá v každém bodě z0 ∈ {z ∈ R : z ≤ 0}:

lim
z → z0
z0 < 0
Im z ≥ 0

arg z = arg z0 = π, lim
z → z0
z0 < 0
Im z < 0

arg z = −π.
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Základnı́ lineárnı́ lomená funkce

f : w =
1

z
, D(f) = C∗, H(f) = C∗.

Re z

Im z

u
u = Re

(
1

z

)

Re z

Im z

v

v = Im

(
1

z

)

Obr. 6.2: Graf reálné a imaginárnı́ části exponenciálnı́ funkce w = ez.

Vlastnosti:

i) f(0) =∞, f(∞) = 0,

ii) funkce f je jednoznačná, prostá a spojitá funkce na C∗,

iii) funkce f vyjadřuje geometricky v Gaussově rovině z geometrické zobrazenı́ složené
z těchto dvou složek:

(a) kruhové inverze se středem v počátku a s poloměrem řı́dicı́ kružnice r = 1,
(b) osové souměrnosti podle reálné osy x,

iv) funkce f zobrazuje jednotkovou kružnici c1 : |z| = 1 v Gaussově rovině z na jed-
notkovou kružnici c′1 : |w| = 1 v Gaussově rovině w, vnitřek kružnice c1 zobrazuje
ve vnějšek kružnice c′1 a vnějšek kružnice c1 zobrazuje ve vnitřek kružnice c′1,

v) funkce f je konformnı́ zobrazenı́ na množině D(f) = C∗ (konformnı́ zobrazenı́
množiny C∗ na sebe),

vi) funkce f zobrazuje kružnice a přı́mky v kružnice nebo přı́mky (tzv. zobecněné
kružnice),

vii) funkce f zobrazuje sı́t’ vzájemně ortogonálnı́ch kružnic v Gaussově rovině z v kon-
formně ekvivalentnı́ kartézskou sı́t’ v Gaussově rovině w a naopak.
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Lineárnı́ lomená funkce

f : w =


az + b

cz + d
pro z 6=∞,

a

c
pro z =∞,

a, b, c, d ∈ C, c 6= 0, ad− bc 6= 0, D(f) = C∗.

Vlastnosti:

i) H(f) = C∗,

ii) f
(
−d
c

)
=∞,

iii) jednoznačná, spojitá a prostá funkce z C∗ na C∗,

iv) w =
az + b

cz + d
=
a

c
+

1
c2

(bc− ad)

z + d
c

,

v) inverznı́ zobrazenı́ lineárnı́ lomené funkce je lineárnı́ lomená funkce

f−1(w) =


dw−b
−cw+a pro w ∈ C \

{
a
c

}
,

∞ pro w = a
c
,

−d
c

pro w =∞,

vi) lineárnı́ lomené zobrazenı́ zobrazuje zobecněné kružnice na zobecněné kružnice
(přı́mky a kružnice v C∗ nazýváme zobecněnými kružnicemi v C∗),

vii) lineárnı́ lomené zobrazenı́ zobrazuje oblasti, na které rozděluje rovinu zobecněná
kružnice γ na oblasti, na kterou rozděluje rovinu zobecněná kružnice f(γ),

viii) lineárnı́ lomené zobrazenı́ zachovává dvojpoměr

∀z1, z2, z3, z4 ∈ C∗ : (z1, z2, z3, z4) = (f(z1), f(z2), f(z3), f(z4)),

kde dvojpoměr uspořádané čtveřice navzájem různých bodů z1, z2, z3, z4 ∈ C∗ je
definován

(z1, z2, z3, z4) =


z3 − z1
z3 − z2

:
z4 − z1
z4 − z2

=
z3 − z1
z3 − z2

· z4 − z2
z4 − z1

pro z1, z2, z3, z4 ∈ C,

lim
zk→∞

(z1, z2, z3, z4) pro zk =∞, k ∈ {1, 2, 3, 4},

ix) lineárnı́ lomené zobrazenı́w = f(z), které zobrazuje navzájem různé body z1, z2, z3 ∈
C∗ po řadě na navzájem různé body w1, w2, w3 ∈ C∗ je jediné a je určeno jedno-
značně vztahem

(z1, z2, z3, z) = (w1, w2, w3, w).
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Funkce n-tá mocnina

f : w = zn, n ∈ N, D(f) = C∗, H(f) = C∗.

Re z

Im z
u

u = Re (z2)

Re z

Im z

v

v = Im (z2)

Obr. 6.3: Graf reálné a imaginárnı́ části funkce druhá mocnina w = z2.

Vlastnosti:

i) f(0) = 0, f(∞) =∞,

ii) n-tá mocnina je jednoznačná a spojitá funkce na C∗.

M1

x

y

{z2 : z ∈M1}

u

v M2

x

y

{z2 : z ∈M2}

u

v M3

x

y

{z2 : z ∈M3}

u

v

Obr. 6.4: Transformace pomocı́ druhé mocniny w = u+ i v = z2, z = x+ i y.

M1

x

y

{z3 : z ∈M1}

u

v M2

x

y

{z3 : z ∈M2}

u

v M3

x

y

{z3 : z ∈M3}

u

v

Obr. 6.5: Transformace pomocı́ třetı́ mocniny w = u+ i v = z3, z = x+ i y.
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Funkce n-tá odmocnina

f : w = n
√
z = {w ∈ C∗ : wn = z} , n ∈ N, n ≥ 2, D(f) = C∗.

Re z
−1

0

1

Im z
1

0

−1

u = Re(
√
z)

1

0

−1

u

Re z
−1

0

1

Im z
1

0

−1

u = Re( 3
√
z)

1

0

−1

u

Re z
−1

0

1

Im z
1

0

−1

u = Re( 4
√
z)

1

0

−1

u

Obr. 6.6: Grafy reálných částı́ funkcı́ druhá, třetı́ a čtvrtá odmocnina.
Vlastnosti:

i) H(f) = C∗,

ii) f(0) = 0, f(∞) =∞,

iii) n-tá odmocnina je n-značná funkce.

M1

x

y

{w ∈ C∗ : w2 ∈M1}

u

v M2

x

y

{w ∈ C∗ : w2 ∈M2}

u

v M3

x

y

{w ∈ C∗ : w2 ∈M3}

u

v

Obr. 6.7: Transformace pomocı́ druhé odmocniny w = u+ i v =
√
z, z = x+ i y.

M1

x

y

{w ∈ C∗ : w3 ∈M1}

u

v M2

x

y

{w ∈ C∗ : w3 ∈M2}

u

v M3

x

y

{w ∈ C∗ : w3 ∈M3}

u

v

Obr. 6.8: Transformace pomocı́ třetı́ odmocniny w = u+ i v = 3
√
z, z = x+ i y.
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Exponenciálnı́ funkce

f : w = ez =
+∞∑
n=0

zn

n!
, D(f) = C, H(f) = C \ {0}.

Re z

Im z

u

u = Re(ez)

Re z

Im z

v

v = Im(ez)

Obr. 6.9: Graf reálné a imaginárnı́ části exponenciálnı́ funkce w = ez.

Vlastnosti:

i) exponenciálnı́ funkce je jednoznačná funkce,

ii) pro z = x+ i y platı́ ez = ex+i y = ex(cos y + i sin y),

iii) exponenciálnı́ funkce je periodická v Im z s periodou 2π
(pro z = i y platı́ ez = ei y = cos y + i sin y).
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Logaritmická funkce

f : w = Ln z = {w ∈ C : ew = z} , D(f) = C \ {0}, H(f) = C.

Re zIm z

Re(Ln z)

−10

−8

−6

−4

−2

0

2

4

−2
0

2 −2
0

2

Re zIm z

Im(Ln z)

−5π

−4π

−3π

−2π

−π
0

π

2π

3π

4π

5π

−1
0

1 −1
0

1

Obr. 6.10: Graf reálné a imaginárnı́ části logaritmické funkce w = Ln z.

Vlastnosti:

i) logaritmická funkce je nekonečněznačná funkce,

ii) je-li w0 ∈ Ln z, potom Ln z = {w ∈ C : w = w0 + i 2kπ, k ∈ Z},

iii) Ln z = ln |z|+ i Arg z,

iv) hlavnı́ hodnota logaritmu ln z = ln |z|+ i arg z,

v) hlavnı́ hodnota logaritmu je jednoznačná a prostá (tj. jednolistá) funkce na množině
C \ {0},

vi) ln z = ln r + iϕ, z = r eiϕ, ϕ ∈ (−π, π〉, r > 0.
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Goniometrické funkce

sin z =
ei z − e−i z

2i
, tg z =

sin z

cos z
,

cos z =
ei z + e−i z

2
, cotg z =

cos z

sin z
,

D(sin) = C, H(sin) = C,
D(cos) = C, H(cos) = C,
D(tg) = C, H(tg) = C∗ \ {±i },

D(cotg) = C, H(cotg) = C∗ \ {±i }.

Im z

Re z

u

u = Re(sin z)

Im z

Re z

u

u = Re(cos z)

Im z

Re z

u

u = Re(tg z)

Im z

Re z

u

u = Re(cotg z)

Im z

Re z

v

v = Im(sin z)

Im z

Re z

v

v = Im(cos z)

Im z

Re z

v

v = Im(tg z)

Im z

Re z

v

v = Im(cotg z)

Obr. 6.11: Grafy reálných a imaginárnı́ch částı́ goniometrických funkcı́.

Vlastnosti:

i) sin z, cos z, tg z a cotg z jsou jednoznačné funkce,

ii) sin z a cos z jsou periodické funkce v Re z s periodou 2π,

iii) tg z a cotg z jsou periodické funkce v Re z s periodou π,

iv) platı́
sin(z1 ± z2) = sin z1 cos z2 ± cos z1 sin z2,

cos(z1 ± z2) = cos z1 cos z2 ∓ sin z1 sin z2,

sinh(z1 ± z2) = sinh z1 cosh z2 ± cosh z1 sinh z2,

cosh(z1 ± z2) = cosh z1 cosh z2 ± sinh z1 sinh z2.
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Cyklometrické funkce

Arcsin z = {w ∈ C : sinw = z}, D(Arcsin) = C, H(Arcsin) = C,

Arccos z = {w ∈ C : cosw = z}, D(Arccos) = C, H(Arccos) = C,

Arctg z = {w ∈ C : tgw = z}, D(Arctg) = C∗ \ {±i }, H(Arctg) = C,

Arccotg z = {w ∈ C : cotgw = z}, D(Arccotg) = C∗ \ {±i }, H(Arccotg) = C.

Re z
Im z

u

u = Re(Arcsin z)

Re z
Im z

u

u = Re(Arccos z)

Re z Im z

u

u = Re(Arctg z)

Re z
Im z

u

u = Re(Arccotg z)

Re z Im z

v

v = Im(Arcsin z)

Re z Im z

v

v = Im(Arccos z)

Im z

Re z

v

v = Im(Arctg z)

Re z
Im z

v

v = Im(Arccotg z)

Obr. 6.12: Grafy reálných a imaginárnı́ch částı́ cyklometrických funkcı́.

Vlastnosti:

i) cyklometrické funkce jsou nekonečněznačné funkce,

ii) hlavnı́ hodnoty označujeme arcsin, arccos, arctg, arccotg,

iii) hodnoty arkustangens a arkuskotangens v bodě∞:

Arctg∞ = (2k + 1)π
2
, k ∈ Z,

Arccotg∞ = kπ, k ∈ Z.
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Hyperbolické funkce

sinh z =
ez − e−z

2
, tgh z =

sinh z

cosh z
,

cosh z =
ez + e−z

2
, cotgh z =

cosh z

sinh z
,

D(sinh) = C, H(sinh) = C,
D(cosh) = C, H(cosh) = C,
D(tgh) = C, H(tgh) = C∗ \ {±1},

D(cotgh) = C, H(cotgh) = C∗ \ {±1}.

Im z

Re z

u

u = Re(sinh z)

Im z

Re z

u

u = Re(cosh z)

Im z

Re z

u

u = Re(tgh z)

Im z

Re z

u

u = Re(cotgh z)

Im z

Re z

v

v = Im(sinh z)

Im z

Re z

v

v = Im(cosh z)

Im z

Re z

v

v = Im(tgh z)

Im z

Re z

v

v = Im(cotgh z)

Obr. 6.13: Grafy reálných a imaginárnı́ch částı́ hyperbolických funkcı́.

Vlastnosti:

i) sinh z, cosh z, tgh z a cotgh z jsou jednoznačné funkce,

ii) sinh z a cosh z jsou periodické funkce v Im z s periodou 2π,

iii) tgh z a cotgh z jsou periodické funkce v Im z s periodou π,

iv) platı́

sin z = sin x cosh y + i cos x sinh y, cosh z = cos i z,

cos z = cos x cosh y − i sin x sinh y, cosh i z = cos z,

sinh z = sinhx cos y + i cosh x sin y, sinh z = −i sin i z,

cosh z = coshx cos y + i sinhx sin y, sinh i z = i sin z.
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Hyperbolometrické funkce

Argsinh z = {w ∈ C : sinhw = z}, D(Argsinh) = C, H(Argsinh) = C,

Argcosh z = {w ∈ C : coshw = z}, D(Argcosh) = C, H(Argcosh) = C,

Argtgh z = {w ∈ C : tghw = z}, D(Argtgh) = C∗ \ {±1}, H(Argtgh) = C,

Argcotgh z = {w ∈ C : cotghw = z}, D(Argcotgh) = C∗ \ {±1}, H(Argcotgh) = C.

Re z Im z

u

u = Re(Argsinh z)

Re z Im z

u

u = Re(Argcosh z)

Im z
Re z

u

u = Re(Argtgh z)

Im z
Re z

u

u = Re(Argcotgh z)

Re z
Im z

v

v = Im(Argsinh z)

Re z Im z

v

v = Im(Argcosh z)

Re z Im z

v

v = Im(Argtgh z)

Re z Im z

v

v = Im(Argcotgh z)

Obr. 6.14: Grafy reálných a imaginárnı́ch částı́ hyperbolometrických funkcı́.

Vlastnosti:

i) hyperbolometrické funkce jsou nekonečněznačné funkce,

ii) hlavnı́ hodnoty označujeme argsinh, argcosh, argtgh, argcotgh,

iii) hodnoty argumentu hyperbolického tangens a argumentu hyperbolického kotan-
gens v bodě∞:

Argtgh∞ = (2k + 1)π
2
i , k ∈ Z,

Argcotgh∞ = kπi , k ∈ Z.
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Obecná mocninná a exponenciálnı́ funkce

f : w = za = eaLn z, D(f) = C \ {0}, a ∈ C,

f : w = az = ez Ln a, D(f) = C, a ∈ C \ {0}.

Vlastnosti:

i) f(z) = za je funkcı́


jednoznačnou pro a ∈ Z,
n-značnou pro a ∈ Q, a = m

n
, m ∈ Z, n ∈ N,

nekonečněznačnou pro a ∈ C \Q.

M1

x

y

{
z

3
2 : z ∈M1

}

u

v M2

x

y

{
z

3
2 : z ∈M2

}

u

v M3

x

y

{
z

3
2 : z ∈M3

}

u

v

Obr. 6.15: Transformace pomocı́ mocninné funkce w = u+ i v = z
3
2 , z = x+ i y.

M1

x

y

{
zi : z ∈M1

}

u

v M2

x

y

{
zi : z ∈M2

}

u

v M3

x

y

{
zi : z ∈M3

}

u

v

Obr. 6.16: Transformace pomocı́ mocninné funkce w = u+ i v = zi , z = x+ i y.
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Přehled základnı́ch derivacı́

f(x) f ′(x) podmı́nky
c (konst.) 0 c ∈ R, x ∈ R
ex ex x ∈ R
ax ax ln a a > 0, a 6= 1, x ∈ R

lnx
1

x
x ∈ (0,+∞)

loga x
1

x ln a
a > 0, a 6= 1, x ∈ (0,+∞)

xn nxn−1 n ∈ N, x ∈ R
xα α.xα−1 α ∈ R, x ∈ (0,+∞)

sinx cosx x ∈ R
cosx − sinx x ∈ R

tg x
1

cos2 x
x 6= (2k + 1)π

2
, k ∈ Z

cotg x
−1

sin2 x
x 6= kπ, k ∈ Z

arcsinx
1√

1− x2
x ∈ (−1, 1)

arccosx
−1√

1− x2
x ∈ (−1, 1)

arctg x
1

1 + x2
x ∈ R

arccotg x
−1

1 + x2
x ∈ R

sinhx coshx x ∈ R
coshx sinhx x ∈ R

tghx
1

cosh2 x
x ∈ R

cotghx
−1

sinh2 x
x 6= 0

argsinhx
1√

x2 + 1
x ∈ R

argcoshx
1√

x2 − 1
x ∈ (1,+∞)

argtghx
1

1− x2
x ∈ (−1, 1)

argcotghx
1

1− x2
x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,+∞)
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Přehled základnı́ch integrálů

1.

∫
xadx =

xa+1

α + 1
+ C,


x ∈ R, a ∈ N,
x 6= 0, a ∈ Z, a 6= −1,
x > 0, a ∈ R, a 6= −1,

2.

∫
1

x
dx = ln |x|+ C, x 6= 0,

3.

∫
exdx = ex + C, x ∈ R,

4.

∫
axdx =

ax

ln a
+ C, x ∈ R, a 6= 1, a > 0,

5.

∫
sinxdx = − cosx+ C, x ∈ R,

6.

∫
cosxdx = sinx+ C, x ∈ R,

7.

∫
1

cos2 x
dx = tg x+ C, x 6= (2k + 1)π

2
, k ∈ Z,

8.

∫
1

sin2 x
dx = − cotg x+ C, x 6= kπ, k ∈ Z,

9.

∫
1√

1− x2
dx = arcsinx+ C, x ∈ (−1, 1),

10.

∫
1

1 + x2
dx = arctg x+ C, x ∈ R,

11.

∫
sinhxdx = coshx+ C, x ∈ R,

12.

∫
coshxdx = sinhx+ C, x ∈ R,

13.

∫
1

cosh2 x
dx = tghx+ C, x ∈ R,

14.

∫
1

sinh2 x
dx = − cotghx+ C, x ∈ R\{0},

15.

∫
1√

x2 − 1
dx = argcoshx+ C, x ∈ (1,+∞),

16.

∫
1√

1 + x2
dx = argsinhx+ C, x ∈ R.
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Kvadriky v R3 v základnı́ poloze (v kanonickém tvaru)

elipsoid

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1

x y

z

eliptický paraboloid

x2

a2
+
y2

b2
− z = 0

x y

z

hyperbolický paraboloid

x2

a2
− y2

b2
− z = 0

x y

z

jednodı́lný hyperboloid

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 1

x y

z

kužel
x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 0

x y

z

dvoudı́lný hyperboloid

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= −1

x y

z

eliptický válec

x2

a2
+
y2

b2
= 1

x y

z

hyperbolický válec

x2

a2
− y2

b2
= 1

x
y

z

parabolický válec

y2 + 2ax = 0

x y

z



HERBÁŘ verze 0.45 7-6

Základnı́ Maclaurinovy rozvoje

1

1− x
=

+∞∑
n=0

xn = 1 + x+ x2 + x3 + . . . , x ∈ (−1, 1),

(1 + x)p =
+∞∑
n=0

(p
n

)
xn = 1 + px+

p(p− 1)

2!
x2 + . . . , x ∈ (−1, 1), p ∈ R,

ex =
+∞∑
n=0

xn

n!
= 1 + x+

x2

2!
+
x3

3!
+ . . . , x ∈ R,

ln(1 + x) =
+∞∑
n=0

(−1)n
xn+1

n+ 1
= x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ . . . , x ∈ (−1, 1〉,

sinx =
+∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
= x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ . . . , x ∈ R,

cosx =
+∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
= 1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+ . . . , x ∈ R,

arcsinx =
+∞∑
n=0

[(2n− 1)!!]2x2n+1

(2n+ 1)!
= x+

x3

6
+

3x5

40
+

5x7

112
+ . . . , x ∈ 〈−1, 1〉,

arctg x =
+∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
= x− x3

3
+
x5

5
− x7

7
+ . . . , x ∈ 〈−1, 1〉,

sinhx =
+∞∑
n=0

x2n+1

(2n+ 1)!
= x+

x3

3!
+
x5

5!
+
x7

7!
+ . . . , x ∈ R,

coshx =
+∞∑
n=0

x2n

(2n)!
= 1 +

x2

2!
+
x4

4!
+
x6

6!
+ . . . , x ∈ R,

argsinhx =
+∞∑
n=0

(−1)n
[(2n− 1)!!]2x2n+1

(2n+ 1)!
= x− x3

6
+

3x5

40
− 5x7

112
+ . . . , x ∈ 〈−1, 1〉,

argtghx =
+∞∑
n=0

x2n+1

2n+ 1
= x+

x3

3
+
x5

5
+
x7

7
+ . . . , x ∈ (−1, 1).
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Omezenost, spojitost a lipschitzovskost funkcı́ na (−1, 1)
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Omezenost, spojitost a lipschitzovskost funkcı́ na 〈−1, 1〉
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Řecká abeceda – 1. část
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Řecká abeceda – 2. část
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Řecká abeceda – 3. část
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Dostupné z: http://functions.wolfram.com

103


