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Pfedmluva

Herbat funkci je pfehledovy soubor vybranych funkci. Kazdé funkci v herbéfi je
vénovan jeden list, ktery obsahuje definici funkce, jeji graf a zdkladni vlastnosti ¢i ¢asto
pouzivané vztahy. Herbaf obsahuje redlné funkce jedné a dvou redlnych proménnych
a komplexni funkce. Kromé zakladniho souboru funkci je moZzno v herbéfi najit také
integralni funkce ¢i funkce s pozoruhodnymi vlastnostmi.

V Plzni 12. 2. 2012 Autofi
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Lineadrni funkce

R prok #0,
fry=kz+gq, k,q €R, D(f) =R, H(f)=
{¢} prok=0.
Y A Y A
q/ y=q
¢ [ly=Fr+q 4
oy X .
/ 0 T 0 T

Obr. 1.1: Grafy linedrnich funkci

Vlastnosti:
i) grafem linedrni funkce je primka,

ii) linedrni funkce je konvexni, konkdoni a monoténni,
iii) linedrni funkce je spojitd, diferencovatelnd a hladka,
iv) pro k > 0je f prostd a rostouci,

v) pro k < 0je f prostd a klesajici,

vi) pro k = 0je f konstantni funkce (konstanta),
vii) pro k = 0je f neklesajici i nerostouct, omezend a periodickd s libovolnou periodou,
viii) proqg=0ak # 0 se f fikd pfima tmeérnost,

ix) pro g = 0je f lichd,

X) pro q =k = 0je f lichd i suda.

Odkazy: Polak [8].
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Kvadraticka funkce

fry=ax®+br+c=alr—x0)*+ 1o, a,b,c e R, a # 0,

__b _ b?
Lo = T4 Yo = C— 45

B B (Yo, +00) proa >0,
D(f)_Ra H(f)_{ (—oo,y0> pI'OCL<0.

y=ax?+bxr+c

SY

o
|
4>-|c~
ISEEL
()
L]

Obr. 1.2: Grafy kvadratickych funkci
Vlastnosti:

i) grafem kvadratické funkce je parabola,
ii) kvadraticka funkce neni omezena,
iii) kvadratickd funkce je spojitd, diferencovatelnd a hladkd,
iv) pro a > 0je f ryze konvexni, omezend zdola a neni omezena shora,

v) pro a < 0je f ryze konkdvni a omezend shora a neni omezend zdola,
vi) pro b = 0je f sudd.

Odkazy: Polék [8].
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Mocninna funkce s celym exponentem

{1} pron =0,
R - R pro n > 0 liché,
1o

D(f) = prom =4 H(f)=4q R\ {0} pron <O0liché,
RA{0} pron =0, (0,400) pron > 0sudé,

| (0,+00) pron < 0sudé.

Y A Y A
y =’

_ 1
y=1s

Obr. 1.3: Grafy mocninnych funkci s celym exponentem

Vlastnosti:

i) grafem mocninné funkce je pro n = 1 pfimka, pro n > 2 parabola n-tého stupné,
pro n = 0 ¢ast primky a pro n < —1 hyperbola stupné —n + 1,

ii) mocninna funkce je lichd pro n liché a sudd pro n sudé,
iii) mocninnd funkce je spojitd a diferencovatelnd na D(f),

iv) pro n liché f neni omezend zdola ani shora, nemd minimum ani maximum, je
rostouci pro n > 1 liché a klesajici na (—o0,0) ana (0, +00) pron < —1 liché,

v) pron > 2sudéje f zdola omezend, neni omezend shora, nema maximum, je rostouct
na (0, +00) a klesajici na (—oo, 0), ma ostré minimum v bodé x = 0,

vi) pro n < —2 sudé je f zdola omezend, neni omezend shora, nema maximum ani
minimum, je rostouci na (—oo, 0) a klesajici na (0, +00).

Odkazy: Polédk [8].
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Funkce n-ta odmocnina
je funkce inverzni k ¢asti mocninné funkce s pfirozenym mocnitelem

{]R pro n liché,

(0,400) pron sudé.

T ( y= Ve
| i

|
H‘
=)
o
3y

Obr. 1.4: Graf druhé, tfeti, paté a desdté odmocniny

Vlastnosti:
i) n-td odmocnina je prostd, rostouci a neni omezen4,
ii) n-t4 odmocnina je spojitd na D(f) a diferencovatelnd na D(f) \ {0},
iii) pro n lichéje f lichd, neni omezena zdola ani shora, nemd minimum ani maximum,

iv) pro n sudé je f omezend zdola, neni omezend shora, nema maximum a ma ostré
minimum v bodé x = 0,

v) f neni lipschitzovsky spojitd na okoli bodu 0.

Vztahy:
(Vx)* = Yan = x  prox € Ranliché,
(/)" = Yar = x  prox € (0,+00) ansudé.

Odkazy: Polék [8].
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Mocninna funkce s raciondlnim exponentem

m

(0,400) pro ™ >0, nsudé,

R pro 7 > 0, n liché,
fry=zv, meZ neN, D(f)=

(0,+00) pro ™ <0, nsudé,
R\ {0} pro® <0, nliché.

n

Y A Yy
_ _z
Yy =3 y=x 3
- /y: ZL% . _i
1 1 Yy =x 10
1 \
1 0 1 T 1 0 1 x
17
mu y=a"3

Obr. 1.5: Grafy mocninnych funkci s raciondInim exponentem
Vlastnosti:

i) mocninnd funkce je lichd pro m a n liché a je sudd pro m sudé a n liché,

ii) mocninna funkce je spojitd na D(f) a diferencovatelnd na D(f) \ {0}.

Odkazy: Spanier [7].
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Mocninna funkce s obecnym redlnym exponentem

(0,400) proa >0,
fry=2",  aeR\Q  D(f)=H(f)=

(0,400) proa < 0.

X

Obr. 1.6: Grafy mocninnych funkci s iraciondlnim exponentem

Vlastnosti:
i) mocninnd funkce je prostd a ryze monoténni,
ii) mocninna funkce neni omezena,
iii) mocninna funkce je spojitd na D(f) a diferencovatelnd na (0, +o00),
iv) f je rostouci pro a > 0 a klesajici pro a < 0,

v) fjezdola omezend, neni shora omezend, nema maximum, pro a < 0 nemd minimum
a pro a > 0 md ostré minimum v bodé = = 0.

Odkazy: Spanier [7].
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Polynomicka funkce n-tého stupné

P:y=apa"+a, 12" '+ Farxz+ag, n€Ny, a, €R, k=0,...,n, a, #0, D(f)=R.

Y A

5 o, .4 2
y = 2% — 32% + 222

NN
\/ Y.

Obr. 1.7: Grafy polynomickych funkci

SR

Vlastnosti:
i) polynomicka funkce je spojitd, diferencovatelnd a hladka,
ii) polynomicka funkce stupné n > 1 neni omezena,

iii) podle zdkladni véty algebry ma kazda algebraickd rovnice P(x) = 0 stupnén > 1
v oboru komplexnich ¢isel alespor jeden koten,

iv) kazda algebraickd rovnice P(z) = 0 stupné n > 1 ma v oboru komplexnich ¢isel
praveé n kofent (se zapocitdnim ndsobnosti),

v) podle Descartovy véty je pocet kladnych kofenti algebraické rovnice P(z) = 0
stupné n > 1 bud roven poctu znaménkovych zmén v posloupnosti koeficientti
aop, a1, ..., Gy, Nebo je o sudy pocet mensi.

Odkazy: Spanier [7].
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Linedrni lomena funkce

b
fry= zxxj—_d’ a,b,c,d € R, ¢ #0, ad—bc#0, D(f) :R\{_g . H(f) :R\{%}

Y A Y A
B ar +b

24 Y= a+d

1- ———————

T 2 v —
=11 N0 _d "
ad —be <0 c

Obr. 1.8: Graf nepfimé imérnosti (pro k = 1) a linedrni lomené funkce

Vlastnosti:

i) grafem linedrné lomené funkce je rovnoosd hyperbola se stiedem v bodé [—¢, ¢],

c’c
ii) linedrné lomena funkce je prostd,
iii) linedrné lomena funkce je spojitd a diferencovatelnd na D(f),
iv) f neni omezena zdola ani shora, nemd minimum ani maximum,

v) pro ad — b < Oje f klesajicina (—oo, —%) ana (—¢, +00),

vi) pro ad — bc > 0je f rostoucina (—oo,—%) ana (—<, +00),

c

vii) f neni monoténni na D(f) = (—oo, —%) U (—%l, —i—oo),

viii) f neni spojitd na R, v bodé = = —2 ma bod nespojitosti 2. druhu,

lim f(z) =Foo proad—bes0, lim f(x) =+o0 proad—becs0,
ix) proa=d=0,b#0,k="2je f:y=25, jeZ se nazyva nepfima amérnost;
je to lichd funkce.

Odkazy: Polék [8].
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Exponencialni funkce

fry=ad", a>0,a#1, D(f) =R, H(f)=(0,400),
f:y=e" e je Eulerovo ¢&islo, D(f) =R, H(f)=(0,+00)
YA
0 T

Obr. 1.9: Grafy exponencialnich funkci

Vlastnosti:
i) graf exponencidlni funkce je exponenciila,
ii) exponencidlni funkce je prostd,
iii) exponencidlni funkce je spojitd, diferencovatelnd a hladka,
iv) fje rostouci pro a > 0 a klesajici pro a < 0,
v) fje zdola omezend a neni omezend shora, nemd maximum ani minimum,

vi) eje Eulerovo ¢islo:

n—-+o0o TL'
n=0

1\" &1
e= lim (1 1 —) — Z = 2.71828182845904523536028747135266249775724709 . . .
n

Odkazy: Polédk [8].
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Logaritmicka funkce
je funkce inverzni k exponencialni funkci

[y =log,x, a>0,a#l, D(f) = (0,+00), H(f) =R,
f: yzlogI:10g10I7 D(f>:(0,+00>, H(f):R7
f:y=Inz=log,x, e=2.71828182... D(f) = (0,400), H(f)=R
YA
y:h)g%;}:

sY

Obr. 1.10: Grafy logaritmickych funkci

Vlastnosti:
i) graf logaritmické funkce je logaritmickdi krivka,
ii) logaritmicka funkce je prostd,
iii) logaritmicka funkce je spojitd, diferencovatelnd a hladkd,
iv) fje rostouci pro a > 1 a klesajici pro0 < a < 1,
v) f neni omezena zdola ani shora, nema minimum ani maximum.

Vztahy:
a* =g prox >0, log,a" =z proz€R.

Odkazy: Poldk [8].
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Goniometrické funkce

f:y=sinuz, D(f) =R, H(f) =(-1,1),

f: Yy =cCosz, ) D(f):Ra H(f>:<_171>7
Sin xr - .

f: y=1tgx :COSl” D(f):R\{(2k+1)§>k€Z}v H(f)—R,

Jiy=cotgr=""".  D(f)=R\{kn.k€Z}, H(f) =R

Obr. 1.11: Grafy goniometrickych funkci

Vlastnosti:

i) funkce sinus, tangens a kotangens jsou liché funkce, kosinus je funkce sudd,

ii) funkce sinus a kosinus jsou omezené 2n—periodické funkce,
funkce tangens a kotangens jsou neomezené m—periodické funkce,

iii) v8echny goniometrické funkce jsou spojité na D(f).

Vztahy pro z,y € R:

sin(2z) = 2sinzcosz, sinx + siny
cos(2x) = cos’z —sin’z, sinz — siny
sin(z £y) = sinzcosy + cosxsiny, COS T + Cos Y
cos(x £y) = cosxcosy Fsinzsiny, COST — COSY

Odkazy: Polédk [8].

2 sin

2 cos

= —2sin

T+y

— COS

2

2 cos £ gin
2

T+y

2

T4y
2

=y
9

z—y
2
z—y

cos =57,

T
Sin 5
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Cyklometrické funkce
jsou funkce inverzni k ¢astem goniometrickych funkci

f: y:arcsinx, D(f>:<_171>7 H(f>:<—%,%>,
f: y=arccosz, D(f)=(—-1,1), H(f)=(0,7),
[ y=arctgz, D(f) =R, H(f) = (-%.3)
f: y = arccotg x, D(f) =R, H(f)=(0,m)
YA
””” [T
Yy

Obr. 1.12: Grafy cyklometrickych funkci

Vlastnosti:

i) funkce arkussinus a arkustangens jsou liché funkce,

arcsin(—x) = —arcsinz a arccos(—z) = w —arccosx prox € (—1,1),

arctg(—x) = —arctgr a arccotg(—xr) = w —arccotgr prox € R,

ii) vSechny cyklometrické funkce jsou spojité na D(f).

Vztahy:
sin(arcsinz) = z proz € (—1,1), cos(arccosz) = x proz € (—1,1),
arcsin(sinz) = x prow € (=7, %), arccos(cosx) = x prox € (0,7),
tg(arctgz) = x prozx € R, cotg(arccotgr) = z proz € R,
arctg(tgr) = x prox € (—3,5), arccotg(cotgr) = x prox € (0,7),
arcsin x 4 arccos 5 prox € (—1,1), arctgr = arccotg% proz > 0,
arctgr + arccotgr = § prox € R.

Odkazy: Polék [8].
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Hyperbolické funkce
fiy=sinhz =525 D(f) =R, H(f) =R,
fiy=cohz =21 D(f) =R, H(f) = (1,+00),
sinh z
f' y_tghx —COShI7 D(f)_R7 H(f)_<_171)7
coshx
fry=cotghe = D) =E\{0},  H(f)=R\(-11)
YA oy
Obr. 1.13: Grafy hyperbolickych funkci
Vlastnosti:

i) funkce hyperbolicky sinus, hyperbolicky tangens a hyperbolicky kotangens jsou
liché funkce, hyperbolicky kosinus je funkce sudd,

ii) vSechny hyperbolické funkce jsou spojité na D(f),

Vztahy pro z,y € R:

sinh(2z) = 2sinhxcoshz, sinhz 4+ sinhy = 2sinh ¥ cosh %32,
cosh(2x) = cosh?x + sinh?x, sinhz —sinhy = 2cosh &Y sinh 22,
sinh(z +y) = sinhzcoshy =+ coshasinhy, coshz +coshy = 2cosh*¥ cosh 2,
cosh(z +y) = coshzcoshy+sinhasinhy, coshz —coshy = 2sinh*¥sinh 2.

Odkazy: Polédk [8].
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Hyperbolometrické funkce

jsou funkce inverzni k ¢astem hyperbolickych funkci

f:y=argsinhz, D(f) =R, H(f) = R,
f: y=argcoshu, D(f) = (1,+0), H(f) = (0,400),
f+ y=argtghuz, D(f) = (=1,1), H(f) =R,
f: y=argeotghu, D(f) =R\ (-1,1), H(f) =R\ {0}
Y A YA
y = argsinh x |\ y = argcot
% —1 0 '1 T
0 1 x | |
: Yy = argtéhx
Obr. 1.14: Grafy hyperbolometrickych funkci
Vlastnosti:

i) funkce argument hyperbolického sinu, argument hyperbolického tangens a argu-
ment hyperbolického kotangens jsou liché funkce,

ii) vSechny hyperbolometrické funkce jsou spojité na D(f).

Vztahy:
sinh(argsinhz) =z proz € R, cosh(argcoshz) = = proz > 1,
argsinh(sinhz) =z proz € R, argcosh(coshz) =« proz > 0,
tgh(argtghz) =z prox € (—1,1),  cotgh(argcotghz) =z prox € R\ (—1,1),
argtgh(tghz) =« prox € R, argcotgh(cotghz) =z proz € R\ {0},
argsinhz = In(r++v22+1) prox € R,
argcoshr = In(r++v2?2—-1) prox > 1,
argtghx = %lnﬁ prox € (—1,1),
argcotghz = 1lnZH proz € R\ (—1,1),
argtghz = argcotgh 2 prox € (—1,0) U (0, 1).

Odkazy: Spanier [7].
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Funkce signum (znaménkova funkce)

—1 proxz <0,
fiy=sgnzr= 0 prox =0, D(f) =R, H(f)={-1,0,1}.
1 prox >0,
Yy
1 Y =sgnw
4 >
0 x
0
-1

Obr. 1.15: Graf znaménkové funkce
Vlastnosti:
i) funkce signum je lichd funkce,
ii) funkce signum je neklesajici funkce,
iii) funkce signum je spojitd v kazdém bodé = € R \ {0},

iv) funkce signum neni spojitd v bodé x = 0, v tomto bodé ma bod nespojitosti 1. druhu
se skokem 2

f(0=) = lim sgnzx = —1,
z—0~
0 = 1 =1
f(0+) lim sgn

Odkazy: Polédk [8].
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Funkce absolutni hodnota

—x prox <0,

fry=|z|= 0 prox =0, D(f) =R, H(f)=(0,+00).
xr prox >0,

YA

<} 4

Obr. 1.16: Graf funkce absolutni hodnota

Vlastnosti:
i) funkce absolutni hodnota je sudd funkce,
ii) funkce absolutni hodnota je konvexni funkce,
iii) funkce absolutni hodnota je spojitd na D(f),

iv) funkce absolutni hodnota nema derivaci v bodé z = 0 (neni diferencovatelna v
bodé z = 0), jelikoZ ma v tomto bodé rizné jednostranné derivace

h) — f(0 h
£(0) = hlgg_w:hgg_%:_l’
/ . S —fO) A
+H0) = hlgél+ h _hligh h =1
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Ve

Funkce horni a dolni cela ¢ast

[z] =min{k € Z, k >z} prox <0,
fy=Int(x) = 0 pro x = 0, D(f) =R, H(f)="Z.
|z] = max{k € Z, k <z} proxz >0,

() y=2 Y A y=x
””””” 3]
R AR
T
} } } O ot

[y = 2] L T Al y=Int(e)
R4 funkce T =
o > L dolni celd ¢ast = Omm—p- T

Obr. 1.17: Grafy funkci horni a dolni celd ¢4st, funkce Int a jejich zbytkt

Vlastnosti a poznamky:

i) funkce horni a dolni cela ¢ast a funkce Int jsou funkce neklesajict,

ii) funkce Int a Frac : y = 2 — Int(z) jsou funkce liché,

Zz ¥ 2z

iii) funkce dolni celd ¢ast y = || byva asto uvadéna jako cela ¢ast a znacena y = [z].

Vztahy:
VeeZ: [z]=|z]=Int(x) = ux

VereR: Int(x) + Frac(z) = .

Odkazy: Polék [8], Spanier [7], Knuth [5].
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Nékteré periodické funkce
fl : y:Sgn<Sinx)v D(fl) :R7 H(fl) :{_170a1}a
fo 1 y =sgn(cos ), D(fy) =R, H(f) ={-1,0,1},
f3: y = arcsin(sin x), D(f;) =R, H(fs) =(-%,5%),
fa: y = arccos(cos x), D(fs) =R, H(fs) = (0, m)
Yy
e o o - Qe—— -2 ° O-----
: —37r? : —?27r : -7, B 0 : T : ?27r I 37r? : :x
—————— o . $ O---==nnmm==-C
-1
YA
y = sgn(cos ) .
T T O—— Omm—m—0 COm—
FC . 42 2} & 2] . ol G
M= M Zor 1 —m M 0 M P M “or 1 3w M T
Oummssssssmesmeea(y c‘>—c‘>———_—1 ———————— Ouemsmssssessmea(y [ o———
?c
T

Vlastnosti:

Obr. 1.18: Grafy periodickych funkci fi, fo, f3a fa

i) funkce fi, fo, f5 a f1 jsou omezené 2m-periodické funkce,

ii) funkce f; a f; jsou po Cdstech spojité a po castech hladké funkce,

iii) funkce f3 a f4 jsou spojité a po cdstech hladké funkce.
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Funkce gama

['(z) = /;OO et v dt, D(T") = (0, +00).

Vlastnosti: YA
i) Ve € D(T) : T'(z) > 0,

ii) funkce I je omezend zdola,
neni omezena shora,

iii) funkce I' je spojitd a diferen- +
covatelnd,

iv) funkce I je ryze konvexni,

v) lim I'(z) = 4o0,
z—07t
lim I'(z) = 4oo,
r—>+00
vi) funkce I' ma praveé jedno 1T

ostré lokdlni minimum
v bodeé z, € (1,2),

— — i t t i >
v = 1,46163. 0 L o T
Vztahy: Obr. 2.1: Graf funkce gama
MNx+1) = al(x),
r(}) = Vi = T -WA T)- R
ra = 1 = I'2)=1, I'3)=2-1, I'4)=3-2-1,
I'(n) = (n—1)! proneN,
™
— - 1
L(x)I'(1—2) snrs Po© O<z<l,
P (z+1) = 2172 /7 -T(22),
d(”)f‘(z) e —t yx—1 n
o = /0 e " t"" " In"tdt proneN.
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Funkce chyb (chybova funkce)

2 T
erf(x) = ﬁ/o e " dt, D(erf) = R.

Obr. 2.2: Graf chybové funkce

Vlastnosti:
i) erf je lichd funkce,
ii) erf je omezend, spojitd a diferencovatelnd funkce,

derf(x) 2 2

da NZS w00

Vztahy:

/Ox erf(t)dt = z erf(x)— 7 (1 B e’“2> |

3 5 +o0
M) = (s T )2
) VT 3 10 VT 3

=—¢e ", lim erf(z) = £1.

S[Y
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Exponencialni integrdlni funkce

T et
/ ?dt prox <0,

—0o0

Ei(z) = . D(Ei) =R\ {0}, H(Ei)=R.
V.p./ e?dt prox > 0,

Vlastnosti: YA
i) Eije spojitd na D(Ei),

ii) x = 0 je bod nespojitosti 2. druhu,

lim Ei(z) = —oo0,
z—0
iii) Ei neni omezena zdola ani shora, -2
lim Ei(z) = 0, t
T——00
lim Ei(z) = +oo,
T——+00
iv) Eije diferencovatelnd na D(Ei),
dEi(z) "
de o’
v) Eije klesajici na (—o0, 0) Obr. 2.3: Graf exponencialni integralni funkce

a je rostouci na (0, +00),

vi) Eije ryze konkdvnina (—oo,0) ana (0, 1), je ryze konvexnina (1, +00),

vii) Ei md pravé jeden nulovy bod xy = 0, 3725074107814, Ei(zo) = 0.

Vztahy:
Ei(z) = li(e"),

x ar _q
/ Ei(at)dt = zFEi(az) — ¢ :
0

Ei(z) = :13——+——_+...:_Z
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Funkce integralni logaritmus (integrdllogaritmus)
71
/ i dt pro0<az <1,
li(z) = ’ D(i) = (0,1) U (1,+00),  H(l) =R
1
v.p./O i dt proz > 1,
Vlastnosti:
YA o1 oy :
i) lije spojitd na D(li),
ii) x = 1je bod nespojitosti 2. druhu,
lim li(z) = —o0,
1 z—1
iii) li neni omezena zdola ani shora,
lim li =

| ) =0

1 lim li(z) = oo,
1 xr—+00
0 T je diferencovatelnd na D(li),
dli(z) 1
T dr Inaz’

Obr. 2.4: Graf integrédllogaritmu

v) lije klesajici na (0, 1)
a je rostouci na (1, 4+00),

vi) lije ryze konkdvnina (0,1) ana (1, +00),

vii) li md praveé jeden nulovy bod xy = 1,4513692348838, li(z,) = 0.

Vztahy:
li(z) = Ei(In(x)),
v 1
/ li(at)dt = =li(az) — ~li(a’2®) proa >0,
0 a
! In(2 + p)
tPli(t)dt = ———— rop > —2,
| i) T p
e In(—2 —p)
#li)dt = — - rop < —2.
[ e T p
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Funkce integralni sinus (integralsinus)

sint

Si(x):/; i, D) =R

Y
1 y=si@)

[a— o

Y

Obr. 2.5: Graf integrélsinu

Vlastnosti:

i) Sije lichd funkce,

ii) Sije omezend, spojitd a diferencovatelnd funkce,

d Si(z) {51295 pro z # 0,

lim Si(z) = ig.

dx 1 pro x = 0, e
Vztahy:
/ Si(t)dt = x Si(z) — 1 + cos(x),
0
_ 13 125 127 < (=)
Si@) = e 3yt E A m T A G e v 1)
x pro mala =,

Si(z)

2
TR
|
N
K| =
|
Hw|[\3
~~
o
O
)]

)
|
VR
&l\)lb_k
|
%
S

6 ) sinz pro velkd kladné x.
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Funkce integralni kosinus (integralkosinus)

+oo
Ci(z) = — / %Stdt, D(Ci) = (0, +00).

y = Ci(z)

Obr. 2.6: Graf integralkosinu

Vlastnosti:
Ci je shora omezend, spojitd a diferencovatelnd funkce,

dCi(z) _ cosx. lim Ci(z) = —oo, lim Ci(z)=0.

dx x z—0+ z—+00
Vztahy:
/93 Ci(t)dt = =z Ci(z) — sin(x),
0
v+ Inz pro mald kladn4 z,
Ci(e) ~ (é — %) sinx — (% — %) cosz pro velkd kladna z,

kde 7 je Eulerova—-Mascheroniho konstanta:

v = lim (Z % —In n) = 0,577215664901533 . ..

n—-+o0o k=1






Kapitola

Pozoruhodné funkce v R

Omezend funkce s bodem nespojitosti 2. druhu .....................0. L. 3-1
Spojita funkce bez derivace v pocatku ........... ... 3-2
Diferencovatelna funkce, kteranenihladka ............................... 3-3
Cantorovy ddbelské schody ................oooooiiiiiiiii, 3-4
Takagiho spojitd a nikde diferencovatelna funkce ......................... 3-5
Féjerova spojita funkce s divergentni Fourierovou fadou .................. 3-6
Riemannova funkce ......... .. 3-7
Riemannovsky integrovatelnd funkce ............. .. ... ..o 3-8
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Omezena funkce s bodem nespojitosti 2. druhu

sin— proxz # 0,
flz) = v D(f) =R, H(f)={-11).
0 proxz =0,

+ b >
xz —0.03 0.03 =

-1 - =1

Obr. 3.1: Grafy funkce f

Vlastnosti:
i) funkce f je omezend,
ii) funkce f je lichd,
iii) funkce f je spojitina R\ {0},

iv) funkce f nenispojitd v bodé x = 0, v tomto bodé ma bod nespojitosti 2. druhu, jelikoz
obé jednostranné limity neexistuj,

1

=g man=0a  lim f(a.) =0,
1
b, = lim b,=0 a lim f(b,) = 1.

B g + 277,71'7 n—+0o n—+4o00
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Spojita funkce bez derivace v pocatku

1
fla) = { zsin— proz # 0, D(f) R,
0 prox =0,

Obr. 3.2: Grafy funkce f

Vlastnosti:
i) funkce f je omezend,
ii) funkce f je sudd,
iii) funkce f je spojitina D(f) =R,
iv) funkce f je diferencovatelnina R \ {0},

1 1
Ve eR\{0}: f’(x):sin%——cos—,

€T i

v) funkce f nema derivaci v bodé x = 0,

_ f(h) — f(0) R | o
!/ o JN SN -
()= }llm% . = }llln(l) sin 7 neexistuje.
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HerAR

Diferencovatelna funkce, ktera neni hladka

2 i
f<x>{ TR PRTEL L pher H()-R
0 prox =0,

YA

0.0002 1

01 —0015 To

1 -0.0002 +

Obr. 3.3: Grafy funkce f

Vlastnosti:
i) funkce f neni omezena zdola ani shora,
ii) funkce f je lichd,
iii) funkce f je spojitina D(f) =R,
iv) funkce f je diferencovatelni na D(f) = R,

Ve R\{0}: f(z) =2z Sini—COS 17 #(0) = lim f(h) — f(0)

v) derivace f’ neni spojitd v bodé = = 0, jelikoZz limita liII(l) f'(z) neexistuje.
T—

vi) funkce f neni hladkd na D(f).

. !
x h—0 h - ’lg%hsmﬁ =9,
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Cantorovy d'dbelské schody

f(I) = lim fn(x)a D(f) = <07 1>> H(f) = <07 1>7

n—-+00

a1 (3x) proz € [0,1),
fo(x) =z, VneN: f.(z)= % prox € [%,%] ,
s+ 3fu1(3z—2) proxe (3,1].

YA YA YA
I D : T 17T
y=folz) /" y = fi(z)
Y
o y = f(z)
0 % To Tz 1%
3 3
YA YA
1 17T
y = f2(v) y = f3(z)
> s +—>
0 Tz 1o T % 0 I x
Obr. 3.4: Grafy funkdi fy, fi, f2, f3 a graf limitni funkce f.
Vlastnosti:

i) funkce f je spojitd i stejnomérné spojitd,
ii) funkce f neni absolutné spojitd na (0, 1),
iii) funkce f ma omezenou variaci,
iv) funkce f je Lebesgueovsky i Riemannovsky integrovatelnd,

v) derivace f’ je skoro vSude nulova,

0= / F@)de £ f(1) = £(0) = 1.
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Takagiho spojita a nikde diferencovatelna funkce

f(x) = ngrfoo ful(z), D(f) =R, Yn € Ny: fo(x) = 2—1k<,0 (Qka:) ,
k=0

o(x) = dist(z,Z) = mier |z —m|.
me

[0

Obr. 3.5: Grafy funkdi fy, fi, f2, f3 a graf limitni funkce f.

Vlastnosti:
) H(f) € (0.1),
ii) funkce f je sudd,
iii) funkce f je periodicki se zdkladni periodou 1,
iv) funkce f je spojitd,
v) funkce f neni diferencovatelnd pro zadné = € R,
vi) funkce f nema jednostranné derivace pro zadné = € R,

vii) funkce f je a-holderovsky spojitd pro o € (0,1).
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Féjerova spojita funkce s divergentni Fourierovou fadou

sin lx
k=1 =1
YA
YA
y=hi)
34
24
‘ YA
y = f2(x) 3
™ X
—1 4

Obr. 3.6: Grafy funkci fi, f2 a graf limitni funkce f.

Vlastnosti:

i) funkce f je sudd,
ii) funkce f je periodicki se zdkladni periodou 27,
iii) funkce f je spojitd,

iv) Fourierova fada funkce f je divergentni v bodé 0.

Odkazy: Jarnik [4].
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Riemannova funkce

Obr. 3.7: Grafy funkdi fi, fo, f5 a graf limitni funkce f.
Vlastnosti:
i) funkce f je lichd,
ii) funkce f je periodicki se zakladni periodou 2,
iii) funkce f je spojitd,
iv) funkce f neni nikde diferencovatelnou funkci,

v) funkce f md konecné derivace pouze v bodech

a_ ., 10 p,qu,

1
a navic f'(zg) = —3
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3-8

Riemannovsky integrovatelna funkce

f@)= lim fu@),  D(f)=R  VneN: fix)=) ’m;_[kxl
k=1
YA YA Y A YA
y=h@) 1 y = falz) 1 // y=fa(x) 17 /// y y = falz) 1 //
T 1'/;' /1 0 1 x /1 0 1'/3: T 1 0
‘ / v /
a7 / //

Vlastnosti:

i) funkce f je lichd,

)
¥

Obr. 3.9: Graf limitni funkce f

]Y

ii) funkce f je periodickdi
se zakladni periodou 2,

iii) funkce f je omezend,
iv) funkce f neni spojitd na R,

v) funkce f ma nekonecéné mnoho
bodii nespojitosti mezi dvéma
libovolnymi body,

vi) funkce f je Riemannovsky
integrovatelnd.






Kapitola

Zakladni soubor funkci v R

FUEY) = 2 U e 31
F@y) = @] Y] e 3-2
FT,y) = B2 4 Bmy 4 U2 et 3-3
F@,y) = 2y In(@? 4 42) e 3-4
F,y) =22 Y+ Y2 T — 2 e 3-5
flayy) =2t 4+ 2y — 1422 — 1602 + 242 oo oo 3-6
F(2yy) = SINE F SINY ettt e 3-7
Fl@,y) =SINTSINY oot e 3-8
F@,y) =SIN(Z A Y) oo e 3-7
F(2,y) = SIN(TY) oo 3-8
(B2 g2+ 222 = a2 g2 — 22 3-7
(2 — /2 ) = 1 — 22 3-8

45
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f(x,y)=$2+y2, D(f):RQ’ H(f):<07+oo)'

Obr. 4.1: Graf funkce f

Vlastnosti:
i) f je omezend zdola, neni omezend shora,
ii) f je spojitd a diferencovatelnd,

of _
or

2z, g_;; =2y, grad f(z,y) = (2z,2y),

iii) f ma pravé jedno ostré minimum v bodé (x,y) = (0,0), nemd maximum.

Y Y Y
7 N FF NN F g
NS T NN\\\|1//
RN P ~ -
f N Teirecer  SNWZET
z 0SS NTIIHE = — /N — ¢
kJ S NN 7\ NN
7 iy NN
t\\ // 77 VNN 7/ T TIVNNN

Obr. 4.2: Vrstevnice grafu funkce f, normované gradienty funkce f a spadnice
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4-2

Vlastnosti:

flz,y) = x| + |yl

Obr. 4.3: Graf funkce f

i) f je omezend zdola, neni omezend shora,

ii) fje spojitd na D(f) = R? a diferencovatelnd na {(x,y) € R* : zy # 0},

of _
or

7

—1 proxz <0,

Y

1 proz >0,

N\

af _ 1 proy >0,  gradf(z,y) = (sgnz,sgny)
oy | —1 proy < 0, pro zy # 0,
iii) f ma pravé jedno ostré minimum v bodé (x,y) = (0,0), nemd maximum.
Yy Yy
NANNNN S s NN
NN NN
NNN\#74
AN s Q\\\\\///fé
S N\
55555;\\\\\\ v ;;%&/‘\\Q\\\Q X
st //f’/‘/‘\\\\\
SIS INNNNNN /%////\\\\\\\
SRS NNNNNNIII /778 NN\

Obr. 4.4: Vrstevnice grafu funkce f, normované gradienty funkce f a spadnice
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f(z,y) = 2% + 62y + 32, D(f) = R? H(f)=R.

Obr. 4.5: Grafy funkce f

Vlastnosti:
i) f neni omezend zdola ani shora,
ii) f je spojitd a diferencovatelnd,

9] 9]
6_£ = 2x + 6y, a—; = 6x + 2y, grad f(z,y) = (2x + 6y, 6 + 2y),

iii) f nemd zadny globdlni ani lokdlni extrém, v bodé (z,y) = (0,0) ma sedlovy bod.

/ \Q NN\ b oSS S
N\ N~>——|mr S S

S S S

/
i
/]
L\
\\
N\
N

/N
—I\X
I\

t
/
NN

et NN
o e IO\
S

1
/
/

P NN
S =N\
P S S NG AN

NN NN N N ”
NN N NN N =

NN N SN N

Obr. 4.6: Vrstevnice grafu funkce f, normované gradienty funkce f a spadnice



HERBAR verze 0.45 4'4

o) { zyln(z? +y?) pro (z,y) # (0,0),
’ 0 pro (z,y) = (0,0),

Obr. 4.7: Grafy funkce f

Vlastnosti:
i) f neni omezend zdola ani shora, je spojitd,
ii) f nemd zadny globalni extrém, ma ¢tyfi lokdlni extrémy,

iii) f ma pét sedlovijch bodii: (0,0), (£1,0) a (0, £1).

Y Y Y

NN AN N
NN (77
NANN N AN AL \\\\\ /\\(

Wl N
NN N/ — — N
Sk Y

S S G2 RSN /;}.)Jf:\\t%\: .

LN NN ////'\\FT/F\\C
AR AT NN ////)\\,({ N
A AL INNNNNN QRN
S S S AN N NN S SN N

Obr. 4.8: Vrstevnice grafu funkce f, normované gradienty funkce f a spadnice
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fla,y) =2 vtay+y*+o -2y,  D(f) =R

Z:f(x?y)

Obr. 4.9: Grafy funkce f

Vlastnosti:
i) f je omezend zdola, neni omezend shora,

ii) f je spojitd a diferencovatelnd,

%, %,
a—£=2x+y+1, 8—£:2y+x—2, grad f(z,y) = 2z +y+ 1,2y + = — 2),

iii) f ma préavé jedno ostré minimum v bodé (z,y) = (—3, 2), nema maximum.

Yy Yy Yy
N\ N\ ~\\ | /LSS AL ,
\\\ ::::\ | 1SS AL ::g«\\k{//'//;:;?’)//
SO\ 2
e — P C TN
SILLCAL O NNEES
AL A AN NNA //////,\\‘\i;:/
AAAAS AN\ //// /m;\‘»§§t
PN SN N ey g; \
LAAAAA A NN // §\2\<\'< x‘
Ty NN
S N/

Obr. 4.10: Vrstevnice grafu funkce f, normované gradienty funkce f a spadnice
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fla,y) = a* +2y* — 142> — 16> + 242,  D(f) = R%

z

Obr. 4.11: Grafy funkce f

Vlastnosti:
i) f je omezend zdola, neni omezend shora,
ii) f je spojitd a diferencovatelnd,

? = 42°—282+24, g_f = 8y>—32y, grad f(z,y) = (4a® 282424, 8y°—32y),
x Yy

iii) f ma pét lokdlnich extrémii, ma tyfi sedlové body, nemd maximum.

@ S oy WAL Sz

—/~===5N\ ~ INSSIR N

NSNS TN j]:\\\“\\§ \‘ f/f\\

/@ VA N DA NI >\/\l<€;lt>
NSRRI v T S v

N = 1

\ prRRe e B E RN NSV IINY

Obr. 4.12: Vrstevnice grafu funkce f, normované gradienty funkce f a spadnice
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flz,y) =sinz+siny,  D(f)=R?  H(f)=(-22).
z
= f (‘T s y)
Yy
AN ,4’/
“‘\,\\ .\\\‘
\“Q:\Q("‘:é\‘\‘.‘
o
\
Obr. 4.13: Graf funkce f
Vlastnosti:

i) fje omezend,
ii) f je spojitd a diferencovatelnd,

af of
oz

iii) f mé nekone¢né mnoho ostrych lokdlnich minim a ostrych lokdlnich maxim.

= cos 1, Ty = 08 grad f(z,y) = (cosz, cosy),
Y

Yy
« e 7 RGN .
N //( NN / 7

Rl NN
LSS NNEKN s l&'&}l>§[/ -
SR NZZIN
OO BV 78 OO ) \\:X_\\:\«l//:é«;/éli\:\g\\‘ x
P D N NN
NSV NN

J y o VZOINNZ

Obr. 4.14: Vrstevnice grafu funkce f, normované gradienty funkce f a spadnice
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f(x,y) =sinx siny,

Obr. 4.15: Graf funkce f

Vlastnosti:
i) fje omezend,

ii) f je spojitd a diferencovatelnd,

—~ = cosxsiny, grad f(z,y) = (coszsiny, sin x cos y),

ox

—— =sinx cosy,

Jdy

iii) f mé nekonetné mnoho ostrych lokdlnich minim a ostrych lokdlnich maxim.

Yy Yy Yy

5 S A A \\\U/ \ !
L A < T -
il AR
/N S N N7/ \\-

et NN
L 4 gy T s
Uit NYARAZ
—_—— N~ U~ — e R — NN

L L N _/ \y\\\s //,\\
TN NN

Obr. 4.16: Vrstevnice grafu funkce f, normované gradienty funkce f a spadnice
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Vlastnosti:

i) fje omezend,

f(z,y) = sin(z +y), D(

f):RQ’

z:f(azy)

N

Obr. 4.17: Graf funkce f

ii) f je spojitd a diferencovatelnd,

of _ cos(x +y
Y

),

grad f(x,y) = (cos(x +y), cos(z + v)),

iii) f ma nekone¢né mnoho lokdlnich minim a lokdlnich maxim.

Yy Yy
L
LSS SNAAAA S //»//(/,{//))«//"/«////
SOLLLL S LS L ////,{/,’/;///7//
L L

b ///’ //
T
SSALAANSSLSLS v //«'/,//!///,/"//,'//
S ISALAN S S LSS TN
SIS NAS LSS S LSNPS

Obr. 4.18: Vrstevnice grafu funkce f, normované gradienty funkce f a spadnice
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fle,y) =sinzy,  D(f)=R*  H(f)=(-1,1).

Obr. 4.19: Graf funkce f
Vlastnosti:

i) fje omezend,
ii) f je spojitd a diferencovatelnd,

of of
—— = ycosxy, By — TCOSTY, grad f(z,y) = (ycoszy, x coszy),
Y

ox

iii) f ma nekone¢né mnoho lokdlnich minim a lokdlnich maxim.

IS
N7

Obr. 4.20: Vrstevnice grafu funkce f, normované gradienty funkce f a spadnice
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Plocha zadana implicitné rovnici

M={(z,y,2) eR*: (2®+¢y*+2%) =2 +y* - 2*}.

Obr. 4.21: Plocha M

Vlastnosti:
i) M je uzaviend plocha,
ii) M je hladkd plocha s vyjimkou bodu (z,y, z) = (0,0, 0),

iii) M je rotacné symetrickd okolo osy z.

Obr. 4.22: Casti plochy M
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Plocha zadana implicitné rovnici

M:{(a:,y,z)ER3: (2—\/@)2:1—22}.

Obr. 4.23: Plocha M

Vlastnosti:
i) M je uzaviend plocha (vymezuje oblast, ktera neni jednoduse souvisla),
ii) M je hladkd plocha,

iii) M je rotacné symetricki okolo osy z.

Obr. 4.24: Casti plochy M






Kapitola

Pozoruhodné funkce v [R?

7y
flz,y) = TR g T 5-1
22y?
flz,y) = DB g T 5-2
22y2
flz,y) = m ........................................................... 5-3
x2y
flz,y) = m ........................................................... 5-4
Ty
flz,y) = m ........................................................... 5-5
_ ry -
flz,y) = R R I 5-6
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Yy
__ Tty -
flz,y) = \/m ........................................................ 5-14
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wy(z® — y?)
flz,y) = DT g T 5-16
y2 — a2
flz,y) I Ega)E T T 5-17
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vty D(f) = R®.

D
.

AN < » .

Obr. 5.1: Grafy funkce f

Vlastnosti:

i) fjespojitd na D(f), je omezend zdola a neni omezena shora,

x2y2 ($2+y2)2
Va,y e R\ {(0,0)}: 0< < =22 4 ¢, 1i .y) =0,
T,y \{(0,0)}: 0< P ES mrgp Ut (m)lgéo’o)f(:v )

ii) f je diferencovatelnd na D(f).

Yy Y y
Z Y T | TR ==
VAN~— | ——/ /| =~ —=
Eereabors IR INNS =711
EEERNIPAEEE ['11111l'l'lj\'\!>?\/'[("'ﬂl|l|l'
T bbb NV T ”/—::\\ (x
b 7= =NV =2\
el AR
N 7 CUID|TII 7Z2Z2===2N

Obr. 5.2: Vrstevnice grafu funkce f, normované gradienty funkce f a spadnice
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’
R,

N,
O

X

A

A
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Obr. 5.3: Graf funkce f, vrstevnice a normované gradienty

Vlastnosti:

f je spojitd na D(f), neni omezend zdola ani shora,

1
lm  f(z,y) =0, lim f(z,y)=0, lim  flz,y)=—- 3 lim f(z,y).
z—0 z—0 z—0 k (z,y)—(0,0)

y = kx y = ka? 3 4 y? = kab

keR keR ke R\ {0}

Obr. 5.4: Grafy funkce f
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Obr. 5.5: Grafy funkce f

Vlastnosti:

f je omezend, je spojitd vsude kromé bodu (z,y) = (0,0),

k2
li L li .
lim - f(e,y) = 7o A (x,y)lin(o,o)f(w,y)
y=kz
keR
Y Y Y
P S SO //' T T N
/e [N ) 7T T NN
s = NN\
(7= RN\
L1774 A= TN oW 17/, NN
M SN2 S\
HH A h/{\:.///'\f?\/\.\\\.\
TSN T ;)
PO WS 7
WA | = ey NS
WO 7 N\
D= NSNS
SRR | 555 N e

Obr. 5.6: Vrstevnice grafu funkce f, normované gradienty funkce f a spadnice
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Vlastnosti:

Obr. 5.7: Grafy funkce f

f je omezend, je spojitd vsude kromé bodu (z,y) = (0,0),

lim
z—0
y=kx
keR

k

T =0 lim T = — lim T, Y).
fx,y) =0, Jim f(x,y) L (x’y)%(o’o)f( ,Y)
y = ka?
EeR
Yy Yy
i ar e e~ U\ _ ] .
s i iU ,/fvva——-’:“\\‘\\\
PP OsES BECICEN NN ////v'é—:{;:i\\%\\
s OO NN
P NN =\ @
P11 NN NN i AN
S N S VY W | (T e ) ™S
{"\J\‘I\{i-"l/»l//"/}/l‘ T \ \\\\\J//"//// / T
NN S S S \\\NS:‘S;EZ«////
NN N 7 §\\\‘~§:::§$// /,/
NN e i NN ===
NN S \\\¢://;'/

Obr. 5.8: Vrstevnice grafu funkce f, normované gradienty funkce f a spadnice

PouZzité zdroje: [11].
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pro (z,y) # (0,0),

flay) =4 TV D(f) = R2.
0 pro (z,y) = (0,0),

Obr. 5.9: Grafy funkce f
Vlastnosti:

f je omezend, je spojitd vsude kromeé bodu (z,y) = (0,0),

ka? k

li — i = I :
lim flz,y) = lim — R T TR il (w,y)li%’o)f(x,y)
= kx
ychR
Yy Yy
o~ N\

VR A N NN

/ -/ Bl N

|/ - NV

| | | | 4 4 4 )

:L‘ 1] ¥ ¥ ¥ I T T T :L'

VNN i /!

N\ N /!

\ N~ /

Obr. 5.10: Vrstevnice grafu funkce f, normované gradienty funkce f a spadnice
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Obr. 5.11: Grafy funkce f

Vlastnosti:

i) fjespojitdi na D(f), neni omezend zdola ani shora,

i < Ay V2 + 12 lim f(z,y) =0
= x ) ) = )
Vai+y?| o2+ y? Y (z,)—(0,0)

ii) %(0, 0)=0a 3—5(0, 0) = 0, ale f neni diferencovatelnd v bodé (z,y) = (0,0),
f(hla h2) - f(ou O) : hihs

Vao,y € R*\{(0,0)}: 0<

(hl,hgl)—>(0,0) h%—i—h% :(hhhl;)n_l)(oyo) h%—l— h% neexistuje.
y y y
N>~/ AN s phaphsr /4
2[NS~/
VAN~ e W=7/
IS g il
N/ f N F
{1 R T A7 St | N T
NG ! RS E ’ I},/f/ﬁézi\\kl\l\u
A e AN T A\
ﬁ f ST 2 ////f‘_:::.\\&\\\\
\ / S e e e — SO\ //('/'/—’_‘_’Q\\«

Obr. 5.12: Vrstevnice grafu funkce f, normované gradienty funkce f a spadnice
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| el
ERRR

Obr. 5.13: Grafy funkce f

Vlastnosti:

f je spojitd na D( f), neni omezend zdola ani shora,

lim  f(z,y) = lim L 1, 3 lim f(x,y).

250 w0k k (2,5)—(0,0)

y = kx

ke R\ {0}

Yy Yy
/S S~ ——~ N\ \ . == \“\\\‘\“\\Q
////a‘\\::: \\\“\\\\
A NSRS SO
e SVZ sl ’///\\\}\\’\)\l\
VA AN NI ] Y RNaRl
S e S = \ ///////&'."T

wWaTss NS
NN~y AN - "’//'{/(/(/5'/?

Obr. 5.14: Vrstevnice grafu funkce f, normované gradienty funkce f a spadnice
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Vlastnosti:

Obr. 5.15: Grafy funkce f

f je omezend na D(f), je spojitd vSude kromé bodu (z,y) = (0, 0),

lim  f(z,y)

z—0
y = kx
keR

mlg(l) k2x? +

k22

>

1+k)2

{

1 prok = -1,
0 prok # —1,

N\

: (x7y1)i3}070) flz,y).
) Yy
==
it
Jll'l[! (ll}(('c({?;’()'/':lfflg'll'll
==/}
===

Obr. 5.16: Vrstevnice grafu funkce f, normované gradienty funkce f a spadnice
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—(0

(=,y)

. 1
lim f(x?y) = T 7 ﬂ
z—0 k

lim  f(z,y) =0,

z—0

lim  f(z,y) =0,

z—0
y=kx

= ka3
ke R\ {0}

x+y2

y = ka?
keR

keR

Obr. 5.18: Grafy funkce f
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Obr. 5.19: Graf funkce f

Vlastnosti:

i) fjespojitd na D(f), je omezend zdola a neni omezena shora,

ii) f je diferencovatelndna D(f),

: f(h1, ho) = f(0,0) hihy
(hl,hlgl)rg(o,o) NCE (hl,hlgl)IE(O,O) e 0
Y Y Y

y O W \\SSE=
N7/

VNS T NN

NN \.\‘\\'\\%\‘/////\, (!

PR A
PAENAIEE
\ / J e OO %’/’/{EQN

Obr. 5.20: Vrstevnice grafu funkce f, normované gradienty funkce f a spadnice
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Obr. 5.21: Graf funkce f

Vlastnosti:
i) fjespojitd na D(f), je omezend zdola a neni omezena shora,
ii) f je diferencovatelnd v bodé (x,y) = (0,0),

f(h1,ha) — £(0,0) lim |hhsl

lim = —0.
e TR Gamso0 RET R

y y Y
7 N NN N N e e S NS
/ \ VRIS NS
e WS
} } ) >\/< ( { { \1\,\/\\3\\\\‘/(/ :\/\1/|./
/1IN 1 ] \\|| T
RS A NG ////////4/223\\5\§\§\\\\ )
ARG =R\
N 7 o IR W/{CS\‘Q\\\\

Obr. 5.22: Vrstevnice grafu funkce f, normované gradienty funkce f a spadnice
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Obr. 5.23: Graf funkce f

Vlastnosti:

i) fjespojitd na D(f), je omezend zdola a neni omezena shora,

ii) %(0, 0)=0a 3—5(0, 0) = 0, ale f neni diferencovatelna v bodé (x,y) = (0,0),

f(hl, hg) - f(O, 0) . \ |h1h2|

00 Ny 00 NET neexistuje.
v v y
y N OWRIIEZEY NS =7
NG S \\\\\X\E;ﬁ//»/ 7
VAN S st \\\\\\\\c:/‘?////(/é
ke
R A A A (N //////{////%;E‘&\\Q\\\\Q ’
N ﬁ ARSI IRNNNINEY =R\
\ / J S =~ N N\ //)'/é:/(;—’l\\\‘ﬁ\‘\\‘\

Obr. 5.24: Vrstevnice grafu funkce f, normované gradienty funkce f a spadnice
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i 1
(2% + y?) sin R pro (z,y) # (0,0),

flz,y) = D(f) =R
0 pro (z,y) = (0,0),

Obr. 5.25: Graf funkce f
Vlastnosti:

i) fje omezend a je spojitina D(f),

Va,y € R*\{(0,0)}: 0 < |(2? +y*)sin

< 22442, lim z,y) =0,
a Y (z,y)—(0,0) f@y)

LU2 + y2
ii) f je diferencovatelnd na D(f),

hi, hy) — 1
lim f(h, ha) = 1(0,0) = lim y/hi+h3sin—5—5 =0.
(h1,h2)—(0,0) . /h% + h3 (h1,h2)—(0,0) hi + h3

A A AR TR Gl
P S R O N
ALL VNN
S/ VNN

Obr. 5.26: Vrstevnice grafu funkce f a normované gradienty funkce f
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Obr. 5.27: Graf funkce f.

Vlastnosti:
i) fjespojitd na D(f), je omezend zdola a neni omezena shora,

1 1+k

y = kx
k>-—1
ii) lim f(z,y) = lim fa” = \/E 3 lim f(x,y).
z=0 ’ =0 \/3kx* — k225 + k326 3’ (z,y)—(0,0) ’
y=—x+kzx
k>0

Obr. 5.28: Grafy funkce f
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Obr. 5.30: Vrstevnice grafu funkce f, normované gradienty funkce f a spadnice

PouZité zdroje: [2].
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Obr. 5.31: Graf funkce f, vrstevnice a normované gradienty

Vlastnosti:
i) pro z,y # 0 plati

92 2 _ 02) (24 4 102202 4 92
fule ) = (o) = L I - o) = ),

o0 f
0xdy

iii) f, fo, fy € C(R?), fuy: fro € C(R2\ {(0,0)}),

iv) smiSené parcidlni derivace f,, a f,, nejsou spojité v pocatku (z,y) = (0,0).

0 f
0yox

ii) fwy(ovo) = (070) =1#-1= (070} = fyx(070)>

<
<

bN
\
\
|

— ~ > N\
— NN\
< =~ X \
—~N N\
ZIN N VY
N

BN
\
\

—/7 L/
— S
— S
— )

e SENANG NN
P S n NN
IS\l

NN N ~—f— o~ ~

Obr. 5.32: Graf smiSené parcidlni derivace f,,, vrstevnice a normované gradienty
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Obr. 5.33: Graf funkce f a jeho fezy

Vlastnosti:

i) dvojndsobné integraly se nerovnaji

[ ([ reva)w=T25= ([ renw) e

ii) dvojny integral [ f(z,y) dz dy neexistuje.

(0,1)x(0,1)

Y Y y
NN TSN
|/ /N X\ \ f/;l/)'/;f//'/{s\\s\\\\\
/ //:::\\\\\\ \ f/// %;./’_5:\\\\‘\\ \
2o YW &//,;»\\\g\\\ W\
SN

IR —\
Sl
I sssendll ) =

T T T

Obr. 5.34: Vrstevnice grafu funkce f, normované gradienty funkce f a spadnice
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Lineadrni funkce

frw=az+0b, abeC, a+#0, D(f)=C".

Vlastnosti:
i) H(f)=C",
if) /f(o0) = oc,

iif)

iv)

Vi)

linedrni funkce f je jednoznacnd, prostd a spojita funkce na C*,

geometrickd interpretace linedrni funkce:
linearni funkce f : w = 2z + b, z € C*, b € C, predstavuje geometricky v Gaussové
roviné z posunuti o vektor (Re b, Imb),
linedrni funkce f : w = az, z € C*, a € C, a # 0, pfedstavuje v Gaussoveé roviné z
tato geometricka zobrazeni:

(@) pro a = 1identické zobrazeni,

(b) pro a = ' otoceni se stiedem v pocatku o orientovany tihel velikosti «,

(c) pro a = —1 stfedovou soumérnost (otoceni o thel ),

(d) proa € R* stejnolehlost se sttedem v pocatku a kvocientem a,

(e) proa € C, a # 0, obecné geometrické zobrazeni sloZené z otoceni a stejnoleh-

losti,

linedrni funkce f : w = az + b, 2 € C, a,b € C, a # 0, po vyjadieni koeficientu
a v exponencidlnim tvaru a = |a|e'* se d4 geometricky interpretovat v Gaussové
roviné z jako geometrické zobrazeni sloZené ze tii sloZek:

(a) otoceni se sttedem v pocatku o orientovany thel velikosti «,
(b) stejnolehlosti se sttedem v pocéatku a koeficientem |al,
(c) posunuti o vektor (Reb,Imb),

linedrni funkce f je konformni zobrazeni na mnoZziné D(f) = C* (konformni zob-
razeni mnoZiny C* na sebe),

linedrni funkce f zobrazuje kazdy geometricky ttvar na Gtvar s nim podobny (4.
téhoZ typu: pfimku na pfimku, kruznici na kruZnici, vnitfek kruhu na vnitfek
kruhu, polorovinu na polorovinu apod.) a pfi zobrazeni orientovaného thlu se
zachovava nejen jeho velikost, ale také jeho orientace.
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Funkce argument komplexniho ¢isla
frw=Argz={peR: z=|z|(cosp +1ising)}, D(f)=C\ {0}.

Funkéni hodnota funkce Argz, pro niz plati ¢ € (—n, ), se nazyva hlavni hodnota
komplexniho ¢isla z a znadi se arg 2.

w = arg z

w = Argz

Obr. 6.1: Graf funkce argument Arg z a hlavni hodnota argumentu arg z.

Vlastnosti:
i) funkce f : w = Arg z je nekone¢néznacnd funkce,

ii) funkce f : w = arg z je jednoznaénd a spojitana C\{z € R: z < 0} (§j. na Gaussové
roviné bez nekladné ¢ésti redlné osy),

iii) funkce Arg z i funkce arg z jsou redlné funkce komplexni proménné z,
iv) funkce arg z je nespojitd v kazdém bodé z, € {z € R: 2z < 0}:

lim argz =argzy =, lim argz = —m.
zZ— 20 zZ— 20

20 <0 20 <0
Imz2>0 Imz <0
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Z3akladni linearni lomenda funkce

Obr. 6.2: Graf redlné a imaginarni ¢4sti exponencidlni funkce w = e*.

Vlastnosti:
i) f(0) = o0, f(o0) =0,
ii) funkce f je jednoznac¢nd, prosté a spojitd funkce na C¥,

iii) funkce f vyjadiuje geometricky v Gaussové roviné z geometrické zobrazeni sloZzené
z téchto dvou sloZek:
(a) kruhové inverze se stfedem v pocédtku a s polomérem fidici kruZnice r = 1,
(b) osové soumérnosti podle redlné osy z,
iv) funkce f zobrazuje jednotkovou kruZnici ¢; : |z| = 1 v Gaussové roviné z na jed-

notkovou kruznici ¢ : |w| = 1 v Gaussoveé roviné w, vnitfek kruznice ¢; zobrazuje
ve vnéjsek kruznice ¢} a vnéjsek kruZnice c; zobrazuje ve vnitfek kruZnice ¢},

v) funkce f je konformni zobrazeni na mnoziné D(f) = C* (konformni zobrazeni
mnoziny C* na sebe),

vi) funkce f zobrazuje kruznice a pifimky v kruZnice nebo p¥imky (tzv. zobecnéné
kruznice),

vii) funkce f zobrazuje sif vzdjemné ortogonalnich kruznic v Gaussové roviné z v kon-
formneé ekvivalentni kartézskou sif v Gaussové roviné w a naopak.
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Linedrni lomena funkce

az+b
p—— pro z # oo,
fiw= ZZ+ a,b,c,de C, ¢#0, ad—bc+#0, D(f)=C".
- pro z = oo,
Vlastnosti:
i) H(f)=C,

i) f(-4) = oc,
iii) jednoznac¢nd, spojitd a prosta funkce z C* na C*,

, az+b a H(bc—ad)
iv) w=——=—+————,
cz+d ¢ z+ ¢

v) inverzni zobrazeni linedrni lomené funkce je linedrni lomend funkce

dw=b  prow € C\ {2},

—cw—+a
fHw)y=q 0 prow=2

—< pro w = oo,

vi) linedrni lomené zobrazeni zobrazuje zobecnéné kruZnice na zobecnéné kruZznice
(pfimky a kruZznice v C* nazyvame zobecnénymi kruZznicemi v C¥),
vii) linedrni lomené zobrazeni zobrazuje oblasti, na které rozdéluje rovinu zobecnéna

kruZnice vy na oblasti, na kterou rozdéluje rovinu zobecnéna kruznice f(7),

viii) linedrni lomené zobrazeni zachovava dvojpomér
Va1, 20,23, 20 € C" 1 (21,22, 23, 24) = (f(21), f(22), f(23), [ (24)),

kde dvojpomeér uspofddané ctvetice navzajem rtznych bodl zi, 2, 23,24 € C* je
definovan

Z3 — X1 A4 — A R3 TRl R4 — X2
: = . Pro 21, 22,23, 24 € C,
23 — 29 24 — 29 23 — 29 R4 — 21

(21,22,23,24) =
lim (21, 22, 23, 24) pro z, = oo, k € {1,2,3,4},

Zp—00
ix) linedrnilomené zobrazeniw = f(z), které zobrazuje navzajem rtizné body 21, 22, 23 €
C* po fadé na navzajem rtzné body wi, ws, w3 € C* je jediné a je urceno jedno-
znaéné vztahem
(Zlu 22, 235 Z) = (wb W2, Ws, U))
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Funkce n-t4a mocnina

N
by /=

A
/

V' llll’[f
I
4 ”
'.,,’,’,”’/

Rez

Obr. 6.3: Graf redlné a imaginarni &asti funkce druhd mocnina w = z2.

Vlastnosti:

i) f(0) =0, f(o0) = oo,

ii) n-t4 mocnina je jednoznac¢nd a spojita funkce na C*.

=22, 2 =x+1y.

3

Obr. 6.5: Transformace pomoci tfeti mocniny w = u +iv = 2°, z = x + iy.
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Funkce n-ta odmocnina

Obr. 6.6: Grafy redlnych ¢asti funkci druhd, tfeti a ¢tvrtd odmocnina.
Vlastnosti:

i H(f)=C,
i) f(0) =0, f(o0) = o0,
iii) n-t4 odmocnina je n-zna¢nd funkce.

{weC*:w?e M}

Obr. 6.7: Transformace pomoci druhé odmocniny w = v +iv = /2, z = x + iy.

{weC*:wde M} {weC*:wd e M} {weC*:wde M3}

Obr. 6.8: Transformace pomoci tfeti odmocniny w = u +iv = /z, 2 = x + iy.
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Exponencialni funkce

+oo  p

frw=e =35 D(f)=C,  H()=C\{0}.

n=0

u = Re(e?)

Obr. 6.9: Graf redlné a imagindrni ¢ésti exponencidlni funkce w = €*.

Vlastnosti:
i) exponencidlni funkce je jednozna¢nd funkce,
ii) proz =z +iyplatie* = e"™¥ = ¢”(cosy + 1 siny),

iii) exponencialni funkce je periodicka v Im z s periodou 27
(pro z = iy plati e = €'V = cosy + i siny).
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Logaritmicka funkce

frw=Lnz={weC: e =1z}, D(f) =C\ {0}, H(f)=C.

Obr. 6.10: Graf realné a imaginarni ¢4asti logaritmické funkce w = Ln 2.

Vlastnosti:
i) logaritmicka funkce je nekone¢nézna¢nd funkce,
ii) je-liwy € Lnz, potomLnz ={w € C: w=wy +1i2km, k € Z},
iii) Lnz =1In|z| +1 Arg 2,
iv) hlavni hodnota logaritmu In z = In |z| 4+ i arg 2,

v) hlavni hodnota logaritmu je jednoznac¢na a prosta (tj. jednolistd) funkce na mnoziné

C\ {0},

vi) Inz=Inr+ip, z=re¥ ¢ (-m,mr), r>0.
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Goniometrické funkce

. er—ei® g, — SnZ D(sin) = C, H(sin) = C,
S = 2i ’ 8% T osz D(cos) = C, H(cos) = C,
el? e 17 . oS 2 D(tg) = C, H(tg) = C*\ {£i},
cosz = — — cotgz = .
2 & sinz’  D(cotg) = C,  H(cotg) = C*\ {*i}

u = Re(sin 2) u = Re(cos 2)

Imz

)

,b\ ;
LN

3 \\\\\v X

NWY \\\\e“\\\e

Obr. 6.11: Grafy redlnych a imaginarnich ¢asti goniometrickych funkci.

Vlastnosti:

i) sinz, cos z, tg z a cotg z jsou jednoznacné funkce,
ii) sin z a cos z jsou periodické funkce v Re z s periodou 27,
iii) tg z a cotg z jsou periodické funkce v Re z s periodou T,

iv) plati
sin 21 cos 29 &£ €os 27 sin 29,
= COS 21 COS Zp F Sin 21 Sin 29,
= sinh z; cosh z5 % cosh z; sinh 25,

= cosh z; cosh 25 =+ sinh z; sinh 2.
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Cyklometrické funkce

Arcsinz = {weC: sinw = z}, D(Arcsin) = C, H(Arcsin) = C,
Arccosz = {weC: cosw = z}, D(Arccos) = C, H(Arccos) = C,
Arctgz = {weC: tgw =z}, D(Arctg) = C*\ {£i}, H(Arctg) = C,
Arccotgz = {weC: cotgw =z},  D(Arccotg) = C*\ {£i},  H(Arccotg) = C.

u = Re(Arcsin z) u = Re(Arccos 2)

Rez 7%

|
N

N
QN

ANV
=

-.
N
o

7~
%
s

47
7
i

Obr. 6.12: Grafy redlnych a imaginarnich ¢asti cyklometrickych funkci.
Vlastnosti:
i) cyklometrické funkce jsou nekone¢néznacné funkce,
ii) hlavni hodnoty oznac¢ujeme arcsin, arccos, arctg, arccotg,
iii) hodnoty arkustangens a arkuskotangens v bodé oc:

Arctgoo = (2k+1)Z, ke Z,

29
Arccotgoo = km, ke Z.
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Hyperbolické funkce

sinh 2

cosh z

u = Re(sinh 2)

?

sinh 2 D(sinh) = C, H(sinh) = C,
tghz = cosh 2’ D(cosh) = C, H(cosh) = C,
ol s — cosh z D(tgh) = C, H(tgh) = C*\ {£1},
CORRE T Gnhe D(cotgh) = C, H(cotgh) = C*\ {£1}.
u = Re(cosh z) u = Re(tgh 2) u = Re(cotgh z)

%

o
5%

=

/| ';" e
»,,;,,,{// ‘: W, 7%

|

%
T

Obr. 6.13: Grafy redlnych a imaginarnich ¢asti hyperbolickych funkdi.

Vlastnosti:

i) sinh z, cosh z, tgh z a cotgh 2 jsou jednoznacné funkce,

ii) sinh z a cosh z jsou periodické funkce v Im z s periodou 2,

iii) tgh 2 a cotgh 2 jsou periodické funkce v Im z s periodou 7,

iv) plati
sin z
CoS 2
sinh z

cosh z

sinx cosh y +1 cos z sinhy,
cos x coshy — i sin z sinh y,
sinh x cosy + 1 cosh zsiny,

cosh x cosy + i sinh z siny,

cosh z
coshiz
sinh 2

sinhiz

cosiz,
oS 2,
—isinig,

1sinz.
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Hyperbolometrické funkce

Argsinh z = {w € C: sinhw = z}, D(Argsinh) = C, H(Argsinh) = C,
Argcoshz = {w € C: coshw =z},  D(Argcosh) = C, H(Argcosh) = C,
Argtghz = {w € C: tghw = z}, D(Argtgh) = C*\ {£1}, H(Argtgh) = C,
Argeotghz = {w € C: cotghw = z}, D(Argcotgh) = C*\ {£1}, H(Argcotgh) = C.
u = Re(Argsinh 2) u = Re(Argcosh z) u = Re(Argtgh 2) u = Re(Argcotgh z)

Obr. 6.14: Grafy redlnych a imaginarnich ¢asti hyperbolometrickych funkci.

Vlastnosti:

i) hyperbolometrické funkce jsou nekone¢néznacné funkce,
ii) hlavni hodnoty oznacujeme argsinh, argcosh, argtgh, argcotgh,

iii) hodnoty argumentu hyperbolického tangens a argumentu hyperbolického kotan-
gens v bodé oo:
Argtghoo = (2k+1)3i, k€ Z,
Argcotghoo = ki, k € Z.
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Obecna mocninna a exponencialni funkce

frw=2%=ettnz D(f)=C\ {0}, a€C,
fiw=a*=etne D(f) =C, a € C\ {0}
Vlastnosti:
jednoznacnou pro a € Z,
i) f(z) = 2% je funkci ¢ n-znacnou proa € Q, a=" m¢eZ neN,
nekonecnéznaénou proa € C\ Q.
Y My Yy Ms

3
2

Obr. 6.15: Transformace pomoci mocninné funkce w = v +iv = 22, z = x + iy.

Obr. 6.16: Transformace pomoci mocninné funkce w = u +iv =2,z =z +1iy.
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mocninna funkce s celym exponentem

n-t4 odmocnina

mocninna funkce s obecnym exponentem

Realné funkce jedné realné proménné

fry=a°
fry=2a" neN
fry=a™" neN %
fry= {’/5 neN
f:y:x% m,n € N
f:y:$ W m,n € N 3
fry=a* a€R\Q
v
4 k>0
fry=q ; k=0
k<0
0 T
fry=kr+q k#0
fry=ax®+br+c
. ar +b
fry= 4 d c#0
cr + ¢ be —ad #0
ST z, x>0,
/(/—‘1| 7{71‘. r <0.
fry=la]

f(z)g(z) — o9(@)In f(x)

R\ {0}

R\ {0}

(0, +00)

(0, +00)

R\ {0}

R\ {0}

(0, +00)

(0, +00)

(0, +00)

(0, 4+00)

R {0}

(0, +00)

(0, +00)

(0, +00)

(0, +00)

R\ {0}

(0, 400)

(0, +00)

(0, +00)

R\{-¢} R\{}

R

{-1,0,1}

(0, +00)

graf funkce f

pozn.

suda

sudé

licha

sudé

licha

licha

suda y

licha fy z
! !

suda

licha | ' .\\-w

= <
J——

licha —IO

suda [x]

licha

D(f")
R\ {0}
R

R

R\ {0}

R\ {0}

(0, 400)

R\ {0}

R\ {0}

(R prom > n)

R\ {0}

(Rprom >n)
(0, 400)
R\ {0}
R\ {0}

(0, 400)

(0, 4+00)

(0, +00)

derivace f/
f@)=0
fl(l') — n$n,—1
fI(T) — 7nz—n—1
(@) = fan=t

J(a) = Bk

f(a) = ~Bam

f'(@) = aa"!

f'(x) =2az+b

ad — be

f(w) = (cx +d)?

pfehled verze 002
ISTEX & Inkscape
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exponencialni funkce

cyklometrické funkce goniometrické funkce logaritmicka funkce

hyperbolické funkce

hyperbolometrické funkce

transcendentni funkce

fry=
fry=

a®, a>0
a#1

eT

e = 2,718281828

fry=
fry=
fry=

fry=

log, x, a>0
Bt 70

log,x =Inx

logiyz = logx

sin x

arcsin z

arctgx

= arccotgx

. Ep—
sinhz = “——
oty __ sinhzx
tghI ~ coshzx
. . _ cosha
<()l“';h'l ~ sinha

argsinh x

= argtgh

argcotgh x

Realné funkce jedné realné proménné

D(f)

(0, +00)

RA{(2k+1)3,
keZ}

R\ {km k€ Z}

<_17 1>

<71’1>

R

R\ {0}

(1, +00)
(=1,1)

R\ (-1,1)

H(f) pozn. graf funkce f D(f/)
y
(0,+00) ) R
a>1
0 T
Y
R (0,+00)
ol /1 *
period.

(—1,1) T =271 sin @ R
licha V\ /

2
period /1[» i I
(-1,1) |T=2n -1
suda
Y
period.
R T=n R\ {(2k+1)Z
licha !
—) ke Z}
2
period
R T=mn R\ {kr, ke Z}
licha tgx cotgx
ylm
(-5.5) | tens (L)
2 arcsin
(0,m) - (-1,1)
-1 01w
; -5
(-%,%) licha R
Mk
arccotg x
z
(0, ) arctg x 0 z R
=2
R licha R
Yy
(1, +00) suda R
(-1,1) licha R
-1
R\ (—1,1) licha : R\ {0}
cotgh a
Y argsinh
R licha R
T
(0, 4-00) 0 1 (1, +00)
y
R licha argtgh (-1,1)
-1 0o 1 =z
R\ {0} | licha argcotgh a R\ (-1,1)

" !
derivace f

f'(x) =a"Ina

Fa) =

, 1
F(@) = zlna
s =

, 1
(@) zIn10

f'(z) =cosx

f'(z) = —sinz
, 1
@)= o
F@)=—
)= sin® z
, 1
e
, -1
=
0=
, -1
F@)=1ra

f'(z) = coshx

f'(z) = sinhz

, - 1
fl(a) = cosh?

, - —1
Fil) = sinh? &
Ja) = ——

= V14 a2
O ——
@)= 1
@)=

prehled verze 002
IMEX & Inkscape
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Piehled zdkladnich derivaci

f(z) f'(x) podminky
¢ (konst.) [0 ceR, z€eR
e’ e’ r€R
a” a®Ina a>0,a#1, z€eR
1
Inx - z € (0,400)
x
1
log, x a>0,a#1, ze(0,+0)
rlna
" na 1 neNzeR
x® .zl a€R, z€(0,+00)
sin x cos T reR
cos T —sinx reR
1
t 2k+1)Z, ke Z
&% cos?x v# k413,
—1
cotgx —5 x#kn, kel
sin” x
i ! €e(—1,1)
arcsin x — |z € (-1,
V1—2?
—1
arccos x — |z e (—1,1
T (=1,1)
t ! eR
arctg — x
& 1+ 22
—1
t R
arccotg 1422 MRS
sinh z cosh x reR
cosh x sinh x reR
1
tghx reR
& cosh? z
—1
cotgh x x#0
& sinh? z 7
1
argsinhr | —— |2z €R
s Vaz+1
1
argcoshr | — |z € (1, +00)
x?—1
1
argtgh x .2 re(—1,1)
1
argcotgh x z € (—o0,—1)U(1,+00)
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Pfehled zakladnich integralt

—_

Do

=2

\']

co

Ne)

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

/

.
y
y
y
y
e
a
NG
[
/
/
|
I
| 7=
| o

ma+1

a+1

z%dzx =

+C,

1
—dz =In|z| + C,

S

e“de = e 4+ C,

a*dr = + C,

sinxzdr = —cosx + C,

cosxdr = sinx + C,

o der =tgz + C,

dxr = —cotgx + C,
sin? x

dz = arcsinz + C,

—

dx = arctgzx + C,

sinh zdx = coshx + C,

coshxzdr = sinhx + C,

=tghx + C,
co

7, dr = —cotghz 4+ C,

vt —1

dx = argsinhx + C,|

V1+ 22

r € R,

x # 0,

x>0,

x # 0,

a €N,

a €, a#—1,
a€R, a#—1,
r €R,
reR a#1,a>0,
r €R,

r € R,
v#2k+1)%, ke,
x#km, ke,

€ (—-1,1),

r € R,

r eR,

reR,

r eR,

z € R\{0},

de = argecoshz + C, z € (1, +00),

z € R.
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Kvadriky v R® v zdkladni poloze (v kanonickém tvaru)

elipsoid

S SN

=

!J
i
i
il

elipticky paraboloid

4+ —2=0

kuZel

XK

CSSKR XA
S s
S P
\\3:“ A3

hyperbolicky vilec
(EQ y2
2

hyperbolicky paraboloid

=L =0

N 28

b\

\ \\‘v

W
“%"“%‘?6?.‘»"

VA
e O
SRS

X
AN XK
SXISP
SRS
et &

Za\ L2

S kXA
5
4

y* + 2ax =0
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Zikladni Maclaurinovy rozvoje
1 —
T nz%x” l4+z+22+2°5+..., x e (—1,1),
— p plp—1) ,
(1+z)? Z<n>x” 1—|—p:v+Ta: +..., ze(—-1,1),
n=0 )
too n 2 3
e’ r 1—|—x+$—+w—+..., r € R,
n! 21 3!
n=0
+oo n+1 2 3 4
x x
In(1 + z) > (-1 T4+ -4 z e (—1,1),
~ n+1 2 3 4
+oo 2n+1 3 5 7
, n T x> oz
sin x Z%(—l) Gn 1) x_§+§_7+ z € R,
+oo 2n 2 4 6
n T N A
CoS T Z%(—l) o)) l—a—i—z—a—l—... z € R,
+oo
, [(2n — DNJ2g?nH! 3 3z°  5a”
T L re(=1,1),
AreSIm ; 2n+1)! T T Tt vel{-L1
+00 2n+1 3 5 7
W T x
arctg x Z(—l) 1 x—§+€—7+ x e (—1,1),
n=0
- I el o L B R
S1nn r _Om lE—f—g—f—a—FF—’— T € s
too on 2 4 6
x N
cosh x ;(Qn)! 1+§—|—z+a—|—... r € R,
+oo
, [(2n — 1)IN]2z? L 3 32 b’
h 1) S L pe(—1,1),
ATeSIR ;( N G N T T 0 112 vel{-L1)
It 3 5 47
argtgh x x+—+——|—7+ x e (—1,1).

~ 2n+1

p ER,
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Omezenost, spojitost a lipschitzovskost funkci na (—1,1)

C — mnoz. stejnomérné spojitych funkei na (—1,1)
D — mnoz. lipschitz. spojitych funkei na (—1,1) / \
E — mnoz. hladkych funkei na (—1,1) B — mnoz. spojitych funkei na (—1,1)

f(:c)—{ % pro x # 0,

0 prox=0.

fz) =

f(z) =sgnzx

A — mnoz. omezenych funkci na (—1,1)

-
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Omezenost, spojitost a lipschitzovskost funkci na (—1, 1)

C — mnoz. stejnomérné spojitych funkei na (—1,1)
D — mnoz. lipschitz. spojitych funkef na (—1,1) ( \
E — mnoz. hladkych funkef na (—1,1) B — mnoz. spojitych funkeif na (—1,1)

f(w)—{ % pro x # 0,

0 prox=0.

f(z) =sgnzx

A — mnoz. omezenych funkef na (—1,1)

-
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Recka abeceda — 1. &ast

nazev piikaz TEXu velké t. | malét. | velké p. malé p.
alfa A, \alpha A « 2 : 2 ,
beta (béta) B, \beta B /3 /g
/
l—l
gama (gamma) \Gamma , \gamma I ¥ T WV
J
delta \Delta , \delta A ) LA\ O/‘
epsilon E, \varepsilon, \epsilon E €, & Z-T—
(d)zéta Z , \zeta Z C (}p (
J J
éta H, \eta H n
’ 7/
L
théta \Theta , \theta C) 0 ? %
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Recka abeceda — 2. ¢ast
nazev prikaz TEXu velké t. | malé t. velké p. malé p.
iota I,\iota I L
kapa (kappa) K , \kappa K K o dls
lambda \Lambda , \lambda | A A : r{‘
mi M, \mu M M : ' [ '
ny N, \nu N v R,
= ¢
ksi \X1i, \xi = & {;,_
J
omikron 0,o O O
H )]
pi \Pi , \pi, \varpi T, W ‘T{; _77_7__
[
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Recka abeceda — 3. &ast

nazev pitkaz TEXu velké t. | malé t. | velké p. malé p.
ré P, \rho, \varrho P p, 0 ga P
sigma | \Sigma , \sigma, \varsigma | X o, >ﬁ‘ 7o

tau T, \tau T T —T—¢T—
ypsilon Y, \upsilon Y (V)
ff \Phi . \phi., \varphi o 0, © \fj -(/ﬂ ?é
chi X, \c%hi X X 7{
psi \Psi , \psi s Y ’IJ;T ’l/b ?]p
omega \Omega , :\omega Q) w ()
| ERVARNOV)
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