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Kapitola 1

Komplexni cisla, rozsirena
Gaussova rovina

1.1 Komplexni cisla

Vsichni se uz od stfedni skoly setkdvame s komplexnimi ¢isly. Pfipomenme si za-
kladni pojmy a vztahy, s nimiz budeme v dal$im pracovat.

e Komplexni ¢islo z je ¢islo tvaru

z=x+iy, kdez,y e Ra i’ = —1;

¢islo x resp. y nazyvame redlnou resp. imaginarni ¢asti komplexniho éisla z a zna-
¢ime Re z resp. Im 2. !

e Specialnim ptripadem komplexnich ¢isel jsou ¢isla redlnd a ryze imaginarni. Realna
¢isla z jsou charakterizovana podminkou Im z = 0, ryze imaginarni ¢isla podmin-
kou Rez = 0.

e Dvé komplexni ¢isla z; a zy se rovnaji praveé tehdy, maji-li tytéz redlné a tytéz
imaginarni ¢asti, tj.

21 =29 < [Rez; =Rezs A Imz; =Imzy.

e Pro kazdé komplexni ¢islo z = x + 1y definujme jeho absolutni hodnotu jako
nezéaporné (realné!) ¢islo

|z := /22 + 92 = \/(Re 2)2 + (Im 2)2

a Cislo komplexné sdruzené vztahem

Z:=x—1y=Rez—1Imz.

'Domluvme se: napiSeme-li z = x + iy, myslime tim (nebude-li fe¢eno jinak), 7e x = Rez € R
ay=ImzeR.



2 Komplexni cisla, rozsirena Gaussova rovina

e Pro kazda dvé komplexni ¢isla z; = x1 + iy; a 2o = x9 + 1y definujeme
21+ 29 = (21 + x2) +i(y1 + ¥o),
21— 2= (11— x2) +i(y1 — y2),
2129 1= (1102 — Y1y2) + i(@1Y2 + Tayn),

a je-li z9 # 0 = 0 + 01, definujeme taky

21 1 _
— = — (2179).
2 |22|2(”)

e Pro kazdé komplexni ¢islo z = x + iy plati:
77 = (z +iy)(x —iy) = 2” = (iy)” =2 +y* = |2
Poznamka 1.1. Jednim ze zésadnich rozdilti mezi redlnymi a komplexnimi ¢isly je

skutecnost, ze komplexni cisla nejsou usporadand. Vztah z; < zo neni mezi komplex-
nimi ¢isly z; a zo definovan, nejsou-li obé ¢isla z; a 2o redlna.

Priklad 1.2. Urcete Rez a Im z, je-li

2430
T o
Resent. » , ,
243 1+20 —A+T 4T
*T1 21+ 5 53"
a proto

4
Rez:—g a Imz:g.

1.2 Geometricka interpretace, argument komplex-
niho cisla
Protoze zfejmé existuje vzdjemné jednoznacny vztah mezi body R? a komplexnimi
cisly:
(z,y) < v +iy,

je prirozené znazornovat si komplexni ¢isla jako body roviny. Mnozinu vsech kom-
plexnich ¢isel budeme nazyvat Gaussovou rovinou a znacit C.
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S geometrickou interpretaci souvisi i tzv. goniometricky tvar komplexniho cisla z.
Uvazujme z € C, z # 0. Pak ziejmé existuje ¢ € R takové, Ze !

z = |z|(cos ¢ + isin ). (1.1)

Z periodicity funkei sinus a kosinus vyplyva, ze ¢islo (tihel) ¢ neni vztahem (1.1)
urceno jednoznacne.

Definice 1.3. Mnozinu vSech redlnych ¢isel ¢, pro néz plati rovnost (1.1), nazy-
vame argumentem komplexniho ¢éisla z € C\ {0} a znacime Arg z, tj.

Argz:={p eR: z=|z[(cosp + isiny)}.

Poznamka 1.4. Je-li z =0, jei|z| =0 a rovnost (1.1) plati pfi jakékoliv volbé
¢ € R. Z tohoto diivodu argument ¢isla 0 neni definovan!

Véta 1.5. Bud z € C\ {0} a ¢ € Argz. Potom

Argz = {¢ +2km: k€ Z}.

Diikaz. Z periodicity funkci sinus a kosinus a z predpokladu ¢ € Arg z plyne, ze

{o+2kn: ke€Z} C Argz.

Presvédéme se, ze plati i opac¢nd inkluse. Bud ¢ € Argz libovolny bod. Chceme
dokéazat, ze existuje k € Z takové, ze ) = ¢ + 2km.
0, Y € Argz =
= [z = |z](cos @ +isiny) = |z|(cosy + isiny) A |z| # 0] =

COS ¢ = cos Y
= Ccosp + isinp = cosy + 1siny = A =
sin ¢ = sin
cos? o = cos ) cos
= A = cos® ¢ + sin? v = cos 1) cos p + sin Y sin p =

sin? ¢ = sin v sin ¢

=1=cos(v—p)=>[Fke€Z: v—p=2kn|=[Fke€Z: =p+2kn].

IBystry ¢tenaf nepiehlédne souvislost s poldrnimi souradnicemi v R2.
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Definice 1.6. Takovou hodnotu argumentu ¢ € Arg z, pro kterou plati
- < 2 é T,

nazyvame hlavni hodnotou argumentu komplexniho ¢isla z € C \ {0} a znacime
arg z.

Piiklad 1.7. Uréete Argz a arg z, je-li 2 = —v/3 — .

Reseni. Ziejmé!

7T+8u1rcsin1 :7T+E ] € Argz
2 6 6 ’
a proto”
Argz = {%+2k7r: keZ}, argz = —%T.

1.3 Nekonec¢no

Podobné jako je v redlném oboru uzitecné doplnit konecna redlna cisla o +00 a —o0,
ukazuje se i v komplexnim oboru potieba rozsitit Gaussovu rovinu C. Nejucelnéjsi
je pridat pouze jeding bod; budeme jej znacit co a nazyvat nekonecno.

Ukazme si jesté jednu geometrickou interpretaci komplexnich ¢isel, tzv. stereogra-
fickou projekci, kterd nam priblizi volbu bodu co. Uvazujme kulovou plochu umis-
ténou tak, ze se dotyka svym ,jiznim pélem“ roviny komplexnich ¢isel praveé v bodé
0, a oznacme si jeji ,severni pol“ N. Nyni pritadme kazdému nenulovému komplex-
nimu ¢islu z bod z* # N lezici na dané kulové plose tak, aby z* byl prusecikem
této plochy s primkou spojujici obraz ¢isla z s bodem N. Timto zptusobem ziskame
vzdjemné jednozna¢nou korespondenci mezi (koneénymi) komplexnimi ¢éisly (nule
odpovida ,jizni p6l“) a body dané kulové plochy (samoziejmé zmensené o bod N).

Vsimnéme si, ze ¢im vétsi je |z|, tim mensi je vzdalenost bodu z* a N dané
sféry. 1 to nés vede k tomu pridat k C pouze jediny bod (c0) a ptiradit mu pri vyse
popsané projekci pravé bod N.

Mnozinu

CU{oo} =: Cw

budeme nazyvat rozsitenou (nebo taky uzavienou) Gaussovou rovinou.

'Rada ¢tendfi: nakreslete si obrazek.
2Viz vétu 1.5 a definici hlavni hodnoty argumentu.
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Definujme nyni pro kazdé z € C:

zF+oo=00%+2=00,

® 2 00 =00"2z= 00, jeli navic z # 0,

o = =,
oo
. - )
e 5 =00, je-li navic z # 0,
o = = o0,
z

e x" =00, 00"=0, 07" =00, je-lin €N,

loo| = oo, o0 = 0.

1.4 Okoli bodu

Definice 1.8. Okolim bodu z; € C resp. oo s polomérem e € Rt rozumime mno-
Zinu

U(zp,e) :={2€C: |z— 2| <c¢e}
resp. mnozinu

U(oo,e) = {2 €C: |2 > %} U {o0}.

Prstencovym okolim bodu z € C,, s polomérem & € R rozumime mnozinu

P(z,e) :=U(z,¢)\ {z}.

Nezélezi-li ndm na ,velikosti“ okoli (tj. na konkrétni hodnoté ¢), piSeme kréitce
U(z) resp. P(z) a mluvime o okoli resp. prstencovém okoli bodu z.

Definice 1.9. Mnozina M C C,, se nazyva oteviend, obsahuje-li s kazdym svym
bodem i néjaké okoli tohoto bodu. Tzn.

M je oteviend <« (Vze M) (3U(z)): U(z) C M.

Priklady 1.10.

a) ), Ca C, jsou oteviené mnoziny,

0

'Pozor, neni definovano: co & oo, 0 - 00, 0o - 0, o) =, Argoo, argoo.
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b){z€C: |z=3|<|z+2—i]}a{z€C: Imz < 1} jsou oteviené mnoziny,

c){2+V3i},{z€C: Rez+2Imz="T7}a{z€ C: Imz <1} nejsou oteviené
mnoziny.

1.5 Posloupnosti komplexnich cisel

Definice 1.11. Bud 2z € C, a bud (z,) posloupnost v C.. ® Rekneme, Ze
posloupnost (z,) ma limitu z a piSeme lim z,, = z nebo z, — z, plati-li

(Ve e RY) (3ng eN) (Vn €N, n Zng): z, € U(z,¢).
Posloupnost (z,) nazveme konvergentni, existuje-li ¢islo z € C takové, ze

lim z, = z.

“Posloupnosti v C,, rozumime — podobné jako u redlnych posloupnosti — zobrazeni z N do
Cwo, jehoz defini¢ni obor obsahuje vSechna dost velkd n € N.

Poznamka 1.12.

e Definice limity posloupnosti vlastné fiké, ze vné libovolného (tzn. jakkoliv malého)
okoli bodu z lezi nejvyse koneéné mnoho ¢leni posloupnosti (z,).

e Uvazujme posloupnost (z,) a bod z v C,, a — pri stereografické projekci odpovi-
dajici — posloupnost (27) a bod z* na kulové plose v R3. Pak plati

Zn— 2 (vCy) & 2 — 2 (vR?).

Véta 1.13. Necht z, = x, + iy, pro vsechna dost velkd n € N a necht z = x + 1y.
Potom plati
limz, =2 & [limz, =2 A limy, =1y].

Priklad 1.14. Urcete
(2n —1)i

n

lim

Resent.
(2n — )i
n

. ) 1 ) N . )
lim zllm(——i—QZ)zhm—+@hm2:0+2@:22.
n n




1.5 Posloupnosti komplexnich ¢isel

Poznamka 1.15. Definice limity je formalné stejnd jako definice limity realnych
posloupnosti. Plati proto i analogie mnoha vét. Uvedme pro ilustraci nékteré z nich.

Véta 1.16. KazZdd posloupnost komplexnich cisel md nejuys jednu limitu.

Véta 1.17. Posloupnost komplexnich cisel ma limitu z € Co, pravé tehdy, kdyz
kazda posloupnost z ni vybrand md tutéz limitu z.

Véta 1.18. Je-li posloupnost (z,) konvergentni a takovd, Ze pro kaZdé n € N je
zn € C, je posloupnost (z,) omezend (tzn. Ze existuje k € Rt takové, Ze pro kazdé

n €N je |z, £ k).




Kapitola 2

Komplexni funkce realné
a komplexni promeénné

2.1 Komplexni funkce

Definice 2.1. Komplexni funkci (komplexni proménné) rozumime kazdé zobra-
zeni z C,, do mnoziny vsech neprazdnych podmnozin C.. Jinymi slovy: kom-
plexni funkci f rozumime predpis, ktery kazdému cislu z € Df C C, (a nikoho
neprekvapi, ze mnozinu D f nazyvame definiénim oborem funkce f) ptitadi jedno
nebo vice komplexnich ¢isel z C,. Toto nebo tato komplexni ¢isla znacime f(z)
a nazyvame f — obrazem disla z.

Pokud je pro kazdé z € Df mnozina f(z) jednoprvkova, nazyvame funkeci f
jednoznacnou. Pokud tomu tak neni, nazyvame funkci f mnohoznacnou, pripadné
— podle poctu prvka f(z) — dvojznacnou, trojznac¢nou, ..., nekonecnéznacnou.
Je-li Df C R, nazyvame funkci f komplexni funkci redlné proménné.

Umluva. Zadame-li funkci pouze predpisem, rozumime jejim defini¢cnim oborem
mnozinu vSech ¢&sel z C, pro néZ ma dany predpis smysl.!

Priklady 2.2.
a) f(z):=2%... jednoznaéna funkce, Df = C;

b) f(z) := Argz ... nekoneé&né&znalna funkce, Df = C\ {0}.

!Napiiklad: definiénim oborem funkce f definované predpisem

je mnozina Df = CU {o0}.
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Umluva. Nékdy budeme — nepiili§ piesné — psét
Argz = argz + 2km, k € Z,
misto spravného zapisu
Argz = {argz + 2kr : k € Z}.

(Podobné i pro jiné mnohoznaéné funkce.)

Definice 2.3. Bud f mnohoznac¢na funkce. Jednoznaénou funkci ¢ nazyvame
jednoznacnou vétvi (mnohoznacné) funkce f, plati-li soucasné

(1) Dy C Df,
(2) Vz € Dy : ¢(2) € f(2).

Priklad 2.4. Funkce
¢1(z) = arg z,

po(z) == argz + 2w

jsou dvé — navzajem ruzné — jednoznacné vétve funkce f(z) := Argz.

2.2 Neékteré dilezité komplexni funkce

2.2.1 Exponencialni funkce

Exponencidlni funkci definujeme pro kazdé z = x + iy € C piedpisem !

e® =" = ¢"(cosy + isiny).

! Pozorny étenaf miize byt touto definici zneklidnén, znadime totiz symbolem ,e“ dvé rtzné
funkce:

e®: C—>C\{0} a e": R—>R".
Nemusime se vsak bat, protoze pro z = x + 0i = x je
e” = e = ¢®(cos 0 + isin 0) = e”;

jinak feceno: ,komplexni“ exponencialni funkce je rozsitenim ,realné“ exponencialni funkce na C.

Ze stejného divodu nebudeme v dalsim ménit oznaceni ani nékterych jinych komplexnich funkeci
(napt. sin, cos, sinh, cosh, In, ... ).
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Véta 2.5 (Vlastnosti exponencialni funkce).

(i) €* je funkce jednoznacna.

(ii) Oborem hodnot funkce e* je C\ {0}.

(iii) Funkce e* je periodickd s periodou 2mi.

Diikaz uvedenych tvrzeni plyne ptimo z definice a vlastnosti redlnjch funkci e”,
sin z, cos x. Ukazme si pro ilustraci, jak lze napriklad dokazat 2mwi-periodicitu expo-

nencialni funkce:
eF T2 = T TWT2T = o7 (cos(y + 27) + isin(y + 27)) =

= e (cosy +isiny) = e*TW = ¢
[

2.2.2 Goniometrické funkce

Goniometrické funkce jsou definovany predpisy

) eiz _ e—iz eiz + e—iz
smzgz . = ———, COSZ2 = ————
2i ’ 2 ’

sin z cos z
tgz = ——, cotgz = — .
Cos 2z sin z

Véta 2.6 (Vlastnosti goniometrickych funkci).
(i) Vsechny goniometrické funkce jsou jednoznacné.

(ii) sinz a cos z jsou funkce periodické s periodou 2,
tg 2z a cotg z jsou funkce periodické s periodou .

(iii) Pro kaZdé z € C plati:
—sin z, cos(—z) = cos z,

sin(—z) =
tg(—z) = —tg z, cotg(—z) = — cotg 2.
(iv) Pro kazdé =z € C plati tzv. Euleriv vzorec
e'” = cosz +isinz.
(v)

sinz=0 & [Fke€Z: z=kn],

T
==+ kﬂ'] .

cosz=0 & [EII{:EZ: 2—2
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Priklad 2.7. Urcete Rez a Im 2, je-li z = cos(4 + 7).

Resend.
i(44i) | a—i(4+i)
Z:cos(4+z’):e +2€ =
e (cos4 + isind) + e (cos(—4) + isin(—4)) _ e Fe cosd 4+ i€ e sind,
2 2
a proto
Rez = cosh1 cos4, Imz= —sinhl1 sin4.
A
2.2.3 Hyperbolické funkce
Hyperbolické funkce definujeme predpisy
sinh z 1= —— , cosh z _ote ,
2
inh h
tghz := e , cotghz := cos 2
cosh z sinh 2z

Poznamka 2.8. Podobné jako v realném oboru muzeme i pro komplexni funkce
zavést pojem inverzni funkce. Na rozdil od funkci redlnych vsak budeme definovat
inverzni funkci i pro funkce, které nejsou prosté. V takovém pripadé pak bude
prislusnd inverzni funkce funkci mnohoznac¢nou. Prikladem muze byt nize definované
logaritmicka funkce.

2.2.4 Logaritmicka funkce

Logaritmickou funkci definujeme jako funkci inverzni k funkci exponencialni, tzn.

Inz:={weC: "=z}
Z vlastnosti (ii) exponencialni funkce (viz vétu 2.5) vyplyva, Ze definicnim oborem
funkce Ln z je mnozina C \ {0}.

Bud
2z = |z|(cos ¢ +isinp),

kde |z| > 0 a ¢ € R, a polozme

Inz =u+w.
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Potom je
eu—‘riv — 5
.
e (cosv +isinv) = |z| (cos p + isin ),
a proto !

u=1Inlz| AN Bke€Z:v=p+2kn].
Zjistili jsme, Ze pro kazdé z € C\ {0} je
Lnz =1In|z| +i(e + 2kn), k € Z,

neboli, ze

Lnz =1In|z| + iArg 2.

Piiklad 2.9. ;
Ln(—1+4) = Inv2 + fz + 2%mi, k€ Z.

Definice 2.10. Funkci hlavni hodnota logaritmu definujeme na C\ {0} pfedpisem

Inz:=In|z| +iargz.

Priklad 2.11. 5
In(—1—1i) = Inv2 — Zﬁz
2.2.5 Obecna mocninna funkce

Pripomenme si: je-li n € N resp. —n € N, je funkce z — 2" definovana predpisem

1
2Mi=zzz...z resp. 2" i=—.
=2 y—n

n-krat

Definujme nyni mocninnou funkei i pro a € C takové, ze £a ¢ N:

ozn.
2 :={e™: s€Lnz} = "2

Priklad 2.12.

22’ — eiLnQ _ ei(ln2+2k7ri) — e—2k7r+iln2 _ e—2k:7r (COS(IH 2) + isin(ln 2))7 k c7.

1Symbol ,In“ zde znamend p¥irozeny logaritmus, tj. funkci z Rt do R.
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2.2.6 n-td odmocnina

Funkci n-td odmocnina (n € N, n # 1) definujeme predpisem

Vei={weC: w" =2z}

Cviceni 2.13.

a) Dokazte, ze pro kazdé 0 # z € C a 1 < n € N plati:

v 1. [y vz
a ze funkce z +» zn Jje prave n—znacna.

b) Dokazte, ze pro a = ™, kde m € Z \ {0} a n € N jsou navzdjem nesoudélna
Cisla, je funkce z +— z* pravé n-znacna.

c¢) Dokazte, ze pro a € C\ Q je funkce z — 2* nekone&n&znaéna.

Priklad 2.14.
i = i1 — eilmi _ oq(5it2kmi) _ (FitkEi _

T 7 o T
:cos<§+k§>+@s1n( +k§), ke {0,1,2,3}.
2.3 Realna a imaginarni cast funkce

Umluva. Pokud nebude Feceno jinak, budeme pojmem komplexni funkce rozumét
funkci jednoznaénou.

Poznamka 2.15. Ukazme si, jak lze kazdou kone¢nou komplexni funkci f, pro niz
plati Df C C, tzn. ze

f: C—=C,

vyjadrit pomoci dvou realnych funkci dvou realnych proménnych.
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Definice 2.16. Bud f: C — C. Funkci
u: R* =R resp. v: R”Z—=R
definovanou na mnoziné
{(z,y) €eR*: x+iy € Df}
predpisem

u(z,y) = Re f(x +1y) resp. v(z,y) :=Im f(x + iy)

nazyvame realnou resp. imaginarni ¢asti funkce f.

Skutecnost, ze u resp. v je redlnou resp. imaginarni ¢asti funkce f budeme zapisovat
symbolem
f=u+v.

Priklad 2.17. Najdéme realnou a imaginarni ¢ast funkce

2.4 Limita funkce komplexni proménné

Umluva. Piseme-li

20 # Zn = 20,

myslime tim, Ze z, — 2o a ze pro vsechna dost velkd n € N je z, € C \ {20}
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Definice 2.18. Rekneme, Ze funkce f: Cyp — C ma v bodé zy € Cy limitu

a € Cy, a piseme lim f(z) = a, plati-li implikace
Z—r20

20F 2 = 20 = f(zn) = a

(tim rozumime: pro kazdou posloupnost (z,) takovou, ze zg # z, — 2o, plati, ze

f(zn) = a).

Véta 2.19. Necht f: Cy, — C4 a nechl zp,a € Cy. Potom lim f(z) = a prdavé

tehdy, plati-li o
(VU () BP(20)) (V= € P(2)) : f(2) € U(a).

Véta 2.20. Necht f=u+1iv: C— C a necht zo = xg+1yg a a=a+if.
Potom lim f(z) = a prdvé tehdy, plati-li
Z—r20

lim  wu(z,y)=a A lim  o(z,y) = 6.

(z,y)—(z0,y0) (z,y)—(z0,y0)

Priklady 2.21.

. z—1 , 1 - 1
lim = lim -] = lm |— | =
=i\ 22 +1 z—i \ 2 +1 rtiy—i \ T + @(y + 1)

- x —(y+1)
= lim 7 —
etiy—i \ 22+ (y+1)2 22+ (y+1)2

a)

: x - —(y+1) 1. 1.
= lim ——— |+ lim —— | =0—- =i = —=i.
(y)—01) \ 22 + (y + 1)? (@y)—01) \ 2% + (y + 1)? 2 2
b) lim1 arg z neexistuje, protoze
Z2——
o —1#2,:=cos <7T+(_Tl)n> + 72 sin (ﬂ—l—%) — —1,

o arg(zy,) — —m,

o arg(zo,41) — 7.
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2.5 Spojitost funkce komplexni proménné

Definice 2.22. Rekneme, Ze funkce f: Co — Co je spojitd v bodé z, € Co,

plati-li
lim f(z) = f(z0).

zZ—r20

Rekneme, 7e funkce f je spojitd na mnoziné M C C., plati-li pro kazdé zy € M
implikace

Zn —7 20

Un e N - zneM} = [f(z) = f(2).

Rekneme, 7e funkce f je spojitd, je-li spojitd na svém definiénim oboru.

Véta 2.23. Necht f: C, — C a necht zg € Cy. Potom ndsledujici tvrzeni
jsou ekvivalentni:

(i)
f je spojita v bode zy,
(ii)
zn = 20 = f(zn) = f(20),

(iii)

(VU (f(20))) BU(20)) (V2 € U(=0)) = f(2) € U (f(20))-

Cviceni 2.24. Rozmyslete si, jak spolu souvisi spojitost funkce
f=u+iv: C—C
se spojitosti funkci

u,v: R > R.

Priklady 2.25.

a) Funkce arg z neni spojita, nebot neni spojitd (napr.) v bodé —1
(viz priklad 2.21 b)).

b) Funkce arg z je spojitd na mnoziné C\ (—00,0) ={z € C: z ¢ R~ A z #0}.
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2.6 Komplexni funkce realné proménné. Krivky

Bud f komplexni funkci redlné proménné, tj. bud f zobrazenim z R do C,. Podobné
jako u komplexnich funkei komplexni proménné miizeme i zde zavést pojem limity
a spojitosti.

Definice 2.26. Bud f: R — C.

Rekneme, Ze funkce f mé v bodé ty € R limitu a € Co a piSeme thr? f(t) = a,
—tlo

plati-li
to#t, =t (VR) = f(t,) — a.

Rekneme, ze funkce f je spojitd v bodé t, € R, plati-li

lim f(t) = f(to)-

t—to

Rekneme, Ze funkce f je spojitd na mnoziné M C R, plati-li pro kazdé t, € M
implikace

t, — to

Vn € N: tneM} = f(tn) = f(to).

Rekneme, 7e funkce f je spojitd, je-li spojitd na svém definiénim oboru.

Velice dtlezitou tiidu spojitych funkei tvori kiivky.

Definice 2.27. Kiivkou v C,, (resp. v C) rozumime kazdou spojitou komplexni
funkci realné proménné

v: I —Cyx (resp.v: I — C),

kde I = Dy C R je interval.
Mnozinu
() =2)={rt): tel} CcCx
pak nazyvame geometrickym obrazem ktivky ~. Je-li M = (v), iikdme, ze v je
parametrizaci mnoziny M.

Poznamka 2.28. Jiz jsme si vSimli, Ze existuje vzajemné jednoznacny vztah mezi
body R? a body C:
(r,y) < x+iy.
Podobné si 1ze v§imnout, Ze existuje vzajemné jednoznacny vztah mezi kiivkami
v R? a kiivkami v C:
T=01%) ¢ v=n+1n
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MiiZzeme proto i pro k¥ivky v C povazovat za zndmé pojmy zavedené pro kiivky v R?
(viz [1]). Uvedme pro piiklad nékteré z nich:

e jednoduché krivka,

e uzaviena kiivka,

jednoduché uzaviena krivka,

e opacné orientovand krivka,
hladky oblouk,

po castech hladka krivka,

e pocatecni a koncovy bod krivky,

e derivace kiivky v bodé,

e tecny vektor krivky, ... .

Cviceni 2.29. Znéazornéte v Gaussové roviné geometricky obraz krivky ~, je-li

a) y(t) :=2—3i+2e % te(0,3T);

4e, t € (0, 5),
b) v(t) :== ¢ i(4 + 5 —t), te (%,4—1— 5

t—4—T te(4+I,841)

Definice 2.30.

e Uzavérem mnoziny M C C,, rozumime mnozinu

M :={z € C,, : existuje posloupnost (z,) v M takové, 7e z, — 2}.

(Rozumime-li uzavienymi mnozinami doplnky mnozin otevienych, lze M ekvi-
valentné definovat jako nejmensi uzavienou mnozinu obsahujici M.)

e Mnoziny A, B C C,, nazyvame oddélenymi, plati-li
ANB=ANB=.

e Mnozina M C C, se nazyva souvisld, nelze-li ji napsat jako sjednoceni dvou
neprazdnych oddélenych mnozin. Tzn. ze M C C,, je souvisld, plati-li implikace

M=AURB
ANB=ANB=10

}:>M:®v8:m.
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Definice 2.31. Mnozina 2 C C, se nazyva oblasti, plati-li soucasné tyto dvé

podminky:

(1) © je oteviend mnozina (viz definici 1.9),

(2) Q je souvisld mnozina (tzn. — v pripadé oteviené mnoziny — ze kazdé dva body
Q lze spojit krivkou v €Q; pfesnéji: pro kazdé dva body z;,2, € Q existuje
kiivka v : (a,b) — Q takova, ze y(a) = z1, ¥(b) = z2).

Definice 2.32. Bud M C C,. Mnozinu K C M nazyvame komponentou mnoziny
M, méa-li soucasné tyto dvé vlastnosti:

(1) K je souvisld mnozina;

(2) je-li K* C M souvislda mnozina obsahujici K (tzn. K C K*), je K = K*. °

*Komponentou mnoziny tedy nazyvame kazdou jeji maximalni souvislou podmnoZinu.

Poznamka 2.33. D4 se ukézat,' Ze kazd4d mnoZina M C C. je sjednocenim sys-
tému vsech svych komponent; tento systém je pritom disjunktni.

Definice 2.34. Oblast 2 C C, jejiz doplnék v C,, (tj. mnozina C., \ ) ma
pravé n riuznych komponent, se nazyva n—nasobné souvisld oblast. Jednonasobné
souvisla oblast se nazyva jednoduse souvisla oblast.

Piiklady 2.35.

a) 0, C, Cy, U(z), kde z € Cu, jsou jednoduse souvislé oblasti.
b) P(z), C\ {z}, kde z € C, jsou dvojndsobné souvislé oblasti.
c) U(1,2010) \ {2,4,5 + i} je ¢tyfndsobné souvisld oblast.

d) U(3,2) UU(44,3) neni oblast (neni souvisld).

e) Cou\{z € C: argz € (0,7)} neni oblast (neni oteviena).

Viz napf. [1].
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Kapitola 3

Derivace komplexni funkce
komplexni proménné

3.1 Derivace funkce

Definice 3.1. Bud f: C — C.
Derivaci funkce f v bodé z; € C definujeme rovnosti
o) o i LB = ICo)

Z—20 z — ZO

existuje-li limita vpravo a je-li konecna.

Rekneme, ze funkce f je holomorfni na mnoziné Q, je-li Q C C oteviend mnozina
a existuje-li f'(z) pro kazdé z € Q.

Rekneme, Ze funkce f je holomorfni v bodé z, € C, je-li f holomorfni na néjakém
okoli bodu 2y (tj. ma-li derivaci v kazdém bodé néjakého okoli Ul(z)).

Poznamka 3.2. Vsimnéme si, ze definice derivace je formalné& totozna s definici
derivace realné funkce realné proménné. Formalné stejné by byly formulace i dikazy
mnoha vét o ,pocitani“ derivaci.! Nebudeme je proto uvadét.

Véta 3.3. Md-li funkce f: C — C derivaci v bodé zg € C, je f v bodé zy spojitd.

Dukaz. 7 predpokladu

f2) = =)

z2—20 Z— 2

eC

'Mame na mysli nap¥. véty o derivovani souétu, rozdilu, sou¢inu, podilu, slozené funkce, ... .
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plyne existence prstencového okoli P(zy) takového, ze plati

Vz € P(z) : ’%50(20) < |f'(z0)| + 1,

a proto taky
Vz € P(zo): 0=[f(2) — f(20)] < (If(20)| + 1) |z — 2.
Vezméme nyni libovolnou posloupnost (z,) takovou, Ze z, — zo. Z vySe uvede-

ného tvrzeni pak vyplyvé, Ze |f(z,) — f(20)| = 0, a proto f(z,) — f(20)-
Pravé jsme dokézali spojitost funkce f v bodé zy (viz vétu 2.23).

Véta 3.4. Funkce f = u+1v md v bodé zg = xo+ iyo derivaci pravé tehdy, plati-li
tyto dve podminky:

(i) u a v jsou diferencovatelné v bodé (xg,yo),

(i) u a v spliwji v bodé (xo,yo) tzv. Cauchyho—Riemannovy podminky:

ou ov
%(ZL‘CH yO) = a_y(x(h yO)a

0 0
_8_5(1?07 ?/0) = 6?_;(%’ yo)'

Navic, pokud f'(zy) existuje, plati

, 0 0 0 0
f'(20) = a—;b(xo,yg) + @a_;i(-’fﬂo»yo) = a_Z(iﬁojyo) - Za_Z(fU07Z/0)-

?Pripomenme si dilezité tvrzeni - postacujici podminku diferencovatelnosti:

0 0
Bud ¢ : R? = R. Jsou-li funkce a—i a a—;’j spojité v bodé (xg,yo),

je funkce ¢ diferencovatelnd v bodé (xo,yo).

Poznamka 3.5. Vyjadreni f’ pomoci parcidlnich derivaci funkei v a v a z ného ply-
nouci Cauchyho-Riemannovy podminky by nemély byt po prohlédnuti nésledujicich
fadkt Zddnym piekvapenim.

“

1Je tfeba si oviem domyslet smysl vyrazd typu: ,, llirr}) .
—
heR
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Vsimnéme si: existuje-li f'(zp), je

f/(z) = lim f(z) = f(20) — Im flzo+h+ Z.ZJO) — f(mo + any _
2oz 2 — 2 h=0 (xo + h +iyo) — (zo + iyo)
— lim U(l"o + h, yo) + iU(l“o + h, yo) - u(flfo, 3/0) - Z'U(ﬂfo, yo) _
h—0 (xo+h — o) + (Yo — o)

heR

v(zo + h,y0) — v(T0,Y0)

u(wo + h, yo) — u(xo, Yo) i lim _

= lim

% 0
= a—u(xo,yo) + Za—v($o7yo),
a podobné
o) — tim £ TG0 S il ) = flao + i)
z—20 Z— 2 iag (1'0 + l(yO + 8)) - (xO + ZyO)

~ lim u(xo, Yo + 5) + v (20, Yo + 5) — u(x0, Yo) — 1 (Z0, Yo) _

s (z0 — w0) + (Yo + 5 — o)

~ lim v(xo, Yo + 5) — v(Z0, Yo) n 1 lim u(zo, Yo + 5) — (o, Yo) _
s—0 S 7 s—0 S
ov ou

derivaci, a vyjadieme ji.
Resend.
Pro kazdé x + iy € C plati:

f(z +iy) =" = e* cosy +ie” siny,
— N —

=w(z,y) =w(z,y)
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Protoze funkce u a v jsou navic zfejmé diferencovatelné v kazdém bodé (x,y) € R?,
plati pro kazdé z = x + iy € C, zZe

ou ov
['2) = e +iy) = 5o (z,y) +ig(z,y) =

= e cosy +ie"siny = " = f(x +iy) = f(2).

3.2 Harmonické funkce,
harmonicky sdruzené funkce

Definice 3.7. Bud M C R? oteviend mnozina. Rekneme, ze funkce ¢ : R? — R je
harmonickd na mnoziné M, plati-li pro kazdy bod (x,y) € M tyto dvé podminky:

(1) ¢ ma v bodé (z,y) spojité vSechny parcidlni derivace az do druhého Fadu
véetné (tj. ¢ je tiidy C* na M),

(2) Ap(z,y) = ZE(x.y) + 55 (z,y) = 0.

Priklady 3.8.

a) Funkce p(z,y) := x +y + e cosy je harmonicka na R2.
b) Funkce p(x,y) := Im (In(z + iy)) nen{ harmonicka na R?\ {(0,0)}.

Umluva. V dalsim budeme psit zkracend (ale neprilis presné), ze ,funkce ¢ je
harmonickd na mnoziné Q2 C C*, misto spravného ,funkce ¢ je harmonickd na
mnoziné {(z,y) € R? : = +iy € Q}*.

Pozorovani 3.9. Predpokladejme, ze funkce f = u + v mé v kazdém bodé ob-
lasti Q C C derivaci druhého fadu ? a Ze funkce u a v jsou tifdy C? na mnoZiné
{(z,y) € R?: z+iy € Q}. Z véty 3.4 pak plyne, Ze pro kazdy bod z + iy € Q plati

LOtazka ¢tenafi: Proc¢?
2Bud n € N. Definujme (n + 1)-nf derivaci funkce f v bodé zy € C indukei

7O (o) = (£ (zo),

tj.
F™(2) = f(20)

F ) (z0) = lim ,
zZ—20 zZ— 20

existuje-li limita vpravo a je-li koneéna.
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p . Ou Ov v Ou
f(l‘—f-ly)—%(l',y)—f‘la(l’,y)— 8y<x’y) Zay(x7y>7

" , 0%u 0% 0%u 0%
(x4 iy) = @(x,y) + Z@(xvy) = —a—yz(%y) - Za—yg(%?ﬂ

Zamérme nyni svoji pozornost na posledni z uvedenych rovnosti: porovnanim
realnych a imaginarnich c¢asti zjistime, ze

Ve +iy € Q: Au(z,y) = 0= Av(x,y),
neboli, ze funkce u a v jsou na oblasti {2 harmonické.

Nésledujici véta toto pozorovani jesté zobecnuje.

Véta 3.10. Necht funkce f = u + iv je holomorfni na oblasti 2 C C. Pak funkce
u a v jsou harmonické na €.

Definice 3.11. Rekneme, 7e funkce u,v: R?> — R jsou harmonicky sdruZené na
oblasti Q2 C C, plati-li soucasné:

(1) u a v jsou harmonické na €,

(2) u a v splnuji na Q Cauchyho-Riemannovy podminky.

Pozorovani 3.12. VSimnéme si, ze harmonicky sdruzené funkce tvori pravé redlné
a imaginarni ¢asti holomorfnich funkci.

Priklad 3.13. Najdéme (existuje-li) holomorfni funkci f = u + v, je-li

u(z,y) = 2> — y* + 2.

Reseni. Hledejme funkci v : R?> — R ,svazanou® Cauchyho-Riemannovymi pod-
minkami s funkei wu:

ou v
oo\ Y =2+ 2y =5 (w,y) = vle,y) =2y + y* + (),
kde ¢ : R — R. Nyni dosadme do druhé z Cauchyho-Riemannovych podminek:

ov
= =y — 2 = — =9 /
ay(af,y) y— 2z m(w,y) y+ ¢ (x),
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a proto
p(z) = —2* + ¢, kde c € R,

v(z,y) =2xy +y° —2° +c
Snadno se lze piesvédcit,' Ze funkce

flz+iy) = 2® —y* + 2xy +i(2xy +y* — 2% + ¢)

je pri kazdé volbé ¢ € R holomorfni na C.

Véta 3.14. Necht u resp. v je harmonickd funkce na jednoduSe souvislé
oblastt 2 C C. Potom ezxistuje aZ na ryze imagindrni resp. redlnou konstantu

jednoznacné urcend funkce f: C— C takovd, Ze

(i) f je holomorfni na Q,
(i) pro kazdé x+iy € Q plati: u(x,y) = Re f(x+iy) resp. v(x,y) = Im f(x+iy).

Cviceni 3.15.
a) Najdéte vSechny na oblasti C \ {0} holomorfni funkce f = u + iv, kde

Y

’U(ZU, y) = m

b) Dokazte, Ze je funkce
o(z,y) = Ina +5)

harmonické na oblasti C\ {0}, a Ze pfesto neexistuje funkce u : R?* — R takova,
aby f :=u+ v byla holomorfni na C\ {0}.

3.3 Poznamka ke ,,geometrickému vyznamu*

derivace

Predpokladejme, Ze je funkce f: C — C holomorfni v bodé 2z, € C a ze
0% f'(z0) = |f'(20)] &' *8S0).

Z definice derivace pak plyne, Ze

J2) = (=)

Z— 20

lim = |f'(20)] € RT,
zZ—20

1Staci ovéfit podminky (i) a (ii) z véty 3.4.
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a proto pro z ,blizké* bodu zq je ¢islo | f(z) — f(20)| ,blizké® &islu |f/(z0)] - |2 — 20
Jinak receno: pro ,mala“ § > 0 se f—obraz kruznice {z € C: |z — 2| = 0} ,mélo
lisi“ od kruznice {w € C: |w — f(z0)| = |f'(20)] - 6}

Ukazme si nyni, jak lze geometricky interpretovat arg f’(zo). Bud ~ libovolny
hladky oblouk v C takovy, ze v(tg) = zo. Pak ¢islo arg~/(to) udava dhel, ktery
svird tecny vektor +/(ty) s kladnou ¢dsti redlné osy.! Ted uvazujme (na ,dostatecné
malém* okoli bodu ty korektné definovanou) krivku I'(t) := f(v(¢)) a zkoumejme
odchylku teéného vektoru I'(#p) od kladné ¢ésti redlné osy, tj. argument I7(%).

Protoze I"(to) = f' ((t0)) 7' (to) = f'(20)7'(t0), je
arg f'(z0) + argy'(to) € ArgI’(to).

Jinak receno: Cislo arg f'(zo) udava tdhel, o ktery je tfeba otocit smérovy vektor
tecny hladkého oblouku v v bodé ~y(ty) = 2o tak, abychom dostali smérovy vektor
tecny kiivky T' := f oy v bodé I'(ty) = f(z0), pri¢emzZ na konkrétni volbé kiivky -
nezalezi.

Tyto ivahy nés vedou k nasledujici definici.

Definice 3.16. Bud funkce f : C — C holomorfni v bodé zy a bud f'(zy) # 0.
Cislo | f'(2)| nazyvame koeficientem roztaznosti funkce f v bodé z,.
Cislo arg f'(z) nazyvame tthlem otoceni funkce f v bodé z.

@Je-li navic |f'(z0)| < 1 resp. |f'(z0)] > 1, mluvime nékdy o kontrakei resp. dilataci funkce f
v _bodé zj.

Kreslete si obrazek!
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Kapitola 4

Konformni zobrazeni

4.1 Zakladni vlastnosti

Definice 4.1. Rekneme, ze funkce f : Co — Co je konformni na oteviené
mnoziné G C C,,, plati-li soucasné:

(1) f je spojita a prostd na G,

(2) f' existuje ve vsech bodech mnoziny G s vyjimkou nejvyse kone¢né mnoha.

Cviceni 4.2. Rozmyslete si, na jakych oblastech jsou konformni funkce:

¢*, Inz, sinz, 22, 2%, ...

Definice 4.3. Rekneme, Ze oteviené mnoziny Gy, Go C Co jsou konformné
ekvivalentni, existuje-li funkce f: C,, — C, takova, ze

(1) f je konformni na Gj,
(2) f(Gl) = Ga.

Vlastnosti konformnich funkci

i) Je-li f konformni na G, je 0 # f'(z) € C pro vSechna z € G s vyjimkou nej-
vyse dvou bodi: bodu co (pokud patii do G) a bodu (je-li v G takovy), jehoz
f-obrazem je co. !

ii) Funkce inverzni ke konformnimu zobrazeni je konformni.

1V&imnéme si, ze odtud vyplyva, ze konformni funkce f zachovava dhly mezi kfivkami vy-
chézejicimi z bodu zg (20 € G, 29 # 00 # f(29)) — viz geometricky vyznam arg f'(z9) na strané
26. Této vlastnosti funkce f se rika konformnost v bodé zj.
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iii) Obrazem oblasti pii konformnim zobrazeni je oblast.
iv) Rozdélme nyni vSechny jednoduse souvislé oblasti v C,, do ¢tyt skupin:

skupina obsahuje pouze prazdnou mnozinu,

skupina obsahuje pouze C,

skupina obsahuje vSechny oblasti tvaru Co, \ {20}, kde 29 € Cq,
skupina obsahuje vsechny ostatni jednoduse souvislé oblasti. *

Lo o=

Pak plati: jednoduse souvislé oblasti €2, a €25 jsou konformné ekvivalentni pravé
tehdy, patii-li obé do stejné skupiny.

Prozkoumejme nyni podrobnéji jeden velice dulezity typ konformnich zobrazeni.

4.2 Linearni lomené funkce

Definice 4.4. Linedrni lomenou funkci rozumime kazdé zobrazeni f : C,, — Cg,
k némuz existuji ¢isla a, b, ¢, d € C takova, ze ad — bc # 0 a ze

aztb = gerli 2 € C,

fe)=q &0 L
a je-li z = oo.

c)

Vlastnosti linearnich lomenych funkci

i) Linedrni lomené funkce jsou jedina konformni zobrazeni C,, na C..
ii) Inverzni zobrazeni k linedrni lomené funkci je linedrni lomend funkce.

iii) Obrazem zobecnéné kruznice pri linearnim lomeném zobrazeni je zobecnénd
kruznice. (Zobecnénou kruznici rozumime kruznici (v C) nebo primku — k té
pocitame i bod oco.)

iv) Necht kazdd z mnozin {z1, 29,23}, {wi,ws, w3} obsahuje t¥i navzajem rizna
¢isla z Co.. Pak existuje pravé jedna linearni lomena funkce f, pro niz je f(z;) =
= w1, [(22) = w2 a f(z3) = ws.

v) Specialnim pripadem linearnich lomenych zobrazeni jsou linedrni funkce,
tj. funkce definované predpisem f(z) := az + b, kde a,b € C, a # 0. *

1Tzn. vechny neprazdné jednoduSe souvislé oblasti, jejichz doplnék obsahuje alespoii dva
body.

2Rozmyslete si, e kazdou linedrni funkci lze ziskat slozenim tii zobrazent:
otocent (z = e*¥18%2)  stejnolehlosti (2 — |a|z) a posunuti (z — z + b).
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Priklad 4.5. Najdéte obraz kruznice
K={zeC: |z—-1]=1}

pri zobrazeni

f(z):= é

Reseni. Protoze pro body 0,2, 1+4 € K plati: f(0) = oo, f(2) = %, f(1+4i) = %—%i,
je obrazem kruznice K pifmka: '

F(K)={z€C: Rez:%}u{oo}.

1Viz vlastnost iii) linedrnich lomenych funkei.
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Kapitola 5

Integral komplexni funkce.
Cauchyho véty. Cauchyho vzorce.

5.1 Integral komplexni funkce realné a komplexni
promeénné

Véta 5.1 (Jordanova). Necht «y je jednoduchd uzaviend krivka v C. Potom
Coo \ (1) =21 UQy,

kde Q1 a Q9 jsou dvé disjunktni,” neprazdné a jednoduSe souvislé oblasti, jejichz
spolecnou hranici je (7).

aTZIl. Q1 N QQ - (Z)

Definice 5.2. Uvazujme situaci z Jordanovy véty. Tu z oblasti €2y, €25, kterd ne-
obsahuje oo, nazyvame vnitikem kiivky v a znac¢ime int~y, tu, ktera oo obsahuje,
nazyvame vnéjskem kiivky v a znacime ext .

Definice 5.3. Bud funkce f = u+iv: R — C spojitd na intervalu (a, b)
(a,b € R; a < b).” Pak definujeme

/abf(t) dt:/abU(t)+iv(t) dt := /abu(t) dt+z’/abv(t) dt.

®Tzn., ze funkce u(t) := Re f(t), v(t) :=Im f(¢) : R — R jsou spojité na (a,b).
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Definice 5.4. Bud v : (a,b) — C po castech hladka kiivka a bud funkce
f=u+iv: C— C spojitd na (7). Pak definujeme”

/f(z)dz ::/()u(:c,y) dox —v(z,y) dy+z’/()v(:c,y) do + u(z,y) dy,

kde integraly na pravé strané rovnosti jsou kiivkové integrly 2. druhu’ (v zde
chapeme jako kiivku v R?).

“Pomiicka pro snadnéjsi zapamatovani:

f(z)dz = (u+iv)(de +1i dy) = ude —vdy + i(vde + udy).

bDefinici kiivkového integralu 2. druhu si lze pfipomenout v [1].

Véta 5.5. Necht v : (a,b) — C je hladky oblouk a necht funkce f : C — C je
spojitd na (7). Potom plati

quMz—AUvm»wtw

Diikaz. Oznacme f = u+ 1w a v = 7y, + 172. Potom plati

/f(z)dz:/ u(x,y)d:c—v(:c,y)dy—l—i/(v)v(a:,y)dx—l—u(x,y)dy:

/ B )71 () — v(7a(t), v2(t))75(t) dt+
b
/ o )71 (t) + u(n(t), 72(t)75(t) dt =

b
(t)) + iv(ya(t), 72(2))) 1 (6)+

i (o (£), m+mmmmmmwm=
=/wawmeﬂwwwmm:/fmmﬂmu

Priklad 5.6. Vypoctéte
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kde v(t) := 5e", t € (0, 2).

Resend.
— uZitim definice 5.4:

1 x Y / —y x
—dz = dz + dy +1 de + ——dy =
/72 /(7) x? + y? 24y Y () T2+ Y2 22
/2” —25sintcost+ 25sintcostdt+ _/27r 2551n2t+ 25c082tdt
= Z =
; 25 25 . 2 25

27
:o+¢/ 1dt = 2mi;
0

— pomoci véty 5.5:

1 2 1 ) 2
/—dz:/ —.t5z'e’tdt:/ idt = 2mi.
y Z 0 e 0

5.2 Cauchyho véty

Véta 5.7 (Cauchyho). Necht funkce f je holomorfni na jednoduSe souvislé
oblasti Q C C. Pak pro kaZdou uzavienou po castech hladkou krivku v v Q (tzn.

(7) C Q) plati
/f(z) dz =0.

Diikaz. Oznac¢me f = u + 1v a definujme vektorova pole

Potom f; a f, jsou t¥idy C? na jednoduse souvislé oblasti
O ={(zr,y) eR*: z+iyeQ}
(viz vétu 3.10), a protoze navic v Q* plati

ou  J(—v) dv _ Ou

dy oz " 0y o
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(viz vétu 3.4), jsou i potencialni na Q* (viz [1]). Proto

/f(z)dz:/()fl(x,y)ds—i-i ()fg(x,y)dzs:OJrz'O:O.

Véta 5.8 (zobecnéni Cauchyho véty). Necht Q = int~y, kde v je jednoduchd
uzavrend po castech hladkd krivka v C. Pak pro kazZdou funkci f: C — C, kterd je
holomorfni na Q a spojitda na 2 = QU (v), plati®

Lf(z) dz = 0.

*VSimnéme si souvislosti s Greenovou vétou — viz [1].

Pozorovani 5.9. Budte
Yy Y1y V25 - -y In

takové jednoduché uzaviené po castech hladké a kladné orientované krivky v C, ze
pro kazdé i,5 € {1,2,...,n} plati:
(i) C extry, jelii # j,
(7i) C int~y.

Pak mnozina
Q=intyNexty NextyN...Nexty,

je (n + 1)-nésobné souvislou oblasti.!

Véta 5.10 (Cauchyho véta pro vicenasobné souvislou oblast). Necht €
je (n + 1)-ndsobné souvislou oblasti vjse popsaného typu a necht f : C — C je
holomorfni na 2 a spojitd na

Q=QU N UM UM U...Uwm).

Pak plati

/f(z)dz: Z .f(z)dz.

'Namalujte si obrazek!
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5.3 Cauchyho integralni vzorce

Véta 5.11. Necht v je jednoduchd uzavrend po castech hladkd kladné orientovand
krivka v C a necht funkce f : C — C je holomorfni na Q@ = inty a spojitd na
Q= QU (vy). Potom pro kazdé zy € Q plati

f(z0) = — fz ) . (&%)

2mi )y 2z — zo

Nawic: je-li n € N, existuje ™ (zy) pro kaZdé zo € Q a plati

1) = g [ A ae 0

2mi )., (z — zp)"t!

Diikaz. Dokazme pouze tvrzeni ().
Bud zy € Q libovolny bod. Definujme pro kazdé r > 0 krivku

Y (t) := 20 + e’ t € (0,27).

Z véty 5.10 pak plyne, ze

f f f (ZO) f(ZO)
/ r—>0+/ 7"—)0—i-[/ Z— 2 =t %Z—ZOdZ:|'

7 predpokladu

fl(zo) — hm f(Z) _f(ZU) c C
=20 Z— 2
plyne
(36 >0, k>0)(VzeC: 0<|z—2]|<9): ’w < k,
— 20

a proto pro viechna ,dost mald“ r > 0 plati'

(2) — f(20) dz

zZ— 20

< k27,

Yr

Vyuzivame tohoto odhadu kiivkového integralu: Bud~y : (a,b) — C hladky oblouk a bud funkce
f: C— C spojita na (). Potom plat{

z)dz| £ bup |f(2) /|’y )| dt .

. délka krlvky ¥
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neboli

. f(Z) - f(Zo) _

r—0+

T

Navic plati

lim Mdz = lim (f(zo) /27r er’eit dt) = lim (f(z0)2mi)= f(z0)2mi,
; AN

r—0+ zZ— 2 r—0+ rett r—0+
Yr

a proto (sta¢i ,zkombinovat® podtrzenda tvrzeni)

S dz = f(z0)2mi.

,YZ—ZO

Pozorovani 5.12.

e 7 véty 5.11 vyplyva, ze derivaci holomorfni funkce ziskdme opét holomorfni funkei;
jinak Teceno: je-li funkce f holomorfni na oteviené mnoziné 2 a n € N, je funkce
™ holomorfni na €.

e Uvazujme situaci z véty 5.11 Pak hodnoty funkce f na {2 jsou jednoznalné
ur&eny hodnotami f na (7).

e Vzorec (#) muzeme ziskat, zderivujeme-li formélné n-krat podle zy obé strany
rovnosti (é).

Priklad 5.13. Vypoctéte

eZ
—d
/7 z(1—2)3 -
kde y(t) := 3¢, t € (0, 2m).

Resend. 7 véty 5.10 plyne, Ze
e® e® e®
——dz = —d —d
[/ 2(1—2)3 © /71 2(1—2)3 i /72 2(1—2)3 =

1 .
n(t) = 36", 1 € (0,27)

kde

1 .
Yo(t) =1+ Z—le’t, t € (0,2m).
Nyni aplikujme tvrzeni véty 5.11:

z
z

e TP : e :
——dz= / ———dz = 2mi [—} = 27,
/71 Z(1—2)3 » 2—0 (1—=2)°]._
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5.4 Primitivni funkce, nezavislost integralu
na cesté

Definice 5.14. Rekneme, Ze funkce F': C — C je primitivni k funkci f: C — C
na oblasti 2 C C, plati-li pro kazdé z € 2, ze F'(2) = f(z).

Véta 5.15. Necht F' je primitivni funkci k f na oblasti Q). Pak funkce tvaru F +k,
kde k € C, tvori prave vsechny primitivni funkce k f na €.

Dikaz. Mame dokazat:

i) k€ C = F +k je primitivni k f na
ii) ® je primitivni k fna Q = Fke€C: &=F +k.

Adi). (F+k)=F+0=fv .

Ad ii). Definujme funkci G = u +iv : C — C predpisem
G(z) == ®(z) — F(z).

Pak pro kazdé » € Q2 plati G'(2) = 0, a proto'

0 0
Ve+iyeQ: 0=G (z+1iy) = a—Z(z,y)+ia—Z(x,y),

a tedy taky

] ou ov ov ou
Vo +iy e Q: %(l‘,y) = a—y(x,y) =0= a—x(ﬂ:,y) = —a—y(w,y) =0.

Odtud plyne, Ze funkce u a v jsou na mnoziné {(z,y) € R* : z+1iy € Q} konstantni.
Dokézali jsme, ze funkce G = u +iv = ® — F je na () konstantni.
O

Viz vétu 3.4
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5.4 Primitivni funkce, nezavislost integralu na cesté

Definice 5.16. fv{ekneme7 ze integral funkce f : C — C nezdvisi v oblasti 2 C C
na cesté, plati-li pro kazdé dvé po ¢astech hladké krivky v, a v, takové, ze

e (71)U({y2) CQ,

e pb.yi=p.b.yp = 7,

ozZn

[ kb’yl: kb"}/g = 22,
rovnost .
/f(z)dz-/ f(z)dz Oﬁh/ f(z)dz.
71 Y2 Z1

Véta 5.17. Necht funkce f : C — C je holomorfni na jednoduSe souvislé
oblasti 2 C C. Pak integrdal funkce f nezdvisi v {1 na cesté.

Diikaz ponechme jako cvic¢eni; dokazované tvrzeni je pfimym diisledkem véty 5.7.
O

Véta 5.18 (Morerova). Necht funkce f : C — C je spojitd na oblasti Q@ C C
a necht pro kazdou jednoduchou uzavrenou po cdstech hladkou krivku v v €2 plati

l f(2)dz = 0.

Pak f je holomorfni na €.

Véta 5.19. Necht integral spojité funkce f: C — C nezdvisi v oblasti 2 C C

na cesté. Pak existuje primitivni funkce k f na Q.
Navic: je-li zg € Q libovolny bod, je funkce F' definovand predpisem °

Fz) = / CHe)de

primitivni funkci k f na €.
?Symbolem fzzo f(&) dg* rozumime integral f7 f(€)d¢&, kde v je libovolna po ¢astech hladkd

krivka v Q, pro niz je p.b.y = 29 a k.b.y = z.

Dikaz. Bud 2 € Qa F(2) := [ f(£)dE.
Mame dokéazat, ze pro kazdé z € € plati:
F - F
lim (2 + h})L (2) _ f(z)|=0.

h—0
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Bud z € 2 libovolny bod.
Vezméme P(0) takové, aby

Vhe P(0): z+heQ,
a definujme pro kazdé h € P(0) krivku ;, predpisem
Yu(t) := z+th, t € (0,1).
Pak pro kazdé h € P(0) plati:

Z+h o z+h
og‘ N CE f(&)df—f(Z)h‘z
&) dé — f(- 1ds‘ 1) ds\ <
< L sup 1£(€) — f(2)|- Al = sup [£(€) — ()] >0 pro h -0,
2] ecm) )
protoze f je podle predpokladt spojita v bodé z. O

Priklad 5.20. Funkce ]
flz) = -

je holomorfni na jednoduse souvislé oblasti @ = C\ {z € R: 2z < 0}, a proto
(integrujeme pres kiivky lezici v Q) funkce

z |z|1 N arg z B
:/1f(§)d§:/1 ;dx—i—/lZ'gdﬁ [In x]; —1—2/0 dt=1Inz

je primitivni funkef k funkei f na Q.

Pozorovani 5.21. Bud funkce F' primitivni k funkci f na jednoduSe souvislé
oblasti Q a bud 21, 2, € Q. Zkoumejme [ f(2)dz. *
Zvolme libovolné bod zy € 2. Pak existuje konstanta k € C takova, ze

VeeQ: F(z /f )de + k

(viz véty 5.15, 5.17 a 5.19), a proto

/szdeZ/Zofde/Zszdz:
(/ f(z dz+k) </ f(z dz+k> F(z) — F(z1) =" [F(2)])2.

'Promyslete si podrobné!
20pét integrujeme pies po &astech hladké kiivky lezici v €.
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Toto pozorovani lze zobecnit:

Véta 5.22. Necht existuje primitivni funkce k funkci f : C — C na oblasti 2 C C.
Pak integrdl funkce f nezdvisi v oblasti 2 na cesté. Navic: je-li F' primitivni funkci
k funkci f na oblasti Q2 a je-li v po cdastech hladkd krivka v €2, je

/f(z) dz = F(k.b.y) — F(p.b.7).

Piiklady 5.23.

a) Bud ~(t) := e, t € (0,27). Pak [ 5 dz = 0, protoze (-1)" = & v oblasti

C\ {0}.

b) f01+i sinzcos zdz = 01+z' % sin(2z)dz = zl; [— 005(22)]é+i _ % (1= cos(2 + 20))
c) 02m ze*dz = [zez]gm' - 027ri e*dz = 2mi — [ez]gm = 97

(pocitali jsme , per partes ).
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Kapitola 6

Ciselné Fady. Posloupnosti a fady
funkci.

6.1 Ciselné rady

Definice 6.1. Radou (komplexnich é&isel) rozumime vyraz

S

atzmt it EY ()

n=1

kde pro kazdé n € N je z, € C.
Cislo z, nazyvame n-tym ¢lenem tady (©), posloupnost (s,) definovanou predpi-
sem

n
ozZn.
Sp =21+ 2+ -+ 2z, = E 2k

nazyvame posloupnosti ¢asteénych souctu fady (©).
Rikdme, ze fada (©) konverguje, existuje-li (koneénd) lim s, € C; v takovém pii-
padé pak ¢islo

s =lims,

nazyvame souctem fady (©) a piSeme *

S
S = E Zn-
n=1

(Radu, kterd neni konvergentni, nazyvame divergentni fadou.)

%Zde neptehlédnéme, ze symbolem Z zn znacime tadu i jeji soucet, tj. ¢islo! Ale nebojme se,

z kontextu bude vzdy jasné, o které z techto dvou moznosti pravé mluvime.
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Véta 6.2. Uvazujme 1adu y z,. Pak plati:"

n=1

(i) (nutnd podminka konvergence)

Z Zn konverguje = lim z, = 0.

n=1

(ii) (,konvergence Tady = konvergence rady redlnijch a Tady imagindrnich cdsti*)

Z(mn + iy,) konverguje < konverguji Tady an a Zyn;
n=1 n=1 n=1
navic, konverguje-li Tada > (x, + iy,), plati pro jeji soucet:
n=1
Z(xn +iy,) = an +i Zyn.
n=1 n=1 n=1
(iii) (Bolzanova—Cauchyho podminka)
Zzn konverguje <
n=1

& (Ve e RY) (3ng € N) (Vn,m € N; nym > ng) @ [s, — sp| < e

n

(sp == Z 2k).

k=1

(iv) (,absolutni konvergence rady = konvergence rady“)

o0 o0
Z |zn| konverquje = Z 2 konverguje .
o (o] o0
(Rekneme, ze fada ) z, konverguje absolutné, konverguje-li fada > |z,].
n=1 n=1

Radu, kterd konverguje, ale nekonverguje absolutng, nazjvime neabso-
lutné konvergentni fadou.)

(v) (srovndvact kritérium)

VneN: |z, £ a, -
i an konverquje = ZZ” konverguje absolutne.

n=1 n=1

“Doporucuji ¢tendfi, aby si prohlédl [2].
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(vi) (d’Alembertovo kritérium)

o0
lim zn+1 <1 =5 z, konverguje absolutné,
n=1
o0
lim |2 > 1 = 3~ z, diverguje.
n=1

(vii) (Cauchyho kritérium)

lim }/|z,] <1 = > z, konverguje absolutné,

n=1
lim }/|z,| > 1 = > z, diverguje.
n=1

(viil) (integrdlni kritérium)

Necht funkce f: R — R je nezdporna, nerostouci a spojita na intervalu
(1,400) a necht pro kaZdé n € N je |z,| = f(n). Pak plati

Z|zn|<+oo<:>/ z)dr < 4+00.

(ix) (Leibnizovo kritérium)

= Z(—l)"“zn konverguge.

limz, =0

Vn e N: O§Zn+1§zn}

(x) (turzeni o konvergenci geometrické rady)
Rada Y "%, kde q € C, konverguje prdvé tehdy, je-li |q| < 1. V takovém
n=1
pripadé pak plati

S

Priklady 6.3.

a) Rada
“n
Z 3_n 1 + Z
n=1
konverguje absolutné, protoze
nn+1 1 +Z n+1 1 1 2
g (LEO" ] (1ntl L2
- (L +4)" 3 n 3
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b) Rada

()

SN

i":e

n—=

B

; T
e'n 1

. . v v 17 . _ 1 s L . s v v v
diverguje, protoze pro kazdé n € N je Jn = Um COS [ tiom sin I a soucasné rada

(e.)

1 T 33 : 1
21 5 cos diverguje.
n=

6.2 Posloupnosti funkci. Bodova a stejnomérna
konvergence

Definice 6.4. Rekneme, e posloupnost komplexnich funkei ( fn) konverguje
bodové na mnoziné 2 C C,, k funkci f, a pisSeme f, — f na 2, plati-li

VzeQ: lim f,(z) = f(2),

tj. plati-li

(Vz2€Q) (Ve e RT) (Ing eN) (VR €N, n Zng): fu(z) € U(f(2),e).

Poznamka 6.5. Prirozené cislo ng vyskytujici se ve vyse uvedené podmince zavisi
obecné na volbé z € Q a e € RT. Jestlize 1ze ¢&islo ng zvolit nezavisle na volbé bodu
z € ) a jsou-li funkce f, a f konecné, mluvime o stejnomérné konvergenci na §2.
Reknéme to presnéji:

Definice 6.6. Budte pro kazdé n € N funkce f, a f konelné a defino-
vané na mnoziné Q C C.. Rekneme, Ze posloupnost funkei (f,) konverguje
stejnomérné na mnoziné €2 k funkci f, a piSeme f, = f na €, plati-li

tim | sup () = £(2)]| =0

tj. plati-li

(Ve e RY) (3no eN) (VneN, n Zng) (V2 €Q): fu(z) € U(f(2),e).

Véta 6.7. Necht f,= f na Q) a necht pro kazdé n € N je funkce f, spojitd na €.
Pak funkce f je spojitd na Q.

'Rozmyslete si podrobné!
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Definice 6.8. Budte pro kazdé n € N funkce f, a f konelné a definované na
mnoziné 2 C C,. Rekneme, ze funkcni rada

Fi@2) 4 fol2) o fa(2) o F Y ful2) (®)

konverguje bodové resp. stejnomérné na mnoziné €2 ke svému souctu f,
konverguje-li posloupnost (s,) ¢astecnych souctu funkéni fady (#)* bodové resp.
stejnomérné na €2 k funkei f.

%sn(2) = Xn: fe(2).
k=1

Véta 6.9 (Weierstrassova). Necht pro kazdé n € N je funkce f, holomorfni na
oblasti QQ C C a necht funkéni rada ", f,.(2) konverguje na Q lokdlné stejnomeérné,
n=1

tzn. Ze
(V2eQ)3U(z) C Q) : Z fn(2) konverguje stejnomérné na U (z).
n=1
Potom je funkce f definovand predpisem

1) =3 ful2)

holomorfni na oblasti Q) a pro kazdé p € N a z € € plati rovnost

o0

[P =) fP).

Navic: je-li v po cistech hladkd krivka v 2, plati

/f(z)dz = Z fu(z)dz. @

n=1Y7

@Zapsano symbolicky:
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Kapitola 7

Mocninné rady. Taylorovy rady.

7.1 Mocninné rady

Definice 7.1. Mocninnou radou o stfedu z; € C rozumime funkéni radu tvaru

a0+a1(z—20)+a2(z—zo)2+...02' Zan<2_20)na (*)
n=0

kde pro kazdé n € NU {0} je a, € C.

Zabyvejme se nyni konvergenci fady (&), tj. zkoumejme, pro jakd z € C dana
fada konverguje. Je zfejmé, Ze tada (&) konverguje pro z = zy, tj. ve svém stiedu,
a ma tam soucet ag. Predpokladejme nyni, Ze fada (&) konverguje v bodé z; # 2,
a bud z € C takovy bod, ze |z — 2| < |21 — 29|. Pak pro kazdé n € N plati

" ol 2=z "
an(z — 20)"| = |an(z1 — 2 *
onlz = 0)"] = lanea — )" | 222 ()
Nyni aplikujme vétu 6.2. Z predpokladu, ze fada » a,(z1—20)" konverguje, vyplyva,
n=0

v

7e
lim (a,(z1 — 20)") =0,

a proto existuje k € RT takové, Ze pro kazdé n € N je |a,(z1 — 20)"| < k.

Navic, z predpokladu %‘ < 1 plyne konvergence (geometrické) rady
T
D kls—|
o |#17 %0
o0
a proto ze vztahu (x) (a srovnavaciho kritéria) vyplyva, ze fada > a,(z — 29)"
n=0

absolutné konverguje. Toto zjisténi je zobecnéno v nésledujici vété.
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Véta 7.2 (Abelova). Necht mocninnd tada i an(z — z9)" konverguje v bodé
21 # z9. Pak konverguje absolutné a lokdlné stejr;zzoomémé v U (20,21 — 20]) -
Dausledek. Pokud mocninnd rada i an(z—29)" diverguje v bodé zy € C, diverguje
1 v kaZdém bode mnoziny "

{z€C: |z— 2| > |22 — 20|}

Véta 7.3. Pro kazdou mocninnou tadu (&) o stredu zy existuje pravé jedno cislo
R € (0, 4+00)U{+00} (Tikejme mu polomeér konvergence mocninné rady (&) takové,
ze

(i) rada (&) konverguje absolutné, je-li |z — z| < R,
(i) 7ada (&) diverguje, je-li |z — z| > R.

Diikaz. Dokazované tvrzeni je snadnym disledkem predchozi véty 7.2. Staci defino-
vat

n=0

R :=sup {|z — 2zl z€C A Zan(z — zo)" konverguje} :

Definice 7.4. Plati-li pro polomér konvergence R mocninné rady (é&), Ze
0 < R < +o00, nazyvame U(zp, R) kruhem konvergence mocninné rady (é);
je-li R = +o00, rozumime kruhem konvergence mocninné rady (&) mnozinu

U(zo, +00) :=C.

Poznamka 7.5. Predpokladejme, Ze pro polomér konvergence R mocninné rady
o0

Y an(z — 2)" plati, ze 0 < R < +oo. Uvédomme si, Ze obecné nelze Fici nic
n=0
o konvergenci této fady v bodech kruznice

{z€C: |z— 2| =R}
Situaci ilustrujme témito tfemi mocninnymi fadami:!

0o 0o 0o
n 2"
DD IS

n

n=1 n=1 n=1

n

Swl Q

o0
1Jedn4 se ve vSech tiech pifpadech o mocninné fady tvaru > a,(z — 20)", kde 29 = 0 a ag = 0.
n=0
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Protoze » -
Zn—‘rl z" Z—12
S T N R P e p P
z s w2

je (viz d’Alembertovo kritérium) polomér konvergence kazdé z téchto mocninnych
fad roven 1. Navic plati:

e fada ) z" diverguje v kazdém bodé kruznice {z € C: |z| = 1} (pro zddné z € C,

n=1

o0
|z| = 1, neni totiz splnéna nutnd podminka konvergence fady »_ 2", tj. podminka

n=1
lim 2" = 0);
S n
e fada ) = konverguje (neabsolutné) pro z = —1 (viz Leibnizovo kritérium) a di-
n=1
verguje pro z = 1 (viz integralni kritérium);
o
e fada 21 Z konverguje (absolutné) pro kazdé z € C, |z| = 1 (viz integraln{ krité-
n=
rium).

Véta 7.6. Necht existuje
lim | 4L | oz L, resp. lim 3/|a,| = K.
G,
Pak pro polomér konvergence R mocninné tady > a,(z — z)"™ plati:
n=0
1. je-li L € RY, ~, je-li K € RT,
R = 0, je-li L = +o0, Tesp. R = 0, je-li K =400,
+o00, je-li L =0, +o00, je-li K =0.

Diikaz. Staci si uvédomit, ze pro z # 2y je

= L|z — 2|, resp. lim {/|a,(z — 20)"| = K|z — 20,

a uzit d’Alembertovo, resp. Cauchyho kritérium. m

Upg1 (Z _ ZO)nJrl

an(z — zo)"

Piiklad 7.7. Uréete obor konvergence mocninné fady '

DBEES

n=0

3

ITzn. uréete mnozinu viech z € C, pro néz dané fada konverguje.
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v 1
lim 7/ = lim \/ﬁ:—,
2n 2 2

a proto R = 2; dana tada konverguje (absolutné) pro kazdé z € U(0,2) a diverguje
pro kazdé z € C, |z| > 2.
Je-li |z]| = 2, je

Resend.

lim‘%z" =limn = o0 # 0,

o0
a proto fada ) 5% 2" diverguje (neni splnéna nutnd podminka konvergence).
n=0

Priklad 7.8. Urcete polomér konvergence mocninné rady

= (2n)
RRELEED

n=0

G _ e+l
(2n)! - )
iz (n+1)(n+1)

a proto R = %.

o0

Véta 7.9. Necht mocninnd 1ada Y, a,(z — z0)" md polomér konvergence R > 0.
n=0

Pak je funkce f definovand predpisem

f(z) = Zan(z — 2o)"

n=0

holomorfni na oblasti U(zy, R).
Navic: pro kazdé p € N a z € U(zy, R) plati rovnost

fP(z) = Zn(n —1)...(n—p+1)a,(z—2)"""
n=p
a mocninnd tada Y n(n—1) ... (n—p+1)a, (z — 20)"? mad taky polomér kon-
n=p

vergence R.
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Diikaz. Véta je pfimym dusledkem Weierstrassovy a Abelovy véty (viz véty 6.9
a7.2). O

Priklad 7.10. Urcete soucet mocninné rady

0 n
> (-1 c
n
n=1
v kruhu konvergence.
Reseni. Protoze
1
n+1
1 L,
n

je kruhem konvergence dané mocninné fady oblast U(0, 1). Definujme funkci f pred-
pisem

o0

1 2"
fe) =31yt
n=1
Pak pro kazdé z € C, |z| < 1, plati
! — -1 n—1 _n-1 _ _\n—1 _ —
£ = S = S = e =

a proto existuje ¢ € C takové, Ze pro kazdé z € U(0,1) je
f(z)=In(1+2)+c

Protoze ale zfejmé plati:

0=f0)=hl+c=c,

je pro kazdé z € U(0,1)

f) =3 (-1 % = In(1+ 2).

n=1



50 Mocninné rady. Taylorovy rady.

Véta 7.11 (Abelova). Necht mocninnd tada Y a,(z — z0)™ md polomér konver-
n=0
gence R € (0,+00) a necht tato tada konverguje v bodé

2 = 29 + R, kde ¢ € R.

Pak je funkce f definovand predpisem

f(z) = Zan(z — 20)"

n=0

spojitd na usecce s krajnimzi body zo a z1, tj. na mnoziné
{zo+71e¥: r€(0,R)} ={20+ (21 —20)t: t€(0,1)}.
Specidlné:

f(z1) = [ (20 + Re¥) = TE}I]I%I_ f (20 +re’¥) = tl_lfln_ J (20 + (21— 20) ).

Priklad 7.12. Vypoctéte soucet rady

Reseni. Pfedné si uvédomme, Ze uvedend fada konverguje. ' UvaZzujme nyni funkci
f definovanou predpisem:

o0

4 2"
Jz) =1
n=1
Z véty 7.11 a predchazejiciho prikladu pak vyplyva, ze
- n—1 1 . :
S (=1 = = f(1) = lim f(2) = lim (In(1+2)) =In2,
—t n z—1— z—1—

1Viz Leibnizovo kritérium.
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7.2 Taylorovy rady

Dosud jsme ukézali, ze sou¢tem mocninné fady je (v kruhu konvergence) holomorfni
funkce. Nésledujici véta 1ikd, ze kazda holomorfni funkce je (alespori lokalné) souc-
tem jisté mocninné rady.

Véta 7.13 (o rozvoji holomorfni funkce do Taylorovy Fady).
Necht funkce f je holomorfni na U(zo, R), kde zyp € C a R € (0,4+00) U {+00}.

Pak existuje pravé jedna mocninnd tada Y an(z — zo)" takovd, Ze pro kazdé

n=0
z € U(zo, R) plati

f(z) = Z an(z — 20)".

Navic, je-li o libovolné realné cislo takové, Ze 0 < o < R, plati pro koeficienty vyse
uvedené (tzv. Taylorovy) Tady

_f(n)(zo)_ 1/ f(2) d
=+ " 7—(

7 =
n! 271 )., (2 — zo)ntt

kde ,
Y(t) := 20 + 0€”, t € (0,2r)

(ne{0,1,2,3,...}).

Pozorovani 7.14. Je-li f holomorfni na C, je polomér konvergence jeji Taylorovy
fady (o stfedu v libovolném bodé z; € C) roven +oo. Ptiklady takovychto funkei
(a jejich Taylorovych fad o stfedu 0):

. OO o ' OO . »2n+1 o0 . »2n
e :nzga, smz:nz%(—l) s r cosz:nz%(—l) o)

Priklad 7.15. Najdéte Taylorovu fadu funkce f o stfedu z, je-li
a) f(2) =325, 20 =0,

b) (=) i= 5z, 20 = 1+ 33

c) f(z) :==Inz, z=2.

Resend.
Ad a) Predné si uvédomme, ze funkce f je holomorfni na U(0,3). Pfi hledani jeji
Taylorovy fady ndm dobie poslouZi tvrzeni o konvergenci geometrické fady:

VZEU(O’?’):M:?,i :%1i :% <§>”:Zgil

zZ
3 n=0 n=0

Viz vétu 6.2.
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Ad b) Postupujme podobné jako pred chvilickou. Pro kazdé
2€U(-143i,|3—(=14+3i)|) =U(—1+3i,5)

plati

o0

1 1 1 1 _Z(z+1—3¢)n

- - N ~ 24130 Nl
3=z A4-3i—(x—(-143i) 4-3i 1-=5% <= (4-3i)""

f(z) =

Ad ¢) Funkce f je zfejmé holomorfni na U(2,2). Pro kazdé z € U(2,2) plati:

) 11 1 1 & L (2=2\" &= (=) .
f(Z):;:§F:§Z(—1) ( 5 ) _Z(2n+)1 (z—2)",

a proto existuje ¢ € C takové, Ze pro kazdé z € U(2,2) plati

o= U=

on+l1 n+1

Protoze zrejmé
f(2)=In2=c¢,

je

VzeU(2,2): f(z)=In2+ i (_21221 (z—2)".

Véta 7.16 (Liouvillova). Necht funkce f je na C holomorfni a omezena (tzn.,
ze existuje M € R takové, Ze pro kazdé z € C je |f(z)| £ M ). Pak je f na C
konstantnd.

Diikaz. Uz vime (viz vétu 7.13), ze
V2eC: f(z)= Zanz”,
n=0

kde — pro kazdé n € NU {0} a kazdé p € (0,+00) —

1 1 27 it )
R
271 v Z 2w Jo (peit)

(v(t) == 0e”, t € (0,2m)).
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Odtud plyne (opét pro kazdé n € NU {0} a kazdé ¢ € (0, +00)), Ze
2 it 2
1 M M
f(gi,zz'dt'g— Zar=2
o (0e") mJo 0" 0"
ProtoZe konstantu ¢ € R™ lze volit libovolné velkou, plyne z odhadi |a,| < gﬂn, ze

pro kazdé n € N je a,, = 0. Dokézali jsme, Ze pro kazdé z € C je f(z) = ao; funkce
f je tedy konstantni. 0

0] = =
ap| = —
2

Véta 7.17 (Zakladni véta algebry). Kazdy polynom kladného stupné md v C
alespon jeden koren. Jinak receno: bud funkce f: C — C definovand predpisem:

f(2) = an2" + ap_1 2"t -+ a1z + ag,

kde
n €N, ap,a,...,a, €C, a, #0.

Pak ezistuje z € C takové, Ze f(z) = 0.

Dikaz. Predpokladejme sporem, ze
VzeC: f(z)#0,

a uvazujme funkci

1
F(z):= :
f(z)
Pak zrejmé plati:
e I je holomorfni na C
(Vz eC: Fl(2) = —}28),
e [ je omezend na C
: o 1 _ 1 _ 1 _
(ZILHOIO F(z) = le,rﬁlo 2" (antan—114-4ao) — oof(an) — o0 0)’

a proto je (viz vétu 7.16) funkce F na C konstantni. To je vSak spor s definici
funkce F' [

Definice 7.18. Bud funkce f holomorfni v bodé z, € C a bud p € N. Rekneme, 7Ze
2o je p— nasobnym kofenem (nebo p — ndsobnym nulovym bodem) funkce f, je-li

f(z0) = f'(z0) = ["(z0) = -+ = [P D(z0) = 0% fP)(2).
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Véta 7.19. Necht funkce f je holomorfni v bodé zy € C a necht f(zp) = 0. Pak
existuje U(zo) takové, Ze plati prdvé jedna z moznosti:

(i) f je nulovd na Ul(z),
(i) f(z) # 0 pro kazdé z € U(z) \ {20}

Diikaz. Jak vime, z vyse uvedenych predpokladi vyplyva, ze funkce f je na néjakém
okoli bodu zy rovna sou¢tu své Taylorovy fady (o stfedu zj). Neni-li tato fada nulova
(tj. neni-li f nulovd na zadném okoli bodu zj), existuje ziejmé p € N takové, Ze z
je p — ndsobnym kotfenem funkce f; tj. na néjakém okoli bodu zy plati:

% pn)(5 <) (s, i
R L P ) D < I E (S CR P B}

n!
n=p

kde funkce

[e.9]

— 2)" P

je holomorfni (a proto spojitd) a nenulovd v bodé zo. ' Odtud plyne, Ze existuje
U(zo) takové, ze funkce ¢ je nenulova v U(zp), a proto

Vz e U(z) \ {20} f(2) = (2 = 20)" ¢(2) # 0.

Ukazme si jeden dulezity dusledek véty 7.19.

Véta 7.20. Necht funkce f a g jsou holomorfni na oblasti Q@ C C a necht v je
takovd jednoduchd krivka v Q, Ze f = g na (y). Pak f = g na Q.

Cviceni 7.21. Dokazte pomoci véty 7.20, ze pro kazdé z € C plati:

a) sin® z + cos® z = 1,

b) Sln(2z) = 25sin 2z cos z,
C) co _ 1+c02s(2z) sin2 z — 17co2s(2z)7
d) Rez >0 = In(z?) =2Inz.

()
Yo(z0) = Tl #0
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Kapitola 8

Laurentovy rady. Klasifikace
singularnich bodi.

8.1 Laurentovy rady

Definice 8.1. Laurentovou fadou o stiedu zy € C rozumime vyraz tvaru

o

S aulz— 20", ()

kde pro kazdé n € {...,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...} je a, € C.

Mocninnou radu
o0
n
E an(z — 2o)
n=0

nazyvame regularni ¢asti Laurentovy fady (#), funkéni radu

o) o [e9) 1
nz:l a_n(z—20)" = ;a—nm

hlavni ¢asti Laurentovy fady ().

Rekneme, Ze Laurentova fada (#) konverguje na mnoziné 2 C C, konverguje-li na
Q jeji regularni i hlavni cast. V takovém pripadé pak funkci f definovanou na €2
predpisem f(z) := f1(2) + f2(2), kde f; resp. fa je souctem reguldrni resp. hlavni
¢asti Laurentovy rady (#), nazyvame souctem Laurentovy fady (#).

Zabyvejme se nyni konvergenci Laurentovy fady (#); a podivejme se nejdiive na
konvergenci jeji hlavni ¢asti. Polozime-li

le

z—2
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bude
(o ¢] 1 o0 .
;a—nm = ;a—nf )

kde fada napravo je mocninnou ¥adou o stiedu 0 (,v proménné“ ¢£). Bud p jeji
polomér konvergence. Pak plati: !

e je-li [€] < p, Tada Y a_,&" konverguje absolutné,
n=1

e je-li [€| > p, Tada Y a_,&" diverguje.

n=1
Definujeme-li ¢islo
%, je-li 0 < p < 400,
r:=< 0, jeli p= o0,
400, je-li p=0,
tak z predchozich tvah plyne:

o
o je-li |z — 29| > r, Tada > a_n(z_—lzo)n konverguje absolutné,
n=1

[e.e]
o je-li |z — 29| < r, fada ) a,nm diverguje.
n=1

Nyni si oznacme R polomér konvergence mocninné fady

e}
Z an(z — 20)",
n=0

tj. regularni ¢asti Laurentovy rady (#). Nastane pravé jedna z moznosti:

r<R, r=R, r>R.

i) Je-li r < R, konverguje Laurentova fada (#) absolutné (a lokalné stejnomérneé)
na mezikruzi

P(z,m,R) :={2€C: r <|z—2]| <R}

a diverguje v kazdém bodé mnoziny

{z€C: |z— 2] <rmnebo |z — z| > R}.

Viz vétu 7.3.
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Navic se da ukdzat, ze soucet f Laurentovy fady (#) je funkce holomorfni na
P(zy,r, R) a ze pro kazdé p € N a z € P(z,r, R) plati

o0

A=Y anw_

n=—oo

ii) P1i rovnosti r = R Laurentova fada (#) diverguje v kazdém bodé mnoziny

{z€C: |z—2]|#r=R}

iii) V poslednim z pripada, tj. je-li r > R, neexistuje zaddné z € C, ve kterém
Laurentova rada (#) konverguje.

Situace je podobna té z podkapitoly 7.1. Ukazali jsme, Ze souctem Lauren-
tovy fady je (samozfejmé za predpokladu r < R) funkce holomorfni na mezi-
kruzi P(zg,r, R). Néasledujici véta tikd, ze kazda funkce holomorfni na mezikruzi
P(zp,7, R) je souctem jisté Laurentovy rady.

Véta 8.2 (o rozvoji holomorfni funkce do Laurentovy rady).
Necht funkce f je holomorfni na P(zy,r, R), kde zo € C a 0 £ r < R £ +o0.
Pak ezistuje pravé jedna Laurentova rada . an(z — z)" takovd, Ze pro kazZdé

n=—oo

z € P(20,7, R) plati

f(z) = Z an(z — 2)".

n=—0oo

Navic, je-li o libovolné redlné cislo takové, Ze r < o < R, plati pro koeficienty vyse
uvedené Laurentovy Tady (tzv. Laurentova rozvoje funkce f), Ze

_ 1 f(2)
Qp = Q_W/ymd%

Y(t) = 29+ 0", t € (0, 27)
(nef..,—3,-2,-1,0,1,23,...1).

kde

Priklad 8.3. Najdéte Laurentuv rozvoj funkce
1

G-D(-2)

na vSech maximalnich mezikruzich se sttedem zg = 0, na nichz je f holomorfni.

f(z) =
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Resend. Laurentiiv rozvoj funkce f mame ziejmé najit na téchto tiech mezikruzich
P(0,0,1), P(0,1,2), P(0,2,4+00).
Nejdrive si uvédomme, Ze pro kazdé z € C\ {1, 2} je

f(z>:zi2_zi1'

Nyni pristupme zvlast k jednotlivym mezikruzim.

a) Protoze plati implikace:
1 1 1S (2)7 _ 3 1 .n
=3z =—352 (3) = 2, g 2
n=

2l <2 = = %1—%

Izl <1 =

je pro kazdé z € P(0,0,1) ={z€ C: 0<|z| < 1}:

(z) = f: (1 _ 2n1+1) 2

n=0

(Vsimnéme si, ze jsme nasli — jak bylo lze ¢ekat — Taylorovu radu.)

b) Jiz vime (viz Cast a), ze pro kazdé z € C takové, ze 1 < |z| < 2, plati

1 = 1
= - 2"
_ n+1
z—2 — 2
Protoze navic plati
1 1 1 I (1)" «— 1
>1 = - = —— = —— -] = -
|| o1 211 P (z) Z on+l
z n=0 n=0
je pro kazdé z € P(0,1,2) = {z € C: 1 < |z] < 2}:
B o0 . (e 9] 1
f<z)_z_2n+1z + T on
n=0 n=1
¢) Z implikace uvedené v ¢asti b) a z pozorovani
1 11 1 i (2)” i 2n
- o = n+1
o n=0 o n=0 o

w N

1
>2 = = -
’Z’ z— 2 z1—

snadno plyne, ze pro kazdé z € P(0,2,400) = {z € C: 2 < |z|} plati

n—1 i

WE

f(z) =

1

n
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Cviceni 8.4. Najdéte Laurentuv rozvoj funkce

1
&)=y

na vsech maximalnich mezikruzich se stfedem z; = 1, na nichz je f holomorfni.

8.2 Izolované singularity a jejich klasifikace

Definice 8.5. Bod zy; € C nazyvame izolovanou singularitou funkce f, jsou-li
splnény tyto dvé podminky:

(1) funkce f neni holomorfni v bodé 2z,

(2) existuje prstencové okoli P(zy), na némz je f holomorfni.

Je-li bod zj izolovanou singularitou funkce f, existuje ¢islo R € Rt takové, ze [ je
holomorfni na P(zy, R) = P(z0,0, R), a proto”

o0

Vz e P(zo,R): f(2) = Z an (2 — 20)".

n=—o0o
Podle poc¢tu nenulovych koeficientt hlavni ¢asti této Laurentovy rady rozliSme tri
pripady:
a) vsechny koeficienty hlavni ¢asti jsou nulové (tj. a_, = 0 pro kazdé n € N),
b) existuje aspon jeden ale nejvyse konecné mnoho nenulovych koeficientt hlavni

¢asti (tzn. existuje n € N takové, ze a_,, # 0 a Ze pro kazdé k € N, k > n, je
a_p = 0),

¢) existuje nekonetné mnoho nenulovych koeficienti hlavni ¢asti.

Nastane-li pripad a), nazyvame bod z, odstranitelnou singularitou funkce f, v pfi-
padé b) se bod 2y nazyva pélem (ndsobnosti n) funkce f ’ a za situace ¢) budeme
bodu z, fikat podstatné singularita funkce f.

“Viz vétu 8.2.
bP41 nisobnosti 1 nazyvame taky jednoduchym pélem.

Véta 8.6. Bud zy € C izolovanou singularitou funkce f. Pak plati:

(i) zo je odstranitelnou singularitou funkce f prdvé tehdy, je-li

lim f(z) € C;

Z—20
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(ii) 2o je pdlem funkce f (resp. pélem nésobnosti n funkce f) prdvé tehdy,
je-li
lim f(z) = o0

Z—r20

(resp i tim [ = 200" F)] € € 0) )

Z—20

(iii) 2o je podstatnou singularitou funkce f prdvé tehdy, jestlize lim f(z) ne-
Z—r20

existuje.

Véta 8.7 (Velka Picardova). Necht zy € C je podstatnou singularitou
funkce f. Pak f nabyva na libovolném prstencovém okoli bodu zy vsech hodnot
z C s vgjimkou nejuys jedné, tzn.

(VP(z0)) (32 € C): C\{z} C f(P(z0))-

8.3 Laurentova rada o stredu oo,
klasifikace bodu oo

Definice 8.8. Laurentovou fadou o stfedu oo rozumime vyraz tvaru

(e 9]
an

?
Z?’L
n=—oo

kde pro kazdé n € {...,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...} je a, € C.
Mocninnou radu .
>

n=1

nazyvame hlavni{ ¢asti Laurentovy fady (#), funkéni fadu

oo
Qnp,
on

n=0

reguldrni ¢asti Laurentovy fady (#). @

“Vsimnéme si, ze formalné neni rozdil mezi Laurentovou fadou o stfedu 0 a Laurentovou
fadou o stfedu co. Chceme-li tyto dva piipady rozlisit, je nutno udat stied fady nebo urcit jeji
hlavni resp. regularni cast.
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Podobné jako u Laurentovych fad o stfedu zy € C zavadime pojem konvergence
Laurentovy Tady o stfedu oo a jejiho souctu; podobné bychom dospéli k mezikruzi
konvergence — tentokrat tvaru

1 1
P(oo,r,R) :={z€C: < |z| < ;}

I zde plati: konverguje-li Laurentova fada (#) na mezikruzi P(co,r, R) # (), je soudet
této fady na P(oo,r, R) holomorfni funkci. Plati i analogie véty 8.2:

Véta 8.9. Nechl funkce f je holomorfni na P(co,r, R) # 0. Pak eristuje pravé
jedna Laurentova tada ) % takovd, Ze pro kaZdé z € P(oo,r, R) plati

n=—oo

o0
Qn

=3

n=—oo

Navic, je-li o libovolné redlné cislo takové, Ze

1< <1
R 0 .

plati pro koeficienty viyse uvedené Laurentovy rady

f(z / 1
= 2" d
2mi )., 2 ”+1 T omi I %

n

kde .
y(t) == o0e", t € (0,2r)
(nef.. —3-2-1,01,23...}).

Definice 8.10. Rekneme, Ze oo je izolovanou singularitou funkce f, existuje-li
P(00), na némz je f holomorfni.

Je-li 0o izolovanou singularitou funkce f, mizZzeme na néjakém P(oo) funkci f
rozlozit v Laurentovu radu o stredu oo; tzn.

Vz e P(oo): f(z) = %.

Stejné jako u koneénych izolovanych singularit i zde podle po¢tu nenulovych koefi-

cienti hlavni ¢asti této Laurentovy rady klasifikujeme bod oo. Plati i analogie véty
8.6:
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Véta 8.11. Bud oo izolovanou singularitou funkce f. Pak plati:

(i) oo je odstranitelnou singularitou funkce f prdvé tehdy, je-li

lim f(z) € C;

zZ—00

(ii) oo je pélem funkce f (resp. pélem néasobnosti n funkce f) prdvé tehdy,
je-li

lim £(2) =oc

(resp. je-li zh—glo% e C\ {0}) ;

(iii) oo je podstatnou singularitou funkce f prdvé tehdy, jestlize lim f(z) ne-
Z—00
existuje.
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Kapitola 9

Rezidua. Reziduova véta

9.1 Reziduum funkce a jeho vypocet

Definice 9.1. Bud z; € C (resp. 00) izolovanou singularitou funkce f a bud

o0

Z an (z — z0)"  (resp. Z

n=—oo n=—oo

Laurenttiv rozvoj funkce f na néjakém prstencovém okoli bodu z (resp. 0o).
Cislo a_; (resp. —a;) nazyvame reziduum funkce f v bodé 2 (resp. 00) a znacime

res f(zo) (resp. res f(00)). @

2Nékdy budeme pouzivat i znaceni: res f(z) (resp. res f(z)).
Z=0Q0

zZ=Zz0

Poznamka 9.2. Na misté je pfirozend otdzka, pro¢ se ¢islo a_; (resp. —ai) nazyva
Jreziduum funkee®. ' K odpovédi si sta¢i uvédomit, Ze za situace z vyse uvedené
definice plati”

res f(zp) = /f 2m (Z an (z — 20) >dz
(resp. res f(o0) = 27rz/f ~3 <Z Z—Z) dz).

I Reziduum® znamend ,zbytek“ nebo ,zfistatek®.
2Viz vétu 8.2 (resp. vétu 8.9).
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Véta 9.3. Plati:

(i) Je-li zo € C odstranitelnou singularitou funkce f, je resf(z) =0. ¢

(ii) Je-li funkce f holomorfni v bodé zy € C a md-li funkce g v bodé zy jednoduchy
pol, je
res (F(2)g(2)) = f(z0) res g(2).

z2=z0 Z=Z20
(iii) Jsou-li funkce f a g holomorfni v bodé zy € C a je-li bod zy jednonasobnjm
kofenem funkce g," je
res (f(z)) = f/(Zo) .
== \g(z) ) ¢(2)

(iv) Je-li bod zy € C, resp. oo pdlem nasobnosti k funkce f, je

B 1 ’ dk—l .
resfE) = o (dzk—l UQICa )) ’
resp.

—1)k dk+1
res 1) = oty i (47 ) )

(v) Je-li funkce f holomorfni v C\ {z1,22,...,2n}, kde z1,29,...,2, € C jsou
(navzdjem rizné) izolované singularity funkce f, je

res f(00) + i res f(z;) = 0.
i=1

“Varovny piiklad! Uvazujeme-li funkci f(z) := 1, je oo odstranitelnou singularitou funkce

f, a presto plati: res f(co0) = —1 #£ 0. ’
"Tzn. g(20) = 0 # g'(20)-

Cviceni 9.4. Pokuste se o dikaz véty 9.3.

Priklady 9.5. Vypoctéte
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Resent.
Ad a)
Pro kazdé z € C\ {0} plati

22 sim1 = 2 Z(—l)” ! Lo Z (=1)" !

(2n + 1)! 2241 (2n + 1)! 22017

n=0

, 1\ -1 1
res|zsm— | = — = ——.
z=0 z 3' 6
Ad b)

Protoze 7 je ziejmé jednonasobnym kofenem funkce

a proto

g(z) := cos(22),
je

es =
zrzg cos(2z)

23 sin 2 B 23 sin z _ V273
—2sin(22)|,_» 256

Ad ¢)

Protoze 27i je zfejmé pélem nasobnosti 2 funkce, jejiZ reziduum pocitame, je

! L [M]':...:_l.

0w (08 —1)2 1l sami | (08 —1)2

9.2 Reziduova véta

Véta 9.6 (Reziduova). Necht Q@ C C je jednoduse souvisla oblast, necht ~ je
jednoduchd uzavrend po castech hladka kladne orientovand krivka v ) a necht funkce
f je holomorfni na Q\ {21, 22, ..., 20}, kde {z1,22,...,2,} € inty jsou (navzdjem
rizné) izolované singularity funkce f.

Potom plati:

n

/f(z)dz = 271 Z res f(z;) .

=1

Dikaz je snadnym dusledkem definice rezidua a vét 5.10 a 8.2.

Wiz vétu 9.3 — cast (ii).
2Viz vétu 9.3 — édst (iv).
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1
/zZSin dz,
. z+1

v(t) := 2", t € (0,27).

Priklad 9.7. Vypoctéte

kde

Reseni. 7 reziduové véty plyne, ze

1 1
/22 sin dz = 27i res 2%sin .
. z+1 z=—1 z+1

Protoze pro kazdé z € C\ {—1} plati:

—1)n 1

2 (
(2n+ 1)! (z + 1)z’

z smzi1 =((z+1)°=2(z+1)+1) f:

n=0

je !

1 1 —1)! —1)0 5
/223111 dz = 27 res z?sin = 27ri (1( ) +0+1( ))z—m'.
- z+1 z=—1 z+1 3! 1! 3

9.3 Vypocet integrala funkci realné proménné
pomoci reziduové véty

a) Integraly typu f027r R(sinz, cosx) dz,
kde R : R? — R je racionalni funkce dvou proménnych a integrovand funkce (t;.

funkce x — R(sinz,cosz)) je spojitd na intervalu (0, 27).

Zvolme substituci
e = 2.

Pak (zatim pouze formélné) dostaneme:

. zZ— 7 Z+ 7 iz - . 1
sinz = = cosxT = 2 dz=e"idzx, tj. de = —dz,
27 2 1z
a proto
2 5 — 1 z+ 1 1
R(sinzx,cosx) do = /R ( = —Z) —dz, (9.1)
0 . 21 2 1z

'Rozmyslete si podrobné!
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kde
v(z) :=e", x € (0,2m).

Spravnost rovnosti (9.1), kterou jsme ziskali pouze ,formalnim dosazenim®,
plyne piimo z véty 5.5. Integral vystupujici napravo lze casto spocitat pomoci rezi-
duové véty.

Priklad 9.8.

= —2/ <z_z?fz—§> - ‘%27” ((z—2>1< %)) :‘4”%—3 - g”

(’y(:t:) =e re <0,27T>) )

o P(x)
o Q)

kde P,@Q) : R — R jsou polynomy, pro néz plati:

b) Integraly typu dz,

e () nema redlny koten,

e stupen polynomu () je alespon o 2 vétsi nez stupen polynomu P.

Z vyse uvedenych predpoklada vyplyva, ze

k +oo
o [ g fag o= [ G
kde
ag(t) :=t, t € (—k, k),
a ze P
kgrfoo 5 Q z) -
kde

B(t) == ke, t € (0, ).

o P(x) P(z)
de = li
/OO Q(x) R e o Q(2)

Proto plati
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ap(t + k), jelit € (—2k,0),
W) =9 Bu(t), jeli t € (0, 7).

Nyni uvazujme kruh U(0,r) C C tak velky, aby obsahoval vsechny koteny poly-
nomu @ (takovy jisté existuje!). Pak pro kazdé redlné ¢islo k > r plati

P [ PG,
v, Q(2) de= ¥ Q(2) 4

a proto
+o0o P(I)
dz = lim
o Q2) koo ), Q(2)

Pe) [ PG
dz—/% Q(z)d

A ted aplikujme reziduovou vétu:

o P(x) [ Ple), P(z)
BT Rl T Rk A ) = (50)
Q(z)=0,
Im 2z, >0

Priklad 9.9.

Hoo dz oo dz
/_Oo (2% 4 2z + 2)? de = /_oo (x—(=1+1) (x — (-1 — Z)))2 do =

1 1 /
= 2mi res =2mi lim
2 e=—14i ((z — (=1 41)) (z — (=1 —1)))? ’ Z—14 ((z —(-1- i))2>

= 2 [—2(2 - (_11 — i))glz_m -

ol =

'Namalujte si geometrické obrazy kiivek oy, Bk, V-
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Kapitola 10
Priklady k procviceni

Priklad 10.1.

Urcete redlnou a imaginarni ¢ast daného komplexniho ¢isla

a) z=(14+14)(3 —2i);

b) 2= s
c) z=14;
d)Z:2i—g.

Priklad 10.2.

Zapiste dané komplexni ¢islo v goniometrickém tvaru

d) z=—1—3i;
_ 2+i
€)== 3730
_ 3
f) 2 =55

Priklad 10.3.

Dokazte (matematickou indukci) tzv. Moivrovu vétu:

(Vn e N) (Vo € R) : (cosp+ising)" = cos(ny) + isin(ngp).
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Priklad 10.4.
Bud ¢ € R. Vyjadrete sin(4¢) a cos(4¢) pomoci sin ¢ a cos p.

Priklad 10.5.

24
v . . . 1—1
Urcete Rez a Im z, je-li z = (1+\/§i> :

Priklad 10.6.

Urcete Arg z a arg z, je-li

a) z = (\/§—|—i)126;
b) z=(1+)";

c) z=—-1-5i.

Priklad 10.7.

Znazornéte v Gaussoveé roviné mnozinu

a) {z€Cyx: Rez S 1};
b) {z € C : Re(2?) =2}
¢){z€Csx: Imi=1}
d) {z€Cyx: |Imz| < 1};

e) {z€Cyx: |z2|=Rez+1}

g) {+ €Cx: || =1}

h) {z€Cyx: |1+2| <|1—2zl};

i) {zeCx: [z+1]=2|2-1]};
j){z€Cy: 2<|z+2-23i| <4},
k) {zeCyx: §Zarg(z+2i) =T}

)
)
)
)
)
£) {z€Co: |z—2| =1 -22|};
)
)
)
)
)
)

) {zeCyx: 2|+ Rez=1 A —F Zargz < 7}
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Priklad 10.8.
Bud z1, 22 € C\ {0}. Dokazte nésledujici implikace:

1 € Arg 2
a)
P2 € Arg 2y

p1 € Arg 2y B <Z_1>
b) QOQEAl”gZQ} = ¢1- 2 € Arg z2 )"

} = @1+ P2 € Arg(z129);

Priklad 10.9.

Rozhodnéte, zda dand limita existuje, a pokud ano, vypoctéte ji
a) lim(3 — 44)",

b) lim ((—1

Bls
~—

) lim (%

d) lim (1*

Priklad 10.10.

Bud (z,) posloupnost komplexnich ¢isel. Dokazte nasledujici tvrzeni:

a) z, >0 & + = oo;

|zn| > 7 €R
argz, > € R

b)

} = Zn — r(cosgp—i—isingo);

a ukazte, ze implikaci v tvrzeni b) nelze obratit.

Priklad 10.11.
Najdéte vsechna z € C,, pro ktera plati

a) 25 =1;

b) 22 = i;

c)z*=24i—7
z—1\2

d) (z+1) :22’
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e) 2t = —1;

f) 22 =1i—1;

g) 2* =1

h) 2?2 = —11 + 603;
i) 22=3+4i

Priklad 10.12.

Urcete a zndzornéte mnozinu M = {1 : z € Q}, je-li

a) Q={z€C: argz=a}, a € (—m,n);
b)Q={z€C: |z—-1|=1}

)

)

c) Q={2€C: Rez=1Imz};

d) Q={z+iwyeC: z=1};
)

e) Q={r+iyeC: y=0}

Priklad 10.13.

Urcete a znazornéte mnozinu M = {f(z) : z € Q}, je-li
a) Q={z€C: |argz| S I}, f(z) = 2%
b) Q={2ze€C: |[Imz| < J}, f(2):=¢%
c)Q={2€C: 0<Rez<7 A Imz >0}, f(2):= e~

d) Q={2€C: Imz=1}, f(z) =22

Vypoctéte
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e) Ln (—4 — v/3i) a In(—4 — v/3i);
f) Ln (ie?).

Priklad 10.15.
Najdéte vSechna z € C, pro ktera plati

a) sin z = 3;

_f

o

Y

¢) sinz + cos z = 2;

d

sinz —cosz = 3;

e) 22 +22+9+6i=0.

) co
)
)
)

Priklad 10.16.
Vypoctéte

e) (—1)v%;

f) (—v3i+1)7°

Priklad 10.17.

Najdéte redlnou a imaginarni ¢ast funkce f: C — C definované predpisem
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Priklad 10.18.

Zjistéte, zda je funkce f(z) := 23 prostd na mnoziné €, je-li

a) Q={z€C: Rez>0};

b) Q@ ={z€C: argz € (0,7)}.

Priklad 10.19.

Urcete, zda existuje dana limita, a pokud ano, vypoctéte ji

a) lim Rez.
z—=0 *

b) lim M;

Priklad 10.20.
Znézornéte mnozinu (@) := {@(t) : t € Dy}, je-li
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- eiTrt, t e <O, 1),
e) (t) == {t —2, te(1,3);

f) lt) = { £ {-3m,

34, te(m2m).

Priklad 10.21.

Parametrizujte mnozinu € (tzn. najdéte kiivku ¢ : R — C takovou, aby (p) = Q),
je-li

a) Q={z€C: |z—2+3i| =2};

)
b) € tdsecka s krajnimi body a,b € C, a # b;
c) Q={z€C: Rez=2Imz};

)

d) Q={2€C: Re (1) =2}.

Priklad 10.22.

Znéazornéte mnozinu §2 a rozhodnéte, zda je €2 oblasti a zda je € otevienou mnozi-
nou, je-li

a) Q={z€C: |z—id| <1V |z+i| <1}
b) Q={z€C: |z—-1| <1 A |z—2| < 2};

c)Q={z€C: |z-1] < |2+ 1]}

)

)

)

d) Q={ze€C: |z+1] >2z|};

e) Q={2zeC: 1<z <2}

f)Q={z€C: |z]<1 A argz € (—m,m) \ {0} };
)

g) Q={zeC: |22 < |1+ 2%}

Priklad 10.23.

Zjistéte, ve kterych bodech ma funkce f derivaci a ve kterych bodech je funkce f
holomorfni, je-li

a) f(z):=Rez;
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b) £(2) = |2;
¢) f(z) = ze%
Q) f(2) = 2z,
¢) f(z) = Bez;
f) f(z) = 222
g) f(z) =22 +2:—1

Priklad 10.24.
Zjistéte, zda je funkce ® harmonickéa na oblasti €2, je-li

a) ®(x,y) = 2% —y? 4+ 2011, Q = C;

b) &(z,y) = iz +2° —y* +a—y, Q=C\{0}.

z2+y

Priklad 10.25.
Najdéte (existuje-li) na oblasti Q holomorfni funkci f = u + iv, je-li

a) u(z,y) := % — 3wy? — 2y, Q =C;
b) u(z,y) == 5z, @ =C\ {0}
c) u(z,y) =322 —y* + 3z +y, Q=C;

d) u(z,y) =2 —y* + 5z +y — =45, Q=C\ {0}

x2 +y2 I

Priklad 10.26.
Bud u(z,y) = 2® — 3xy? — 2y + 2. Najdéte (existuje-li) na C holomorfni funkci
f = u+ v, pro niz plati

a) f(0) =i
b) f(1) =3 —1i.
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Priklad 10.27.
Najdéte (existuje-li) na oblasti Q holomorfni funkei f = u + iv, je-li
a) v(z,y) == =3zy* +2* + 5, Q =C;

b) v(z,y) ;= arctg 2, Q= {2 € C: Rez > 0}.

Priklad 10.28.
Bud v(x,y) := 1 + arctg £. Najdéte (existuje-li) na oblasti {z € C : Rez > 0}

holomorfni funkci f = u + v, pro niz plati
a) f(3) =In3+ 6+ 1;

b) fle) =1—1i.

Priklad 10.29.
Dokazte, ze je funkce
v(z,y) = In(2® +y?)

harmonickd na (dvojnasobné souvislé) oblasti C \ {0}, a Ze presto neexistuje
funkce u : R?* — R takova, aby funkce f := u + iv byla holomorfn{ na C\ {0}.

Priklad 10.30.

Urcete whel otoceni a koeficient roztaznosti funkce f v bodé zg, je-li

3 20 = —3 + 4i;

=

=

&
I
N

c) f(z) =2, 2 = 2i.

z—1’

Priklad 10.31.

Urcete, ve kterych bodech Gaussovy roviny dochazi pri daném zobrazeni ke
kontrakci



78 Priklady k procviceni

Priklad 10.32.

Znézorndte mnoziny Q a £(Q) = {f(2): z € Q}, jeli !

a) Q=U(L,2), f(z):=1—2iz;

b) Q={z€C: Rez <1}, f(2):=1+1d)z+1;

c) D=U(1,2), f(2):=1;
)

d) @=U(L,2), f(2) = 2%

e) N =U(1,2), f(z):= Z=;

22—6"
f)Q={z€C: Rez <1}, f(z):=1;

g) Q={z€C: Rez< 1}, f(z):=

_z .
z—1+41’

h) Q={2ze€C: Rez <1}, f(z) = Z5;

z—2"

i)Q={z€C: Rez<0 A Imz <0}, f(Z)‘:%5

Q={2€C: Rez>0 A Imz >0}, f(z) =23

z+1;

k) Q={2€C: —1<Rez<0 A Imz <0}, f(z) ==

z+1?

NQ={z€C: |z2/]<1 AN Rez<0 A Imz>0}, f(z) :=*%.

Priklad 10.33.

Najdéte linearni lomenou funkci f takovou, aby

a) f(=1) =0, f(i) =2i, f(1+1) =1 —4;
b) f(i) = oo, f(6) =0, f(00) = 3;
c) f(0) =i, f(i) = 0, f(=1) = —i.

Priklad 10.34.

Najdéte linearni funkci, kterd zobrazi ¢tverec s vrcholy 0, 1 —14, 2, 144 na ¢tverec
s vrcholy 1 4+14, —1+14¢, —1—1, 1 —1.

! Ndpoveda k nékterym z niZe uvedengjch prikladii. Uvédomte si (a dokazte), Ze plati tvrzenf:

f je konformni na oblasti 2 C C,

P } = F(ANB) = f(A) N f(B).
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Priklad 10.35.
Bud
Q={2z€C: Rez>Imz}.

Najdéte linedrni lomenou funkei f takovou, aby f(2) = U(0,1).

Priklad 10.36.

Najdéte konformni zobrazeni, které zobrazi oblast
{zeC: |z|] <1 A Rez>0}

na oblast
{zeC: Imz>0}.

Priklad 10.37.
Bud
Q={z€C: Rez>0 A Imz < 0}.

Najdéte linedrni lomenou funkci f takovou, aby

f()={2€C: |z|] <1 A Rez <0}.

Priklad 10.38.

Najdéte konformni zobrazeni, které zobrazi oblast
{zeC: Rez>1Imz >0}

na oblast U(0,1).

Priklad 10.39.

Naleznéte obrazy primek rovnobéznych s realnou resp. imaginarni osou pti zobrazeni
f(z) =1 (pffmky uvazujte véetné bodu oo).
z

Priklad 10.40.
Naleznéte obrazy mnozin

M,={z€C: argz=a}, N, ={z€C: |z| =1},

kde a € (—m, m), r € RT, pii zobrazeni f(z) :=1Inz.
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Priklad 10.41.
Vypoctéte

/ 2] dz,
i

3¢, t€(0,%),
V(t):=qi(3+ 5 —1), te(3,5+3),
t—5 =3, te(5+3,5+6).

je-li

Priklad 10.42.

Vypoctéte
/z3 dz,
-
je-li
, te(=5,m),
vy(t) == %t —4, t € (m,2m),

— 4+ 6+ 24, t € (2, 3m).

Priklad 10.43.
Vypoctéte

/\z|§dz,
v

je-li v takova jednoduché uzaviena po c¢astech hladka a kladné orientovand kiivka,
ze (7y) je hranici mnoziny

{z€C: |z| <2 A Imz>0}.

Priklad 10.44.

Vypoctéte pomoci Cauchyho integralnich vzorct dany integral '

a)

2 .
/Z +Zdz, kde k={2z€C: |z —2i] =1}
k

z

! Umluva. Symbolem fk z)dz, kde k C C, rozumime f f(2)dz, kde « je takovd jednoduchd

)
uzaviend po ¢astech hladka kladne orientovand kiivka, ze (y ) k.
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/sz_dz, kde k={2z€C: |z+i| =1}
kZ+Z

/Ldz, kde k={z€C: |z] =3};
k

22— 72410

sin z
_SIZ g kde k= 1 = 30
/k(z—Qi)3 : kde k={:€C: |2| =3}

22 2

/ﬂdz, kde k={z€C: |z| =4};
k

/e—z4dz, kde k={z€C: |z—2]=1};
k

e* cos(mz) 3 4
————=dz, kd t) = =¢' 27);
/V 22492 2, € 7( ) 26 SRS <07 7T>7

22 —1)3 2

d -9 —4mit
/(—z kde A(t) = 1 e (0,4);
il

/ dz
L (1=2)(z+2)(z—1)%

kde v je takova jednoduché uzaviena po castech hladka kladné orientovana krivka,
ze —2 cint vy, i €int 7y, 1 € ext 7.

Priklad 10.45.

Vypoctéte

a) fOHi e* dz;

b) fOHi 23 dz;

c) fg 2% sin z dz;

d) f; zsin zdz.
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Priklad 10.46.
Rozhodnéte, zda dana fada konverguje

a) Y Lo

n=1

b) (149"

)Z3n 17"

Priklad 10.47.
Urcete obor konvergence dané rady !

Priklad 10.48.
Urcete polomér konvergence dané mocninné rady

3" .
);1 \/ (3n— 2)2"
1
) Z gj—n—Hz ,

Q) 3

ITzn. najdéte viechna z € C, pro kterd dané fada konverguje.
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g) > (n* —n—2)z"

n=0

h) 3 G

Priklad 10.49.

Najdéte soucet dané mocninné rady v kruhu konvergence

o

a) >, nz"

n=1

2",
n

Y

N

b)

Il
—

n

e 2n+1
c) > Z2nn+15
n=0

d) gl(—l)"“nz—:l;
e) > (n?—n—2)2"
n=0

Priklad 10.50.

Najdéte soucet dané rady

= 1
a) D o

3

Priklad 10.51.

Najdéte Taylorovu fadu funkce f o stredu zy a urcete jeji polomér konvergence, je-li

a“) f(Z) = ZQiZzlff)’ 20 = _17
b) f(z) == #5, 20 =0;

c) f(z) =In 2, 2 = 0;

1—27

d) f(z):=e372 2= 1;
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e) f(z) :=sin(322 4+ 2), 2o = 0;
f) f(z) = ﬁ, 20 = 3;

g) f(z) :=sin?z, z = 0.

Priklad 10.52.

Urcete obor konvergence dané Laurentovy fady *

a) > 2-Inlzn.

DEDIE-=

Priklad 10.53.

Najdéte Laurentovu fadu funkce f na daném ,mezikruzi*

a) f(z) =52 0<|z| < 1;

z

b) f(2) ==, |2l > 1;

o) f(z) = 2E5, s <lz—il < 1

d) f(2) = 722, |2| > g;

2257
e) f(2) ::m, 1<|z—2] <2
f) f(z) = m, 0<|z—1i] <2

g) f(z) == =55, 0 < 2] < oo
h) f(z) = 2525, 2 < |z — 1] < oo

i) f(2) ::m, I<l]z—-1] <2

Priklad 10.54.

Najdéte Laurentiv rozvoj funkce f na vSech ,,maximéalnich mezikruzich* se stredem

29, na nichz je f holomorfni, je-li

ITzn. najdéte viechna z € C, pro kterd dané fada konverguje.
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Priklad 10.55.

Urcete typ kazdé z izolovanych singularit funkce f, je-li

a) f(z) =2"+42° -2+ 2+ 3

; — 1 .
i) f(z) = =3)2(2—cos )’

) 1) = gz
k) f(z) := 2%sin =

z+1;

) f(z) = 5

Priklad 10.56.
Dokazte I’'Hospitalovo pravidlo:

Necht funkce f a g jsou holomorfni a nekonstantni na néjakém prstencovém okoli
bodu zy € C a necht lim f(z) = lim g(z) = 0.
20 zZ—20

zZ—r

Potom plati

Priklad 10.57.

Vypoctéte reziduum funkce f ve vsech jejich izolovanych singularitach, je-li
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e) f(2) = sz
f) f(z) = tgz;

g) f(2) = gz

h) f(z) := cotg® z;

i) f(z) :=sinzsin;
i) fz) =258,

Priklad 10.58.

Vypoctéte pomoci reziduové véty dany integral

a)

/

——dz, kde ~(t):

z+2 z

3e’, t €0, 27);
kde ~(t) := 18", t € (0, 27);
- dz, kde k={zeC: |2| =2}
1e%dz, kde k={z€ C: |z| =2};

. dz, kde ~(t):=2e", t € (0,67);

/ Coz+1
zsin
.
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Tz
(§]
/ 7 1
g

kde v je takova jednoduché uzaviena po castech hladka kladné orientovana krivka,
ze -
inty={2z€C: |z|<1 A O<argz<§};

/L kde k={z€C: |z| =2}.
k

25(210 — 2)

Priklad 10.59.

Vypoététe pomoci reziduové véty dany integral !
/” de
.5+ 3cosz’
/OO r?dx .
Do T+ 622 4 257
oo .4 1
/ xG + da:
0 b + 1
00 2
x
——— dux;
/0 (24 1)3
T cosw
——duz;
/_7r 3+ 2sinx
2 2
2
/ cos®(2x) da
o o—4cosx

/°° do
oo L+ b

1Uvedené integraly je tfeba chapat jako ,rediné“ integraly z funkce rediné proménné.

a)
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/°° dz
2tz + 1



89

Literatura

J. Bouchala, O. Vlach Krivkovy a plosny integrdl, http://mi21 . .vsb.cz/, 2011.
J. Bouchala, P. Vodstréil: Rady, http://mi21.vsb.cz/, 2011.

I. Cerny: Analyza v kompleznim oboru, Academia, Praha, 1983.

L. Cerny: Zdklady analysy v kompleznim oboru, Academia, Praha, 1967.

M. Dont, B. Opic: Matematickd analyjza III — 4ilohy, skripta CVUT, Praha,
1989.

J. Elia8, J. Horvath, J. Kajan, R. Sulka: Zbierka dloh z vyssej matematiky 4,
Alfa, Bratislava, 1979.

P. Galajda, S. Schrotter: Funkcie komplexnej premennej a operdtorovy pocet,
Alfa, Bratislava, 1991.

I. Kluvanek, L. Misik, M. Svec: Matematika II., SVTL, Bratislava, 1965.

K. Rektorys a spolupracovnici: Prehled uzité matematiky I a II, Prometheus,
Praha, 1995.

J. Vesely: Komplexni analyjza pro ucitele, Karolinum, Univerzita Karlova, Praha,
2001.


http://mi21.vsb.cz/
http://mi21.vsb.cz/

90

Rejstrik

¢islo komplexné sdruzené, 1

¢islo komplexni, 1
absolutni hodnota, 1
argument, 3
hlavni hodnota argumentu, 4
imaginarni cast, 1
realna ¢éast, 1

derivace funkce
v bodeé, 20
vyssiho tadu, 23

funkce

n-t4 odmocnina, 13
exponencialni, 9

vlastnosti, 10
goniometrické, 10

vlastnosti, 10
harmonicka, 23
harmonicky sdruzené, 24
hlavni hodnota logaritmu, 12
holomorfni

na mnoziné, 20

v bodé, 20
hyperbolické, 11
jednoznac¢nd, 8
koeficient roztaznosti v bodé, 26
komplexni

imaginarni ¢ast, 14

komplexni proménné, 8

realnd cast, 14

readlné proménné, 8
konformni

na mnoziné, 27

v bode, 27

koten, 53

p-nasobny koten, 53
linearni, 28
linearni lomena, 28
logaritmicka, 11
mnohoznacna, 8
jednoznac¢nd vétev, 9
mocninné, 12
vlastnosti, 13
nekonec¢néznacna, 8
omezena, 52
primitivni, 36
thel otoceni v bodé, 26

integral
funkce komplexni proménné, 31
funkce redlné proménné, 30

komponenta mnoziny, 19
kruh konvergence mocninné rady, 46
kruznice
zobecnéna, 28
krivka, 17
geometricky obraz, 17
v C, 17
v Cy, 17
v R?, 17

limita
funkce komplexni proménné, 15
funkce realné proménné, 17
posloupnosti, 6
posloupnosti funkei
bodova, 43
stejnomérna, 43

mezikruzi konvergence Laurentovy rady,

26



Rejstrik

91

mnozina
otevfena, 5
parametrizace, 17
souvisld, 18
uzaver, 18
uzaviena, 18
mnoziny
konformné ekvivalentni, 27
oddeélené, 18

nekonecno, 4
operace s 00, 5
nezavislost integralu na cesté, 37

oblast, 19
n—nasobné souvisla, 19
jednoduse souvisla, 19
obor konvergence mocninné fady, 47
okoli bodu, 5
prstencové, 5

podminky
Cauchyho—Riemannovy, 21
polomér konvergence mocninné rady,
46
posloupnost
¢astecénych souctu rady, 40
komplexnich ¢isel, 6
konvergentni, 6
omezena, 7

reziduum funkce, 63
rovina
Gaussova, 2
rozsitena Gaussova, 4

rada

komplexnich ¢isel, 40
absolutné konvergentni, 41
divergentni, 40
konvergentni, 40
neabsolutné konvergentni, 41
soucet, 40

komplexnich funkeci, 44
bodové konvergentni, 44

Laurentova, 55
Laurentova-hlavni ¢ast, 55
Laurentova-regularni ¢ast, 55
mocninna, 45

stejnomérné konvergentni, 44
Taylorova, 51

singularita funkce
izolovana, 59
odstranitelna, 59
podstatna, 59
pol
jednoduchy, 59
nasobnosti n, 59
soucet Tady, 40
spojitost funkce komplexni proménné,
16
na mnoziné, 16
v bodé, 16
spojitost funkce redlné proménné, 17
na mnoziné, 17

v bodeé, 17

véta

Abelova, 46, 50

Cauchyho, 32

Cauchyho integralni vzorce, 34

Jordanova, 30

Liouvillova, 52

Morerova, 37

o konvergenci geometrické rady, 42

o konvergenci rady
Bolzanova—Cauchyho podminka,

41

Cauchyho kritérium, 42
d’Alembertovo kritérium, 42
integralni kritérium, 42
Leibnizovo kritérium, 42
nutnd podminka, 41
srovnavaci kritérium, 41

o rozvoji do Laurentovy rady, 57,

61
o rozvoji do Taylorovy rady, 51
reziduova, 65
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velka Picardova, 60
Weierstrassova, 44
Zakladni véta algebry, 53
zobecnéna Cauchyho, 33
zobecnénd Cauchyho pro vicenasobné
souvislou oblast, 33
vnéjsek krivky, 30
vnitrek krivky, 30
vzorec
Euleruv, 10
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